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OZET

KUME DEGERLI F-BUZULME DONUSUMLERI VE SABIT NOKTALARI
UZERINE

MINAK, Giilhan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. ishak ALTUN
Ocak 2020, sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olugsmaktadir. Alisilagelmis bicimiyle ilk ve son bo-

liimler sirasiyla girig ve tartisma-sonug i¢in ayrilmasgtir.

Ikinci boliimde metrik ve topolojik kavramlarin yani sira sabit nokta teorinin tarihsel
bir gelisimi ve uygulama alanlarindan bahsedilmistir. Daha sonra kiime degerli donii-
sim ve Hausdorff metrigi ile ilgili temel 6zellikler ve kiime degerli doniisiimler i¢in

baz1 6nemli sabit nokta teoremleri hatirlatilmistir.

Arastirma bulgular1 ad1 altinda verilen ii¢lincii boliim ise orijinal calismalara ayrilmig-
tir. Burada, kiime degerli F-biiziilme, genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme, kiime
degerli lineer olmayan F-biiziilme, kiime degerli hemen hemen F-biiziilme ve kiime
degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilme kavramlari tanimlanmistir. Bu tiir
doniisiimlerin kompakt kiime degerli olmasi ile kapali ve sinirli kiime degerli olmasi
durumlari i¢in sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Ayrica Hausdorff metrigini kul-

lanmaksizin elde edilen ve ikinci boliimde bahsi gecen Feng-Liu, Klim-Wardowski ve



Ciri¢ sabit nokta teoremlerinin F-biiziilme versiyonlar1 da sunulmustur. Elde edilen
tlim sonuclarin anlaml oldugunu gosteren agiklayici ve karsilastirmali 6rnekler de ve-

rilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Kiime Degerli Doniisiim, Hausdoff metrik,

F-biiziilme doniistimii
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ABSTRACT

ON MULTIVALUED F-CONTRACTION MAPPINGS AND THEIR FIXED
POINTS

MINAK, Giilhan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ishak ALTUN

January 2020, pages

This thesis consists of four chapters. In the usual way, the first and last chapters are

reserved for introduction and discussion and conclusion, respectively.

In the second part, besides the metric and topological concepts, a historical develop-
ment and application areas of fixed point theory are mentioned. Then, some important
fixed point theorems for multivalued mappings and basic properties related to multiva-

lued mappings and Hausdorff metric are recalled.

The third section, which is named as the research findings, is devoted to the origi-
nal studies. Here, the concepts of multivalued F'-contraction, generalized multivalued
F-contraction, multivalued nonlinear F-contraction, multivalued almost F'-contraction
and multivalued nonlinear almost F-contraction have been defined. Fixed point the-
orems have been obtained for these types of mappings being compact set valued and
closed and bounded set valued cases. In addition, F-contraction versions of the Feng-

Liu, Klim-Wardowski and Ciri¢ fixed point theorems mentioned in the second chapter,

il



which are obtained without using Hausdorff metric, are also presented. Explanatory
and comparative examples showing that all the results obtained are meaningful are

also given.

Key Words: Fixed point, multivalued mapping, Hausdorff metric, F-

contraction mapping
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler i¢in Cauchy’nin ¢alismalar1 varlik teoremleri icin temel bir
alan tegkil etmektedir. Bu caligmalarin agagida bahsedilen konularla iligkili oldugu bi-

linmektedir.

1. Cauchy-Lipschitz varlik ve teklik teoremleri,
2. Cauchy-Picard varlik ve teklik teoremlert,
3. Analitik denklemler i¢in Cauchy-Majorant metodu,

4. Cauchy-Poincare kiiclik parametreler metodlari.

Cauchy-Lipschitz varlik ve teklik teoremleri hakkindaki ilk bilgilere sahip olan bilim
adam1 L. Euler’dir. Ancak, A. L. Cauchy (1844), f siirekli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olmak iizere

&= flxy)

@) =yo
seklindeki diferansiyel denkleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligini arastiran ilk ma-
tematikcidir. R. Lipschitz (1877), giiniimiizde asagida ifade edilen "Lipschitz kosulu"

olarak bilinen sart1 kullanarak Cauchy tarafindan verilen bu ispat1 daha kolay anlasilir

hale getirmistir.

A, R™ in bir alt kiimesi ve f, bu kiime iizerinde taniml1 reel degerli bir fonksiyon ve d,

R" iizerinde her x = (x1,x2, -+ ,xn), y = (y1,¥2,*+ ,yn) € R" i¢in

d0ey) = |3 (- o)
=1



seklinde taniml Oklid metrigi olmak iizere,

1f(x) = f)] < Kd(x,y)

sartin1 saglayan bir K sabiti varsa, o zaman f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar.
Lipschitz’in bu kosulundan kisa bir siire sonra G. Peano (1890), sadece f fonksiyonu-

nun siirekliligini goz Oniine alarak,

D — f(x,y)

y(xo) =yo
seklindeki diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlii i¢in 6nemli bir sonug olus-
turdu. Aslinda, Peano’nun bu sonucu varlik metotlarinda kullanilan modern sabit nokta
teori ile cok yakindan baglantis1 bulunmaktadir. Fakat, Cauchy’den daha 6nce Cauchy-
Picard metodunun kullanildigimi hatirlatmak ilging olacaktir. Ornegin, J. L. Liouville
(1838), 151 iletimi denklemleri i¢in bu metodu kullanmustir. Yine, Liouville’nin bu ma-
kalesinde iterasyonlar tantmlamig ve bir ¢oziim icin Neumann serilerinin diizgiin ya-

kinsakligin1 ispatlamada kullanilan hesaplamalar elde edilmistir.

1890 yilinda Picard, kismi diferansiyel denklemlerin yanisira adi diferansiyel denk-
lemlere bu metotu uygulamastir. Bu metod daha sonrasinda ¢cok genis kullanim alanina
sahip olmustur. Hatta, 1920 yilinda, Lawson, bu iterasyon metodunu kullanarak soyut
uzaylarda kapali fonksiyon teoremi olarak bilinen bir sonu¢ elde etmistir. Bu sonug
yakisakligin keyfi bir baslangic degeri i¢in ispatlandifindan dolay: uluslararast bir
degere sahiptir. Yapilan bu ¢alismalarin ardindan Hildebrant ve Graves, 1929 yilinda,

Lawson teoreminin lokal bir versiyonunu elde etmistir.

Bu sekilde bilinen formiilasyonlardan biri de 1922 yilinda S. Banach tarafindan veril-
migtir. Bu formiilasyon, literatiirde "biiziilme doniisiim prensibi" ya da "Banach sabit
nokta teoremi" olarak da adlandirilmakta ve bu teorem asagidaki bicimde ifade edil-
mektedir:

" (X,d) bir tam metrik uzay ve f : X — X bir biiziilme dontisiimii olsun. Yani her



x,y € X i¢in
d(f(x), f(y)) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0, 1) sabiti var olsun. Bu durumda X de z = f(z) olacak sekilde
bir tek z noktas1 vardir (Bu tiir noktalara doniisiimiin sabit noktas1 denilmektedir). Us-

telik her x € X i¢in { /" (x)} dizisi bu z noktasina yakinsar".

Banach sabit nokta teoreminin bir 6rnegi olarak, f : [a,b] — [a,b] fonksiyonu tiirevle-
nebilir ve sup | f/(x)| < 1 ise o zaman f bir biiziilme doniisiimiidiir. O halde, f, [a,b] de
bir tek sabit noktaya sahiptir. Dikkat edilmelidir ki, Banach sabit nokta teoremindeki
X tizerindeki tamlik sart1 kaldirilamaz. Gergekten, X = (0, 1] tizerinde d(x,y) = |x — y|
metrigine gore f(x) = x/2 seklinde tanimh f, biiziilme doniigiimii olmasina ragmen X
de bir sabit noktaya sahip degildir. Ayrica, bu teoremdeki biiziilme sabiti birden biiyiik

veya esit olsa, hatta x = y olacak bi¢imdeki her x,y € X i¢in

d(f(x),f(y)) <d(x,y)

esitsizligi saglasa bile f foniisiimii X de bir sabit noktaya sahip olmayabilir. Ger¢ekten,
X = [0, ) iizerinde d(x,y) = |x —y| metrigine gore f(x) = v/ 1 +x? seklinde tanimli
(stirekli) f: X — X doniisiimii x # y olacak bi¢imdeki her x,y € X i¢in d(f(x), f(v)) <

d(x,y) sartin1 saglamasina ragmen f, X de bir sabit noktaya sahip degildir.

Ote yandan, biiziilme doniisiim prensibi, matematikte cok 6nemli problemlerin ¢6zii-
miiniin varlig1 ve tekligi icin iyi bir ara¢ oldugundan dolay1 bu prensip ¢cogu arastir-
macilar tarafindan genisletilmis ve genellestirilmistir. 1969 yilinda Nadler, Hausdorff
metrigini kullanarak, kiime degerli biiziilme kavramin1 verip, biiziilme doniigiim pren-

sibinin kiime degerli versiyonunu ispatlamistir.

(X,d) bir metrik uzay olmak iizere &?(X), X in bos olmayan tiim alt kiimelerinin si-
nifini, Z(X), X in bog olmayan tiim siirh alt kiimelerinin sinifini, €' (X), X in bos
olmayan tiim kapali alt kiimelerinin sinifin1 ve 4% (X) de X in bos olmayan tiim ka-
pali ve sinirl alt kiimelerinin siifin1 gostersin. 7 : X — &?(X) doniisiimii i¢in, eger

x € Tx olacak sekilde bir x € X varsa bu noktaya 7" kiime degerli doniisiimiiniin bir sa-

3



bit noktast denir. Ornegin, X = [0, 1] olmak iizere Tx = [x*,x*] seklinde tanimlansin.

O zaman x; = 0 ve x, = 1 bu doniisiimiin sabit noktalaridir.

(X,d) bir metrik uzay, A C X ve x € X olsun. x noktasinin A kiimesine olan uzaklig1
D(x,A) =inf{d(x,y) :y € A}

ile tanimlanir. A, B € Z(X) icin
O0(A,B) =sup{D(x,B) : x € A}

vE

H(A,B) = max{5(A,B),8(B,A)}

seklinde tanimlansin. A, B € (X)) ise hem 6(A,B) ve hem de H(A, B) birer reel sa-
yidir. Ayrica iyi tanimli olmalart nedeni ile 6 ve H, #(X) x %(X) iizerinde birer reel
degerli fonksiyondurlar. Yine H, ¢ %(X) tizerinde bir metriktir. Bunun bir metrik ol-

dugu ileriki boliimlerde gosterilecektir. Bu metrige Hausdorff metrigi denir.

(X,d) bir metrik uzay ve T : X — €% (X) kiime degerli doniisiim olsun. Eger her
x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k € [0, 1) sabiti varsa T ye kiime degerli biiziilme doniisiimii ad1 ve-
rilir. Nadler, tam metrik uzayda tanimli her kiime degerli biiziilme doniisiimiiniin bir

sabit noktasinin var oldugunu ispatlamistir.

Nadler’in bu teoreminden sonra gelismeye baglayan kiime degerli doniisiimler i¢in sa-
bit nokta teori de tek degerli doniisiimler icin verilen sabit nokta teoremlerine paralel
sekilde diferensiyel ve integral denklemlerin ¢oziimlerinin varhi§inda da kullanilmak-

tadir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Metrik uzay ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar i¢in Bizim’in "Genel Topo-
loji", Kogak’in "Genel Topolojiye Girig ve Coziimlii Aligtirmalar”, Mucuk’un "Topo-
loji ve Kategori", Soykan’in "Metrik Uzaylar ve Topolojisi" ile Istratescu’nun "Fixed

Point Theory An Introduction" adl kitaplart kullanilmustir [11 2} 13} 14, 15]].

F-biiziilme doniisiimii kavrami, bu kavramin 6zellikleri ve bu doniisiimle ilgili sabit
nokta sonuclari i¢in sirastyla, Wardowski’nin "Fixed points of a new type of contrac-
tive mappings in complete metric spaces”, Mimak, Helvac1 ve Altun’un "Cirié type
generalized F-contractions on complete metric spaces and fixed point results" ve Se-
celean’1in "terated function systems consisting of F-contractions" adl1 ¢alismalarindan

yararlanilmstir [6, 7, 8]].

Kiime degerli doniisiimler icin bazi tanimlar ve kavramlar i¢in Agarwal, O’Regan ve
Sahu’nun "Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with Applications" adli
kitab1 temel alinmigtir [9] . Daha sonra kiime degerli doniisiimler i¢in temel sabit nok-
talar1 ve aralarindaki iligkiler icin sirasiyla, Berinde ve Berinde’nin " On a general class
of multi-valued weakly Picard mappings", Ciri¢’in, "Multi-valued nonlinear contrac-
tion mappings", Daffer ve Kaneko’nun "Fixed points of generalized contractive multi-
valued mappings", Du’nun, "On coincidence point and fixed point thms for nonlinear
multivalued maps" ve "Some new results and generalizations in metric fixed point
theory", Feng ve Liu'nun "Fixed point thms for multi-valued contractive mappings
and multi-valued Caristi type mappings", Klim ve Wardowski'nin "Fixed point thms
for set-valued contractions in complete metric spaces”, Mizoguchi ve Takahashi’nin
"Fixed point thms for multivalued mappings on complete metric spaces", Nadler’in
"Multi-valued contraction mappings", Reich’in "Fixed points of contractive functions",
"Some fixed point problems" ve "Some problems and results in fixed point theory", Su-
zuki’nin "Mizoguchi Takahashi’s fixed point thm is a real generalization of Nadler’s"

adli calismalarindan faydalanilmistir (10} 11, 1240 (134 144 15,116,117, 118,119,120, 21} 22]].



Tezin asil amacini olusturan ¢alismalar i¢in de sirasiyla Altun, Minak ve Dag’in "Mul-
tivalued F-contractions on complete metric space”, Acar, Durmaz ve Minak’in "Ge-
neralized multivalued F-contractions on complete metric spaces”, Olgun, Minak ve
Altun’un "A new approach to Mizoguchi-Takahashi type fixed point thms", Altun,
Durmaz, Minak ve Romaguera’nin "Multivalued almost F'-contractions on complete
metric spaces”, Minak, Altun ve Romaguera’nin "Recent developments about multi-
valued weakly Picard operators", Minak, Olgun ve Altun’un "A new approach to fixed
point thms for multivalued contractive maps", Altun, Minak ve Olgun’un "Fixed points
of multivalued nonlinear F-contractions on complete metric spaces” ve Altun, Olgun ve
Minak’in "On a new class of multivalued weakly Picard operators on complete metric

spaces" adli calismalarindan yararlamilmastir [23) 24, [25] 26] 277, 28}, 129, 30] .

1.2. Calismanin Amaci

Banach sabit nokta teoreminin en onemli genellestirmelerinden birini, Wardowski,
2012 yilinda bir ¢aligmasinda asagidaki sekilde vermistir: "(X,d) tam bir metrik uzay,
T : X — X bir dontisiim ve F € % olsun. Eger T bir F biizilme doniistimii, yani,

d(Tx,Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X i¢in

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y))

olacak sekilde bir 7 > 0 sabiti var ise 0 zaman 7 doniisiimii X de tek bir sabit z nokta-

sma sahiptir. Ustelik her xo € X igin {T"x(} dizisi T nin bu sabit z noktasina yakinsar."

Daha sonra bu teorem pek ¢ok yazar tarafindan genellestirilmis, uygulamalar1 yapilmas,
farkli uzaylarda ispatlar1 verilmistir. Bu tez calismasinda kiime degerli doniisiimler i¢in
temel sabit nokta teoremlerini detayli bir sekilde irdeleyerek bunlarin F-biiziilme ver-

siyonlar1 gbz Oniine alinip yeni sabit nokta sonuglarinin elde edilmesi amaglanmistir.



2 . MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimiin amaci, tezin okunulabilirligini ve anlasilabilirligini saglamak amaciyla li-
teratiirde var olan ve sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve bunlarin

bilinen sonuglarini hatirlatmak ve kavramlar arasinda birlikteligi saglamaktir.

2.1. Metrik ve Topolojik Kavramlar

Bu kisimda tez boyunca sikca kullanilacak olan, metrik uzay, metrik uzayda acik ve
kapali kiime ve metrik uzayin topolojisi, metrik uzayda yakinsaklik, Cauchy dizisi,

tamlik kavrami ve bazi topolojik kavramlar hatirlatilmigtir.

Tanim 2.1.1. Bos olmayan bir X kiimesi {izerinde asagidaki sartlar1 saglayan d : X x

X — R fonksiyonuna bir metrik, (X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir;

a) d(x,y) =0 ancak ve ancak x =y,

b) her x,y € X i¢in d(x,y) = d(y,x),

¢) her x,y,z € X i¢ind(x,y) < d(x,z) +d(z,y).

Tanim 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve xo € X olsun. r > 0 olmak iizere
B(xo,r) ={x€ X :d(xp,x) <r}

kiimesine xo merkezli r yarigaph acik yuvar,

D(xg,r) ={x € X :d(xp,x) <r}



kiimesine xo merkezli r yaricaph kapal1 yuvar,
S(xo,r) ={x € X :d(x0,x) =r}

kiimesine xo merkezli r yaricapli yuvar yiizeyi denir.

Tanim 2.1.3. (X,d) bir metrik uzay ve U, X in bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger,
her x € U igin B(x,r) C U olacak sekilde bir r > 0 reel sayis1 varsa U kiimesine agik

kiime denir. K C X olmak iizere, eger X \ K kiimesi a¢ik ise K kiimesine kapalidir denir.

Onerme 2.1.1. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.
a) (X,d) uzayindaki her acik yuvar agik bir kiimedir.
b) (X,d) uzayindaki her kapalt yuvar kapalr bir kiimedir.

Tanim 2.1.4. X bos olmayan bir kiime ve 7, X in bazi alt kiimelerinin bir sinift olsun.

Eger 7 siifi,

a) 0 ve X kiimeleri T nun elemanidir,

b) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin arakesit kiimesi T nun elemanidir,
¢) 7 ya ait keyfi sayidaki elemanlarin birlesim kiimesi 7 nun elemandir,

sartlarini sagliyorsa o zaman 7 sinifina X kiimesi iizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine

de bir topolojik uzay denir.

Tanim 2.1.5. (X, 7) bir topolojik uzay ve B C 7 olsun. Eger T nun her elemani f3
sinifinin bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa 8 ya T topolojisi igin bir

tabandir denir.

Tanmm 2.1.6. Bir (X, ) topolojik uzayinda 7 nun elemanlarina agik kiimeler denir.
A C X icin eger X \A kiimesi agik ise A kiimesine kapali kiime denir. A kiimesinin kap-
sad1g1 tiim acik kiimelerin birlesimine A kiimesinin ici denir ve A ile gosterilir. A kii-
mesini kapsayan tiim kapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin kapanig1 denir ve A ile
gosterilir. x € X olmak iizere x noktasini iceren her U agik kiimesi i¢in (U\ {x})NA # 0
ise x noktasina A kiimesinin bir y1gilma noktasi denir. A nin tiim y1gilma noktalarinin

kiimesi A’ ile gosterilir.



Tanim 2.1.7. (X, 7) bir topolojik uzay, {x,}, terimleri X de olan bir dizi ve x € X
olsun. Eger x € U olacak sekildeki her U acik kiimesi ve n > ng ozelligineki her n
dogal say1s1 i¢in x, € U olacak sekilde bir ny € N varsa {x, } dizisi x € X noktasina

yakinsar denir. Bu durum lim,,_,.. x, = x yada x,, — x seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.8. (X, 7) ve (¥,0) iki topolojik uzay, f : X — Y bir fonksiyon ve x € X
olsun. Eger f(x) € V 6zelligindeki her bir V € ¢ kiimesi i¢in x € U ve f(U) CV
olacak sekilde bir U € 7 varsa f fonksiyonuna x € X noktasinda siireklidir denir. Eger

f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda siirekli ise f ye bir siirekli fonksiyon denir.

Tanmm 2.1.9. (X, 1) ve (Y, 1) iki topolojik uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
(X, 7)) uzayinda x noktasina yakinsayan her {x,} dizisi i¢in (Y, 1) uzaymnda { f(x,)}
dizisi f(x) noktasina yakinsiyor ise f fonksiyonuna x noktasinda dizisel siireklidir de-
nir. f fonksiyonu X uzayinin her noktasinda dizisel siirekli ise f ye X de dizisel siirek-

lidir veya kisaca dizisel siirekli denir.

Uyarn 1. Her siirekli fonksiyon dizisel siirekli olmasina ragmen tersi genelde dogru
degildir. Fakat, metrik uzaylarda siireklilik ve dizisel siireklilik kavramlar1 birbirine

denktir.

Tanim 2.1.10. (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A,B C X bos olmayan iki kiime olsun.
Eger,
{d(a,b):a,bec A}

kiimesinin bir iist sinir1 varsa A kiimesine sinirli kiime, aksi takdirde A kiimesine sinir-

s1z kiime denir. Bu durumda

d(A) =sup{d(a,b):a,beA}

degerine de A kiimesinin c¢ap1 denir. Herhangi bir x noktasinin A kiimesine uzaklig

D(x,A) simgesi ile gosterilir ve

D(x,A) =inf{d(x,a):a € A}

olarak tamimlanir. A ve B kiimelerinin birbirine olan uzakliklar1 da D(A, B) simgesi ile



gosterilir ve

D(A,B) =inf{d(a,b):a € A, b e B}
olarak tamimlanir.

Tanmm 2.1.11. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda
74 ={U C X : U kiimesi (X,d) uzaymnda agik}

siift X iizerinde bir topolojidir. Bu X iizerindeki 7, topolojisine metrik topoloji veya

d metriginin iirettigi topoloji denir.

Tamim 2.1.12. (X,d) bir metrik uzay, {x,}, terimleri X de olan bir dizi ve x € X ol-
sun. Eger, her € > 0 ve n > ng 6zelligindeki her n dogal sayisi i¢in x,, € B(x, €) olacak
sekilde bir nyp € N varsa {x,} dizisine x noktasina yakinsiyor denir. Bu takdirde, x
noktasina {x,} dizisinin limiti denir ve bu durum x,, — x veya limx, = x seklinde gos-

n—soo
terilir.

Teorem 2.1.1. Metrik uzayda yakinsak olan her dizinin limiti tektir.

Tamim 2.1.13. (X,d) bir metrik uzay, {x,}, X de bir dizi olsun. Eger her € > 0 ve
m > n > ng Ozelligindeki her m,n € N i¢in d(x,,x,) < € olacak sekilde bir ng € N
varsa {x,} dizine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy

dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise 0 zaman bu uzaya tam metrik uzay denir.

Teorem 2.1.2. Metrik uzayinda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir. Ayrica her Ca-

uchy dizisi sitnmirlidrr.

Onerme 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger
Z d(Xp,Xp11) < o0
n=1

ise, o zaman {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Tanmm 2.1.14. (X,d) ve (Y,e) iki metrik uzay, f : (X,d) — (Y,e) bir fonksiyon ve
xo € X olsun. Eger her € > 0 i¢in f(B(xp,8)) C B(f(xo), €) olacak sekilde bir § > 0 reel
sayisi varsa, diger bir deyigle her € > 0 i¢in d(xp,x) < 6 oldugunda e(f(xp), f(x)) < €
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olacak sekilde bir 6 > 0 reel sayisi varsa f fonksiyonu xi noktasinda siireklidir. Eger

f fonksiyonu X in her noktasinda siirekli ise f ye bir siirekli fonksiyon denir.

Tanmm 2.1.15. (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. Eger, her € > 0 icin

(B(x, )\ {x})NA#0

oluyorsa x € X noktasina A nin bir y1§i1lma noktasidir denir. A nin tiim y181lma nokta-
larmnin kiimesi A’ ile gosterilir. A UA’ kiimesine de A kiimesinin kapanis1 denir ve A ile

gosterilir.

Teorem 2.1.3. (X,d) metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda x € A" olmast igin gerek ve yeter sart A kiimesinde terimleri x den farkli ve

Xn — x olacak sekilde bir {x,} dizisinin var olmasidr.

Teorem 2.1.4. (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. x € A
olmast icin gerek ve yeter sart x, — x olacak sekilde A kiimesinde bir {x,} dizisinin

var olmasidur.
Uyan 2. (X, 1) topolojik uzayinda x € A iken x, — x olacak sekilde A icinde bir {x,}

dizisi bulunmayabilir. Ornegin,

T={U CR:R\U sayilabilir} U{0}

olmak iizere (IR, 7) sayilabilir timleyenler uzayi i¢in 2 € (0, 1) olmasina ragmen (0, 1)

kiimesinde 2 noktasina yakinsayan hi¢bir dizi yoktur.

Sonug 2.1.1. (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda A kapalidir ancak ve ancak A daki yakinsak her dizinin limiti A kiimesindedir.

Teorem 2.1.5. (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda x € A dir ancak ve ancak her € > 0 reel sayist icin B(x,€) NA # 0 dur:

Teorem 2.1.6. (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda x € A dir ancak ve ancak D(x,A) = 0 dur.

Sonug 2.1.2. (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan kapali bir alt kiimesi olsun.
Bu durumda x € A dir ancak ve ancak D(x,A) = 0 dir.

11



Tanim 2.1.16. Bir (X, 7) topolojik uzayinda agik kiimelerin bir ailesi {U; : i € I'} olsun.
Eger A C X kiimesi i¢in
Acu

icl

oluyorsa {U; : i € I} ailesine A kiimesinin bir agik ortiisii denir. Eger, acik ortiiniin
n
AC U,
k=1
olacak bi¢imde bir {U;, : k=1,2,--- ,n} alt ailesi var ise, bu aileye A kiimesinin sonlu

bir alt ortiisii denir.

Tanim 2.1.17. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, X in bog olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger A kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A kiimesine kompakt
kiime denir. Eger, X kompakt bir kiime ise (X, 7) topolojik uzayma kompakt topolojik

uzay denir.
Teorem 2.1.7. Kompakt topolojik uzayin kapall her alt kiimesi de kompaktir.

Tanim 2.1.18. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her nokta ¢iftini iceren ayrik

acik kiimeler varsa (X, T) ya Hausdorff uzay denir.
Teorem 2.1.8. (X, t) Hausdorff uzayinin kompakt her alt kiimesi kapalidur.

Teorem 2.1.9. (X, 1) bir topolojik uzay, A, X in bos olmayan bir kompakt alt kiimesi
olsun. Eger f : A — R fonksiyonu siirekli ise f(a) =sup f(A) ve f(b) =inf f(A) olacak
sekilde a,b € A vardrr.

Teorem 2.1.10. Bir (X,d) metrik uzay: kompakttir ancak ve ancak bu uzayda her di-

zinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Teorem 2.1.11. (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A, X in bos olmayan bir kompakt alt

kiimesi olsun. O zaman d(x,a) = D(x,A) olacak sekilde bir a € A vardur.

Uyan 3. (X,d) metrik uzay, A C X kompakt ve x € X olsun. O zaman d(x,A) = d(x,a)
olacak sekilde bir a € A vardir. A nin kompakt olmamasi halinde (kapali ve sinirh olsa

bile) bu esitligi saglayan bir a € A noktas1 bulunmayabilir. Ornegin, X = [0,2] kiimesi
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tizerinde

d(x,y) =
I+x—y[ , x#y
taniml1 d metrigini g6z oniine alalim. Bu durumda X {izerindeki topoloji, ayrik topoloji
olacagindan X in her alt kiimesi kapalidir. Ayrica X bu metrige goére sinirli oldugun-
dan, X in her alt kiimesi sinirlidir. O zaman A = (0, 1) kiimesi X de kapali ve siirlt

bir kiimedir (ancak kompakt degildir). Diger taraftan d(2,A) = 2 olmasina ragmen
d(2,a) =2 olacak sekillde bir a € A yoktur.

Tanim 2.1.19. X bos olmayan bir kiime olsun. X iizerinde asagidaki 6zelliklere sahip

bir < bagintisina kismi siralama bagintisi ve (X, <) ikilisine de kismi sirali kiime denir.
a) = yansimalidir, yani her x € X icin x < x dir.
b) = ters simetriktir, yani her x,y € X icinx <y ve y X xise x =y dir.

¢) = gecislidir, yani her x,y,z € X igcin x <y vey < zise x = z dir.

2.2. Sabit Nokta Kavram ve Sabit Nokta Teoriye Genel Bakis

Bu kisimda, sabit nokta teori hakkinda genel bilgiler verilerek topolojik, ayrik ve met-
rik sabit nokta teorinin temelini olusturan bazi sabit nokta teoremlerinden kisaca bah-
sedilmistir. Ardindan, metrik sabit nokta teorinin tek degerli ve kiime degerli doniigiim-
ler agisindan gelisimi hakkinda bilgi verilmistir. Son olarak, metrik sabit nokta teori ile
ilgili son zamanlarda yapilan baz1 6nemli ¢alismalardan bahsedilmistir.

X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger xg = Txq 6zelligini
saglayan xo € X noktalar1 varsa bu noktalara 7" nin sabit noktalart denir. Yani 7 donii-

siimii altinda degismeyen noktalar 7 nin sabit noktalaridir. Ornegin,

e X = R olmak iizere Tx = 2x seklinde tanimlanan 7" doniisiimii i¢in x = 0 noktas1

bir sabit noktadir.

e X = R olmak iizere Tx = x seklinde tanimlanan 7" doniisiimii i¢in X kiimesinin

her noktas1 bir sabit noktadir.
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e X = R olmak iizere Tx = x + 2 seklinde tanimlanan 7" doniisiimiiniin X kiime-

sinde hig bir sabit noktas1 yoktur.

Yukaridaki orneklerden de goriilecegi gibi bir T : X — X doniisiimiiniin bir tek sabit
noktasi olabilir veya birden ¢ok olabilir veya hi¢ olmayabilir.

Sabit nokta teori ¢caligmalart,

e Doniisiimiin sabit noktasi var midir?
e Varsa bu nokta tek midir?

e Bu nokta tek ise nasil bulunabilir?

sorularina cevap aramaktadir. Tarihsel olarak bu teori li¢ ana dalda asagida ifade edil-

digi gibi gelisme gostermistir:

Sabit Nokta Teori
Topolojik Ayrik Metrik
Brouwer (1912) Kneser (1950) Banach (1922)
Schauder (1930) Tarski (1955) Kannan (1968)
Darbo (1955) Amann (1977) Chatterjea (1972)
Krasnoselskii (1955) Reich (1971)
Monch (1980) Hardy-Rogers (1973)

Cirié¢ (1972)

Topolojik Sabit Nokta Teori

Brouwer, R” kiimesinin kapal1 birim yuvarindan kendisine tanimli siirekli dontigiim-
lerin sabit noktasinin var oldugunu gostermistir. Bunun reel eksende 6zel bir durumu
su sekildedir: T : [a,b] — |a,b] siirekli bir doniisiim ise 7' nin bir sabit noktasi vardir.
Daha sonra bu teoremde "R” yerine herhangi bir Banach uzay1 alinabilir mi?" soru-
sunun cevabi arastirilmistir. Fakat, Kakutani bu teoremin Banach uzaylarinda gecerli

olmadigini1 gosteren asagidaki 6rnegi vermistir:
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(L2, ||-|l,) Hilbert uzayimi ve bunun C = {x = {x,} € I : ||x||, < 1} kapal1 birim yuva-

rin1 goz Oniine alalim. x € C i¢in
2
Tx={\/1—|x|5x1,%2,....%,...}

ile tanimlanan 7 : C — C doniigiimii siireklidir ve iistelik her x = {x,} € C i¢in

2 2 2 2
1Tl = \/1—HXHz+IX1! REC R I Pl

2 2
= 1= [l 1213

=1

olmaktadir. Simdi, 7 nin sabit noktasinin var oldugunu kabul edelim ve bu nokta xy =

{x(()")} olsun. O zaman ||xo||, = ||Txo||, = 1 olur. Diger taraftan,

Txo = {1/1—|xol3,x", 22, ..,
= {O,x(()l),xéz),...,xén),...}
= _xO

— {x(()l),x(z),...,xén),...}

oldugundan o O,xéZ) =0,--- ,x(()") =0--- veyaxo={0,0,---,0,---} bulunur. Bu
ise ||xo||, = 1 olmast ile celismektedir.

Ancak yine de Schauder, Brouwer sabit nokta teoremini bazi ek sartlarla birlikte Ba-
nach uzayilarina genigletmistir. Schauder bir Banach uzayinin kompakt konveks alt kii-
mesinden kendisine tanimli siirekli doniisiimlerin sabit noktasinin var oldugunu gos-
termistir. Schauder’in bu teoremi, bir Banach uzayimin kapali, sinirli ve konveks alt
kiimesinden kendisine tanimli kompakt doniisiimlerin sabit noktas1 vardir seklinde de
ifade edilmektedir. Ardindan Darbo, doniisiimiin kompakt olmasi yerine yogunlastirici
olmasini dikkate alarak Schauder sabit nokta teoremini genigletmistir. Krasnoselskii

ve Monch’iin caligmalari da bu yonde caligmalardir.
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Ayrik Sabit Nokta Teori

Bu yondeki sabit nokta teori calismalari, kismi sirali bir kiimeden kendisine taniml
doniistimler iizerine yapilmaktadir. (X, <) kismi siralt bir kiime ve 7 : X — X bir do-
niisiim olsun. Kneser, eger her x € X i¢in x < Tx ve X deki her zincir bir supremuma
sahipse, o zaman 7 nin X de bir sabit noktasinin var oldugunu gostermistir. Ardindan,
Tarski, X bir tam latis ve 7 monoton artan bir doniisiim ise, 7 nin X de bir sabit nok-
tasinin var oldugunu gostermistir. Son olarak, Amann, 7 monoton artan, X deki her
zincir bir supremuma sahip ve xo < T'xq olacak sekilde bir xo € X varsa, T nin X de bir

sabit noktas1 var oldugunu gostererek ayrik sabit nokta teoriyi katkilar saglamistir.

Metrik Sabit Nokta Teori

Bu yondeki calismalar genellikle tam metrik uzaylar {izerinde verilmektedir ve Ba-
nach sabit nokta teoremine dayanmaktadirlar. (X,d) bir metrik uzay ve 7 : X — X bir

doniistim olsun. Eger her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

esitsizligini saglayan A > 0 sabiti varsa T ye bir Lipschitz donsiimii denir. Bu esitsizligi
saglayan A sayilarinin en kii¢iigiine 7' nin Lipschitz sabiti denir ve genellikle L ile
gosterilir. Eger L < 1 ise T ye biiziilme, eger L < 1 ise T ye genislemeyen doniisiim

denir. Yine x # y olacak sekildeki her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) <d(x,y)

oluyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir. Buna gore her biiziilme doniisiimii biiziilebi-
lir ve her biiziilebilir doniisiim de genislemeyendir. 1922 yilinda Stefan Banach doktora
tezinde asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir. Bu teorem, Stefan Banach’in adiyla

anilmaktadir.

Teorem 2.2.1. (X,d) tam metrik uzay ve T : X — X bir biiziilme doniigiimii olsun. O

zaman T nin X de bir tek sabit noktasi vardwr. Ustelik her x € X icin {T"x} Picard
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iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Ancak biiziilebilir doniisiimlerin tam metrik uzaylarda sabit noktas1 olmayabilir. Bu-
nunla birlikte, eger X kompakt ise biiziilebilir doniisiimlerin de sabit noktasi var, tek ve
hatta her x € X i¢in {T"x} Picard iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsadigi Edels-
tein (1947) tarafindan gosterilmistir.

Banach sabit nokta teoremi, digerlerinden farkli olarak sabit noktanin varliginin yani
sira tek oldugunu ve hatta nasil bulunabilecegini de gostermektedir. Bu diisiincelerle
Picard operator kavrami ortaya ¢ikmustir. (X,d) bir metrik uzay 7 : X — X bir donii-
siim olsun. Eger T nin X de bir tek sabit noktasi var ve her x € X i¢in {7"x} Picard
iterasyonu dizisi bu sabit noktaya yakinsiyor ise T ye bir Picard operator denir (Eger
T nin sabit noktalar1 kiimesi bostan farkli ve her Picard iterasyon dizisi T nin bir sabit
noktasina yakinsiyor ise T ye zayif Picard operator denir). Buna gore tam metrik uzay
tizerinde her biiziilme doniisiimii Picard operatoriidiir.

Bu teoremdeki biiziilme kosulu yerine biiziilme tip denilen bazi esitsizlikler kullanila-

rak da sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Ornegin,

Kannan (0 < A < %)

d(Tx,Ty) < Ald(x,Tx)+d(y,Ty)]

Chatterjea (0 <A < §)
d(Tx,Ty) < Ald(x,Ty) +d(y,Tx)]

Reich (a,B,7>0, a+B+y<1)
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd(x,Tx)+vd(y, Ty)

Hardy-Rogers (a,b,c,d >0, a+b+c+d < 1)
d(Tx,Ty) < ad(x,y) +bd(x,Tx) +cd(y,Ty) +d[d(x,Ty) + d(y, Tx)]

Ciri¢ (0<k < 1)
d(Tx,Ty) < kmax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty), 3[d(x,Ty) +d(y, Tx)]}

bu esitsizliklerden bazilaridir.
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Bu teoremlerin ispatlar1 incelendiginde tam metrik uzayda bu esitsizliklerden birini
saglayan doniisiimlerin Picard operator oldugu anlagilmaktadir. Dikkat edilecek olursa
her bir esitsizligin sag tarafindaki terimlerin kat sayilar1 toplami 1 den kiiciiktiir. Bu

nedenle bu esitsizliklere biiziilme tip denilmektedir. Diger taraftan her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + Ld(y,Tx)

esitsizligini saglayan 0 € (0, 1) ve L > 0 sayilar1 varsa 7 ye hemen hemen biiziilme do-
niisiimii denir. Bu tanim 2004 yilinda Berinde tarafindan verilmistir. Berinde yukarida
metrik sabit nokta teorisi i¢in bahsedilen tiim biiziilme tip doniisiimlerinin hemen he-
men biiziilme oldugunu gostermistir. Ayrica tam metrik uzayda hemen hemen biiziilme
doniisiimlerinin bir sabit noktasinin var oldugunu ve hatta her Picard iterasyon dizisi-
nin 7 nin bir sabit noktasina yakinsadigin1 da gostermistir. Yani tam metrik uzayda
hemen hemen biiziilme doniisiimleri zayif Picard operatorlerdir.

Yukarida bahsedilen tiim biiziilme tip doniisiimler, kat sayilar sabit olmasindan do-
lay1 lineer biiziilmeler olarak siniflandirilmigtir. Bunun yam sira uygun fonksiyonlar
kullanilarak lineer olmayan biiziilmeler de tanimlanmistir. Ornegin, Boyd-Wong 1969
yilinda y : [0,00) — [0, o0) sagdan iist yar1 siirekli ve her # > 0 i¢in y(z) < 1 6zelligine
sahip fonksiyonlar1 dikkate alarak bir X tam metrik uzaydan kendisine tanimli, her
x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < y(d(x,y))

esitsizligini saglayan doniisiimlerin bir tek sabit noktasinin var oldugunu gostermistir.
Yine @ : [0,00) — [0,00) azalmayan ve her ¢ > 0 i¢in lim,,_.. ¢"(t) = 0 6zelligine sahip

fonksiyon olmak iizere, her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y))

esitsizligini saglayan 7' doniisiimlerinin tam metrik uzayda bir tek sabit noktaya sa-
hip oldugu da Matkowski (1975) tarafindan gosterilmistir. Bu doniisiimlerin de Picard
operator olduklar1 goriilmektedir.

Giintimiize kadar bu biiziilmelerin daha genel halleri ve bunlarin ¢esitli uzaylardaki

karsiliklart tizerinde calismalar yapilmisgtir.
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Ote yandan, Banach biiziilme prensibinin yukarida bahsedilenlerin diginda farkli pek
cok yonde genellestirilmeleri de mevcuttur. Ornegin, Meir ve Keeler 1969 yilinda asa-
gudaki sabit nokta teoremini elde etmislerdir; (X,d) bir tam metrik uzay ve 7 : X — X

bir doniisiim olsun. Eger her € > 0 i¢in
x,yeX, e<d(x,y)<e+6(e)=d(Tx,Ty)< ¢

olacak sekilde bir 6(€) > 0 varsa, o zaman T doniisiimii bir Picard operatordiir.
Bu sekildeki diger 6nemli ¢calismalardan birisi de Wardowski’nin 2012 yilindaki ¢alig-

masidir. Asagidaki kisimda bu ¢alismaya deginilecektir.

2.3. F-Biiziilme Doniisiimleri

Wardowski, 2012 yilinda yayinlanan bir ¢calismasinda asagidaki 6zelliklere sahip fonk-
siyonlar1 kullanarak yeni bir biiziilme ¢esidi tanimlamistir. .% asagidaki sartlari sagla-

yan biitiin F : (0,00) — R fonksiyonlarin ailesi olsun;

(F1) F kesin artandir. Yani her , B € (0,0) i¢in o < 3 iken F (o) < F(f) dur.

(F2) Pozitif sayilarin her {a, } dizisi igin lim,, . o, = 0 dir ancak ve ancak lim,, . F(a,) =

—oo dir.
(F3) lim,_,o+ 0FF (&) = 0 olacak sekilde bir k € (0,1) vardur.

Asagidaki lemma, (F2) sartina denk fakat daha basit olan bir sart ile yer degistirilebi-

lecegini gostermektedir.

Lemma 2.3.1. F : (0,00) — R artan bir fonksiyon ve {a, }, (0,0) icinde bir dizi olsun.
Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.
(i) Eger lim, oo F () = —o0 ise, 0 zaman lim,,_,e. 04, = 0 dir:

(ii) Eger inf F = —oo ve limy,_,c0 04, = 0 ise, 0 zaman limy, e F (@) = —oo dir:

Ispat. (i) ik once {a,} dizisinin simrli oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim.

Yani { o, } dizisi iistten siirli olmasin. O zaman @, — o olacak sekilde { o, } dizisinin
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bir { @, } alt dizisi mevcuttur. Dolayisiyla, her € > 0 i¢in k > k¢ oldugunda a,, > € ola-
cak sekilde bir k¢ € N vardir. Buradan, F (&) < F(0t,) olup F(€) < limy_,o F () =
—oo elde edilir ki bu F(€) € R olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla, {a,} dizisi (0,00) da
simrhidir. O halde genelliligi bozmamaksizin lim,, . @, = ¢ > 0 olacak sekilde {o,}
dizisinin yakinsak bir {a,, } alt dizisi vardir. Simdi, kabul edelim ki & > 0 olsun ve
€ < a olacak sekilde bir € > 0 secelim. O zaman n > n¢ oldugunda , € (¢ —€,00+€)
olacak sekilde bir ne € N vardir. F kesin artan bir fonksiyon oldugundan F (o — €) <
limy e F (0, ) = —oo elde edilir ki bu F (o — €) € R olmast ile celisir. O halde o =0
dir.

(ii) inf F = —co ve lim,_,. @, = 0 oldugunu kabul edelim. Keyfi € > 0 sayisim1 goz
oniine alalim. O zaman F (@) < —& olacak sekilde o > 0 vardir. Ustelik, her n > ng igin
o, < a olacak sekilde bir ng € N vardir. Buradan, her n > ngy igin F(oy,) < F(a) < —€
elde edilir. O zaman, lim,,_, F'(0;,) = —oo olur. O

Lemma[2.3.1fe gore (F2) sartina denk olan
o infFF = —o0
veya
e lim, .. F(0y,) = —eo olacak sekilde (0, o) da bir {0, } dizisi vardir.

sartlar1 alinabilmektedir.
Asagida, F-biiziilme kavrami ifade edilmekte ve bu biiziilme ile ilgili elde edilen 6zel-
liklerden bahsedilmektedir. Ayrica, bu kavram kullanilarak elde edilen sabit nokta so-

nucuna deginilmektedir.

Tanmm 2.3.1. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve F € .% olsun. Eger
d(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her x,y € X icin

T4+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y)) (2.3.1)

olacak sekilde bir 7 > 0 varsa T ye bir F-biiziilme ad1 verilir.

F(a)=In(a), F(oo) = oo+ In(a), F(ax) = _\/L& ve F(a) = In(a® + o) fonksiyon-

lar1 .# ailesine ait baz1 6rneklerdir. Eger T sirasiyla verilen bu 6rneklere gore bir F-

biiziilme ise, o zaman d(Tx,Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X icin sirastyla literatiirde
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bulunan ve asagida verilen bazi farkl biiziilme esitsizlikleri elde edilebilir;

d(Tx,Ty) <e *d(x,y) (23.2)
d(Tx,Ty) A TxTy)=d(xy) < =7 (2.3.3)
d(x,y)
d(Tx,Ty) < : d(x,y)

~ [+Tydxy)P
d(Tx,Ty)[d(Tx,Ty)+1]

d(x,y)d(x,y)+1]  —

Burada dikkat edilmelidir ki d(7Tx,Ty) = 0 olacak sekildeki her x,y € X i¢in (2.3.2)

—T

esitsizligi de saglanir. Boylece, T doniisiimii L = e~ sabiti ile birlikte bir biiziilme
doniigiimii olmaktadir. Dolayisiyla her biiziilme dontisiimii F(¢t) = Ino olmak iizere

bir F-biiziilmedir.

Uyari 4. (F1) ve (2.3.1) esitsizliginden her F-biiziilme doniisiimii bir biiziilebilir do-
niisimdiir. Yani, T bir F-biiziilme ise d(7Tx,Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X icin
d(Tx,Ty) < d(x,y) esitsizligi saglanir. Buradan, her F-biiziilme doniisiimiiniin siirekli

oldugu goriilmektedir.

Uyan 5. H,G € .# olsun. Eger, her o > 0 i¢in H(a) < G(a) ve S = G — H azal-
mayan bir doniisiim ise o zaman her H-biiziilme bir G-biiziilmedir. Gergekten Uyar1 4]

geregince d(Tx,Ty) > 0 dzelligindeki her x,y € X igin

5(d(Tx,Ty)) < S(d(x,y))

olup

T+Gd(TxTy)) = t+H(d(Tx,Ty))+S(d(Tx,Ty))
< H(d(x,y)) +5(d(x,y))

= Gd(xy))
elde edilir. O halde her H-biiziilme doniisiimii bir G-biiziilmedir. H(a) = In(a) ve

G(a) = a+1In() olarak alinirsa, her Banach biiziilme doniisiimii, (2.3.3)) esitsizligini

saglar.

21



Simdi 2012 yilinda Wardowski tarafindan F-biiziilme doniigiimleri i¢in verilen teoremi
ifade edelim ve bu tez boyunca kolaylik olmasi bakimindan bu teorem, Wardowski

sabit nokta teoremi olarak adlandirilacaktir.

Teorem 2.3.1 (Wardowski [6]]). (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — X doniisiimii F -
biiziilme olsun. O zaman T nin bir tek sabit noktasi vardir. Ustelik herhangi bir xo € X

icin {T"xy} Picard iterasyonu dizisi T nin sabit noktasina yakinsar.

Simdi F-biiziilme kavramindan daha genel bir kavram olan Ciri¢ tip genellestirilmis F-

biiziilme kavrami verilip, bu doniisiim ile ilgili sabit nokta teoremine degilenilecektir.

Tanim 2.3.2. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve F € .% olsun. Eger
d(Tx,Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X i¢in

M(x,y) = max {d(x, V),d(x,Tx),d(y,Ty), %[a’(x, Ty)+d(y, Tx)]}

olmak tizere

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(M(x,y))
olacak sekilde bir 7 > 0 varsa T ye bir Ciri¢ tip genellestirilmis F-biiziilme ad1 verilir.

Teorem 2.3.2. (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — X doniigiimii Ciric tip genellegti-
rilmis F-biiziilme olsun. Eger T veya F siirekli ise, o zaman T nin bir tek sabit noktast

vardir.
2.4. Kiime Degerli Doniisiimler ve Pompeiu-Hausdorff Metrigi

Bu kisimda kiime degerli doniisiim, kiime degerli doniisiimiin sabit noktasi, iistten ve
alttan yan siireklilik kavramlar1 kisaca ele alinmaktadir. Ayrica Hausdorff metrigi ve
baz1 ozellikleri verilmektedir.

X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. 7 C X x Y ise T ye X den Y ye bir kiime degerli
doniigiim denir. T : X — Z(Y) ile gosterilir. Burada &?(Y'), Y nin bos olmayan tiim alt

kiimelerinin sinifidir. 7 : X — &?(Y) kiime degerli doniisiimiiniin tersi

(px)eT ' (xy) €T
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seklinde tanimlanir.
T, X den Y ye bir kiime degerli doniisiim ve x € X olsun. T nin x noktasindaki goriin-
tusi

Tx={yeY:(xy) €T}

kiimesidir. Yine A C X icin

TA)=JTx

XEA

kiimesi A nin 7 kiime degerli doniisiim altindaki goriintiisiidiir. Ayrica,

UTx:{yEY:T_l(y)ﬂA;é(D}

XEA

dir. Gergekten,

ueT(A)= U Tx
XEA

dxeAicinu e Tx
dxeAigin (x,u) €T
Ix € Aicinx e T~ (u)
T u)nA#£0

T ¢ ¢ ¢ 0

uE{er:T*I(y)ﬂA#G)}

bulunur. B CY i¢in

B =Ur'v)

yEB

kiimesine B nin T~ ! altindaki goriintiisii (veya T altindaki ters goriintiisii) denir. Ben-

zer sekilde

UT ') ={xeX:TxnB #0}
YEB

oldugu gosterilebilir.
T :X — Z(X) doniisiimii i¢in xg € T'xg olacak sekilde xo € X varsa bu noktaya T nin

sabit noktasi denir. 7 doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi F (T') ile gosterilir. Yani
F(T)={xeX:xeTx}

dir.
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Ornek 1. X = [0, 1] olmak iizere T : X — £?(X) doniisiimii

1
{1} ; O§x<§

Tx=4q [0,1] , x:%
0,1-x] , F<x<1

seklinde tanimlansm. O halde 7 (0) = {1}, T((0,3)) = [0,1] ve T((3,3)) = [0, 1)

olmaktadir. Burada § € T4 = [0, 1] oldugundan 3, T nin bir sabit noktasidur.

Ornek 2. X = (0,) ve Y = R olmak iizere T : X — Z2(Y) doniisiimii her x € X igin
Tx = [e™™, 1] seklinde tammlansin. In2 € T(In2) = [3,1] oldugundan In2, T nin bir

sabit noktasidir.

Tanmm 2.4.1. X ve Y iki topolojik uzay ve T : X — Z(Y) bir kiime degerli dontigiim
olsun. Eger Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii X de kapali oluyorsa, T ye iisten
yari siirekli, ¥ deki her acik kiimenin ters goriintiisii X de agik ise T ye alttan yar1
stirekli doniisiim denir. Eger bir kiime degerli doniisiim hem alttan hem de {istten yari

stirekli ise bu doniisiime siireklidir denir.

Asagidaki orneklerden de goriilecegi gibi, listten veya alttan yari siirekli doniisiimler

birbirlerini gerektirmemektedir.

Ornek 3. 7:[0,1] — 2([0,1])

p
{%x} , O§x<%
— 3
T)C— [%71] y x:%

\ Gx+1} , F<x<1

seklinde tanimlansin. O zaman 7 doniisiimii listten yar siireklidir ancak alttan yari

stirekli degildir.
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Ornek 4. T : R — Z(R) déniisiimii

Tx
—1,1] , x=0

seklinde tanimlansin. O zaman 7" doniigiimii sifir noktasinda tistten yar siireklidir fakat

sifir noktasinda alttan yar1 siirekli degildir.

Ornek 5. T : R — Z(R) doniisiimii

Tx=
{0} , x=0

seklinde tanimlansin. O zaman 7" doniistimii sifir noktasinda alttan yari siireklidir ancak

sifir noktasinda {iistten yar siirekli degildir.

Ornek 6. 7:[0,1] — 2([0,1])

Tx =

seklinde tanimlansin. O zaman 7 doniisiimii alttan yar1 siireklidir ancak iistten yari

stirekli degildir.

(X, d) bir metrik uzay olmak iizere, X tizerinde belli 6zelliklere sahip olan alt kiimeleri

kolaylik olmas1 bakimindan asagidaki simgelerle gosterilmektedir.

B = {ACX:A#0vesmrh},

X

= {ACX:A#0vekapali},

{A C X : A # 0 ve kapali ve sinirli },

R
§§/\/\
= x=2 X

I

= {ACX:A+#0ve kompakt}.

O halde 7 (X) CEA(X) CC(X) ve £ (X) CEAB(X) C A(X) oldugu agiktir. Ay-

25



rica, A,B € Z(X) i¢in 6 ve H genisletilmis reel degerli fonksiyonlari

0(A,B) =sup{D(x,B)} = supinfd(x,y)
X€A xcAYEB

veE

H(A,B) =max{6(A,B),0(B,A)} = max {sup infd(x,y),sup infd(x,y)}
xeAYEB xEBYEA

seklinde tanimlanmaktadir.
X = R kiimesi iizerindeki d(x,y) = |x — y| metrigine gore A = [1,2] ve B = [4,0) kii-
meleri i¢in

5(A,B) =3, §(B,A) = oo

veE

H(A,B) =max{6(A,B),0(B,A)} = oo

olacagindan 6 ve H m Z(X) x & (X) iizerinde tanmimli reel degerli fonksiyonlar olma-
dig1 da goriilmektedir.Ayrica, & fonksiyonunun simetrik olmadig1 buradan goriilebilir.
Yani genelde 8(A,B) # 8(B,A) dir. Ancak, eger A ve B kiimeleri (X,d) metrik uzay1-
nin sinirh alt kiimeleri ise 8 (A, B), §(B,A) ve H(A, B) birer reel say1 olacagindan, § ve
H, B(X) x A(X) iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlardir. Ayrica, X = R kiimesi
tizerindeki d(x,y) = |x — y| metrigine gore A = [2,4] ve B = (2,4) kiimeleri i¢in

§(A,B) = 8(B,A) =0

veE

H(A,B) = max {S(A,B),5(B,A)} =0

bulunur. Burada H (A, B) = 0 olmasina ragmen A # B dir. Yani H, #(X) tizerinde bir
metrik degildir.

H fonksiyonu ayrica asagidaki sekilde de ifade edilmektedir.

Teorem 2.4.1. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere A,B € P (X) icin
H(A,B) =sup{|D(x,A) —D(x,B)| : x € X}

26



dir.
Asagidaki 6nermede & fonksiyonunu bazi 6zellikleri incelenmisgtir.

Onerme 2.4.1. (X,d) bir metrik uzay ve A,B,C € %(X) olsun. O halde asagidaki

ozellikler saglanur.
1. 6(A,B)=0<ACB
2. BCC=§(A,C)<5(A,B)
3. 8(AUB,C) =max{8(A,C),5(B,C)}
4. 8(A,B) < 8(A,C)+8(C,B)

Onerme 2.4.2. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda H, € %(X) iizerinde bir

metriktir.

€% (X) tizerindeki H metrigine Pompeiu-Hausdorff metrigi denilmektedir. Ayrica,
Pompeiu-Hausdorff metriginin d ye bagh oldugu asagidaki drnekle gosterilmektedir.
Ustelik, eger (X,d) tam metrik uzay ise (¢ %(X),H) ve (. (X),H) metrik uzaylari

da tamdirlar.

Ornek 7. X = R iizerinde d; (x,y) = [x —y| ve

metriklerini goz 6niine alalim. Bu durumda A = [0,2],B = [4,9] kiimeleri i¢in H; (A, B) =
7 ve Hy(A,B) = 1 olur. Burada dikkat edelim ki her iki kiimede d; ve d, metrigine gore

kapali ve sinirhidir.

2.5. Kiime Degerli Doniisiimler icin Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda, kiime degerli biiziilme doniisiimii kavrami hatirlatilip, bu tip doniistimler

icin verilen sabit nokta teoremleri ve aralarindaki iligkilerden bahsedilmektedir.
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(X,d) bir metrik uzay ve T : X — ¢ %(X) kiime degerli doniisiim olsun. Eger her
x,y € X icin
H(Tx,Ty) < Ld(x,y) (2.5.1)

olacak sekilde bir L € [0,1) sabiti varsa T ye kiime degerli biiziilme doniisimii adi
verilir.
1969 yilinda Nadler [18], Banach sabit nokta teoreminin kiime degerli versiyonunu,

asagidaki lemmay1 kullanarak vermistir.

Lemma 2.5.1. A,B € €#A(X) ve a € A olsun. O zaman her € > 0 icin d(a,b) <
H(A,B) + € olacak sekilde bir b € B vardur.

Ayrica, bazi kiime degerli doniisiimler icin sabit nokta teoremlerinde, Lemma [2.5.1]

ifadesine denk olan asagidaki lemma da kullanilmaktadir.

Lemma 2.5.2. A,B € €%4(X) ve a € A olsun. O zaman her q > 1 icin d(a,b) <
gH (A, B)olacak sekilde bir b € B vardur:

Nadler, kiime degerli doniisiimleri i¢in temel olan asagidaki teoremi ifade ve ispat et-
mistir. Bu teorem, literaturde, Nadler sabit nokta teoremi veya Nadler’in sonucu olarak

adlandirilmaktadir.

Teorem 2.5.1 (Nadler [18]). (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger, T : X — € B(X)

bir kiime degerli biiziilme doniisiimii ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Asagida, kiime degerli biiziilme doniisiimleri i¢in bir 6rnek verilmektedir. Bu ornek,
kiime degerli biiziilme doniisiimlerinin sabit noktasinin tek olmayabilece8i yoniinde

onemli bir Ornektir.

Ornek 8. X = [0, 1] kiimesini aligilmig metrik ile goz oniine alahm. T : X — € %(X)
doniigiimii
{*.0} . x€[0,3]
Tx

{_%—{_ 170} , X€ [%7 1]
seklinde tanimlansin. O zaman 7 bir kiime degerli biiziilme doniisiimiidiir. Ayrica

F(T)={0,3} dir.
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Reich, 1971 yilinda bir calismasinda, Nadler sabit nokta teoreminin bir genellestirme-

sini asagidaki sekilde vermistir.

Teorem 2.5.2 (Reich [19, 211). (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — €5 (X) bir

doniisiim olsun. Eger her x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) <aD(x,Tx)+bD(y,Ty) + cd(x,y)

olacak sekilde a+ b+ c < 1 ézelligine uygun a,b,c € [0,e0) sayilari varsa, o zaman T,

X de bir sabit noktaya sahiptir.

Kiime degerli sabit nokta teoremlerinin en dnemlilerinden biri Mizoguchi ve Takahashi
tarafindan elde edilmistir. Burada, dnce Mizoguchi-Takahashi fonksiyonu ve 6zellikle-
rinden bahsedilip, ardindan sonra Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin ispatina

deginilmektedir.

Tanim 2.5.1 ([13]). ¢ : [0,00) — [0, 1) bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ € [0, ) i¢in

lim sup @(s) = inf sup o@(s) <1

st e>00<s—t<e

oluyorsa bu ¢ fonksiyona bir Mizoguchi-Takahashi fonksiyonu ad1 verilir ve kisaca

A T -fonksiyonu seklinde gosterilir.
Asagida, .# 7 -fonksiyonlarina drnekler verilmistir.

Ornek 9. ¢ : [0,0) — [0, 1) artmayan veya azalmayan bir fonksiyon ise o zaman bir

M T -fonksiyondur.
Yukaridaki 6rnekten anlasilmaktadir ki .# .7 -fonksiyonlarin sinifi olduk¢a genistir.

Ornek 10. ¢(t) = c € [0,1) seklinde tanimli ¢ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu bir ./# .7 -

fonksiyondur.

Ornek 11.

seklinde tanimli ¢ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu bir .# .7 -fonksiyondur.
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Ornek 12.

seklinde tanimli @ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu limsup,_ .+ ¢(s) = 1 oldugundan bir
M T -fonksiyon degildir.

Asagidaki teorem, .# .7 -fonksiyonlarini karakterize etmektedir.

Teorem 2.5.3. ¢ : [0,00) — [0,1) bir fonksiyon olsun. O zaman asagidaki ifadeler

denktir.

i) @ bir 4 T -fonksiyonudur.

ii) Hert € [0,0) ve her s € (t,t—i-e,(])) icin @ (s) < rt(l) olacak gekilde rt(l) €10,1) ve

)

8,(1 > 0 vardrr.

iii) Hert € [0,00) ve hers € [t,t + 8,(2)] icin @ (s) < rt(z) olacak sekilde r,(z) €10,1) ve

)

8,(2 > 0 vardrr.

iv) Hert € [0,00) ve her s € (t,t +8,(3)] icin @ (s) < r,(3) olacak sekilde r,(3) €10,1) ve

)

8,(3 > 0 vardrr.

V) Hert € [0,00) ve her s € [t,t + 8t(4)) icin @ (s) < rt(4) olacak sekilde r,(4) €10,1) ve

8,(4) > 0 vardrr.

vi) Herhangi bir {x,} C [0,e0) artmayan dizisi i¢in

0<supo(x,) <1
neN

dir.

vii) Herhangi bir {x,} C [0,0) kesin azalan dizisi i¢in
0<supo(x,) <1
neN

dir.
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Ispat. Asagidaki asamalari takip ederek ispat1 yapalim.

(a) (i) (ii). Ik once (i)=(ii) oldugunu gosterelim. ¢ bir .# .7 -fonksiyon olsun. O

zaman her 1 € [0,00) i¢in

sup @(s) <1

1<s<t+&

olacak sekilde bir & > 0 vardir. R kiimesinin yogunlugundan dolay1

sup @(s)<r <1
1<s<i+&

olacak sekilde bir r, € [0,1) vardir. Bu ise her s € (¢,t 4 &) i¢in ¢ (s) < r; de-

mektir. Tersinin yani (i1)=(i) oldugu aciktir.

) ()i, 12 =Y ve g = ¢!V alirsak (iii)=(ii) olur. Tersine (ii) yi kabul
edelim. 7 € [0,0) verilsin. Kabuliimiizden her s € (¢,7 + 8,(1)) icin @ (s) < r,(l)

olacak sekilde rt(l) €10,1) ve 8,(1) > 0 vardir. 8,(2) = et(l) ve

i =max{r 0 (1), ol +e)}
@) . . 2 (@) I
alirsak, o zaman her s € [t,r + &7 i¢in ¢ (s) <r,” ve r;”’ € [0, 1) dir. Boylece

(11)=(i11) ispatlandu.
(¢) (ii))=(@v)=-(i1) ve (iii))=-(v)=>(ii) gerektirmeleri aciktir.

(d) (v)=>(vi). (v) nin oldugunu kabul edelim. {x,}, [0,c) da artmayan bir dizi olsun.

O zaman

to = lim x, = inf x, > 0
n—oo neN

dir. Kabuliimiizden her s € [t,7 + §&,) i¢in @ (s) < ry, olacak sekilde r;, € [0,1)
ve &, > 0 vardir. Ote yandan n > [ 6zelligindeki her n € N icin #g < x,, < fo + &,

olacak sekilde / € N vardir. Bu yiizden her n > [ igin ¢ (x,) < ry, dur.

n :max{(p(xl),(p(xz),--- ’(p(xn)7rlo}

olsun. O zaman her n € N i¢in ¢ (x,) < n dir. Bu yiizden 0 < sup, .y @ (x,) < 1

dir. Dolayisiyla (vi) saglanir.
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(e) (vi)=-(vii) gerektirmesi agiktir.

(f) Son olarak (vii)=(v) gerektirmesini ispat edelim. (vii) saglansin. O zaman (v) sag-
lanir. Gergekten, aksini kabul edelim. Yani, her r € [0,1) ve her € > 0 i¢in dyle
bir 7y € [0,0) eleman1 var ki s € [fo,7) + €) i¢in @ (s) > r esitsizligi saglanir. Bu
ylizden r; = @ (to) € [0,1) ve & =1 > 0 i¢in @ (s1) > ry sartin1 saglayan s; €
[to,t0 + €1) var olmalidir. Son esitsizlik s # 7y olmasin gerektirir. Dolayisiyla
to < s1 dir. fp+ & < 57 olacak sekilde &, > 0 segelim ve r, = max{¢ (s;),1 — %}
olsun. O zaman r; ve & i¢in @ (s3) > rp sartin1 saglayan s, € [fg, 79 + &) bulabi-
liriz. Bu ayrica tp < s2 < s1 olmasini gerektirir. Boyle devam edilirse her n € N
icin

1

1
. —— ' >1— =
© (sp) > rp=max{Q (s,—1),1 n} > 1 »

olacak sekilde kesin azalan {s,} C [fg,o0) C [0,0) dizisi olusturabiliriz. Bu ise
sup,cn @ (x,) > 1 demektir ki bu bir celiskidir. Dolayisiyla (vii)=-(v) gerektir-

mesi dogrudur.

[
Teorem [2.5.3] goz Oniine alarak ileride daha sik kullanilacak olan ve kolaylik olmast

bakimindan asagidaki lemma yazilabilmektedir.

Lemma 2.5.3 ([14]). ¢ : [0,00) — [0, 1) foksiyonunun bir .4 7 -fonksiyonu olmast i¢in
gerek ve yeter sart her t € [0,0) ve her s € [t,t + &) icin @(s) < r; olacak gekilde

r; € [0,1) ve & > 0 sayilarimin var olmasidir.

1972 yilinda Reich [19] bir ¢alismasinda, tek degerli doniistimler i¢cin Meir-Keeler

sabit nokta teoreminin kiime degerli versiyonunu ifade ve ispat etmistir.

Teorem 2.5.4. (X ,d) bir tam metrik uzay ve T : X — ¢ (X) bir kiime degerli doniisiim

olsun. Eger, her x,y € X ve her € > 0 icin
e<d(x,y)<e+6=H(Tx),T(y)) <e¢

ozelligine uygun bir 8 > 0 sayust varsa o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. G(A) = U{T(a) : a € A} seklinde tanimh G : % (X) — ¢ (X) doniisiimiinii

g6z Oniine alinsin. O halde G doniisiimii i¢in, her € > 0 i¢in
Ve>0,30 >0 [e<H(A,B)<e+0=H(G(A),G(B)) < ¢

ozelligine uygun bir 6 > 0 say1s1 mevcuttur. Ger¢ekten, verilen € > 0igin € <H(A,B) <
€+ 06 sartim1 saglayan § y1 gz Oniine alinsin. Eger x € G(A) ise, 0 zaman bazi a € A igin
x € T(a) dir.d(a,b) < H(A,B) olacak sekilde bir b € B secilebilir. Eger d(a,b) > € ise
o zaman kabulden H(T (a),T (b)) < € olur. O zaman d(x,y) < H(T (a),T (D)) olacak
sekilde y € T(b) vardir ve buradan D(x,G(B)) < € elde edilir. Eger 0 < d(a,b) < €
ise 0 zaman H(T (a),T (b)) < d(a,b) elde edilir ki buradan D(x,G(B)) < € bulunur.
G(A) kompakt oldugundan sup{D(x,G(B)) : x € G(A) } mevcuttur. (X,d) nin tamligt
((X),H) in tamhigim gerektirdiinden, tek degerli doniisiimler icin Meiler-Keiler
sabit nokta teoremi geregince G doniisiimiiniin .2 (X) de bir sabit noktasi vardir. Bu
sabit noktaya A denilirse, A nin kompakthgindan inf{D(a,T(A)) : a € A} mevcutur.
Yani, bu infimumun d(b,c) ye esit olacak sekilde b € A ve ¢ € T(b) vardir. Eger
d(b,c) > 0 ise o zaman D(c,T(c)) < H(T(b),T(c)) < d(b,c) olur ki bu bir ¢eligki-
dir. O halde b = c elde edilir. Bu ise, T nin X de bir sabit noktaya sahip oldugunu
gostermektedir. ]

Teorem [2.5.4] geregince asagidaki sonug elde edilmektedir.
Sonug 2.5.1 (Reich [19]). (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — & (X) bir kiime

degerli doniisiim ve o : (0,00) — [0, 1) fonksiyonu her t € (0,00) icin

limsupo(r) < 1
r—tt

ozelligini saglasin. Eger x # y ozelligine uygun her x,y € X icin
H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)

esitsizligi saglanirsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Reich [20], yukaridaki sonucu goz oniine alarak 1974 yilinda asagidaki problemi or-

taya atmustir.

33



Problem 1. Sonug de (X)) yerine € % (X ) alindiginda T, X de bir sabit noktaya

sahip midir?

Reich’in bu problemi iizerine bir ¢ok ¢alisma yapilmigtir. Bu problemin ¢oziimii tam
olarak yapilamasa da bazi kismi cevaplar verilmistir. Bunlardan en 6nemlisi Mizoguchi
ve Takahashi [[17] tarafindan 1989 yilinda elde edilmistir. Mizoguchi ve Takahashi,

Reich’in sorusunda o fonksiyonu iizerindeki

limsupa(r) < 1
r—tt

sartinin her 7 € [0,00) i¢in saglanmasi halinde .# (X) yerine ¥’ %(X) alinabilecegini
gostermistir. Bu teorem, literatiirde, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi olarak

anilmaktadir.

Teorem 2.5.5 (Mizoguchi-Takahashi [17]). (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X —
€ B(X) bir kiime degerli doniigiim ve o : (0,00) — [0, 1) fonksiyonu hert € [0,0) icin

limsupa(r) < 1

r—tt

ozelligini saglasin. Eger x # y ozelligine uygun her x,y € X icin
H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)

esitsizligi saglanirsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin ispatt hem uzun hemde karmasik oldu-
gundan, bu teorem bazi yazarlar tarafindan farkli yollarla ispatlanmigstir. 2008 yilinda
Suzuki [22] tarafindan, .# .7 -fonksiyonlarla ile ilgili asagida ifade ve ispat edilen lem-
may1 kullanarak Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin daha kolay ve anlasilir

ispatini vermistir.

Lemma 2.5.4 ([14]). ¢ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu bir # T -fonksiyon olsun. B :
[0,00) = [0, 1),

seklinde tamumli B fonksiyonu da bir M 7 -fonksiyondur.
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Ispat. Her € [0, ) i¢in ¢(¢) < 1 oldugundan % < lolur. Ohalde 0 < B(r) < 1 dir.
Ayrica @(t) < 1 oldugu goz oniine alinirsa ¢ (1) < % < 1 oldugindan her ¢ € [0, o)
icin @(r) < B(r) elde edilir. z € [0,0) sabit bir eleman olsun. @, bir .# .7 -fonksiyon
oldugundan her s € [t,r + &) icin @(s) < r, olacak sekilde r, € [0,1) ve & > 0 var

oldugundan A, = "1 denilirse her s € [, + &) icin

O()<r = @) +1<n+1 = Bs)=2 <ntl_y

ifadesinden B(s) < A; elde edilir. O halde 3 bir .# .7 -fonksiyondur. O

Teorem 2.5.6 (Suzuki [22])). (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — € B(X) bir diniisiim
ve o da bir M T -fonksiyon olsun. O zaman her x,y € X icin

H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y) (25.2)

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. B : [0,00) — [0,1) fonksiyonu B(t) = 1+Ta(t) olarak tanimlansin. Lemma [2.5.4

geregince f3 bir .# .7 -fonksiyondur. x # y 6zelliginde keyfi x,y € X elamanlar1 goz

Oniine alinsin. u € Tx ve € = Md (x,y) > 0 denilirse Lemma [2.5.1| geregince

d(u,v) <H(Tx,Ty) + € olacak sekilde v € Ty vardir. O halde

d(u,v) < H(Tx,Ty)+ Md(x,y)
< aldny)d(ey) + - 2EED g
_ Lratde)
= B(d(x,y))d(x,y)
elde edilir, Yani her x,y € X ve u € Tx icin
d(u,v) < B(d(x,y))d(x,y) (2.5.3)

olacak sekilde bir v € Ty vardir. xg € X ve x; € Txg i¢in, eger xo = x| ise 0 zaman Xy,

T nin bir sabit noktas1 oldugundan ispat tamamlanir. O halde xo # x; denilirse (2.5.3)

35



den

d(x1 ,)Cz) < ﬁ(d(X(),xl))d(X(),xl)

olacak sekilde x; € Tx; vardir. Eger x; = x, ise o zaman x|, 7 nin bir sabit noktasi

olacagindan ispat tamamlanir. O halde x| # x; denilirse (2.5.3)) den

d(X2,X3) < B(d(xl ,)Q))d(xl ,XQ)

olacak sekilde x3 € Tx; vardir. Bu sekilde devam edilirse, her n € N i¢in x,1 € Tx;,

ve

d(anrl 7xn+2) < ﬁ (d(xn:xn+1))d(xnaxn+l)

ozelliklerine uygun X de bir {x,} dizisi olusturulabilir. Dikkat edilmelidir ki {x, } di-
zinin ardigik terimlerinin birbirinden farkli oldugu kabul edilmektedir, aksi halde ispat
bitmektedir. Her ¢ € [0,0) i¢in () < 1 oldugundan {d(x,,x,+1)} dizisi R de artma-
yan bir dizi olup, alttan sinirh oldugundan {d(x,,x,1)} dizisi A > 0 sayisina yakinsar.
B bir .# 7 -fonksiyonu oldugu igin limsup,_,; + B(s) < 1 ve B(A) < 1 dir. Dolay1siyla,
her s € [A,A + ¢€) i¢in B(s) < r olacak sekilde r € [0,1) ve € > 0 vardir. Her n > ko
icin A <d(xp,x,+1) < A+ € olacak sekilde bir kg € N segilip n > ko ozelligindeki her

n € Nigin

IN

ﬁ (d<xnvxn+1))d(xnaxn+l)

rd (Xp,Xpt1)

d (xn—|— 15 xn+2)

IA

olacagindan

[

ko v
Zd(xnaxn—H) < d(xn7xn+1)+ Z d(xnaxn-H)
n=1 n=1 n=ko+1

)

ko
= Y d@pxup1)+ Y, d(Xng1,%042)

n=1 n=k
ko

IN

d<xn7xn+1) + Z rd(xnaxn+1)
1

n= n=ko

IN

ko oo
d(Xn,X,H_]) + Z rnd(xko?xkoﬂLl)

n=1 n=1

< oo
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elde edilmektedir. O halde, {x; } dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,, . x,, =

z olacak sekilde z € X vardir. Dolayisiyla

IN

D(xp41,7T7) H(Tx,,Tz)

IN

o (d(xn,2))d (xn,2)

d(xp,z2)

IN

olup n — oo igin limit alinirsa D(z,Tz) = 0 olur. O haldee z € Tz elde edilir. Boylece,
T, X de bir sabit noktaya sahiptir. [
Asagidaki ornek, Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoreminin, Nadler sabit nokta te-

oreminin bir genellestirmesi oldugunu gostermesi bakimindan 6nemlidir.

Ornek 13. X = [0, ) iizerindeki

metrigi goz oniine alinsin. O halde (X, d) tamdir. T : X — € %(X ) doniisimii

2
Tx=10

]

"x+1

olarak tanimlansin ve @(t) = t—l—Ll seklinde taniml .# .7 -fonksiyonu g6z Oniine alinsin.

x >y ozelligine uygun her x,y € X i¢in

.Xz X

<

H(TxTy) = x+1 7 x+1

x=@(d(x,y))d(x,y)

olmaktadir. Dikkat edelim ki x =y i¢in (2.5.2) sart1 agikca saglanir. O halde, Mizoguchi-
Takahashi sabit nokta teoreminin tiim sartlart saglanir. Boylece T', X de bir sabit nokta
sahiptir.

Ote yandan, Nadler sabit nokta teoremi bu érnek icin uygulanamaz. Gercekten, kabul

edelim ki (2.5.1)) esitsizligini saglayan bir L € [0,1) var olsun. O halde her x > 0 i¢gin
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2

H(Tx,T0) = {7, d(x,0) = x ve H(Tx,T0) < Ld(x,0) oldugundan

H(Tx,T
fim I T0)
x—eo  d(x,0)

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir.

Ote yandan, 2007 yilinda V. Berinde ve M. Berinde [10] , kiime degerli (3, L)-zay1if
biiziilme (kiime degerli hemen hemen biiziilme) ve kiime degerli (k, L)-zayif biiziilme
kavramlarinmi verip sirasiyla Nadler ve Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremlerinin
genellestirmeleri olan bazi sabit nokta sonuclari elde etmislerdir.
(X,d) bir metrik uzay ve T : X — ¢ %(X) bir kiime degerli doniisiim olsun. Eger, her
x,y € X icin

H(Tx,Ty) < 8d(x,y) +LD(y,Tx) (2.5.4)

olacak sekilde & € [0,1) ve L > 0 sabitleri varsa, o zaman T ye kiime degerli (8,L)-
zayif biiziilme (kiime degerli hemen hemen biiziilme) doniisiimii ad1 verilir.

d ve H nin simetrik olmasindan dolay1 7 nin kiime degerli (6, L)-zayif biiziilme donii-
stimil olmast i¢in ayrica (2.5.4)) esitsizliginin dualinin de kontrol edilmesi gerekmekte-

dir. Yani 7" doniisiimii ayrica her x,y € X icin

H(Tx,Ty) < 8d(x,y) +LD(x,Ty)

esitsizligini de saglamasi gerekmektedir.
(X,d) bir metrik uzay ve T : X — € % (X) bir kiime degerli doniisiim olsun. Eger, her
x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) <k(d(x,y))d(x,y)+LD(y, Tx) (2.5.5)

olacak sekilde bir k .# 7 -fonksiyon ve L > 0 sabiti varsa, o zaman T ye kiime degerli
(k, L)-zayif biiziilme (kiime degerli lineer olmayan hemen hemen biiziilme) doniisiimii
adi verilir.

Yine d ve H nin simetrik olmasindan dolay1 7 nin kiime degerli (k, L)-zay1f biiziilme

doniisiimii olmast i¢in ayrica (2.5.5) esitsizliginin dualini de kontrol etmemiz gerek-
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mektedir. Yani 7' doniigiimii ayrica her x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) < k(d(x,y))d(x,y) +LD(x,Ty)

esitsizligini de saglamasi gerekmektedir.

Teorem 2.5.7 (Berinde-Berinde [10]). (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger, T : X —
€ PB(X) bir kiime degerli (5, L)-zayif biiziilme ise, o zaman T, X de bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. h = g8 < 1 olmak iizere g > 1, xg € X ve x| € Txg olsun. Eger H(Txg, Tx;) =0
ise 0 zaman Txy = Tx; olup x; € Tx; elde edilir. Bu ise x; in 7 nin bir sabit noktasi
oldugunu gostermektedir. O halde ispat tamamlanmaktadir. Simdi H(Txo,Tx;) > 0

olsun. Lemma [2.5.2] geregince
d(x1,x) < qH(Txp,Tx;)
olacak sekilde x, € Tx; vardir. (2.5.4) dan

d(xl,xz)

IA

gH (Txo,Tx;)

IN

q[8d(xp,x1) 4+ LD(x1,Txo)]

q6d(xp,x1)

hd(X(),xl)

elde edilir. Eger H(Tx;,Tx;) = 0 ise o zaman Tx; = Tx; olur. Buradan ise x; € Tx;
elde edilir. Bu ise x7 nin 7" nin bir sabit noktasi oldugunu gostermektedir. Boylece ispat

tamamlanmaktadir. Simdi H(7Tx;,7Tx2) > 0 olsun. O halde, Lemma geregince

d(xp,x3) < qH(Tx1,Txp)
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olacak sekilde x3 € T'xp vardur. (2.5.4) dan

d(XQ,Xg,)

IN

qH(Tx1,Txy)

IN

q[8d(x1,x2) +LD(x2,Txy)]

qdd(x1,x7)

hd(X1,X2)

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her n € N icin x,,.1 € Tx,, ve

d(xmxn—H) < l’ld(Xn_],Xn) < hnd(x07-x1>

olacak sekilde X de bir {x,} dizisi elde edilmektedir. Ayrica m > n 6zelligindeki her

m,n € N i¢in

IN

d(xnaxm) d(xnaxn—H) +d(xn+laxn+2) +5g +d(xm—l7xm)

R'd(xo,x1) + 1" d(x0,x1) + -+ A" d(x0,x1)

IN

(W' + 1" d (0, x1)
hl’l
1—h

IN

d(xg,x1)

elde edilmektedir. n — oo igin limit alinirsa lim;, e d (X, X, ) = 0 elde edilir ki bu {x, }
dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan lim, X, = 2

olacak sekilde bir z € X vardir. O zaman

D(z,T7)

IA

d ZyXn+1 +D(xn+1 ’ TZ)

IN

VAN

( )
d(z,%p+1) + H(Tx,,Tz)
d(z,xp41) + 0d(xn,z) + LD(z, Txy)
( )

IN

d Z,Xp+1) + 5d(xn;Z) ‘f‘Ld(Z,xn—H)

esitsizliginden n — oo igin limit alinirsa D(z,7z) = 0 bulunur. Buradan z € Tz elde

edilir. Dolayisiyla 7', X de bir sabit noktaya sahiptir. 0

Teorem 2.5.8 (Berinde-Berinde [[10]). (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger T : X —
€ B (X) bir kiime degerli (k,L)-zayif biiziilme ise o zaman T, X de bir sabit noktaya
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sahiptir.

Ispat. B(1) = H'Tk(t) seklinde tanimli f3 : [0,0) — [0, 1) fonksiyonu goz 6niine alinsin.

Lemma geregince f bir .# 7 -fonksiyondur. x # y ozelligindeki keyfi x,y € X
I*k(g(xvy))ﬂ

noktalar i¢in u € Tx ve € = x,y) > 0 denilirse Lemma [2.5.1| geregince

d(u,v) <H(Tx,Ty) + € olacak sekilde v € Ty vardir. O halde

d(u,v) < H(Tx,Ty)+ wd(x,y)
< Kd(xy)dx,y) + LD(Tx) + -0 g )
_ 1rkdixy)) +k(‘21(x’y))d(x,y) +LD(y, Tx)
= PB(d(x,y))d(x,y)+LD(y, Tx)
elde edilir. Yani her x,y € X ve u € Tx icin
d(u,v) < B(d(x,9))d(x,y) + LD(3,Tx) 25.6)

olacak sekilde bir v € Ty vardir. Simdi xg € X ve x; € Txg olmak iizere eger xo = x;

ise o zaman xg, T nin bir sabit noktasi olur. Boylece ispat bitmektedir. Simdi xy # x;

olmak iizere den

d(x1,x2) < B(d(x0,x1))d(x0,x1)+LD(x1,Txp)

= B(d(x0,x1))d(x0,x1)

olacak sekilde x; € Tx vardir. Eger x; = x, ise x1, T nin bir sabit noktas1 olmaktadir.

Boylece ispat bitmektedir. O halde x; # x, olsun. Bu takdirde den

d(x2,x3) < B(d(x1,x2))d(x1,x2)+LD(x3,Tx1)

= B(d(x1,x2))d(x1,x2)

olacak sekilde x3 € Tx, vardir. Bu sekilde devam edilirse her n € NU {0} i¢in x,, ;| €
Tx, ve

d(Xn+1,Xn42) < B(d(xn,Xn11))d(Xn, Xn+1)
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olacak sekilde X de bir {x,} dizisi elde edilmektedir. Dikkat edilmelidir ki ardisik
terimler birbirinden farklidir, aksi halde ispat bitmektedir. Her t € [0, o) i¢in B(¢) < 1
oldugundan {d(x,,x,+1)} dizisi R de artmayan bir dizi olup, ve ayrica alttan simrlt
oldugundan {d(x,,x,+1)} dizisi A > 0 sayisina yakinsar. 8 bir .# .7 -fonksiyon oldugu
i¢in limsup,_,,+ B(s) < 1 ve B(A) < 1 dir. O halde her s € [A,A + €) igin B(s) < r
olacak sekilde r € [0, 1) ve € > 0 vardir. Her n > kg igin A < d(x,,x,41) < A + € olacak

sekilde bir ko € N secilip n > ko 6zelligindeki her n € N i¢in

IN

ﬁ(d<xnvxn+l))d(xnaxn+l)

< rd(xp,Xn11)

d (anr 15 xn+2)

oldugundan

Zd(xmxn—H) < Zd(xn7xn+1)+ Z d(xnaxn—H)

n=1 n=1 n=ko+1

)

ko
=5 Z d(Xn,X,H_]) + Z d(xﬂ+17xn+2)

n=1 n=k

ko .
Z d<xnaxn+1) + Z rd(xnaxn+1)

n=1 n=ky

IN

ko
d(xnvxn-l-]) + Z rnd(xko?xkoﬂLl)

n=1 n=1

< oo

IA

o)

bulunmaktadir. O hakde {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan

lim,,,. X, = z olacak sekilde z € X vardir.

D(X,H_] 9 TZ)

IA

H(Tx,,Tz)
B(d(xn,2))d(xn,2)
d(xn,z)

IN

N

oldugu icin n — oo icin limit alimirsa D(z,Tz) = 0 olup, z € Tz = Tz elde edilir. Bu
durumda, T, X de bir sabit noktaya sahiptir. [
2006 yilinda, Feng ve Liu [[15)], Pompeiu-Hausdorff metrigini kullanmayarak kiime
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degerli doniisiimler i¢in ilging sabit nokta teoremini elde etmistir.

(X,d) bir metrik uzay ve T : X — % (X) bir doniigiim olsun. b € (0, 1) i¢in
I, ={yeTx:bd(x,y) <D(x,Tx)}

seklinde tanimli /] kiimesi gz Oniine alinsin. Dikkat edelim ki her x € X igin [; kiimesi
bos degildir. Gergekten eger, her x € X i¢in D(x,Tx) =0 ise x € Tx olup her b € (0,1)
ve y =x € Tx igin x € [} dir. O halde, her x € X i¢cin D(x,Tx) > 0 oldugu goz oniine
alinira, her b € (0, 1) i¢in bd(x,y) < D(x,Tx) olacak sekilde bir y € Tx vardir. Yani, y €
I olur. Aksi kabul edilirse, her y € Tx i¢in 0 < D(x,Tx) < bd(x,y) olacak sekilde en
az bir b € (0, 1) var olacagindan son esitsizligin her iki tarafindan 7'x kiimesi iizerinden
infimum alinirsa 0 < D(x, Tx) < bD(x, Tx) elde edilmektedir ki bu ise » > 1 demektir.
O halde bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla her x € X igin I kiimesi bog degildir.

Asagidaki teorem, kolaylik olmast bakimindan Feng-Liu sabit nokta teoremi olarak

adlandirilmaktadir.
Teorem 2.5.9 (Feng-Liu [15]). (X,d) tam metrik uzay ve T : X — €' (X) bir doniisiim
olsun. Her x € X ve en az bir y € I, icin

D(y,Ty) < cd(x,y)
olacak gekilde bir c € (0,1), (¢ < b) var olsun. Eger f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan
yart siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. b ve ¢ hipotezde verilen sabitler olmak iizere xy € X keyfi noktasim goz Gniine
alinirsa

D(x1,Tx;) < cd(xo,x1)

olacak sekilde x| € IZO vardir. Yine x; € X icin
D(x2,Txp) < cd(x1,x2)
olacak sekilde x, € Izl vardir. Bu sekilde devam edilirse

D(xn—i—l ) Txn—i—l) < Cd(xn;xn—H)
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ve n € NU{0} igin x,1 € I," 6zelligine uygun bir {x,} dizisi olusturabiliriz. Diger

taraftan x, | € I," ifadesi
bd<xnaxn+l) < D(Xm Txn)
esitsizligini gerektirdiginden
c
d(Xnt1,Xn+2) < Ed<xnaxn+1)

ve
C
D(xn-i-laTxn—i-l) < ZD(mexn)

esitsizlikleri saglanir. Buradan

C

d (X, Xnt1) < (E>nd(3€0,xl)

Ve

d(xp, Tx,) < (g)nD(xo, Txp)

esitsizlikleri elde edilmektedir. m > n 6zelligindeki her m,n € Nigin ; = a olmak iizere

d(xp,xm) < d(xn,Xn1) +d (X1, Xp42) + -+ d (Xim—1,Xm)
< (an_|_an+1_}_..._|_am71)d(X0,xl)
n
< 1dxon)

bulunmaktadir. Dikkat edelim ki ¢ < b oldugundan lim,, .. a" = 0 dir. O halde, {x, } di-
zisi bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,,_,. x,, = z olacak sekilde z € X vardir.
Yine f(x,) = D(x,, Tx,) ile tammh { f(x,)} dizisi azalan oldugundan sifira yakinsak-

tir. Ayrica f alttan yari siirekli ve x;, — z oldugundan

0 < D(z,T2) = f(z) < liminff(x,) = 0

n—oo
elde edilir. Bu ise z € Tz demektir. Boylece ispat bitmektedir. 0

Uyar 6. Feng-Liu sabit nokta teoremi, Nadler sabit nokta teoreminin bir genellestir-
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mesidir. Gergekten, 7 doniistimii Nadler sabit nokta teoreminin sartlarini saglasin ve
{xx}, x noktasina yakinsayan bir dizi olsun. T nin kiime degerli biiziilme doniigiimii

oldugu goz Oniine alinirsa,

f(x) D(x,Tx)

IA
Q.
=
=

n) +D(x,, Tx)
n) +D(xn, Txy) +H(Tx,, Tx)

n) S () + kd (3, x)

A IA
= = X
= =
= =

olup n — o i¢in limit alinirsa f(x) < liminf,_ f(x,) elde edilir. O halde f(x) =

D(x, Tx) fonksiyonu alttan yar1 siireklidir. Ayrica, her x € X ve her y € Tx igin
D(y,Ty) <H(Tx,Ty) < kd(x,y)

oldugundan Feng-Liu sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanmis olmaktadir.

Asagidaki 6rnek, Feng-Liu sabit nokta teoremi, Nadler sabit nokta teoreminin bir 6z

genellestirmesi oldugunu gostermektedir.

Ornek 14. X = {4 : n € N} U{0,1} iizerinde d(x,y) = |x—y| metrigi goz oniine
alinsin. O halde (X,d) tamdir. T : X — % (X) doniigiimii

{#71} s XZZ—I,HI’ZGNU{O}
Tx=

seklinde tanimli olmak iizere her n € N i¢in

1 1 1
1 1 1
= 27w ﬁ‘”‘
1
= d(ﬁvo)
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oldugundan 7', kiime degerli biiziilme doniisiimii degildir. Diger taraftan

0 , xe{0,1}

olacagindan f siireklidir. Ayrica, her x € X ve en az biry € I ; i¢in D(y, Ty) = %d(x, y)
elde edildiginden Feng-Liu sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanmaktadir. Boy-

lece T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Uyarn 7. Feng-Liu sabit nokta teoremindeki kiime degerli 7 doniisiimii tek degerli
doniisiim olsa bile sabit noktasi tek olmayabilmektedir. Ornegin, X = {2—1,Z :neN}U

{1+ 5 :n e N}U{0,1}, izerindeki d(x,y) = [x — y| metrigine gére tamdir.

1 1
o+l s x:ﬁ7n€N
_ 1 1
Tx= I+5m , x=1+5,n€eN

x , x€{0,1}

seklinde tanimli 7 : X — X doniisiimii stirekli oldugundan f(x) = d(x, Tx) fonksiyonu

stireklidir. Ayrica, her x € X i¢in
) 1
d(Tx,T"x) = Ed(x, Tx)

saglandigindan Feng-Liu sabit nokta teoremi gerefince 7 doniisiimii X de bir sabit

noktaya sahiptir. Dikkat edilmelidir ki, O ve 1 noktalar1 7' nin iki sabit noktasidir.

Feng-Liu sabit nokta teoreminden, her x € X i¢in I;; C Tx oldugundan agagidaki sonug

yazilabilmektedir.

Sonug 2.5.2. (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — € (X) bir kiime degerli doniisiim ve
her x € X ve hery € Tx i¢in
D(y,Ty) < cd(x,y)

olacak sekilde ¢ € (0,1) var olsun. Eger f(x) = D(x,Tx) fonsiyonu alttan yar siirekli

ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
2007 yilinda Klim ve Wardowski [16], Feng-Liu sabit nokta teoremindeki ¢ sabitini
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d(x,y) nin bir fonksiyonu olarak g6z oniine alip Feng-Liu sabit nokta teoreminin bir
genellestirmesini asagidaki sekilde vermislerdir. Bu teorem, yine kolaylik olmasi ba-

kimindan Klim-Wardowski sabit nokta teoremi olarak adlandirilmaktadir.

Teorem 2.5.10 (Klim-Wardowski Teorem 2.1 [16]]). (X,d) bir tam metrik uzay ve T :
X — €(X) bir kiime degerli doniigiim olsun. b € (0, 1) olmak iizere her x € X ve en az
biry € I icin

D(y,Ty) < @ (d(x,y))d(x,y) (2.5.7)
ve hert € [0,00) icin

lim sup @(r) <b

r—tt
olacak sekilde bir @ : [0,00) — [0,b) fonksiyonu var olsun. Eger, f(x) = D(x, Tx) fonk-

siyonu alttan yari siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin sabit noktasinmn var olmadigi kabul edilsin. O halde, her x € X i¢in
D(x,Tx) > 0 olmaktadir. Yine, her x € X i¢in Tx € €' (X) oldugundan /; kiimesi bos
degildir. Yani, her b € (0,1) ve her x € X icin bir y € I} vardir. Eger y = x alinirsa
x € Tx olacagindan bu T nin sabit noktas1 olmamasi ile ¢elismektedir. O halde y # x
dir. Bu durumda, her b € (0,1) ve her x € X i¢in y € I} ise y # x olur. Yani, her b € (0, 1)
ve her x € X i¢in bd(x,y) < D(x,Tx) olacak sekilde her y € Tx i¢in y # x olmaktadur.

Simdi, b ve ¢ teoremin ifadesindeki gibi olmak iizere x| € X keyfi bir nokta i¢in

bd(x1,x2) < D(x1,Tx1) ve xp # x1

veE

D(Xz, TXQ) < () (d(xl,xz))d(xl,xz)

olacak sekilde bir x, € Tx; vardir. Buradan

D(x1,Tx;) —D(x2,Txp) > bd(x1,x) — @ (d(x1,x2))d(x1,x2)

= [b -0 (d(X],X2)>]d(X1,X2) >0
olur. Yine x; € X i¢in

bd(XQ,Xj,) < D(X],Txl) ve x3 # xp
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veE

D(x3,Tx3) < @ (d(x2,x3))d(x2,x3)

olacak sekilde bir x3 € Tx, vardir. O zaman
D(x2,Tx2) —D(x3,Tx3) > [b— ¢ (d(x2,x3))]d(x2,x3) >0

olur ve ayrica

QD(d(xl,xz))d

1
d(XQ,Xg,) < ED(XQ,T)Q) < b

(x1,%2) <d(x1,x2)
esitsizligi saglanir. Bu sekilde devam edilirse n > 1 olacak sekildeki n € N i¢in

Xnt1 € Txn, Xp+1 7 Xn,

bd (X, Xn+1) < D(xp, Txp)

veE

D(-xn+17Txi’l+l) S () (d(xnaxn+l>)d(xn7xn+l)

ozelliklerine uygun bir {x, } dizisi olusturulabilmektedir. Ayrica
D(xm Txn) - D(anrl ) Tanrl) > [b -0 (d(xmanrl))] d(xnaanrl) >0

ve
d (X, Xn1) < d(Xn—1,%n)
esitsizlikleri de saglanmaktadir. Son iki esitsizlikten {D(x,, Tx,)} ve {d(xn,xp+1)} di-

zileri azalan olduklarindan yakinsak olurlar. ¢ iizerindeki sart dikkate alindiginda

limsup@(d (xXn,Xn11)) = ¢q

n—o0

olacak sekilde bir g € [0,b) vardir. O halde, her by € (g,b) ve her n > ng i¢in

¢(d(xp,xp41) < bo
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olacak sekilde bir ny € N mevcuttur. Sonug olarak, b — bg = o denilirse her n > ng icin

D(xn, Txp) — D(xpt1, Txps1) > (b—bo)d(xp,Xpn11) = 0d (X3, X+1)

olur. Ayrica, her n > ng i¢in

D(xpi1,Txns1) < @ (d(xn,Xns1))d(Xp, Xps1)

< QU)o

< QUbmmn) codnn) e )

) @ (d(xXn,Xn41)) - @ (d(Xng+1,%n42))

= pn—no

y [0) (d(xno,xnogl)?l(;. - <d(x1’XZ))D(x1, Tx;)
n—ngy e
g <%) (p(d(xno,xnoﬂl)?)no (P(d(XI’XZ))D(xl,Txl)

elde edilir. by < b oldugundan lim,_(%2)" " = 0 olacagindan,

lim D(x,,Tx,) =0

n—oo

bulunur. m > n > ng ozelligindeki her m,n € N i¢in

m—1
d(xXm,xn) < d(xi,xiy1)

i=n
1 m—1

< = [D(xi, Tx;) — D(Xit1, Txiy1)]
a =n
1

= a (D(Xn,Txn) _D(-xma T'xm))

olacagindan {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. X tam oldugundan
lim,,_,. x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Ayrica f alttan yan siirekli ve x, — z

oldugundan

0<D(z,Tz) = f(z) < liminff(x,) =0

n—oo

olur. Buradan z € T'z elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde 7', X de bir sabit noktaya
sahiptir. [
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Uyan 8. Klim-Wardowski sabit nokta teoreminde, ¢ fonksiyonunu ¢ € (0,b) olmak
tizere her 7 € [0,00) i¢cin @(¢) = ¢ olarak g6z 6niine alindiginda Feng-Liu sabit nokta

teoremi elde edilmektedir.

Asagidaki 6rnek, Klim-Wardowski sabit nokta teoreminin, Feng-Liu sabit nokta teore-

minin bir genellestirmesi oldugunu gostermektedir.

Ornek 15. X = [0, 1] iizerindeki d(x,y) = |x — y| metrigini g6z 6niine alalim. O zaman

(X,d) tamdir. T : X — €'(X) dontigiimii

W|—
Bl

{%7711} y X=

Tx=

1 15
{E'xz} ) X?é 32

ve b = 3 olmak iizere ¢ : [0,00) — [0,b) fonksiyonu

3, te[0,5)U(%.5)
p()=1 2 =1
I, t€[3,)

seklinde tanimlansin. O halde

fx) =d(x,Tx) =

7 _ 15
32 » A= 733

[O5]

olup f fonksiyonu alttan yar siireklidir. Ayrica, x # 5 vey= %xz € Txicin
bd(x,y) < d(x,Tx)

d(y,Ty) < @ (d(x,y))d(x,y)

olup, ayrica son iki esitsizlik x = % ve y = % € Tx iginde saglandigindan Klim-

3

Wardowski sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanir. Diger taraftan, eger b € (0, 5
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vec€ (0,1),c<bisex=1vey=3 € Tlicin

1,1 3 1
- i 1.=

olmaktadir. Eger b € (%, 1) vec € (0,1), c < bise o zaman x = % icin Tx = {é—g,%

olup. y = % € Txigin
15 17 15 15

pd(2 Ay s g2 12
(3379¢) > 433735

Vey:}teTxigin
1 _1 15 1

d(z; TZ) > Cd(3_27 Z)

oldigundan dolay1 Feng-Liu sabit nokta teoreminin sartlar1 saglanmamaktadir..

Klim-Wardowski sabit nokta teoreminde eger b = 1 olarak alindiginda yani ¢ bir

A T -fonksiyon oldugunda, € (X) yerine .# (X ) alinmaktadur.

Teorem 2.5.11 (Klim-Wardowski Teorem 2.2 [16]). (X,d) tam bir metrik uzay, T :
X — (X)) bir doniigiim ve @ : [0,00) — [0, 1) bir .# T -fonksiyon olsun. Her x € X
ve en az bir y € If igin

D(y,Ty) < ¢ (d(x,y))d(x,y)

esitsizligi saglansin. Eger, f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yaru siirekli ise o zaman

T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin sabit noktasinin olmadigin1 kabul edilsin. O halde, her x € X i¢in D(x, Tx) >
0 olmaktadir. Yine her x € X i¢in Tx € J# (X) oldugundan I{ bos degildir. Yani her
x € X igin bir y € T}® vardir. Eger y = x alinirsa x € Tx olacagindan bu 7' nin sabit
noktasinin olmamasi ile celigir. O halde y # x dir. Dolayisiyla, her x € X igin bir y € If
ise y # x dir. Yani, her x € X ve en az bir y € Tx igin d(x,y) = D(x,Tx) ve y # x ol-
maktadir. ¢ fonksiyonu teoremin ifadesindeki gibi oldugu goz oniine alinirsa x; € X

keyfi bir nokta olmak iizere, Teorem [2.5.10] nin ispatindaki gibi,

Xni1 € TXyy Xpy1 7 Xn

d(xp,xn+1) = D(x,Txy)
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veE

D(xn—i-l ) Txn—i—l) <o (d<xn>xn+l )) d(xnaxn—H) ve ¢ <d<xn>xn+l )) <1
ozelliklerine uygun bir {x, } Cauchy dizisi elde edilebilir. X tam oldugunda lim;,_.x, =
z olacak sekilde bir z € X vardir. Diger taraftan, f alttan yar1 siirekli oldugundan

0<D(z,Tz) = f(z) < liminff(x,) =0

n—soo

elde edilir ki bu ise z € Tz demektir. Yani, bu durum bir ¢eligkidir. O halde, 7', X de bir
sabit noktaya sahiptir. 0
Asagidaki 6rnek, Klim-Wardowski sabit nokta teoreminin ve Teorem[2.5.11|nin, Mizoguchi-

Takahashi sabit nokta teoremi ve Sonug[2.5.1]dan farkli oldugunu gostermektedir.

Ornek 16. X = [0, 1] iizerinde d(x,y) = |x — y| metrigi ile g6z 6niine alnsin. O halde

(X,d) tamdir. T : X — €' (X) doniisiimii

(

{fo} , x=0
1.2 1
sx, 1y, x€ (0,3
re] B30 xe0
{Qx} ) Xe(z,l)
{511, x=1

\

veb= % olmak iizere ¢ : [0,00) — [0, D) fonksiyonu

o(t) =

seklinde tanimlansin. O halde

f(x) = D(x.Tx) =
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olacagindan f fonksiyonu alttan yar siireklidir. Ayrica, x € [0,1) ve y = %xz € Txicin
bd(x,y) < D(x, Tx)

veE

D TY) < 3d(63)d () = 9 (d(x)d(x,)

esitsizlikleri saglanir. Ayrica son iki esitsizlik x = y = 1 i¢inde saglandigindan Klim-
Wardowski sabit nokta teoreminin tiim sartlari saglanir. O halde 7', X de iki sabit nok-
taya sahiptir. Dikkat edelim ki O ile 1, 7" nin X deki sabit noktalaridir. Ayrica, kolayca
Teorem [2.5. 11| nin tiim sartlarinin da saglandig1 gosterilebilir.

Diger yandan, x =0 ve y = 1 i¢in
1

olacak sekilde higbir ¢ : (0,e0) — [0, 1) fonksiyonu bulanamadigindan Sonug 2.5.1]ve
Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi bu 6rnek icin uygulanmamaktadir. O halde,
Klim-Wardowski sabit nokta teoremi ve Teorem [2.5.11] Mizoguchi-Takahashi sabit
nokta teoreminden, ayrica, Teorem [2.5.11|de Sonug[2.5.1]den farklidur.

2009 yilinda, Cirié 1], I;; kiimesindeki b sayisin1 sabit olmayacak sekilde tanimlay1p,
kiime degerli doniisiimler i¢in onemli iki sabit nokta teoremi vermistir. Onlari sirasiyla

asagida ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 2.5.12 (Ciri¢ [IT). (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — € (X) bir kiime
degerli doniisiim ve 0 < a < 1 olmak iizere @ : [0,00) — [a, 1) fonksiyonu her s € [0, )

icin limsup,_, .+ ¢(¢) < 1 sartimi saglasin. Her x € X i¢in
©(D(x,Tx))d(x,y) < D(x,Tx) (2.5.8)

ve

D(y,Ty) < ¢(D(x,Tx))d(x,y) (2.5.9)

olacak sekilde bir y € Tx var olsun. Eger, f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yart sii-

rekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. ¢ fonksiyonunun tamimindan her x € X i¢in @(D(x,Tx)) < 1 oldugundan her

x € X icin (2.5.9) esitsizligini saglayan bir y € Tx mevcuttur. xo € X keyfi bir nokta

olmak tizere,

(p(D()C(), T)C()))d(X(),xl) < D()C(), TX()>

ve

D(xl,Txl) < ¢(D(X0, T)Co))d(Xo,xl)

olacak sekilde bir x| € Txq vardir. (2.5.10) ve (2.5.11) esitsizliklerinden

D(x1,Tx;) < @(D(xp,Txp))d(x0,x1)
= V(D(x0,Tx0)) v/ @(D(x0, Tx0))d (x0,x1)

(p(D(xO,TxO))D()C(),TXO)

IA

bulunur. Yani

D(x1,Tx1) < \/@(D(xp,Tx0))D(xp,Txp)

dir. Yine,

©(D(x1,Txy))d(x1,x2) < D(x1,Tx})

ve

D(x2,Tx) < @(D(x1,Tx1))d(x1,x2)

olacak sekilde bir x, € Tx; vardir. Boylece,

D(XZ,T)Q) < (p(D(xl,Txl))D(xl,Txl)

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde her n € NU {0} i¢in x, 11 € Tx;,,

(D (xn, Txn))d (Xn, X 1) < D(%n, TXn)

ve

D(xn+laTxn+1) < (P(D(xnaTxn))D(xn;Txn)

olacak sekilde X de bir {x,} dizisi elde edilmektedir.

(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

(2.5.14)

Her n € NU {0} i¢in f(x,) = D(x,,Tx,) > 0 oldugunu kabul edelim. Aksi halde,
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bazi n € N igin f(x,) = D(x,,Tx,) = 0 elde edileceginden x, € Tx, olur ki boylece
ispat tamamlanir. (2.5.14) ve ¢(¢) < 1 den {f(x,)} dizisi kesin azalandir. O halde
lim,, e f(x,) = & olacak sekilde bir § > 0 vardir. Eger § > 0 ise (2.5.14) esitsizligin-

den

6< lim /o(f(xn))8 <8

f(x)—0F
elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde 6 = 0 dir. Yani lim, e f(x,;) = 0 dir. {x,}

dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek i¢in

= i D(xy, Txn
a= lim oD@ Tx)

denilirse & < 1 olup, & < g < 1 olacak sekilde bir g sayisin1 gbz 6niine alindiginda her
n > ngicin \/@(D(x,,Tx,)) < g olacak sekilde bir ng € N vardir. Dolayisiyla, (2.5.14)

den her n > ng i¢in D(x41,Txp+1) < gD(xp,, Tx,) olacagindan
D(xpi1,Txps1) < q”+1_”°D(xn0,Txn0) (2.5.15)
elde edilir. Her r > 0 i¢in 0 < a < ¢(¢) oldugundan (2.5.13)) den
1

d(xnaanrl) < %D(xna Txn)

bulunur. Dolayisiyla, (2.5.15) den her n > ny i¢in

|
d(xp,xp+1) < %q” "D (Xpy, TXpy) (2.5.16)
ve (2.5.16) den her m > n > ny igin
m—1 1 m—1 1 qnfno
d(xXp,xm) < Y dxp,xe1) < — Y ¢ "D(xny, Txpy) < —=-——D (X, TXny)
nyXm ];1 \/E = no no \/E 1— q no no

olmaktadir. ¢ < 1 oldugu i¢in {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. X
tam oldugundan lim,,_,..x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Diger taraftan, f(x) =

D(x, Tx) alttan yart siirekli ve lim, e f(x,) = 0 oldugundan
0<D(T2) = £(2) < liminf (x,) =0
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elde edilir. Dolayisiyla D(z,Tz) = 0 dan z € Tz bulunur. Béylece ispat tamamlanir. [

Teorem 2.5.13 (Ciri¢ [11]). (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — € (X) bir do-
niigiim ve 0 < a < 1 olmak iizere @ : [0,00) — |a, 1) fonksiyonu her s € [0,) icin

limsup,_, o+ ¢(t) < 1 sartint saglasin. Her x € X igin
¢(d(x,y))d(x,y) < D(x,Tx) (2.5.17)

ve

D(y,Ty) < ¢(d(x,y))d(x,y) (2.5.18)

olacak sekilde bir y € Tx var olsun. Eger, f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yart sii-

rekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem [2.5.12| de @(D(x,Tx)) yerine @(d(x,y)) alindiginda, her n € NU {0}

icin x,+1 € Tx, ve
O (d(xp,Xn+1))d(Xn, Xn+1) < D(xp, Txp) (2.5.19)

veE

D(Xp41,Txn11) < A/ ©(d (X0, Xn41))D (%0, Txy) (2.5.20)

olacak sekilde X de {x,} dizisi elde edilmektedir. (2.5.20) den { f(x,,) } = {D(xs, Tx)}
dizisi azalandir. Bu yiizden lim,_,. f(x,) = 8 olacak sekilde bir § > 0 vardir. Simdi,
{d(xp,xp+1)} dizisinin

lim d (X, , X 11) =1 >0 (2.5.21)

k—ro0 -
olacak sekilde bir {d(xy,,X,,+1)} alt dizisinin oldugunu gosterelim. (2.5.19) dan ve
a < @(t) oldugu icin
1

d(xnaanrl) < %f(xn) (2.5.22)

elde edilir. (2.5.21) ve (2.5.22) dan {d(xp,x,+1)} dizisi stmirhidir. Bu yiizden,

liminfd (x,, Xp41) = 6 (2.5.23)

n—oo

olacak sekilde bir 6 > 0 vardir. x,, | € Tx, oldugu i¢in her n € NU {0} i¢in f(x,) <
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d(xp,xp+1) olur ki § < 0 olur. § = 0 oldugunu gosterelim. Ik 6nce, varsayalim ki

0 = 0 varsayilirsa (2.5.21)) ve (2.5.22) dan lgnd(xn,xnﬂ) = 0 elde edilir. Eger § =0
n—roco

ise & = 0 olur. Simdi varsayalim ki 8 > 0 dir. 6 = 0 oldugunu gostermek igin 8 > &
oldugunu kabul edilirse 6 — § > 0 oldugu i¢in (2.5.21) ve (2.5.22) dan her n > ny igin

flxg) <8+ 94;5 (2.5.24)

ve
0-5
0~~~ <d(x 1) (2.5.25)

olacak sekilde ny € N vardir. (2.5.19)), (2.5.24) ve (2.5.25) den her n > ny igin

TR CRd WS/ omeeey PIEHEAEY

< o <o+i0

elde edilir. O halde her n > ng i¢in

o)) < 2130

<3675 (2.5.26)

olup h = % =1- 23(21? denilirse 8 > 9§ oldugundan /& < 1 olur. (2.5.20), ve
(2.5.26) den her n > ng i¢in

f(ny1) < hf(xn)

elde edilir. Dolayisiyla k > 1 i¢in

F Gy ir) <A f () (2.5.27)

dir. § > 0 ve h < 1 oldugu icin #* f(x,,) < & olacak sekilde ko € N vardir. (2.5.27) den
her n > 0 i¢in & < f(x,) oldugu i¢in

o < f(xn0+k0) < hkof(x”o) <6

elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde 6 = 6 bulunur. Simdi 6 = 0 oldugunu gostermek
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icin

6 =6 < f(xn) < d(xn,Xn+1)

oldugu i¢in (2.5.23) ifadesi

lim infd (x,, X 41) = 6"

olarak tekrar yazilabilirmektedir. O halde {d(xy,x,+1)} dizisinin

kli_rgod(xnwxnk+l) =6"

olacak sekilde bir {d(xy, ,Xs,+1)} alt dizisi vardir. Dolayisiyla

lim sup \/(p (d(xnk7xnk+l) <1

d(x,,k,x,,kﬂ)—wJr

olur. (2.5.20) den

F 1) < A/ @ (g 1) ()

elde edilir. (2.5.21)) den ve k — oo icin limit alinirsa

§ = limsupf(vy1)

k—yo0
< (timsupy/@(d(xn,, 1)) (limsupf (xn,)
k—yo0 k—>oo

= ( limsup \/(P(d(xnk7xnk+1))5

d(x,,k ,x,,k+1)ae+

olur. § > 0 oldugu i¢in

1< lim sup \/(P (d (Xnk » Xn+1 )

d(xnk 7)c,,kﬂ)—>9+

bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde § = 0 bulunur. O zaman (2.5.21)) ve (2.5.22)) dan

lim d (X, Xp41) =0 (2.5.28)

n—oo
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elde edilir. O halde (2.5.28) den

o= limsup /@(d(xy,xp41) <1

d(-xl‘l Xn+1 )_>9+
olmaktadir. Ispatin geri kalan1, Teorem [2.5.12|de oldugu gibi yapilmaktadr. [

Uyar19. Teorem[2.5.13|den kolayca Feng-Liu sabit nokta teoremi ve Klim-Wardowski
sabit nokta teoremi elde edilmektedir. Ayrica, Teorem[2.5.13] Mizoguchi-Takahashi sa-
bit nokta teoreminin bir genellestirmesidir. Ger¢ekten, o, (2.5.2) sartin1 saglayan bir
M 7 -fonksiyon olmak tizere,.T doniisiimii Mizoguchi-Takahashi sabit nokta teoremi-

nin tiim sartlarini saglasin. O halde, {x,}, x noktasina yakinsayan bir dizi olmak iizere

f(x) D(x,Tx)

IA

d(x,xn) + D(x,, Tx)

IA

d(x,xn) + D(xy, Txn) +H(Txn, Tx)

IN

d(x,x,) + f(xn) + a(d(x,,x))d (x5, %)

olup n — oo i¢in limit alinirsa f(x) < liminf,_,c f(x,) oldugundan f(x) = D(x,Tx) ile

taniml1 f fonksiyonu alttan yar siireklidir. Diger taraftan her x € X ve her y € Tx i¢in
D(y,Ty) < H(Tx,Ty) < a(d(x,y))d(x,y)
ve
@(d(x,y))d(x,y) <d(x,Tx)
sartlar1 saglandigindan Teorem [2.5.13]in tiim sartlar1 saglanmaktadr.

Asagidaki teoremde, Teorem [2.5.12] 1n biraz degisiklik ve iyilestirme yapilmis hali
verilmektedir. Bu teoremin ispati, Teorem de oldugu gibi elde edilmektedir

Teorem 2.5.14. (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — € (X)) bir doniisiim ve 0 < a < 1
olmak iizere @ : [0,00) — [a, 1) fonksiyonu her s € [0,00) icin limsup,_, .+ @(t) < 1

sartint saglasin. Her x € X icin



ve

D(y,Ty) < ¢(D(x,Tx))d(x,y)

olacak sekilde bir y € Tx var olsun. Eger, f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yart sii-

rekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki 6rnekler, Teorem [2.5.12] ve Teorem [2.5.13]in, Klim-Wardowski sabit nokta
teoreminin bir genellestirmesi oldugunu gostermesi bakimindan onem teskil etmekte-

dir.
Ornek 17. X = [0, 1] iizerindeki d(x,y) = |x —y| metrigi goz 6niine alinsin. O halde

(X,d) tamdir. T : X — €'(X) dontigiimii

(42} . reHUE
Tx=

ve ¢ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu

)
max{yz, 51} . 1€[0,5)U(5,3]

¢(1) = % , 1=73
23 1
{ 54 , Z‘G(E,OO)

x_%XZ ) xe[oaﬁ)u<ﬁal]

23 _ 15
2% )
fonksiyonu alttan yari siireklidir. Ayrica, eger x € |0, %) U (é—S, 1] ise y = Tx = {3x%}
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ved(x,y) =d(x,Tx) =x— %xz den

= b= )
1 1,
= S+ 5x7)d(x,y)
1 23 1
< max{lz’ﬁ(x_ixz)}d(xay)

elde edilir. x = ég vey= 96 € Txigin de (]2 5. 17[) ve (12 5. 18[) esitsizlikleri saglanmak-

tadir. Dolayisiyla, 7 doniisiimii Teorem [2.5.13|in tiim sartlarim1 saglamaktadir. Dolay1-
styla 7', X de bir sabit noktaya sahiptir.

Diger taraftan, Klim-Wardowski sabit nokta teoremi bu 6rnek icin uygulanamaz. Ger-
cekten, egerb € (0,3] ise 0 zaman @(d(x,y)) < 3 olupx = 1 igin Tx = {3}, Ty = {3},
d(x,y) = 2 ve D(y,Ty) = 3 3 oldugundan

DO Ty) = 33 = () £ pld(x,y)d(x.)

elde edilir. O halde, b € (0, %] i¢cin Klim-Wardowski sabit nokta teoreminin |i esit-

sizligi saglanmaz. Bger, b € (3,1) ise x = 32 icin bd (x,y) < D(x,Tx) ve e§1t51z-

ligini saglayan birye Tx= {%, %} bulunmamaktadir. Gergekten,eger y = 96 € Txise

d(x,y) = 2, d(x,Tx) = 35 ve b > 3 oldugundan

bd(x,y) & %d(x,y) =-—= 37—2 =D(x,Tx)

olupy= % icin bd(x,y) < D(x, Tx) esitsizligi saglanmamaktadlr. Eger,y = % € Txise,
o zaman Ty = {%}, d(x,y) = D(x,Tx) = D(y,Ty) = 55 ve ¢(d(x,y)) < 1 oldugundan

D(y,Ty) =d(x,y) £ ¢(d(x,y))d(x,y)

olacak §ekilde her hangi bir ¢ : [0,00) — [0,b) C [0, 1) fonksiyonu bulunamamaktadir.
O halde, y = 4 icin (2 e§1ts1zl1g1 saglanmaz.

Ornek 18. X ve T : X — %'(X) doniisiimii ve ¢ fonksiyonu Ornekdeki gibi tanim-
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lanmak tizere @; : [0,0) — [0, 1) fonksiyonu

o) , t#%
oi(t) =
(L) . t=1

seklinde tanimlansin. O halde T doniisiimii ¢; fonksiyonu ile beraber Teorem [2.5.12]
in tim sartlarin1 saglar. Fakat, Klim-Wardowski sabit nokta teoremi bu ornek i¢in uy-

gulanamaz.
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3 . ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde tezin orijinal kismini olusturan ¢alismalara yer verecegiz. ik olarak, tek
degerli doniisiimler i¢in F-biiziilme kavrami géz oniine alinarak bunun kiime degerli
versiyonu tanimlanacak ve bdyle doniisiimler i¢in sabit nokta sonuclari elde edilecek-
tir. Ardindan, materyal ve yontemler kisminda kiime degerli doniisiimler i¢in bahsedi-
len sabit nokta sonug¢larinin karsiliklar1 g6z oniine alinarak sabit nokta teoremleri ve-
rilip ispatlarina deginilecektir. Ayrica, elde edilen sonuglarin bir genellestirme oldugu

orneklerle desteklenecektir.

3.1. Kiime Degerli F'-Biiziilme Doniisiimler

Wardowski’nin F-Biiziilme kavraminin kiime degerli versiyonlar iizerine bazi ¢alis-
malar yapilmigtir. Simdi F'-biiziilme doniisiimlerinin kiime degerli versiyonunu vere-

lim.
Tanmm 3.1.1. (X,d) bir metrik vzay, F € .# ve T : X — €% (X) bir kiime degerli
doniigiim olsun. Eger H(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her x,y € X i¢in

T+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y)) (3.1.1)

olacak sekilde bir 7 > 0 varsa T ye kiime degerli F-biiziilme adi verilir.

Kiime degerli F-biiziilme kavraminda F fonksiyonu F (o) = In () olarak goz Oniine
alinirsa, her kiime degerli biiziilme, bir kiime degerli F-biiziilme olur. Nadler sabit
nokta teoreminin ifadesinde de bahsedildigi gibi tam metrik uzayda kiime degerli her
biiziilme doniisiimiiniin bir sabit noktas1 vardir. Buna dayanarak, kiime degerli F-

biiziilme doniisiimlerinin de tam metrik uzayda sabit noktasinin var olup olmadigi
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problemi iizerine ¢alisilmistir. Bununla ilgili asagidaki teorem elde edilmistir.

Teorem 3.1.1 ( [23]). (X,d) bir tam metrik uzay olsun. Eger T : X — (X)) kiime

degerli F-biiziilme doniisiimii ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. Her x € X icin Tx kiimesi bos olmadigindan, x; € Txg olacak
sekilde bir x; € X secibiliriz. Eger x; € Tx ise, o zaman x;, 7 nin bir sabit noktasi
olur ve bdylece ispat tamamlanir. O halde x; ¢ Tx; olsun. Tx; kapali oldugundan

D(x1,Tx1) > 0 dir. Ote yandan, D(xy,Tx;) < H(Txo,Tx;) ve (F1) den
F(D(x1,Txy)) < F(H(Tx0,Tx1))
olup, (3.1.1)) esitsizliginden
F(D(x1,Tx1)) < F(H(Tx0,Tx1)) < F(d(x1,x%0))— 7T (3.1.2)

elde edilir. Tx; kompakt oldugundan, d(x,x;) = D(x;,Tx;) olacak sekilde x, € Tx;

vardir. Bu durumda (3.1.2) esitsizliginden
F(d(x1,x)) < F(H(Txp,Tx1)) < F(d(x1,x0))— 7T
olur. Eger bu gekilde devam edilirse, her n € NU{0} icin x,, 41 € Tx;, ve
F(d(xp,xp+1)) < F(d(xp,xp-1)) — T (3.1.3)

olacak sekilde X de bir {x, } dizisi elde edilir. Eger x,,, € Tx,, olacak sekilde bir ny € N
var ise 0 zaman X, I’ nin bir sabit noktasi olur ve bdylece ispat tamamlanir. O halde
her n € NU{0} i¢in x,, ¢ Tx, olsun. Her n € NU {0} icin a,, = d(xp,Xx,+1) denilirse
a, > 0 oldugundan ve esitsizligini kullanarak

F(ay) <F(ap—1)—t<F(ap—)—2t1<---<F(ap)—nrt (3.1.4)

elde edilir. (3.1.4) esitsizliginden n — o i¢in limit alimirsa lim, e F (a,) = —oo olur.
(F2) den

lima, =0
n—oo
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olacagindan (F3) den

: k
,}I_IEQ%F(‘Z”) =0

olacak sekilde bir k € (0,1) vardir. Ayrica (3.1.4) esitsizliginde her NU {0} i¢in
d“F(ay) — d"F (ap) < —dfnt <0 (3.1.5)
olur. (3.1.5) esitsizliginden n — o i¢in limit alinirsa

lim nat =0 (3.1.6)

n—oo

bulunur. Dolayisiyla, (3.1.6) ifadesinden her n > ny igin afnt < 1 olacak sekilde bir

n1 € N sayis1 vardir. Sonug olarak her n > nj i¢in

bulunur. Boylece m > n > n; olacak sekildeki her m,n € N icin

d<xnaxm) < d(xmxn—i-l)+d(xn+17xn+2>+"'+d(xm—1;xm)
- an+an+l+"'+am—l
m—1 oo
= Za,~<2a,~
i=n i=n
|

L

i=n

IN

olup ¥ ﬂ% serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X tam
i=1

oldugundan lim,_,..x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Diger taraftan (3.1.1)) esit-

sizliginden H(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X icin

H(Tx,Ty) <d(x,y)
oldugundan her x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) <d(x,y)
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olur. O zaman

D(xy11,T7) < H(Tx,,Tz) < d(xy,2)
olacagindan n — oo igin limit alinirsa D(z, Tz) = 0 bulunur. Buradan z € Tz oldugundan
T, X de bir sabit noktaya sahiptir. Boylece ispat tamamlanr. [

Uyar 10. Dikkat edelim ki Teorem de her x € X icin 7x kompaktir. Bu yiizden
Reich probleminde oldugu gibi asagidaki soru akla gelmektedir.

Problem 2. Teorem de 7 (X) yerine € %(X) alindiginda T, X de bir sabit nok-

taya sahip midir?

Bu problemin cevabi agsagidaki 6rnekte gosterildigi gibi .# (X) yerine € % (X) alindi-
ginda T nin X de bir sabit noktaya sahip olmayabileceginden dolay1 negatiftir. Dolayi-
styla, Teorem [3.1.1]de aymi sartlar altinda % (X ) yerine ¢’ %(X) alinamaz.

Ornek 19. X = [0, 1] iizerinde

d(x,y) =
1—|-|X—y| 9 x%y

seklinde tanimli d metrigini goz oniine alalm. O zaman (X,d) tamdir. T : X — €% (X)

doniisiimil
0O, xel
Tx= ,
I , xeQ
ve F : (0,00) — R fonksiyonu
lnoe , o<l
F(OC) = )

seklinde tanimlansin. O zaman 7 nin sabit noktasinin olmadig1 agiktir ve F fonksiyonu

(F1)-(F3) kosullarini saglar. Simdi H(Tx,Ty) > 0 olacak sekilde her x,y € X i¢in

1+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y))
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esitsizliginin saglandigini gorelim. H(Tx,Ty) > 0 = {x,y} N QO kiimesi tek elemanlt
oldugu i¢in H(Tx,Ty) > 0 olacak sekilde her x,y € X i¢in H(Tx,Ty) = H(Q,I) =1
ve d(x,y) = 1+ |x—y| > 1 oldugundan F(H(Tx,Ty)) =0 ve F(d(x,y)) =1+ |x—y|
olur ki bu ise

1+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y))

demektir. O halde, Problem [2]in tiim kosullar1 saglanir, ancak 7" nin X de hig bir sabit

noktasi yoktur.

Teorem de # (X)) yerine € %(X) alinip alinamayacag yine arastirilmigtir. Bunun

icin F fonksiyonunun agsagidaki (F4) sartinin saglamasina ihtiya¢ duyulmustur:
(F4) infA > 0 olacak sekildeki her A C (0, o) i¢in F(infA) = inf F(A) dur.

Lemma 3.1.1. F fonksiyonu (F1) sartini saglasin. O zaman, (F4) sartinin saglanmasi

icin gerek ve yeter kosul F nin sagdan siirekli olmasidur.

Ispat. {x,} dizisi x noktasina sagdan yakinsayan, genelligi bozmamaksizin, kesin aza-
lan bir dizi olsun. Bu durumda x = inf{x, : n € N} olacagindan (F4) sarti1 geregince
F(x) = inf{F (x,) : n € N} elde edilir. (F1) sart1 ile birlikte {F (x,)} kesin azalan bir
dizi olacagindan nlggo F (x,) = F(x) elde edilir. O halde, F sagdan siirekli olur.

Tersine infA = a > 0 olsun. (F1) sart1 ile birlikte F(a) < infF(A) bulunur. Diger ta-
raftan, infA = a oldugundan her n € N i¢in a, < a + % olacak sekilde A da bir {a,}
dizisi elde edilebilir. Boylece, {a,} dizisi a ya sagdan yakinsak olup F sagdan siirekli
oldugundan nlgl(}o F(ay) = F(a) olur. Buise inf F(A) < F(a) demektir. O
Burada, (F1)-(F4) sartlarin1 saglayan F : (0,00) — R fonksiyonlarinin sinifi kolaylik

olmas1 bakimindan .7, ile gosterilecektir.

Teorem 3.1.2 ([23]). (X,d) bir tam metrik uzay ve F € .F, olsun. Eger T : X —
C B (X) kiime degerli F-biiziilme doniisiimii ise o zaman T, X de bir sabit noktaya

sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. Her x € X icin Tx bos olmadigindan, x; € Txg olacak sekilde x| €
X secilebilir. Eger x| € Tx ise, o zaman x, T nin bir sabit noktasi olur ve bdylece ispat

tamamlanir. x; ¢ Tx; olsun. Tx; kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 olup, D(x1,Tx;) <
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H(Txg,Tx;) ve (F1) den

F(D(xl,Txl)) S F(H(T)C(),T)Cl))

elde dilir ki (3.1.1)) esitsizliginden

F(D(x1,Tx1)) < F(H(Txo,Tx1)) < F(d(x1,%)) — 7 (3.1.7)

olur. Dikkat edelim ki D(xy,Tx;) > 0 dir. (F4) den

F(D(x1,Tx1)) = inf F(d(x1,y))

yeTx
olacagindan esitsizliginden
T
inf F(d(x1,y)) < F(d(x1,x0)) — 7 < F(d(x1,x)) — = (3.1.8)
yeTx 2

bulunur. O zaman (3.1.8)) esitsizliginden

F(d(x1,x2)) < F(d(x1,x0)) _g

olacak sekilde x, € Tx| vardir. Eger x, € Tx; ise ispat biter. Aksi takdirde benzer yolla

F(d(x2.33)) < F(d(xa,)) = 5

olacak sekilde x3 € Tx; elde edebiliriz. Bu sekilde devam edildiginde her n € NU {0}
icin x,41 € Tx, ve

F(d(n,2041)) < F(d (6, 20-1)) —

| a

olacak sekilde X de bir {x,} dizisi elde edilebilir. Ispatin geri kalan kismi, Teorem
3.1.1]ispatinda oldugu gibi yapilabilir. 0
Asagidaki 6rnek, kiime degerli F'-biiziilme doniigiimii olan fakat kiime degerli biiziilme

doniistimii olmayan doniisiimlerin var oldugunu gostermesi bakimindan 6nemlidir.

Ornek 20. X = {xn = ”(";1) ‘ne N} kiimesi d(x,y) = |x — y| metrigi ile birlikte goz
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oniine alinsin. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydir. 7 : X — % (X) doniigiimii

{x1} , X=2Xx]
Tx =

{Xl,.Xz,"',Xn_l} y X=Xn

ve F : (0,00) — R fonksiyonu F(a) = ot + Ina seklinde tanimlansin. O zaman 7' d6-
niisiimii 7 = 1 ile birlikte kiime degerli F-biiziilmedir. Bunun i¢in asagidaki durumlari

goz oniine alalim. Oncelikle, her m,n € N i¢in

H(Txp,Txy) >0 (m>2An=1)V(m>n>1))

dir. Simdi eger m > 2 ve n = 1 ise o zaman,

H(Txm7Txl)eH(Txm7Tx1)—d(xm7x1) — Xm—1 — X1 exm—l_xm
d (X, x1) Xy — X|
2
m —m-2 _ B B
— TN Mmoo < o]
m-+m-—2

elde edilir. Eger m > n > 1 ise o zaman

H (T, T%) 117, 750) i 30)
d (X, Xn) Xm = Xn
_ min—1 le"*m <e"Mm<e !
m+n+1

xm— 1 — xl’l—l exm_l —Xp—1—Xm+Xn

elde edilir. Bu yiizden 7 bir kiime degerli F-biiziilmedir. Ayrica Teorem [3.1.1] veya
Teorem [3.1.2| nin diger sartlar1 da saglanir. O halde 7', X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ote yandan,
H(Tx,, T _1—1
1imM:hmx”l -1
n—eo  d(xp,x1) n—eo X, — 1

oldugu i¢in T kiime degerli biiziilme doniisiimii degildir.

Kiime degerli F-biiziilme doniisiimlerin Ciri¢ tip versiyonunu agagidaki yeni kavram

ile verelim.

Tanim 3.1.2. (X,d) bir metrik uzay, F € % ve T : X — ¢ %(X) bir doniisiim olsun.
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Eger H(Tx,Ty) > 0 ozelligindeki her x,y € X icin

M(x,y) = max {d(x,y),D(x, Tx),D(y,Ty), % [D(x,Ty)+ D(y,Tx)] }

olmak tizere

H(Tx,Ty) >0=t+F(H(Tx,Ty)) < F(M(x,y)) (3.1.9)

olacak sekilde bir T > 0 varsa T’ ye genellestirilmis (Ciri¢ tip) kiime degerli F-biiziilme

denir.

A € (0,1) olmak iizere
H(Tx,Ty)) < AM(x,y)

esitsizligini saglayan her kiime degerli 7 : X — € %(X) doniisiimii, F (o) = In () ve
7 = —In(A) sabiti ile birlikte bir genellestirilmis kiime degerli F-biiziilmedir.
Genellestirilmis kiime degerli F-biiziilme doniisiimleri i¢in bir sabit nokta sonucu ve-

relim. Bu teoremde dikkat edilmelidir ki 7" veya F siirekli olarak kabul edilmektedir.

Teorem 3.1.3 ([24]). (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — # (X) genellestirilmig
kiime degerli F-biiziilme olsun. Eger T veya F siirekli ise o zaman T, X de bir sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. Her x € X i¢in T'x bos olmadigindan, x; € Txg olacak sekilde x| €
X secilebilir. Eger x| € Tx| ise, 0 zaman x1, T nin bir sabit noktas1 olur ve bdylece ispat
tamamlanir. x; ¢ Tx; olsun. 7Tx; kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 dir. Ote yandan,

D(xl,Txl) < H(Txo,Txl) ve (Fl) den

F(D(xl,Txl)) S F(H(TX(),TXI))
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olur. Dolayistyla (3.1.9) esitsizliginden

F(D(x1,Txy))

IN

F(H(Txy,Tx1))

IN

F(M(xp,x1))—7

d(xp,x1),D(x0, Tx0),D(x1,Tx1),
F (max )—1T
% [D(x(), Txl) +D(x1 , TX())]

IN

F (max {d(xo,xl), %D(xo, Txl)}) -1

IN

F(max {d(xo,xl), % (d(x0,x1) +D(x1,Tx1)]}) _¢

F(max {d(xp,x1),D(x;,Tx;)})—7

IN

F(d(xg,x1)) — T (3.1.10)

elde edilir. Tx; kompakt oldugundan d(x;,x2) = D(x1,Tx) olacak sekilde x, € Tx;
vardir. O zaman (3.1.10) esitsizliginden

F(d(x1,x2)) < F(H(Txo,Tx1)) < F(d(x1,%0)) — T
elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde her n € NU {0} i¢in x,,4 | € Tx, ve
F(d(xp,xp+1)) < F(d(xp,xp—1)) — T (3.1.11)

olacak sekilde X de bir {x, } dizisi elde edilebilir. Teorem deki gibi {x, } dizisinin
X de bir Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir. X tam oldugundan lim,,_,. X, = z olacak
sekilde bir z € X vardir.

Eger T siirekli ise lim;,—y0o T'x, = Tz ve
D(x,,Tz) <H(Tx,,Tz)

dir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda D(z,Tz) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
z€ Tzdir.

Simdi F siirekli olsun. Bu durumda biz iddia ediyoruz ki z € Tz dir. Aksini kabul
edelim. Yani, z ¢ Tz olsun. Bu durumda her ny > ng i¢in D(x,,4+1,7Tz) > 0 olacak

sekilde ng € N ve {x,} nin bir {x,, } alt dizisi vardir. Aksi halde her n > n; i¢inx, € Tz

71



olacak sekilde n; € N vardir ki bu ise z € T'z olmas1 demektir. Bu ise z ¢ Tz olmast ile

geligir. O halde ny > ng i¢in D(xp,+1,7z) > 0 oldugundan

T+F(D(xn+1,T2)) < T+ F(H(Txy,T2))

IN

F(M(xp,,z2))
d(-xnk,Z) ’ d(xnk7xnk+1)7D(Z7 TZ)7
%[D(xnk, Tz)+d(z,Xn+1)

IN

F (max

)

elde edilir. F nin siirekliligi kullanilirsa k — oo i¢in limit alindiginda T+ F (D(z,Tz)) <
F(D(z,Tz)) bulunur ki bu ise bir ¢eligkidir. O halde z € T’z elde edilir ve bdylece ispat
tamamlanir. O
Teorem de,eger T : X — €% (X) doniisimii F € %, ile birlikte goz oniine ali-
nirsa, aym sartlar altinda 7 nin X de yine bir sabit noktaya sahip oldugu kolay bir
sekilde gosterilebilir.

Simdi, kiime degerli F-biiziilme doniisiimiindeki 7 sabiti d(x,y) nin bir fonksiyonu
olarak g6z Oniine alarak, yeni bir kavram verelim ve bu yeni kavram ile ilgili 6nemli

sabit nokta sonucu ifade ve ispat edelim.

Tanmm 3.1.3. (X,d) bir metrik uzay, F € #, T : X — € B(X) ve T : (0,00) — (0,00)
iki dontisiim olsun. Eger H(Tx, Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X igin

t(d(x,y)) + F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,)) (3.1.12)
oluyorsa T ye kiime degerli (F,t)-biiziilme (kiime degerli lineer olmayan F-biiziilme)

denir.

Eger (3.1.12) det yu sabit olarak alinirsa, T bir kiime degerli F-biiziilme doniistimii

olur. O halde, her kiime degerli F-biiziilme doniistimleri kiime degerli (F,7)-biiziilmedir.
Teorem 3.1.4. (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — ¥ (X) kiime degerli (F,7)-

biiziilme olsun Eger T fonksiyonu her s € [0,00) icin

liminfz(z) > 0 (3.1.13)

t—st

sartint sagliyorsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

72



Ispat. xo € X olsun. Her x € X icin Tx bos olmadigindan x; € Txq olacak sekilde
x1 € X se¢ibilir. Eger x| € Tx; ise ispat biter. Bu yiizden x| ¢ Tx; olsun. O zaman 7T'x)
kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 dir. Ayrica D(x1,Tx;) < H(Txp,Tx;) oldugundan
(F1) geregince

F(D(x1,Tx1)) < F(H(Tx0,Tx1))

olur. (3.1.12) kullanilarak
F(D(x1,Tx1)) < F(H(Tx0,Tx1)) < F(d(x1,%)) — T(d(x1,%0)) (3.1.14)

elde edilir. Tx; kiimesi kompakt oldugundan d(x;,x;) = D(x;,Tx;) olacak sekilde bir
xp € Tx; vardir. (3.1.14)) dan

F(d(X1,X2)) < F(H(TXO,Txl)) < F(d(xl,X())) — ’c(d(xl,xo)).
bulunur. Boyle devam edelirse, X de x;,+1 € Tx, ve her n € N i¢in
F(d(xp,%n11)) < F(d(xp,x0-1)) — T(d(xn,X0—1)) (3.1.15)

olacak sekilde bir {x,} dizisi bulabiliriz. Dikkat edelim ki x, ¢ Tx,, oldugunu kabul
etmekteyiz. Aksi halde ispat biter. Her n € NU {0} i¢in a, = d(x,,%,+1) olsun. O
zaman a, > 0 ve den {a,} azalan bir dizidir. Bu dizi alttan sinirli oldugundan
yakinsaktir ve bu yakinsadigi nokta > 0 olsun, yani lim,,_sea, = 8 dir. Simdi 6 > 0
olsun. Dolayisiyla geregince her n > ng i¢in t(a,) > b olacak sekilde b > 0 ve
no € N vardir. O halde (3.1.15)) ifadesini kullanarak

F(an) < F(an—l)_f(an—l)
< F(an—Z) - T(an—l) - T(an—2>
< F(ao)—T(an,l)—‘L'(an,z)—---—”c(ao)
= F(ao) = {t(ao) +7(ar) + -+ T(an—1)} = {7(any) + T(ang 1) +--- T(@n-1)}
< F(ap) — (n—no)b. (3.1.16)
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elde edelir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda lim,, . F (a,) = —oo olup (F2)

den lim,,_,. a,, = 0 elde edilir ki bu bir celigkidir. O halde lim,,_;.a, = 0 dir. (F3) den

: k
r}gigoanF(an) =0

olacak sekilde k € (0, 1) vardr. (3.1.16) ifadesinden her n > ng igin
k k k
a,F(ay) —a,F(ap) < —a,(n—ng)b <0,

yani,

0 < aX(n—no)b < dF(ag) —a*F(ay) (3.1.17)

elde edilir. (3.1.17) da n — oo i¢in limit alinirsa

lim na® =0 (3.1.18)

n—soo "

olur. O halde (3.1.18)) ifadesinden her n > n; icin a’;n < 1 olacak sekilde bir n; € N

vardir. Sonug olarak, her n > n; i¢in

bulunur. Boylece m > n > n; olacak sekildeki her m,n € N i¢in

d(xn;xm) < d(xnvxn—l—l) +d(xn+17xn+2) + - +d(xm—17xm)

= aptapy1t+-otam—
m—1 o0

= Zai<2ai
i=n i=n

|

i:Znil/k

IN

olup ¥ %/k serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X tam
i=1"

oldugundan lim,,_,.. x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. Diger taraftan (3.1.12) esit-

sizliginden H(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) <d(x,y)
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elde edilir ve boylece her x,y € X i¢in
H(Tx,Ty) <d(x,y)
olur. O zaman
D(x41,Tz) < H(Tx,,Tz) < d(x4,2)

olacagindan n — oo i¢in limit alinirsa D(z,Tz) = 0 bulunur. Dolayisiyla z € Tz elde

edilir. Boylece, T, X de bir sabit noktaya sahiptir. [

Uyan 11. Ornek (19| geregince Thm de ¥ (X) yerine ¥ %(X) alinamamaktadir.

Fakat, (F4) kosulu ile birlikte alinabilecegi asagida ispat edilmistir.
Teorem 3.1.5. (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — € (X ) doniisiimii F € .F, olmak

lizere bir kiime degerli (F,7)-biiziilme olsun Eger T fonksiyonu her s € [0,0) icin

liminfz(z) > 0

t—st
sartint sagliyorsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. Her x € X icin T'x bos olmadigindan x; € Tx( olacak sekilde x; € X
secebiliriz. Eger x| € Tx; ise ispat biter. Bu yiizden x; ¢ Tx; olsun. O zaman Tx;
kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 dir. Ayrica D(x;,Tx;) < H(Txg,Tx;) oldugundan
(F1) geregince

F(D(x1,Txy)) < F(H(Txo,Tx1))

olur. (3.1.12) kullanilarak
F(D(x1,Tx1)) < F(H(Txo,Tx1)) < F(d(x1,%0)) — 7(d(x1,%0)) (3.1.19)
elde edilir. (F4) den ve D(x;,Tx;) > 0 oldugundan

F(D(x1,Tx1)) = yg;fClF(d(xl,y))
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yazabiliriz ve bdylece (3.1.19) ifadesinden

inf F(d(x1,y)) < F(d(x1,x0))—t(d(x1,X0))

yeTx
’L'(d()q ,XO)>

< F(d(xl,X()))— >

(3.1.20)

elde edilir. O zaman (3.1.20)) esitsizliginden

’L'(d(xl,xo))

F(d(x1,x2)) < F(d(x1,x0)) — >

olacak sekilde x; € Txy vardir. Eger x, € Tx; ise ispat biter. Aksi halde ayn1 yolla

7(d(x2,x1))

F(d(x2,x3)) < F(d(x2,x1)) — >

olacak sekilde x3 € Tx, bulabiliriz. O halde bu sekilde devam edilirse X de x,, 1 € Tx,

ve her n € N i¢in

T(d(Xp,Xn—1))

F(d(Xn,%n41)) < F(d(xp,X0-1)) — )

olacak sekilde bir {x,} dizisi elde edilebilir. Ispatin geri kalan1 Teorem deki gibi
yapilabilir. [
Teorem de F : (0,00) — R fonksiyonu F(a) = In(a) olarak alinirsa asagidaki

sonug elde edilmektedir.

Sonu¢ 3.1.1. (X,d) tam bir metrik uzay ve T : (0,00) — (0,c0) fonksiyonu her s €

[0,00) icin limiEfT(t) > 0 sartim saglasin. Eger T : X — € B(X) doniisiimii, x # y
1—s

ozelligndeki her x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) < e ")) d(x, y),

esitsizligini sagliyorsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Sonug de 6zel bir T : (0,00) — (0,00) fonksiyonu goz 6niine alarak Mizoguchi-

Takahashi sabit nokta teoremi elde edilmektedir.

Sonug 3.1.2. (X,d) tam bir metrik uzay ve @ : (0,00) — (0,1) fonksiyonu her s €
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[0,00) igin limsupa(t) < 1 sartini saglasin. Eger T : X — € PB(X) doniisiimii x 7y
t—st

ozelligindeki her x,y € X icin
H(Tx,Ty) < e ") d(x, y)

esitsizligini sagliyorsa, o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. 7 : (0,00) — (0,00) fonksiyonu 7(¢) = —Ina(t) olarak tanimlansin. Eger her

s € [0,00) i¢in limsupo(¢) < 1 ise o zaman her s € [0, ) i¢in limiEf’L’(t) > 0 olur. O
t—st t—>s

halde, Sonug geregince ispat tamamlanir. [

Simdi, kiime degerli F'-biiziilme doniisiimlerinin, kiime degerli hemen hemen biiziilme

versiyonunu ifade edelim.

Tanmm 3.1.4. (X,d) bir metrik uzay, F € .% ve T : X — € %(X) bir doniigiim olsun.
Eger H(Tx,Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X i¢in

T+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y) + AD(y,Tx)) (3.1.21)

olacak sekilde T > 0 ve A > 0 sabitleri varsa T ye kiime degerli hemen hemen F-

biiziilme denir.

O halde, her kiime degerli hemen hemen biiziilme doniisiimii F (o) =Inot ve T=—1n

sabiti ile birlikte bir kiime degerli hemen hemen F-biiziilmedir.

Teorem 3.1.6. (X.d) tam bir metrik uzay ve F € %, olsun. Eger, T : X — € AB(X)
bir kiime degerli hemen hemen F-biiziilme doniisiimii ise, o zaman T, X de bir sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. Her x € X icin Tx bos olmadigindan x; € Txq olacak sekilde
x1 € X segilebilir. Eger x; € Tx; ise ispat biter. Bu yiizden x; ¢ Tx; olsun. O zaman 7'x|
kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 dir. Ayrica D(x1,Tx;) < H(Txp,Tx;) oldugundan
(F1) geregince

F(D(x1,Txy)) < F(H(Tx0,Tx1))
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olur ve (3.1.21) den

F(D(x1,Txy))

IN

F(H(Txy,Txy1))

< F(d(x1,x0) +AD(x1,Txp)) — 7

F(d(x1,x0))— 7T (3.1.22)
elde edilir. (F4) den ve D(x1,Tx;) > 0 oldugundan

F(D(x1,Txy)) Iyg}l;F(d(X17y)),

ve (3.1.22) dan

ér}f F(d(x1,y)) < F(d(x1,x0)) — 7T (3.1.23)
yelx

elde edilir. O zaman (3.1.23) ifadesinden
F(d(x1,x)) < F(d(x1,x0)) — T

olacak sekilde bir x, € Tx vardir. Eger x, € Tx» ise ispat biter. Aksi halde
F(d(x2,x3)) < F(d(x2,x1))— 7T

olacak sekilde x3 € T'x; bulabiliriz. O halde bu sekilde devam edilirse X de x,,+1 € Tx,

ve her n € N i¢in

T(d(Xp,Xn—1))

F(d (X0, Xn11)) < F(d(Xn,X0-1)) — >

(3.1.24)

olacak sekilde bir {x,} dizisi bulabiliriz. Teorem de oldugu gibi {x,} dizisinin
bir Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir.

Diger taraftan (3.1.21) esitsizliginden H(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) <d(x,y)+AD(y,Tx)
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elde edilir ve boylece her x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) <d(x,y) +AD(y,Tx)

olur. O zaman

D(xy11,Tz) < H(Tx,,Tz)
< d(xn,2) +AD(z,Txy)
< d(x,,,z) +}Ld(zvxn+l)
D(xy41,Tz) < H(Tx,,Tz) < d(xn,2) (3.1.25)

olacagindan son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa D(z, Tz) = 0 bulunur. Dolayisiyla

z € Tz elde edilir. Boylece, T, X de bir sabit noktaya sahiptir. 0

Uyari 12. Teorem de T :X — J#(X) ise o zaman F iizerinde (F4) sart1 kaldi-
rilabilir. Gergekten, xo € X ve x1 € Txp olsun. Eger x| € Tx; ise o zaman ispat biter.
Bu yiizden x| ¢ Tx olsun. O zaman T'x; kapali oldugundan D(x;,Tx;) > O dir. Ayrica
D(x1,Tx;) < H(Txp,Tx;) oldugundan (F1) geregince

F(D(xl,Txl)) S F(H(TX(), Txl))

olur ve (3.1.21) den

F(D(XI,T)C]))

IN

F(H(Txo,Tx1))

IN

F(d(x1,x0) +AD(x1,Txp)) — T
— Fd(x1,x)) -1 (3.1.26)

elde edilir. Tx; kompakt oldugundan d(x;,x2) = D(x;,Tx;) olacak sekilde x, € Tx;
vardir. O halde (3.1.26) den

F(d(xl,xz)) S F(a’(xl,xo)) —7T

elde edilir. Teoremin geri kalan1 Teorem [3.1.6|de oldugu gibi yapilabilir.
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Uyar 13. Eger (2.5.4)) esitsizligini saglayan 0 € (0, 1) ve L > 0 sabitleri varsa, o zaman
F(a)=Ino, 7=—Ind and A = % ile birlikte (3.1.21)) esitsizligi de saglanir. O halde
Teorem Teorem nin 6zel bir halidir.

Uyan 14. Eger (3.1.1) esitsizligini saglayan bir T > 0 ve F € .%, varsa o zaman A =0
ile birlikte (3.1.21]) esitsizligi de saglanir. Bu yiizden, Teorem [3.1.2] Teorem [3.1.6] nin

0zel bir halidir.

Asagidaki iki 6rnek, Teorem [3.1.6] in sirasiyla Teorem ve Teorem [3.1.2] lerinin

uygun bir genellestirmesi oldugunu gostermektedir.

Ornek 21. X = {x, = @ : n € N} iizerinde d(x,y) = |x — y| metrigini gbz 6niine

alalim. O zaman (X, d) bir tam metrik uzaydir. 7 : X — ¢ .%(X) doniigiimii

{x1} , X=0Xx]
Tx =

{xl7-x27"'7xn—l} , X=Xp

ve F : (0,00) — R fonksiyonu F (o) = a + In & seklinde tamimlansin. O zaman Ornek
de gosterildigi gibi , 7 =1 ve A > 0 sabitleri ile birlikte 7 nin bir kiime degerli
hemen hemen F-biiziilme oldugu gosterilebilir. O halde, Teorem in tiim sartlar
saglanir ve boylece T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
Ote yandan D(x;,Tx,) =0 ve

H(Tx,,Txi) X1 —1

Iim ————= =1 =1

oldugundan (2.5.4) esitsizligini saglayan bir 6 € (0,1) ve L > 0 bulunamayacagindan
T doniisiimii bir kiime degerli hemen hemen biiziilme degildir. Yani, Teorem bu
ornege uygulanamaz.

Ornek 22. X = [0,1]U{2,3} iizerinde d(x,y) = |x — y| metrigini goz oniine alalim. O
zaman (X, d) tam bir metrik uzaydir. 7 : X — ¥ %(X) doniisiimii

[l%x,%} ) X e [071]
Tx=

{x} , x€{2,3}
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seklinde tanimlansin. H(72,73) = 1 =d(2,3) oldugundan her F € .% ve T > 0 i¢in
T+ F(H(T2,T3)) > F(d(2,3))

elde edileceginden T bir kiime degerli F-biiziilme doniisiimii degildir. O halde, Teorem
[3.1.2]bu 6rnege uygulanamaz.

Simdi, F : (0,00) — R fonksiyonu F(a) = Ina ile gbz oniine alinirsa, o zaman T
doniistimii, T = In2 ve A = 10 sabitleri ile birlikte kiime degerli hemen hemen F-
biiziilmedir. Gergekten, dikkat edelim ki eger H(Tx,Ty) > 0 ise o zaman x # y, ve

boylece x # y olacak sekildeki her x,y € X icin
T+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y) + AD(y, Tx))
ve buna denk olarak
H(Tx,Ty) <e *d(x,y)+Ae *D(y,Tx)

ve boylece

H(Tx, Ty) < %d(x, ¥)+5D(y, Tx)] (3.1.27)

elde edilir. Simdi, eger x,y € [0, 1] ise 0 zaman
1 1
H(TxaTy) =5 ‘x_y| = _d(xvy)
2 2
olur. Eger x,y € {2,3} ise 0 zaman
H(Tx,Ty) =d(x,y) = D(y,Tx) =[x — |

olur. Eger, x € [0,1] ve y € {2,3} ise 0 zaman

3 —1 2 -1
H(TX,TY):—y+3x ,d(x7y):y—xveD(y7Tx): y+2x
olup
1 1ly4+4x—5
Ed(X,y) +5D(y, Tx) = y#
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elde edilir. Ayrica

il < RS oldugundan (3.1.27) esitsizligi saglanir. Son ola-

rak, eger x € {2,3} ve y € [0, 1] ise 0 zaman

3 —1
H(Tvay) = %7‘1()@)}) =x—yve D(vax> =Xx=y
olup
1 11
L)+ 500,70 = Ly
elde edilir. Ayrica 3x+3y -1 < L (x—y) oldugundan (3.1.27) esitsizligi saglanir. O halde,

Teorem in tiim sartlar1 saglanir ve boylece T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi de kiime degerli hemen hemen F'-biiziilme doniisiimiiniin lineer olmayan versi-

yonunu ifade edelim.

Tamim 3.1.5. (X,d) bir metrik uzay, F € #, T : X — € B(X) ve T: (0,00) — (0,0)
doniigiimii her s € [0,0) igin

liminfz(z) > 0 (3.1.28)

t—st

sartin1 saglasin. Eger H(Tx,Ty) > 0 6zelligindeki her x,y € X igin
©(d(x,y)) + F(H(Tx,Ty)) < F((d(x,y) + AD(y, Tx)) (3.1.29)

olacak gekilde bir A > 0 sabiti varsa T ye kiime degerli lineer olmayan hemen hemen

F-biiziilme denir.

Uyari 15. Tanim de 7(¢) = T > 0 olarak goz Oniine alinirsa her kiime degerli

almost F-biiziilme doniisiimii bir kiime degerli lineer olmayan almost F-biiziilmedir.

Uyar 16. Her kiime degerli lineer olmayan hemen hemen biiziilme ayrica 6zel bir
F fonksiyonu ile birlikte kiime degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilmedir.
Gergekten, (X,d) bir metrik uzay ve T kiime degerli lineer olmayan hemen hemen

biiziilme olsun. O zaman her x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) < @(d(x,y))d(x,y) +LD(y,Tx) (3.1.30)

esitsizligini saglayan L > 0 sabiti ve bir ¢ .# .7 -fonksiyonu vardir. (1) = 1+T(P(t) ol-

sun. O zaman f3 da bir .# .7 -fonksiyondur. Bu yiizden (3.1.30)) ifadesinden H(Tx, Ty) >
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0 olacak sekildeki her x,y € X i¢in

HTXTY) < g(d(xy)d(x,y) + LD Tx)
PO ) 4211+ (e )P0 )
B(d(x ) () + 2LB(d(x,¥))Dr.T)

B(d(x,y))[d(x,y) +2LD(y,Tx)]

IN

elde edilir. Buradan H(Tx,Ty) > 0 olacak sekildeki her x,y € X i¢in

—1In(B(d(x,y)))+In(H(Tx,Ty)) <In(d(x,y)+2LD(y,Tx)) (3.1.31)

yazabiliriz. Simdi 7(¢) = —In(¢) olsun. B bir .# .7 -fonksiyon oldugundan her s €

[0,00) i¢in limiEf‘c(t) > 0 olur. Bu yiizden (3.1.31) esitsizligi goz oniine alinarak A =
t—s

2L sabiti ve F(a) =Ina, ©(1) = —ln(l%q’(t)) fonksiyonlar1 ile birlikte 7' bir kiime

degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilme olur.

Simdi, kiime degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilme doniisiimleri i¢in bir

sabit nokta teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1.7. (X,d) tam bir metrik uzay ve F € %, olsun. Eger, T : X — € A (X) bir
kiime degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilme ise, o zaman T, X de bir sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. Her x € X icin T'x bos olmadigindan x; € Txg olacak sekilde x; € X
secebiliriz. Eger x| € Tx; ise ispat biter. Bu yiizden x; ¢ Tx; olsun. O zaman Tx;
kapali oldugundan D(x;,Tx;) > 0 dir. Ayrica D(x1,Tx;) < H(Txp,Tx;) oldugundan
(F1) geregince

F(D(x1,Txy)) < F(H(Tx0,Tx1))

olur ve T kiime degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilme doniisiimii oldugun-

dan

F(D(xl, Txl))

IN

F(H(Txy,Tx1))

< F(d(x1,x0) +AD(x1,Txp)) — t(d(x1,x0))

F(d(x1,x()))—’c(d(x1,x0)). (3.1.32)
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elde edilir. (F4) den ve D(x1,Tx;) > 0 oldugu goz oniine alinirsa

F(D(x1,Txy)) Zyél%ﬁlF(d(Xl,Y)),

olup, (3.1.32)) den

inf F(d(x1,y)) < F(d(x1,x0)) — T (3.1.33)
yeTx;

bulunur. O halde (3.1.32)) den
F(d(x1,x2)) < F(d(x1,x0)) — 7

olacak sekilde bir x, € Tx; vardir. Eger x, € Tx, ise ispat biter. Aksi halde
F(d(x2,x3)) < F(d(x2,x1))— 7

olacak sekilde x3 € Tx; bulunabilir. Bu sekilde devam edilirse X de x,; € Tx, ve her

n € Nicin
T(d(xp,Xn—1))

> (3.1.34)

F(d(xn,%n+1)) < F(d(Xn,Xn—-1)) —

olacak sekilde bir {x, } dizisi elde edilebilir. Ispatin geri kalan1 Teorem de oldugu

gibi tamamlanabilir. 0

Uyan 17. Teorem de T : X — J(X) ise o zaman biz F iizerinde (F4) sartin
kaldirabiliriz. Gerceken, xop € X ve x; € Txg olsun. Eger x; € Tx; ise o zaman ispat
biter. Bu yiizden x; ¢ Tx; olsun. O zaman Tx; kapali oldugundan D(xj,7Tx;) > 0 dur.
Ayrica D(x1,Txy) < H(Txp,Tx;) oldugundan (F1) geregince

F(D(x1,Tx;)) < F(H(Tx0,Tx1))

olur ve (3.1.29)) den

IN

F(D(xl,Txl)) F(H(Txo,Txl))

< F(d(x1,x0) +AD(x1,Tx0)) — t(d(x1,%0))

F(d(xl,xo))—’c(d(xl,xo)). (3.1.35)
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elde edilir. Tx; kompakt oldugundan d(x;,x;) = D(x1,Tx;) olacak sekilde x, € Tx;
vardir. O halde (3.1.35) den

F(d(xl,xz)) < F(d(xl,xo)) -7

elde edilir. Teoremin geri kalan1 Teorem de oldugu gibi tamamlanabilir.

Asagidaki 6rnek, 7 doniisiimiiniin kiime degerli lineer olmayan hemen hemen biiziilme
olmadigim fakat kiime degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilme doniisiimii

oldugunu gostermesi bakimindan 6nemlidir.
Ornek 23. X = {ni2 :neN,n>2}U{0} tizerindeki d(x,y) = |x — y| metrigi g6z oniine
alimsm. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydir. 7 : X — € %(X) dontistimii

{O,m} 5 X:nlz,l’l>2

Tx =

seklinde tamimlansin. O halde F € .%, ve Sup, yex d (x,y) = % < €? oldugunu aciktir.
Her F € %, ve (3.1.28)) sartin1 saglayan her 7 : (0,00) — (0, 0) fonksiyon i¢in

(d(0, 7)) + F(H(T0,T 7)) > F(d(0, ;)

oldugundan Teorem bu 6rnege uygulanamaz.
Simdi, 7" nin bir kiime degerli lineer olmayan hemen hemen biiziilme doniisiimii olma-

digin1 gosterelim. Gergekten, her x,y € X i¢in

H(Tx,Ty) < @(d(x,y))d(x,y) +LD(y,Tx)

esitsizligini saglayan bir L > 0 ve bir ¢ .# .7 -fonksiyonu var olsun. Bu yiizden, x = n%

vey= m icin D(y,Tx) =0,
2n+3 2n+1

H(Tx,Ty) = CERL TSN d(x,y) = 2(n 1)
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oldugundan

H(Tx,Ty) < ¢(d(x,y))d(x,y) + LD(y,Tx)

2n+3 2n+1 2n+1
< e < @ Gaien?) iy

(2n—§—3)n2 2n+1
< @enur < PGEane):

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo icin limit supremum alinirsa, o zaman

2n+1
1 <1 — ) <1i 1) <1
= 131_5'3[)(/)(”2(”_'_1)2) > lmsup¢<)

t—07*

bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, T kiime degerli lineer olmayan hemen hemen
biiziilme degildir.

100

Diger taraftan, T doniisimii A = 1, T=1In 3T sabitleri ve

Ino 2
5 O<a<e
F(a) =
2 2
2 g>e

seklinde tanimli F : (0,0) — R fonksiyonu ile birlikte bir kiime degerli lineer olma-

yan hemen hemen F-biiziilme doniisiimiidiir. Bunu gérmek i¢in H(Tx, Ty) > 0 olacak
sekildeki her x,y € X i¢in

lnlgilo+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y) + min {D(y, Tx),D(x,Ty)}), (3.1.36)

oldugunu gostermeliyiz. Dikkat edelim ki H(Tx, Ty) > 0 ise x # y dir. Simdi, asagidaki
durumlari inceleyelim:
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Duruml:x:n%vey:#,m>n>2,igin

1 __ 1
H(Tx,Ty) VAT d(x,y) Vo)

(n+1)(mt1)

— (m+])2_(n+])2 (m+1)27(n+1)2 m2_n2 B m2—n?
T\ (n+1)2(m+1)2 n2m?

(n+1)(m+1) __ nm nm
_ (12— 1N St 1212 V22 (m+n+2)n*m? )
T\ (n+1)2(m+1)2 (m-+n)(n+1)2(m+1)2

dir. Ote yandan
(17~ (n4 12 _ 1
(n+1)2m+1)2 — 2’
(n+1)(m+1)  nm . 1
Vim+1)2—(n+1)2 Vm2—n2

IN

Y

(m+n+2)n’m?
(m+n)(n+1)2(m+1)32

<1

\

oldugu i¢in

[‘I(T)C7 Ty) md(x’y) d(x.y)

elde ederiz. O halde

100

lng +F(H(Tx,Ty))

IN

F(d(x,y))

F(d(x,y)+min{D(y,Tx),D(x,Ty)})

olur. Yani (3.1.36) esitsizligi saglanur.
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DurumZ.x:n%,n>2vey:Oigin

1 _ 1
1 1 1 1 1 1
H(Tx.Ty) VETxD) g dxy)  — (0?2 n2
(Tx,Ty) (x,) ((n+1)2) <n2>
n2n
- (n+ 1)2+1)

elde edilir ve boylece (3.1.30)) esitsizligi saglanr.
Durum 3. x = § ve y = 0 igin H(Tx,Ty) = d(x,y) = min{D(y,Tx),D(x,Ty)} =
oldugu i¢in
1 _ 1
H(Tx, Ty) VH(Tx,Ty) [d(x,y) + min {d(y, Tx),d(x, Ty)}] Vd(x,y)+min{d(y,Tx).d(x,Ty)}

= ()PE)Vi<—d=-<
(4) (2) 16 4 "2’

elde ederiz. Yani (3.1.30)) esitsizligi saglanur.

Durum4.x:ni2,n>2vey=%iginH(TX,TY):%Ve

d(x.y) = min {D(3.T).D(x.Ty)} =+~ &

dir. Ayrica n > 3 icin

2> 2
nz = 9

| =

oldugu i¢in

1 1

H(Tx, T) VAT [d(x, ) +min {d (3, Tx),d(x, Ty)}] VA b o)
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elde edilir. Boylece T kiime degerli lineer olmayan hemen hemen F-biiziilmedir. Sonug

olarak, Thm in tiim sartlar1 saglandigindan 7', X de bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi, Feng-Liu sabit nokta teoreminin F-biiziilme karsiliklarini inceleyecegiz.
T:X — Z(X) bir kiime degerli doniisiim, F € .% ve 6 > 0 olsun. d(x, Tx) > 0 olacak
sekildeki her x € X i¢in F7 C X kiimesi

Fi={yeTx:F(d(x,y)) <F(D(x,Tx))+ 0o}

seklinde tanimlayalim.

Eger T : X — J# (X) ise o zaman her ¢ > 0 (¢ = 0 i¢in bile) ve D(x,Tx) > 0 olacak
sekildeki her x € X icin F} # 0 dir. Gergekten, her x € X icin Tx kiimesi kompakt
oldugundan d(x,y) = D(x, Tx) olacak sekilde bir y € Tx vardir. Bu yiizden D(x, Tx) >
0 olacak sekildeki her x € X i¢in F(d(x,y)) = F(D(x,Tx)) olur. O halde her ¢ > 0 igin
F5 # 0 dur.

Eger T : X — ¢'(X) ise bazi x € X ve 6 > 0 igin F2 kiimesi bos kiime olabilir. Ornegin,
X ={0}U(1,2) kilmesini d(x,y) = |x — y| metrigi ile goz 6niine alalm. T : X — %' (X)

kiimesi

I
o

(1,2) , «x
Tx =

{0} , xe(1,2)

ve F : (0,00) — R fonksiyonu

seklinde tanimlansin. x = 0 i¢in D(0,70) = 1 > 0 olup

F) = {yeT0:F(d(0,y)) <F(D(0,T0))+1}
= {pe(,2):F(y) <F(1)+1}
= {ye(1,2):2y<1}

= 0
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elde edilir.
EgerT:X — €(X) (T : X — Z(X) olsa bile) ise 0 zaman her 6 > 0 ve D(x,Tx) >0
olacak sekildeki her x € X i¢in F} # 0 dir. Gergekten, (F4) sartindan

F; = {yeTx:F(d(x,y)) <F(D(x,Tx))+o0}
= {yeTx:F(d(x,y)) < F(inf{d(x,y) :y€ Tx})+ 0}
= {yeTx:F(d(xy)) <inf{F(d(x,y)):yeTx}+0}

£ 0

elde edilir.
Asagida, yukaridaki durumlar1 goz Oniine alarak ilgili sabit nokta sonuclari elde edil-

mistir.

Teorem 3.1.8. (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — 2% (X) bir kiime degerli doniisiim

ve F € F olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X ve en az bir y € F} i¢in

T+ F(D(y,Ty)) < F(d(x,y))

olacak sekilde bir T > 0, (6 < 1) var olsun. Eger f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan

yart siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin hic bir sabit noktaya sahip olmadigin kabul edelim. O halde her x € X
icin D(x,Tx) > 0 dir. Her x € X i¢in Tx € J# (X ) oldugundan her o > 0 igin F kiimesi

bos degildir. xo € X keyfi bir nokta olsun. O zaman
T+ F(D(x1,Tx1)) < F(d(x0,x1))
olacak sekilde bir x; € F5° vardir ve x; € X i¢in
T+ F(D(x2,Txy)) < F(d(x1,x2))
olacak sekilde bir x, € F;' vardir. Bu sekilde devam edilirse x,, .| € F3" ve

T+ F(D(xp41,Txpt1)) < F(d(xp,%p41)) (3.1.37)
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olacak sekilde bir {x,} dizisi olusturulabilir. Simdi bu dizinin X de bir Cauchy dizisi

oldugunu gosterelim. x,, | € F5" oldugundan

F(d(xp,xn+1)) < F(D(x,Txp))+0

dir. (3.1.37) ve (3.1.38)) ifadelerinden

F(D(Xn+] 5 Txn+])) S F(D(xn, T.xn)) + oO—7

ve

F(d(xn—i-laxn—i-Z)) SF(d(xn>xn+l))+G_T

elde edilir. Boyle devam edilirse

F(d(xp,xn41)) < F(d(x0,x1)) +n(c —1)

Ve

F(D(x,,Tx,)) < F(D(x0,Tx0)) +n(c—1)

(3.1.38)

(3.1.39)

(3.1.40)

(3.1.41)

(3.1.42)

bulunur. (3.1.41) ifadesinde n — oo igin limit alinirsa limy, 0 F (d (X, X,41)) = —oc elde

edilir. O halde (F2) den

r}glolod(xnaanrl) =0

yazilabilir. O halde (F3) den

lim [d (xp, xp 41 F (d (xn, xps1)) = 0

n—oo

olacak sekilde bir k € (0, 1) vardir. (3.1.41) ifadesinden her n € N i¢in

[ (s )] F (d (i 1)) = [ (s 1)) F (d (30, 1)

< [d(xp,x01)] n(c — 1) <0.
bulunur. (3.1.43)) ifadesinde n — oo i¢in limit alinirsa
lim n[d (X, %051)]F =0

n—yoo
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olur. (3.1.44) g6z 6niine alinarak her n > n; i¢in n[d (xn,xn+1)]k < 1 olacak sekilde bir

ny € N vardir. Boylece her n > n; i¢in

1
d(xn,an) < m (3145)

eld edilir. O halde m > n > n; olacak sekildeki her m,n € N icin

d<xn>xm) < d(xmxn—i-l)+d(xn+17xn+2>+"'+d(xm—laxm)
m—1

_ oo > 1
= Y dxixi) <Y dxixien) <Y il/k
- i=n i=n!

l'f

olup ) 11% serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X tam
i=1
oldugundan lim,,_,. x, = z olacak sekilde bir z € X vardr.

Ote yandan (3.1.42) ve (F2) den

lim D(x,,Tx,) =0

n=so0
olup f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yari siirekli oldugundan

0<D(z,Tz) < liggior.}fD(xn, Tx,)=0
bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde 7', X de bir sabit noktaya sahiptir. [

Teorem da F € .%, olmas1 halinde . (X) yerine € (X) almabilmektedir.

Teorem 3.1.9. (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — € (X) bir kiime degerli doniisiim

ve F € Z, olsun. D(x,Tx) > 0 olacak gekildeki her x € X ve en az bir'y € F} icin
T+ F(D(y,Ty)) < F(d(x,y))

olacak sekilde bir T > 0, (6 < 1) var olsun. Eger f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan

yart siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin hig bir sabit noktaya sahip olmadigin kabul edelim. O halde her x € X i¢in
D(x,Tx) > 0 dir. F € .%, oldugundan her x € X ve o > 0 i¢in F5 kiimesi bos degildir..

Ispatin geri kalam1 T'z nin kapalilig1 goz 6niine alinarak Teorem da oldugu gibi
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yapilabilir. [
Asagida, Teorem [3.1.9]den Feng-Liu sabit nokta teoremi elde edilmektedir.

Sonug 3.1.3 (Thm[2.5.9). (X,d) tam metrik uzay ve T : X — € (X ) bir déniigiim olsun.

Herx € X ve en az biry € I} icin
D(y,Ty) < cd(x,y)

olacak sekilde bir ¢ € (0,1), (¢ < b) var olsun. Eger f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan

yart siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin hig bir sabit noktaya sahip olmadigin kabul edelim. O halde her x € X icin
D(x,Tx) > 0 dir. Teorem de eger F(a) =Ina, T= —Inc ve 0 = —Inb olarak
almirsa 7, X de bir sabit noktaya sahip olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde, 7, X de bir

sabit noktaya sahiptir. [

Uyan 18. Teorem Teorem [3.1.1] in bir genellestirmesidir. Gergekten, 7' donii-
stimii Teorem [3.1.1] in tim sartlarin1 saglasim. O halde her kiime degerli F-biiziilme

doniisiimleri, geniglemeyen doniistimdiir. Yani her x,y € X icin
H(Tx,Ty) <d(x,y)

esitsizligi saglanir. {x,}, x noktasina yakinsayan bir dizi olmak iizere T nin kiime

degerli genislemeyen doniisiim oldugu goz Oniine alinirsa,

f(x) D(x,Tx)

IN

d(x,xn) + D(x,, Tx)

IN

(
d(x,x,) + D(xn, Txp) + H(Txp, Tx)
(

IN

d(x,x,) + f(xn) +d(xp,x)

olacagindan son esitsizlikte n — oo i¢in limit infimum alinirsa f(x) < liminf, e f(x;)
elde edilir. O halde, f(x) = D(x,Tx) ile tamml f fonksiyonu alttan yari siireklidir. Ote
yandan D(x, Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X ve y € FZ i¢in

T+ F(D(y,Ty)) < T+ F(H(Tx,Ty)) < F(d(x,y))

93



oldugundan 7' doniistimii, Teorem [3.1.8] nin tiim sartlarini saglar. Dolayisiyla 7', X
de bir sabit noktaya sahiptir. Teorem [3.1.2] ve Teorem [3.1.9] arasinda da benzer iliski

mevcuttur.

Asagidaki 6rnek, Teorem [3.1.8] (Teorem [3.1.9)), Teorem [3.1.1] (Teorem [3.1.2)) nin bir

genellestirmesi oldugunu gostermektedir.

Ornek 24. X = {1 : n € N}U{0} iizerindeki d(x,y) = |x—y| metrigini goz 6niine
alalim. O zaman (X, d) tam bir metrik uzaydir. 7 : X — %(X) doniisimii

Tx=

seklinde tanimlansin. H(T'3,70) = § = d(%,0) oldugundan her F € .7 ve T > 0 igin
1 1

olacagindan T bir kiime degerli F-biiziilme doniisiimii degildir. Bylece Teorem [3.1.1]
veTeorem bu drnege uygulanamaz.

Ote yandan

1 —
PR — , X =

1
n(nt1) w >

n’

f(x) = Dx, Tx) =
0 , x=0,1

oldugundan f fonksiyonu alttan yari siirekldir. Simdi F (@) = In @ olsun. Eger D(x, Tx) >

0 ise o zaman n > 1 olmak lizere x = % dir. O halde y = n+_1 € Txigin
F(d(xay)) _F(D(xa T.X)) =0

vE

FDO.IY) = F(5) = i) =)
- ln<nj—2>
< —In2



bulunur. Budurumda 0 < 0 <7 <In2iginy € Fj ve
T+ F(D(yTy)) < F(d(x.y))

olur. Boylece Teorem [3.1.8] ve Teorem [3.1.9 nin tiim sartlar1 saglanir. Dolayisiyla, 7,
X de bir sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki teoremde %'(X) yerine & (X ) alinmustir. Ancak bunun i¢in ilave sart gerek-

mektedir.

Teorem 3.1.10. (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — Z(X) bir kiime degerli doniisiim
ve F € Z, olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X ve en az bir y € F§ icin
D(y,Ty) >0 ve

T+ F(D(y,Ty)) < F(d(x,y))

olacak sekilde bir T > 0, (0 < T) var olsun. Ayrica,

Her n € NU{0} icin x,41 € Tx, olacak sekildeki her {x,} dizisi i¢in

T (limx,,) kiimesi kapalidur.

sartimt saglayan D(xo,Txg) > 0 olacak sekilde bir xo € X var olsun. Eger f(x) =

D(x, Tx) fonksiyonu alttan yari siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. D(xg, Txp) > 0 oldugundan D(x1,Tx;) > 0 ve
T4+ F(D(x1,Tx1)) < F(d(x0,x1))

olacak sekilde bir x| € F5° vardir. Ayrica D(x1,Tx;) > 0 oldugunda D(x,Tx;) > 0 ve
T4+ F(D(x2,Tx2)) < F(d(x1,x2))

olacak sekilde bir x, € F3' vardir. Bu sekilde devam edilirse Thm de oldugu gibi
Xn+1 € Tx, olacak sekilde bir {x,} Cauchy dizisi elde edilebilir. X tam oldugundan

{x,} dizisi bir noktaya yakinsaktir ve bu yakinsadigi nokta z olsun. O halde hipotez
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geregi Tz kapalidir. Ote yandan (3.1.42)) ve (F2) den

lim D(x,,Tx,) =0

n—oo

elde edilir. f fonksiyonu alttan yari siirekli oldugundan
0 < D(z,Tz) <liminfD(x,,Tx,) =0
n—oo

olacagindan buradan z € Tz bulunur. O halde, 7', X de bir sabit noktaya sahiptir. [
Teorem|3.1.10]de F () =Ina, T = —Inc ve 6 = —Inb alinirsa agagidaki sonug yazi-
labilir.

Sonug 3.1.4. (X,d) tam bir metrik uzay ve T : X — P (X) bir kiime degerli doniisiim
olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X ve en az biry €3 (b € (0,1)) icin

0 < D(y,Ty) < cd(x,). (3.1.46)

olacak sekilde bir c € (0,1), ¢ < b var olsun. Ayrica, asagidaki sarti saglayan D(xo, Txo) >

0 olacak sekilde bir xy € X var olsun.

Her n € NU{0} igin x,41 € Txyolacak sekildeki her {x,} dizisi i¢cin
T (limx,,) kiimesi kapalidur.

Eger f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yar siirekli ise o zaman T, X de bir sabit

noktaya sahiptir.
Simdi, Sonug nin tiim sartlarin1 saglayan bir ornek verelim.

Ornek 25. X = [0,2] iizerinde d(x,y) = |x — y| metrigini g6z oniine alalim. O zaman

(X,d) tam bir metrik uzaydir. T : X — &?(X) doniisiimii

(%7%] ) X € (Oal]
Tx =

{7}, xe{0ju(1,2]

seklinde tanimlansin. Bazi x € X ler icin 7Tx kiimesi kapali degildir. Bu yiizden Nadler

ve Feng-Liu sabit nokta teoremi bu 7 doniisiimii icin uygulanamaz. Ote yandan, eger
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% < ¢ < bvexy € (0,2] alirsak Sonug nin tiim sartlar1 saglanir. Gergcekten, eger

D(x,Tx) > 0ise o zaman x € (0,2] dir ve boylece y = 5 € Tx i¢in

X X X
bd(xﬂy) bd('x7 2) b2 — 2 (x7 'x)
ve
X X X X
= — ) ==—<c=- =
D(y,Ty) =D(5,T5) = ; S c5 =cd(x,)

elde edilir. Yani D(x, Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X i¢in y € I} dir. O halde
esitsizligi saglanir. Simdi, xo € (0,2] olsun. O zaman her n € N i¢in x,,; | € Tx, olacak
sekildeki {x,} dizisi i¢in 0 < x, < 5% dir. Dolayisiyla {x,} dizisi 0 noktasma yakin-
sar. Ayrica, T0 kiimesi kapalidir. Son olarak f(x) = D(x,Tx) = 5 fonksiyonu alttan
yart siireklidir. O halde Sonug [3.1.4]tiim sartlari saglamir ve T, X de bir sabit noktaya

sahiptir.

Asagida, Teorem [3.1.9] ve Teorem nin lineer olmayan versiyonlar1 ifade ve is-
pat edilmistir. Dikkat edelim ki Teorem [3.1.11] Teorem [2.5.10] (Klim-Wardowki sabit

nokta teorem) nin bir genellestirmesidir.

Teorem 3.1.11. (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — € (X) bir kiime degerli doniisiim

ve F € %, olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X ve en az biry € F§ icin
7(d(x,)) +F(D(y,Ty)) < F(d(x,y)) (3.1.47)

ve her s € [0,00) icin limiEfT(t) > 0 olacak sekilde bir 6 > 0 ve 7: (0,00) — (0,)
i—s
fonksiyonu var olsun. Eger f(x) = D(x, Tx) fonksiyonu alttan yar siirekli ise o zaman

T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin hic bir sabit noktaya sahip olmadigi kabul edelim. O halde her x € X
icin D(x,Tx) > 0 dir. Her x € X i¢in Tx € C(X) oldugundan her ¢ > 0 i¢in F} kiimesi

bos degildir. xg € X olsun. O zaman

7(d(x0,x1)) + F(D(x1,Tx1)) < F(d(x0,x1))
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olacak sekilde bir x; € F5° vardir ve x; € X igin

T(d(x1,x2)) + F(D(x2,Tx3)) < F(d(x1,x2))

olacak sekilde bir x, € F;' vardir. Bu sekilde devam edilirse x,, | € Fy" ve

T(d(xXn Xn41)) + F (D (Xnt1, Txnt1)) < F(d(Xn,%n41)) (3.1.48)

olacak sekilde bir {x, } dizisi oligturabilir. Simdi bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterelim. x,, 1 € F3" oldugundan

F(d(xn,xp+1)) < F(D(x,Txn)) + 0 (3.1.49)

dir. (3.1.48)) ve (3.1.49)) ifadelerinden

F(D(xp41,Txn+1)) < F(D(xp, Txp)) + 0 — T(d(Xn,%n41)) (3.1.50)

ve

F(d(xp+1,%n42)) < F(d(xp,X%041)) + 0 — T(d(Xn,Xn+1)) (3.1.51)

elde edilir. Her n € NU{0} i¢in a,, = d(x,,X,+1) olsun. O zaman a, > 0 dir ve
den {a,} azalan bir dizidir. Bu dizi alttan simirli oldugundan yakinsaktir ve bu yakin-
sadig1 nokta 8 > 0 olsun, yani lim, . a, = 61 dir. Simdi & > 0 olsun. Dolayisiyla her
s > 0 i¢in liminfz(z) > o oldugundan her n > nyg i¢in 7(a,) > b+ o olacak sekilde

t—st
b > 0 ve ng € N vardir. O halde (3.1.51)) ifadesini kullanarak her n > ng igin

F(ant1) < Fl(an)+0—1(an)
< F(ag)+no —1t(ay) —t(ap—1)— - —t(an,) — - — t(ao)
< F(ag)+no —{t(a,)+t(an—1)+ -+ t(an,+1)}
< F(ag)+no—(n—no)(c+b)
= F(ap)+no(c+b)—nb (3.1.52)

elde ederiz. O halde yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda lim,,_,. F'(a,,) =
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—oo ve dolayisiyla (F2) den lim,—a, = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde
limy, e a, = 0 dir. (F3) den

lim d“F(a,) =0

olacak sekilde k € (0, 1) vardr. (3.1.52) ifadesinden her n > ng igin

d“[F (a,) — F (ag) — no(6 +b)] < —dknb <0 (3.1.53)

n

elde edilir. (3.1.53) da n — oo i¢in limit alirsak

lim na® =0 (3.1.54)

n—voo N

elde edilir. Dolayisiyla (3.1.54)) ifadesinden her n > ny icin nak < 1 olacak sekilde bir

ny € N sayis1 vardir. Sonug olarak her n > np icin

bulunur. Béylece m > n > nj olacak sekildeki her m,n € N i¢in

d(xnaxm) < d(xnvxn—l—l) +d(xn+17xn+2) + - +d(xm—17xm)

= Optapy1t+-otHam—

m—1 ) |
- Ya<Ya<y
i=n i=n i=nt

olup ¥ ﬂ% serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi olur. X tam
i=1
oldugundan lim,,_,. x,, = z olacak sekilde bir z € X vardir.

Diger taraftan, (3.1.50) ve (F2) den
lim D(x,,Tx,) =0

n—oo

elde edilir. f(x) = D(x,Tx) fonksiyonu alttan yari siirekli oldugundan

0 < D(z,Tz) <liminfD(x,,Tx,) =0

n—oo
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bulunur ki bu bir ¢eligkidir. O halde 7', X de bir sabit noktaya sahiptir. [
Asagidaki 6rnek, Teorem [3.1.11] nin Teorem [2.5.10] nin uygun bir genellestirmesi ol-

dugunu gostermektedir.

Ornek 26. X = {x, = n("zﬂ) :n € N} iizerinde d(x,y) = |x —y| metrigini goz Oniine

alalim. O zaman (X,d) tam metrik uzaydir. T : X — %(X) dontisiimii

{x1} , X=2x]

Tx=

{xla-xnfl} 9 x:xl’l

seklinde tanimlansin. O zaman X iizerindeki topoloji ayrik topoloji oldugundan f(x) =

D(x, Tx) fonksiyonu siireklidir. Simdi, Teorem [2.5.10|nin (2.5.7)) sartinin saglanmadi-

gim gosterelim. Gergekten, x = x,,, n > 1 igin Tx = {x1,x,_1 } olup her b € (0, 1) i¢in
oyle bir ng(b) € N vardir ki her n > no(b) igin ;" = {x,_1} dir. Bu yiizden n > no(b)
icin

D(y,Ty) =n—1,d(x,y) =n

D(y,Ty)

) = ”;—1 oldugundan

bulunur. Boylece

D(y,Ty) < ¢(d(x,y))d(x,y)

olacak sekilde bir ¢ : [0,00) — [0,b) fonksiyonu bulunamaz.

Simdi, son olarak, Teorem |3.1.11| nin (]3.1.47[) sartinin F(o) = a+Ina, 0 = % ve

(1) = % + % ile birlikte saglandigini gosterelim. Eger D(x, Tx) > 0 ise 0 zaman x = x;,,

n > 1 dir. Bu durumda D(x,,,Tx,) =nolupy=x, 1 € Tx, iginy € F," ve
3

T(d(x,y)) +F(D(y,Ty)) = t(n)+F(n—1)
Ll e
< n+lnn
— F(n)

= F(D(x,Tx))

oldugundan (3.1.47) sart1 saglanir. Sonug olarak 7', X de bir sabit noktaya sahiptir.
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Uyarn 19. Eger Teorem [3.1.11|de %’(X) yerine .# (X ) alirsak F iizerinde (F4) sartini
kaldrrabiliriz. Ayrica, biz ¢ sabitini 6 > 0 olarak da alabiliriz. Teorem[3.1.1T]de oldugu
gibi asagidaki teoremin ispat1 kolay bir sekilde yapilabilir.

Teorem 3.1.12. (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — ¢ (X) bir doniisiim ve F € F

olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X ve en az bir'y € F} icin

T(d(x,y)) +F(D(y,Ty)) < F(d(x,y))

ve her s € [0,0) icin limiEfT(t) > o olacak sekilde bir > 0 ve 7: (0,00) — (0, )
t—s
fonksiyonu var olsun. Eger f(x) = D(x, Tx) fonksiyonu alttan yart siirekli ise o zaman

T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
Asagida, Teorem [2.5.12]in 6nemli bir genellestirmesi verilmistir.

Teorem 3.1.13. (X.d) tam bir metrik uzay, T : X — € (X) bir doniisiim ve F € F,
olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X i¢in

1(D(x,Tx))

F(d(x,y)) <F(D(x,Tx))+ > (3.1.55)
ve
H(D(x, T3)) + F(D(y, 7)) < F(d(x,y)) (3.1.56)
olacak sekilde bir y € Tx ve her s € [0,0) icin 6 > 0 olmak iizere
liminft(t) > 0 (3.1.57)

t—st

esitsizligini saglayan bir T : (0,00) — (0, o] fonksiyonu var olsun. Eger f(x) = D(x, Tx)

fonksiyonu alttan yari siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. T nin hig bir sabit noktaya sahip olmasin. O halde her x € X icin D(x,Tx) > 0
dir. Her 7 > 0 i¢in 7(¢) > 0 ve F € .%, oldugundan her x € X i¢in (3.1.55) ifadesini
saglayan bir y € Tx vardir. xg € X olsun. (3.1.55)) ve (3.1.56) ifadelerinden

7(D(x0,Tx0))

F(d(xo,x1)) < F(D(x0,Tx0)) + >

(3.1.58)
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veE

T(D(x0,Tx0)) + F(D(x1,Tx1)) < F(d(x0,x1)) (3.1.59)

olacak sekilde bir x| € Tx vardir. (3.1.58) ve (3.1.59) den

’F(D(X(),TX()))

> +F(D(x1,Tx;)) < F(D(x9,Txo)) (3.1.60)

elde edilir. Simdi

F(d(x1,x2)) < F(D(xl,Txl))+M

veE

’L'(D(xl , Txq )) + F(D(X2, sz)) < F(d(x1 ,XQ))
olacak sekilde bir x, € Tx; secelim. Dolayisiyla

’L'(D(xl,Txl))

3 +F(D(x2,Tx2)) < F(D(x1,Tx1))

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her n € NU {0} i¢in

T(D(xp, Txy))

F(d(xp,%n41)) < F(D(xy,Txn)) + S

(3.1.61)

ve
T(D(x,,Txp))
2

+F(D(xp41,Txn11)) < F(D(xy, Txy)) (3.1.62)
sartlarin1 saglayan ve x,,4 € Tx, seklinde X de bir {x, } dizisi olusturabilir.

Simdi, limy,_yeo D(x;,, Tx,) = 0 oldugunu gosterelim. (3.1.62) ifadesinden {D(x,, Tx,)}
dizisi kesin azalan bir dizisidir. Bu yiizden

lim D(x,,Tx,) =0

n—soo

olacak sekilde bir 8 > 0 vardir. 6 > 0 oldugunu kabul edelim. F' sagdan siirekli oldu-
gundan (3.1.62) ifadesinin her iki tarafindan limit infimum alirsak ve (3.1.57) kabulii-

miizden

limint P T) | g5y < pis)
d(xp,Txy)—0F 2
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elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde 6 = 0 dur, yani,
lim D(x,,Tx,) =0 (3.1.63)
n—yoo

dir. Simdi {x,} dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

d— liminf TP TH)

>0
d(xp,Txp)—067T 2

ve 0 < g < o olsun. O zaman her n > ng i¢in w > g olacak sekilde bir np € N

vardir. Bu yiizden (3.1.62) den her n > ny icin
g+ F(D(xp11,Txn11)) < F(D(xn, Txn))
olur. Boylece her n > ng icin

F(DOni1,Txn11)) < F(D(n, Txn)) — q

< F(D(xpy,Txny)) —(n4+1—np)g (3.1.64)
elde edilir. Her > 0i¢in 0 < 7(¢) < o oldugundan ifadesinden
F(d(xp,xp+1)) < F(D(x,Tx,))+ 0
bulunur. Dolayistyla (3.1.64) den her n > ny igin

F(d(xn,xp+1)) < F(D(xp,Tx,))+0

< F(D(xpy,Txp,)) —(n—ng)qg+o0 (3.1.65)

elde edilir. Sonug olarak, (3.1.65) ifadesinden lim,,_,co F' (d (X, Xy+1)) = —oo bulunur ve
(F2) den lim,, e d (X, x,+1) = 0 elde edilir. O halde (F3) den

1im [d (%, Xp11)]* F (d (X, X011 )) = 0

n—oo
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olacak sekilde bir k € (0, 1) vardir. (3.1.65) den her n > ny igin

[d(xnaanrl)]kF(d(xman)) - [d(xnvxn+1)]kF(d(xno»Txno))

L (3.1.66)
< —[d(n, Xp41)]" [(n—10)g+0] <0
elde edilir. esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa
lim [d (%, %n11)]* [(n — no)q + 6] =0 (3.1.67)

n—soo

bulunur. (3.1.67) ifadesinden her n > n; icin [d(xp, Xp41)]< [(n — no)g + 6] < 1 olacak

sekilde bir n; € N vardir. Burada n; > ng olarak alabiliriz. Boylece her n > n; i¢in

1
d(xp,xn41) < T (3.1.68)
[(n—no)g + o]*
yazilir. Boylece m > n > nj olacak sekildeki her m,n € N i¢in
d(xn,xm) < d(Xn,Xn+1) +d (X1, Xn42) + -+ d(Xn—1,%m)
m—1 (=] [eS)
1
= d(xi,xip1) < Y d(xi,xip1) <
L % Lii-maral”
olup Y +1/k serisinin yakinsakligindan {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisi
i>np—© [(i=no)q+0]

olur. X tam oldugundan lim,,_,.x, = z olacak sekilde bir z € X vardir. f(x) = d(x,Tx)

fonksiyonu alttan yar siirekli oldugundan (3.1.63) den

0 < D(z,Tz) <liminfD(x,,Tx,) =0

n—soo

bulunur. Buradan D(z,Tz) = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde 7', X de bir sabit

noktaya sahiptir. U

Uyari 20. Eger Teorem [3.1.13|da €' (X) yerine % (X) alirsak F iizerinde (F4) sartin1
kaldirabiliriz. Dolayisiyla, Teorem [3.1.13] de oldugu gibi kolay bir sekilde asagidaki

teoremin ispat1 yapilabilir.

Teorem 3.1.14. (X,d) tam bir metrik uzay, T : X — K(X) bir doniisiim ve F € F
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olsun. D(x,Tx) > 0 olacak sekildeki her x € X i¢in

7(D(x,Tx))

F(d(x,y)) <F(D(x,Tx)) + >

©(D(x,Tx)) + F(D(y,Ty)) < F(d(x,y))

olacak sekilde bir'y € Tx ve her s € [0,0) icin 6 > 0 olmak iizere

liminfz(z) > 0
t—st

olacak sekilde bir T : (0,00) — (0, 0] fonksiyonu var olsun. Eger f(x) = D(x, Tx) fonk-

siyonu alttan yart siirekli ise o zaman T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki ornek, Teorem [3.1.13 uygulandigi ama Teorem [2.5.1] 2.5.5] 2.5.9] [2.5.10]
2.5.12][2.5.8,[3.1.2] [3.1.4] lerin uygulanmamasi bakimindan &nemlidir.

Ornek 27. X = {nl2 :n € N} U{0} iizerindeki d(x,y) = |x —y| metridini goz Oniine

alalim. O zaman (X, d) tam metrik uzaydir. 7 : X — CB(X) doniistimii

1 _ 1
{0, (n+l)2} » K=
Tx=

{x} , x€{0,1}

seklinde tanimlansin.

0 , xe{0,1}

f(x) = D(x, Tx) =

2n+1

_ 1
n2(i’l+l)2 9 X = ﬁ) n Z 2

olacagindan f(x) = D(x, Tx) fonksiyonu alttan yar1 siireklidir.

7(t) = In2, o = 4 sabitleri ve

Ina 2
Ja , O<a<e
F(a) =
a—ez—l—% , o> e’



seklinde tanimli F : (0,00) — R fonksiyon ile birlikte Teorem|3.1.13]in tiim sartlar1 sag-

lanir. Gergekten, F' € 7, ve sup, yex d(x,y) =1 < e? oldugu aciktir. Eger D(x,Tx) > 0

1se 0 zaman x = niz, n > 2 dir. Dolayisiylay = (”++)2 € Tx=10, m} olarak alinirsa
2n+1
d(x,y) = D(x,Tx) = 2t 1)
ve
2n+3
D(y,Ty) =
0. Ty) (n+1)2(n+2)2

elde edilir. d(x,y) = D(x, Tx) oldugundan (3.1.53) ifadesi agik¢a saglanir. (3.1.56) ifa-
desini gormek icin

In2+F(D(y,Ty)) < F(d(x,y))
veya buna denk olarak

1 _
[y =Ty Vo e —y| VI <

1
= 3.1.69
> (3.1.69)
oldugunu gostermeliyiz. Simdi x = niz vey= m icin
1 _ 1
[y = Ty[VoPlx =y Voo
(n+1)(n+2) _ n(ntl)
_(__2n4+3 V2n+3 2ndl V2n+1
 \(n+1)%2(n+2)2 n2(n+1)32
(n+1)(n+2) _n(nt1)
_ 2n+3 V2n+3 on+l 2043 (n+1)2(n+2)2\ Vol
T\ (n+1)2(n+2)2 n2(n+1)2 2n+3 (n+1)2(n+2)?
(n+1)(n+2)  n(nt+1) n(n+1)
— 2n+3 V2n+3 2n+1 (2n+3)n*(n+1)? V2n+1
T\ (n+1)2(n+2)2 (2n+1)(n+1)%(n+2)?2

elde edilir. Diger taraftan her n > 2 i¢in

2n+3
(n+1)2(n+2)?

1
<3
2

(n+1)2n+1) n(n+1)

> 1
V2n+3 V2n+1
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ve
(2n+43)n*(n+1)?

it Dt 1)2n+2)?

oldugundan

I 1
=Ty Vo ey VT < 2

elde edilir. Boylece (3.1.69) esitsizligi saglanir. Boylece Teorem [3.1.13]in tiim sartlar:
saglanir. Dolayisiyla 7', X de bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi, yukarida bahsedilen teoremlerin bu 6rnege uygulanmadigini gésterelim. Kabul

edelim Thm in sartlarini saglayan bir L > 0 sabiti ve bir ¢ : [0,00) — [0,1) .# .7 -

fonksiyon var. O halde x = niz vey= m icin D(y, Tx) =0,
2n+3 2n+1
H(Tx,Ty) = d L i

dir. Dolayisiyla,

H(Tx,Ty) < ¢(d(x,y))d(x,y) + LD(y,Tx)

2n+3 2n+1 2n+1
< wteTar < PG e
(211—5—3)712 n+1
= 2t 1)(n12)? —»¢<n%n11y)

elde edilir ki son esitsizlikte n — oo i¢in limit supremum alinirsa

) 2n+1 )
1 <limsu — ) <limsu 1) <1

olur ki bu bir ¢geligkidir. Boylece Teorem[2.5.8|bu 6rnege uygulanamaz. Ayrica, T kiime
degerli almost biiziilme degildir. Teorem [2.5.8] Mizoguchi-Takahashi ve Nadler sabit
nokta teoremlerinin bir genellestirmesi oldugundan Teorem [2.5.1| ve Teorem bu
ornege de uygulanamaz.

Kabul edelim ki Teorem [2.5.10] (Klim-Wardowski sabit nokta teoremi) nin sartlarini

saglayan bir b € (0,1) sabiti ve ¢ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu var. x = n% icin Tx =
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{0, W} olur. Eger y = 0 ise 0 zaman

2n+1
bd(x,y) <D(x,Tx) < b < CFNIE

1
(n+1)?

olup burada n — oo i¢in limit alirsak b = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Eger y =
ise
D(y,Ty) < @(d(x,y))d(x,y)

2n+3 2n+1 2n+1
< e < PG e

2n+3)n?
(2n+3)n < <n22n+1 )

= (2n+1)(n+2)2 — ¢ (n+1)?

olup son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

2n+1
1 <limsu ——— ) < limsupo(t) < b

elde edilir ki bu bir geliskidir. O halde Teorem [2.5.10] bu 6rnege de uygulanamaz.
Teorem [2.5.10] Feng-Liu sabit nokta teoremi (Teorem [2.5.9) nin bir genellestirmesi
oldugundan bu teorem bu drnege de uygulanamaz.

Kabul edelim ki Teoremin sartlarini saglayan bir a € (0, 1) sabiti ve @ : [0,00) —

[a, 1) fonksiyonu var olsun. x = niz icin Tx = {0, ﬁ} olur. Eger y = 0 ise

2n+1 (2n+1)?
n*(n+ 1)2) = (n+1)*

@(D(x,Tx))d(x,y) < D(x,Tx) < ¢

elde edilir ki son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

) 2n+1
< -
0<a< lme(ag ) <0
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1 .
5 ise

olur ki bu bir ¢eligkidir. Eger y = e

D(y,Ty) < @(D(x,Tx))d(x,y)

2n+3 2n+1 2n+1
S rter < G wey
(2n+3)n? 2n+1
= e < PGy

elde edilir ki son esitsizlikte n — oo i¢in limit alirsak

. 2n+1 :
I <limsup@(———7+) < limsupo(z) < 1,
Slimsupg(_ 3~ ys) < limsupe ()

olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden Teorem [2.5.12]de bu 6rnege uygulanamaz.
Son olarak, H(7T0,71) =1 =d(0,1) oldugundan her F € %, ve her s € [0,) i¢in

limigff(t) > 0 ifadesini saglayan her 7 : (0,00) — (0,0) fonksiyonu igin
t—s

©(d(0,1)) + F(H(T0,T1)) > F(d(0,1))

elde edilir. Dolayisiyla Teorem bu 6rnege uygulanamaz. Ayrica, T bir kiime de-
gerli F-buiziilme doniisiimii degildir. O halde Teorem [3.1.2]de bu 6rnege uygulanamaz.
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢caligmasinin ilk kisminda kiime degerli doniistimler ve onlarin 6zelliklerine kisa
bir sekilde deginilmistir. Ardindan, kiime degerli doniisiimler icin literatiirdeki onemli
sabit nokta teoremlerinin ispatlar1 ve aralarindaki iligkiler detayli bir sekilde incelen-
misitr. Tezin orijinal kismininda kiime degerli doniisiimler i¢in F-biiziilme kavrami ta-
nimlanmig ve bu tip doniisiimler i¢in sabit nokta teoremi elde edilmistir. Kiime degerli
F-biiziilme kavrami genigletilerek kiime degerli doniisiimler icin temel sabit nokta te-
oremlerinin karsiliklar1 incelenmistir. Ayrica, elde edilen sonuclarin literatiirde bulu-
nan Nadler, Mizoguchi-Takahashi, Feng-Liu, Klim-Wardowski, Ciri¢ gibi temel sabit

nokta teoremlerinden daha genel olduklarin1 gosteren aciklayict ornekler verilmistir.
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