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Murat BE SER

Bu calsma, teorik tabanl olup, iki dénemli, arbitraj seeg&nin olmadgi
stokastik yapili eksik piyasalarda denge garsorununa cebirsel topolojinin dnemli
alt baliklarindan olan karakteristik siniflar ve genglielmis Borsuk-Ulam
teoremleri yardimi ile yakimis, denge noktalarinin meydana ge@iiggsédo denge

manifoldunun topolojik d@smezi, spektral diziler yardimi ile hesaplagtmi

Anahtar Kelimeler: Eksik Piyasalar, Stiefel-Whitney Karakteristik Slari, ideal

Degerli Kohomolojiindeks Teorisi, Psédo Denge Manifoldu



ABSTACT

Murat BE SER

This work which is theoretically based approachmes groblem of existence
of equilibrium in incomplete markets with two petjo stochastic based and no
arbitrage condition through characteristic classbgh is an important aspect of
algebraic topology and through the generalized Wekdlam theorem. Topological
invariants of pseudo manifold which is generatedequyilibrium points is calculated

with the help of spectral sequences.

Anahtar Kelimeler: Incomplete markets, Stiefel-Whitney charcteristasses, Ideal

valued cohomology index theory, Pseudo-equilibrimanifold
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GIRIS

Iktisatta Genel Denge teorisinin soyut, felsefi bartismadan ilerisine
tasinarak bilimsel formasyonda incelenmeyeslaamasi ile birlikte kanmiza iki
onemli tarihi donem ¢ikmaktaditk donem 1871 yilinda Javons'un ve 1874 yilinda
Walras'in birbirlerinden hamsiz sekilde gercekligtirdikleri calismalarla baladig
kabul edilir. Javons 2 &i ve 2 malli bir ekonomide denge fiyat dizeyinirrhani
ispatladgl calsmasinin daha genejekli Walras tarafindan [gamsiz olarak
genellgtiriimis, bu sayede bir ggs-tokus ekonomisinde arz ve talebirgith gini
saglayan piyasa fiyat diuzeyinin vaglinin matematiksel olarak gosterimi yapigtm
Her ne kadar ginimuizden bakghda oldukca basit bir cama olarak gozikse de
iktisat biliminin 19. yazyil fizik bilimine yakinsaasina cagiimasi bu sayede
bilimsel bir formasyon kazanmasi acgisindan oldukgamli bir adim olmgtur.
Edgeworth’un 1881 yilinda Kilathematical Physicse Pareto’nun 1909 yilindaki
Manuel d’Economie Politiqueeserleri genel denge gahalarinda ©onemli
basamaklari okturmuslardir. Ozellikle Pareto’nun eserinde ortaya koswwptimal
nokta - refah ekonomisi teorilerinde ve mategatidiger bazi alanlarinda Pareto
optimum noktasi olarak adlandirilacaktir — genehgde analizlerinde 6nemli bir
sonug olarak ortaya cikgyinimerik olarak elde edilen denge noktalarinibilderi
ile mukayese edilebilinir§i ve piyasada kaynaklarin giamin etkin sekilde yapilip
yapilmadginin incelenmesi konusunda kriter olgtwr. Bowley'in 1924 yilindaki
eseriThe Mathematical Groundwork of Economiklcks’in sirasiyla 1937 yilindaki
Theorie Mathematique de la Valuer en Regime deeL@wncurrencel946 yilindaki
Value and Capitave Samuelson’ufroundations of Economic Analyseserleri ile
iktisadi genel denge camalarina ait birinci donemin kapagdiizerinde ankalir.
Bu donemin cagmalarinin temel yapisi, gercek dinyadan soyutkiisadi hayat
modelleri Uzerinde belirsizlik varsayimlarindan gimasiz, donemin revagcta
matematiksel yontemlerinden kisit altinda optimypaisve matris denklem sistemleri
¢6zUmU odakh somut ¢coziimlemeler elde etmek catlasak gdsterebiliriz. CFer
bir degisle klasik mekanik bakiagisi ile idealize edilmgibir iktisadi diinya Uzerinde
tum analizler gerceki@iriimekteydi. Bu durum iktisadi genel denge galalarinin
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gercek diinyaya yakinsamasini engellemekte, eldenesbbnuclar ile gercek sonuclar
arasinda ciddi sapmalarin meydana gelmesine yohlaaydi. Bunun ginda genel
denge teorisine ait herhangi bir aksiyomatik sgal yapilmamy olmasi da bilimsel

anlamda 6nemli eksikliklerden biriydi.

iktisatta Genel Denge teorisinin ikincgamasi, dier bir ifade ile modern
genel denge teorisi donemi, dengenin varlik sodumsancelemeye bgdamis ve
varlik icin gerekli kagullari ve aksiyomlari ortaya koyrgwur. 19. yizyila ait
matematiksel yakkamlardan yeni matematiksel yontemlerinden uygulasimaa
gecilmistir. En dikkat cekici dgisim fayda fonksiyonlarinin tirevienebime
Ozellikleri zayiflatiimasi, talep fonksiyonlari yee kime dgerli donimlerin
analizlerde kullanilmaya bEnilmasi ve sabit nokta teoremlerinin uygulanmasi
olmustur. Her ne kadar tarihsel olarak birinci donemirfan icinde kalsa da von
Neumann'in 1937 yilindakUber ein Okonomisches Gleichungssystem und eine
Verallgemeinung des Brouwerschen Fixpunktsatadsmasi, Brouwer sabit nokta
teoremini kullanarak denge vashanalizi yapilmg olmasidir ki modern genel denge
analizi calgmalarinin dnemli bgangi¢ noktasindan biri sayilmaktadir. 1954 yilinda
sirasi ile McKenzie ‘nirOn Equilibrium in Graham’s Model of World Trade and
Other Competitive Systemm&rrow ve Debreu’nurExistence of an Equilibrium for a
Competitive Economgalismalari hem genel denge gahalarinin aksiyomlarinin
ortaya konmasi ayni zamanda analiz konularindgaintsaz olarak sabit nokta
teoremleri yardimi dengenin vanimin ispati agisindan biyuk O6neme sahiptir.
Debreu’'nun 1959 yilinda yayinlanarheory of Valuekitabi modern genel denge
teorisine ait sonuclarin toplagdtemel referans eser olarak ortaya ¢gtmi1950 ve
1960’lar da genel denge analizi geda &irligini dengenin tekiliinin ¢ikarsamasi
Uzerine kurmstur. Ancak bu sonu¢ modellerde ki varsayimlar (mi giri
kisittama yapilmasi sayesinde elde edilmesi, gedigkyadan kopma tehlikesini
ortaya cikarngtir. Debreu’'nun 1970 yilindakiEconomies with Finite Set of
Equilibria ¢alsmasi bu sorunu en azindan lokal olarak ortadannkadkna sebep
verecek gefimelere yol acngive matematiksel bir 6zedfiiceren reguler ekonomiler
kavramini ortaya koymgur. Ozellikle diferansiyel geometri ve diferandiyepoloji

konularinin genel denge teorisinde uygulanmaysslabenasi genel denge
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calismalarina yeni yakkamlar da ortaya cikargtir. G. Debreu, E. Dierker, S.
Schecter, Y. Balasko'nun 1970’li yillarda ki maKale konunun onculerinden
sayllabilmektedir. 1985 yilinda Duffie ve Shaferidournal of Mathematical
Economics dergisinde yayinlan&uguilibrium in Incomplete Marketmakalesi, iki
donemli finansal piyasalardaki denge manifoldu gapn tanimini yapmasi ve
diferansiyel topolojik metotlari eksik finansal palar camasina adapte etmesi
acisindan oldukca 6nemli bir yerde durmaktadir.iEpg/asalara cebirsel topolojik
metotlar ile yaklaim ilk defa S.Y. Husseini, J. Lasry, M.J.P. MagillExistence of
Equilibrium with Incomplete Marketsakalesinde rastlanmaktadir. 1996 yilinda G.
Chichilnisky ve G. Heal,On the Existence and the Structure of the Pseudo-
Equilibrium Manifold makalesinde diferensiyel ve cebirsel topolojik otlerdan
yararlanarak psddo denge manifoldlarinin fiber désmelizerinde catmislardir.,
1997 yilinda Y. ZhouThe Structure of the Pseudo-equilibrium Manifold in
Economies with Incomplete Marketalismasinda psoddo-denge manifoldlarinin
yapisini, P. Bich 2005 yilinda Kdn the Orientability of The Asset Equilibrium
Manifold makalesinde denge manifoldlarinin bgdirtlar altinda yonlendirilebildini

gostermgtir.

Yukarida ifade edilen tarihsel acidan balgidda tam ve eksik piyasalar
Uzerinde denge analizi ¢cghalari teorik matemaiin gelismesi ile birlikte varlk,
teklik, denge noktalarinin geometrisi gibi konukrdnemli ilerleme kaydetmsi
Walras'in basit matris ¢Ozumlemeye dayali ysktandan gunumuz cebirsel-
differansiyel topolojik metotlara evrilgtir. Her ne kadar genel denge analizlerinin
topolojik temelleri ile ilgili calsmalar ilk gboze carpan yaklanlar olsada optimal
kontrol teorisi, oyun teorik (0zellikleshirligine dayali ve Bayesyen yapil olanlar)
yaklasimlar ve & analizleri de yaygin olarak kullanilan yaklalar olmutur

Bu calsma yapilmasindaki temel amag, yukarida belirtiemmhsel perspektif
g0z onune alinginda yeni matematiksel metodlarin denge analizikdéanilip
kullanilamayacgini test etmek olarak da ifade edilebilir. Diferigie$ topoloji son 30
yildir denge analizlerinde yaygin olarak kullanilamatematiksel araclardan biri

olmasina rgmen cebirsel topolojik yakjamlarin genel denge analizleri yani sira
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teorik iktisadi caymalarda da oldukga kisith olarak kullangdigortlmektedir.
Bunun en 6nemli sebeplerinden biri bu disiplinimpyga gergi oldukca soyut ve
oldukca derin olmasi yuzinden iktisatcilar tarafumgbek rgbet gérmens olmasidir
(literatirde C. Chichilnisky, G. Heal’ifNecessary and Sufficient Conditions for a
Resolution of the Social Choice Paradpx3.Y. Husseini, J. Lasry, M.J.P. Magill'in
“Existence of Equilibrium with Incomplete MarketsS. Weinberger'in“‘On the
Topological Social Choice Modeajalismalari cebirsel topolojik metotlar kullanilarak
yazilmg teorik calgmalar ornekleri olarak verilebilir). Bu cammada cebirsel
topolojinin  6nemli alt bglklari olan karakteristik siniflar (Stiefel-Whitge
karakteristik siniflart), kohomoloji teorileri, idedeserli kohomoloji indeks teorisi,
genellgtiriimis Borsuk-Ulam teorisi, ek bdluminde regiler ekonenmi
olusturdusu geometrik yapinin topolojik gesmezleri icin homoloji ve homotopi

teorisi kullaniimgtir.

Calismanin birinci béliuminde ilk olarak eksik piyasatavrami genel denge
baks acisi tabanli tanimlangi daha sonra camanin ikinci boéliminde
basvurulacak olan vektor demetleri ve Stiefel-Whitnlegrakteristik siniflarina ait
tanimlar ve cgitli teoremler verilmitir. ikinci bolimde eksik piyasalarda denge
varhigina yeni bir yaklgem olan ideal dgerli kohomoloji indeks teorisine ait tanimlar
birinci bélimde elde edilen bilgiler yardimi ilentanlanmg ve eksik piyasalarda
denge varfiini elde etmek icin negekilde kullanilabilecgi gosterilmitir. Uclincii
bolimde ise Leray-Serre spektral diziler yardimiikinci bélimde elde edilen psédo
denge manifoldu Uzerinde kurulan denge denklikfisum topolojik degismezleri

incelenmektedir.



BiRiNCI BOLUM
EKSiK PiYASALAR VE VE VEKTOR DEMETLER iNiN
TOPOLOJISI

Bu bolimde geneligiriimis Borsuk-Ulam Teoreminin tam olmayan finansal
piyasalarda denge analizi icin kullanilirken geretdlacak 6nemli teoremler ve
tanimlar verilecektir.ilk olarak (her ne kadar ikinci bolimde AlexanderBier
kohomolojisi ile calilacak olsa da) genel kohomoloji teorileri ve Oukddiri
gosterilecek, daha sonra vektor demetleri ve 3tidtaitney karakteristik siniflarinin
tanimlarn yapilacaktir. Somut yapilar Gzerindenisgdigindan topolojik grupG
tanimi ve bunun total uzaydaki hareketigkzabir tabirle genelkgirilmis demetler

teorilerine dginilmemigtir.

Sonug 1.1'de verilecek olané; = (E, 77, B) vektor demetiB baglantili bir
uzayl Uzerinde tanimlansin. KeyX topolojik uzay! icin geri cekme sayesinde
[X,B] homotopi siniflar kumesindeN’ectn(x) izomorfizma siniflart kiimesine
giden fonksiyon tanimlayabilir ve bu fonksiyop. :[X, B] - Vect, ( X) seklinde
gosterilir’ ifadesi ve bu 0zelli salayacak Milnor metodu ile kurulan
w; =(EG,,BG) evrensel demet yapisi bu bolimin énemli sonuglannbirini

olusturmaktadir. Bu vyapi yardimi ile vektor demetleri atdgorisi
siniflandirilabilmektedir.

Vect, (X) notasyonu ile gosterilen izomorfizma siniflari@tefel-Whitney

karakteristik siniflari olarak adlandirilan kohowjolsiniflari ile ifade edilmesi bu
bolimun 6nemli sonuglarindan birini eturmaktadir. Bu sonuca giémak igin Z,
katsay! cismi Gzerinde tanimli Thom izomorfizmarésoi ve vektér demetlerine ait
Stiefel-Whitney karakteristik siniflarinin elde kdésinde oldukca kullagh olan

Gysin dizisi tanitilacak, bunlar yardimi ile heomorfizma sinifini ifade edecek

kohomoloji halkasinin okturulmasi ile ilgili sonuglar verilecektir.



1.1 Eksik Piyasalar

Klasik iktisat teorisinin Adam Smith’den itibaren elgme sureci
incelendginde piyasa sisteminin, kendi menfaatlerini makgenetme cabasinda
olan ve gerek fiyatlar gerek mallar hakkinda tangipe sahip olan rasyonel
bireylerin bir araya geldi mekanizma olarak tanimlarg@gligérilmektedir. Bu felsefi
temelli tasarimin aksiyomatik ifadesi Arrow-Debrgle- Kenzie'nin 1950’lerde
yapmsg oldugu genel denge camalari ile ortaya konulmgur. Ancak bu casmalar
baslangic¢ itibari ile statik ve bireylerin piyasa fiyari tzerinde tam bilgiye sahip
oldugu guclu varsayimlar tzerine kuruiglindan dolayr modern iktisadi gkileri
kavrama yeten@ oldukca eksik kalmtir. Debreu, Theory of Valuekitabinin son
boliuminde genel denge analizine zaman ve belksizelliklerini katarak genel
denge analizini bir basamak daha gktimis oldu. Arrow tipi menkul kiymet
analizi, Arrow-Debreu modelinde, tek dénem but¢sitknin oldgu ve sadece
donem ba ticaretin yapildgl yapiyl her donem ticaretin yapidive gelecge dair
beklentinin olgmasi halinde birim gelir elde edilen nominal menkiyimet piyasasi
seklinde incelemekteydi. Ancak bu analiz de bireyleasyonellgi ve piyasada bilgi
akisinin tam oldgu varsayimlarindan dolayi reel ve nominal finanvsaliklar ayrim
yapamamaktaydi. Bunun en onemli sebeplerinden birgyin gelir yanilgisina
dismeyip her durumda reel kazancinin ne glthun farkinda olan yapida olmasiydi.
Baoylelikle iki tip finansal varlik Arrow-Debreu matlerinde ayrim icermemekteydi.
Finansal piyasalar tzerinde yeni kisitlarin eklesimmaodellerin gercekyie biraz
daha yaklsmasini sglarken, denge varlik problemlerinin Brouwer veyakWani
tipi sabit nokta teoremleri yardimi ile c¢6zUmlennielde edilmesinden de
uzaklgilmaktaydi. Bu noktada diferansiyel topolojik médot giderek kullanim
yogunlugu olarak artmaya Bamistir.

Radner, Existence of Equilibrium of Plans, PricaedPrice Expectations in
a Sequence of Markétsalismasinda aciktan satkisiti altinda bireylerin her dénem
piyasalarda ticaret yapabilggei ancak gelegan belirsizligi karsisinda riski
dagitacak sekilde klem yapmasi Oninde sinirlarin ofdunu ortaya koyarak



donemsel arasslemlerde zaman ve belirsizlik kavramini daha dayanhdirmgtir.
O. Hart, 'On the Optimality of Equilibrium When The MarketruSture is
Incompleté calismasinda eksik piyasa yapisinin her zaman dengedeaghcgini
gostermgtir. Hart noktalari olarak tanimlanan bu dengekinlbktalari matematiksel
olarak menkul kiymet getiri matrisinin rankinin dtyvektorindeki d&sime gore
derecesinin finansal varlik sayisindansik oldusu noktalari tanimlamak igin
kullaniimistir.  Bu noktalarda butce kimesinin Ust yari-sttiékli 6zelligini
kaybetmesi de ortaya cikangdr énemli sorun olmyiur. 80’ler ile birlikte eksik
piyasa yapilarinda denge argdgri nominal ve reel finansal varlik yapilar tnelien
yogun sekilde incelenmitir. Y. Balasko, D. Cass, The Structure of Financial
Equilibrium with Exogenous Yields: The Case of mptete Markets ve J.
Werner'in, “Equilibrium in Econmies with Incomplete FinanciabMets nominal
finansal varlik yapil eksik finans yapilarinda dervarlgini ispatlarken, D. Duffie
and W. Shafer, Equilibrium in Incomplete Markets: A Basic Model Gkneric
Existencé calismasinda reel finansal varlik yapili eksik finanspijarinda
Grassmann manifoldlarini yardimi ile psoddo-dengdtalarinin Hart noktalari
olmadgini ispat ederek piyasa denge vari gostermglerdir. Reel finansal varlik
piyasalarinda denge analizi ile ilgili ggir 6nemli ¢cakmalar, S.Y. Husseini, J.M.
Lasry, M. Magill'in “Existence of Equilibrium with Incomplete MarRet8. Cornet,
P. Bich'in “Existence of Pseudo-Equilibria in Financial Econdmglarak
gosterilebilir. Reel finansal varlik piyasa anadizhde kagilasilan en oOneml
zorluklardan biri tiketici talep fonksiyonunun ugari-sirekli olma 0Ozelgini
yitirmesidir. Bu problemden kurtulmak icin piyasadebitraj secer@nin olmadgi

varsayimi yapilngtir.

Eksik piyasa tabanli genel denge analizi her neakaflirrow-Debreu
modelinin daha gelmis bir yapisini olgturmus olsa da, yontem olarak ayni

varsayimlari surdirmektedir. Bunlar siralamak gese:

1. Bireylerin fayda maksimizasyonu ¢abasi
2. Bireylerin beklentilerinin rasyonel yapisi

3. Piyasa dengesi



seklinde gosterilebilir. Buna kaifik Arrow-Debreu modelinde tim bireylerin
ticarete katilma durumu gerceklikle gosmadgindan dolayr gesetilmistir. Bunun
disinda finans piyasasinda tum finansal varliklarcarétinin ayni anda yapilamama
sorunu da modelde yer bulgtur. Bu sorunu yaratan sebeplefag@daki sekilde

gosterilir.

1. Asimetrik bilgi aksi

2. Piyasalara katilimcilarin ggindeki sorunlar ( finansal kisit, ticaret yapma
becerisine sahip olamama (ilgili ddnem icinde ddb@mams birey sorunu)

3. Islem maliyetinin elde edilecek reel getiriyi kdayamamasi

4. Sinirh rasyonellik

Matematiksel bir yakkam ile bakildginda eksik piyasalarda finansal varlik
sayisinin, gele@e dair gerceklgebilecek senaryolar sayisindan kicuk olmasi risk
faktorunan veri finansal varliklarin gergnoldugu vektér uzayinda her zaman ifade
edilemeyecg sorununu ortaya c¢ikarmaktadir. Bu durum bireylezaman icinde
tam risk transferi yapmasini engellemektedir. Hekadar gefimis piyasalarda yeni
finansal varliklarin sayisi giinden gine artsa dailoum yukarida belirtilgi sekli
ile risk faktorini tam kapsayici yapi giuramamakta sadece portfoy riskinin
gercekleme oranini dgiirmektedir. Bireylerin ellerinde ki portfoylerinsi icerdgi
bilgisi ve finansal varliklar hakkinda eksik bigprunu, bu riski datmak icin zaman
icinde yapilan alim-satimlar piyasa icinde ki fiyddglgalanmalarinin da ana sebebi
olmaktadir. L. Calvet,Ihcomplete Markets and Volatilitgalismasi bireylerin eksik
piyasalarda kendi yatirimlarini korumak ve riskigdimak icin donemler arasi
yapmg oldugu islemlerin piyasada yaratg oldugu fiyat dalgalanmalarini

gostermesi acgisindan oldukca dikkat ¢ekicidir.

Eksik piyasalarin ger bir 6zellgi, denge noktasinin Pareto etkin seviyesinde
gerceklatigi tam piyasalarin aksine, denge noktasinin Pat&to elma zorunlulgu
olmamasidir ki dier bir ifade ile 1. ve 2. refah teorileri gercaldmemektedir. Bu

durum piyasa icinde ki fayda giiminin tim bireyler icin refah arttirici seviyede



gerceklameyecgini gostermekte, gelege dair belirsizlik ve fiyat dalgalanmalari
faktdrlerinin negatif faydaya sebep olabilgice ifade etmektedir.

Eksik piyasa yapilari iktisat literatirtinde birbitamamlayici 3 temel ghk

altinda incelenmektedir.

1. Finans Piyasalarinda Denge Varli
2. Portfoéy Optimizasyon Modelleri
3. Turev Piyasalari

Birinci baslik eksik piyasalari teorik tabanli incelemekteteeel sorun olan
piyasa da hangi kallar altinda denge vaginin gerceklgecesi ve dengenin
kardinalitesi Uzerine ygunlasmaktadir. Dger iki calsma alani literatiirde daha ¢ok

uygulamali kismi olgturmaktadir.

1.2 Genellstirilmi § Kohomoloji Teorileri

Tanim 1.2.1: Top,, AO X o6zelligine sahip topolojik uzay ciftlerin{ X, A),
Grup, ise Abel gruplarinin kategorisini tanimlasifiop, tzerinde tanimli (hD, 6)

kohomoloji teorisiTop,’den Grup,’ya giden kontravariant funktorlar kiimesidir.

* h":Top, - Grup,

« R:Top, 0BT Top, igin 37:h%e R - h*

Top, uzerinde tanimli (hD,J) kohomoloji teorisi gagidaki ozelliklere

sahiptir.



Homotopi: qOZ ve f,, f,0Mor,, ((X,A).(Y,B) icin ki morfizma

homotopik isef)’ = f”:h?(Y, B) - H( X, A ssitli gi gecerlidir.

Kesinlik: Her (X, A)OTop, i¢ini:(X,0) - (X,A) ve j:(AD0) - (X,0)
icerme dongimleri icin
080 M(X, ADD H(X0)00- B AD)OB- K X A= uzun

tam dizisi elde edilir.

Kesim: (X, A)OTop, ve U O A alt topolojik uzayiu Oig(A) ozelligine

sahip olsun. j:(X -U,A-U) - (X,A) icerme dongimi h” kontravariant

funktoru altindah? ( X, A) O i ( X- U, A- U) izomorfizmasi gegerlidir.

Tanim 1.2.2: Top,, x,0 X 6zelligine sahip topolojik uzay ciftlerin{ X, x,)
, Grup, ise Abel gruplarinin kategorisini tanimlasifop, Uizerinde tanlmll(kD, 5)

kohomoloji teorisiTop'den Grup,’ya giden kontravariant funktorlar kiimesidir ve

indirgenmi kohomoloji teorisi olarak tanimlanir.

* k":Top, - Grup,

« S:Top,O prert ey e B b Top, icin s*: k%o S K™

Indirgenm§ kohomoloji teorisi de yukarida belirtilen homotpgesinlik ve

excision Ozelliklerine sahiptir.

Yukarida tanimlanan aksiyomlardan hareketle koHojnteorilerine ait dger

Ozellikler elde edilebilir.

Oneri 1.2.1: h kohomoloji teori vei : A ~ X homotopi denklik dongiimii
olsun. hD(i)DIsom(hD(X) H( A)) izomorfizmdir veh? ( X, A) = 0’dir.
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Oneri 1.2.2: h kohomoloji teori ve X topolojik uzayi x, 0 X noktasina

biizilebiliyorsa hey O Z igin h?( X, x)=0"dIr.

Tanim 1.2.2: Top, , AO X ve BOY ozelligine sahip topolojik uzay

ciftlerini (X, A)ve (Y, B), Halka ise komutatif halka kategorisini tanimlasifop,

Uzerinde tanlmll(hD, 5) kohomoloji teorisiTop,’den Halka'ya giden kontravariant

funktorlar kiimesidir.

A(X,A) - (Xx X, Ak AO( Xx X X A A X diagonal dongiimi ve

hi(X,AO K (Y, B- K9 X Y % B A )morfizmasi icin

(X, ADRP(X A~ B X X X% N A XOH- R X W

seklinde tanimlanir.

1.3 Vektor Demetleri ve Stiefel-Whitney Karakteristik Siniflari

Tanim 1.3.1: B baslantil bir uzay, b0 B ilgili uzayin baz noktasi ve
m:E - B don&umu surekli icin gagida verilensartlar F lifine sahip yerel trivial

lif demeti icin gerekli dzellikleri gdstermektedir.

a) n‘l(B) =F

b) . E - B Uzerine fonksiyondur

! Edgar H. Brown, Jr., Cohomology Theoti@he Annals of Mathematics Cilt. 75, No. 3. 1962, s.
467-484.
2 Ornek olarakS" iizerindeZ, hareketinix (-x) seklinde tanimlayalimS"’in orbit uzayr RP"

reel projektif uzay olaga bilinmektedir. B(')'y|EC€(S”,7T,]RP”) ayrik lif demeti yapisina sahip olur.
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C) Her xOB elemani icin dyle bild, 1B ac¢ik kongulugu vardir ki

Homed 77*(U,) U, xF) kiimesi bg degildir.

Yukarida tanimlanan 06zelliklerden “c” maddesiniagadaki kommutatif

diagram yardimi ile ifade edebiliriz. Buragg DHomec(iT‘l(Ux) UXXF)

at (U X) W, U, xF
izdistim
UX
Sekil 1.1

F lifine sahip: E - B lif demeti icin E bitliin uzay,B taban uzayi olarak

adlandinlir ve kisacg, =(E,m, B)_ seklinde gosterilir.

Tanim 1.3.2: & =(E,7,B)_ ve & =(E, /1, B,), lif demetleri verilsin.
Bu demetler arasinda &0 Mor(.ﬁl =(E.7m,B), & =(E. 7y, Bz)pz)
morfizmasinin tanimlanmasi igin, taban noktasinrukan @:E - E, ve
¢:B - B, sirekli dongimlerinin  ¢gorr =m,09 ssitligini saslamasi
gerekmektedir. Ozel olarak yukarida verilen @ morfizmasi

Podr = tod =1 esitli gini sagliyorsa izomorfizmadir.

- {]ﬁl=(E1vﬂlvBl)|:l
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Yukaridaki sonuclardan tim lif demetleri kimesimd&ategori yapisi

meydana getirebiliriz.BUN® ile ifade edilecek olan ilgili kategoride ézel ai&
BUN; alt kategorisini, taban uzayl ayni olan tim lifrrdleri kimesi olarak

tanimlayabiliriz?

Tanim 1.3.3: &, =(E, 77,B), lif demeti ve A0 B alt uzayi verilsin.E total

uzayininA alt uzayina kisittanmasif|, = 777*( A) seklinde gosteririz.

Yukarida ki tanim alt topolojik uzay uzerinde lilemet yapisinin
tanimlanmasi  gostermektedk0 0. B icerme  fonksiyonunu X 0 - B
fonksiyonuna geneligirerek, X topolojik uzay! tzerinde tanimh lif demeti yamsi

I :(E,n, B)F lif demeti yardimi ile elde etmioluruz. “Geri ¢cekme” olarak
adlandirilan bu y6nteme gore X uzayinin f fonksiyonuna gore total uzayi

f9(E)={(x v)O Xx E: f( ¥ =7m( V} seklinde yazilr.

Lif demetleri tizerinde Kartezyen carpim tanimlayab. & =(E,7,B)),

ve & =(E,.7m,B,), lif demetleri icin & <& =(ExE,mxm, BxB)_

ifadesi ilgili Kartezyen carpimi gosterir. Ozel @k B=B =B, alalim.

A:BO TN, Bx B diagonal don§iimii taban uzaylari arasinda bir morfizma ve

g

1

XEFZZ =(E1>< E,, m,xm, Bx B)leFz, Bx B taban uzayinin lif demeti olsun. “Geri

cekme” yardimi ileB Gzerinde olsturulan total uzay\"(E, x E,) = E, O E, seklinde

gOsterilir ve Whitney toplami olarak adlandirilir.

$BUN kategorisi, Abel kategorisi 6zeilne sahip dgildir. ¢:& =(E,m,B). ~ & =(E,.m, B),

ayni taban uzayi Gzerinde lif demetleri arasindantéanmg morfizma icin, kerg ve cokerp yapilari

yerel trivial 6zellgini genelde sdamazlar.

* Dale HusemollerFibre Bundles, New York, Springer Verlag, 1994, s. 15, kategeorisi icin
Masaki Kashiwara, Pierre Schappi€gategories and SheavesNew York, Springer Verlag, 2010, s.
1-40.
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Tanim 1.3.4: &, = (E,n, B)F lif demetindeF =RR" alirsak, reel sayilar cismi

Uzerinden boyutlu yerel trivial vektor demetini tanimlagroluruz.

Teorem 1.3.1: & =(E,7,B)_ lif demeti ve f,, f,0Map(X,B) strekli

I

fonksiyonlari verilsin. f, ve f, fonksiyonlari homotopk (f,= f,) ise bu

fonksiyonlara ait geri gekmeler izomorftdy’(E) O f,”(E).

Ispat: Vektor demetlerinin homotopi 6zellikleri ile olaedremin ispatinda

kullanilan 6nemli yardimci teoremler icin bkz. Hosgller (31) s. 28-30.

Sonug 1.3.1 & =(E,m,B) vekior demetiB baglantili bir uzay: tzerinde
tanimlansin. KeyfiX topolojik uzayi icin geri cekme sayesin@x,B] homotopi
siniflar kimesindenvect, (X ) izomorfizma siniflari kiimesine giden fonksiyon

tanimlayabiliriz ve bu fonksiyonw, :[ X, B] - Vect, ( X) seklinde gdsteririz.

Sonug 1'de tanimlanaw; fonksiyonu o, OMap([ X ,B] ,Vect,( X)) bire-

bir ve oOrtensartini sglarsa X topolojik uzayr Uzerinde tanimli tinm vektor
demetlerinin izomorfizma sinifini,X’den B’ye giden sirekli dorgiimlerin
homotopi denklik siniflari aracgh ile tanimlamg oluruz. Burada en 6nemli nokta
veri X topolojik uzayi icin elimizde 6yle bir vektdr dethelmalidir ki geri cekme

islemi ile g fonksiyonu bire-bir ve 6rtegartini sglasin. Milnor yapi$i olarak

adlandirllan ve lif demetinin Uzerinde tanimlandtopolojik grubun sonsuz

° f,90 C°(X,Y) topolojik uzaylari arasinda tanimii iki streklinksiyon i¢in H : X x[0,1] - Y

stirekli dongumi H (x,0) = f (x) ve H (x,1) = g(x) sartini sglyorsa bu iki fonksiyona homotopik
denir. Dger bir deisle t0[0,1] zaman parametresi icin ilk fonksiyonun patikasinkinci

fonksiyonun patikasina sirekkkilde dénigtirtiimesi olarak ifade edilebilir.
John W. Milnor, “Construction of Universal Buedl II”, Annals of Mathematics C.63, No:3,
1956, s. 430-436.
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birlestirme metodl ile elde edilenevrensel demeyapisi w, :(EG,n, BG) olarak

gosterilir. BuradaEG evrensel demet=G/ G = BG orbit uzayi ise siniflama uzayi

olarak adlandirilir.

EG ve BG alt uzay filtrelemesine sahiptir.- 0 EG(n) 0 EG( n+1) O -
ve --0OBG(n)0 BG(n+1)O-- filtrelemelerinin limit dgerleri sirasiyla

lim EG(n) = EG evrensel demete vien BG(n) = BG siniflama uzayina yakin§ar

— —

Tanim 1.3.5: X topolojik uzayinin k. homotopi grubunu T ile

gosterelim. Buna goreX topolojik uzayininK (G,n) sinifi Eilenberg—MacLane

- G: _
uzay! olmasi iging, (X) :{O KD sartini sglamasi gerekmektedir.

G topolojik grubu ayrik iseBG siniflama uzayiK (G,1) tipi Eilenberg-
Maclane uzayidir. Bu 6zefi RP” = BO(1) = BZ,'ye uygularsakRP” = K(Z,,1)

elde ederiz.

Teorem 1.3.2: G Abelyen topolojik grup icin
Isom(H" (K (G n) ;G) ,Hon{ G, §) kuimesi be degildir.

Ispat: H" (K (G,n);G) ve Hom(G G)= End @ yapllarinin halka ozeti
tasidigl ve aralarinda en az bir halka izomorfizmasi tdamahg! ifade edilmektedir,
Bkz. Cohen(15) s.57.

" John W. Milnor, James D. Stacheffharacteristic Classes New Jersey, Princeton University

Press, 1974, s. 60-65; Husemolleilhre Bundles, s. 54-56.
® Orek olarakG =0(1)=7, alirsak N. basamak i¢inEO(1)(n)=S" ve BO(1)(n)=RP"

uzaylarini elde ederiz. Limit gerleri olarakS” ve RP® uzaylardir.
° Taban noktall topolojik uzaylar kategorisi igio® (S, x X, y)/ Hhomotopi denklik siniflari

kimesi 7, (X ) homotopi grubunu meydana getirir.
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9:H"(K(G,n);G)0 % Hom( G Q  izomorfizma  fonksiyonu  ve
1,0Hom(G,G) ozdglik fonksiyonu icin ¢ (1,)=70H"(K(G,n);G)
kohomoloji sinifi “temel sinif” olarak adlandirithrf : X - K(G,n) dénimi
tizerinde tanimlanan kontravaryant kohomoloji funktet“(-,G), ilgili dénistimi

dualine dongtirmektedir. Boylece ilgili dorgiim
H(f,G)=f":H"(K(G,n),G) - H’( X, G seklinde yazilacaktir.

X topolojik uzayr CW-kompleKS kategorisindeki bir objeye homotopik ise,

yukarida tanimlanan notasyonlar argellile f > f°(r) seklinde tanimlanan
donisim [ X,K(G,n)] ve H"(X;G) kumeleri arasinda bire-bir ve ortenlik

salamaktadir.

Tanim 1.3.6: R’de tanimli ve(vl,-~~,vk)D(S“‘1)k icin <vi,\4>:5,j sartini
sglayan ortonormal vektorlerin ofturdusu kiime Stiefel manifoldu olarak

adlandinlir ve Vk(R”) seklinde gosterilir. A,BDVK(R”) icin A= B[ sartini
saglayan COGL(kR) elemani varsaA~ B seklinde gosteririz ve bu iki eleman
ayni denklik sinifinda qur.Vk(R”) Stiefel manifoldunun ilgili denklik sinifi

altindaki orbit uzayV, (R”)/GL(KR) Grassmann manifoldu olarak adlandirilir ve

G, (R”) seklinde gosterilir.

Vect, (X), X baglantili - CW-kompleks kategorisindeki bir objeye

homotopik - uzay Uzerinde tanimk boyutlu vektér demetlerinin izomorfizma

sinifini gostersinGL(k;R) topolojik grubuna ait evrensel demetin siniflanzayu

10 cw kompleks yapisi ile ilgili olarak bkz. Rudéifitsch, Renzo A. PiccininGellular Structures
in Topology, New York, Cambridge University Press, 1990; R@s®gheganTopological Methods
in Group Theory, New York, Springer Verlag, 2007.
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BGL(KR)=BQ K= G(R")dr.  vect,(x)O[ X,BGL(kR)]0[ X, G(R")]

izomorfizmasi verilen gtlikten elde edilir.

Tanim 1.3.7: Vect, :TOBCWD[BGTﬁR%L SET dongumi CW-kompleks

kategorisindeki bir objeye homotopik topolojik ulay kategorisinden kime
kategorisine giden funktor olarak gosterilebilir.

Teorem 1.3.3:Katsayl kimesiZ, cismi i¢in sonsuz boyutlu reel projektif
uzayin kohomoloji halkasiw(] Hl(IRiP“;ZZ) birinci dereceden kohomoloji sinifini
trete¢ olarak alinirsa, Z,[w] polinomu ile ifade edilir. Bu ifade

HD(RP“’;ZZ) 0Z,[W sekliyle gosterilir.

ispat: w=¢( )0 Hl(IRiF’";ZZ) Euler sinifi olarak alarak afturulan ispat

icin bkz. Aguilar (1) s. 362.

Vect,(X) O] X,BO()] 0] XRP O] X, KZ, 3]0 H( XZ,) ifadesi,
X topolojik uzayr tzerinde tanimh bir boyutlu vektdlemetinin izomorfizma
sinifinin, X topolojik uzayinin Z, cisim katsayisi altinda birinci dereceden

kohomoloji sinifina izomorf oldtunu gostermektedir. Boylece her bir izomorfizma

sinifini bir kohomoloiji sinifi ile ifade edebiliriz

Teorem 1.3.4: f:X - RP® doéniiminin H"(-,Z,) kontravariant
funktoru altindaki duali f”: H”(RP*;Z,) - H"(X;Z,) igin wOH'(RP”;Z,)
dreticisinin - goruntist w, = f°(w)0O H'( X;Z,) kohomoloji ~ sinifidir  ve

[f]D[X,RP‘”] homotopi denklik sinifini represente edeWect, ( X ) deki
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izomorfizma sinifini temsil edeny, elemani ilgili izomorfizma sinifina ait Stiefel-

Whitney karakteristik sinifi olarak adlandirilir.

Ispat: Bkz Aguilar (2002), s. 337., Whitehead (1978),368. Teoremin

ispatinda en 6énemli nokta, tanim kim&siv kompleks kategorisine ait topolojik

birinci dereceden kohomoloji sinifingiteolmasidir.

Teorem 1.3.4’U ggidaki kommutatif diagramla ifade edersek:

wO H' (RP”;Z,)

fD

w, = fY(w)O HY(X;Z,) O Vect, (X)

Sekil 1.2

X topolojik uzayl tUzerinde tanimin vektor demetlerinin izomorfizma

sinifini Vect, (X) seklinde gosterelim. gagida tanimlari verilecek olan Thom

izomorfizmasi ve Gysin dizisi yardimi ile her izorfibma sinifini ifade edecek

kohomoloji halkasi olgturabiliriz.
S"* kuresi R"-{0} delinmi uzayinin gicli deforme geri cekmesidir.
Buradan H'* ("% R) 0T~ A (R"-{0};R) 0 f% H*(R".R"-{0} ; R dizisinde,

R katsayl halkasi icin kohomoloji gruplarinin izofimmalarini elde ederiz:

1 Aguilar, Marcelo, Samuel Gitler ve Carlos Priefdgebraic Topology from a Homotopical
Viewpoint, , New York, Springer Verlag, 2002, s. 349.
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R:i=n

0:i#n icin Hn(Rn’Rn‘{o}?R)’ g, olarak

H‘(R”,R”—{O};R)D{
tanimlanan Urete¢ tarafindan meydana getirilirebmcebirdeny vektdr uzayin
boyutlu igin R" OV uzayina izomorf oldgu agiktir. Boylecei=boy(V) igin
H”(V,V—{O};R) kohomoloji grubu g, olarak gostere@miz kohomoloji sinifi

ureticisi ile meydana getirilebilir.

Tanim 1.3.8: & =(E,m,B) , n boyutlu vektér demetini,E, O E sifir

kesitlerinin  timleyenler  kimesini  goOstersin. g her xOB  igin

i, :(ﬂ'l(x),lfl(x)—o) - (E,E) icerme déniimiinin kohomoloji funktoru
altinda ki goriintiisti olarj,:H" (E, E,; R) » H"(77*(®,77( }-0; § dontuma
te OH"(E,E,; R) kohomoloji sinifini jXD(tE)DH”(ﬂ'l(x),lfl(x)—o; R) iretec
kohomoloji sinifina tayorsa, t: kohomoloji sinifina,&, = (E, 7, B)n demetinin R

halkasi icin Thom sinifi denir. Bu sinif tektir.

n=0 i¢in Thom sinifit, =10H°(E,E,;R) = H°( B R olarak alinir.E;, E
total uzayda boylar bir birim olan vektorlerin kégi icin (E,E)) - (E E)
donistiminin icerme oldu agiktir. T(E)=E,/ E, ile gosterilen bélim uzay

& =(E,m, B)n demeti icin Thom uzay olarak adlandirilir.

Thom siniflari igin dgallik kosullari gecerlidir. Buna goreR katsayi

halkasina gore yonlendirilebilig, = (E’,7z,B') vektor demeti icin, f :B - B’

fonksiyonu surekli olsun.B baz uzay! lzerinde tanimh total uzay: ilgili vkt
demetinin geri cekmesi olarak alalim v& seklinde gdsterelim. Bu yeni

& =(E,m, B)n vektor demeti deR katsayi halkasina gore yonlendirilebilir olacaktir

ve ¢ =(E',mB) vektor demetine ait Thom sinifinity geri gekme altindaki
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goruntiisti deé, =(E, r, B)n vektor demetine ait Thom sinifini meydana getirir.

Boylece f,"(t.. ) =t. OH"(E, E,; R) kohomoloji sinifina sahip oluruz.

Whitney toplamlari Gzerinde Thom siniflarinin dikédri géstermek icin

cebirsel topolojide taniml 6nemli bir teoremi Vare

Teorem 1.3.5 (Kiinneth Teoremy: (X, A) topolojik ¢ift ve (Y, B) sinirli
kohomoloji tipinde topolojik ¢ift icin capraz c¢ami izomorfizmasini
x:HY(X,A)OH(Y, 08 H( XxY, A YJ % Bseklinde tanimlayabiliriz.

Ispat: [Hausmann, s. 131.]

& =(E,m,B) veé, =(E,n,B), aynl baz uzay Uzerinde farkli boyutlarda

tanimlanmg vektér demetleri olsun. gagida gosterilen bikke altinda Whitney

toplamina ait Thom sinifin; . = A”(t. xt.) elde ederiz.

H"(E,E)0H"(E,E)0 H™(Ex E, Bx EU Ex B)

H“*“'(EX E,(Ex E)O)Dﬁ—» H””"( ED E,( B E)o)

Asagidaki tanim vektdr demetleri icin oldukca dnemli kohomoloji sinifini

vermektedir. Euler sinifi olarak adlandirilan koladoji sinifi, Teorem 3’'de katsayisi
Z, cismi olarak alinan RP” topolojik uzaymin kohomoloji halkasinin

hesaplanmasinda kullanilgtit

12 A B=0 ve Y sinirli kohomoloji tipinde topolojik uzay icin geaz carpim izomorfizmasini
x:(HY(X)DO H(Y),+,+) 0 B (H7(Xx Y),+,0) seklinde tanimlariz.
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Tanim 1.3.9: § =(E, 7, B) vektor demeti vet. OH"(E, E;;Z,) Thom

sinifi. v:B -~ E sifir kesit ve 4:(E,0) - (E, E,) icerme donglimi verilsin.

Kohomoloji funktoru altinda ilgili donguimlerin birleimi

v " (te)=¢(&,)0 H"(B Z,) Euler sinifi olarak adlandirilir.

¢, =(E,mB) veé,=(E, 7, B), ayni baz uzay lzerinde farkli boyutlarda

tanimlanmg vektor demetleri olsun. Whitney toplamlarina aitléf sinifi, Euler

siniflarinin kap carpimi ile tanimlanir. Bu ifades( ED E) = f 50 ( E) seklinde

gosteririz.

Trivial vektor demetlerinin ve higbir yerde sikesitine sahip olmayan vektor
demetlerinin Euler sinifi sifirgigtir.

Asagidaki teorem, vektdr demetlerinin Gysin dizisinemimi icin oldukca

onemlidir.

Teorem 1.3.6 ¢,- Katsayill Thom izomorfizm): &, :(E,n, B)n vektor
demeti ve H"(E, E;;Z,) kohomoloji grubuna ait t. Thom sinifi verilsin.
kOH"(B;Z,) sinfini HY(B;Z,) 008~ H*"(E, E;Z,) morfizmasi altinda

n'(k)0t.OH""(E,E;Z,) sinifina dondiren doésiim Thom izomorfizmasi

olarak adlandirilir.
Ispat: [Osborn (1983), s.199, Aguilar (2002), s. 358-60]

Teorem 1.3.7 (Gysin dizisi):¢, = (E, 7, B) vektor demeti verilsin. fagida

gosterilen kohomoloji dizisi “tam” yapihdir ve Gysdizisi olarak adlandirilir.
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o HYY(E, Z,) D1 Hq(B;ZZ)Dﬁ(ﬁ—» H*"(BZ,)O B, HY(EZ,) - -

o I /D Thom izomorfizr

HY"(E, E;Z,)

Ispat: [Osborn (1983), s. 200, Aguilar (2002), s. 361]

Gysin dizisi, vektor demetlerine ait Stiefel-Whatnkarakteristik siniflarinin
elde edilmesinde oldukca kullahdir. Asagidaki tanim ile elde edilen sonuclari
Gysin dizisi ile birlgtirdigimizde veri reel vektdor demetine ait Stiefel-Whigne

karakteristik siniflarinin elde edilmesi gosterdktr.

Tanim 1.3.10: ¢ =(E,m,B) vektor demeti verilsin. E,LJE sifir

kesitlerinin  timleyeni Uzerinde tanimli(n-1) boyutlu vektér demeti

&1 =(E.mE,) | asamidakisekilde kurulur.

E' :{(v, e)0 Ex B(y=r( (}} ~ E vektoér demetini icinE'  (izerindeki
alt ¢izgi demetiniL :{(v, e)d ~E" e=AvA DR} seklinde olsturabiliriz. Demetler
kategorisinde demet bolimilemi tanimlanabildiinden 7:E'/L - E, ifadesi
(n-1) boyutlu vektor demetidir. E'/L bolim demetini E ile gosterirsek

£ :(E,ﬂ, Eo)n_l elde etmj oluruz!®

13 Aguilar, a.g.e. s368, Osborne, HVector Bundles: Foundations Stiefel-Whitney ClassedNew
York, Academic Press, 1983, s.201-204.
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Teorem 1.3.8: ¢, = (E,n, B)n vektér demetininB baz uzayr CW-kompleks
yapisina sahip olsun. E uzayinin Euler sinifi e( E),

po:H™(BZ,) -~ H™(EyZ,) morfizmasinin gorunti kiimesi iginde yer alir.
Ispat: [Aguilar (2002), s. 367-68.]

Tanim 1.3.11: ¢, = (E,n, B)n vektér demetininB baz uzayr CW-kompleks
yapisina sahip olsurg, = (E, 7, B) vektor demetinin Stiefel-Whitney karakteristik

siniflar1 gagidakisekilde ifade edilir.

H™(B:Z,) D B8 H' (B;Z,)0 M- H'(E;Z,) 0% H™(BZ,) Gysin
dizisi parcasi icin,i<sn-2 durumunda u¢ kohomoloji gruplari sifirasite

olacgindan p] izomorfizma olacaktiri =n-1 i¢in sol u¢ kohomoloji grubu sifir

olacak, kisa tam dizi 6zelinden p; monomorfizma O6zelfine sahip olacaktir.

Teorem 8'den hareketlee(E)Dim(rf) olacaktir. Tumevarim yontemi ile

w,(E)=¢e( E) elde ederizi<n-1 icin w (E) :( g?)_l(vy( E)) vektor demetinin

diger Stiefel-Whitney karakteristik siniflarini eldenekte kullanilirt*

sekil 1.3, & =(E,m,B) vektor demetininw, (E), w,,(E) ve w,_,(E)

Stiefel-Whitney karakteristik siniflarinin nasildaglanacgini gostermektedir.

4 Aguilar, a.g.e., 5.368.
23



ﬁ”) RCEALLAR

H™ (B, Z,) H (B Z,) O BT W (E52,)

HO(Ei2,) B WO (EZ) 0 Mo (B2 )l H(Ez) DEE H(Ez)
@ e

EVRANE ~— By . %) —
o) () (43 o) ()" (-4 §-49)) o) (o84
H™(B;Z,) H™(B;Z,) 0 WP H™(BZ,)

7 l

H'*(B:;Z,) 0¥~ H(E;Z,) 0% H™ (BZ,) 0 WP H(BZ,)0F- H(EZ))

Sekil 1.3

Z., katsayl cismi Uzerinde tanimh Grassmann maniéoidin kohomoloji

siniflarina ait teoremlerisagidaki teoremler yardimi ile rahatlik ile elde edietzi
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Calismanin 2. bolumunde kullangganiz Stiefel manifoldlarinin kohomoloji siniflari

ise 3. bolumde spektral diziler yardimi ile bulualeter.

Tamim 1.3.12: ¢ =(E, 7, B)_ vektor demeti icini. boyutun karakteristik
sinifi, parakompakt baz uzayl Uzerinde tanlrﬂh:(E,rr, B)n vektdor demetine
c(E)OH'(B;Z,) kohomoloji sinifini atayanc doniumidir. Ilgili kohomoloji
sinifi izomorfizma siniflarl altinda ggmezlik 6zellgine sahiptir.C_ notasyonu ile

gosterilen ifade karakteristik siniflar kimesinigpirmaktadir.

Teorem 1.3.8: Derecelendiriimi halkalar arasinda cOC, igin
¢(c):c(En(R°°)) sartini - sglayan ¢:C. OH’ (GH(R“);ZZ) izomorfizmasi

mevcuttur.

Ispat: [Aguilar (2002), s. 371.]

Lemma 1.3.1 : n>1 igin Q(Rm) - Gn(IR{“’) ve En_l(R“’) - Gn_l(R“’)
evrensel demetleri olsun. f :Gn(]R“’) - Gn_l(]R“) dénimi
(elD En_l(R“),n,Gn_l(R”)) demeti icin siniflama doégimidir. Bu durumda

asagidaki dizi, uzun tam dizidir.
-~ HY(G,(R)) 0 HHEh. H*"(G,(R")) 0 b= H™(G,, (R"))
(o, (7)) - -
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Teorem 1.3.9: Z, katsay! cismi tzerinde
Wi=V\{(En(R°°))D H‘(Q(R“);ZZ) Stiefel-Whitney kohomoloji siniflari igin

H*(Gn (R“);ZZ):ZZ[WP-~,V\41] polinomu tanimhidir.

Ispat: [Whitehead (1978), s. 362.]
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IKINCI BOLUM
IDEAL DE GERLI KOHOMOLOJ i iINDEKS TERORISI, EKSIK
PIYASALAR VE PSODO DENGE MAN iFOLDU

Bu boélimin birinci alt boliminde, ikinci alt boliedanimi ve analizi
yapilacak olan tam olmayan piyasalarda denge gvarliicin gerekli olan
matematiksel ifadeler ve teoremler bir 6nceki bdéngikarsamasi yapilan sonuglar
yardimi ile verilmgtir. Oncelikle, G kompakt Lie grubu veX topolojik uzay icin
serbest harekete sahip yapi tanimlagnrbu ifade yardimi ile Borel sedesisim

kohomoloji tanimi verilmgtir. Bu kohomoloji yapisi yardimi ile caimamizda
INd®X = Ker( ,sHZ™ (cx) 1as HE™({Z) = asHZ (X)) notasyonu ile ifade

edilecek olan ideal yapisi ghurulmustur. X topolojik uzay! Uzerinde 6zel olarak
G =7, grubunun hareketi vénd”*:X ideali yardimi ile Stiefel-Whitney yiksefi

tanimlanmgtir. Bu tanim 6zellikle ikinci alt bélimde piyasaerdye varlkginin

ispatlanmasinda 6nemli bir yer tutmaktadir.

Ikinci alt bolimde, donemler arasi servet transfepilabilmesine imkan
sgilayan arbitraj sece@in olmadgl ve finansal varlik sayisinin gelgee dair
belirsizlik senaryolarindan daha az gidupiyasa modeli incelenecektir. Konu
hakkinda cgtli matematiksel metotlar yardimi ile denge anatpzimu (en ilgi
ceken vyaklam olarak diferensiyel topolojik c¢6zimlemeleri gérgbiliriz)
Grassmann manifoldlari  vagh Uzerinden vyapilmgtir. Bu alt bolimde
genellgtiriimis Borsuk-Ulam teoremlerinin uygulanmasi icin fiyaimpleksleri,

Z, 0
uzerinde :Z,={-13%} hareketi tanimlagimiz kire Uzerine
0 z,
tasinmistir. Veri mal ve finans piyasalarinin dengetinin varlgini inceleyecgimiz
sifirlar kiimesi birinci bélimde tanimlanan Stieféhitney karakteristik siniflari ve
ikinci bolimdn birinci alt béliminde tanimlanan g#estirilmis Borsuk-Ulam

teoremleri yardimi ile elde edilgtir.
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1.4 ideal Daserli Kohomoloji indeks Teorisi

1.4.1 Borsuk-Ulam Teoremi

S", n+1 boyutlu Oklid uzayda birim kire olsun. Klasik BoksUlam
teoremi gagidakisekilde ifade edilir.

Teorem (Borsuk-Ulam) 2.1.1: n>1 icin f:S" - R" strekli fonksiyonu
verilsin. f (%)= f(-%) esitligini saglayan x0OS" elemani vardir. ger f

fonksiyonu tek fonksiyon is¢ ™ (0) bos kiime dgildir.
Ispat: [Spanier (1994), s. 266.]

Teorem 2.1.2: f:S" o R* surekli doéngima ve
A, :{XDS”: f(x)= f(- x)} sifirlar kiimesi verilsin.kk < n igin A, kimesi bg

desildir.

Ispat: Yang (1954), s. 262-264, Borsuk-Ulam teoremingde edilecek
sonugclar icin Matousek (2003), s. 23.

Borsuk-Ulam teoremi @éli matematiksel yontemlerle geneitgilmeye
calsiimistir. Bu yontemler arasinda en dnemlilerinden bilarak ideal dgerli
kohomoloji indeks teorisini gosterebiliriz. E. Fdd&. Husseini ve J. Jaworowski
birbirlerinden ayri olarak ideal gerli kohomoloji indeks teorisini gostergier ve
Borsuk-Ulam teoremini bu teorem vyardimi ile Stiefetnanifoldlarina

genkletmiglerdir.
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1.4.2 ideal Deserli indeks

G, kompakt Lie grubu,X topolojik uzayi tzerinde surekli harekete sahip

olsun. Gx={ x0 G: gx= ¥ stabilizer alt grubu hexO X icin tek elemanl iseG

grubu X uzayi Uzerinde serbest harekete sahiptir denirif&le basitlik amaci ile
G O X seklinde gosterilecektir. Birinci bélimde tanimlandilnor yapisindan
hareketle her kompakt Lie grubunun, Uzerinde ségbedhareket edebilgi

bizulebilir bir topolojik uzay olaraleG 'yi olusturabilecgimiz aciktir.

Tanim 2.1.2.1: G kompakt Lie grubu icinG O X verilsin. Homotopi
bolumi olarak da adlandirilan Borel yapi$y = EGx, X =( EGx X)/~ seklinde

tanimlanir.

Tanim 2.1.2.2: H kohomoloji teorisi ve yukarida tanimlagdisekliyle
GO X verilsin. Hy(X)=H(X/G) ssitligi ile tanimlanan yapl, se degisim
(equivariant), Hg"*(X)=H(Xs)=H(EGx, X)= H(( EGx X/~) vyapisi ise

Borel & desisim kohomolojisi olarak adlandirilir.

Ikinci bolimun geri kalaninda,cH Alexander-Spanier kohomolojiSi

kullanilacaktir. Tanim 2.2.1.2’de genel yapisi hagriteorinin, Alexander-Spanier

kohomolojisi altinda ki énemli izomorfizmalarggH & (X ) 0,4 H®®( X/ G)*° ,

asH 27 (EG) O, H*™®(BG) ve ,oH 2™ ({3) O H *(BG) seklinde gosteririz.

$:X -~ EG , y:{ - EG ve ¢, : X ~ {0} dongumlerinin , HZ"™(-)

kohomoloji funktoru altindaki gorintisigagidaSekil 1'de gosterilmytir.

15 Alexander-Spanier kohomolojisi icin bkz. GEnBredon Sheaf Theory New York, Springer

Verlag,1997, s. 24, 25
Y EGx, X = {0 x, X= X/ G homotopik oldgundan, her iki uzayin kohomoloji halkasi izomorftur
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asHEY(EG) O, HY®({Q)  izomorfizmasindan , HE™ (c,)  ve

asH 27 (@) donistmlerinin git oldugunu ortaya gikar.

H GBorel ( X ) H Eore| (45) AS H Zorel ( EG)

Borel

AS G (CX)

wsHE™({3)

Sekil 2.1

Tanim 2.1.2.3: G kompakt Lie grubu veXtopolojik uzay icin GO X

verilsin. Ind®X olarak tanimlanarX topolojik uzayinin indeks yapisg es degisim
kohomoloji  indeksinin  cekirdadir ve ilgili  esitlik ile  gosterilir
INd®X = Ker( ,sHE™ (cx) 1as HE({T) = asHZ(X))- Cebirsel olarak

AsHE™ (=)  kohomoloji funktorunun goriintli  kimesi, halka katéginde

oldugundan, cekirdek Ker(ASHg‘”e'(cx))<1idea|ASHE§re'({E}) coasHE({3)

halkasinin bir idealidir.

G kompakt Lie grubunuZ, olarak alirsak ,sH:™® ({0}) DASHB"’E'(RP“’)
izomorfizmasini elde ederiz. Birinci bélimdew; O 52*H; ({0}) 052 Hl(RP“’)

Stiefel-Whitney karakteristik sinifi arag@iiile ASHB‘”e'(IR{P“’) halkasinin,z, [w,]

polinomu ile represente edifdigosterilmiti.
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ASHZ?:reI ({[}) ASHZR;WPI((’X) ASH;’:re'(X)

U U

i | Borel (Rpoo ) — Borel x <H Borel ( X / Zz)

Yukarida ki komutatif diagramdan w0 i‘gre'Hl(RP“) icin

asH®® () (W) 0 52'HY(X/Z,) ifadesiZ, O X icin karakteristik sinif tanimlar.

Tanm 2.1.2.4: t,-,t,0H*(X;Z,) kohomoloji siniflarinin  kap
t O---0t, 20 carpimlarini sifira gt yapmayan en buylkn sayisi kap -uzunluk
olarak tanimlanir veeup ( X) seklinde gésterilir.t,,---,t . kohomoloji siniflari keyfi
derecelere sahip iskap-uzunluk olarak tanimlanir veup( X) seklinde gésterilir,

ayrica iki yapi arasindacup( X)< cuf X siralamasi vardir. cup ( X)=0

ifadesinin, ilgili topolojik uzayin b olmadgini gosterdii acgiktir ki bu 6zellik bir

sonraki alt bolumde piyasa denge v@arin ispatlanmasinda kullanilacaktir.

Tanim 2.1.2.5:Z, O X ve w, (B2 H? ({3) O 52°H l(RP‘”) verilsin. Oyle
bir nOZ,, tam sayisi vardir kiASHB"“e'(cX)(V\f)#O icin ASHBOEI(CX)(V\fﬂ):O

sartini sglar’. Bu nZ,, tam sayisi Stiefel-Whitney yiiksekliolarak adlandirilir

ve Ind”z X degeri ilgili say ile ifade edilebilir.

Y Dénistimiin gekirdgi w™* kohomoloji sinifi tarafindan ofturulmaktadir.
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Teorem 2.1.2.1: X parakompaktG uzay ve W keyfi G uzay icin
f:X - W e degisim doniimu olsun.W O Wkapall invaryant alt kiimesi icin

(IndG f ']W)EﬂlndGW— \7\/) 0 Ind® X kapsamasi gecerlidir.
Ispat: [Jaworowski (1989), s: 273, Fadell (1988), sonKya (1993), s:613.]

X topolojik uzayini 6zel olarak/m(R“’) Stiefel manifoldu olarak alalim.
G =0(m) ortogonal grubu,\/m(IRi“) UzerindeO(m)C)Vm(Rm) serbestce hareket
etmektedir. Vm(R“’) Stiefel manifoldunun O(m) es degisim kohomolojisi
Ang("S\/m(Rm):ASHB"’e'G r,(IR%“’) Grassmann manifoldunun kohomoloji halkasidir
ve birinci bolumde verildii gibi Z,[w,,---,w,] polinomlar ile represente edilir.

Vm(Rm*") icin O(m)O\{n(]Rm*") sgzlanmakta veO(m) es degisim kohomolojisi

H

AS" 'O

B (R™") = s H*G (R™") elde edilmektedir.

Tanim 2.1.2.6: E:(Gm (R™")xR™",7,G (R™ ")) vektor demeti igin
xOV sartini sglayan ikililerin kiimesini(V, X) 0 G, (R™")xR™ " seklinde, y OV
ikililerinin kimesini de (V, y)O G, (R™")xR™" seklinde gosterelim. Bu uzaylara

ait Stiefel-Whitney siniflari sirasi ilw({) ve W(g?) icin W(E) @N(g?):]. esitli gi

gecerlidir.

w(é) ve W(g?) siniflari yardimi iIeASHB‘”e'Gm(]R”‘*”) kohomoloji halkasini,
Z, Wy, w,, W, W] / I(m, ) bolim halkasi olarak represente edeti{m, n)

ideali W(E) Wv(g?):l carpiminin homojen elemanlarn tarafindan meydaetailg.

Carpim dgerinin 1'e @it olmasi iki karakteristik sinifin birbirinin tarldugunu
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gosteri ki, bu daw(g?) 'in w(¢) ile ifade edilebilmesine olanak tarfrBoylelikle

Z o[ Wy, Wy, W, W] £ 1(my 1) boltim halkasinin yeni ifadesini

Z,[wy,-,w,]/ I(m ) seklinde gosteririz ki buradal(m n) ideali gagidaki

sekilde elde edilir.

w(&) 10 o)
“an w,(&,) 0 1 i -
aZ,n _ 2:m . O
N L0 1,
" \w,(é,) 0 0

a, . W) @V(g?) =1 carpimina ait homojen elemanlaw, (¢,

2,n? ' 'm,n?

a,..a

.
ise E:(Gm (Rm*“)XR"‘*”,n,Gm(R"*“)) vektdr demetine aitj . Stiefel-Whitney

karakteristik sinifidir.
Teorem 2.1.2.2:Ind°(m)\/m(Rm+”) = J( m r) esitli gi gecerlidir.
Ispat: Tanim 2.1.2.3'de ki ¢cikarsamalardan ilgili sontgeeedilir.

Lemma 2.1.2.1: U, (R') :{(R' ) -T ={ AD(R' )" Rank A < k}} kiimesi

V, (R') Stiefel manifoldunad (k) es desisim homotopiktir.

Ispat: [Komiya (1993), s: 614]

'8 Milnor, JohnW., James D. Stashe@haracteristic Classes New Jersey, Princeton University
Press, 1974, s. 40.
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3(k1-k) O Ind®®(R') =T = Ind®™\, (R') O H'BQ( ¥ zinciri, Teorem

2.2.1.2 ve Lemma 2.2.1.1’den hareketle elde edilir.

Lemma 2.1.2.2: k, -k OZ,,ve l,,--- 1 OZ, icin

] J(k.I-k)O (] H"BO( k) gegerlidir.

i= i=1

iy

Ispat: [Komiya (1993), s: 616.]

Asagida verilecek olan teorem bir sonraki alt boélim degl ve finans

piyasalari denge manifoldlarinin varlklarinin isg@gamasinda olduk¢a énemlidir.

Teorem 2.1.2.3: k,---,k . 0Z,, igin k+---+k <n ve |, | 0OZ

m +

sartlarini  s@layan tam sayilari a|a|lm.f:V(klmkm)(R")—»(R'l)klx...x(le)km

O(k) 0
dontsumi O(k,,-++, k,) = es desisim 6zelligine sahip olsun.
0 O(k,)

Eger 1<i<sm icin L <n-> k gecerli ise

r=i+1

a= mn—zm:(i—l) K_Z:‘ max{ k,|+}=Cve T Z{AD(]RH)K ;Rank[A]< K} icin

i=1

cup ( (Tx-xT)/ o koo k)2 &

Ispat: [Komiya (1993), s: 618.]
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1.5 Eksik Piyasalar

Bu alt bélumde, zaman ve belirsizlik kavramlariraklendgi degis-tokus
ekonomilerinde dengenin vaii) ideal dgerli kohomoloji indeks teorisi yardimi ile
analiz edilecektir.iki donemli Walrasci bir ekonomi varsayimi altindapyacak
ilgili analiz, hane halkinin, gelege dair S ={1,---,S} adet olayin gercekjebiime
olasilgr ve her sO0S durumu icin gecmierindeki deneyimlerden hareketle,
gelecekte gerceldebileceini umduklari olaylara belli bir gerceldebilme olasilg
atamalari ve bu olasiliklardan hareketle yatirimiahayata gecirmeleri Uzerinden
faydalarini maksimize etme c¢abasi Uzerine kuruludBoylelikle bireylerin
faydalarini maksimize etme cabalari iki enstrimardymi ile gercekigr. Bunlardan
birincisi sahip oldgu mal sepetini @ger hane halklari ile dgstirmesi, ikincisi ise
cari donemde sahip olgu finansal varliklar ile gelecekteki faydasini makgze
etme cabasidir.

1.5.1 Zaman

Varsayim 1: Iki donemli bir ekonomi mevcuttur.

Varsayim 2: S ={0,1,--,S} iki dénemdeki tim olaylar kiimesidis=0

cari donemsd S :{1,--- , S} gelecek donem olaylarini ifade eder.

1.5.2 Mal Uzayi

Iktisadi mallar, karakteristik Ozelliklerine, piyasdga mevcut bulundiu

zaman ve yere gore siniflandirilir.

Varsayim 1: PiyasadaC :{0,1,--- C} sayida iktisadi mal vardir.

Varsayim 2: Her iktisadi mal keyfi boltnebilir (her iktisadi hatomsuzdur).
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Varsayim 3: cOC={1,--,C} igin cORS.

R jktisadi mal uzayl olarak adlandirilir ve bu uzayeleman

x = x> ORI geklinde gosterilir.

1.5.3 Hane Halki

Varsayim 1: H :{1,--- ,H} sinirh sayida hane halki vardir.
Varsayim 2: (q‘_j)cm, hOH ={1,--,H} hane halkinin b#angic mal

vektorudur.
Varsayim 3: Hane halki, faydasini surekli olarak maksimize etne

calisacaktir.

Varsayim 3’0 matematiksel olarak von Neumann-Mosgein beklenti

eklentili fayda fonksiyonu aracgh ile asagidaki sekilde gosterilir.

Hinsvhﬁi)qf
u R 00§00 O-R,, Y (1)

Burada°, sO0S durumunun gercekiene olasilgl ve Vﬁ(xﬁ, )gf) dezeri, iki

donemli fayda fonksiyonudur.

9 Fayda fonksiyonlarininsagidaki 6zelliklere sahip oldiu varsayilacaktir.

e u,:R7CM L R surekliver*** tzerindeC” sinifindan fonksiyon

+

o U (0 ={ X ORIy ()2 y (3 DRI, ORI

ou, % ORMS+
ox o

s Her xOR"* |(;|n{

*  Her xORY™ igin ZZh h= i u“( )<o, OhORYEY, hz 0

j=1 k=1
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1.5.4 Fiyatlar

Varsayim 1: p*°, sOS durumundacDC malinin piyasa fiyatini gosterir.

Varsayim 2: p*[&'0OR,,, bireyin sahip oldgu mallarin piyasa derini ve

++ 7

bu sayede bireyin talep yapisinin kisiti olan gerwvebelirleyicisidir.

1.5.5 Finansal Piyasalar

Varsayim 1:Piyasadaz ={1,---,1} adet finansal varlik vardir.
Varsayim 2: qOR?%, finansal varliklarin fiyat vektéradur.
Varsayim 3: b, OR, h. bireye aitidZ finansal varlgin talebini, b, OR”,

h . bireye ait portfoyl gostermektedir.

s=0 doneminde birey elindeki mal kiimesinin bir alt lésnile tercih etngi
oldugu portfoyl dgis-tokus etmekte, bu sayede donemler arasi faydasini medsim
etmek icin cari donemdeki ttiketimini gelecek doriehine kismaktadir. Bir sonraki
donem elinde bulunan portfoéyine &lk gelen mal kimesini tiketim kiimesine

eklemektedir.

Tanim 2.2.5.1; r¥:R°“™ | R fonksiyonu i0Z={1--,} finansal

++

varliginin s0S ={1,---,§ donemi icin getiri dgerini géstermektedir.

Yukaridaki tanimdani0Z ={1,---,1} finansal varlgina ait dger ve getiri

rl _
vektorinii| . [OR®™ seklinde gosterebiliriz.—q dezeri, finansal vara s=0

r.Si

doneminde sahip olmak icin 6denmesi gereken pifrggaani gostermektedir.
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Tanim 2.2.5.2:R: RS . M, fonksiyonu

r*(p) - " (p)
p—>R(p=| : seklinde ifade edilir ve getiri matrisi olarak

rs1(p) rS'(p)

adlandirilir.

Tanim 2.2.5.3: Finansal varfiin s=1 doneminde ki getirisi iktisadi mal

cinsinden ise reel finansal varlik olarak adlanmhr( ySi°);DRC, i0Z ={1,--,1}

finansal varlgin s0S ={1,---,§ doneminde yapaga iktisadi mal 6demesini birim

miktarda gosterir.

plyll p1y1“
p/ORS, ve y*ORS, icin getiri matrisini R(p)=| : ™ :
S S‘ Y S Sl

Py Py
seklindedir.

Tanim 2.2.5.4: £=(e, y)OR"*I xRS ikilisi, reel finansal varliklara

+

sahip ekonomi modelini tanimlar.

Finans piyasasi eklentili gs-tokus ekonomileri modellerinde, finansal
varlik sayisi ile gelecek ile ilgili beklenti saymrasindaki ikki, piyasanin yapisinin
belirlenmesi yoninde olduk¢ca 6nemlidirsa&ida verilecek tanimlar reel finans
piyasasi modelimizin temelini gfturmasi acisindan oldukga 6nemlidir.

Tanim 2.2.5.5: Piyasadaki finansal varlik sayisi gelecek ilelilpeklenti

sayisindan kiguktir < S .

Yukarida tanimlanan durum, bireyin donemler adelistedgi gibi servetini

transfer etmesini engellemektedirBirey sadece 07 finansal varliklarinin getiri

%0 Andreas BorglinEconomic Dynamics and General Equilibrium New York, Springer, 2007, s.
80.
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vektord tarafindan gerilen | boyutlu alt uzay igindeki gelir vektdrlerine sahip

olacaktir, bu alt uzayin ortogonal timleyenlerildieecedemeyecektir.
Tanim 2.2.5.6:Finansal piyasada arbitraj se¢gngoktur.

Yukarida tanimlanan durumu matematiksel olakp) finansal varliklarin

piyasa fiyatlari tabanli olarak getiri matrisi ve qOR” icin {R(qp)}mﬂ)

esitsizligini sazlayan biraOR? vektoriiniin olmamasi ile ifade edebilifiz.
Tanim 2.2.5.7:Rank([Y]SX|) = | gegerlidir.

Piyasadaki finansal varliklarin getiri vektorlarninbirbirlerinden bgimsiz
oldugunu ve | boyutlu bir uzay gergdini gostermektedir. Fer bir deisle, hicbir
finansal varlgin getiri vektort, dier finansal varliklarin getiri vektorlerinin lineer

birlesimi olarak yazilamaz.

1.5.6 ideal Daserli Kohomoloji indeks Teori Eklentili Eksik Piyasa
Modeli

Her hDH:{l,---,H} hane halkinin amaci, doénemler arasi faydasini

maksimize edecekekilde tiketimini ayarlamaktir. Bu durum hane haiki toplam
faydasini maksimize etmek adina cari donem tiketlem kismasi anlamina
gelebilecgi gibi ( hane halki gelecek dénem tiketimini anttak adina cari

donemde, elindeki mal kimesinin bir kismi ile gele@ddnem 6demesi yapilacak

“ {R_(qp)}m> 0 kosulunun gercekigmemesi durumundaagidaki kosullar sglanir.

«  Oyle bir AORS™ vektoru vardir ki EER(qp)} =0 syitli gi saglanir.
+  Oyle bir yORS, vektorii vardir kiq = y (R( p) ssitli 3i saglanr.
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finansal varlik satin alabilir) tam tersi de olabfl gelecek doneme ait mal kiimesini
teminat gostererek cari donemde bitcesinin tzemmalekimesine sahip olmasi).

hDH:{l,---,H} hane halkina ait maksimizasyon problemigagadaki

sekilde yazabiliriz:

max_ u,(x,)

(Xh,Q‘)DRig_S+1)XRI
P’ tah= P (2)

kisit |
ps)%sz pS%S_'_( pSyS)i:1 p 21

Bu ifadeyi matris formunda indirgeyerek gosterelim

p° 0
d(p)= , tim dénemlere ait piyasa fiyat matrisi ve
O S
p
Py Y pyt - py
Rlpy=| g i ~ &= ¢+ "~ 1 |® , finansal
ps)lys .. S pSy$ ... pSyS

varliklara ait mal cinsinden getirilerin piyasa dty tirinden dgerini gosteren

matrisi icin, (2) numarali denklemsagidaki sekilde ifade edilebilir.

?? 5, Hadamard carpimi olarak adlandinlfrp]~ ve [Y],,, matrisleri i¢cin p, Oy, seklinde

tanimlanir.
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u, (%)

max
(Xh Yt%)DRE(;S‘ﬂ) xR!

st -0(p)(s-8)+| o oy [0

hOH ={1,--,H} hane halkinin sahip oldu b, OR? portfdyl icin firsat

kiimesini,

Px - P =-
px- pe=( py), b el

0, (pge)=1 xRS

seklindedir. Timb, OR? portfoy kimesiicinO(p.gg)=J Q( pa g, hOHx

b, OR?

hane halkinin butce kiimesini meydana getirir.

Tanim 2.2.6.1: (x,,b,, p, g ORSZVxR' xRA xR vektoru aagida ki

S+

sartlar sglarsa, veri& = (e, y)OR"*" xRS ekonomisi icin arbitrajin olmagi

denge olarak adlandirilir.
1. Veri (x,h, p, ORI xR xRA%Y xR' vektort igin X, asagidaki kisit

altindaki optimizasyon problemi i¢in ¢ozimddr.

max u, (x,)
P°% = P’
ISI pl 0
ot (% -&)0(R )
0 p°
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<R( p)> R( p) matrisine ait stitunlar tarafindan gerilgfi uzayinin alt uzayidir.

H
2. Piyasada)’ (x, —e,) =0 arz-talep gili gi saglanir.
h=1

M
3. Z b, = 0 finans piyasasinda arz veya talep faglajoktur.

h=1

23 numarali  dipnottan  hareketle, {R_(qp)}@>o icin  oyle bir
_ S+1 e - - _ ﬁ .. ﬂs S s .
B=(By,Bs)ORS  vektord  vardir ki S= Y ORS,  igin
0 0

q:(ﬁ&jm( p esitligi saglanir® Bu vektdrini, denge fiyat duzeyi ile
JE )
Hadamard carparsak, elde edgwgz yeni fiyat vektori defop = pORS? denge

fiyat vektori olacaktir. Buslem gelecek déneme ait fiyat vektorlerinin tekrarda
dizenlenmesine olanak gamakta ayrica sagida gOsterilec@ gibi Tanim

2.2.6.1'de verilen dengeartlarini, h=1 numarali hane halkini Walrasci tiketici

olarak, geri kalan hane halklarini Walrasci (/13 numaral kisit dahilin de

inceleyebilmemizi s@amaktadir. h=1 numarali hane halkina ait optimizasyon

problemini Lagrange fonksiyonu dahilinde yazarsak,

Eb&%&%ﬂd@—ﬁfﬁf—?@+1@—2ﬁﬂ‘b%‘bﬁ‘bﬁ& (5)

ilgili esitli 3i /]io ile carparsak,

1

£(xb.4) =S5 w(x)~[ P - ﬁ#+QQS_”[b? “PETRRE ()

H%| |

% Gale 1960 s:49, Husseini, S.Y., J. Lasry, M.MBgill, Existence of Equilibrium with Incomplete
Markets,Journal of Mathematical Economics Vol.19, 1990, s.44.
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S S
elde edilir. Denklemin en gakismindaki —Z%[ﬁs)(f—_psqs+ P°Rb| ifadesini

s=1
; A =SyS_ RSAS SAS—S SAS—S =
aciksekilde —Z/}—lo(p X-P q)—z/‘—lo p Igpyazallm.—z/]—lop RR kismigh
s=1 11 =171 s=1 7

degerine aittir. Bu ifadeyi (6) numarali denkleme yes#rirsek, h=1 numarali hane

halkina ait optimizasyon probleminin indirgesrbicimini elde ederiz.

£0uA) = 55 u(x) -2 AT % e 0

Yukaridaki sonuctan hareket ederek Tanim 2.216.1'inumarali maddesini

asagidaki sekilde yazabiliriz ki buna goré =1numarali hane halki Walrasci tuketici
olmaya indirgennsi olup sadecepx = pg ssitli gini saglamaktadir.h#1 icin hem

Walrasci kisiti hem de dénemler arasi optimizagyoblemi icin verilen

sartini sglamak zorundadir.
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{ max u, (%)

xR +(+é+1)

kisit p°x) = p°d

hz1 {xlg?%%)fl)uh()%)

P’ = p'e

Kisit 3 0
(% -¢)0(R(B)

0 p°

Rank(R(p)). fiyat vektorindeki dgisime gore ro{0,- I} degerini
alacaktir. Bu 6zellik piyasada denge noktalarinan @lmamasi gibi bir tehlikeye
sebep olabilmektedi. Bu sorundan kurtulmak icin her fiyat seviyesi i«ﬁilﬁ( p)> alt
vektor uzayini kapsayacak bir alt vektor uzayistituruz ki bu noktadaR® uzayi
icinde tum | boyutlu alt vektér uzaylarinin kimesi olarak Graaan manifoldlari
kullanilir. Yeni varsayim altind& = (e, y)DR”C ) xRS ekonomisi icin gagidaki

tanimi yapabiliriz.

Tanim 2.2.6.2: (x, p, L) ORI xR AV x G ¢ vektort aagidaki sartlar

saglarsa, veri &£=(e y)OR">* xRS ekonomisi igin psédo-denge olarak

adlandirilir.

“Hart, O., On the Optimality of Equilibrium When tiharket Structure is Incompletdpurnal of
Economic Theory, Cilt.11, 1975, s. 418-443, Magill, M., W. Shaférheory of Incomplete
Markets, , Cambridge , MIT Press, 1996, Geanakoplos, d.Jmroduction to General Equilibrium
with Incomplete Asset Marketslournal of Mathematical Economics Cilt. 19, 1990, s. 1-38,
Nagata, Ryo. 2004lheory of Regular Economies Singapore: World Scientific.
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1. Veri (p,Le)OR Y x G xRA%Y igin X, vektorii aagidaki kisit

altindaki optimizasyon problemi i¢in ¢cozumddr.

h=1

{ max, u, (x,)

X ORS

kisit p°x) = p’€

hz1 {gﬁ%g%(&)

P’ = p°g
p' 0

ot (x-e)0(R §)0 10 G
0 p°

2. PiyasadaZH:(xh - ¢,) =0 dengesarti s&lanir.
h=1

py’t - py
3. R(py= ¢ . i |DOLOGq
pSyS ... pSyS
pyt - py
(3) numarall madde deR(p y)=| ¢ . i |=LO0Gg sitlig
pSyS ... pSyS

gecerli ise ilgili ekonomi etkin olarak adlandirili

Bolum 1'de Grassmann manifoldlarinin Stiefel maldifarinin orbit uzayi
oldugu gosterilmiti. ideal dgerli kohomoloji indeks teorisinin uygulanabilmegina
zamanda bolim 3’'de gdsterilecek olan denge marafioidn spektral diziler yardimi

ile kohomoloji gruplarinin hesaplanabilmesi i¢g, ; Grassmann manifoldunu,

Stiefel manifoldu cinsinden ifade etmek bluyuk kdllagaslayacaktir. Bunun icin her

LOG, s elemani icin gagida gosterildii sekliyle yeniden parametrizasyona gerek
vardir.
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[A](s—|)xs ortonormal matrisi igin<At> ifadesi R® uzayinin(S- 1) boyutlu
alt vektor uzayini meydana getirecektit® = (A') O <A‘>D direkt toplammdar(A‘>D
uzayinin | boyutlu old@gunu elde ederizy (RS):{ADR(S")S: AA = I(s—|)}
kiimesi (S-1)x S tipinde tim ortonormal matrislerin kiimesidir ve kgnda

tanimlanan yontem yardimi ile tif® boyutlu vektor uzaylarini meydana getirirler.
Ancak birden fazla Stiefel noktasi ayni vektér unayneydana getirege aciktir.

Ayni alt vektor uzayini meydana getiren Stiefel tatdrini O(S- 1) ortogonal
matrisi ile kiimeleyebiliriz. Buna gére hesf0O('S- 1) icin <A‘>:<(gA)t> esitli gi

gecerli olur. Bu yeni parametrizasyon yardimi #egadaki tanimi verebiliriZ°

Tanim 2.2.6.3: (X, p,Q)DRTf(S”)xRﬁS”x\{s_l)(Rs) vektori aagidaki

sartlar sglarsa, veri £ = (e, y)OR"S(>" xRS ekonomisi igin Stiefel Manifoldu

uzerinde taniml psédo-denge olarak adlandirilir.

h=1
{xhrmrﬂl%‘zg” uh(xh)
kisit p°x’ = p°e’

P°% = P8

p 0
kisit o
(% -¢)0(R 9)0( Q)

0 p°

% Husseinia.g.e ,s: 47.
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(p,Q ORI X Vs (IR{S) xR A% jcin x, vektdrii kisit altinda optimizasyon

problemi icin ¢6zUmdar.

2. PiyasadaZH:(xh - ¢,) =0 dengesarti s&lanir.
h=1

Py e Py
3. R(py= ¢ i |O(A)OV(3

SyS L. Sy, S

Py

£=(e, y)OR" xRS ekonomisinin denge durumu, mal gite
tokuslarinin gerceklgtigi piyasalarda ve finansal piyasalarda incelenirra@aki
amac¢ her iki piyasanin da dengede @ldhu gostermektir. Bu kol sglandigi

durumda¢ = (e, y) ekonomisinin dengede olgunu sdyleyebiliriz.

F.(p, pe)= arg max y( x)
% %R : p - 6)=0)

Fuma (P, Q. 6) = arg max 4( x) (9)

0P R=p'g
PN thI]RC(Sﬂ): P . 0 a]
-~ [e-epR ()

0 pS

fonksiyonlarindan hareketle, gie tokus piyasasinda tanimli toplam talep fazlasi

fonksiyonunu gagida kisekilde ifade edilir.

Z(pQ¢e=F(np pg- p+Z H pQd- u (10)
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Tanim2.2.6.4: Q :{(p,Q, e DRSS x VYs-1 (RS)XRiO(m) :Z( pQ¢= (}

sifirlar kimesi mal piyasalarinda denge manifoldudu
Q kimesinin bg olmadgini iktisat literatirinde ¢éli matematiksel
yontemlerle gosterilngtir. Bu calsmada ideal deerli kohomoloji indeks teorisi

yardimi ile ilgili kimenin bg olmadgi ispatlanacaktir.

pORSY kesin pozitif fiyat vektorlerini, R°(5?

+

uzayina ait vektorlerin

orbit uzayl olarak  yazabiliiz. O(C(S+1)) Lie grubunun,

r= ;ZZ:{—L]} alt grubu igin Ep={gED|QDr}
0 Z

2/c(s+)xq s1)
kimesi pORS™  vektériiniin - denklik sinifini meydana getirmekte ve

U)Ep:{gEHgDI'}:RC(Sﬂ) esitligi saglanmaktadir. Her denklik sinifini
PR
RS kiimesindeki bir vektorle ifade edebilgmmizden, R/ = R 45V

++

esitli gini yazabiliriz.

Lemma 2.2.6.1: D" acik yuvar veaOs" vektort icin D" =S"-{a}

homeomorfizmasi  vardir. E:HJ;" 0 i R seklinde tanimh  dongtim
homeomorfizma oldgundan, S" -{a} =R" gecerlidir. R"e {«} ekleyerek tek
nokta kompakigtirmasi gercekigirir ve R"( J{~} =S" homeomorfizmasini

olusturabiliriz.

Verilen lemma yardimi ileR%*? e genilettigimiz fiyat uzayini, S

kiiresine tayabiliriz. (10) numarali denklemle uyumluluk agisindasagdaki

fonksiyonu tanimlayalim.
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6595 xg 4% g fep, 5 ¢ # (1)

S+1

Yukarida tanimli fonksiyonun kiire tizerinde ki hektorii SC(5*9 e tasidig

aciktir.

RECVU{e}o OB 0~ s oo 0. s999xs €%

RC(S+1)U{00} -0 0% 00 SC(S+1)

Sekil 2.2
p:(pl,---,pc(s+1))DRC(s+1) fiyat vektort verilsin. jO{1,--.C(S+1)}

indislerinden en az biri icirp, =0 gerceklgirse toplam talep fazlasinin normgeei

sonsuza yakkacaktir. Bu ifade bize, klasik fiyata glatalep yapisini modelimize

katmamizi sglar.

N=2Z,0600.A dOonumundenr es-degisim 6zelligini saglayacak dongiimu

asagidakisekilde olyturabiliriz.

[ xsee O Hepr i, g4 (12)

M (gx)= g\ (x) = g (¥ ozellig M ey degisim doniminin I es

yapil oldigunu gostermektedir. Caanin bu gamasindan sonr@(C(S+1)) Lie
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1 0 -1 0
grubunun, [ = , 07, alt Lie grubu
0 1 C(s+)x sr1) 0 -1 ¢ s)x ¢ 8)

ile calsilacaktir.
Z(p.Q¢=FEK(p pg- p+z H pQg§- , donguminde finansal

varlik getiri uzayini temsil eden Stiefel noktaswe hane halklarina ait mal
vektorinii (Q, e) veri olarak alirsakZq RO | RASY ganigimunan sifirlar

kiimesi mal piyasasini dengeye getiren fiyat vektileicaktir. Aagidaki teoremde,

ideal deerli kohomoloji indeks teorisi sonugclari kullan gdr
{(p Q, e IR Vg ( xRV 7 pQ )3_(} kiimesinin be olmadgi

gosterilecektir.

Bunun icin RS {izerinde tamiml fiyat vektoringekil 2.1 deki gibi

homeomorf oldgu SS5*¥ kisma taimamiz blyiik kolaylik sgayacaktir. Z( )(p)

S+l)

s {izerinde tanimli v&¢(*¥ tanim kiimesi kisiti altindz, ( p) fonksiyonuna

eit olan dier bir ifade ile Z, , (p)

o = Zag( ) Ozelligini saglayan T -e5

1 {izerinde tanimhT -es degisim

degisim donumi olsun. Bu durumdas®!
ozelligine sahip oIanZ(Q’e)(p) dongimiinin sifirlar kiimesinin lgoolmamasi
gosterildsi taktirde Z(de)(p)fonksiyonunun da sifirlar kiimesinin pmlimadgi

sonucuna ukalmis olunur.

Teorem 2.2.6.1: Z, e- desisim yapil Z(Q’e)(p) donisimi  verilsin

Z o Z,xS%"Y SRSV figili donisimin  sifirfar kimesi o degildir

Qe -

(Z(Q,e)’l (0)# 0 ) .
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Ispat: Ilgili ispat Teorem 2.2.1.3'Un 6zel bir durumunu gtlurmaktadir.

Zi09 :Z,xS%% L RV ifadesini Z o ;szvl(RC(Sﬂ)ﬂ) L RI% seklinde
yazabiliriz.

ind®® Z, (T ={ ADRU :Rani A< })0a( 1.0 s+ }- 10 @ YR
idealinin H"BO(1) kohomoloji halkasinin alt halkasi olglu Teorem 2.2.1.1

yardimi ile elde edilir.w, ve w, sirasi ile H"BO(1) kohomoloji halkasininj.

Stiefel-Whitney ve dual Stiefel-Whitney karakteikstsiniflaridir. g =0 olarak
alalim. (1) numarall gitlikten Indo(l)\/l(RC(S”)”): J(1,¢(s+1)) idealinin, derecesi
C(S+1)’'den biyik olan Stiefel-Whitney karakteristik slarf tarafindan

olusturuldugu bilinmektedir. Béylelikle(w, )” 0w, )Dlndo(l)vl(Rc(S”)”) sonucuna

(s+1

ulasilir. Wy, 0J(LC(S+)-1) idealinin  elemani oldundan ve

S+1)

Ind°® Zg ,*(T)D(LC( S+ Y- )0 Ind? \/(RC(S”)”) ozelliginden hareketle

Qe

(w)” 0Ind®® A (T) sonucuna varilrr.

Yukaridaki 6zellikler sayesindeupl( Zoq (0)/ O(l))z,[}: 0 elde edilir.

cug( aQ’e)—l(o)/ 0(1)) negatif olmamasiz, , donumunun sifirlar kiimesinin go

olmadgini gosterir. O

Sonug: ¢(p)DZ(QYe)‘1(O) icin Z,, donGUMU T e degisim yapil
olmasindan hareketIeZ(Q’e)(g@ﬁ(p))=gD%Qe)((b( B)=0 sesitligi elde edilir.

Boylece =, , :{gw(p)|gD I'} kumesi sifirlar kiimesine aittirg™_  OR$(>
=¢(p)

+

bos olmadgindan, Z(Q’e):]RC(Sﬂ) S RY%Y icin denge fiyat vektdri vardir.

O
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Yukaridaki teoremde, hane halklarina ait mal kiinvespiyasa fiyati veri

olarak kabul edilirse, dengeyi @ayacak QDV(S_l)(S) noktasinin var olup
olmadgini inceleyebilmek igin Z(Q’e)(p)SUrein fonksiyonu igin yapilanl” -es
degisim donumandn Z(p,e) (Q) icin de yapilmasi gerekmektedir. Bunun sonug icin

asagidaki teorem buyik 6nemgianaktadir.

Teorem 2.2.6.2:M ve N ayni boyutlu ve sinirlara sahip olmayatt
sinifindan manifoldlar icin bu iki manifold arassndanimlananM O ¢ N
fonksiyonlari gagidaki dort ézellgi saghyorsa f ~*(y)# O 'dir.

1. fOC° ve gOC igin
2. yON icin A={xOM:g(x =y} kiimesinin elemanlarig fonksiyonunun

Jacobian matrisindeki @erlerinin ranki,N manifoldunun boyutunasi ise (

Reguler dger sarti )
3. Modz(g'l(y)) =1 ise
4. f ve (g fonksiyonlari arasinda tanimlanan surekd homotopi

fonksiyonununy O N i¢in H™(y) gorintusi kapali ve sinirli bir kiime ise

Ispat: [Villanacci (2002), s: 199-200.]

Teorem 226.3: Z,,(Q):0(S )x Vs ,(R®) - R*?  donisumi

O(S- 1) e degisim yapil icin sifirlar kiimesi bodegildir (z(p,e)‘l(o) # 0 ) :
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Ispat: O(1,-,)00(S- ) alt Lie grubu ve

f:\/(l',_,’])(RS) ao(l;,,’)]R”x---X]R” donuimiand  alallm.  Teorem 2.2.6.1'in

ispatindan SD_l Wl(r)'”_lDIndo(l*“"])f‘l(T1><---x-|'(S_|))=Indo(l*""])f‘l(o) sonucu

r=1

T, :{ AL R”‘Ranks (} icin elde edilir ki bu sonu¢i“BO(1) kohomoloji halkasinin

(S- 1) tanesinin tensor carpiminin alt halkasinstlor.

(w)* :(E' (r)ja N (T T, ) = IndP 4 £3(

r=1

ifadesindea = | —A olarak tanimlayalim.

f*(0)/O0(L---,)0000FO 00000~ BO()x---xBO()

,% .

f*(0)/o(s-1) 0 O0DOFOO000O00- BO(S )

ﬁz | :

f’l(lil:{AD(R”)(S_I)‘RankA< }j 10 s- )

a, a, ve a, morfizmalari siniflandirma 8, ve & morfizmalari

O(L---,) D O(k) icerme, f3, ise dzdglik donistmleridir. w_, DH"BO( S~ ),
S

D_I w(r) elde

r

(S-1). Stiefel-Whitney karakteristik sinifi i(;inHD(g)(vv(s_l))

edilir.
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S

HY(a)o () vy ) = Hm(af)((

hareketle, f‘l(tlJl:{AD(R”)(S_l)‘RankA< }j /o(s- )0 H(a3)( v )=

— | a
w, ( r)} ]i 0 ssitsizliginden
=

r

sonucu elde edilir.

Boylece cupK( f"l(lvl:[AD(R”)(S_l)‘RankA< }j 1q s )jz A

sonucuna varilr, O

Son iki teoremde, U¢ g@skenden iki tanesi gsal olarak verilmg, buna bgli
olarak sifir eitli gini sgslayan uclnct daskenin varlgl incelenmgtir. Asagidaki

teorem, mal piyasasinda hane halklarina ait maldsimeri ikenZ, (p,Q)=0
esitli gini saglayacak( p,Q) sirali ikilisinin varlgini argtirmaktadir.
(R%) - R x (%)™

Teorem 2.2.6.40:0(1,(S- 1)x (RS )x v

(s-1)

es degisim donimini A, + 4, (S-1)=C(S+1),0< 1, <C(S+1)+1ve 04, <S

icin yukaridaki teoremlerde Ki sekliyle tanimlayalim.

cup (7 (TxT)/ (S )z q S+ 1+ Simw{ K+ )= (ifadesi

T :{AD(]R”i )K‘RankA< K} varsayimi altinda elde edilir.

Ispat: Teorem 2.2.1.1, teorem 2.2.1.1 ve lemma 2.2.1nl'tareketle

Ind®* e (1,xT,) O] 3(1A4,- )0 I( S 14,~( 5 )]0 IndHE D YREE)x | (RS)
ifadesi HD(BO(l))D HD(BO( S- I)) kohomoloji halkalarinin tensér carpimi

tarafindan kapsanmaktadir.
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a,=C(s+l)+1-mafi4+) ve a,=S-maxq{S- I4,-(S )+3

2
katsayilari icin [Jw, (i) v—v,l_k‘ﬂ(i)DIndo(l'(s"))\/l(RC(S“)”)x\/(S_l) (r®) elde edilir.

W (D* W (D0 W(* W (0 I(24,-30 (S 14,~( S )] eleman

2
oldugundan [Jw, (i)* OInd®** Ve (T,xT,) sonucu elde edilir. Bu sonuglardan

hareketle cuq(@‘l(‘qx T) oL( S )))2 q S1)+1+ Si max k + ¥ (

sonucu elde edilir. O

Yukaridaki ispatlar yardimi ile Q :{(p,Q, e)| Z(pQ ():0} mal

piyasasinda hereO R icin psédo dengenin vagh ispatlanmgtir. Finans

++

piyasasinda, denge noktalarinin varhenzer metotlarla ispatlanacaktir.

Mm’nDHom(]R” ,]Rm) izomorfizmasindanAO M, matrisinin cekirdgi,
ilgili matrisi ifade edenLDHom(Rn ,Rm) homomorfizmasinin gekirdgme ssittir.
S, ={1--,N} icin Z notasyonuS, Uzerinde tanimli permiitasyonlarin kiimesidir

n

ve N2 igin I:R7:|nn permutasyon matrisidir.

Lemma 2.2.6.2: LOG, ¢ Grassmann manifoldunun bir elemani igin

ker[I | E]P, = L olacaksekilde 77002, ve EO M matrisi vardir.

S-1,1
Ispat: [Villanacci (2002), s: 390.]
Yukaridaki Lemma yardimi ile Tanim 2.2.6.2'de ki
p 0
(x.-€)0 L0 G ifadesini aagidakisekilde yazabiliriz,

0 p°
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p 0
ker[ ! [, (L)]®,| . ((%-g)=0 (19
0 p°

Tanim 2.2.6.3 ile hirlikte Grassmann manifoldlamrelemanlarini Stiefel

manifoldlari yardimi ile elde edilebilegie gosterimiti. ADRGES  ve
AV, (R®) igin dim(A')’ =1 oldugu bilinmektedir. gOO(S- 1) igin
(M) =({gA)" = L olarak alabilecgimiz AOV_, (R®) bulunmaktadir. Bu ifadeyi

(14) numaral gitli ge yazarsak Stiefel manifoldlari icin ilgili taniryapms oluruz.

Tanim 2.2.6.5:Sifirlar kiimesi finans piyasasi icin denge maxiioblusturur

v={(P YIRS (=), ()] 1] 0, (( @)') ] R 0 y=0f

Veri hane halki mal vektori icin piyasay! dengegirecek(p,Q) ciftinin

varhigl Teorem 2.2.6.3'de gosterilgti. Mal piyasasinda bu denge ciftini veri olarak

alirsak finans piyasasinda dengé&l Mg, (R) varligi, veri (e, Y) cifti icin piyasayi

dengeye getirecekp, Q) ciftinin varligini ispatlar.

YOMg, (R):RankY=1 matrisini, Gram-Schmidt ortonormajteme
metodu ile sutunlari ortonormal vektorler olan nsddre dondirebiliriz. Boylece

Mg, (R) kumesinin ranki | olan elemanlariniV, (RS) Stiefel manifolduna

gondermj oluruz. YOV (R®), YOM, (R) matrisinin Gram-Schmidt

ortonormallgtirmesi icin Tanim 2.2.6.5 bu tabanda  yazarsak
v={(p@¥)mrs g, (5 v(=) 1], ((@)°)] e v =g

"G, 4 -~ Mg, homeomorfizma déniimudiir.

% puffie, D., W. Shafer, Equilibrium in Incompletedvkets,Journal of Mathematical Economics
Cilt. 14, 1985, s. 285-300.
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elde ederiz. BuradaéS(?) ifadesi Gram- Schmidt ortonormaitemesi ile

VDV,(]RS) ortonormal matrisine dogén Y O Mg, (R):RankY = | matrislerinin

kiimesidir.

Yukaridaki denklemi basitlik amaci irez[l ‘ w, (<QI>D):| =) ER( n GS( v\))

seklinde yazalim.

Teorem 2.2.6.5: ®:0(S- )xV(R®)0 G- R' donisumi O(S-1) e

degisim yaplili icin sifirlar kimesi kodegildir.

Ispat: Teorem 2.2.6.2 nin 6zel bir durumunu gilirmakta ve ilgili teorem de

ki ispat metodu ile sifirlar kimesinin polmadgi elde edilir.

denge\?DV, (RS) matrisinin varlgl ispatlanmy olmaktadir.

Tanim2.2.6.6: Q :{(p,Q, e DRSS x VYso) (RS)XRff(&l) :Z(pQ ¢= 0}

v={(pay)orsixy (=) v(= 1|, ((Q))| Pk seb Y=g
siras! ile mal ve finans piyasalarina ait dengetalak kimesini gdstersin. Bu
durumda cb:{(p,Q,aY):( nQ éaDQ,( pQ“)’DY} kimesi psodo denge

manifoldunu meydana getifit

29 Zhou, Y., Generecity Analysis on the Pseudo-eliilim Manifold, Journal Economic Theory,
Cilt. 73, 1997, s. 84.
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UCUNCU BOLUM
LERAY-SERRE SPEKTRAL D iZiLER VE PSODO DENGE

MAN IFOLDUNUN TOPOLOJ iSi

Bu bolimdn ilk alt béliminde kohomoloji tipindeesral dizilerin tanimi ve
yakinsama kriterleri filtrasyon metodu kullanilaragosterilmgtir.  Tanimlar
yapilirken Uzerine ga edildgi modul teorisi ve homoloji cebirine ait konular
gereksiz uzatmalara sebep ofacdistincesinden dolayi verilmenstir*°. Daha sonra
Serre fibrasyonu tabanli olarak psédo denge mahifain kohomoloji halkasinin
hesaplanmasi icin Stiefel manifoldlarinin spektdati ¢cozimlemesi yapilngtir.
ikinci alt béluimde ise mal ve finans piyasalariner IStiefel manifoldunun her
noktasi Uzerinde tanimli denge vektorlerinin Gzgimenklik siniflart kurulmuve
taban uzayinin fiber uzayi ilgili denklik kiimesiachk kabul edilmitir. Bu durum
sayllabilir fiber yapisina sahip taban manifoldlagin gecerli olan total uzay
kohomoloji halkasinin, taban kohomoloji halkasikemdisi ile fiber kardinalitesinde

ki sayl degeri kadar carpiminasili gi sonucunun uygulanmasina olanaklamistir.

1.6 Spektral Diziler

Tanim 3.1.1: Ab, Abel kategorisi ve(E,, d, ) _  ikilisi asagidaki 6zelliklere

r=0

sahip ise kohomoloiji tipinde spektral dizi olarakandirilir.

%0 Modiil teorisi ile ilgili olarak Blyth, T. S Module Theory, An Approach to Linear Algebra,
New York, Claredon Press, 1990, Homoloji Cebgiilgili olarak Weibel, Charleg\n Introduction
to Homological Algebra Cambridge University Press, 1995, Rotman, Jodeptn Introduction to
Homological Algebra, New York, Springer Verlag, 2008.
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1. E OAb
2. dP*OHom, (EP%,E% ™)

3. dPTledPe=0

r

4. H(EP)=kerd™ /imd” " O EP?

Yukarida verilen tanimisagida gosterilen diagram ile ifade edebiliriz.

p-r-1,q+1
Er+1

p-r,g+r-1 p.q p+r,q-r+l1
Er+l Er+1 Er+1

p.q /; p-r,g+r-1 p+r+l,q-r
kerd ™ /imd, \\\‘\~Erﬂ

kerd P9

EFf'000fd0G EM000DOG EFFR

Sekil 3.1

Matematik literatiriinde g#li metotlar yardimi ile spektral dizi 6zedini
sglayacak yapilar okturulabilmektedir. Aagida bunlardan biri olan filtrasyon
metodu tanimlanacak ve ilgili metodun belli skbar altinda yakinsak

gosterilecektir.

Tanim 3.1.2: Grad,,, objeleri Abel kategorisine ait derecelendirgmi

cebirsel  yapilarin  kategorisi  olsun. F,:Grad,, - Grag,  funktoru,

H "0 Obj(Grad,,) cebirsel yapisini alt cebirsel yapisina diiniime ézellgine sahip
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ise H'O--OF"H"OF ™H"0---0{0} azalan zincir dizisini elde ederiz. Bu

zincir dizisi H” 0 Obj(Grad,, ) 'nin filtrelenmesini meydana getirir.

H"“0Obj(Grad,,) objesi lzerinde tanimlanan filtreleme ile giurulan

zincir Uzerinde yeni bir filtrelemeyi bolum funktorile elde ederiz. fegidaki
diagram derecelendirilmi cebirsel yapinin  her indisi icin filtrelemesini

gOstermektedir.

- OFPHPMOFPHPOF P'H ™0

dp+l,p+q deP‘*'q dp—l,p+q
. OFPMHP OFPHP OF PHP O
dp+l,p+q—1 dp,p+q—l dp—l,p+q—l

- OFPHPIOFPHP'OF PH 'O

Sekil 3.2

Her satir Uzerinde tanimlayaganiz bolum glemi ile olusturacg&imiz diziyi
asagldakisekilde gosteririz

F°H' /F*™H' OFH' /FH' --O---O0F"H' /F""H' O---0{0}

Basit gosterim acisindag>®=F "H "9/ F "'H "9 yazarsak, (?) ifadesi

genel olarak
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o EO0fS EPMTOML EPYPOBS EPY S (15)

seklinde yazilir. Bu yeni dizinin sagidaki sekilde homoloji funktoru altindaki

goruntisuni alirsak

-~ Ker(d, : E*™ - EP9?) /Im(d,: ™~ EPY)
~ Ker(d,:E*™2 o EP™)/Im(d,: E**' - EPYY) o
E dizisini elde etmi oluruz. Bu yapi Tanim 3.1.1'de verilen spektratidi

tanimina uymaktadlrd1DHom( EED,Efu) morfizmasi(1,0) dereceli bir yapidadir.

d, morfizmasi altinda ki doimler gagidaki diagramda verilngtir.

E11,1 E11'2 E11’3
NN
E12,1 E12’2 Elz,a
NN
E13,1 Ef’z E13’3
Sekil 3.3

E Uzerinde E, Uzerinde tanimlagimiz sekliyle homoloji funktorunu

tanimlarsak gorintli kiimesE,'ye ait dizileri verecektir. dZDHom( EED,EZDD)

61



morfizmasi (2,-1) dereceli bir yapidadird, morfizmasi altinda ki dégiimler

asagidaki diagramda verilrgtir.

w

B E? E
NN
E;"

Sekil 3.4

Yukarida verilen yéntemle hareket edilirseanHom(EED,EED)

morfizmasinin (n,n-1) dereceden old elde edilir. EP¢ cebirsel yapisi st

indislerden en az biri sifirdan kiguk ise sifigite. Bu yapidaki spektral diziler
birinci bolge spektral diziler olarak adlandirilir.

oS EPremiOof, EPOO @S EFNT ML ..o birinci bolge spektral dizisi
icin min{p+n,g-n+3 <0 olsun. Bu durumdagr "™ =0 esitligi aciktir.
Ef?0 %~ 0 morfizmasinin gekirdg EP¢ olacgindan, E>* merkezli homoloji
grubu kendine izomorf olacaktir. Bu anali, bdlgeleri icin tekrarlandikga ayni

izomorfizma dgeri elde edilir. Belli bir noktadan sonra ayni izorizma degerine

sahip olan cebirsel yapilar genel olamk” seklinde ifade edilir.

Tanim 3.1.3: {EED, dn} spektral dizisi veH "10bj(Grad,,) derecelennsi
cebirsel yapi olsunH"00bj(Grad,,)'nin EXYOFPHP Y/ F ™ H P = EO‘“( HD)
izomorfizmasini  s@layacak filtrelemesi varsa {EED, dn} spektral  dizisi

H "0 0bj(Grad,, ) 'ye yakinsiyor denir.
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Teorem 3.1.1 : B yol balantili topolojik uzay veF O E 0Tl B Serre
fibrasyon olsun.F homoloji n-kire icin gagidaki 6zellgi saslayan kesin dizi

vardir ven=0mod( 2 igin 2z=0 ssitli gi gecerlidir.

H*(B:Z,)0 G40 - H™(BiZ,) 00~ H"“Y(EZ,) 0T H*}(BZ,)

Ispat: F fibresi homoloji n-kiire oldgundan m=0,n igin

H"(F;Z,)0Z, diger boyutlar icin H'/*"(F;Z,)00 olacg agiktr.
n+l *

E)A DHp(B; H, ( F;Zz)) izomorfizmasi igind,,, : Ef9 - Ef*™° dOonGUMU sifir

olmayan tek donjiim olacaktr ve bdylece E UEU---UE,, ve

E,., = H(E,.., d,.,) 0 E, izomorfizmalar elde edilir. Bu ozelliklerdersagidaki

n+1? Vn+l

kisa tam dizi elde edilir.

0- EX" - B0t ™S EF™OS 0

EP"=HP"/EPHP"OH * " E_,* ® izomorfizmasindansagidaki kisa tam

dizi elde edilecektir
0—> E£+n'0 e Hp+n—) Ep’n—V 0

00

Yukarida tanimlanan her iki kisa tam diziyagidaki sekliyle birlestiririz.
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H p+n-1

O00-EF™O0-ES"D0O- EfO00- EF™O00-0

H p+n

00 0~ EP"O O EP"

Boylece .. o HP*™ L ESM L B L HP'"S EP"S - seklinde

tanimlanan tam dizi elde edilgnolur.

hOH"(F;Z,) kohomoloji grubunun dreticisi olsun bu durumda
E;"OE OHY(BZ,)0[10 {0 H( BZ,) 01 0 H( BZ,)0 1
izomorfizmasi gecerli olacaktlr.dn+1DHom( DEI,EEEl) icin d,,(10h)=2z01

seklinde tanimlayalim. Bu 6zedji kullanarak aagida verilen gitlik elde edilir.

(-1)"*d,., (xO W) = d,,, (10 HO (X0 D) = ¢, (10 HO( B P+

(-1)"(10h)0d,,(x0)=(zZ090(x2d=( 2 XO:

E;"=H"(B;Z,)0h ve  E™=H“"(BZ,)01  seklinde
tanimladgimiz taktirde teoremde verilen tam dizi elde edjlmiur. n=0mod( 2

icin Leibniz kurali vehO h=0 o06zelliginden hareketle sagidaki sonuca ulariz.
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0=0,,(10(h0 1) = ¢, (10 HO( H=( A JO(D he(-¥(D ho( 2 )

=2z0Oh
elde edilir.h # 0 oldugundan2z =0 sonucuna ukalir. O

Pstdo denge manifoldunun kohomoloji grubunu Sespektral dizileri
yardimi ile hesaplayabilmek icin ilgili manifolduaban uzayini okiuran Stiefel
manifoldunun kohomoloji grubunu hesaplamak gerekedik

Tanim 3.1.4: H”, R komutatif halkasi Uzerinde tanimli dereceli kontifita

cebir ve i <i,<--<i, igin {1,x ,x} elemanlar H" icin baz eleman

olusturuyorsa, ilgili elemanlar dereceli komutatif ceilrete¢ sistemini meydana

getirmis olur.

Teorem 3.1.2: H”, R komutatif halkasi Uizerinde tanimli dereceli korntifita

cebir ve ESY=F"H ™9/ F™H ™9 cift dereceli cebir yapisi birinci botlgede
tanimlansin. Ber E;” cebir yapisi{x} Urete¢ sisteminden meydana geliyorsa ve
H™nin {x} elemanlarinin g;°’deki projeksiyonlari {x} elemanlarina denk

geliyorsa,{ >q} elemanlariH "'nin lireteg sistemini meydana getirmektedir.

Ispat: [McClearly, (2002) s: 154.]

Stiefel manifoldlarinin  kohomoloji halkalarinin aizi, psédo denge
manifoldunun kohomoloji halkasini hesaplarken kuliecak onemli sonucglardan

biridir. Asagida ©nce VZ(R”) tipindeki Z, katsayili Stiefel manifoldunun

kohomoloji halkasi gosterilecek, daha sorifa katsayill SO(n) Lie grubunun
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kohomoloji halkas! hesaplanacaktir. Son olarak kiusonugtan hareketlé’k(R”)

tipindeki Z, katsayil Stiefel manifoldunun kohomoloji halkaséisterilecektir.
-« HY(V(R").Z,)

S"? DVZ(R”) - \/1(]1%“) Serre fibrasyonuna ait spektral dizinkg terimini
EEDDHD(Vl(R“), HD(S”'Z)) seklinde ifade edebilgimiz yukarida gosterilnsti.

E;Y terimleri arasinda sifir olmayan tek morfizrda, O Hom( B2, E;"l'o) oldugu

aciktir.
S"* kuresi tizerinde tanimli birim tanjant demetinibuena bagli olarak Serre

fibrasyonunu s"?* 0T, S"" - S™* seklinde kurabiliriz. Bu yeni kurdiumuz

fibrasyon ile ilk fibrasyon arasindakigkiyi asagidakisekilde gosterirsek,

S"™*00O0COo0G S

|

V,(R)OO0D00-TS™

V(RM)OODOCFOoO-s™

Sekil 3.5

S"? DVZ(IR{”) - Vl(R”) fiborasyonuna ait hesaplamayss"? 0T,S"" - S™*

fibrasyonuna indirgeyerek yapabilgomiz ortaya cikar.
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Teorem 3.1.1'den hareketle birim tanjant demetaie fibrasyonun tam
dizisini yazarsak

HO(s™,z) O DG~ H "Hs™LZ) - HH TS LZ) - HY(S™1Z) -

| S ——

0
elde ederiz.z sinifi birim tanjant demetinin Euler sinifidir.

n=0mod(2 icin Teorem 3.1.1'"den 2z=0 sonucuna ukalr.

H”'l(S”'l,Z) my/ oldusundan  z=0’dr. Bu  sonuctan  hareketle

H ”‘1(8”‘1,Z) /lim(z0-)O HH(I)S“,Z) 0Z izomorfzmasi elde edilir,

n=1mod( 2 ve g0 H”‘l(S“‘l,Z) uretec olsun. Oyle bin 0Z sayisi vardir
ki z=Agesitligi saglanir. zOH™(S™,Z,) igin z=0 oldugu bilindiginder?", z

Euler  smnifinin gDH“‘l(S”‘l,Z) Uretecinin  ¢ift kat  oldgu  ve

B0/ dn_l( E" 2) 0Z , sonuglari elde edilir.

Yukaridaki sonuclardan hareketle katsaylllvz(R”) Stiefel manifoldunun

kohomoloji halkasini

Z [0=0,2n-3
n=1mod( 2Z, O=n-1
HE(V, (R").Z) = 0 :diger
nEOmod(Z){Z :Dio,n—z,n— 1,n- ¢
0 :diger

1 Aguilar,a.g.e., s. 233.
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seklinde tanimlariz. Evrensel katsay! teor&nyiardimiyla HD(VZ(]R”),ZZ)’ye ait

kohomoloji halkasi gggidaki sekilde elde edilir.

N Z,:=0,n=2,n-1,2n- ¢
HD(VZ(R )'Z)z{ozzdiger

« H"(so(n,z,)

x; 0H(SO(n.,z,) igin {x,,x_} kimesinin H"(sO(n),z,)
kohomoloji sinifinin Urete¢ sistemi olglu timevarim yontemi ile ispat edilir. Buna
goren=2 igin SO(2) OS" izomorfizmasi araci ile x 0 H'(S0(2),Z,) elemani
H D(SO( n),ZZ) kohomoloji halkasinin Ureteci olgu aciktir.

SO(n-1)0 sd » - S"* Serre fibrasyonunu tanimlayaling}® terimleri

arasinda dn_1DH0m(ES'”'2,EQ'1'°) morfizmas! dyinda tim morfizmalarin sifir

oldugu agiktir.

1 1 1
i | 1

1 03 sSO(n2 0O SGwl OO0 SOn)/ SOn3 OO 1
| | |

1 03 so(n1 OG sdpn OO sOp so-+1) OO 1
| | |

1 s™ 0B so(n/sdwl) OO 1
l l
1 1

%2 Kohomoloji teorisi igin 0 — Ext(H_, (X;Z), A - H (X, A - Honﬁ( H( %Z), ;)\) ~ 0 split
kiza tam dizidir, buradan dai' (X, A) O Ext( H.(Xz), A)D Honﬁ( H( Xz), }) sonucu elde

edilir.
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Yukaridaki kisa tam diziden hareketlsO(n-1)0 S@ - S"* Serre
fibrasyonuna izomorf® olan S"? DVZ(R”) ~ S™ fibrasyonu elde edilir ve bu

fibrasyon yardimi ileH”(SO( ), Z,) kohomoloji halkasini hesaplayabiliriz.

HD(S”'I,ZZ) kohomoloji halkasinin (reteciny,_, sinifina, HD(S”'Z,ZZ)
kohomoloji halkasinin Uretecinix _,sinifina gonderen morfizma kurabiliriz.
S"? DVZ(R”) - Vl(]R“) spektral dizisine aitd,_, morfizmasininmod 2 icin sifira
esit oldugu gosterilmgti. Buradan hareketlSO( n-1) O S § - S"* fibrasyonuna

ait spektral dizinind__, morfizmasinin sifira g oldugu elde edilir. BoyleceE,

teriminde ilgili spektral dizi limit dgerine ulamis olmaktadir. Teorem 3.1.2 yardimi

ile H D(SO( n),Zz) kohomoloji sinifinin treteg sistemi olgw,,---, x,_,} elde edilir,

Yukarida tanimlanan iki adim yardimi il&, katsayili Vk(R”) Stiefel
manifoldunun kohomoloji halkasinixg O H’ (Vk (R"),Zz) simifrigin{x,_,,---, X, .}

kiimesini iirete¢ sistemi olarak ajdgdosterilir>* O

1.7 Ps6do Denge Manifoldunun Kohomolojisi

Denge manifoldlarinin yapisi pek cok salada incelenngtir. Duffie ve
Schafer 1985 yilind&quilibrium in Incomplete Marketgalsmasi ile tam olmayan
piyasalarda denge noktalarinin manifold yapisi raagdgetirdiini ortaya koymgy,
Chichilnisky 1996 yilindaOn the Existence and the Structure of the Pseudo-
Equilibrium Manifold ¢calsmasinda psédo denge manifoldlarinin fiber demeileri

Zhou 1997 yilindarhe Structure of the Pseudo-equilibrium ManifoldEiconomies

v, (rR")Dso(n/ sq m K

% McCleary, J.A User's Guide to Spectral Sequenceambridge University Press, 2000, s. 155,
156.
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with Incomplete Marketgalismasinda psddo-denge manifoldlarinin yapisini, Bich
2005 yilinda kiOn the Orientability of The Asset Equilibrium Marhif makalesinde
denge manifoldlarinin belkartlar altinda yonlendirilebildini gostermgtir. Bu alt
bolimde Stiefel manifoldunun her noktasina ait @ewektorlerinin denklik siniflari

g0z 6nlune alinacak.

Calsmanin ikinci béliminde mal piyasasinda denge naktakimesini

Q :{(p,Q, e)DIRif(f*l)x\{s_l) (RS)XRff(S”): Z(pQ ¢:0} ve finans piyasasi

v={(p.¥)IRE oy (=) V()] 1|0, ((Q)°)] pod p Y=

denge noktalarini tanimlaghk. iki piyasayl bir araya getiren denge noktalarinin

kiimesi ® :{(p,Q,e Y) (pQ Q:DQ,( P QV)(DY} sekliyle tanimlanmgti.

Teorem 3.2.1 : ® psédo denge manifoldV_, (RS) baz uzay! Ulzerinde

tanimli vektér demeti igin orti uzayidir vé manifoldu Vis-) (]RS) Stiefel

manifolduna topolojik olarak denktir.

Ispat: Chichilnisky (1996), s:180-182, teorem yardimi t@m olmayan
piyasalarin buzilemeyegie sonucu da elde edilir. Boylelikle tam olmayan
piyasalarin temel grubu birim grup yapisgilir. * O

Stiefel manifoldunun helQDV(S_I)(]RS) noktasi icin ekonomiyi piyasalari
getirecek(p,e,?)DRi&l)XR:qm)x\((RS) vektoriinin varfii ikinci bolimde
gosterilmiti. QDV(S_,) (IR{S)’ya bagli bu vektor kimesinin bir vektdr uzayina

izomorf olmadgl, fiber yapisinin ayrik g@er bir ifade ile sayilabilir oldgu aciktir.

Bu noktada herQDV(S_,) (RS) Stiefel manifoldu noktasi icin ekonomiyi dengeye

% Finans piyasalarinin olmagl tek donemlik dgis-tokus ekonomileri icin denge noktalarinin
geometrisi, tek noktada delingnkireye homeomorf oldiwundan temel grubu birim grup yapisi
olusturmaktadir (bkz. Ek 1).
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getiren (p,e, Y) noktalar kiumesinin denklik sinifinisagidaki sekilde

SN

tanimlayalim.

) I : (16)
[( P& Y)QDV(S—I)(RS)jl _[( he \) ( b Q)Q]QQE’V(st)(RS) ’( P Q)EYQ]\{S”(RS)]

Bu durumda taban uzay! ile psédo denge manifolddrameomorf olaga
aciktir. Bu 0zellik psbédo denge manifoldunun topikldegismezini tanimlamamizda
kolaylik salayacaktir. Bu bolumun ilk alt bolimunde spektraildr yardimi ile
hesaplanan Stiefel manifoldunun kohomoloji simpdlojik denklik sayesinde psédo

denge manifoldunun da topolojik g@igmezini verecektir.
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SONUC

ki donemli, arbitraj secegmin olmadgl stokastik yapili eksik piyasalarda
dengenin varfil iktisat literatirinde ¢#li matematiksel metotlarla incelengnibu
calismalar yardimi ile ekonomide denge noktalarinin igajosterilmgtir. Degis-
tokus ekonomileri icin veri fiyat seviyesinde denk geletenge noktalarinin
kardinalitesinin sayilabilir fiyat dizeyi gnda, ilgili fiyatin belli bir yerel
komsulugunda eit oldugu ispatlanmy olsa da finans piyasalari icin bu tarz bir
cikarim elde edilementir. iki donemli arbitrajin olmagh stokastik yapili eksik
piyasalarda temel cama alanlari denge vagh ve denge manifoldunun yapisi

Uzerine ygunlasmistir.

Bu tez cagmasinda cebirsel topoloji konularindan olan kohajdéorileri,
karakteristik siniflar  teorileri  (Stiefel-Whitney akakteristik siniflar) ve
genellgtiriimis Borsuk-Ulam teoremleri yardimi ile eksik piyasdiardenge varh
problemine yaklgtimistir. Bu noktada dnemli olan ilgili teoremler yardiite elde
edilen sonugclarin literatirdegdir matematiksel yontemler ile elde edilen sonufar
tutarl olmasi gerekgidir ki bu kosul sgzlanmstir.

Tez calgmasinda ki en o©Onemli hususlardan biri ilgili teotenm
uygulanabilmesi icin fiyat simpleksinin homeomoridasu CH kirenin pozitif
kismi S ‘den S kiireye genietilmesidir. Bu genilemenin Tietze—Urysohn—
Brouwer teoremi yardimi ile elde edilebilgedilinmektedir. Boylelikle denge fiyat
vektoril calgmasi S kiire tizerine tanmis olmaktadir. Dger yandanS$" fiyat

Z, 0
vektorinin S /T = :Z,={-13%} bolim uzayna
0 Z, c(s+x g $+1)

homeomorf oldgu da aciktir.
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Fiyat tamim kimesinirS®" kiiresi (izerine gesletiimesi ile birlikte, talep
Z, 0
fonksiyonu dar = :Z,={-13} alt Lie grubu icin g
0 L, c(sH)xq $)
degisim yapili olacaksekilde tekrar tanimlanmibu sayede bélim 2‘de tanimlanan
ideal degerli kohomoloji indeks teorilerinden yararlanilarakirlar kiimesinin bg
olmamasarti gosterilmgtir. Bunu gerceklgtirirken piyasa mal ve finans piyasasina
ayrildigl noktada mal piyasasini dengeye getiren fiyat ér@den hareketle finans

piyasasinda denge yapisiniglaaip sglanmadgi incelenmstir.

Diger dnemli husus ise denge noktalarinin meydanadggtalt manifoldun
(ps6do denge manifoldu) topolojik glemezlerini spektral diziler yardimi ile
hesaplayabilmek icin, D. Duffie ve W. Shafer’iquilibrium in Incomplete Markets
makalesinde Grassmann manifoldlari Uzerinde ygpwiduklari analiz, S.Y.
Husseini, J. Lasry, M.J.P. Magill'in Existence of Equilibrium with Incomplete
Markets makalesinde gosterdiklersekli ile Stiefel manifoldlarina tanmasi
olmustur.Grassmann manifoldlarinin Stiefel manifoldlanito6lim uzay! olmasi bu

analizin gercekligirilebilmesini s&lamistir. Leray-Serre spektral dizileri yardimi ile
Uzerinde calilan vektdr demetinin taban uzayi olan Stiefel fadu Z, cismi

uzerinde hesaplangtir. Burada taban uzayl iktisat teorisi ¢ergevesmd
incelendginde piyasa fiyat duzeyi vektor demetleri ise byafidizeyine denk gelen
piyasa dengesidir. Bolum 2’de her bir fiyat dizeyait piyasa denge noktasinin var
oldugu sonucu Stiefel manifoldunun her noktasinda taniwktor demetinin
varhigini garanti altina almiolmaktadir. Ancak her nokta Uzerinde tanimli yapi
vektér uzayl olgturamamaktadir zira denge noktalari ayrik (disgrey@pi

sergilemektedir.

Her Stiefel manifoldunun noktasi Uzerinde dengektilersinifi olusturularak
denge fiyat duzeylerinin ofturmus oldugu geometrik yapilya ait topolojik
desismezler homeomorf oldiu Stiefel manifoldunun yapisi spektral diziler yand

ile incelenerek ortaya konrgiwir.

73



Calsmanin Ek 1 kisminda butunlik agisindan tezin aremiada yer
almayan, dgis-tokus ekonomileri analizinde Onemli bir yer tutan regile
ekonomilerin olgturmus oldugu geometrinin homoloji ve homotopi glgmezleri

hesaplanarak verilrtir.
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Ek 1. Degis-Tokus Ekonomilerinde Reguler Ekonomilerin
Homoloji ve Homotopi Grubu

H sayida bireyin ygdigl ekonomide,hOH ekonomidekih . bireyi; C,

ekonomide birbirinden farkli ve sonsuz bolinebiléh adet malin kiimesini

gostersin.h . bireye ait mal vekternﬁx,f)cDC ORS seklinde ifade edelim. Her birey

ticarete bdamadan 6nce elinde belli bir mal vektdrt bulundaikiadir. h . bireye

ait baglangic mal vektc’erni(qﬁ)cm ORS seklinde gosterelim.p®, ¢cOC malinin

piyasa fiyatini gostermektedir. Tum mallara ait gsg fiyat vektorini

p=(p". p°) gosterelim. Bu vektorc (zerinde i¢ carpim fonksiyonu altinda
lineer fonksiyonel tanimlar vép,):C0O %(ﬁiaﬁ%)%b R,, ifadesi h. bireyin

elindeki (xﬁ)CDC mal vektorinidn piyasa gerini verir. Aynisekilde bireyin ticarete

baslamadan ©6nce elinde bulundugdu mal vektérinin piyasa gerini

<IO( )CDC> p({ eg) OR,, seklinde gosteririz.h . bireyin tiiketim kiimesini

C,= {( C)CDC RS : Z p’X, <Z p én} seklinde gosterebiliriz.h . bireyin amaci,

c,  tlketim kUmesi uUzerinde tanimlgdi tercih bgntisini gosteren fayda
fonksiyonu u, : RS - R,.*® aracilg ile refah seviyesini optimum noktaya

getirmektir.

% Fayda fonksiyonlarininsagidaki dzelliklere sahip oldiu varsayilacaktir.
e u,:RY - R surekliveRS, uzerindeC” sinifindan fonksiyon

¢« U, (9 ={XORS|u, (%)= y (3} ORS,, 0ORS,

e Her xORS, i¢in My . ORS¢,
o
Yukaridaki 6zelliklere sahip fayda fonksiyonlarirkiimesini 2l ile gosterelim.
d
e Her xORS, igin ZZh rL u“( )<0, OhORS,, h# 0

j=1 k=1
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Tanim 1: eORSY ve uOA icin (e u)ORS xA degis-tokus ekonomisini

ifade eder.

Tanim 2 : h. bireye ait maksimizasyon problemi vep' ORS**" ve
e, ORS, igin

maks. u

X RS, h(xh) (1)

kisit: -p(x,-g)=C

seklindedir ve (2) numarali fonksiyon ile gosterilerx, talep fonksiyonu, (1)

numaral denkleme ait c6zim fonksiyonudur.

maks.  up,(%,)
(p.&,)—>argmax x=$.

x :RS*xRS, 000 O0™D ATeres RS, (2)

(1) nolu denklem klasik kisit altinda optimizasyageinidir ve (p',e,)

maks. u,(x,)
eksojen dgiskenleri ve x, (Jargmax "+ dezeri icin Oyle bir
kisit: -p(%-8&)=C

Duh(xh)_:uh p=0

&sitli gini saglar. Bu
-p(%-§)=0

4, OR ., sayisi vardir Ki(x,, 1,) vektbru{

ifadeyi ayagidaki sekilde yazip kapali fonksiyon teoremini uygularsaki (p',e,)
degerleri igin gorinti kimesinDOR®* yapan(x,, x4, )ORS, xR, degerlerini elde
edebiliriz.

Oty (%)= 440 PO

(s, 2 00) 40
F.:RS, xR,, xRSIxRE, 00 T 1 D{ﬁ(@ﬁ‘h L RExR (3)

*"Her 20 icin {x ORS,: plx < pg} ={ xORS, :a mxs<a wg eitligi gerceklatiginden
fiyat vektorini p. malina ait fiyatt kullanarak normaglirelim ve yeni fiyat vektéruna

1
p:[ﬁc,..., P

C-1

C

,1] =(p'.J) seklinde yazalim.
p
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h . bireye ait fayda maksimizasyonunu ekonomideki tiireyler igin analiz

etmek icin yukarida incelenen birinci dereceslao yaninda piyasada arz-talep
- - - - H H -
esitli gini Y e =) % de gbz onune almak gerekecektir,
h=1 h=1
Tanim 3 : &=(x,u, pP)ORY xR, xR ve veri eDRSY ekonomisi igin

asagidaki dongum gengletilmis denge fonksiyonu olarak adlandirilir.

Oy (%)~ 4n p=0
(x.u,p >4~ 5 %- ?—1):0
CH H c-1 CH DX CH+H+C-1
F:RY) xR, xR xRy 00000 MO0 R (4)

Tanim 4: Veri eORSY ekonomisi icin F(&,e)=0 Ozelligini saglayan
E=(xu, p)ORY xRY, xRS vektori varsa, bu vektdeORSY ekonomisi igin
denge durumunu gosterirQ(e) ifadesi, eJRSY ekonomisi icin tiim denge

noktalarinin kiimesidir.

Lemma 1 Veri eORS" ekonomisi Pareto optimal seviyede ise tek bir éeng

noktasi vardir ve bu denge noktasgléagicedRS" seviyesidir.

Pareto optimum noktada olan bir ekonomiden haleletyfi bir eO RS

ekonomisinin denge noktasina sahip @ldwn ispatini gagida verilen homotopi
fonksiyonu aracifii ile elde ederiz.& Pareto optimum seviyedeki ekonomiyi

gostermek lzeresagidaki denklem takimlarini yazalim
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Ou, (%,) ~ #,p=0
—px, + p[(1-7) g+7g]=0

_gxg{(l-r)hiq%r%ﬂ:o

=1
(5)

r =1 i¢in Pareto optimum ekonomiyg, =0 igin veri edRS$" ekonomisini
elde ederiz. (4) numarall denklem takimlarini
H, R xRY, xR %[0,1] -~ R homotopi fonksiyonu aracgh ile
tamimlariz. (H,,.,)" (0)={&,4, p} kimesi, Lemma 1'den hareketle tanimiidir ve

tek elemandan meydana gelmektedir.

Lemma 2: Rank(0 H,,., (&#, )= bof CH H G1I)

Lemma 3 Her eORSY ekonomisi icinH_*(0) ters goruntiisii kapal ve
sinirli bir kiimedir. Boylece Heine-Borel Teoremirgeni ile H;*(0) kimesi
kompakt yapihdir. Oier bir deis ile her eORS" ekonomisi i¢in en az bir denge

(x, 4, P)ORY xRY, xRS vektori vardir.

Yukarida verilen lemmadan hareket is@@daki teorem verilebilir.

Teorem 1 Her ud2 fayda fonksiyonu ve hegsORS" ekonomisi igin 6yle

bir (x, 1, p)ORSY xR, xR vektori vardir kiF (x, i, p,e) = 0.

Tanim 3'de ki F:RS¢" xRY xRS xRE o R "1 fonksiyonu, her

(x4, p,€)0 F*(0) degeri icin Rank(0, . F( ¥, P §)= bof CH H &)
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esitli gini saglar. Bu durumda{o} OR"*"*“*, F fonksiyonu icin regiiler deerdir.

Regiiler dger teoremindel! hareketle ilgili ¢6zim kiimesinin bir alt manifold

yapisina sahip oldw ¢ikarilir.

Lemma 4: F(;l~ ) (0) ¢OzUim kiimesR ¢! xR" xR xR uzayninCH

boyutlu alt manifoldudur ve denge alt manifolduralaadlandirilir.

Lemma 5: F(0) kapali fonksiyonunun olurdusu alt manifolddanr <"
'ye giden pr:F'l(O)D({ﬁ”@’eﬁﬂ RS izdisim fonksiyonu proper fonksiyon
yapilidir.

Her eORSY icin izdistim fonksiyonunun tersi kapall olgundan F~(0) alt
manifoldunun kompakt yapili olgunu elde ederiz.

Teorem 2: &0 F(;’lﬂ,p)(O) icin F(;’lp’p)(O) denge alt manifoldunun temel

grubu, ni(F'l(O) ,é) =1, sadece birim elemandan meydana gelmekfdir.

Yukaridaki teorem, F(?l

X’N))(O) denge alt manifoldunun basit gantili

oldugunu ve buzulebildini gosterir.

Tanim 5: F: R xRY xREIxRM , RE*H* S fonksiyonu tanim 3'de ki
sekliyle verilsin. {o} DR vektori, F:RY xRY, xR x{e - RE™H?
fonksiyonu icin reguler deer ise, eORSY ekonomisi regiler ekonomi olarak

adlandirihir. Tum regiler ekonomilerin kiimesigi ile gosterirsek,F™(0)'in alt

% Regiiler Dger Teoremi:Mve N sirasi ilem ve N(m= n) boyutlu manifoldlar olsun. ger q
degeri f:M - N dlzgin dongumu icin reguler dger ise,f*(N) ters goruntusi,M
manifoldununm-— N boyutlu alt manifoldudur.

%9 Temel grup yapilarinin tanimi icin Marcelo Aguifat, s. 9-59
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manifoldu oldgu aciktir. Regiler olmayan ekonomileF™(0)\= kritik

ekonomiler olarak tanimlanir.

Teorem 3 Regiller ekonomiler,F™*(0)’de agik ve ygun bir alt kime

meydana getirirler. Reguler ekonomilerin gymlugu, kritik ekonomilerin

F*(0)\ = Lebesgue 6l¢isii niin sifir oluanlamina gelmektedir.
Lemma 6: F(0) denge alt manifoldlR“" uzayina homeomorftur.

R uzayr S -Q tek noktada delinmi S uzayina homeomorf

oldugundan gagidaki sonucu elde ederiz.
Lemma 7: F*(0) denge alt manifold$“" —Q'ya homeomorftur.

A, denge manifoldu Uzerinde kritik ekonomileri gdste, yukarida

tanimlanan homeomorfizma yardimi ile bu kritik ekonileri de S* —Q (zerine

tasirsak S —({Q} U A) =S delikli CH boyutlu kiresini elde ederiz.

Tanim 6 : {Xj : jD/\} topolojik uzaylar ailesinin topolojik toplami olan

ij uzayl Uzerinde, herx, O X; noktasl icin olgturulan HX]. /{xj : jD/\}
jon jOA
bolim uzayina kama (wedge) toplami denir\y&X; seklinde gosterilir.

jOA

A, denge manifoldu Uzerinde kritik ekonomileri gdsite, yukarida

tanimlanan homeomorfizma yardimi ile bu kritik ekonileri de S* —Q (zerine
tasirsak S —({Q} U A) =S delikli ch boyutlu kiiresini elde ederi&®" tizerinde

ki her kritik ekonomi noktasini igine alan bir ceenianimlayip bunlarin tanim 6’da
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verildigi sekli ile kama toplamini okturalim. S'0O..-0S* c¢cemberlerin kama
%/_—/

kardinaliteA
toplaminin S*' —-Q gémiildigii ve S -Q kiiresinin giiclii deformasyon geri
cekmesi (strong deformation retrdétpldusu aciktir. Boylece tim ekonomilerin

s -{Q} alt uzay olan SC”—({Q}UA)zgc” reguler ekonomiler uzayinin

. 1 1 . . e 41
homotopi grubus® O--- OS! topolojik uzayinin homotopi grubunaitir.

kardinaliteA
m UZ:q=n . . .
Teorem 4: H | \/S] |=1im n kirelerin kama toplaminin homoloji
joa 0:g#n

grubudur.

Teorem 5 (Kurelerin kama toplami i¢in Hurewicz teoremi) : n kirelerin

kama toplaminin homoloji grubu ile homotopi grubwasanda izomorfizma

oA jOA

donsumiu kiimesi by degildir. quDIsom(Hq(\m/S’}j nq(\r}S'}D (Dalmagro ve

Quintana 2005: 32)

Teorem 4 ve teorem 5 aragilile reguler ekonomilerin homotopi grubu

Zx---x7:q=1
\—ﬁf_—J

TT, =1 kardinaliteA (6)
0:g#n

seklinde ifade edilir.

4 A0 X alt topolojik uzay veH : X x1 - X homotopi déngimii tanimlansin. HexO Xo,
aldA ve tOl icin 1DFX,0=x, 2JF X, )0 A, 3)JF &t ¥ a sarti gerceklgirse guclu
deformasyon geri cekmesi denir.

“1 Homotopik topolojik uzaylarin topolojik dg&smezleri birbirine gittir.
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Degis-tokus ekonomilerinde regtler ekonomilerin topolojik gtgmezlerini
homoloiji teorisi yardimi ile de inceleyebiliriz.

A, denge manifoldu Uzerinde kritik ekonomileri gdsbte, yukarida
tanimlanan homeomorfizma yardimi ile bu kritik ekonileri de S* —Q (zerine

tasinz.

(SCH -Q, A) topolojik uzayinin homoloji dizisinisagidaki sekilde yazariZ?

o Hy(A) - Hy(S™-Q) - Hy(S™-Q A - H(A - H(s™ -

|

0 Hy(S™-Q,A) « Hy(S™-Q) « Hy(A - H(s™-Q A

. Z:j=0 .
S -Q biizilebilir oldgundan,H . (S°" -Q) = elde edilir.
Q ¢ ' ( Q) {O: j>0
A kritik ekonomileri sayllabilir oldgundan

z0..0Z :j=0
Hj (A) = { Akiimesinin sayisal geri
0:j>0

Yukarida ki c¢ikarsamalardan ve homoloji dizisiniesk uzunlgundan

hareketle= reguler ekonomiler icin homoloji grubunu

Z:j=0

HJ.(SC”—Q,A):( z0---0Z ]/Z:jzlseklindetanlmlamr
\—W—J

A kumesinin sayisal geri

0:j>1

“Dold, [20] .33, 47
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Ek 2: Manifoldlar

1.1 Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Diferansiyellenebilen manifoldlari incelerken ikarkli tanimdan hareket
edebiliriz. Birinci tanim, Uzerinde diferansiyeliilen fonksiyonlar tanimlanabilen
ve Ozel bir yapi ile donatilmitopolojik uzaylar iken, ikinci tanim, Oklid uzayat
acik kumelerin uygunsekilde birlstiriimesi ile meydana getirilen topolojik
uzaylardir.

x',---, X" seklinde gostergimiz n adet fonksiyonun her biri koordinat
fonksiyonu olarak adlandirilir ve =(p,,---, p,)OR" igin x ( p)+—> pOR seklinde
tanimlanir. U OR" acik alt kiimesi Uzerinde tanimh oluflR 'ye giden f

fonksiyonununC’ sinifindan olmasix,---,X" koordinat fonksiyonlarina gére her

<r dereceden sirekli kismi tirevlere sahip olmasi edeim C' (U ) gosterimi,

U OR"'dan R’ye giden ve C" sinifindan olan fonksiyonlarin kimesidir ve bu
kiime R cismi Uzerinde cebir yapisi glurur.

@:U OR" - R™ fonksiyonu icing = x' - ¢ gosterimi,@ altindaki gorunttin
i. koordinat dgerini verir ve @JC" olmasi igin tim ¢ fonksiyonlarinin C’
sinifindan olmasi gerekirg fonksiyonu R" e ait iki agik kime arasinda
homeomorfizma fonksiyonu ve @@ 0OC" 6zelliklerini sergiliyorsa C'-

diffeomorfizma (Diff ) olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.1: Bir (X,2) topolojik uzay: i¢in X kiimesi tzerinde tanimli

surekli fonksiyonlarin demeti, ilgili uzay tzeriddeopolojiye ait tim U O acik
kiimelerinde, C°(U)cebirinin bir F,(U) alt cebirini kagihk getiren 3

fonksiyonudur ve ggidakisartlari sglar
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1. 3. (0)=0

2. V,uD2 veV OU igin fOF, (U) ise f fonksiyonununv agik kiimesine
de kisitlangi §, (V)’nin elemanidr.

3. Her pOU igin v, ilgili noktanin UO2 ‘da ki agik komgulugu ve
f:U - R fonksiyonu tanimlansin. gér f fonksiyonu g, (V)’nin bir g
elemaninasgt olursa, f 0§, (U)'yu tamimlarz.

Yukaridakisartlari sglayan topolojik uzayl(x,gx) seklinde gdsteririz vea

-uzay olarak adlandiririz.

a-uzaylan arasig:(X,§,) - (Y.§,) morfizmasini, g: X - Y sirekli
fonksiyonu yardimi ile tanimlariz. Buna gof&,mt) topolojik uzayindaki her
ZOMm agik kiimesi tzerinde tanimi, (Z) cebiri igin bu cebire ait birf 0F, (Z)
elemanina bir foqz)DSx(qo‘l(Z)) elemani kanlk getirilir. Ozel olarak ¢

morfizmasinin izomorfizma olmasi icin tersinin wer morfizma olmasi gerekir.

Tanim 1.1.2 : m boyutlu diizgiinC* manifoldu (M, §,, ), ikinci sayilabilir

Hausdorff a -uzayidir ve yerel olara@Rm,C“’) uzayina izomorftur.

Tanim 1.1.3 : pOM noktasinin agik kogulugu olarak U, ve bu acgik
komsulugu R™’e homeomorfiksekilde tgiyan ¢ fonksiyonunu alalim.(U;,q)

ikilisine, p noktasindaki koordinat haritasl),’'ye p’nin koordinat kongulugu
denir. ¢’ =x,0¢:U -~ R fonksiyonu dapnoktasinin yerel koordinat sistemidir.

M manifoldunu orten koordinat haritalarinin kimesitias olarak adlandiririz.

Tanim 1.1.4 : m boyutlu dizginM manifoldu aagidaki sartlari sglayan

ikinci sayilabilir Hausdorff uzayidir.
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1. U, acik kimeleriM manifoldu Gzerinde atlas yapisi giurur.
2. Oi,jOAUNU,; 20 igin qoq{l:q(Ui Ny, ) - gp(uI Al ) ve
@ O(Q'lZ(Q(Ui Ny, ) - @ (U, Ny, ) fonksiyonlari acik kiimeler arasinda

tanimh duizgin fonksiyonlardir.
1.2 Manifoldlar Uzerinde Teget Uzaylar

Diferensiyellenebilen manifoldlarin bir noktasint&et uzayi tanimlarken
amagclanan, ilgili manifolda Oklid uzaylardaki yogére tirev ozelfiini katmak,
ayni zamanda ilgili noktanin kagmluklarinin dgerini yerel koordinatlardan

bagimsiz olarak elde edebilmektir.

M manifoldu Uzerinde ki birp noktasindan gegen vg/(0)=p olan

y:l - M egrisini alalim. Oklid uzayda ilgili grinin veri noktadaki tger vektor,

parametrelerde ki kucuk gaikliklere gore belirlenmektedir ancak manifoldlar

Uzerinde bu analizi gercekteememekteyiz. Bu durumda yerel haritalardan

yararlanarak griyi Oklid tanim kiimesine indirgeriz(.U,qb)p haritasi yardimi ile @i

Uzerindeki p noktasinin kogulugunu R™’e indirgeyelim. Egrinin yerel temsili
X=X (goy)(t)e =y (1) e seklinde ifade edilir. Aagida x (¢oy)(t)e ifadesi

kisalik amaciylay (t) seklined gosterilecektir.

c” (Rm) cebiri izerinden R 'ye gidenV operatdrinii foc- (Rm) icin

\7( f): df (7(t)) :(dy (O)iJ f=v (x)af—(x) seklinde tanimlarsak, x OR™
dt dt oxX o0X

noktasindaki vV operatéri  V, :\}(X)T seklinde  tanimlanz.

V. O Funct( o (Rm),R) opratorlerinin kiimesi bir vektor uzayi sturur ve bu uzay

T, (Rm) teget uzayina izomorftur.
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Izomorfizma sayesinde ilgili vektor alanlarinin glirdusu vektor uzayinin
boyutunu m olarak gosteririz ve kanonik baz operatorleri %(e?a_laim}
X X

seklindedir.

M manifoldu Uzerinde ki birp noktasindan gecen vg(0)=p olan
y:l - M egrisine ait tgeti temsil edecek vektor alanini yerel koordinat

sistemindeki uygulamay! benzegekilde kurariz. (U,qb)p haritasi f 0C” (V)

. . NP O(fop™)
fonksiyonu Gzerinde tanimli vektor alanmifi]C (Rm) icin Vp( f) =V v
X

seklinde gosterilir. Buradan dg noktasindaki ilgili vektor aIamVp:vi%

seklinde ifade edilir.vp(f) degeri f 0C”(U) fonksiyonununpO M noktasindan

gecen @ri boyunca dgisimini 6lgcmektedir.

pOM noktasindaki operatorler manifoldun ilgili noktaga bir vektor uzayi
olusturmakta ve bu uzay'x(]R”‘) teget uzayina izomorf olmaktadir, bu ytzdep

operatorlerinin kiimesi, manifoldup noktasinda teet vektorler olarak bakilabilir.

M manifoldu Oklid uzay icinde isep0M noktasindaki tget vektor
uzayini yerel koordinatlardan hareketle manifoldzerine yerlgtirebiliriz. (U,¢)p
manifold tizerinde bir harita vg ( p) = x noktasi yerel koordinat sisteminde kide
icin TX(R”‘) teget vektdr uzayinin vektorlerinilg™ izomorfizmasi yardimi ileM

manifoldunun p noktasini merkez yapacaiekilde yerlgtirir ve bu noktadam
boyutlu teget uzay olgturmus oluruz. Boylece ilgili tget uzayi {p}UT, (M)

seklinde ifade edilir.
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1.3 Manifoldlar Arasi Dizgun Fonksiyonlar ve Turevieri:

Tanim 1.3.1 : (M, 3, ) ve (N,3,) manifoldlar dizgin olsun, bu durumda

fO Mor((M Sw )+(N gN)) morfizmasi diizgiin fonksiyondur.

Bu tanimi koordinat haritalari yardimiyla agiklarsaf O Funct( M, N),
pDUﬁM ve f(p)DVﬁN acik kumeleri ve bu kimelere ait koordinat
haritalarini sirasiyldu,¢) ve (V,y) gosterelim.f fonksiyonunun lokal gosterimi

Wo fog™ fonksiyonu ile ifade edilir. Bu durumdé fonksiyonunun diizgiin olmasi

icin her pOM noktasi icingo f o@™* fonksiyonunun diizgiin olmasi gerekir.

Tanim 1.3.2: M manifoldundanN manifolduna giden tarevlenebilir bir

fonksiyon ¢ olsun. pOM ve ¢(p)=qO0 N noktalarina ait koordinat haritalari
sirasi ile(U,¢) ve (U,ﬁ)) olarak tanimlayalim. Bu durumda iki manifoldun sfer
koordinatlardaki transformasyon@(q):(¢oqoo¢'l)(¢(p)):CD(¢(p)) seklinde

tanimlanir. Bu tanimi der bir ifade ile y":db()(l,---,){“):a:l,---,n seklinde

gosteririz.

Manifoldlar arasi dg, :T,M - T, N lineer dongimu ise p’'de ki yerel

a

koordinat bilgenleri v olan bir vektoriiq 'da ki yerel koordinatlar(a(D

V' | olan
X

vektdre dongturdr.
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Teorem 1.3.3 (Manifoldlar icin Ters Fonksiyon Teoreni): M ve N ayni

boyuta sahip manifoldlarf fonksiyonu sirasiyla bu manifoldlara ait olan ve V
acik kiimeleri arasinda tanimlagnaiizgin fonksiyon olsunpOU noktasindaf
fonksiyonunun ranki maksimum isp noktasininU acik kimesi icinde 6yle bir

acik W komsulugu vardir ki, f| kisit fonksiyonunun gorintist (p) noktasinin

V acik kiimesi icindeki bir acik kaguluga diffeomorftur.

Tanim 1.3.4 : M ve N sirasiylam ve n boyutlu manifoldlar(ms n), f
fonksiyonu bu iki manifold arasinda tanimlagnaiizgiin fonksiyon olsunp M
noktasindaf fonksiyonun rankiM manifoldunun boyutunasi ise, ilgili fonksiyon
p noktasinda immersion olarak adlandiriligeE M manifoldunun tim deerleri

icin immersion ise,f fonksiyonu immersiondur.

Tanim 1.3.3 : M ve N sirasiylam ve n boyutlu manifoldlar(n< m), f
fonksiyonu bu iki manifold arasinda tanimlagnaiizgiin fonksiyon olsunp M
noktasindaf fonksiyonun rankiN manifoldunun boyutunask ise, ilgili fonksiyon
p noktasinda submersion olarak adlandiriligeEM manifoldunun tim deerleri
icin submersion isef fonksiyonu submersiondur.

Tanim 1.3.5: M ve N sirasiylam ve n boyutlu manifoldlar(ms n), f
fonksiyonu bu iki manifold arasinda tanimlagndizgin fonksiyon olsun.f

fonksiyonu immersion veM ile f (M) arasinda homeomorfizma ise embedding
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olarak adlandirilirrm=n 6zel durumu icin surjektif embedding diffeomorfiam

s&lar.
1.4 Alt Manifoldlar

Tanim 1.4.1 : N, n boyutlu bir manifold ve bu manifoldun bir alt kiisie

M olsun, ger her pOMicin N manifoldunun bu noktayi icerefu,¢) koordinat

haritasininM alt kiimesi ile kesimi R™ (m< n) uzayina homeomorfik isé/

manifoldu N manifoldunun alt manifoldu olarak adlandirilir.

M alt manifolduna ait dizgin atlas isd manifolduna ait koordinat

haritalarininM manifoldu ile kesiiminden elde edilir.

Lemma 1.4.2 : N, n boyutlu bir manifold ve A alt kiimesinin bu

manifoldun bir alt manifoldu olmasi icifms<n) ozelligi saglayan bir M

manifoldunun dizgin bir embedding fonksiyonu akikid gérintisinin N

manifoldu icindeA alt kimesine @t olmasi gerekmektedir.

Tanim 1.4.3 : f:M - N duzgun fonksiyon, pOM noktasinin ilgili
fonksiyon altinda kritik nokta olmasi icinf, fonksiyonu p noktasinda submersion

olmamasi gerekir. Bu 0Ozelii sergilemeyenM de ki diger noktalar ise reguler

noktalar olarak adlandirilir.

Tanim 1.4.4 : f:M - N duzgin fonksiyon,qO N noktasinin ilgili

fonksiyonun ters gorintiisi altinda kritikgge olarak adlandiriimasi iciri ™ (q) lif
kiimesinin en az bir kritik noktaya sahip olmasieér Eger f ™ (q) lif kimesinde

kritik nokta sayisI bpkime ise reguler ger olarak adlandirilir.
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Teorem 1.45 :M ve N sirasiylam ve n boyutlu manifoldlar(n< m).
f :M - N dizgin fonksiyonu altindg 0 N noktasi regiler der ise f ™ (q) ters

goruntisiM manifoldu igcinde m— n boyutlu bir alt manifolddur.

Yukaridaki teoremin 6zel bir durumu olarakee her iki manifoldun boyutlari

esitse f*(q) boyutu sifirdir, yani ters goriintii noktalardan daya gelmektedir.

2. Sard Teoremi, Transversality ve Manifoldlarin Y@lendiriimesi

2.1 Sard Teoremi

Tanim 2.1.1 : KOR" alt kiimesi here >0 icin toplamlari £ 'dan kigik
olan sayilabilir adetten -kuipler tarafindan ortilebiliyors& alt kiimesi sifir dlciye

sahiptir denir.

Lemma 2.1.2 : AOR" alt kiimesinin olcisu sifir isef DC“’(AR”“)

fonksiyonu altindaA’nin goriintistiniin élgctist dR™'de sifirdir.

Teorem 2.1.3 (Sard) : f :M - N ilgili manifoldlar arasinda dizgin
fonksiyon ve C kiumesi f fonksiyonu altindaM manifolduna ait kritik noktalar

olsun. Bu durumdaf (C) O N alt kiimesinin 6lctsi sifirdir.

Sard teoreminiM manifolduna ait reguler noktalar dahilinde incedd;sbu
noktalarin ilgili fonksiyon altinda ki gortntilerm N manifoldunda ygun oldysu
ortaya cikar.

2.2 Transversality

Tanim 2.2.1 : M ve N manifoldlari ve AL N alt kiimesi alt manifold olsun.

Bu durumda f:M - N dizgin fonksiyonu xO f*(A) noktasinda A alt
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manifolduna transverse olmagif A, A) icin df, (z(M),)+7(A)

sartini sglamasi gerekir.

f fonksiyonununA alt manifolduna transverse olmasi durumunu :
1) f*(A)=0 veya

2) Her xO f*(A) icin f i, A seklinde gosterebiliriz.

Eger dim(M)+dim(A)<dim(N) gecerli ise (2) nolu durum
gerceklgememektedir, bu durumdaf h A ifadesi f(M)NA=0 anlamina

gelmektedir.

Tanim 2.2.2 : M, ve M,, N manifoldunun alt manifoldu olsun:M, — N
icerme fonksiyonu altinda herxOM,(1M, icin 7(M,) +7(M,) =7(N),

sgglantyorsa iki alt manifolc(Ml M 2) transversedir.

Teorem 2.2.3 (Transversality) :M, N, A ve B manifoldlari i¢cin Bsinira
sahip ve A, N manifoldunun alt manifoldu olarak tanimlayalinM ve B
manifoldlarinin Kartezyen carpimi dzerindeN manifolduna giden dizgin

fonksiyon F icin F ve dF , A alt manifolduna transverse olsun. Hef B elemani

icin f, (x) = F(x b) fonksiyonu, f, ve df, icin A alt manifolduna transversedir.

Yukarida ki teoremden cikarilacak onemli son; manifoldundan N
manifolduna giden neredeyse tum duzgin fonksiyonkar manifoldunun bir alt

manifolduna transversedir.
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2.3. Manifoldlarin Y&nlendirilmesi

Tanim 2.3.1 : M manifoldunun yonlendirilebilirii icin 6yle bir
(D:{(Ui,gq)} atlasi olmalidir ki, u NU, =0 igin ¢, og* fonksiyonunun
Jacobiyen matrisi hel><D(z{(Ui ﬂUj) noktasinda kesin pozitif determinanta sahip

olmalidir. Bu durumdager M manifoldunu icin busekilde ydnlendirilebilir atlas

secilebilirse,M yonlendirilebilir manifolddur denir.

Tanim 2.3.2 : M sinira sahip bir manifold véM ilgili manifoldun sinir
olsun. oM Uzerindeki tget uzay! ve bu uzaya ait sirali baz elemanlarrassile

r(oM) ve a={a,,-,a,} ile gosteririz.oM manifoldunun M ’de ki timleyen
boyutu 1 oldgundan 7 (oM )X teget uzayina ortonormal olan ayni zamandgadi

yonlenms bir v, vektori vardlr.{vx,a} :{vx,al,---,an} sirall baz elemanlarinin

determinantinin sareti ise bize M manifolduna ait sinirin yénlendirmesini

verecektir.
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