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OZET

IN pozitif tam sayilar kiimesi olsun. 8NN uzayi IN deki maksimal siiz-.
geglerin kiimesi oldufjuna gore, her. peAIN igin p ye bagli olarak bir Sp
yari grubu tanimlanmig ve yari gruplarda « - homomorfigma kavrami Qeril-
migtir.

Ayrica, Rudin-Keisler yari slralama81nda,ﬁHN deki iki p ve q nok-
tasi alindigainda ty(p) % ty(q) olmasi igin gereg ve yeter kogulun Sp den
Sd igine bir - m&nomorfizma olmas1i oldugu gosterilmigtir. Burada " ¢ "
“Rudin-Keisler yari siralamasini gostermektedir.

Bundan bagkagIN nin her p elemanina bir Hp grubu tekabil ettiri-
lerek, p, qe BN ise ty(p) € ty(q) olmasi igin gerek ve: yeter kogulun

Hp den Hq iqiﬁe bir izomorfizmanin varligi oldudu gosterilmigtir.



SUMMARY

For each pqiﬁt pé/BNﬂ a semi group Sp and a group Hp'are’asso—'
ciated with p and the concept of o - homomorphism of semigroups is
introduced. It is shown that for tw0‘poihts p and g ingIN, the type
of p is not greater than the tybe of q, in'the RUdin-KeiSIer sense, if
and only if there is .an a(~monomorphisrn-from S; into S_. It is'aléo
shown that p and q have the same type, if and only if Hp and Hq are

isomorphic.



1. BOLUM

GIRIS

IN pozitif tam sayilar kimesi olsun. IN yi ayrik (discrete) to- .
poloji ile donatilmig olarak disinecediz. IN nin Stane-Cech kompaktla-
masini BIN ile gdsterelim. BIN uzayi, IN deki maksimal slizgeglerin kii-

mesidir. A € IN oldufuna gtre o(A) { peEBIN :t A€ p‘} olarak tanim-

e

liyalim. Bilindigi gibi [1]){fo(A)~ A€ IN} kimesi AIN nin bir bazi-

ni olusturur. p, q&€BIN olsun. k : IN — IN gibi bijektif bir k fonk- .

siyonu igin

k A(pv). »=‘{ ;"k‘(A-‘).‘ tAe P}



maksimal slizgeci q ya egit oluyorsa p ve q ayn1 tiptendir denir. p,elBlN

igin ty(p) ileymN iginde p ile ayni tipte olan haksimal sﬁzgéglerinin kii-
mgsini gﬁstereliﬁu/?W de p, q‘elemanlaflnln ayni tipte elemanlar olmasi
durumunda p ve q nun gerek siizgeg olarak yapilari ve gereksé/mN igindeki
komguluklari birbiriyle ayna zelliklere sahiptir. Ayri tipfe olan iki
maksimal silizgeci bifbirinden ayirt etmek pek koléy bir ig olmayabilir.
Tipleri birbirinden ayirt etmenin bir yoiﬁ, yapisi daha kolay anlagllabi:
lir diger bir matematiksel yapa kullanarak tipleri tasnife tébi.tutmaktlr.
Bu amagla, Rudin ve Keisler T = { ty(p) :(36/3»4} kiimesi iizerinde Rudin-
Keisler yari siralamasi adi verilen bir yari siralama tanlmlamlglardlr.
Boylece pir maksimal siizgecin tipini, bu maksimal siizgecin, bu Qarl sira-
lamaya gére hangi seviyede oldufunun bilinmesi ile tesbit edilebilecedi
diglinilebilir.

Bu 'ga‘llgmadaﬁlN nin her"p maksimal siizgecine Sb ile g'o'sterecegji-
miz bir yari grup kargilik getirilmis ve p, q€BIN nin aym tipte olmasi
igin ge;ek ve yeter kogulun, Sb ve Sq arasinda ?ir o - izomorfizma bulun-
mas1 oldugu qgisterilmigtir. Bdylece maksimal siizgeglerin yapisinin ince-
lenmesi, belirli tipteki yari gruplar ve bu tir yarl'gruplar arasindaki
ad--homomorfizmalarln incelenmeéine dénustiiriilmistir. Ayni zamanda Rudin-
Keisler yari s;ralam331n1n bu sistem iginde ne anlam; geldigi gosteril-

‘mis ve p, qe BN ise, ty(p) € ty(q) esitsizliginin ancak ve éncak Sp den
Sq ya bir ol - monombrfizma olmasi ile mimkiin ol?caQ1 gﬁstefhistir.

Bu hélimiin geri kalan kisminda daha sonraki bdlimlerde kullanila-
cak tanim ve teoremleri ifade edecediz.

S Bir yarl grup ve z € S 6lsun. Eder her aes i¢in za = z olu-

yorsa z ye S nin bir sol sifiry denir. S bir yari grup oldufuna gire



Z(S) = { ze€S: z, Snin bir sol sifira }

koyalim.

R

tin fonksiyonlarin bilegke iglemi altimndaki yarai grubu olsun.

Sol sifira ornek vermek igin S, yara grubu, R den R ye gidén' bii-

z EZ(SR) alalim ve z(0) = r olsun. t € R igin t ile her xe R ‘
igin t dederini alan fonksiyonu gisterecek olursak z0 = z dir. 0 halde

z(x) = z(0) = r olur. Béylece z = # bulunur.

Tapaim 1.1 S bir yari grup ve & = {'ai :iel }',,S de bir aile
olsun. A4 ailesi agafjrdaki (i) ve (ii) kosullarim gergekliyorsa,ﬁ?ya
bir e-aile denir. |

i) Her i g.I igin a, & Z(S) dir.

ii)a € S\ Z(S) ise, bir i € I igin a; a Z a olur..

e-aliye bir ornek vermek igin

S={fesSy: f sireklidir
‘alalim. S kUmesi,%R nin bir alt yari grubudur ve 2(S) = { £:rekR }
dir.,¢$: { fi 1 iel } E’S:\‘Z(S) olsun. f € S igin K(f) = { xe R :
f(x) = x } oldufuna gbre

teh) = N{k(F) 1 1€1]

olsun. fiAler siirekli olduklarindan t(#) kimesi R nin- kapali bir alt ki-
mesidir.ﬁ%rﬁn bir e-aiie olm381‘igin gerek ve yeter kogul int té = ¢
olmasidir. Once int t04§ # @ oldugunu varsayalim. 0 zaman bir takim

os B € R igin a¢p ve [a,4] € t(# olur. a : R —> R fonksiyonu

q, ‘ x 20
a(x) = <'o(+x(ﬁ-q) 02x <1
! y: x >1

\



olarak tanimlayalim. Her xe R igin a(x)ezltci) oldutjundan her i €. I
igin'fi,a = a olur. Ayrica a # Z(5) dir. O halde,¢¢ bir e-aile olamaz.
Karsit olarak # bir e-aile olmasin. 0 zaman her i € I igin
fi a = a olacak gékilde.bir ae S \ Z2(5) vardir. a € Z(S) oldugundan
bir takim-x , %€ R ve x < x, igin a(xl) # a(x,) olur. O haide
al [x,, x,]7) =3 # P bir aralaktir. Ayrica J € t¢#) olur. 0 halde
B #int J€int t @ dir.
[ 2] de Magill o - homomorfizma kavramini getirmektedir. Bu
kavram bir X topolojik uzayi i¢in,‘z in topolojisi ile X:den;zfe giden
siirekli fonksiyonlarin S(X) yari grubu ara81ndaki iliskiyi incelemekte

faydali olmaktadir. Asagidaki tanim bu kavramdan kaynakianmaktadlr.

Janim 1.2 T ve S iki yari grup ve h, T den'S igine bir homomor-

fizma olsun. h, agafjidaki kogullari sagliyorsa bir o~ homomorfizmadir.

i) R(Z(T)) € 2(S) ve h{T \ Z(T)) € S\ Z(S) dir. |
ii){t; : i € I} kimesi T de bir e-aile ise{n(t;) : ie I}

kimesi S de bir e-aile dir.

. . . / . L3 / 3 . » .
Bire-bir bir o& - homomorfizmaya -A -monomorfizma ve lzerine bir

/ . ' ", . . '
o ~monomorfizmaya A ~izomorfizma diyecediz.

P(N) ve F(N) kimelerini asagldaki sekilde tanimliyalim,
P(N)

it

;{'ﬂ: e N —IN bir,permﬂtasyéndur.}

F(N)

t

{‘f : £ 1 N —>IN {izerine bir fonksiyondur. }
pe BN ve f & F(N) oléun..Kolayca goriilecedi gibi f(p) kimesi N

nin bir maksimal siizgecidir.

" Lemma 1.3 f € F(N), peBN ve f(p) = g olsun.



. e
a) p = q olmas1 igin gerek ve yeter kosul { nelN : f(n) = n } € p
olmasiduir. |
b) ty(p) = ty(q) olmasi igin gerek ve yeter kosul bir A € p igin

f ] A: A—> f(A) tasvirinin bire-bir ve izerine olmasidir.

| _I_sggiza)Az{nelN:f‘(n).zn}epolsun.BepiseAﬂBép
dir. Buradan A-fl B = f(AN B) €& q ve dolayisiyle B & q bulunur. Bdylece
p €9 olur. p maksimal oldugundan p'=¢1 elde edilir.

Kargit olarak A = { ne€iN: f(n) = n} & p olsun. f(p) = p oldu:
gunu varsayalim. Bu durumda bir g‘E FON) ve B é p icin g(p) = p,

B n'{rlélN : gln) = n } = # oldugunu gosterelim.

1. durum : f'l(A)'\ A= tur : O zaman A = F 1(A) dir. Bdylece.

B=N\Aveg = f alinabilecegi gorulir.
2. durum : f-}(A) \ A# @ dir : f7Y(A) ¢ p dir. Cinkii aksi halde
A = ff*(A)-€ F(p) = p geligkisi elde edilir. 0 halde N\ f"'(A) & p dir.
B =INY\ f~1(A) koyalim. Sabit bir b & B segelim ve g : N —N fonksiyo-
nunu
n - - neEA
g(n) ={ b ne FiA)\ A

f(n) neB
olarak tanimliyalam. O zaman . “
g(N) 2 g(A UB) = F(AUB) = FA) U FFLN\ A) =N bulunur. Baylece
g € F(N) dir. Kolayca gérilecedi gibi A = { n: g(n) =n'} ve A = g t(a)

dir. Ayni zamanda C € p ise C NBe p ve F(CAB) € p dir. Buradan



g(CN B) € p ve dolayisiyle g(C) € p bulunur. O halde g(p) = p dir.
Boylece g nin ve B nin varliga ile ilgili iddianin dogrulugu gosteril-
mis olur. 0 halde bir takim Bo, B,,B €BiginB =8 UBUB, ve
g(Bi)f\ Bi =@ (i=0,1, 2) olur. ﬂl],Teorem 9.1] B € p oldugundan
bir ie { o, 1, 2 } igin Bie: p bulunur. Fakat g (p) = p olduguadan ’
g(Bi) € p ve dolayisiyle f = B, N g(Bi) € p olur. Bh'ise bir geligkidir.
0 halde f(p) # p dir.

b) ty(p) = ty(p) olsun. T(p) = q olacak gekilde Bir TE P(IN)
Qardlr. 0 zahan W’l o f(p) = p dir. (a) dan dolayi, A = { n:ow" o fn)
=r1}‘e p bulunur. f | A : ——f(A) tasvirinin bire-bir ve lzerine oldu-
gu agiktir.

Kargit olarak f l A : A—> f(A) tasviri bireébir ve UZerine.ola~
cak gekilde A € p olsun. A sonlu ise f(A) da sonludur. Boylece p, q sa-
bit siizgeglerdir ve ty(p) = ty(1) = ty(q) olur. Dolayisiyle A sonsuz ol-
sun. Bir takim A, A €A igin A=A U A, ANA =§ve
A = [A] :79% dir. Genellidi kaybetmeksizin A_e p olduguny kabul ede-
Lim.. (A )-= F(A\ A)) = f(A) \ t;(AO) €N\ f(A ) oldugundan |
| N\ F(A)) | =/ dar. 0 halde o~ : N\ A, —> N \ f(A ) gibi bir bijeksi-
yoh vardir. W € P(N) yi n € Ao ise M(n) = f(n) olarak ve efer n€ N\ A0
ise J[(n) =o(n) olarak tanimliyalim. Buradan’ﬂ(pj = q oldugu kdlayca gb-
riiliir. ' | |

ty(q”) olsun. Bir

H

P, P’y a4, @' € BN, ty(p) = ty(p’) ve ty(q)
takim 97,0 € P(N) igin p” =0"(p) ve q° =T(q), dur. Eger bir f € F(N)

igin f(p) = q ise, o zaman?ff?”ri(p’) = q’ olur. Biylece asadida verilen

tanimin T {lﬁy(P)‘:lne/BmJ} lizerinde iyi tanimlanmig bir baginti oldu-

du gordlir.



Tanam 1.4 p, geBIN olsun. Bir f € F(N) .igin f(q) = p ise ty(p)
¢ty(q) dur. Kolayca gbriilecegi gibi " £ " T iizerinde bir yari siralama-

dir. Bu yari siralamaya Rudin-Keisler yari siralamasi denir.




2. BOLOM
TIPLERIN YARI GRUPLARLA TEMSILI

-, @ ﬁ IN ve INO =N U [ o, -cn} olsun. S0 ile IN0 1n kendi
igine tasvirlerinin yari grubunu.gbsterelim. Burada garpma, fonksiyonla-
rin alléllagelmis bilegkesidir. x E.IN0 igin &, her y € WO icin &{y) = x

olarak tanimlanan fonksiyonu gdstersin.
Lemma 2.1 Z(SO) = i % : xeN }'dlr.

Ispat : z € Z(SO) olsun. Z(1) = x koyalim. z € Z(SO) olduguhdah_

her ne No igin,zefi = z dir. 0 halde x = Z(1) = Z(A(1)) = Z(n) olup her

v



n E.IN0 igiﬁ, Z(n) = x dir. Dolayisiyle z = & dair.
Kargit olarak x € N ve f € S, ise, her ne N, igin
(& o )(n) = &(f(n)) = x = &(n)
oldugundan & o f = R olur. |

Bundan bdyle Z(SO) yerine kisaca Z_ yazacadiz.

Tanm 2.2 f € S_ igin K(F) = fnen: f(n) =n} dir.
f, g €S, ise K(fg) 2 K(f) N K(g) ve f nin tersi olmasi halinde
K(f) = K(Ffl) olacatji agiktair. K(f) nin,N nin bir alt kimesi olduguna

dikkat edelim.

Tanam 2.3 pe BN igin
a)Sp: {f'gsoz f(-@) = -@, f+m ) = +@, fIN) €NU { -}
ve K(f) € p} U Z_ olsun.

b) A< @nigin u :}Nb ———?INo fonksiyonu n € A igin uA(n) = n,

A
x € IN U {—m} \ A igin up(x) = -m ve u (@) = @ olsun.

+00 - . —p s 40O
A A
U, >
A
\ ‘
- 00 *j; - 00
Sekil 1



Lemma 2.4 A, BE€IN, f e So’ ne IN ve pe BN olsun.

a) UpUg = Ug Uy = Uy dir.

b)~uA ug = Uy olmasi igin gerek ve yeter kogul A € B olmasidir.

c) up = Ug 18? A = B dir. | ‘

d) nelN olsun. n € K(f) olmasi icin gerek ve yeter kosul fA = A’
olmasaidar.

e) A €IN olsun. u, € Sp‘\‘Z0 olmasi igin gerek ve yeter kosul
A € p olmasaidar. H

f) Eger bir f € S, icin A€ K(f) ve () o, f(-o) =~ @
oluyorsa f 0-u, = Uy dir.

g) Sp‘kﬁmesi Sb in bir alt yar:i grubu ve Z(Sp) = 7 dir.

Ispat : a)
L4+ - . — '+ . > .+DO
x |IN \_(AUB)‘ > -m ———s -
m |AN\B > m > -
n B\ A > -m y -m
t {(anB y ot : >y ot
--G) ? - ; -"CD

Sekil 2
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u = ug u, olsun. u(-o) = -o ve u(+m) = +® oldugu agiktir.

xElN\(AU B), m€ ANB, ne B\A ve te AN B olsun. ug uA(x) =

1]

UB(—GD) = -m, ug uA(m) = uB(m) = -m, ug uA(n) = uB(—ay) -m,
.UB uA(t) = uB(t) = t oldufundan’ ug uy = ug . dir.

Benzer gekilde Uy Ug = Uupnp olur.

b) uy ug = Uy olsun. (a) dan dolayi Up Ug = Uy ng = Yy dir.
n €A iginn = uA(n) = Upn B(n) olup u, nB(n) = n oldugundan.n € AN B
dir. 0 halde A € AN B olup A € B dir.

€ R ; . - - -

Kargit olarak A 7‘B ise, (a) dan dolayi Ug Uy = Uy g = Uy bulu

nur.

c) uy = ug ise n € A igin n = uy(n) = ug(n) olup n € B dir. 0

A
halde buradan A € B bulunur. Ayni gekilde B € A dir. Dolayisiyle A = B
dir. |

Kargit olarak A = B ise Uy = Ug oldugu agaktair.

d) n € K(f) igin f(n) = n dir. Her x € N, igin f(Aa(x)) = f(n) = n =
A(x) olup, f o A = A dir.

Kargit olarak f ¢ A ise'f o Ai(l) = A(1) veya f(n) = n dir. Dolayi-
siyle n € K(f) dirr

e) Aep olsun. uA(+q)) =+, uA(—a)) z -m,
u(N) EAU{-®} €N U{-o} ve K(u,) = A€’p dit. 0 halde u, € S,
dir. uy(-@) £ u (4o ) oldu’éundan’uA € Z_ dar.

Karslf olarak u, € Sb olsun. K(uA) = A olup, A € p oldugu gdrilir.

f) A€ K(f), x€ INO olsun.

x € A€ K(F)

f(x) = x
qu(x).= f+4m ) = +o X = +m
Fl-m) = -o x#m, xe N\ AU {-o}

11



olur. 0 halde FuA = Uy dar.

g f, ge Sp olsun. h = f o g koyalim. Kolayca goriilecegi gibi
h(-o) = -@, h(+@) = +@ ve h(N) EN U | -cn} dur. Ayrica
K(h) 2 K(F) N-K(g) ve K(f) N K(g) € p oldugundan K(h) € p dir. Dolayisiy-
le h e Sp dir. Buradan Sp nin SO. in bir alt yar: grubu oldugu goriilir.

z € 2(5 ) olsun. x& IN ise s € Z €S dir. 0 halde
- "~ o o~ 7p

2 o0% =17

olur. Buradan

Z(x) = (Z o &)(1) = Z(1)
S .
bulunur. Biylece Z = Z(1) dir. Dolayisiyle Z(Sp) €27 dir. Z_ =1 Z(Sp) ol-

dugu agiktir. 0 halde Z = z(sp) dir.

= J(MF o ¢ c
Lemma 2.5 pe,BlN,,ﬁ’i'- { foiie I} : Sp\ Z ve
A =ﬂ{ K(fi) i€ I} olsun. #f nin bir e-aile olmasi igin gerek ve ye-

ter kosul A € p olmasaidar.

Ispat :,4’ bir e-aile ve A € p olsun. 0 zaman u, € Sp\ Z ve her
i €1 igin Lemma 2.4(f) den dolayi F. up = uy olup bir geligkidir. 0 hal-
cieﬁfbir e-aile ise A ¢ p dir.

Kargltv olarak A ¢ p varsayalim. Bif’-g (=5 Sp \ Z ve her i € I igin
fig= g,.olsun. 0 zaman A 2 K(g) olur. K(g)lé p olup A€ p g,eluig;kiéi elde
edilir. 0.-halde hig olmazsa bir i €1 igin fi g ¢ g dir. Dolayfléliyle" e

bir e-ailedir.

Lemma 2.6 p, qeBIN ve ty(p) £ ty(q) olsun. Bir f€ F(N) igin

f(q) = p ve her n € N igin f *(n) sonsuzdur.

12



Ispat : g F(N) ve g(q) = p olsun. ty(p) £ ty(q) oldugundan bdy-
le bir g vardar. Ale pyrLA, =N \Al sonsuz olacak sekilde segelim. O

halde g'l(Al) c q ve g_l(Az) sonsuzdur. Ciinki A, sonsuz ve g, izerindedir.

Ayrlca

IN =g " (A) U g " (A,)
. , .. : ~1 *
dir. i =y, 2 ve me N igin ELUE, =g (AZ) ve E N E;= # olacak ge-
kilde sonsuz olan iki E ve E, kiimesi segelim. { Eig i me g_l(Ai)‘}
kimesi Ei nin ayrik ve her biri sonsuz olan kiimelere bir pargalanisi

. -1, . i . . -1 s s -
olsun. mg g (Al) igin = { m} U E,,vem e,g (A,) igin Fom = E

21
- olsun.
-1 - . " . 3 -1,
R CR I 9 (R
a P f ] Ela o P - T
b | )| Eib ,‘Flb F 4 = E s T ] S
I -
c A ) [ ] ElC FlC F £ = E t I 1 . t
d o — E%q”;Fld E Fusbu E 1.4
- — J
g t(A,)
Sekil 3
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) -1 R -1 A. -

me g (Al) ve ne g (A,) ise Elmf) Fop = (Elmﬂ E n) UudCgmy N Ezn)

. . - _ - -1
dlr{-Eik.lepln segiminden dolaya Elmf1 E = @ olur. Ayrica m Ewg (Al)

-1 _ : o .
ve E, =g T(AZ) olup {m} n En = @ tur. 0 halde Flmf\ Fon = @ dir.
m, k € g—l(Al) ve m £ k ise
Foaf Py = COnpN{kb) u (fm} NE DU CfR}NE DUE NED
ve m # k oldujundan {m}{k}= 8 tur. m, k e.gf;(Al) ve EUE, €
g_l(Az) oldugundan {m} N E . =ik} f];Elm = @ tur. £ _ lerin segiminden
Elmlw Ew = @ tur. 0 halde FlmIW'Flk =f olup E,  lerin segiminden
S | .. : .

r, n€g (Ay) ver #£n igin F2r11 Fon = Ezr[] E, g = # tur. Boylece Fim
lerin ikiger ikiger arakesitleri bos ve kolayca gﬁfﬂlece@i gibi
z

1 m gg_l(Ai) Fim =N

1

]

dir. f : N—N fonksiyonu i=1l,2vem e g'l(Ai) icin f(Fim) = g(m)
olarak tanimliyalim. g, Uzerine olup, f-nin de idzerine olacagi aglkfirp
Ayrica B e p igin f1(B) 2 (B N Al) 24BN Al) e p olup f 1(B) € q
dur. iddianin ikinci kismini gérmek igin m e g (B N Al)_é ng(Al) alalim.
0 zaman m & Fn olup f(n) = g(nﬁ € BN Al dir. Boylece f izerine »

f(q) = p dir. Ayrlcé her m ve belirli bir i = 1, 2 igin f *(m) 2 Ei ol-

m

dugu gorilir. 0 halde her m igin f~1(m) sonsuzdur.

Lemma Z.j p; ge BN ve w : p — g agaqidaki ko§ullafi sagliyan .
bir fonksiyon ise ty(p) £ ty(q) dar. (

i) Her A, B € p icin, A € B olmas1 igin gerek ve yeter kosul |
w(A) € w(B) olmasidir..

ii) Her A, B € p igin w(A N B) = w(A) N w(B) dir..

iii) Eger {Ai i ie I]‘Epve n.{Ai : iel} &p iseo'z‘an'fan
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N l[.w(Ai) i€l } & p dir.

Ispat : Genelligi kaybetmeksizin p nin serbest oldugunu kabul ede-
biliriz. Qinki aksi halde ty(p) £ ty(q) dur. Her n € IN igin
K. = wiN) \ wiN \ {n}) koyalam. p serbest oldugundan IN \ {n} e p dir.
0 halde K iyi tanimlanmigtir. AyricalN € p ve N \{ {n} # N oldugundan

(i) den dolayr w(iN) # wiN \ {n} ) dir. 0 halde an # tur. Timevarim

kullanilarak
Tl = Kl,
T =K\ U{% 23 =1, 2,000, o1} n‘azp
T =uU{ T :nen}

olarak tanimliyalim. Her n € IN igin Tn # B dir. Cink{ aksi halde bir n22
igin T_ = # olursa K_ € U { Ki2d=1, 2,0, 01 } olur. Boylece

WONN- {n} )2 N{wN\ {i} ):3d=1, 2., n1} =wlN\ ‘i‘l,..n—1}>
elde edilir. Bu ise (i) ile geligir. 0 halde her n € N igin T_ # # dir.

n {lN\{n} 2 neiN}:ﬂt?:‘p
oldugundan (iii) den dolayi f} { wiN\ {n} ) :ne IN'} & q olur. Béjylece
M=U{K :neN}ep |
bulunur. f : N —> N fonksiyonu n®2 igin F(_Tn) _-’,. fnl ve f(,TlU N\ T)={1}
olarak tanimliyalim. A € p ve f *(A) € q olsun. O zar;lan
w(A) N M <S F1(A) dir. Cinkii aksi halde y e w(A) N M\ f *(A) alalim. Bir

n€ N igin y e w(A) N K, dir. m, bdyle n lerin en kiicigl olsun.

1]

y € w(A) n 'Tm ve dolayisiyle f(y) = m & A olur. m & A oldugundsn

w(A) = w(N \ {m}) ve boylece

N

y ew®N T € wNK =1
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geliskisi elde edilir. 0 halde f(q) = p dir.
Bu hazirliklardan sonra Rudin-Keisler yari siralamasini Sp yari

gruplari cinsinden 1spat edebilecek duruma gélmis bulunuyoruz.

Teorem 2.8 p, qe BN olsun. ty(p) ¢ ty(q) olmasi igin gerek' ve -

y'eter'kogul_sp den Sq ya bir o= monomorfizmanin var olmasidar.

Ispat :ASp den'Sqrya‘(p gibi bir & - monomorfizma oldugunu varsa-
yalim. qD(ZO) < Z0 oldugundan bir f :IN(.J ——»IN6 fonksiyonu igin
P () = f(x) ; (x€ No) dir. (P, bire-bir oldugundan f de bire-bir dir.
(p bir o - homomorfizma oldugundan (P(Sp \ .ZO) = Sq\— z, dir. A€ p igin
u, € Sp\ Z oldugundan 2 (uA)_ £ Sq\ z ve K( (P(UA)) € qdur. AEp
igin w(A) = K( QD(UA)) olarak tanimliyalim. w : p —> g fonksiyonunun
Lemma 2.7 nin kogullarini gergekledigini gosterelim.

i) A, Bg p olsun. A € B ise ug ug = u, olup 4)(UB) @Y (uy) = QQ(QA)
-olur. 0 halde w(A) € w(B) dir. )

Kargit olarak w(A) € w(B) olsun. Eger n € A \ B ise u, i = fi fakat
ug A # A olur. Boylece P (uy) F{E} = f(n) ve ¥ (ug) f(n) # f(n) dir. O

. o~ s

halde f(n) # + ® dur. Ciinkii aksi halde QQ(UB) f(n) = f(n) olurdu.
Buradan f(n) € W(A)‘\ w(B) Qeliskisi\elde‘édilir. 0 halde A € B dir.

ii) A, B€ p olsun. (i) den dolayr w(A N B) = w(A) N w(B) dir.
Uy Ug = Uy g Oldugundan VJ(UA?'QD(UB) = 99(“A>UB) = yQ(UA‘n g) qlurf
Boylece
w(A)N w(B) = K( P (uy) 0 (ug)) = KCIP (uy g g)) = w(A 0 B) bulunur.
Buradan w(A) N w(B) = w(AN B) elde edilir.

i) { A, siel}epve N{A :iel] &polsun.
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Lemma 2.5 den dolayi {uA 1€l }, Sp de bir e-ailedir. Bdylece -
i . .
| i "/ (_uAi) : 1€ I} de Sq da bir e-aile olur. Gene Lemma 2.5 ten
ﬂ{w(Ai) tie 1} & q dir.

w nin, Lemma 2.7 nin kogullarini sagladigini boylece gastermis
oluyoruz. 0 halde ty(p) £ ty(q) dir.

Kargit olarak ty(p) < ty(q) oldugunu varsayalim. Lemma 2.6 dan
dolayi 6yle bir f : IN —> N fonksiyonu vardair ki f(q) = p ve her n €N
igin f-l(n)k sonsuzdur. n € IN igin f *(n) = { Yo P KE N} olsun. Burada
k £ k' iginy , £y, . dir. Her ke IN igin y_'m L T® Ve Yy, =D
koyalim. @ : Sp — So fonksiyonunu soyle tanimliyalim.

a) he sp‘\ Z, ise (p(h)(ynk) = Yn(n)k 3

b) m€ N, ise pm) =9

Y nin iyi tanimlandigy: aciktir. Ayrica h € 5, \ Z, ise

WY (h)IN) €IN U { -u)} dur. Ayni sekilde W(Zo) ' Z_ oldugu agiktir.

i) @, bire-bir dir : h, g€ Sp ve h £ g oilsun.‘ Bir m € IND igih
h(m) # g(m) dir. h(¥m ) = ¥@ = gl+m ). oldugundan m £ 3@ dur. 0 halde
me IN dir. Ayrica h(m) # g(m) olup, Yhi(m), 1 ;! Ya(m),1 dir. Simdi

h, ge Sp-\ Z0 ise

So(h)(ym 1) = Yh(m),2 # yg(m) 1 - (,ﬂ(g)(y )
olup W(h) # @ (g) olur. 0 halde h veya g den biri Z ‘a.ait olsun. Genel-

1ligi kaybetmeksizin h € Z0 ve h = &, (x€ INO) olsun. h(m) = x # g{m) dir.

@ (h) = 9x,1 oldugundan SO‘(h)(ym’l) = Yy,1 olur. ge Sp\ Z is;e

p‘(g)'(ym’;) z Ya(m),2 # ‘y , olup w(h) # Y(g) dir. g€ Z ve irg:é:

(ae ) ise, P (g)ly, ) = 9 ya) = Yy, olure x = h(m) £ g(m) =

oldugundan Ya 1 £ Yeou dilr. B'oylece bu durumda da (Y (h) # (P (g) bulunur.
’ ] * :

ii)_ {0 bir homomorfizmadir : h, g € sp olsun. h € ZO ise
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p(h) € Z oldugundan hg = h ve @ (h) @ (g) = (H(h) dir. 0 halde
Sﬂ(hg) = P ) (’ﬂ(g) Bulunur. h¢ Zo olsun. tje Z0 ve g = 4 ise
hg = h(a) ve (P(h) ;ﬂ(g) = gﬂ (h)?a-’l = ;ﬂ(h)(ya 1') = 9h(a) , olur.

0 halde . "

' N\ ~ A ‘
W(hg) = W(h(a)) " Yh(a),1 T SO(h) ¢(‘3)
‘dir. Nihayet h, g€ Sp\ Z olmasi durumunu gozoniine alalim. hg & ZO dir.
Cinkii aksi halde -hg=a (a€ INO) seklindedir. h, g& Z_ olup h(3@ ) =

g(+m) = ¥ dur. 0 halde +@ = hg(*® ) = a geligkisi elde edilir. Boyle-
ce hg:@& Z bulunur. Her me-IN_, k € N igin .
W(hg)(ymk) = Yhg(m)k = w(h)(yg(m)k) = W(‘h) @ (g)(y, )

bulunur. 0 halde @(hg) = (h) (2 (g) dir.

1i1) h €5\ 7 ise K({ () = FAK0)) dir : y € K( 92(h)).

ise m # Yo dur. Cunki K( @ (h)) SN air. Ayn1 zamanda Yhim) k =
gﬂ(rh)(-ymk) = Yok olur. me IN oldugu gtzoniine alinirsa h(m) = m bulunur.
Béylece F(ymk') =m e K(Ah_) veya y . E f~(K(h)) bulunur. O halde

K( @ (h) € FH(K (h))dar. |

Kargit olarak ym,k € £ 1(K(h)) olsun. Yukaridaki gibi me IN dir.
Fly ) =m € K(h) olup h(m) = m dir. 0 halde ga(h)(ymk) = Yp(m), k= Vi
yani y , € K( 2 (h)) bulunur. Buradan f~1(K(h)) = K( 2 (h)) oldugu gb"r{j..
lir. ‘

Simdi, (iii) den dolayi h € sp\”z0 ise K(h) € p olup F*(K(h))eq
dur. 0 halde W'(h) & SCl olur. Bdylece 50 s Sp yi Sq igine tasvir eder. Ay-
rica (iii) ve Lemma 2.5 ten dolayr ¢ , e-aileleri, e-ailelere gdtirir.
Kolayca gériilecedi gibi W(sp\ 'ZO) = Sq\‘ z_ dir. 0 halde p bir

/
ol - monomorfizmadair.
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3. BOLUM
TIPLERIN GRUP TEMSILLERI

Bu bélimdeBIN nin her p elemanina bir Hp grubu tekabiil ettirecek
ve p, gqe BN ise ty(p) = ty(q) olmasi igin gerek ve yeter koshlun, Hp
nin Hq ya izomorf olmasi oldujunu gisterecegiz.

" H ile, IN nin bitiin permiitasyonlari grubunu gosterelim. F kimesini

s

F = { FEH : N\ k(f) sonlu dur. }
olarak tanimliyalim. f € F ise, f elemani n = | N\ k(f)‘. olmak iizere,
sym(n) nin bir elémanl olarak diiginiilebilir.. Burada sym(n), {1, 2yeeny n}

kimesinin permiitasyonlari grubudur. f, sym(n) nin bir elemani olarak gift

veya tek oldufuna gére f ye gift veya tek diyecediz.



A = { FEF : fgift] olsun. Bilindigi gibi (5] ,#fve F, H

nin trivial olmayan yegane normal alt gruplaradir. F€ BN igin

m):{fé}i:kW)Ep}

koyalim. Hp’ H nin bir alt grubudur ve p serbest ise #< Hp dir.

‘Teorem 3.1 L ve M, H nin iki alt grubu ve Z€ LN M olsun. L ve

M izomorf ise bir f € H igin fLf™* = M dir.

Ispat ; Y: L —> M.bir izomorfizmé olsun. (2 (A grubu M nin tri-
vial olmayan normal bir alt grubudur. O halde [£s],Ex. 11. 3. 10 ]
/45 W(A’) dir. Sp_l de bir izomorfizma olduqundanﬂ%e 50’_1(54’) dir. Boy-
'lece)ﬁtz ¢7040 bulunur. Bundan sonra ispat [5] deki Teorem 11.4.6. nin

. 1spatinin aynidir.

Teorem 3.2 p, qe AN ise agafjidakiler egdeijerdir.

a) ty(p) = ty(q)

b) Bir f € H igin ot = h dir.

c) Hp den Hg Uzerine bir izomorfizma vardar.

Ispat : (a)==p (b) : f € H igin f(p) = g olsun. g & Hp ise

K(Fgf™™) = f(k(a)) e q eldugundan prf—'l < Hg' dir. p = £ *(q) olup

f"'H.f € H_.ve boylece fH f* = Hy bulunur.-
g "~ P P 1
(b)==>(c) : ge Hp igin @ (g) = fqf ™' olarak tanimlanan

Y:h — Hq fonksiyonu bir izomorfizmadir.

(c) ==(a) : sﬂ: Hp — Hq bir izomorfizma olsun.
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1. durum : p veya q sabittir : Genelligi kaybetmeksizin p nin sa-
bit oldugunu varsayalim. q ngn da sabit oldugunu gbgtermek ygtecektif.
q nun sabit olmadigini ve . Np = { n} oldugunu varsayalim. k : IN — N\{n}
hérhangi/GTgeksyon oisun. A: H— Hp fonksiyonu m & N\ {n} igin

A(F)(m) = kfk™(m) ve )(f)(n) = n olarak tanlmllyallm.’)\, H den Hp

lizerine bir izomorfizmadir. 0 halde H vevHq izomorf ve,¢4‘€ HMNH_ dir.
Teorem 3.1 den dolayi bir g €H igin Hq = gHg ! = H celiskisi elde edi-
lir. 0 halde ty(p) = ty(q) dir.

2. durum : p ve q serbesttirler: Teorem 3.1 den dolayi bir f e H

igin prf_l = Hq olur. A € P, g e H ve K(g) = A olsun, O zaman g e HP ve

(]

f(A) = K(fgf’l) € q olur. Dolayisiyle f(p) = q yani ty(p) = ty(q) dir.
Teorem 3.3 pe BIN ise Hp- nin bitiin sol kesetleri kimesi 'ile ty(p)

arasinda kanonik bir bijeksiyon vardar.

Ispat : L, Hp nin bitin sol kosetleri kimesini gistersin.

p: L — ty(p) fonksiyonu f € H igin &(pr) = f(p) olarak tanmimlansin.
f, g&H ve pr = ng ise o zaman K(g'lf) € p oldugundan f(p) = g(p) dir.
0 halde p iyi tanimlanmigtir. QR niin iizerine oldugu agiktir. p niin bi:é—bir
oldugunu gdstermek igin f, g € H ve 't(pr) = K (ng)'olsun. 0 zaman
g_lf(p) =pve [1] deki teorem 9.2 den dolay1 -K(g *f) € p dir. O hlade

-1 .

fe€H yani fH = gH_dir.
g p yat p g P
- Y B
s UREKLY
siLimSEL ve TEERIL

ARASTIRMA KURUMU
gOTUPH ANES]
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