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OZET
Bu . tezde, konveks ve yrldizillik kavramindan hareketle

tanimlanan fonksiyon siniflarini arastirdik.

Birinci béltmde, D = { z : Jz] < 1 } olmak tizere D’de analitik
ve yalinkat, f(0) = £'(0) -1 = O kosullar: ile normalize edilmis
fonksiyonlarin sinifi olan S ve onun alt siniflari olan konveks ve

yrldizil fonksiyon siniflarinin temel 8zelliklerini verdik.

Ikinci bdliimde, konveks ve yildizillik kavramindan hareketle
tanimlanan fonksiyon siniflarin: tarihsel bir gelisim icerisinde
inceleyerek, sim:flar arasindaki bagintilar:, katsay:
hesaplamalarini, g&sterilis teoremlerini, ayrlntlll. bir bi¢imde
ele aldik. Bazi fonksiyon siniflarinda ise, yalnizca sinifin
tanimini ve yalinkat oldugunu gédstererek diger 6zelliklerin
okuyucu tarafindan dnceki siniflardakine benzer sekilde
hesaplamalarla elde edebilecedini disiindiitk ve okuyucu ag¢isindan

yararli olacagr amaciyla bazi teoremleri ispatsiz verdik.

Uctinct bdlimde, konveks ve vyildizil fonksiyonlarla indirekt

olarak 1lgili fonksiyon siniflarini inceledik.

Dordlincilt béltimde, harmonik yalinkat fonksivyonlar sinifini
tanittik ve bu sinifin bazi alt siniflarindan s6z ettik.Bu sinifta
¢alismanin, S sinifinda galismaktan daha glic olduunu ve bir cok

acik problemin bulunduunu belirttik.

Bu konuda calisan kimselere faydali olmak amaciyla siniflarin
incelenmesinde gerekli hesaplamalar: yaptik ve buna karsilik
okuyucuyu konuya ¢ekmek igin bazi teoremlerin ispatlar: yerine
referanslarini vererek arastlrmalarlndé yardimci olmayil amac¢ladik.
Ayrica bu tezin konuéu olan siniflar hakkinda en son ve en yeni
¢alismalari mimkiin olduu Olgtlide gézdén gecirerek referanslara

dahil ettik.
iv



THE CLASS OF FUNCTIONS DEFINED BY MEANS OF THE CONCEPTS
OF CONVEXITY AND STARLIKENESS

SUMMARY

In this thesis, we study the class of functions that are

defined by means of the concepts of convexity and starlikeness.

In the first chapter, we give the main properties of the
classes S, convex and starlike functions. Here, S denotes the set
of functions f, that are analytic, univalent in D = { z:|z] < 1 }
and normglized by £(0) = £(0) - 1 = 0. The classes of convex and
starlike functions are the set of functions f in S whose images

are convex and starlike, respectively.

In the second chapter, we study the function classes defined by
means of the concepts of convexity and starlikeness in a
chronological order and give some representation theorems, some
coefficient estimates, and we investigate the relation between

the classes in detail.

In some function classes, we only give the definitions of the
classes and show that the functions in the class are
univalent, because the other properties can be obtained from

similar calculations that appear in preceeding classes.

In the third chapter, we investigate the function classes

related indirectly to convex and starlike functions.

In the fourth chapter, the class of harmonic univalent
functions are introduced and some subclasses of this class are
mentioned. It turns out that the problems are more difficult in
this class than the problems on the class S, because we do .not
have the tools of analytic functions. We end this chapter by

v



mentioning some open problems in the class of harmonic univalent

functions.

On one hand, to help readers studying on this field, we give
the necessary calculations which transforms the defining geometric
properties of the classes into analytic conditions. On the.other
hand, to influence readers first and then to be helpfull on
their reseé}ch we give a broad list of references in which the

proofs of theorems can ba found.
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BOLUM O

GiRrRiS

Bu tezde, D
yalinkat, £(0)

fonksiyonlarin sinifi olan S ve onun alt siniflarini ve dzellikle,

{=z : lz] <1} olmak Uzere D’de analitik ve

|

£°¢(0) -1 =0 kosullari ile normalize edilmis

konveks ve yildizil fonksiyonlar kavramindan hareketle tanimlanan
alt siniflarin temel 8zelliklerini verdik. Ayrica son bdlimde,
harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifin: tanittik ve bu sinifin

bazi1 alt siniflarindan séz ettik.

Bu calismada, D’de analitik f(0) = £°¢(0) - 1 = O kosullary ile

®
normalize edilmis, f(z) = 2 + } anzn fonksiyonlarin sinifi A ile
n=2
gosterilmistir.
Bélim 1. °’de analitik ve yalinkat fonksiyonlarin temel

dzelliklerini inceledik. S sinifindaki fonksiyonlarin katsayilara
icin bir tst sinir bulma problemi ile bu konuda ¢alisan bir ¢ok
kimse ugrasmistir. Bieberbach bu sinifa ait fonksiyonlarin ay
katsayisi ig¢in bir (st siniri alan teoreminden yararlanarak elde
etmistir. Bu siniftaki her fonksiyonun katsayilari ig¢in Ianl = n
esitsizligi Bieberbach tahmini olarak bilinmektedir. Bu tahminin
dogrulugu tam olarak 1984 'de Louis de Branges tarafindan
ispatlanmistir. 1907°de Koebe, n = 2 ig¢in Bieberbach tahmininden

faydalanarak,S sinifina ait her fonksiyonun resminin {w : jw| < %;}

diskini icerdigi sonucuna varmistar.

f(z) ve g(z), D’de analitik iki fonksiyon olsun. f(z) = g(p(z))
olmak izere p(0) = O, |p(2)|<1 kosullarin: gergekleyen analitik bir



p(z) fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonuna g{(z)’e Sabordine denir ve
f(z) < g(z) 1ile g8sterilir. Ayrica g(z) fonksiyonunun yalinkat
olmasi durumunda yukaridaki tanim f(0) = g(0) ve f(D) < g(D) ile
esdegerdir.

D’de analitik, R f(z> > 0 ve f(0) =1 kosullarini gergekleyen.

e
f(z)> =1 + ¥}, pnzn seklindeki fonksiyonlarin simifina pozitif reel

n=2

1

kisimla fonksi?onlar denir ve bu sinif P ile gbsterilir.
1+=z

p(z) € P olmas: ig¢in gerek ve yeter sart p{(z) < — olmasidar.
1-z

1918’de Alexander, f’(z) € P ise f(2) fonksiyonunun D’de yalinkat

oldugunu gdstermistir. Noshiro ve Warschawski bu teoremin daha

genel bir hali olan * Konveks bir E b8lgesinde R { e “f‘¢(z> } > 0

ise f(z), E’de yalinkattir.'" teoremini vermislerdir.

P sinifina ait gbsterilis teoremi ile her p € P icin | = 2
Pn

oldugu sonucuna varilmistair.

D’yi Wy noktasina goére yildizil (konveks) bir bélgeye resmeden

f(z) fonksiyonuna wo’a gdre yildizil (konveks) bir fonksiyoﬁ

denir. wo

denir. Yildizil fonksiyonlar sinifi ST,konveks fonksiyonlar sinifa

= 0 ise f(2z) fonksiyonuna yildizil (konveks) fonksiyon
CV ile gosterilir. f € CV olmasi igin g.y.k zf‘'(2) € ST olmasidir.

1973'de Ruscheweyh ve Sheil-Small, f(z) e CV fonksiyonunun

R {zf'(2)/f(2>} > % esitsizligini ger¢ekledigini gbstermislerdir.

o © ]
f(z) = ¢ anzn. glz) = Y, bnzn analitik fonksiyonlar:i verildiginde
=0 =0

(fxgl(z) = ¥}, anbnzn ¢ |z} €15 seklinde tanimlanan (f2g)(2)



analitik fonksiyonuna f(z) ve g(z) nin hadamard ¢arpimi denir.

1g88°de Polya ve Schoenberg, D’de konveks 1iki fonksiyonunun

3

konvolisyonunun konveks oldudunu tahmin etmisler ve daha sonra

1973’de Ruscheweyh ve Sheil-Small bu tahmini ispatlamiglardir.

Bélim 2. °’de konveks ve yildiz:il fohksiyonlar kavramindan
hareketle tanimlanan fonksiyon sainiflarinin 6zelliklerini, bu
siniflarda katsayr sinirlamalarini, gdsterilis teoremleriniy,

distorsiyon hesaplamalarini ve diger siniflarla olan iliskilerini

tarihsel bir gelisim ig¢inde verdik.

1k olarak, 1969’da Robertson tarafindan tanitilmis olan
a. mertebeden yildizail ve konveks fonksiyonlarin sinifaini
inceledik. Sinmiflarin incelenmesinde kolaylik saglamak tizere

QST(Z) = zf'(2X/f¢(2) ve ch(z) =1 + 2f"(2)Y/ T (2) olarak kabul

ettik.

m:QST(z) Z a Kosulunu gergekleyen fonksiyonlarin sinifina

o. mertebeden yildizil, R QCV<Z) 2 o kosulunu gergekleyen

fonksiyonlarin sinifina da «.mertebeden konveks fonksiyonlar
denir. Bu siniflar sirasiyla ST(a) ve CV(a) ile gdsterilir. o = 0
olmas:i halinde bu siniflar sirasiyla yildizil ST=ST(0) ve konveks

CV = CV(0) fonksiyonlar sinifina indirgenir.

D*’de R { anv<z) + (1—a)QsT(z)}-Z O esitsizligini gergekleyen
f(2) fonksiyonuna a-konveks denir ve bu fonksiyonlarin sinifi o-CV
ile g6sterilir. 1973’de Miller, Mocanu ve Reade, o-konveks
fonksiyonlar sinifinda her bir f{(z) fonksiyonunun « = 1 ise

konveks, a < 1 ise yildizil oldugunu gdstermislerdir.

1962°de Sakaguchi, f(2) € aCV ve 0 = 7 < o ise fiz)



fonksiyonunun f3-konveks oldudu sonucuna varmistair,

1974’de Lewandowski, Miller ve Zlotkiewicz, Gamma yildiz:il
fonksiyon sinifina tanitmislar ve bu sinifa ¥y—-ST ile
géstermislerdir. Bu siniftaki her fonksiyonun yildiz:il oldugunu ve

O X6 =y (yp £6 =< 0) ise y-85T < 6-ST sonucuna varmislardir.

1870’de Janowski, (4.2) kosulunu gercekleyen, Janowski alfa-

konveks fonksiyonlarinin a-konveks oldugunu gdstermistir,

(5.1) ve (5.2) kosullarini ger¢ekleyen fonksiyonlara karsilikla
olarak eslenik konvekse yakin fonksiyonlar denir. Bu sinifin
fonksiyonlari, konvekse yakin yani yalinkattir.

D'de bir o« ¢ fal < I ) dein R { e %ef'(zf(z> } > 0
esitsizligini gercekleyen f(z) fonksiyonuna o-spiral fonksiyon

denir ve bu sinif SP(a) ile g&sterilir.

f(z) fonksiyonunun a-spiral olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

z

, p{{3-1
f(z) = zexp [ e %osa j ———— d{ ] olacak bigimde bir pl(z) P
g
o

fonksiyonunun var olmasidar.

f(z) € SP(a) 1ise f{(z) fonksiyonu yalinkattir ve a, katsay:

sinirlamasy (7.6) ile verilmistir.

Tanim 8.1. ve Tanim 8.3. ile dizgin yi1ldizil ve diizgiin konveks
fonksiyonlar sinifi tanimlanmigtir.
f(z) fonksiyonunun dizgiin yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her (z,{) € DxD icin R { i;ié;gfi;) } 2 0 olmasidir. Diuzgiin

yildizil fonksiyonlar, simetrik noktalara goére yildrzail

fonksiyonlarin bir alt sinifidir.Dolayisiyla bu sinif ic¢in lanIS»l



esitsizligi vardir.OQysa Horowitz,lanl < g oldugunu géstererek daha
iyi bir sinirlama vermistir,.

b # O ve beC olmak tzere - 22 0 ve R {1 + £(z§((2) -1} > 0
kosullarini ger¢ekleyen analitik blr f(z) fonksiyonuna (1-b).
mertebeden y1ldizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi
S{1-b) ile gosterilir. Teorem 10.1.%'in bir sonucu olarak,

. g(z) b
f(z) € S(1-b) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f(z) = z{ }

olacak sekilde bir g(z) € ST fonksiyonunun var olmasidir.

1988’ de Aouf,S(K),Fx(b).Gx(b) siniflarini,bu siniflarda katsay: -
hesaplamalarini, siniflar arasindaki iliskileri vermis ve Ozel
olarak F1<b) = S(1-b) olduunu gdstererek bu sinifa ait gdsterilis

teoremini elde etmigtir.

Bu bdlimiin sonunda Cﬁ(r) sinifi tanitilmis ve bu sainifin

konvekslik yaricapi: verilmistir.

B6lim 3. ’de konveks ve yi1ldizil fonksiyonlarla indirekt olarak
ilgili konvekse yakin, ddnme dederi sinairli, Bazilevic ve
quasi-konveks fonksiyonlar sinifi incelenmistir.

f(z) analitik fonksiyonuna, R:{ f <Z) } > 0 olacak sekilde bir

@(z) konveks fonksiyonu varsa konvekse yakin denir ve bu
fonksiyonlarin sinifi CCC ile gédsterilir. Yukaridaki tanimdan

" hareketle, her konvekse yakin fonksiyonun yalinkat oldugu

gésterilmistir,
£f(z), D’de analitik ve f’(z) # 0 olsun. f(z) fonksiyonunun CC
sinifina ait olmas:i: ig¢in gerek ve yeter kosul her r € (0,1) ve
0 % o,-0 < 2n esitsizligini gercekleyen (0.0, cifti icin,
Ieﬁ{l +‘rei°£(—fi—e—}de> -n
£’ (re

9



olmasaidir.

Konvekse yakin fonksiyonlarin basligr altinda yildizila yakin,
{3 argiimanli konvekse yakin,a-konvekse yakin , alfa-spiral konvekse

yvakin, Ca’Ra’Rn(a) siniflarinin temel O6zelliklerinden bahsettik.

f(z) fonksiyonu D’de regiiler ve f’(z) # 0 olsun. Her r € (0,1)
113 . e ie
icin F | R {1 + re"® -f-—("_e.—)_} | do £ kr olacak sekilde bir
’ ie .
O f'(re™ ™)

k ¢ 22 ) sabiti varsa, f(z) fonksiyonuna d&énme dederi sinirl:

denir.

Bu fonksiyonlarin sinifa Vk ile gésterilir. Bu sinif Loewner [21]

tarafindan tanittilmistir. (2.22) ile bu sinif, Vk(b) (b = ©)
b. mertebeden kompleks d6nme dederi sinirli fonksiyonlar sinifina
genellestirilmistir,

£f(z) Vk(b) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f’'(z) = {g'(z)}b

olacak sekilde bir g(z) e Vk fonksiyonunun var olmasidir.
f(z) & Vk(b) ise,1 - k|bjr.+ (2R b - 1)ra = 0 denkleminin en kiigik

pozitif kékd r, olmak ilzere f(z), jz] < ro igin konvekstir.

o)

(3.1) ile Bazilevic fonksiyonlari tamitilmistir. a > O bir reel

sayl ve f(z) € A olsun. ﬂt{zf’(z)f°h1<z)/ga(z)} > O olacak sekilde

bir g(z) « ST varsa f(z) fonksiyonuna a-tipli Bazilevic fonksiyonu

denir ve bu sinif B(a) ile gdsterilir.g{(z}) = z olmak dzere a-tipli
Bazilevic fonksiyonlar sinifina Bi(a) sinifr denir. o nin odzel
degerleri igin B(1) = CC, B(O) = Bl(O) = ST siniflari elde edilir.

f(z)eBl(a) (c>O,tamsayr) ise St{f(z)/z}a > O dir.a—tipli Bazilevic
fonksiyonlar, Brickman ([(8)’1n tecremi ile yalinkattir yani S

sini1findadir.

(zf*(=2))’

AT >0 olacak sekilde bir g(z)eCV

f(2) € A fonksiyonuna R



varsa, quasi konveks denir. Bu fonksiyonlarin sinifa ch ile
gosterilmistir. Noor ve Thomas [281] tarafindan tanitilms olan bu
sini1f,1983'da Shanmugam [46],a-quasi konveks fonksiyonlar sinifina

genellestirmisgtir. f{(z) € A fonksiyonuna

(1-a) ar zf’'(2) 4+ o ar (zf' (=3’ < T
8 gtz 9 g7 &= 2

olacak sekilde bir g(z) € a~-CV fonksiyonu varsa f(z) fonksiyonuna
a—quasi konveks denir ve bu sinif ch(d) ile gosterilmistir.
a 2 1 i¢in, a—quasi konveks fonksiyonlar konvekse yakin

fonksiyonlarin alt sinifidir yani yalinkattir. a2 1 ve 0 € 2 £ a

igin ch(a) < ch(ﬂ) dir.

B6lim 4.’de harmonik yalinkat fonksiyon siniflarini ve onun alt
siniflarini, Clunie ve Sheil -Small [10]’un makalesini temel alarak

tanittik ve bu sinifta ¢alismanin analitik fonksiyonlarin sinifa

olan S sinifinda ¢alismaktan daha gli¢ oldudunu vurguladik. Ayrica
Hengartner ve Schober [141, harmonik, yalinkat, kompleks degerli
¢cesitli siniflari calismislardair. Bunlardan biri de orijinde

normalize edilmis, basit baglantili bir bélgenin sonsuz bir serit
(strip) tdzerine resmedilen fonksiyonlar sinifidir. Yazarlar bu
sinifin bir ¢ok temel &zelliklerini incelemislerdir. Avci ve
Zlotkiewicz [21, (1.15) ve (1.16) kosullarini gercgekleyen harmonik
yalinkat fonksiyonlarin iki sinifini ele almslardir. Sirasiyle
resim bélgelerinin yildizil ve konveks oldugunu ve (1.16) kosulunu
gergcekleyen bir fonksiyon ile D birim diskinde herhangi bir
yalinkat konveks harmonik fonksiyonun konvoliisyonunun yildizil bir

fonksiyon oldugunu gbéstermislerdir.



BOLUM 1

.

ANALiTiK FONKSIYON SINIFLARI HAKKINDA TEMEL BILGILER

1. YALINKAT FONKSIYONLAR

Kompleks diizlemde Dr = {z2z:|{2z2] < r} 0O r <K 1) ve 01 = D olsun.

A={{f(z) =2 +}F anzn :f(z), D'’de analitik } olarak tanimlansin.

TANIM 1.1. E<C bdlgesinde analitik ve bire-bir olan bir fonksiyona
E’de yalinkat denir.

~ D’de analitik ve yalinkat, f(0) = £°¢0) ~ 1 =0 kosullarini

gercekleyen fonksiyonlarin sinifi S ile g8sterilir. Bdylece S
sinifinin her bir eleman:
o

(1.1) f(z) =z + Faz ,lz|] <1
n
n=2a

ile belirlidir.
TANIM 1.2. E bélgesinde f(z) = g denkleminin her @y i¢in bu
bélgede en fazla p ké&kid ve bir @y iginde f(z) = wa’in tam olarak

p kdkid varsa, f(z) fonksiyonuna E’de p - dederli denir.

TEOREM 1.1. f €« § ise,

c1.2) g, (z) = £(z)=z + az® + a323 P

(z)

(1.3) PN e fle "z> ,



(1.4) gy¢z) = rlifrzy, O0<r <1,
2+X
£ 1 - a0
1+oz
(1.5> g,(z> = ¢ laf <1,
4 (1—|a|2)f’(a)

(1.8) w, f fonksiyonunun resminde analitik ve yalinkat,
w(0) = ' (0) -1 = 0O kosullarin: gercekleyen bir
fonksiyon olmak iizere gy = ¥ © f,
\
wf
(1.7 f(z) # w ise 9 “ 45 - f °
2 12
1.8) g7(z) = {£f(zH} ,
ile tanimlanan gi(z) (i=1,...,7) fonksiyonlari S sinifindadir.
o ® +1
S sinifinin bir alt sinifi olan S ,f(z) = =2 + } a L+ z™
n=1

seklindeki fonksiyonlardan olusur.

Her f € S i¢in,

g1+

(1.9) g(z) = {fz™}

fonksiyonu s™ sinifindadir. Tersine her g = s™, bir feS ig¢in
(1.9 seklinde yazilabilir. Ozel olarak m =2 ig¢in, f(2) e Séb
fonksiyonuna tek yalinkat fonksiyon denir.

E « € bélgesinde yalinkatlik, bir alt bélgesinde yalinkatliga

gerektirir. f(z) fonksiyonunun E’de yalinkat olmasi i¢in gerek ve
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ftz) fonksiyonunun E’de yalinkat olmasidir. f(2)

fonksiyonu yalinkat ise f’(z) # O dar.Fakat tersi dogru degildir.

yeter kosul

Ornek olarak, f(z) = eaﬂz fonksiyonu icin f’(2) = aneanz # 0 dir.

+
oysa * i2 € D igin e""i = -1 oldudundan f(z), D’de 1-1 degildir.

f(z) fonksiyonu bir A bélgesinde analitik olsun. A bd8lgesinin f

fonksiyonu altindaki gé&riintisinin alani

Alan (A = [ lf'(z)la dQ ile belirlidir.

k(z) = z(i—z)_a =z + } nz" fonksiyonu S sinifindadir ve D’yi -w

dan -1-/4’e kadar olan negatif reel eksen hari¢ tim dizleme

resmeder. k(z) fonksiyonuna Koebe fonksiyonu denir.

19 19

TANIM 1.3. ke(z) = e “kle "2z) fonksiyonuna, k(z) fonksiyonunun
agisal déntGsdmi denir.
Alan teoremine hazirlik olmak tizere , A = { z:|z] > 1 } ’de

tanimli bir kag¢ sinifai tanimlayalim. A’da analitik ve yalinkat
olan g(z) =z + ¥}, bnz fonksiyonlarindan olusan sinifyr §, ile

gdsterelim.

. 8

0 & g(A) kosulunu gergekleyen g € }, fonksiyonlarinin sinifim ‘}

ile gosterelim. £ € S olmak tzere

_ 1.,-1 _ _ 2 _ -1
(1.10) gi=z) = {f(EJ} =z ay + (aa a3)z + ...,

’

ile tanimlanmis g{(2) fonksiyonu ¥ sinifindadar.
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TEOREM 1.2. g e ¥ 1ise

. - .
(1.11) Lnib | <1

n=1
dir.

ISPAT. g fonksiyonunun almadigi dederler cimlesi E olsun. r > 1
olmak tlzere }zl = r gemberinin g altindaki gérintisa CP olsun. g
yalinkat oldugundan Cr' Er(DE) bélgesini g¢evreleyen basit kapal:
bir egridir.

Green teoremi ile, Er’nin alani

-1 = _ 1 e,
Ar = =T f w dw = 5T f g(z) g’ (z3) d=
Cc jz|=r
r
1 zn 10 ®_ n ineé % k-1 -ik+bo ie
= §f {fre” "+ ¢ b r e Hi- L kb, r .e jre” "de
o n=0 k=1
ey
=n{r - Enlb |a en } o or>1
n=
r + 1 i¢gin,
= 2
(1.12) m(E) = n{ 1- ¥ nlbnl }
n=1

elde edilir. m(E) 2 0 olduundan (1.11) esitsizligi elde edilir.

SONUC 1.1. g = % ise lbll <€ 1 dir. Esitlik’ ancak ve yalniz,
bl
g(z) = =z + bo + i |b1| = 1 sgeklindeki g fonksiyonlara igin

gerceklenir.
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TEOREM 1. 3. f € S ise,

=2

(1.13) lagl <

dir. Esitlik ancak ve yalnmiz, f fonksiyonun k{(z)’nin bir ag¢gisal

d6ntisimit olmasy halinde gergeklenir.

ISPAT. f e S ise,

g(z) = { f(ié) Yd = z —(a2/2)2—1+..., fonksiyonu ¥ sinifindadir.
z
Alan teoreminin sonucundan lazl £ 2 oldugu gdrilir. Esitlik ancak
eie
ve yalniz gi(z) = =z - = seklindeki fonksiyonlar tarafindan

saglanair.

Basit bir hesaplamayla
= ieg, -2 -ie ié
f(E) = E(l-e” &) = e k(e™ ")

dir. Béylece f(z), Koebe fonksiyonunun bir ag¢isal donisiimdir.

o8]

Bieberbach [5], D’de yalinkat ve sabit katsayisi sifir olan § anzn
1

kuvvet serisi igin Ianl =< xalall esitsizligini tahmin etmistir.
Bieberbach, 1ikinci katsay:i ig¢in kendi adi ile anilan Bieberbach
tahminini gdéstermis, 1923’de LOwner [22],td¢lncit katsayir ic¢in
tahmini ispatlamistar. 1955’de Garabedian ve Schiffer [11],
dérdiincd katsayil ig¢in tahmini gostermistir. 1984°de Louis de
Branges [6], S sinifindaki katsayl problemini tamamiyle ¢dzmis ve
her n € IN i¢in laﬁl £ n esitsizligini elde etmistir. Esitligin
f{(2) fonksiyonunun, Koebe fonksiyonunun bir acisal dénisimii olmasai
halinde gergeklendigini gdstermistir.

1907°de Koebe S’deki fonksiyonlarin gérintilerinin |w] < p gibi
ortak bir diski icerdigini géstermis, 1916'da Biberbach po nun 1.4

olarak alinabilecedini tahmin etmis ve daha sonrada ispatlamistir.
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TEOREM 1. 4. (Koebe 1.4 teoremi)

S sinifina ait her fonksiyonun resmi {w: |w] < 14 } diskini képsar.

ISPAT. f « S fonksiyonu icin, f(2) # w € € ise, (1.7>’den dolaya

_ wflz) _ 1.2 . oy s .
ge(z) = o=Fy - 2 ¢ (a2 + 6)z +...,D’de yalinkat ve analitiktir.
dg < S oldudundan Bieberbach tahmini ile
(1.14)> | a, + L | 22

. > 5 =<

. R 1 . 1
dir. | a, ] £ 2 wve (1.14)’den | 5 } £ 4, yani | w | = T elde
edilir.

TEOREM 1.5. f &€ § ise,

2
fr(z) 2r 4r
p - < =
(1.15) Z e = < = . lzl = r <1
1-r 1-r
dir.
TEOREM 1.6. f & S ise, |[z] =r < 1 icin
(1.16)> S T IR ET 2
(L+1r) (1-r)
(1.17) d s S @) < r =
(1+r) (1-r)
1-r £’z 1+r
< R,
(1.18) I+ = AT i=r

dir.
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2. SABORDINASYON PRENSIBI VE POZITIF REEL KISIMLI FONKSIYONLAR
TANIM 2.1. f(z) ve g(2) fonksiyonlari D’de analitik olsun.

2.1 £(z) = glp@=)

olmak Uzere (0> = 0 ve |eolz2)] < 1 kosullarini gergekleyen
analitik bir e(z) fonksiyonu wvarsa, f(z) fonksiyonu gi(=z)
fonksiyonuna sabordine denir vé f(z) « g(=z) ile gdésterilir.

\
TEOREM 2.1. g(z), D’de yalinkat olsun. f(z) « g(z) ig¢in g.y.k
f(0) = g(0) ve £(D) « g(D) olmasidir.

ISPAT. w = gfz), D’de yalinkat oldugundan g—l(w),g(D)’de
analitiktir. f(D)> <« g(D) ise =z = gcl(w),f(D)’de analitiktir. O
halde e(z) = g'l(f(z)) fonksiyonu D’de analitiktir. |e(z)]| < 1 ve
flz) = glel(z))> dir. ka) = g(0) oldugundan (0> = g-i(f(O)) = 0
dir. Sonugta f(z) « g(z) elde ederiz.

f(z) «£ g(z) olsun. O halde (2.1) esitligini gerg¢ekleyen bir
p(z) fonksiyonu vardir. Schwarz Lemmasi ile fplz) | < |z |
oldugundan bir z, = p(Dp) igin w(z) = z, olacak sekilde bir z & Dr

1

vardir. Bdylece |z = |e(z)]| 2 |z| £ r, yani p(Dr) < Dr dir. g(z)

l
1
D’de yalinkat olduundan g(p(Dr)) < g(Dr) dir.O halde f(Dr)c g(Dr)

ve r » 1 igcin f(D) < g(D) elde ederiz. Sonugta f(0) = g(p(O)) =

g(0) ile teoremi ispatlamis oluruz.

TANIM 2. 2. D*de analitik, R f(z2) > 0 ve f£(0) =1 kosullarini
0

gergekleyen f(2) = 1+} pnzn seklindeki fonksiyonlardan olusan
n=1 .

sinifa pozitif reel kisimli fonksiyonlar denir ve bu sinif P ile

"

gbsterilir.
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TEOREM 2. 2. f{z), fl(z). fa(z) e P ise,

ia

2.2) 'gl(z) = £¢e*“2), a reel ,
(2.3 gz = [f(z)]t', ga(z) = fltz), -1 2t <1,
(2.4) g4(z) = 1/f(z),
N Y ta
(2.5) gg(z) = [ £,(2) ] [ £5¢2) 1 T N T P

olarak tanimlanan gi(z) (i = 1,2,3,4,8) fonksiyonlarir P sinifina

aittir.

14z

TEOREM 2.3. p{(z) € P olmas:i i¢in gerek ve yeter kosul p{(z) <« i=>

olmasidar.

1+z 1+p(2)

ISPAT. p(z) <« 1= ©lsun.O halde p(z) = T:ETET'OlmAK izere Schwarz

lemmasinin kosullarini gergekleyen bir @(z) fonksiyonu vardair.
p(0) =1
ve
—— 2
(1+p(2)) (1 ~p(2)) 1-jel(z2)]

R p(z) = R = = a)O
|1-p(=z) | |1-p(=z) |

dir. p(z) D'de analitik oldugundan p(z) fonksiyonu da D’de

analitiktir. O halde p(z) € P dir.
p(z) € P olsun. g(z) = %;; fonksiyonunu gézSnﬁne alalim. g(0) =
p{(0) =1 dir. w € P(D) olsun. w = p(2) olacak big¢imde bir z & D

vardir ve R o = R p(z) > 0 dir. g(2),D yi sag yari dizlem tfizerine

resmeden yalinkat bir fonksiyon oldugundan w = g{(z) olacak sekilde
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bir z € D vardir. Buradah w e g(D) dir. Sonugta p(D) < g(D) elde

ederiz. Tanim 2.1. ile de p(z2) < ;;; dir.

[+ ] [e 4}
TANIM 2.3. f(z) =Fa3z" ve F(z) =F Az
=0 n=0

n [z |<{R’de yakinsak

olsunlar. Bu taktirde her n = O tam sayisi i¢in Ianl =< An ise

f(z) < F{(z) yazilair.

TEOREM 2. 4. f(z) <K F(z) ise,

(2.6) An = 0, n =0,1,2,...,

(2.7) 0 < |z} =r <R igin |[f(z)] £ F(r),
(2.8) f'(z) <K F’' (z2)

dir.

TEOREM 2.5. p{(2) e P ise,

A 1-|=z| 1+|z]|
(2.9) < |p(z2)]| € ——mu-—
1+]z| 1-1z]

1+=z
ISPAT. p(z) € P oldugundan p(z) < dir.Tanim 2.1. ile p{(z) =
14+p(2) , : 1=z : :
olacak sekilde bir e(2) fonksiyonu vardir. e(z) Schwarz
1-p(2)

lemmasinin kosullarini gergeklediginden |e(2)| £ |2| dir. O halde

1+p(2) 1+|p(z) | 1+]z|
< . < elde ederiz. Teorem 2.2. ile

1-letz)| 1-iz|

Ip(zy| =
) 1-p(2)
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1 1+)z

A

son esitsizlikten

dir. Sonucta ((2.9)'u gostermis

p(z2) 1-jz|

oluruz.

TEOREM 2.6. (Alexander,1915) £’ (=2} € P ise f(2), D’de yakinsaktair.
Teorem 2.6. ’nin daﬁa genel hali Noshiro-Warschawski teoremidir.
TEOREM 2.7. Konveks bir E bdlgesinde

(2.10) R {e* % (20} > 0

ise f(z2) fonksiyonu E’de yalinkattair.

ISPAT. Z,025 E'de farkli iki nokta olsun. f(z) fonksiyonunun

dogru parcasi boyunca integralini alalim.

E konveks olduundan L < E dir.

f(=z_.) - f(zl)

2

1
JLf'(z)dz = j&f‘(z)(za—zl)dt

elde ederiz.

1

-ia io,
(2.11) f(z ) - f(zi) (z,-2z, e Ioe £ (z)dt

de integral (2.10) esitsizliginden dolay: sifirdan farklidir.

Béylece f(za) # f(zl) dir.

TEOREM 2. 8. f € P ise,
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1+n= -
(2.12> f(z) T=ns du, Jape =1

Inl=1 Ini=t
olacak sekilde negatif olmayan bir g Probabilite 8lg¢tistt vardair.

ISPAT. f(z) fonksiyonunun

(2.13) £(z) = u +iv=f .22 ute*Yrdr + ie

seklinde bir Poisson gésterilisi wvardar.
1 BT g 1 o ie
£f(0) = ——f ule” )dt = 1 olduundan c¢ =0 dir. plt) = ——f ule” “lde
an o arn o

ile tanimlanan p(t) fonksiyonu icin p(2r) - p(0) =1 dir.

duct)y = %ﬁu(elt)dt esitligini (2.13) de kullanarak
2neit+z = l+e—it
f(z) = [ ——=dutty = [ -
O e -z o 1-e

z
T dudt)
z

elde ederiz. e-lt = 7n donistimt ile f(z) = f %;%; dp bulunur.

In{=1

Lo o]
TEOREM 2.9. p(z) =1 + T c 2z € Pisen =1,2,... icin

(2.14) Je | =2

1+=z
esitsizligi vardir. Esitlik ancak ve yalniz @(z2z) = —— fonksiyonu
. 1-=z
ve acisal dénisimleri icin gerceklenir.
it

e 2}
tspar. 22 -1 + 27 e
el,—z n=1

_lntzn esitliginden, Teorem 2.8 ile
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n =1,2,... i¢in
2n int
= - ] < .
< aj‘o e dutt) dir. Béylece |c | £ 2 dir.

®
(2.14)'de esitlik p(z) = %;; =1 +2 % 2" ile gergeklenir.
n=1
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3. KONVEKS VE YILDIZIL FONKSIYONLAR

TANIM 3.1. E ¢ € olsun. 0 £ t £ 1 olmak tlzere her w € E igin
(1—t)wo + tw € E ise E bdlgesine wb’a goére yildizil denir.
TANIM 3.2. D yi wo’a gdre yi1ldizil olan bir bdlgeye resmeden f(z)

fonksiyonuna wb’gére yildizil denir.

Wy = 0 ise f(z) fonksiyonuna yildizil denir. Bu fonksiyonlarin

sinifr ST ile ile gbsterilir.

TANIM 3. 3. E <« C olsun. O £ t € 1 olmak {izere her Z 125 e E igin

t21 + (1—t)z8 € E ise E bdlgesine konveks denir.

TANIM 3.4. D'yi konveks bir bdlgeye resmeden f(z) fonksiyonuna

konveks denir. Bu fonksiyonlarin sinif:i: CV ile gosterilir.

TANIM 3.5. E bolgesi verildiginde bir L dodrusu ve buna paralel
btutin dogrularin E ile kesisimleri bir aralik ise E ye L
dogrultusunda konveks denir. D’yi L dogrultusunda konveks bir

btlgeye resmeden f(z) fonksiyonuna L dogrultusunda konveks denir.

TEOREM 3.1. f €« S ise asagidaki ifadeler esdegerdir.

a)d f € CV.
b) Er = f(jz| < ) (0O < r € 1) konveks.

c) 1 + zf(z)/f'(z) e P.
d) zf*(z) e ST.

ISPAT. b) & ) Er’nin konveks olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul

. ie
f(=2)’in =2 = rel° daki tegetinin e@im ag¢isi arg{2£§§1—3+
fonksiyonunun 6 nin azalmayan bir fonksiyonu olmasidir. Yani

atret® o ot (re* 9

I o= lo = R {L+zf"(z)/£'(z)} dir.

a9
©=3529 —35g "33 '°9 T
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2 = O noktasinda 1 + zf"”(2)/f’'(2) 1’e esit oldugundan minimum

prensibi ile R {1 + z2f"(2)/f’'(2) } > O sonucunu elde ederiz.

b) #» a) Er = f(|z] < r) her r < 1 i¢in konveks ise, f(D)’nin her
noktasi 1’e yeterince yakin r igin Er ye aittir. Yani f € CV dir.
a)> o b) f konveks bir fonksiyon olsun. =z - zZ, olmak tlzere

1
|21| < Izal < r oldugunu varsayalim. f(D) konveks oldugundan O<X<1

ig¢in wy, = Kf(zl) + (1—K)f(za) e f(D) dir. Bbylece bir Zy € D i¢gin

w, = f(zk) dir. g(z) = kf(zzi/za) + (1-A)f{(2) olarak tanimlayalim.
Bu durumda g(z) analitik,g{(0) = 0 ve g(D)> <« f(D) dir.Sabordinasyon
prensibi ile g(jz| <r) < Er ve Ozellikle g(za) = o, dir. Yani erEr
dir.

c) » d) Asikardair.
TECREM 3.2. f € S ise asagidakiler esdegerdir.

ad f € ST.
b) Er = f(|z| < r ( 0 < r<1 ) yildazil.
c) zf’' (z2)/f(z) « P.

ISPAT. b) = c) Er’nin y1ldizil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
argf(rele) nin (0O < o < 2r) 6’ya gbre azalmayan bir fonksiyon

olmasaidair. Yani,

a , a . . ie ,
0 £ —arg f(rele) =3 —log f(reie) = 3 irele £—££§3—l = R ;T;?l
ae ae f{re ™ ™)
dir. zf/ (2)/1(2) = 1 oldujundan minimum prensibine gére
z=0

R {=zf"(2),£(2)} > O sonucu elde edilir.

b) = a) Er = f(|z|] < r) her r < 1 icin yildizil ise f£(D)’nin her

noktasi r » 1 igin’Er ye aittir, yani f & ST dir.

a) & b)) O < t < 1 igin w(z) = f_l(tf‘(z)) fonksiyonu Schwarz
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lemmasy ile |w(z)|] =< |z]| esitsizligini gercgekler. Wy € Er

-1 -1
= = < r
varsayallm.lzol B3 (mo)l < r ve |f (two)l lw(zo)l < Izol <

dir. Bu nedenle 0<t<i ic¢in two & Er dir. Bdylece Dr yildizildar.

TEOREM 3.3. .0 < p = 2-73 igin f € S fonksiyonu |z]| < p yu konveks

bir bbdlgeye resmeder.

ISPAT. S sinifinda her f(z) igin

2 2
1 + R 2fC(zd f'(z) > 1 + 2L 40 _ 17ATHT T o) = r ¢ 1) dir.
1—r2 1—r2

Fakat r < 2-7/3 icin, 1-4r+r> > O dir. Bdylece f(z),|z| < r yi

konveks bir bdlgeye resmeder. k(z) Koebe fonksiyonu ig¢in

L1 2
i+ zk (z) _ 1t4z+z oldugundan 2-¥3 kesindir.
k*(z) 2
1-2
Rcv = 2-v3 sayirsina S’nin konvekslik vyarigap: denir. S’nin
yi1ldirzi1llik yarigapi da Rsr = tanh n/4 = 0,655... dir.
TEOREM 3. 4. 2] ¢ R de f'(z) # 0O olsun.
(3.1 f(z), |2} < R’de konveks & F(2) = 2z f’'(2) yildizildir.

ISPAT. F(z) = z £'(2) olsun.

frizd+z £7(2)
zF' (z)/F(z) = =z = 1 + z £ =z2)s/ft"(z) dir. Her iki

zf' (2>

yanin reel kisimlariny alarak teoremi elde ederiz.

Teorem 3.4.’den yararlanarak

Z F&)

F(z) € ST ise f z df e CV oldugu sonucuna ulasiriz.
O

2 ¢)
TEOREM 3.5. f(2) = 2z + [ a2z  (|z|] < 1) fonksiyonu verilmis
n .
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olsun.
@
(3.2 Ynla | £1
n
n=2

ise f(z), |z| < 1°de yalinkat ve yildizildair.

® 2
(3.3) Enila | =1
n
n=2

ise f(z), |2z| < 1’de yalinkat ve konvekstir.

ISPAT. D bélgesinde

® o3}
jzf' (2)-f(z)]| <€ § (n-1)]a jlz]n < jz|- ¢ la ||z|n < [f(z2)| dir.
; n n
n=2 n=2

Esitsizligdin her iki yanini |f(z)| ile bdlerek lzf'(z)/f(z)—ll <1
esitsizliginden R {zf’'(z)/f(z)} > 0 oldugu sonucuna ulasiriz.
Béylece f(2) yildizil ve yalinkattir. (3.3),Teorem 3.4. ile kolayca

gdsterilir.

M.S. Robertson bir fonksiyonun vyildizillidini karakterize eden

asagirdaki teoremi vermistir.

TEOREM 3.6.[044] f(z) D’de analitik ve f{(0)> = f'¢0) - 1 = O
kosullarini gerceklesin. f’in yildizil olmasi igin gerek ve yeter

kosul =1 < k < 1 olmak ilizere her k reel sayisi igin

1.2 12
Fk(z) = [} f(z)/f(kz)] ,Fk(O) =1, Fo(z) = [f(z)rz]
. . . l o 1+kz
ile belirlenmis Fk(z) fonksiyonlarinin Dde analitik ve T35
1+k

fonksiyonuna sabordine olmasi veya esdeder olarak R Fk(z) = —— ve

1+k

?k(z)

-1 < 1 kosullaraini gerceklemesidir.
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a
TEOREM 3.7. f(z) =z + L a 2" ST ise, n =1,2,... icin
n=2
t <
(3.4) lan| £ n

dir. f(z), k(z) fonksiyonunun bir ag¢isal dOSnisimi degil ise kesin

esitsizlik gergeklenir.

N o0

ISPAT. f e ST olsun. p(z) = 2§T5§l =1 + 7 cnzn ile belirlenen
n=1
o € P dir ve ]cn] < 2 dir. zf'(2z) = p(2)f(2) esitliginden z’nin
katsayilarinin karsilastirarak a, = 1 olmak dzere n = 1,2,...
n-1
ici = q = _ > -
i¢in na an+k§icn—kak elde ederiz. k 1,2,...n-1 (n =2 2) icgin
Iakl € k oldudunu varsayalim. O halde
n-1 n-1
(3.8 (n-LYja_| £ Y le . lla, | =2 % = n{n-1)
n k=g n k k =1
esitsizliginden lanl < n elde edilir.
Bieberbach teoremine gére |a2| < 2 esitsizligi f’in Koebe

fonksiyonunun bir ag¢isal donisimi olmasi halinde gecerliydi. O
halde (3.5) den f & ST ve Koebe fonksiyonunun bir ac¢isal dénisimi
degil ise n 2 2 i¢in |an| <{ n oldugu gérilir.

SONUC 1.2. f &€ CV ise, n =1,2,...i¢in lanl £ 1. Kesin esitsizlik

her n igin f(z), 1(z) = z(1-—z)-1 fonksiyonunun bir ag¢isal ddniigtimi

degil ise gerg¢eklenir.

ISPAT. f & CV ise z2f’(2) & ST dir. Teorem 3.7 ile fa_| = n dir.

1(z) = 2z + z2 + 23 +... den |an| < 1 esitsizligi kesindir. n = 2
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igin lanl = 1 ise =zf'(z) Koebe fonksiyonunun bir agisal
dontistimiidir. Béylece f(z), 2z/(1-z) fonksiyonunun bir agisal
doniistimidir.
2 n
TEOREM 3. 8. f(z) =2z + }, a z fonksiyonunun D’de yi1ldizil olmas:
n=2

igin gerek ve yeter kosul

a2

(3.6) f(z) = =z exp [z [ log _%L_dp<t>]. ¢ lzl < 1 )
o) 1-e " "z

olacak sekilde wu(2nr)-u(0) = 1 kosulunu gergekleyen artan bir p(t)

fonksiyonunun var olmasidir.

ISPAT. f(z) yildizil olsun. O halde, Teorem 2.8 ile

: an -it
zf(z) _ 1+e 2
3.7 T - J o eV
O 1-e z

esitligini gergekleyen bir p(t) fonksiyonu vardir.

(3.7) den
£r¢zy 1 _ 27 aett dut)
=y  z S “1t 9
O 1-e 2

elde ederiz. Her iki yanin z’e gdére integralini alarak

log f;z)

an -it
- log f'(0) = -2 f log (1-e = “z)du(t)
o]

buluruz. f*(0) = 1 oldugundan (3.6)’y1r g8stermis oluruz. Tersi

kolayca goériuldr.

TEOREM 3.9. f(z) ST ise,

,.
< 3 L —
5 < |f(z2)] S s

(3.8) _—
(1+r> (1-r>
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1_—’35 [£7¢z)| < _ﬂ'_g
(1+r) (1-r)

(3.9

dir. Esitsizlikler kesindir. Esitlik ancak ve yalmz f(z), k(z)

Koebe fonksiyonunun bir acisal dénisimil ise gergeklenir.

TEOREM 3.10. [13,21]1 f(z) e CV ise,

r r
—< <
(3.10) i = |[f(z)| < = °
(3.11) ——i——z < |f'(=z)| = ——3——5
(1+r) (1-r>

dir. Esitsizlikler kesindir. Esitlik ancak ve yalniz f(z), z-s(1-2)

fonksiyonunun bir agisal doénlistimi ise gergeklenir.

TEOREM 3.11. Her f € CV fonksiyonunun resmi |w| < 12 diskini
kapsar.
ISPAT. f €« CV ve f(z) # w ise, gz} = (f(z)—w)2 yvalinkattir.

g(zl) = g(za) ise f(zl) = f(za) ya da % [f(21)+f(22)] = w dir. Son

durum w degerini almayan konveks bir fonksiyon i¢in miimkin olamaz.
wa—g(z)

Béylece h(z) = ———— & S dir. h(z) = %w dir. Koebe 1.4 teoremi
2w

dir.

AW ilag

ile 1% W] = % yani |w| 2

TEOREM 3.12. f(z) € CV ise, D de her z,¢,w ig¢in

z2 f-w fiz)-f(w) 1

_ £
(3.12) R { Z-F z-o F(FY-Fflw) =-F b2 oz

dir.
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_ 2z F-w f(z2)-flw) _ 2F _
ISPAT. F(z,Z,w) = T=F =6 T T 77 1 fonksiyonu
D3 ={ (z,&, : |z2] < 1,]&] < 1,]w]| <1 } cimlesinde holomorftur.
ia _ _ib . \ Lo
a = e ve 3 = e (0 < a, b < 2rn) farkl: sabitleri i¢in
_sin(bs2) f (awd)—f (w)

R { Flow.fu,0) } = = S rgwr@ P A

a

Oysa |w] £ p < 1 d%skinin f altindaki gorintidsi konveks oldujundan

sin[iég]sin(

arg £ Cood —F (o) - {(O,n) Oca<b<@r e
Flfwd =t (w (-1,0) O<beac@n
Buradan sin[(a—b)/e] ve 3 {...} z1t isaretlidir ve Dbobylece
R { Flaw,Bw,w) } > 0 dir. Fakat R { F(z,&,w) } ,
T3 = { (z,8,w) |z = |€] = |w] =1 }’de minimumuna ulasir.Buradan
3

D™ de R { F(z,&,w) } > O dar.

SONU¢C 1.3. [B0] f e CV ise, 2, € D ig¢in

. zf’ (z) _ £ 1
(3.13) fR{f(z)-—f(f) Z-F }> z

ISPAT. Teorem (3.12) de w 9 2z alinirsa sonug elde edilir.
SONUC 1. 4. f « CV ise, D’de

(3.14) ml{ zf’' (z2) f(=2) } > % >

(3.15) R {f(z)/z } > &

esitsizlikleri gergeklenir.

(3.14) Strohacker [4Q9], (3.15) Marx [23] tarafindan gdsterilmistir.

ISPAT. Sonu¢ 1.3.’de ¥ = 0 alinarak (3.14),Teorem 3.12.°’de w = O,
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£ » 0 alinarak da (3.15) elde edilir.
R zf'(2X/f(2) > a ise £(z) fonksiyonuna ao.mertebeden yildizil

denir. Bu nedenle konveks fonksiyonlar 1.2. mertebeden yildizildir.

SONUC 1.5. (50] f « CV ise, sabit bir Zy € D i¢in,

f(z)—f(zo) 2

)

yildizildar. \

(3.16) F(z) = z{
z-2

, w £(2)-f(¥) = 1 ,
C —
SONUGC 1.8. f €« CV ise, 2z, € D ic¢in 9%-{ Z=F AT ] > 5 dir.
- n
TEOREM 3.13. f(z) = z + ¢ a.z . [z] € 1 de yildizil ve D’yi A
n=2

alanli bir bdlgeye resmetsin. Bu takdirde

A )1/8. n>g2

2
< - (__—
(3.17) la_| < =+ (—

dir.

ISPAT. f(2z) € ST oldugundan,

z2f’ (2)/f(z) = %23%2% olacak bigimde |2| ¢ 1’de |w(z)]| < 1 kosulunu
© n

gercekleyen bir w(z) = Eﬂwnz vardir.
1

Yukaridaki esitligi
{ zf'(z) + f(z) }w(z) = zf’'(z2) - f(z)

veya
i Kk @ k 2 K

(3.18) {az + ¢ (k+1da, 2z | w2 =L (k-1)a, z
k=2 k=1 k=2
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seklinde yazabiliriz.
(3.18) de katsayilara kér$1la$t1rarak
= - >
an_l + 3a2mn_a +...+ na__, o (n l)an » n 2 2
buluruz.
Bdylece (3.18)’in sag tarafaindaki a, katsayisi, sadece

3 & > :
al,aa.....an_1 e bagli olur. Buradan n = 2 i¢in,
n-1 : K n K 0 K
(3.1 {22 + ¥ (k+lda z }wi(z) = § (k-1%a,z + } b =z
k k k
2 2 n+1
dir. (3.19)'un her iki tarafinin modiil karesini alip, |z| =r < 1

cevresindeki integralini hesaplar ve |w(z)| < 1’den faydalanirsak,

n—1

n ) o) . .
T (k—i)alaklarak + ¥ |bk|8r8k < 4 + T (k+1)a[ak|e
2 n+1l 2
elde ederiz.
r - 1 alarak
n n-1i .
F (k-1>%1a, 12 24 + ¥ (k+1>%]a_|Z veya
k k
2 . 2
n—-1
(3.20) (n-1>%a [E <41 + T kla |, nza
n k
2
bul uruz. Diger taraftan |z| < 1 boélgesinin f(z) fonksiyonu
altindaki goértntisidnidn alani,
1 2n , 1 B ¢
a=1 [ trret® Prarde = 2n [ 1+ E kT2 15T rrar
o "o o 2 k

@
n( 1+ ¢ klakia)
2

i

(3.21)

dir. (3.20) ve (3.21)’den
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2 2 A
- < >
(n-1) |an| £4 -, n 2z2 veya
2 Al2
< — (= >
la_ | = 1 (n) » n 2z 2

oldugu sonucuna variriz.

® @
TANIM 3.6. f(z) =} anzn » g(z) =¥ b 2z analitik fonksiyonlar:
=0 =0

verildiginde
(3.22) (f»g){(z) =X a b 2z , |z] <1

seklinde tanimlanan (f%g){(z) analitik fonksiyonuna f(z) ve g(z)

fonksiyonlarinin hadamard carpim: denir.

f(z3, g(z), h{(z) analitik fonksi&onlar olmak tzere

i ((fxg)x*h)(z> = (fx(gxhd))(z) ,

iid (£%g)(z) = (gxfr(z) ,

iii)d 1(z) = Té; fonksiyonu 1¢in (f»1)(z) = f(z) ,

iv) (£x(g+h))(z) = (fxg)(z) + (fxh)(z) ,

v) z(fxg)' (z) = (fxzg’)i(=2)

dir. )

1958’de Polya ve Schoenberg (37] D’de konveks iki fonksiyonun

hadamard ¢arpiminin konveks oldujunu tahmin etmislerdir. 1973’de

Ruscheweyh ve Sheil-Small [45] da bu tahmini ispatlamislardir.
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BOLUM 2

KONVEKS VE YILDIZIL FONKSIYONLAR KAVRAMINDAN
HAREKETLE TANIMLANAN FONKSIYON SINIFLARI

Bu bdliimde konveks ve yi1ldizil fonksiyonlar kavramindan hareketle
tanimlanan fonksiyonlarin sinifinmi, bu siniflarda >katsay1 ve
distorsiyon hesaplamalarini, siniflarin yalinkatligini, gésterilis

teoremlerini ve diger siniflarla olan ilgilerini verecegiz.
1. «. MERTEBEDEN KONVEKS VE YILDIZIL FONKSiYONLAR

Konveks ve yildizil fonksiyonlar kavramindan hareketle

Robertson [(39] o.mertebeden konveks ve yildizil fonksiyonlarin
tanimlarini vermistir. Bu bélimde siniflarin incelenmesinde
kolaylik saglamak Uzere er(z)=zf’(z)/f(z), ch(z)= 1+zf " (2)/Ff' (=)

olarak kabul edelim.
TANIM 1.1. D’de her z icin

(1.1) R Q (2 =2 a
sT

ise f(2) € A fonksiyonuna a. mertebeden yildizil fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlardan olusan sinif ST(a) ile gésterilir.
TANIM 1. 2. D’de her z icgin

(1.2) R Q _(2) = a ‘ .
cv

ise f(z) € A fonksiyonuna a. mertebeden konveks fonksiyon denir.
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Bu fonksiyonlardan oclusan sinif CV{(a) ile g8sterilir.

Alexander teoreminden hareketle, f(z)eCV(alép F(z)=z2f'(2)aST{(a)
¢ift gerektirmesi kolayca elde edilir.

TEOREM 1.1. [39]

f(z) € CV(a) { 0O £ a=51) ise,
1.3 21— _ < £ ret® | < .1241-0()
(1+p)=¢7¢ (1-1r)
\
o = % ise,
2o-1 . 2o~1
1 (1+r) L jr(ret® < LoD
ca—1
2o—-1
a = 1 1se
§ 1]
(1.5) Inci+r) € [£¢re*® | < -1nct-r>

Esitsizlikler kesindir. Esitlikler

1,
a = 5 ise,
20-1
' 1-C¢1-2)
(1.6» f(z) = SorT
1
ve a = 5 ise,
(1.7 f(z) = —ln(l—z)

fonksiyonlarinin agisal ddnistmleri i¢in gergeklenir.

ISPAT. 0 £ a << 1 ve R ch(z) > a ise



“(z)/f'(z) —a} =1 +bz +b za +. ..

1
T—a 11 %3 1 2

fonksiyonu P sinifindadir ve bu sinifa ait sonugclardan teorem elde

edilir.

Teorem 1.1.’in bir sonucu olarak F(z) € ST(a) ise,

r ie r
< |F(re” M| =
(1+r)2<1—a) (i_r)8<1—a)
dir.
Esitlik k' (z,0) = z icin gerceklenir.
2¢1l-c0
\ (1-2)
i n
TEOREM 1.2. O = a £ 1 olmak idzere f(z) =2 + } az <€ ST(a) ise
n=2
1 n
€ - =
(1.8) janl S =T N (k—2a) (n 2,3,...)
k=2
dir.
ISPAT.
zf’ (z) _
£(z) >
(1.9) p(z) = =1 +c,z +c_z +
1 2
1-a

ile tanimlanan p{(z) regiilerdir ve |z| < 1’de R p(z) > O dar.
(1.9) daki esitlikte katsayilari karsilastirarak,
n =2,3,4,... i¢in

(n - 1) a = 1 - af cn_1.+ asc o *.-ta  ,c 1

elde ederiz.

A
n
~
o
I
[N
w
e

P sinifinda her fonksiyonun katsayilarinin Icnl
esitsizligini sagladigini kullanarak

(n - 1)|an| 2@ -2a0{1 + |a + |a ...+ Ian-il }on =2,3,4,..

2 3!

sonucuna ulasiriz.

Ozellikle
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[aal < 2-2a,

2|a3| < (2;20)(1+|a2|) L (22a)(1+(2-2a)) = (2-2a)(3-2a)
yani,

(3-2a)
buluruz. Indiiksiyonla
*n
k-2a
< =

Ianl = kga —(—ﬁ-_—l—-)-—!— e 2,3;41'..
elde ederiz.Bu esitsizlik her n = 2 icin kesindir.
fiz) = 2(1_2)-(2-20) € ST(x) fonksiyonu ile esitlik bulunur.

o = 12 oldugu zaman Ianl = 1,a = 0 oldugunda ]anl < n sonu¢larim

elde ederiz.
@

Teorem 1.2.’nin bir sonucu olarak g(z) =2z + § bnzn e CVia) ise
n=2
4 M
(1.10) b I ==, 1 k-2
n nt s

dir.
(1.10)’da esitlik (1.6) ve (1.7) denklemleri ile verilmistir.

Bir f(z) fonksiyonunun ST{(a) sinifina ait olmasr ig¢in gerek ve

yeter kosulu vermeden &6nce asagidaki hesaplamalari .yapalim.

_zf'(z) _

H(z) = [G(z)—(i-a)] e [G(z)+(1—a)]

zf/ (=) zf’ (2)
[Sre5 — 1 7 5y — B2

ile belirleyelim.
H(z) fonksiyonu |z]| < 1’de regiler,H(0) = 0, |H(z)]| < 1 kosullarini

gercekler. Schwarz Lemmasi ile |z]| < 1 ’de .

zf’ (z) 2f’ (2)
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dir.
(1.11) esitsizligi D’de |@(z)| £ 1 olmak tzere analitik bir &(2)

fonksiyonu i¢in

z2f’ (=z) zf’ (z) .

olarak yazilabilir.

(1.12)’den zf ' (z)/f{(2)’i1 ¢dzerek

(1.13) 2 (z)/f(z) = [1 + (2&—1)2@(2)] 7 [1 + 20(2)]
_ _ 2(1-a0
=4 sl o

esitligini buluruz. O halde asagidaki teoremi bu hesaplamalardan

sonra kolayca elde ederiz.
TEOREM 1.3. f(2) € SI(a) ig¢in gerek ve yeter kosul

z
(1.14) f(z) = zexp { -2(1-o f 1fétzt) dt }
0

olacak sekilde |z| < 1’de [©(2)| = 1 kosulunu gergekleyen bir 6(z)

analitik fonksiyonun var olmasaidair.

ISPAT. (1.13)*den

£f*'(z> _ 2a-1 . 2(1-a0 _ 1 2{l-0)(2)

fizy = =z Z(1¥28(z)) =z I1+z06(z)

elde ederiz. Her iki yanin integralini, sonrada bulunan ifadenin
eksponansiyelini alarak (1.14)°4 elde ederiz. Tersine (1.14)’de,
f(z) hipotezdeki gibi bir @(z) fonksiyon i¢in gerceklenirse

f(z) € ST(a) dir.



TEOREM 1. 4. O £ a=<1i¢in,
e
(1.15) Tén -adja | £1 - «
n
n=2
i n
ise f(z) =2z + § a.z fonksiyonu D’de a. mertebeden yildizildair.
n=2

ISPAT. (1.18) ile,

o) ©
< - <
b Ianl <= ¥ ==& Ianl < 1 bulunur.
n= n=2
2 n ® n
jzf'(2z)-f(z)|] - 1~} ]|f(2>] = | © (n—l)anz ] - - fz+ ¥ a_z |
n=2 n=2 "
© n ®
< Y -1dla_[lz] - Q-0 [|z]|- F la_11z]"]
n n
n=2 n=g
@
<zl [ & (n—a)]anl—(i—a)] £ 0
n=2 :
elde ederiz. Bu hesaplamadan
zf ' (z2) . , A e . . :
| 1 — o ] £ 1~a esitsizlidi kolayca gdérilir.Son esitsizlikten
D'de ® 2L %2} » 4 elde edilir.
f(z) .

f(z) € CV(a) ise zf’'(z) & ST{(a) oldugundan Teorem 1.3. ile f(z)

igin bir gésterilis ve Teorem 1.4 ile de yeter kosul bulunur.

TANIM 1.3. D’de her z ig¢in,

13
< o
(1.186> | arg QST(Z) | < O .
@ n
ise f(z) = z + ¥} anz fonksiyonuna o.mertebeden giliclid yildizil
n=2

denir. Bu fonksiyonlardan olusan sinif ST(ay ile gdésterilir.
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ST(1)>, normalize edilmis yildizil fonksiyonlarin sinifidir. a < 1
ise ST(a) sadece sainirli yildizil fonksiyonlari igerir.

Benzer olarak, D’de her z ig¢in

1
<
(1.17) | archV(z) | < o=
bt n
ise f(z) = z + § anz fonksiyonuna o.mertebeden gticltt konveks
n=2

denir. Bu fonksiyonlardan olusan sinif CV(a) ile gosterilir.

TEOREM 1.5. f(z) e CV(a) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

F(z) = z£’(2) e ST(a) olmasidir.

ST(ad ve CV(a) sinifindaki fonksiyonlar ic¢inde Teorem 1.1'de
oldugu gibi kesin sinirlar hesaplanabilir.a 2 1 ise ST(o) ve V(oD
nin Snemli bir takim 6zellikleri wvardir.
Asagidaki teoremde yararlanacagimiz fa(Z) fonsiyonunu

1+t a dt

' z
£,.(2) = zexp( J; [ G ~ 1 1g )

ile tanimlayalim.

TEOREM 1. 6. a 2 1 olmak Uzere,

£f(z)> f (oz)

f e ST( } cimlesinin u¢ noktalari log y x| =

{ log =

4

seklindeki fonksiyonlardir.

ISPAT. f = ST olmasa igin gerek ve yeter kosul

(1.19) zf’ (z)/f(z) = { p(z) }°
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olacak sekilde bir p(z) € P fonksiyonunun var olmasidir.p(z) < %;;
dir. {pa} cimlesinin u¢ noktalari (;;;;)a,lxl = 1 (a 2 1)

seklindedir. z(log(f(z)r2)’ =.(pan)a—1 dénisimi

A = { log(f(z)rz): £ € ST (o) } dan {poa ttzerine lineer 1-1 dir. O

halde A nin ug¢ noktalar:i

1

z Xz
(1.20) logf(zdsz = [ [(me)™118- = [ [(%;§.)°-1]gl
0 0

log f (xz)/ xz
o

seklindedir.

TEOREM 1.7. o 2 1 olmak Uzere f(z2) e ST(a) ise,

(1.21) £ (- = [fret ) =1 (o)
[o [« ]
, f (r)
(1.22) (ATT% r ryr < [t tret O = (BT, O
1+r a 1-r r
dir.
ISPAT. (1.21) esitsizligini, (1.20)’in eksponansiyelini alarak

buluruz. (1.281) ve p(z) & P den faydalanarak,

z = reie ise
1-r.a z2f* (2) 1+r.a
(1+r) = | f(z) b= (1—r)

elde ederiz. Esitsizligi |f;2)| ile garpip, (1.21) esitsizligini

kullanarak (1.22) esitsizligini gbsteririz.

Brannan, Clunie wve Kirwan [7], 0 < a £ 1 ig¢in ST(a) sinifinda
katsay: problemleri hakkinda calismislar ve

(1.23 Ja £2a, (0 a=1)

sl
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<
(1.24) |a3| < a, ( 0 < oaX( 3 )
‘ ' 2 1
(1.25) |a3| € 3o, ¢ 3 < a=x1
1 1
< = = -
(1.286) [a3| =3, «a 3

sonuglarini elde etmislerdir.

(1.23) ve (1.28) icin ekstremal fonksiyonlar,f(z)=z+2aza+3a223+..

ve onun acisal dénistimleridir.

(1.24) ve (1.26) icin ekstremal fonksiyonlar ise |x| =1 ic¢in,
1+xz2 a
2f'(z) ~ £f(2) = [ ——=] ve
2
1-xz
O <A <1 icin de
2
zf’ (z) _ 1+xz, o 1+xz o
f{(z)> . >\[1—><z] v (LIl ]

1-xz

dar.

Ayrica (71’de yazarlar, her n i¢in a yeteri kadar 1’e yakinsa,

(1.27) f (2) =2 + Y, A =z
o n

olmak Uzere [anl < An oldugunu goéstermislerdir.

©
TEOREM 1. . f{(z) =2 + ¥, anzn = §?(a) ise,
n=g
(1.28) la | £ A
n n
dir.
ISPAT. {p(z)}Ol =1 + blz + baza+... (1.19) ile belirlenmis

[7]1 ile

olsun.
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1+2 =

(1.29) (=) = 1.+ Bz + B2z" +...

olmak tzere |bn

(1.30) (n-—i)an = bian—l + baan_2 +... 0+ bn
elde ederiz.
a, = b, olduundan sonu¢ n = 2 icin dogrudur. 2 £ k =

2 1

la, | = oldugunu varsayalim. (1.26) ve (1.27) ile
k

— < =
(n 1)|an| < B/A 4 *BA _ +...+ B Al

sonucu elde ederiz.
TEOREM 1. 9. a < 1 olmak lUzere,

£¢(z) e ST(o) ise, |z| < 1’de

®
. 1
(1.31) [f(z>| < |z |exp{ Zakzg BRI (BRFI=a0 } jz [MCa
dir.
( ¥ Euler sabitidir ve [M(2) Gamma fonksivonu igin
®
1 1, _ _ 1 Iz _ L
nE (E:H F) = = TR ¥ esitliginden
1-a
r(——
(1.31)’de M(a) = %exp{ - == - ¥ } olarak bulunur. )
r (—2—
ISPAT. p(z) = Eé?%él-olsun. O halde p(z) < (1+Z ve
£(z) z dg ie
log = f (p(€)-1)—=-dir. 2z = re ise,
2 o E

ie)_1~}2~ f [(1+t a-l]——-

r
log If;Z)l = f R { plte
o]

| £ B_ dir. (1.19) da katsayilari karsilastirarak
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LAY

1
d
I () 115

1 a 0
k o k, k —a dt
J iz (g)‘t - E ()T P a-n™ =
o k=0 k=0

1]

© fa ] ! 2k -l @ o
(1.32) = 2 E( ) f t (1-t) dat = 2 z( ) B(2k+1,1-a)
k=0 2k +1 o Kk =0 2k +1
dir.

B(p,q? nun 6zelliklerinden,

_ato1). .. (a-2k) F(2k+1OM(1-o)
4 2k +11 rFr2k +2-a)

(opaq) BCERH,1-cO

o
(2k +1) (2k +1 ~a)

dir.

Son esitligi (1.32)'de kullanarak ve daha sonra elde edilen

ifadenin eksponansiyelini alarak (1.31) esitsizligini elde ederiz.
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2. ALFA-KONVEKS FONKSIYONLAR

TANIM 2.1. f(z) € A ve D'de f<z>§ (z)

= 0 olsun.

_ £¢(z) _ £’¢2)
Jla,fzy) = a (1 + =z _TTTET) + (1 a) (z FTET-)

olmak tlzere,
(2.1) R Jla,f(z)Y 2 O

ise, f(z) fonksiyonuna o— konveks fonksiyon denir. Tanim 2.1.°%i
gergekleyen fonksiyonlardan olusan sinif a-CV ile gdsterilir.

(2.1) yerine, R J(a,f(z)) >R (0 £ 3 < 1) kosulunu gercekleyen f(2)
fonksiyonuna 3. mertebeden a-konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi a-CV(3) ile godsterilir.

TEOREM 2.1. f(z) € A fonksiyonu a-konveks ise,
f(z), yildizil ve yalainkattair.

a > 1 ise f(z) D’de konvekstir.

a s -1 ise ! s {z] > 1'de konvekstir.
1
(=)
z
ISPAT. (2.1)’de p(z) = 2f*(2),/f(2) yazalim. =z = rele € D igin
(2.2 R [ pz) - ia 9_ lnp¢z) ] > O
: ad -

elde ederiz. f(z)’in yildizil olmadigin: varsayalim. D’de bir

ie :
= < ’ > =
25 ro® 0O noktasi icin, |z] = s da R p(z) = 0 ve ﬁip(zo) 0

olur. O halde arg p(roeie), 0 = 90 ig¢in bir maksimuma veya bir

“

minimuma haizdir. Bd&ylece ga argp(zo)=0 dir.Son esitligi R p(zo)=0

ile birlikte kullanarak (2.252’nin sol tarafim dolayisiyla

(2.1>’in z = *da sifir dederini aldid: sonucuna variriz. Bu ise

20
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(2.1) ile ¢gelisir. Buradan p{0) =1 ve D’de R p{(z) # 0. O halde
pl{z) = zf’(2z) ~ £(2) ig¢in K p(z2) > O dir. Bdylece a € (-m,m) igin
£f(z), D’de yalinkat ve yildizildir.

Birim dairede z = % dénisimi ile g(&) = ‘if olarak belirleyelim.
£(Z)
g
(2.1) den || > 1 i¢in
(2.3> R { (1+o)Eg’ (£)/g(g) ~ all+£g"(E)/g" (£> } > O

bulunur.
f(z) fonksiyonu yalinkat ve ylldlzll\oldugundan, g(¥) fonksiyonu

da yalinkat ve yildizildir. (2.3) esitsizliginden 1 + a £ O i¢in

-

’ . i1i 5 = 2 = -
9{{1 + £g"Errsgt ()} > O elde edilir. Bdylece g(¥) = FiEy T T 1

ig¢in konvekstir. o Z2 1 1ise (2.1)’in sol tarafindaki ilk terim

negatiftir. Bu da f(z)’'in konveks oldudunu gésterir.
TECREM 2. 2. f{(z), a-konveks ve 0 £ 3 < a ise f(z) f3-konvekstir.

TEOREM 2. 3. f(z), a-konveks ve a < 3 £ 0 ise f(2) fB~-konvekstir.

TEOREM 2.4. [25]

a > 0 olmak tlzere, f(z) fonksiyonunun oa-CV olmasi: i¢in gerek ve

yeter kosul

z
(2.5 £ez) = [ %f (Feer1t ™ glas 1@
o

olacak big¢imde bir F(z) yildizil fonksiyonunun var olmasidir.

Teorem 2.4.°de F(z) = ———irs——— Koebe fonksiyonu alinarak elde
(1-e b
edilen,
1 2

2.6y £ Conz) = [~ £ a-get® * ag)
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fonksiyonlary, o-CV dir. Bu fonksiyonlar oa-CV nin distersiyon

teoremleri igin ekstremal fonksiyon g8revini yerine getirirler.

Asagidaki teoremlerin ispatlarinda kullanilan fonksiyonlari kisaca

tanitalim.

R ad> O ve R (c-a) > 0 olmak tizere

) k
_ T F'ta+k)>)I(b+k) =z
2.7 Gasbieaiz) = mreey (LT kT
_ e e-a-1,, . -b
= F(a)F(c-a) f ~u) (1-zu) du
hipergeometrik fonksiyonu D’de regiilerdir.
a > O igin,
- 1 21
(2.8) K¢a,r) =r [ G (— T a+1 r)]
1 r %-1 _g a
=[= [ o «-p> "dp]
o
O
olarak tanimlayalim.
TECREM 2.5. o > O olmak izere,
f(z) € a-CV ise |z =r ( 0 < r < 1) ic¢in
(2.9) Ko, r) £ |f(z3] £ Ka,r)
dir. Esitlik fe(a,z) fonksiyonu ile saglanir,
ISPAT. Ilk olarak z = r alalim. Genel durumda ise |n| = 1 olmak

dzere, uygun 7 lar icin f{(mz)sn fonksiyonunu incelemek yeter.

Teorem 2. 4. ile

z 1/
£(z) ={%f053§—§————d6 ¥
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olacak bigimde bir F(2) yildiz:il fonksiyonu vardir. 2z = r alip

pozitif reel eksen boyunca ‘integralini alarak, £ = pele ol mak

olmak lzere,

r 17a

PO ={%f F(p)

dp}
o P

buluruz.
F(z) yildizil oldugundan

p J=
—— S|F(p) |
(1+p) (1-p)

(2.10) =

dir.
(2.10) dan yararlanarak

i 2

o™ e L [ o -p) %dp
“ o
elde ederiz.

© = ru degisken déntsuimi ile (2.10)

1/7a ri/a ! g_l ‘g
(2.11) [£¢2) | < — Ju (1-ru) “du
o]

seklini alir.

(2.7) ile (2.11)

1/

[£Cr) | < r1/01 121

G(-, —,=—+1;)

a’ oo
dir.
(2.8) ile |fi{r)]| £ Kla,r)
(2.9) un sol tarafini gdédstermek ig¢in orijini f(z2) = Eele ye
birlestiren I" dorusunu inceleyelim. f(2) yi1ldizil oldugundan I ,
D’de orijini =z = rele ya birlestiren bir p Jordan yayinin resmidir.

¥ nin { (= }1/a fonksiyonu altindaki gérintiisi ori jin
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baslangi¢li dofru parcalarindan ibarettir. Herbirinin uzunlugu

RV =122 177 = [ 1de>? ™z 1aL| dir. f(z) e a-CV oldugundan
y
Teorem 2.4. ile df({)Y7%dr = A 00FHY %1 dir. o = || ise
(2.10)*dan
1 2
1/a =-1 —-=
lra 1 F(O) 1 - .
R =3 f |——f———“l’d(! Z o f Fof (1+p) ‘ jag |
7 ¥
1, 2
[»§

=L [o* o Y ap
* o
ve o = ru dénlUsimid ile (2.7) ve (2.8) esitliklerinden yararlanarak
j£f(z)| =2 ~K{a,-r) esitsizligine ulasiriz.

(2.9)’da fe(a,z) fonksiyonunda,sag esitsizligi € = O, 2 = r ; sol

esitsizligi 6 = 0, 2z = —-r alarak elde ederiz.

(2.9) daki esitsizlikten 6zel durumlarda bir cok &nemli sconuglar

elde edilir.

UYARILAR
1) a =1 ise,
r r
< < i
17 < |f(z)| £ i=r dir.
=) a =2 ise,

[tan™t {F11% < @2y < [ log(a+{Fl ct-{F117 dir.

2D a > 2 ise,
51 o = L Lot -
If¢z>|™ = = f o (1-p) dp < = j o) (1-p) dp
.0 o)

1 o0 (L -2/a)
T{I-1/00 ’

—

-1
a
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(170712700

1 o
(2.12) [f¢z)| < [a INEEIPZY) ]

yani £(2) sinirlidir.

f(2) € a-CV ise a > 2 igin Teorem 2.2. ve (2.12) ile f(z) sinirla

konveks bir fonksiyondur.

TEOREM 2.6. a 2 1 olmak Uzere

f(z), a-CV ise, |z| =r ( 0 < r < 1) icin
1 i‘?i "g a-1
[ [ (L+e> 7 del
a 10 =2 Klo,-r) £ |£'C2) |
17a 17a ar ’ -
r (1+r)
1 . 2
1 & &1 “a a-1
(2.13) <2 Ko,r) = [ Jop~ toe?  de]
) =3 Steers T 17a 274
r (1-r)
dir.
ISPAT. Teorem 2.4. ile
IF(Z)Il/a If(z)ll-(l/a)
£ ¢(z)]| = dir. (2.10) ve Teorem (2.5)’den
[z ]
O < r <1 olmak Uzere |2} = r igin
A P _
£r ¢z ] < LT 1Y Ko,y
r 2
(1-r> "
_ 1 1 (1701 -2/0 a-1 _ @8
= 4= S [a J" o (1-p> dp] = 3z Klaur)
r (1-r) (o]

elde edilir. Sol esitsizlikte benzer sekilde gésterilir,

M. OBRADOVIC [29]1 Bir f(2) &« A fonksiyonunun, /3 mertebeden
a—konveks fonksiyonlar sinifina ait olmasi ic¢in bir yeter kosul

vermistir.
TECREM 2.7. (401 f € S olsun. F(z,t) ( O = t £ 1) D’de regililer ve
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F(z,0) = £(2), F(O,t) = 0 olsun.

p» £(z) = lim, F(z,t)-F(z,0)
t 20 Zt.,p

F(z,t), D’de f(z2)’e sabordine olsun. O halde D’de,

(2.14> ®{ 2o} <o,

dir.

Buna ilave olarak F{(z), D’de regiler ve R F(0O) # O ise,

2.15) R {2} <O

elde edilir.

TEOREM 2.8. (29 f €« A ve 0 < |z| < 1°de f{(2)f’'(2) # O olsun.

o reel bir say:i olmak Uzere,

f(s)

2
(2.16) gtz> = [ (s’ (s)/f(s))%s

ise ve

. 2
(a) 6, (z,t) = glze™ ™) + gzatty —gze ) < gz

veya
2

1t it ity t
(b) G, (z,t) = T:E»{ 5 g(ze” ) + g(ze ) Bgtil-5—2) b < gz

ise f € a-CV{(3) dir.

mevcut yapan pozitif bir reel say:i ve
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1

3. GAMMA-YILDIZIL FONKSIYONLAR
TANIM 3.1. f(z) € A fonksiyonu, 0 < |z| < 1 *de f{(z) # O,f*’{(z) =0

£7(z) .
(1 + ZFTTET) # O kosullarinm gerg¢eklesin.

¥ reel bir sayi olmak Uzere

£9(z) -y £9(2) \p

ise f(z) fonksiyonuna gamma-yi1ldizil denir.Tanim 3.1°1i gergekleyen

fonksiyonlarin sinifi p»-ST ile gésterilir.

Ayrica (3.1) kosulu

£'(z) £z
(3.2) | A-prarg(z Frp5-) + varg(l+z Frp5) | <

o

esitsizligine esdederdir. y = 0 ise O-ST = ST, y =1 ise 1-ST = CC

siniflar: elde edilir.

TEOREM 3.1. y reel sayisy i¢in p-ST < ST dir.

ISPAT. f(z2) € p-ST olsun . w(z) fonksiyonunu

1+w(z) _ _f£'(2)

3.3 T=e(zy  2f(z)
olarak tanimlayalirm. (3.3) ile w(0) = 0, wl(z) # 1 ve w(z)
meromorfik bir fonksiyondur. z € D igin R 2 0O olacak sekilde
wlzg) = R(z)elGCZ) olsun. zZ5 € D noktasa
(3.4) max |wl(z)]| = Iw(zo)l = 1
[z =241
kosulunu ger¢eklesin. Bé&ylece 23 R:zo = 0 ve
zw’ (z) _ 89(z) _ ii drR(z) dir. =z icin

w(z)y = 3¢ R "de "0



Y789 dir. {zom'(z )/u(zo)} reel bir sayidir,

zZoyw (zo)/w(zo) = aﬂ(zo o
60(20)/59 < O ise w(z),zo da yerel yalinkat olur ki bu durum (3.4)
'00(20)
ifadesini ¢elisgkiye gotidriir. O halde I I— > O dir. Yani
w'(zo)

(3.5) Z — =R

O wl(z.)

o

dir. |w(zo)1 =1 ve m(zo) # *1 oldugundan, A # O reel bir say:

olmak tlizere,

1+w(zo)
(3.6) _— — _ = Af
1—w<zo)

. r £4¢z)\1-p £7¢z) .y
dir. (3.1) ve (3.3) den I(y,f(z)) = (=2 FTET—) (1+2 f’(z)) olmak

iizere,

_ 1+w(z) 1-7,1+w(2) 2w’ (2) w(z) w(z) ¥
R I(y,f(z)) = & [(1—w(z)) (1—w(z) MYy 1+w(z) N 1—&(2))) ]

dir. (3.5) ve (3.6) esitliklerinden yararlanarak z = Y noktasinda
_ 1~y . B 1., .
R I(y,f(zo)) = R [ (A ( AL+ §(A+K)l) ] elde ederiz.

C = A+ B(A + .15)/2 ile AC > O dir. Bdylece
R I.fzd) = ® [AD @] = ® (1417 7c1?i) = 0 buluruz.
Fakat f € p-ST idi. O halde D'de |w(z)| < 1 dir. Sonug¢ olarak

f(z) « ST dir.
TEOREM 3. 2. 06y (y=sdb&=0)ise yp-ST < 6-ST dir.

ISPAT. &6 = O durumunu Teorem 3.1.°'de g8sterdik. Simdi O ¢ &4 < 1

olmasy: halini gé28nine alalim. f & y-ST ise,

»

£4(z) \1-p £4¢zy @ _
(3.7 ( 25 ey Y 1+Zf’(z) Y = Pi(Z)

olacak bigcimde bir Pl(z) e P, Teorem 3.1.ile f{(z) e ST oldugundan,
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°82) _ p_(2)

(3.8 2rz - T e

esiili@ini gercekleyen bir Pa(z) € P vardair. (3.7)’in ; »(3.8)%in

de (1 - g) kuvvetini al:ip, e$itiikleri tarafa tarafa garparak

£ (z) (1-6 f"(z) Sop 1-8,p _

elde ederiz. Pi(z) ve PZ(Z)’ P sinifina ait olduundan P3(O) =1,

(z)] < = dir. O halde

é
(z)|] + (1 ;)larg P 5

&
< =
ve Jarg P3(z)| <2 |arg P

P3(z) e P dir.

1 2

TANIM 3.2. f € A fonksiyonu , 0 < |z]| < 1°’de f(z) # O, f’'(z) = O

£¢(z)

1 + ZFrrsy # O kosullarini gergeklesin . p reel bir sayil olmak
izere

(2) 1-y £7(=z2) ¥
(3.10) R (= ) (1+= 7F__—d ] > «a

ise f(z) fonksiyonuna o.mertebeden gamma-yildizil denir. (3.10)
esitsizligini ger¢ekleyen fonksiyonlaran si1nifa ¥-ST(a) ile

gbsterilir.

, £ ¢2) £4(2) n
(3.11) | A-plarg(z Fz5-) + rarg(l+2z FHrzy) | < 5@

kosulunu gercekleyen f(z) fonksiyonuna o.mertebeden giliclii gamma
y1ldizil denir ve bu fonksiyonlardan olusan sinif y—gf(a) ile

gdsterilir.
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4.JANOWSKI ALFA-KONVEKS FONKSIYONLAR

Janowski [18], D birim dairesinde M 2 1 olmak i{izere

f*(z)
(4.1) ] S TV M| <M
® n
kosulunu gerg¢ekleyen regtiler f(z) = z + } a =z fonksiyonlarindan
n=2

olusan S*(M) sinifinin dzelliklerini incelemistir.

TANIM 4.1. o« 2 0 olsun. f(z) = =z + aaza ..., 0 < |z| < 1'de

f(z) £’ (z)
1
fonksiyon olsun. D’de M 2 1 ve

# O kosulunu gergceklemek tzere D’'de regiiler bir

zf’ zf£
J{ a,f(z) } = (1 - o + a(l + —) olmak Uzere
f f
(4.2) | J(a,f(z)) - M| <M
ise f(z) fonksiyonuna Janowski alfa-konveks denir. Bdyle

fonksiyonlardan olusan sinif S*(a,M) ile gésterilir.

s* = S*0, M, a—CV = s¥a, @, ST = S0, dir.

TEOREM 4.1. a 2 0, M 2 1 olmak tzere s_"m,m < a=CV s*M) dir.
ISPAT. f(z) e S*(a,M) olsun. (4.2) esitsizliginden R J(a,f(z2))> O

ile S¥(a,M) < a=CV dir. f(z) & S (M) oldujunu varsayalim. =z = O

noktasinda (4.1) gerg¢eklendiginden D’de tim |z]| < To icin

£'(z)
(=) O
R s - - =
C4.3) | = 755 M| = | 24 f(zo) M | M
esitsizliginin dogru oldugd bir 2y = roeleo (0 < r < 1) noktas:
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vardir. p(z) = z ;Tégl-ile tanimlanirsa (4.3)’den

(4. 4) | ptzy - M | < | p(zo) - M} =M

ve J(a,f(z)) ’in tanim ile

_ - p’(z) _
(4.5 | JCa,f(2)) M | | p(z) + oz SO N M |
elde edilir.p‘(zo = 0 ise (4.4) ve (4.5)’den | J(a,f(zo))—M | = M

bulunur. p’(z,> = O ise arg 24P (z4) = arg (p(zo) - M) = p elde

ederiz. (4.4) ve (4.5)’den
alzop’(zo)l
| J(a.fCz ) - M | = | M+ : | 2 M dir. Her iki durumda
O 1
M+Me

| JCouflz )0~ M | = Mdir. Oysa f « S*(c,M) idi.O halde f & S (M),

Teorem 4.1. ile

(4.6) s* (o, M) < S¥0, M

dir.

TECREM 4.2. f(z) e S*(a,M) ise, 0 £ 3 £ ai¢in f(2) e S*(B,M) dir.

ISPAT. (4.6) ile # = O halini inceledik, Simdi 0 < 3 £ a olsun.

f(z) & S*(ﬁ,M) varsayalim. Bu durumda,

(4.7) | J(B.£¢E2) - M | = M

kosulunu gergekleyen bir £ € D vardair. Hipotezle,
(4.8) | J(e,fCEX) - M | < M

dir.
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— f’(f) _ _ f"(f) _ f'(E)
A d £ e M, B = Ty 4 e + 1 olsun. (4.7) ve (4.8)
ifadeleri
(4.9) ] A+ 3B }2 = Ma
4.10) ME > | A+ aB [O

seklini alir. (4. 9’u a, (4.10)’u B ile ¢arpip taraf tarafa
toplayarak (a - B)lAIa > aof3a ~ B)IBl8 + (a - B)M2 elde ederiz.
o % 3> O oldugundan [A|Z > o3|BIZ + M® 2 M® dir. Yani

| Ef'(EXY/AF(CEY = M | 2 M elde ederiz. O halde f(z) = S*(B,M) dir.
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5. KARSILIKLI OLARAK ESLENIK KONVEKSE YAKIN FONKSIYONLAR

TANIM 5.1. f ve g, D’de f(0) = g(0) = O ve f°(0) = g'(0) = 1

kosullariniy gergekleyen regiiler fonksiyon olsunlar.

z2f’ (z2)

(5.1 RAsmygay b2 ©
(5. 2> ® { 297 (=) > 0
) { f(zy+g({z) b

ise f ile g fonksiyonlarina karsilikl: olarak eslenik konvekse

yvakin denir. (8.1) ve (5.2)’yi saglayan f fonksiyonlarinin sinifa

sinifi S*ile gdsterilir. (5.1) ve (5.2)’den ¢ = %(f + g) € ST dir.
(5.1)’den yildizil @(z) fonksiyonu igin,

zf (=)

(5.3) R A

b > 0

cldugundan f konvekse yakin ve dolayisiyla yalinkattir. Stphesiz

ayni durum g icin de gegerlidir.
TEOREM 5.1. Asagidaki ifadeler esdegerdir.

k 3
i) f ve g, S ’nin karsilikli olarak iki elemanidir.

ii)d

4 n _
(S.4) £¢z) = [, ptn)[expf P(f;;q‘f) S 4¢] dn ,
o
z n
CE)+a(Ey—2
(5.5) g(z) = [ amd[expfy B 52€q £272 4gtdn

olacak sekilde p,q « P fonksiyonlari vardzir.

ISPAT. i) » ii) f ve g, S *nin karsilikl: olarak iki eleman:
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olsun.
_ 2zf’(2) ) _ 2zg’ (2)

(5.8 P(Z) = royigeey 9% = Fayvgiay
olarak alalim. Buradan,

£'(z) _ p{=z)
.73 g’ (z) q(=z)

. . ) zf° (2) o,

elde ederiz. (5.6)’dan, g(z)> = 2 EICHE - f({z) fonksiyonunun

tiirevini alarak

\

2f’(z)p(z)—22f‘(z)p’(z)—f’(z)p2(2)+82f”(z)p(z)
(5.8) ° g’ {z) =

pa(z)

oldugunu gdériridz. (85.7) ve (5.8)’den

£7(z) T (z) = p'(z)/pl{z) + (p(z)+q{z)-2)2z elde ederiz. Her iki
tarafin integralinin alinmastyla (5.4) bulunur. Benzer ydntemlerle

(5.5) hesaplanabilir,.
ii) =3 i) (5.4) ve (5.8)'den f ve g fonksiyonlari regilerdir ve
£(0) = g(0) = 0; £'(0) = g’(0) = 1 kosullarini gergekler. Basit
bir hesaplamayla

z
(5.9) 2zexp fo { [pEr+qEr-2] ~2F }dE

z n
= fo [p<n>+q<n)]{expfo[(pcznch)-a)/ef]dzf}dn

esitligini elde ederiz.
(5.4)’den

z
(5.10) £' (2> = ptadexpf, [(pt&r+qcsr-2)2¢ ]az

dir. D'de f’(z) # O dir. ©O halde (5.4) ve (5.5) esitliklerini
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toplayarak,
(5.11) £(z) + glz) = = () +q () M pEy+qeEr-2 4F d

) z g(z) = Ib[p M +qim 14 expjb > £ }dn
1d deri (5.9), (5.10) ve (5.11)'den 2z - (2? = p(z)
e e ederliz. . » . ‘ v . n Z f(Z)+g(2) = P z

bulunur. Benzer olarak (5.2)’de gdsterilebilir.
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6. SiMETRiK NOKTALARA GORE YILDIZIL FONKSIYONLAR

TANIM 6.1. D birim dairesinde

(6.1) R {zf'(z) 7/ (£(z)-f(-2)) } > O
® n

kosulunu gergekleyen f(z) =2z + § a z fonksiyonuna simetrik
n=2 '

noktalara gdre yildizil denir. Bdéyle fonksiyonlardan olusan sinif

S** ile gosterilir. f e’S** ise g(z) = -f(-2) 1ile tanimlanan g(z)

fonksiyonu da S ’a aittir.

(6.1) sarty ile

22t (z) _
(6.2) = —F (=7 - p(z)

olacak sekilde bir p € P vardar.

(6.2)'de 2z yerine -z yazarak

2zf’' (-z) _ ezg’' (=)

6.3 f(zy-f(-2) glzr-g(-2) = p(-2)
elde ederiz. (6.2) ve (6.3) ile h = Z;,.c f + g ) fonksiyonu

z
yildizildair. @(z) = jb E_lh(f)df fonksiyonu D’de normalize edilmis

yalinkat bir fonksiyondur. (6.2)den, (=) fonksiyonu ig¢in

R { %T%E%-} > O esitsizligi bulunur. Buradan da simetrik noktalara

gore yildizil fonksiyonlarin,konvekse yakin fonksiyonlar sinifinin

bir alt sinifi oldugu g&ridldr.

TEOREM 6.1. f(z) fonksiyonunun S** sinifina ait olmasi ig¢ih gerek

ve yeter kosul

L

z n o -
(6.4) f(z) =ij p(n) { exp % Ib [pt&r+p(-£r-21% 1d£ }dn
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olacak sekilde bir p € P fonksiyonunun var olmasidair.

ISPAT. f « S ise,

1

(6.5) 2z2f* (z)[f(z) - f(-2>] ~ = p(z)

dir. (6.85)'de z yerine -z alarak

(6.6) 22£ (-2)[£(z) - £¢-2)] * = pC-z)
£fr¢(z) _ p¢(=)

dir. Bdylece

elde ederiz. (6.5) ve (6.6)’dan, (=Y - pC=>
- p(-2)f'(z2)

(6.7) fri-2) 5(z)

buluruz. (6.5)’den

-f(-2) = [22f'(z) - £(2)p(z)] ~/ p(z) dir. Bulunan bu esitligin her

iki yaninin tidrevini alirsak

(6.8) £ (-z) = [p(z)]‘a[ 2zpf* + 2pf‘- 2zp’f’- por’ ]

elde ederiz. (8.7) ve (6.8) egitliklerinden ve

_ 1 - _ -1 .. £7(z) _ p‘(z)
qlz) = 5[ p¢z) + p(-2) 2 ] = ile oy S qgéz) + XC3)

buluruz. Basit bir hesaplamayla (6.4) ’ii elde ederiz.

-4 z n
(6.9) 2zexp [qu(f)df ] = jb [P +p (-] exp{ j;q(f)df bdn

esitligi gerg¢eklenir,
(6. 4)'denp

=z
(6.10) £'(z) = p(zlexp{ jb q&rde }

elde ederiz. B&Sylece D’de f’(z) # O dir. Ayrica
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z n
(6.11) ~-f(-2) = Jb p¢(-ni{ exp jb q(&)dE }dn
dir. (6.4) ve (6.11) ile,

z R4
(6.12) f(z) - f(-z) = jb [P +p(-n>]1{ exp jb q(&)d¢ }dn

dir. (8.9),(6.10) ve ((8.12) ile f(z)-f(-z) = 2zf’'(z)/pl(z) dir.

Sonugta f{(z) fonksiyonu s* sinmifina aittir.
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7. ALFA SPIRAL FONKSIYONLAR

TANIM 7.1. D birim diskinde analitik, bir a ¢ [a]| < g ) ig¢in

i zf’ (2)
(7.1) R {e _TTET—'} } 0

esitsizligini gergekleyen f(z) fonksiyonuna D’de a-spiral denir.

Bdyle fonksiyonlarin sinifi SP(a) ile gdsterilir.

ia zf’(2) . . zf’ (2)
R { e IO R } > 0 sartiny elde etmek ig¢in R {—f—(z—)—} > 0

kosuluna et y1 ekleyerek degistirelim. O halde P sinifinin temel

6zelliklerinden z = 0 civarinda

o o]

(7.2) e Ez—iil = cosa + isina + ¥ ¢ z"
£(z) n=t D

yazilabilir. Tanim 7.1.’den, z = 0’da cosa 2 0, yani |a| = g dir.
Ta = ig ise f(z) = 2z dir. O halde bu fonksiyon sinifi ig¢in |ai} < %

olarak kabul edecegiz. (7.2)’de esitliin sad yanini normalize

ederek

®
1 i £ (2) ; _ n _
(7.3) SSssa [ e 7= Fioy— “isina ]l =1 +n§apnz = p(z)

olacak sekilde bir p(z) € P nin var olduu sonucina variriz.

Tersine p(z) € P ise (7.1), D birim diskinde gergeklesir. (7.3)’de

p(z) = %;; igin f(2) ¢éziml, s = e_iacosa olmak dzere,
- 2
(7.4) £(z2) = ————
(1-2)

dir. (7.4) ile belirli f(z) fonksiyonuna oa-spiral Koebe fonksiyonu

denir.



TEOREM 7.1. (481 f(z) fonksiyonun oa-spiral olmasi ig¢in gerek ve
yeter kosul

it Z peEr-1 -
(7.5) f(z) = z exp{ e cosa Jb E—F_.— daz }

olacak sekilde bir p{(z) € P fonksiyonunun var olmasidair.

.

ISPAT. f(z) € SP(a) olsun. (7.3 ile,

1 {ela £t (z) -

Sos o  XC isina} = p(z) dir. Bu denklemden f(z) g¢dzilirse

(7.5 kblayca gérilir. Tersine £(2),(7.5) seklinde ise f(z) e SP(a)

dir.
TEOREM 7.2. [48] f(2) € SP(a) ise, f(z) D’de yalinkattair.

TEOREM 7.3 (8521 f(z) € SP(a) ise,

n-1 n-1 12
(7.8 IESN- 'k+fs tl - (n1—1)l n [(k‘“a*‘*k‘wsa"‘]
k=1 © k=1
dir.
Esitsizlik n 2 2 ig¢in kesindir. (7.86)'da esitlik s = e *%osa
z
olmak Uzere F(z) = T ae fonksiyonu ve bunun ac¢isal
(1-z)

déniisiimleri i¢in gerc¢eklenir.

Spacek 1933’de Spiral fonksiyonlari tamitmistir. 1867°’de Libera
{20] bu kavrami daha ince bir simif olan fB.mertebeden spiral

fonksiyonlara genisletmistir.

TANIM 7. 2. D 'de 0 < < 1 ve fkl < n/2 olmak ilizere

(7.7 R { Pz (200 (2) } > Peosa
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kosulunu gercekleyen bir f(z) e S fonksiyonuna . mertebeden

A-spiral denir. Libera 1967 *de bu sinif i¢in

n-1 | k+2s(1-3)-1| o
(7.8) fla | = y S = e cosa
n
k=1 k

esitsizliginin kesin oldugunu, esitligin F(z) = z/(1_2)85C1—ﬁ)

olmas: halinde gecerli oldugunu gdstermistir.

Obradovic ve Owa [30]1 f(z), D birim diskinde regiiler olan
o

f(z) =z + Y a,z (n 2 1) formundaki fonksiyonlarin sinifa An
k=n+1
olmak tzere, Tanim 7.2. esitsizlini gergekleyen fonksiyonlarin

sinifiny S:(B) olarak tanlndamlslardlr.S;(ﬁ) sinifi [20]1’de Libera

tarafindan incelenmistir,
S:(ﬁ) = S:(ﬂ) sinifa da,An sinifina ait olan a.mertebeden yildizil
fonksiyonlarin sinifaidir. Yazarlar Sz(ﬁ) sinifina ait ilging

sonuglar elde etmislerdir. Bu sonuglardan en Onemlisi asagidaki

tecremle verilmistir,

TECREM 7. 4. f(z) < Sk(ﬁ) ise, a 2 —R ve 0 < b = —1——— olmak
n cOos A
dzere
z ix

7.9 Fezy = 20 1 iy beag,

a t

z O
fonksiyonu S:(a) sinifina aittir.
Bu teoremin bir sonucu olarak, Teoremde A = O ve b = 1 alarak,

£(z) e s:<n> ( 0 €£B8< 1) ve a = - olmak tizere

: 4
(7.10) F(zy = 2% [t lecurdt
za O
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fonksiyonunun S:(ﬁ) sinifina ait oldugunu gorirtz.

1869’da Robertson [42] konveks oa-spiral fonksiyonlari tamimlams
T we bﬁ sin:f1 CVSP{a) ile gdstermistir. Ayrica Robertson,

£f(z) &« CVSP(a) & f(2) = 2f'(2) & SP(a
gerektirmesini vermistir. Ancak bu siniftaki fonksiyonlarin a ’nain
dzel durumlar: ic¢cin yalinkat oldujunu géstermistir. Ornék olarak
fi{z) = i(1~2)1~ i = 2 +,.. fonksiyonu CVSP(a)’ya aittir. Ancak

O< cosa £ 0.2315 kosulunu gercekleyen a lar igin,Robertson f(z)’in
yalinkat oldudunu gdstermigtir. Ayrica % < cosa < 1 e$itsizli§in%
saglayan o i¢in D’de yalinkat olmayan bir f(z)> e CVSP(a) oldugu
sonucuna varmistir. Birkag¢ yazar tarafindan a’nin mimkdn en iyi

dederleri hesaplanmis, 1975’de Pfaltzgzaff (361, O =< cosa < % igin

f(z) € CVSP(a) fonksiyonunun D’de yalinkat oldugunu gostermistir.
Silvia (471’de yukarida verilen bir ¢ok sinifi ig¢ine alan daha

ince bir sinifi tanimlamistir.

o0

TANIM 7.3. a2 0, 0£83< 1, |A|< golsun. £¢z) = z+ ):anz“ e S,
n=2

D birim diskinde analitik , O0 < |z} < 1 *de f<¢=2>f’(2) # O olsun.

iA =zf' (=) 2f7"(=2) £f'(=z>
ise, f(2) fonksiyonuna 3. mertebeden o - A — spiral fonksiyon denir,

ve f(z) e Sz(ﬂ) yazilir. a = O igin Sg(ﬂf. 3. mertebeden A-spiral
fonksiyonlarin, A = 0 = 3 igin Sg(O), a~konveks fonksiyonlarin
siniflaridir. a 2 O ve 0 £ 3 < 1 olmak iizere Sg(ﬂ), 3. mer tebeden

a—konveks fonksiyonlarlﬁ sinifidar.
LEMMA 7.1. (18] w(z) D’'de regiler ve w(0) = 0 olsun.Bir ¥ € D igin

Max Jw(z)] = |jwl(&)]

Iz1=1% | ise,
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(7.12) Ew' () = kw(g)
olacak sekilde bir k ( k 2 1 ) vardar.

LEMMA 7.2.[20] f(2) € S nin . mertebeden A-spiral (O < ﬁ(i.lkl(%)

olmasy igin gerek ve yeter kosul

ix_ £z _ _ 1-w(z) o
(7.13) 2 Sy = Pcosh + (1 B)cosX(T:aTET) + isinX

olacak sekilde w(0) = 0, |w(z)]| < 1 kosulunu gergekleyen bir w(z)

analitik fonksiyonunun var olmasidir.

TEOREM 7.5. a 2 0, 0 = < 1 ve |[A}] < g olsun.

A , A - by .
£fiz) € Sa(ﬁ) ise f(2) e SO(B) yani Sa(ﬁ) < SO(B) dir.
ISPAT. elsz'(z)/f(z) = fcoskh + (1-McosAfl-w(z) 1+w(z)] + isin\
olsun. Buradan «(0). = O dir. (7.13)'deki esitligin saj vyaninin
diizenlenmesiyle
2in

(7.14) GiN _£1 (@) etM1+c2pe P cos A—e E Mz
' £(z) T+w(z)

elde edilir. Tanim 7.3. ’deki parantez icindeki ifadeyi

(7.18) Kfh,a,f(2)} = ( eix - a ) z?— + o zg; + 1 )

seklinde yazalim. (7.14)’'8n tdrevini alip, (7.13)’den faydalanarak

(7.16) K{y,o,f(z)} =
- -ix -2i A .
= flcosh + (1-ﬁ)cosk(i+$§z;) + isinn+ o 120e _::S Are _2.{zw (=z)
1+(2pe Ncosr—e T Mwiz)

zw’ (z)

— T+ol(z)
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elde ederiz. Bir £ € D i¢in max|w(z2)| = |w(f)| = 1 gergeklendigini

1z1=1& |

varsayalim. Buradan w(f) # -1 dir. Lemma 7.1. ile bir k > 1 igin

fw' (¥) = k(&) dir. Bu £ D icin

-w(¥) Ew! (&)
(7.17) R {1+w(6) =0, R {5t =
dir. Ayraica,
(7.18) m = eﬁe-lxcosk - e"EiA
igin ,
2 2
mEw’ (&) k( Im] " +mw (&) K(Im] 7 +R mw(g))
R —— =R 5 = S dir. Buradan,

1+mw(€ > 1+|m|] +2R mwl&) 1+{m|] " +2K mwlf)

(7.19) gt{mfw'(f)} ® o' (8D, _ k(lmla—i)
T+mw(E Y T+0(E) 2(1+2% mw(f)+|m|a)

dir. (7.17>, (7.18)>, (7.19)’dan

2kﬁ(1-ﬁ)acosak

= < flcosr
1+[m| +2R mw(f)

(7.200 R KMo, f(2)) = fBcosA-

bulunur. Oysa bu son durum f(z) e S:(ﬁ) olmasina aykiridir. O

halde D’'de jw(z3}] < 1 dir. Sonugta f(z),{3.mertebeden MI-spiral

fonksiyondur.

TECOREM 7.6. f(z) SZ(B) ise 0 £ ¥y < o olmak diere. f{z) e‘S;(B)
dir.

1SPAT. Teorem 7.5. ile f(z) e sgm) dir.

f(z2) & S;(B) olacak sekilde 0 < y < a y1 gergekleyen bir y:nin

var olduunu varsayalim. O halde,



&7

ELU(E) £0(8)

(7.21) :R(Iq_(___ +1 —ENf) )Sﬁc;sk_i_m(&;'(g) ei;\)

kosulunu gercekleyen bir £ € D wvardir.

f(z) e SZ(ﬂ) oldugundan,

_ _ iN EFCCE) ELUCED L, £ (E)
(7.22) 0 < —ficosh + R e 77_5)—'+QR(W +1Ef_(f—)—)
dir. (7.21) ve (7.22)’den )

o < (1—%)9{( e gy ey - ﬂcosx ) elde edilir. Oysa
1 - ;_ ¢ 0 oldugundan, R ei’¢ f(f(f) < pcosh bulunur ki bu da

f(z) e Sg(ﬁ) olmasina aykiridir. Sonugta f{(z) S:(B) dir.

Asagrda tanim ve teoremlerde a > 0, 0 £ ? < 1 ve |A] < g olarak

kabul edecegiz.
TANIM 7. 4. g(z) & ST, y > 0, u reel olmak lzere,

: -1+ 1/ +iw
(7.23) £¢z>) = [ Qi [y o) 7 ey JTIYTRA

fonksiyonuna p+iu-Bazilevic fonksiyonu denir ve bu fonksiyonlarin

sini1fi1 B(yp+iud) ile gosterilir.

TANIM 7.5.

in =z ' , -iX
(7.24) £lzy = [ eOl .fo g(g)(cosb/a &—1+(d.51n)u/a)dg ]ae

olacak sekilde bir g(z) € ST(f3) varsa f(z) € § fonksiyonuna £A.

iX eik
—-Bazilevic fonksiyonu denir ve f(z) & B(

)

mertebeden

ile gdsterilir.

TEOREM 7.7. f(z) e B(e ' /a,p3) ise f(z) e s;m) dir.
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ia

ISPAT. f{(z) e B( ,3) igin (7.24)’den,

ixra

(7.25) £ (z) = g(z)cosk/a z-1+(dsirﬂo/a)f(z)1—e

elde edilir. (7.25) in logaritmik tidrevini alip, =z ;T%;; +1 icgin
bulunan ifadeyi (7.11)’de yerlestirerek '

(7.26) K{rn,a,f(z)} = cosix zg’' (z)/g(z) + isinX

elde ederiz. Hipotezlerden R K{ir,o,f(2)} > fcosA yani f(2) e SZ(B)

dir.

LEMMA 7.3. (3]
g(z) € ST(3) olmasy ig¢in gerek ve yeter kosul D’de

gl(¥) F¢gd) A
(7.27) ¢ yEOSA o ¢ »®
4 4
olacak sekilde bir F(z) e Sg(ﬁ) fonksiyonunun var olmasaidir.
ixra . .
LEMMA 7.4. f(z) e B(e »f3) i¢in gerek ve yeter kosul,
eik z eik/a -1 aéik
(7.28) £(z) = [ —/ fo (F(£)] £ "dg ]
A

olacak sekilde bir F(z) € S (f3) fonksiyonunun var olmasidir.

o)

ISPAT. Tanim 7.5.°'den, f(z) < B(elk/a,ﬁ) i¢in gerek yeter kosul,

(7.24)’4 gergekleyen bir g(z) e ST(f3) fonksiyonunun var olmasidir.
Lemma 7.3. ile g(z) € ST(B) i¢in gerek ve yeter kosul (7.28)

esitligini gergekleyen bir F(z)esg(ﬁ) fonksiyonunun var olmasidyir.
Buradan f(z) B(eix/a,ﬁ) ise

i =z C -iA
(7.29) £(z) = [ eOl jb g(f)moskwwxE—1+(u51nkvu)df ]ae



_ N 7 g«¥y qcashra 1 +et Mo aat?
= = Jo &) £ 4z ]

eik z eik/a 1 aéik
=[ o Jo [F] g dz ]

(7.29)°daki adimlar tersine g¢evrildiginden ,tersi bu esitlikten

kolayca elde edilir. Lemma 7.4.'den f(z) € B(elk/a,ﬂ) olmasyr i¢in

gerek ve yeter kosul,

£:¢z) oot
(7.30) Fiz) = £(2)[ z g2 ]
A

olacak sekilde F(z) « So(ﬁ) fonksiyonunun var olmasidir.Buradan da

BetM o, ) < SZ(B) elde edilir.

Sonucta asagirdaki teorem &nceki Teorem ve Lemmalarin bir sonucu

olarak bulunur.

Teorem 7.8. [47]1. f(z) e SZ(B) olmas: icin gerek yeter Kosul,

iNn =z ixra 1A

(7.31) f(z) = [ ea To Feg)® g lag 19¢
X

olacak sekilde bir F(z) & So(ﬁ) fonksiyonunun var olmasidir.
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8. DUZGUN YILDIZIL FONKSIYONLAR

TANIM 8.1. f(z) fonksiyonu D’de ylldi21l olsun. ¥ merkezli her p
cembersel yayi ic¢in f(y) yayr f(§) ya gbre yildizil ise f(2)
fonkéiyonuna diizgiin y1ldizil denir. Bu fonksiyonlarin sinifi UST
ile gtsterilir.

= f(f) olmak izere arg{f(z)—wo} azalmayan ise f(y) yayina wb’a

v

“o

gore yildizil denir.

@
TEOREM 8.1. f(z) =2 + }, anzn fonksiyonunun UST olmasi ig¢in gerek
n=2

ve yeter kosul DxD ’de her (z,£) ig¢in

£f(z)-f(E)

trel Rt 50 >
(z-E>Xf" (2) ~ 4

(8.1 ‘R
olmasidir.

I SPAT. f(z) € UST olsun. O halde D’de ¢ merkezli her y cembersel
yayir icin arg{f(z)-f(£)} azalmayandir. -Goodman [12]}, y yayr 2(i)
ile verilmisse, f{(y) nin wo’ a gbére yildizil olmas: igin gerek ve
yeter kosulun

£z dz
(8.2) S — —{-} = 0
f(z)—wo

ile verildigini gdstermistir. Buradan ¥ merkezli p ¢embersel yayi

z = F + relt igin =z'(L) = i(z2-F) dir.(8.2) ile, (8.1) bagintisi

elde edilir.

TANIM 8. 2. DxD ’*de regiler ve R P = 0 kosulunu gergekleyen

(8.3) P(z,E) =1 + ¥ %, b z7¢
m,n>0
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2

fonksiyonlarinin cimlesi P ile gdsterilir.

f(z) € UST ise,

£(z)-f (&)
(8.4) Qz,8) =

(z-8>f" (=)

P‘a) *ye.aittir. Ayrica 1.Q(z,§) e P(a) dir.

£(z)—f (&)
Qlz,§) = =1 + ¥ b z'¢
m

mn
(22" (2) R

olsun. pn(f) ve qn(z) fonksiyonlarini

@ [o¢]
(8.5) Q(z,£) = L p grz" = ¥ q (z)E”
n n
n=0 n=0

ile tanimlayalaim.

LEMMA 8.1. f(z) € UST ise

(&) f(f)[l-aaaf]-f
(8.6) p~(&E) = ve p,(&) =
o 1 2
4 g
f(z)-=z
_ =) _

(8.7) qo(z) = 2y qi(z) = 3

z ' (z)

dir. D’de her z ve ¢ ig¢in,
(8.8) Ipy €€)] = @8R pno(), |q 2| £ 28R q,4=2)

dir.
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Tanim 6.1. %1 gergekleyen f « S**icin Ri{i/Q(z,—z)} > O dir.(8.4)3%e

gére S™ 5 UST dir. Sakaguchi f(z) e S ic¢in la_| €1 (n=2,3,...)
oldugunu gdstermistir. Sonu¢ olarak UST cilimlesi ig¢inde |an| < 1
dir. Fakat Horowitz asagidaki teoremle bu siniftaki fonksiyonlarain

katsayilari i¢in daha iyi bir sonu¢ elde etmistir.

TEOREM 8.2. f(z) & UST ise, f’(z) orijin boyunca bir dogru ile

sinirlanms yari dizlemdedir ve n = 2,3,4,... ig¢in
(8.9) la | £ 2
n n

dir.
ISPAT. P(z,8) = £'(2)Q(z2,§) = f_<§i_gi(f_) olsun.D’de bir (z,8) cifti
icin argf’(z) = argf’'(¥) + n oldugunu varsayalim. Simetri ile

_ . P(z,¥) _ Pw,2z)
P(z,£) = P(¥,z) dir. Burac}an Q(=z,&) AR C I ve Qf,z) = W.)..

orijine gére simetriktir. z, ve ¥, D nin i¢ noktalari oldugundan D

de noktalarin bir civar:i ig¢in R Q(z,8> < 0 veya R Q(f,z) < 0 dar.
Bu ise (8.1)’e aykiridir. Bdylece bir a icin R e %’(z) > 0 dir.

O halde sonugta nlanl < 2jcosal £ 2 dir.

TEOREM 8.3. f(2) € UST ise, |z|] =r < 1 igin
(8.10) L < |£f(z)] £ -r + 2ln —_
’ 1+2r ~ - i-r
dir.
@ n ® 2 n St N i
ISPAT. ff<2)] = jz +FLaz | =r +§ Zr dir. § — = log ;=—
M. n n n 1-r
n=2 n=2 n=1
i S 1
esitliginden yararlanarak, r + 2 ¢ — = 2log == ~ T elde ederiz.
n=2

K Q@ > 0 oldugundan,
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(8.11) lqi(z)l < Bﬁiqolzl < 2|qo(z)l

esitsizligini, |zof‘(z)| ile carparak

(8.12) [f¢(z) - z| = 2l=zf{=2)]

esitsizligini buluruz. |[z| - |f(z2)] = 2|zf(z2)] esitsizliginden

r .

—— £

T |f(z)|.sonucunu elde ederiz.
® n

TANIM 8. 3. £f¢(z) =2 + }, a .z D ’de regliler ve yalinkat olsun. ¥
n=2

merkezli her py vaylr ic¢in f(y) yay:r konveks bir egri ise f(z)
fonksiyonuna diizgiin konveks denir. Béyle fonksiyonlarin sinifi UCV
ile gbsterilir.

f(z) fonksiyonunun UCV olmasy ig¢in gerek ve yeter kosul DxD de

g”(z)

(8.12) R[ 1+ Ty (27891 >0

olmasidir. [12]
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9. S(u,A) SINIFI

TANIM 9.1. (24) D birim diskinde f(z) = =z + r anzn regiiler ve

f(z) 2" (2

® O,f'(z) # o'—?TTET + 1 # 0 olsun. u ve A reel sayilari igin

£'(z) .u £7(z) ‘A
(9.1) ROz o W2 oy +1 17 >0

ise f(z) fonksiyonuna S(u,A) sinifina aittir denir.

S(u,\), o ve A nin 6zel degerleri igin bir ¢ok sinifi igerir.
Ornek olarak S¢(1,0) = ST, S(0,1) = €CV dir. jpu| 2 1 olmak f{zere
S(u,0) gtigliét yildizil fonksiyonlarin, [A] 2 1 olmak dzere S(O,A)
glcli konveks fonksiyonlarin, y reel igin S{1-p,py) gamma-yildizil
fonksiyonlarin sinifaidir.

(9.1) sarti,

£’ (z) £(2z) 124
(8.2 | » arg(z i ) + X arg( =z i3y 1 > | < =
esitsizlifine esdegerdir. I tamsayilarin cimlesi olmak lzere,
K={(u, ) : 4n+12u+As4n+3, nel}l U {(u,0) : [u|Z1} U {O,X) : |A]21}

seklinde tanimlansain.
TEOREM S.1. [24] (u,x) € K ise,
(8.3 S(u,\) <« ST

dir.

Teorem 9.1.°in daha genel hali olan teorem asagida verilmistir.

TEOREM 9. 2. 0 2t £1 ve (4, A) € K ise S(u,A) < S[(u—i)t + 1,at]

dir.

ISPAT. f(z) € S(u,A) ise
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£rC2) up . £4(2) A

olacak sekilde Pi(O) =1 ve R P,(2) > O kosullarini gerg¢ekleyen

1
P1 e P vardar. Teorem 9.1. ile,

£’ (=)

(9.5) A

(z), P (O =1, R P_(2> > 0

=P 2 2

2

dir. (8.4)’dn t. kuvvetini ve (9.5)’in (1-t). kuvvetini taraf

tarafa garparak

£(z), qu—1rt+1 f*(z) At _ t 1-t _
[= oy 1 [ Y +1] N [Pi(Z)] [PE(Z)] = P3(2)
elde ederiz. Pq(z) fonksiyonunun verilisinden
) Tt Tt 3
< . < — - — =
larg P3(z)l < tlarg P1(2)| + (1~tilarg Pa(z)l < ta +(1 t)a 5

dir. Béylece
P3(O) =1 ve R P3(z) > O dir. Sonug¢ olarak f(z) & S[ (u=1)ot+1 ,At] .
dir.

Teoremin bir sonucu olarak,

i) 0 £ 85 £ X ( A £ 6 £ 0) ve (1,A) € K ise S{(1,A) <« S(1,&
dir.

i1 086X (AN =<6%20) ise, her X reel sayisi icin,

S(1-A,A) < S(1-6,8) <« ST dir.
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10. KOMPLEKS MERTEBEDEN YILDIZIL FONKSIYONLAR

TANIM 10.1. b# 0 vebeeC olsun. D’de

1 £:¢z)
#0ve R{1 + zz>3--1)}>0

(10.1) f(z)
2

sartlariniy saglayan f(2) analitik fonksiyonuna ({1-b).mertebeden

yildizil fonksiyon denir. B8yle fonksiyonlarin sinifi S(1-b) ile

gosterilir.

Yukaridaki tanim bir baska sekilde sdyle de verilebilir:

f &« S(1-b) olmasi1 ig¢in gerek ve yeter sart,

zf ' (z)

(16. 2> N ICI

= b[ p(z)-1 ] + 1

olacak sekilde bir p{(z) €« P nin var olmasidir.

Q ={weHD) : w0 =0, [wz)| £ |z|{, 2z € D } ile tanimlanan
Q sinmifindan yararlanarak, f = S(1-b) olmasi ig¢in gerek ve yeter
sartin,

(10.3) f'(z) _ 1+(2b-1)w(z)

25y T Tioa

olacak sekilde bir w € Q ’nin var oldudu sonucunu elde ederiz.

Pozitif reel kisimla fonksiyonlar igin verilen Herglotz
gosterilisinden yararlanarak asagidaki teoremi kolayca elde
ederiz.

TEOREM 10.1. f € S{1-b) olmasi igin gerek ve yeter sart,

2 .
(10. 4) £¢z) = zexp { [, -2blogct-z5"“rduct) }
ar e 1 +2éit
olacak sekilde S dul(t)y = 1,4 — dutt) = plz) ((&P)
0 o 1-ze

esitliklerini gercekleyen 4azalmayan bir wu(t) fonksiyonu var
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olmasidair.

b ’nin farkil dederleri ig¢in bu bdlimde incelenmis bir ¢ok
fonksiyon sinifi elde ederiz.

b =1 igcin S(0) = ST (yi1ldizil fonksiyonlar),0 < a < 1 olmak lzere
b = 1-a icin, ST{(a) (o.mertebeden yildizil fonksiyonlar ),

Sti-cosk a*™) = SP(, (x| < §, A-spiral fonksiyonlar ),

S[l—(l—a)élkcosx] = Sz CIN] < g,o € a< 1),a mertebeden A-spiral
fonksiyonlar sinifi bulunur.
Teorem 10.1.°%in bir sonucu Pommerenke tarafindan verilmis ST ’deki

fonksiyonlar igin gdsterilis teoremidir.

SONUC 10.1. f €« S(1-b) olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul
f(z) = z [g(z)/z]b olacak sekilde bir g (z) & ST fonksiycnunun var

olmasidir.

TEOREM 10.2. R b > O olmak tzere,

f(z) =z + La3z eS-b) ise, n = 2,3,... icin
n=2
1 n-2
< - ..
(10.6) la, | S =57 M_|2b+m|
m=0
dir. (10.6>’da esitlik,
K n-—-
* _ 2 2b+m
(10.7> t7z) = 25 = {2z + L ( =)=}
(1-2) n=2 m—O

fonksiyonu ile gergeklenir.

ISPAT. f & S(1-b) oldugundan, (10.3)’den

- k - k - k
{ 2bz + ¢ (2b+k-1)a, z } w(z) = F (k-1)a,z" + F d,z dir.
k=2 k=2 k=n+1
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|]w(z)] < 1 ’den yararlanarak,

o k a kK = k
(10.8) |2bz + § (2b+k—1)akz Il =21 X Ck—l)akz + dkz ]

k=2 k=2 k=n+1
buluruz. (10.8)’in her iki yaninin karesini alap, |z| = r < 1

¢cevresinde integralini hesaplar ve bu ifadenin r 2 1 igin limitini

alirsak,
2 2 2 nt 2 2 2

(10.9» (n-1>"Ja_| = |2b|” + ¢ [ |2b+k -1 | —=(k-1) 1la, |

A n - k

k=2
sonucunu elde ederiz.
. |2b] |2b+1 |
R b > O oldugundan |a_| = 2]|b], [a3| < —s7——— Ve indiiksiyonla,
1 n—-=2
< = - . 4
]anl = gooT N |12b+m| , n 2,3,... elde edilir.

m=0

LEMMA 10.1. f(z) €« S(1-b) ve a € D ise,
z+a

azf ( —)
1+az
(10.10) F(z) =
f(a)(z+a)(1+;z)2b_1

fonksiyonu da S(1-b) sinifina aittir.
ISPAT. f(z2) = S{(1-b) olsun. Sonuc 10.1.'den

(10.11) f(z) = z(fi(z)/z)b

olacak sekilde bir fl(z)‘e ST vardar.
2+a

azfl( —)
1+az
(10.12> FI(Z) = - — sy 2 O,Fi(O) = 0 ile
fl(a)(z+a)(1+az)

belirli Fl(z) e ST dir. ¢(10.11) ve (10.12) ’den F{(0O) = 0 ve
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ZzZ+a

azf(——)

Fl(Z) b i+az
F(z) = =z [ )" = S5=T * 2 # 0

z fla)(z+a)(1l+az)

ile belirli F(z) € S(1-b) dir.

LEMMA 10.2. - |z] < r igin f(z), S(1-b)’de degisirken, zr~2> ’in

1+(2b—1)r2 2(b|r
degerler cimlesi —_— merkezli, — = yarigapla bir

1—r2 i-r

¢cemberdedir.

Y
ISPAT. f e S(1-b) olsun. Lemma 10.1. ile belirli olan F(z),

S{(1-b) sinifindadir. O halde (10.6) dan, Ja| < 1 ig¢in,

2
5 1+(2b-1) |a|

(1-la|®) - < 2|b| dir.

IF”(O)I ’ £'ad

2 fead 2

a € D, keyfi bir kompleks say: oldugundan, yukaridaki esitsizlikte

a yi1 2z ile degistirerek

£’z 1+(2b-1>r

z
Iz L2

2 2|b|r
(10.13) <

esitsizligini elde ederiz.

TEOREM 10.3. S(1-b) sinifinin yildizillik yarigapi,

(10.14) r_ = { Ib] + d1b18-erpr+ 1 }7°

dir.
ISPAT. (10.13) ‘*den,

r<r_={|b| + d1b[5-2Re(b) +1 b1 oicin,

s
Zz B - r(r—jb/b ) olsun.

R {zf'(z2)/f(2) } > O dir.g(z) = ———p Ve

(1-z) (1-rdBb
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Buradan,
g’ (@ 4 _o|b|r+2b-1>r"

L@ =
glw) 1—r2

gérildr.

ile bu esitsizligin kesin oldugu

TECREM 10.4. f(2) e S(1-b) olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

_ kf(zd\1-8b _ 1+k
1+k

| G;TET-— 1 |1 <1 \
olmasidir, -
ISPAT. Sonu¢ 10.1.°’den yararlanarak, f(z) e S({1-b) ise,
F(z) = z(f<2))1/b € ST oldudunu géririz. (f(Z))l/bl = 1 dir.

2z z -0
F(z) de 2z yerine kz yazarak, F(kz) = kz(E%éfgji/b buluruz.

Teorem 1.3.8 y1 F{(z) fonksiyonuna uygulayarak,

1+k 1+k ,
f(z) € S(1-b) & R:(Gk(z)) > 5 [ Gk<2) -1 | ¢ 1 elde ederiz.

f(z) € A olsun.0 < A £ 1 olmak tizere D’de analitik ve w(0) = O,

fw(z)] < N kosullarini gergcekleyen fonksiyonlarin sinif: QX olsun.

TANIM 10.2.f & A fonksiyonunun b.mertebeden (b#0,kompleks) konveks

olmasi ig¢in gerek ve yeter sart D’de g’ (=z) = 0 ve

1 zf"(z)
(10.16) R{L +crer P> O

olmasidir. Bu fonksiyonlarin sinifi C(b) ile gdsterilir.

Tanim 10.1.ve Tanim 10.2.den,f(z) € C(b) &» zf’'(2) & S(1-b) oldugu

sonucu ¢irkar.

TANIM 10. 3. Verilen bir A ¢ 0 £ A < 1) ig¢in,



f°'(z)

f(z)

(10.17) - <A, 2 €D
£*'(z)

Fey M1

-1

esitsizligini gergekleyen f(z) € A fonksiyonuna A.mertebeden
yildizil fonksiyon denir. Tanim 10.3.’'4 gergekleyen fonksiyonlarain

sinifi S(A) ile gdsterilir. .

TANIM 10.4 b(# 0) € € ve 0 < X £ 1 igin,

£fr'(=z>
f(z) )

b-1+z(
(10.18) H(f(z)) = =

olmak lUzere

H(f(z)>)-1

(10.19) <X , 2 ebD

H(f(z) )+

esitsizligini gergekleyen f € A fonksiyonuna Fk(b) sinifina aittir

denir.
TANIM 10.5. b # O kompleks ve 0 < X £ 1 ig¢in,

g”(z)

bz g(=z)

(10.20) H{g(z)) =
b

olmak tzere,

t H{(g(z>)-1

H(g(z) )+l
esitsizligini gergekleyen g € A fonksiyonuna.Gk(b) sinifina aittir

< XN, 2z D

denir.

Tanim 10.4.ve 10.5.den,
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(b)) & z2g’'(2) € F_  (b)

(10.21) g(z) € G x

A
oldugu goérulur.

LEMMA 10.3. [33] h(z), |z|] < 1 de analitik ve h(0) = O olsun.

h(z) & S(k) olmasi: icin gerek ve yeter sart

' Z oty
(10.22) h(z) = zexp| —ajb ooy at )| 0 < A <1

olacak sekilde D’de analitik ve [©(z)| = N y1 gercgekleyen bir 9(2z)

analitik fon%siyonunun var olmasidar.

LEMMA 10. 4.
1+(1-2blw(=z)
) 4 =)
(10. 23) f(z) e Fx(b) &y 2z (z) 8 (2) TFalz) y W & QX
dir.
Y . 1-wi(z)
ISPAT. f£f(z2),¢(10.23) ile verilmis ise, H(f(z)) = =2 -~ _ ve buradan
1+w(z)

Hff(=z))-1 . , .
%"“‘}”‘ = - g ¢
IS GRS w(z) dir. w(z) QX oldugundan f(z) e« F&SD) dir.

. _1-H(f(=2)) . . .
Tersine f(z) Fk(b> 1se,w(z)—1+H Fizy ) L¢in (10.23) gerceklenir.

LEMMA 10.5. f(z) Fx(b) olmasi ig¢in gerek ve yeter sart

h(z).b

=)

(10.24) f(z) = z(
olacak sekilde bir h(z) € S(A) fonksiyonunun var oclmaszidrir.

n

,.00
ISPAT. h(z) = z + E j 2" & SOU icin £(2) = 2(222)° esitliginden,
n=a
b'1+z§(§§) zh' (z) :
= elde edilir. Yukaridaki esitlik, Tanim 10.3.

B T Thiz)
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ve Tanim 10.4.’e uygulanmasiyla Lemma elde edilir.
Lemma 10.5. ve Lemma 10.3.°in bir sonucuda su teoremdir.
TEOREM 10.5. f(z) € Fk(b) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Z o)
(10.25) f(z) = zexp[ -2b[, gy ot 1

olacak sekilde |z| < 1 ’de analitik ve [@(z)| < A esitsizlidini

gercekleyen bir 8(z) fonksiyonunun var olmasidir. .

SONUC 10. 2. f(z) = Fl(b) = S{1-b) olmas:i icin gerek ve yeter sart

z OCL)

(10.26) £(z) = zexp| —abjb———————— dt ]
1+L@(t)

olacak sekilde D’de | 8(z)]| = 1 esitsizligini gergekleyen bir 9(z)

fonksiyonunun var olmasidir.

A lab+j @
LEMMA 10.6. (11 m (23> € N igin, u, = — | (j = 0,1,2,...)
=
(j+1)
olmak tlizere,
m-1 k-2 m-2
(10.27) L &% 1p1% £ [2Flabk11%--1>F)x g u} = [ u,
(m-1) k=2 j=o ¥ =0 9
dir.
® n
TEOREM 10.6. [1] f(2) =2 + ¥, az € Fk(b) ise, n=2,3,... igin,
n=2 -
uj (j =0,1,2,...), Lemma 10.6.daki gibi olmak lzere
n-2
(10.28) la_| =< u 172
j=o J

dir.
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Fk(b) ve Gk(b) siniflari arasindaki bagintilardan yararlanarak

asagirdaki sonuglari kolayca elde ederiz.

'SONUC 10.3. g{(z) € G, (b) olmasi igin gerek ve yeter sart

A
zg*(z) b
, _ —2bw(z)
(10.29) (i) : = ety @€ QX
g’ (z)
olmasidir.
(10.30) (ii)> Bir h & S(A) ig¢in
. h(z>. b
g'(zy = [ = ]
olmasidar.
z
(10.31)  (iii) g’(z) = exp [ —2bjb fgé%%fT dt 1]

olacak sekilde D’de analitik ve [@(z)] £ X CO < A = 1D

esitsizligini gergekleyen bir @ QK fonksiyonunun var olmasidir.

SONUC 10.4. g(z) =z + Y b 2z « G (b) ise,
n A
n=2
1 P2 4.2 _ e
(10.32) b | == U, ,n = 2,3,...Cu, Lemma 10.6'daki gibi)
n nJ_OJ J

dir.
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11. C,(y) SINIFI

TANIM 11.1., 0 £ 3 < 1 ve —% < ¥ < % olmak {izere D’de

iy £(z)
(11.1) Re {14z s} > 1

olacak sekilde 3,y varsa f(z) fonksiyonuna Cﬁ(y) sinifina aittir

denir.
¥ = 0 igin 3. mertebeden konveks, 3 = O iginde zf’(2) p-spiral olan

fonksiyonlarin sinifi elde edilir,

LEMMA 11.1. CB(r) sanifinin konvekslik yaricap:,

I‘E“‘T?‘ y
(11.2> { Ccosy- + 3 +sin ¢ }
dir.

ISPAT. Tanim 11.1i. ’den,

(11.3) 1 + z %T%E% = &'¥ [ (cosp~@p(z) + isiny + (3 ]
olacak sekilde bir p(z) e P vardir. p{z) = u{z) + iv(z) alarak,

(11.3) U4n reel kism,
(cosy—{3) [ u{zlcosy + vi{zlisinyp ] + sinay + f3cosy

clarak bulunur. Robertscon [41] de, u(z) + iv(z) e P ise,

(1+]2|5rcosy-21z|

u(zdcosy + v(zlsiny =
2
1-j=z|
oldudunu géstermistir. Bu sonugtan yararlanarak

£r¢z) .
el > -
!R { 1 + =z PR D) } 2 [ 1 + |z]|(2B-2cosy)

+ ]z|2(cosay—sin2y—aﬂcosy)] [ 1—|z|8 ]~1

elde ederiz. Esitsizligin sag yan:

Iz} < [ (cosp-3) + jﬁz+sin2y ]“1 igcin pozitiftir.



TEOREM 11.1. -n/2 < p-0 < n/2, O < p < 1 olmak lzere o = pet®
olsun. f(z2) in Cﬂ(y) ya ait olmasi ig¢in gerek ve yeter sgart
& = cos{y-o) - pcosy + of ig¢in
z ot
(11.4) £ (2) = J‘(f (8)) d¢ e Cg (¥—0
0
'
olmasidrr.
ISPAT. fa(z) in birineci ve ikinci turevleri
s \
£ (z) = (£ () £ (z) = off’ (z))* T £4(2) dir. Buradan
oA o S »
f (=) e
C11.%) t+z 2 = afiez L2 4 -
y £riz)
£°¢z)
a
elde ederiz.
a = pelo alalim.
e
icy-o) f (=z) , " icy-on
€ (1+z _g__._) = el}’(1+z 5'::;) + £ (1—peia)
£ (2) L
fo) a
veya
. _ £f (z) . v
R A el(y 0)(1+z _$——_q } = oR | e* ¥ (142 f,(Z)) } + cos(y-od-pcosy
£ (=) rhez)
a

elde ederiz. f(z) Cﬂ(y) oldugundan son egsitlik

2 pf3 + cosl{y-o) - pcosy = & dir. Tanim 11.1. ile fa(Z) s Cé(y~a)
dir. (11.5) ’den hareketle,
£¢2)

£7¢(z) _ 1 o _l1-a = - ~
14z fTTET»— = ( 1+z FZTET ) - d;r. f{(z) = C6<y o) oldugundan

s - cos (r-o) cosy = f3 dir . Yani

£(z) 1
) =)

ir
R{e(l-‘-zm)}?_
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f(z) € C_(p) dir.

IE;

SONUC 11.1. a reel bir sayi olsun. Bu takdirde,
f{(z) € CV & fa(Z) e CV(1-a) dir.

ISPAT. Teorem 11.1.°'de o = y = # = O0-ve p = a alarak sonucu elde

ederiz.

SONUC 11.2. f(z) € CV(3) &= fa(z) € CV{1 ~a(1-3)) dir.
\
ISPAT. Teorem 11.1.’de o = ¥y = 0 ve p = a alarak sonucu elde

ederiz.
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BOLUM 3

KONVEKS VE YILDIZIL FONKSIYONLARLA INDIREKT OLARAK ILGILI
FONKSIYON SINIFLARI

1. KONVEKSE YAKIN FONKSIYONLAR

TANIM 1.1. f(z) fonksiyonu D’de analitik olsun. D*'de
A

f'(=z)
Q' (z)

(1.1) R { } > o

olacak sekilde yalinkat ve konveks bir ©&(z) fonksiyonu varsa
f(z)’e konvekse yakin denir. Konvekse yakin fonksiyonlarin sinifa
CC ile gosterilir.

(1.1) esitsizligi ayrica; h(z) yildizil olmak lzere,

£ (=) fr'(z) {24
[4 e Al [ )
(1.2) R {=z T } > 0 veya Jarg 0'(2)' < >

seklinde de ya=zilabilir.

TEOREM 1.1. Her konvekse yakin fonksiyon yalinkattair.

ISPAT. (1.1) esitsizliginden yararlanarak, 0—1(w) fonksiyonunun
H = a(D)> konveks btlgesinde analitik oldugunu godrirdz.

p(w)=f(0_1(w)) fonksiyonu,

R o' (@) = R gor > 0 (0= 08(z) e H
esitsizligini saglar. Bdylece W W, & H ig¢in
p(wa)—p(uﬁ) 1
R @, i = foﬂt p'(w1+t,(w2—co1)) dt > 0 dir. Sonug¢ta p(w), H’'da
yalinkat ve buradan f(z) = ¢(9(z)) D’de yalinkattir.
(1.2)*de h(z) = z/(i—z)2 olarak alinirsa konvekse yvakin

fonksiyonlarin alt sinifi bulunur. Béylece (1.2) sart:

(1.3> R [ (1-2£7¢z) 1 > 0  (|z| < 1)
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seklini alir. Yalinkat bir f(z) fonksiyonunun (1.3) esitsizligini

saglamasy i¢in gerek ve yeter sart f{(D) nin imajiner eksene

paralel’ her dogruyla arakesitinin ya bir aralik ya da bos

olmasidir. Bdyle fonksiyonlara imajiner eksen. ydniinde konveks

fonksiyonlar denir. Ornek olarak f(z) = 2/(1—28) fonksiyonu bu
2

sinifa aittir. f(z) = =z + a,z +... fonksiyonu imajiner eksen

ybniinde konveks ise n = 2,3,... ig¢in lan[ <1 dir.

TEOREM 1.2. [17] f(z), D’de énalitik ve f'(z) =#= 0O olsun. f(z)

fonksiyonunun CC sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

r €« (0,1 ve 0 = 92—91 < 2n yi gergekleyen her 91.92 ¢cifti igcin
) i Y] ie

(1.4) fas%{1+rel°f_‘fﬁ§}de>—n
61 f'{re )

olmasidair.

Teorem 1.2. *'de,f’(z2) # O kosulu gereklidir. Aksi takdirde f(z) = z"

(n 2 1) fonksiyonu (1.4) esitsizligini gergekler fakat yalainkat

degildir ve bu yiizdende konvekse yakin olamaz.

0
TEOREM 1.3. (381} f(z) =z + ¢ anzn D’de konvekse yakin ise,
n=2
(1.5) |anl <n , n = 2,3,...
dir,
@ n
TANIM 1.2. f(z} =} az o (a1 # 0) D’'de analitik ve z # O ig¢in
n .

f(z) # O olsun.f(z) *in yildizila yakin olmas: i¢in gerek ve yeter

sart,
f(z)
(1.8) R { STEDY } =20
2 n
esitsizligini gerg¢ekleyen wplz) = r o2 yalinkat yildizil
1

- fonksiyonunun var olmasidir. Yildizila yakin fonksiyonlarin sinif:

CST ile goésterilir.
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Tanim 1.;. ve Tanim 1.2.'den s$u sonuglar elde edilir:

o _ .
1 f(z) =% anzn (a1 # 0) D’de analitik olsun. Bu takdirde,
1 .
Z £(z)
(1.7) f(z) e CST &= F(z) = [, e CC

dir.
2) F(z) , D’de analitik ve F*(2) # O olsun. Bu takdirde,

F(z) € CC & £(z) = zF’'(z) & CST '
dir.

a z (a,# 0) D'de analitik ve z # O ig¢in

TEOREM 1.4. f(z) =
n 1

“M8

£f(z) # O olsun. O halde f(2)’in yildizila yakin olmasi i¢in gerek

ve yeter sart her 91 <o, ve her 0 £ r <1 ig¢in

2
(] : . ie
(1.8) f 2 m:[rele f (rg )] Jde > -n
ié
9 f(re )
1
olmasidir.
(o n .
TEOREM 1.65. f(z) =2 + § anz e CST ise,
2
2
(1.9 |an| < n (n = 2,3,...)

dir.
Teorem 1.4. ve 1.5. ’in ispatlari konvekse yakin fonksiyonlar igin

verilen tecoremler ve (1.7) den gérialir.

TEOREM 1.6. f(z2)’in CC olmasi icin gerek ve yeter kosul

her Z 225 € D i¢in

f(za)—f(zi)

(1.10) R { —
o(z ) -0(z,)

olacak sekilde bir @(z) konveks fonksiyonunun var olmasidir.

}> o0

TANIM 1.3. f(z) fonksiyonuna

£°(2) —}> 0

(1.11) ® {2
‘ e Po (2>
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olacak sekilde bir ©(z) € CV varsa, (3 argtimanli konvekse yakin
denir. 3 argiimanl: konvekse yakin fonksiyonlarin sinif: CCﬂ ile

gosterilir.

o o]

TEOREM 1.7. f(z) =2z + T anzn, 3 argiimanli konvekse yakin bir
n=2
fonksiyon ise n = 2,3,... ig¢in
(1.12) lan] <1 + (n—-1)cosf3 .
ISPAT. f{z) e CCﬁ oldugundan bir O(z) =2z + baza +... konveks
. . £’z
fonksiyonu icin R T > 0 dirr. Buradan,
e e’ (z)
. ™
(1.13) .._f}_(Z_)— = cosf3 - isinp + [ q 2"
e o (2) 1

pozitif reel kisma haizdir. (1.13), p{(z) € P olmak lzere,

1 £°(z) g n
(1.14) ( + isinB ) =1 + Fp z = p(z)
cosf? eiﬁa’(z) 1 -
seklinde yazilabilir. (1.14)’'den,
i3 ® n
(1.15) f'(z) = e '@ (=2) ( cosf3 - isinf3 + cosf3 ¥} P2 )
1
elde edilir. (1.15)’de |pn| £ 2 ve konveks bir fonksiyon igin
bilinen ger¢eklerden hareketle
(1.16) £10z) <& —2  _ (1 + cosp Z%_ )
2 1-z
(1-2)
elde ederiz. (1.16)'n1in sag tarafinda zh-1 in katsayis:

n+(cosf3)n(n-1) ve £°(z) in Zn—l’inci katsayisa na oldugundan,
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ﬁlanl £'n + n(n-1)cosf3 yani lanl <1 + (n-1)cosf? dir.

£r(=z)

TANIM 1.4. [ 43 £f(z), D’de analitik, f{(O0) = O ve f(Z)__E__ #z O
olsun. 0 = 915 025 91 + 20 , z = rele {(r < 1) olmak tzere,
(1.17) % 14z 2820y 4 t—ao(z 2520y tde > >

1

esitsizligini gergekleyen f(z) fonksiyonuna o—-konvekse vyak:in

fonksiyon denir.Bu sinif P(a) ile gésterilir.

Asadidaki teoremden faydalanmayla,a-konvekse yakin fonksiyonlarin

% tipli Bazilevic fonksiyonu oldugdunu goésterslim.

TEOREM 1.8. f(z)’in P(a)’ya ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

(1.18) R { (=

f'i(z) o, f (2>
£f{z) ) (g(z)) } o

olacak sekilde D’de yalinkat ve yildizil bir g{(z) fonksiyonunun

var olmasidair.

f € P(a) ise, (1.18) gerc¢eklesir. Bdylece bir R h(z) > 0, h(0) =1

.. friz)a.f(z), _
igin (= T ) (g(z)) = h(z) dir. Buradan

o g(zih(z)

(z£'(2)) = ——=—— veya
£(z)1 7
1-7a 17a
g {z)h (z)
. _ _ 1-ad /00 170 170
zf’' (z2) = f(z)(l/a)—l = £(z) g(=z) {h(z)}

elde ederiz ki ileriki bdélimde gérilecegi gibi f{(z) fonksiyonu

g —tipli bir Bazilevic fonksiyonudur.
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TANIM 1.5. D’de f°<(2z> # 0, f{(O0) = 0, 0 < |z} < 1°’de f(z) = O
kosulunu gerg¢ekleyen bir f(z2) = 2 + aaza +. .. fonksiyonuna N

sinifina aittir denir.

TANIM 1.6. (18] f(z2) € N fonksiyonunun alfa-spiral konvekse yakin

olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul

L ip . £ (z) £70z)
(1.19) Jla, 3, £) = (e acosf3dz e acosf31 + z FTTET)

olmak tlizere

0 =< 91 < ea < o+2m, z = rele, r<i1, az0 ve || < % oldugunda,
%
(1.20 J 7 R Je,p.£3de > -mcosp
o
olmasidar.
Boyle fonksiyonlarin sinifi Pla,f3) ile gésterilir. Ozellikle
P(0,0) yildizila yakin, P{(1,0) konvekse yakin ve P(a,0) = PloDd

a-konvekse yakin fonksiyonlarin sinifidir.

TANIM 1.7. [9) D’de analitik bir f(z) fonksiyonu f(z)f’'(=2) ~/ 2 # O

kogulunu gerceklesin. Bir o pozitif reel sayisi i¢in,

£’z (zf' (=)’
(1.21) R[ A1-o0z2 — + & ——— ] >0
(=) Q' (z)

kosulunu gercg¢ekleyen bir @(z) vyildizil fonksiyonu wvarsa f{(z)

fonksiyonuna Ca sinifina aittir denir.

LEMMA 1.2. a 2 0 olsun, D*’de F(z) yildiz:}, N(z) analitik

fonksiyonlary N(O) = F(0) = 0O = N'(é) ~ 1 = F'(0)-1 kosullarim

ger¢eklesin. D birim diskinde,

N(=z)> N’ (z)
] >0

1.22)> R[ (1-o0

F(z) F’ (z)
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. N(z)
ise. R rrzy

) > O dar.
ISPAT. D’de w(z) analitik fonksiyonunu

N(z) - 1-wi(z)
F(z) 1+w(z)

(1.23)

ile tanimlayalim. O halde w(0) = 0 ve w(z) # -1,2 €« D dir.Bir { €D

icin |w({)Y] =1 ve k 2 1 olmak tzere
(1.24) Cw' (L) = k()

olsun.

(1.25) wiz) = (1-o ;%;; + o ;;%;;

esitliginde (1.23), (1.24) 4 kullanarak,

1-w() 2okwll) FC)

w({> = - =
1+ (> (1+w({>)™ LF )

elde ederiz.

1-w(l) FC) -
R ——— =0, R —— > 0 ve () 7 ( 1+w({) ) reel ve pozitif

1+(l) LF* L)
oldugundan R w({) £ 0 dir. Bu da hipoteze aykiridir. O halde D’de

‘R( N(z) /F(z) )) O dir.

Lemma 1.2.°'de F(z) = @(z) ve N(z2) = 2zf’{(=z) alarak asagidaki

teoremi elde ederiz.

TECREM 1.9. a2z 0 ve f(z) e ca ise f(z), D'de konvekse yakindir.

TEOREM 1.10 o> $# =z 0 ise ca < Cﬁ dir.

ISPAT. 3 = 0 ise Teorem 1.9. ile Cﬁ < CO dir. B # 0 ve f{z) Ca
olsun. Bu durumda (1.21)’i gergekleyen bir @(z) yildizil
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fonksiyonu vardir. Ayrica Lemma 1.2. ile D’de

£' (=)

(1.26) R (2 5o

})> o

dir. ¢(1.21) ve (1.26)°dan,

£7(z2))’
£7(2) (=
(1-—{?)25(2) B S(z)
£ (z) _ £z (=2’ (2))’
[ (ra 1)gmy T %5y Y e ]
buluruz. Her iki yanin reel kismini alarak teoremi gbstéermis

oluruz.

TEOREM 1.11. f£{(z2) fonksiyonunun Ca ya ait olmasi ic¢in gerek ve

yeter kosul a # 0 ve c = % -1  olmak tlizere
: R 1+C ’
(1.27) f'(z) = —-I 2] “o (LHYPHAL
z[ @¢z>]

kosulunu gergekleyen @(z) e ST ve P(z) P fonksiyonlarinin var

olmasidir.
(1.28) f'(z) = ( o(z) /2 ) P(z)

ISPAT. o > O olmak tdzere f(2) COl olsun. (1.21)'de parantez
icindeki ifade D’de pozitif reel kisimli bir p{(z) fonksiyonuna

esittir. Esitligin her iki yanim cfi[ﬂ(z)]ce’(z) ile c¢arparak
c1.20 (czt’ () )(B¢2) ) her (2) + (B2 ) (28 ()
= (1+c)[B(2)] S0’ (z)P(z)

.elde ederiz. (1.29)’un sol tarafa zf'(z)(@(z))c *nin tiirevidir.

Bbylece (1.29)’un her iki yaninin z’e gbre integralini alarak
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(1.27) yi elde ederiz. Tersine f(2),(1.27)’yi gergeklerse kolayca

f(z) = Cot oldugu goérilir.

TANIM 1.8. D birim diskinde analitik,
(1.30 f(z) =2z + Y a,z

seklindeki fonksiyonlarin sinifa An olsun.

An sinifina ait bir f(z) fonksiyonuna, bir a (0O £ a < 1) ig¢in
(1.31) | £'(¢(z) -1 | < 1-a

kosulunu gerc¢eklerse Rn(a) sinifina denir.

f(z) e Rn(a) 2 R £f'(z) > a oldugundan , Rn(a) si1nifi1 o.mertebeden

konvekse yakin fonksiyonlarin bir alt sinifaidair. -

LEMMA 1.4. o(z) = b 2" + bn+1zn+1 +...,( w(z> =0) fonksiyonu D’'de
ie
regtiler olsun. 2z, = r_e © ( r.< 1) igin |w(z. )| = max |wi(z)| ise
o) 0 o) 0
iz |<r
0
mreel ve m 2 n 2 1 olmak tzere, zow’(zo) = mm(zo) dir.

TEOREM 1.12. Rn(a)_31n1f;nda (1.30) ile belirli f(z) fonksiyonu

ig¢in

(=) (1-o)z
(1.32) = < 1 + Y
dir.

ISPAT. f(z) = 2 i¢cin teorem dogrudur.O halde f(2z) Zz wvarsayalim.

D birim ,diskinde, w(z) analitik fonksiyonu

£{z) _ 1+ (1-c) (2)

(1.33) = 51
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n n+i

ile belirlidir.Buradan w(z) # 0 ve w(z) = bnz + bn+1z +.. dir.

Her z € D i¢in |w(z)} < 1 oldugunu gdstererek sonuca ulasacagiz.Bu

esitsizlik doru olmasin. O halde Lemma 1.4°’den {w(z)] = 1
esitligini gergekleyen bir Zy € D bulabiliriz. Bdylece m reel ve
m=2 n 2 1 ig¢in zom'(z) = mw(zo) dir. (1.33)’den,

(1-o) {zw’ (2)+w(z)}

(1.34) f'¢z) =1 +
n+1

bulunur. 2_ noktasinda,

0
(1-o{z . w (z d+wlz D}
(1.39) f'(z )-1 = 9 £ Q
(@) n+1
_ (1—a)(m+1)w(zo)
B n+1
yani,
) (1—-a)(m+1)
¢ - - T il ¢ o> -
| £ (zo) 1 >l > 1-a
sonucuna varilir ki bu da f(z)’in Rn(a) sinifina ait olmasina

aykiridir. O halde jw(z)| ¢ 1, 2z € D dir. Sabordinasyon prensibi

tanimindan (1.32) elde edilir.
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2. DONME DEGERI SINIRLI OLAN FONKSIYONLAR.

TANIM 2.1. f(z), D’de regiiler ve f'(2) # 0 olsun.
Her r € (0,1) ig¢in.

an ie f"(reie)
(2.1 J IR + re —s)/de = kn
0 f’(re )

olacak sekilde bir k (2 2) sabiti bulunabiliyorsa f(z)’e d&nme

dederi sainirli fonksiyon denir. (2.1)’i gercekleyen fonksiyonlarin

sinif1 VK ile gbsterilir. \
k, < k_, ise V., < V dir.
1 2 kl kB

1817 de Loewner (211 dénme degeri sinirl: fonksiyonlara

tanitmistir. Daha sonra Paatero [(31], bu sinifta bir ¢ok problemle

ilgilenmistir.

TEOREM 2.1. [31] f(2) <V, ise S = 15551 e T <k;2> olmak tzere,

s s
2. 2> il:ilT < £ ()| < iiiilf

(1+1r) (1-r>
dir.
TEOREM 2.2. [31]1 f(z) e V_ ise,
/
ko2
1,1+r 1

2.3 Itz | S ) ¢
dir.

TEOREM 2.3 f(z) e V., 2 £ k ¢ @ olsun. Bu takdirde a € D olmak

k
Uzere,
ZzZ+o
£{ )£ Co)
2. 4) F(z) 1+oz

(1—|a|2)f‘(a)



ile tanimlanan F(z2) € V., dir.

k
ISPAT. f(2) e Vk olsun. p € (0,1) bir reel sayir ve a € D olsun.
{ = at=z olmak tizere
1+oz
f (ol -1 (pa)
(2.5) F (2z) = =
e of ¢ Cpad (1 -]

ile tanimlayalaim.
F (z), |z| £ 1’de regiiler, F’(0) =1 ve F’'(z) # 0 dir.
[ 4 P

"”
Fol % £ (L) (1-1a|%r2 -2
L+ 2 gy S+ A o + 2=
o (a+z) (1+oz) (a+z) (1l+oz)
elde edilir.
2
. ie . 1-|a
z = ele, gii—f— = elg y —m—————a d8 = d8 olsun.Bu taktirde
1+aet ® |a+ele|2
Fecet @) . i®
ie P ig TP D
R{1 +e —aslHo=R{1+pe’ — 1 }dO dir.
F'(e™ ™) £' (o™ )
o
ie
a2 F“(e™ ™ 2 : i9
ie 10 £( )
J im{r+e® 2 tde=[ IR{1+pe” =7 }1dO < kn
o) F' (e %) o £ (o™ )
f)
olur.
an ie F"(rele)
[ I® {1 + re _E___iT }ide integrali r’nin artan bir

F'(re™ ™)
o
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fonksiyonu oldugundan, bu son integral O £ r < 1 igin istten kn

ile sinirladair. Sonug¢ olarak, F(z) = 1lim F (2z) olsun. Buradan,
o1
an ‘e Focrel ) :
J IR {1 + re —————— }1d® £ km olur ki, bu da F(z)’in V 'ya
F‘(rele) k

ait oldugunu gdsterir.

TANIM 2.2. pg(z),D’de regtiler olsun.k 2 2 ve 0 < g < 1 igin

\
2n K pg(z)—-e
(2.6) |

lde < kn , pyCoy =1
o 1-0

ise pg(z) fonksiyonuna Pk(g) sinifina aittir denir.

TANIM 2. 3. fg<z),D’de fg(O) = O,fé(O) = 1 kosullarini gercekleyen,

regiiler bir fonksiyon olsun.

fa(z)
(2.7 1 + 2 e Pk(g), 0 <0 <K 1
£2(=z)
e
ise f(z) fonksiyonuna vk<g> sinifina aittir denir,
g = 0O ise Vk(O)'= Vk siniLf1i elde edilir. vk<g>. . mertebeden

konveks fonksiyonlar sinifini genellestiren bir siniftar.

TANIM 2.4. f .(2),D’de £,(0) = 0,f4¢0) = 1 kosullarinyr gergeklesin.

e e e
fé(z)
(2.8) 2z e P, (2
k
fe(z)

ise fg(z) fonksiyonuna Uk(e) sinifina aittir denir. Uk(Q) sinifa,

@. mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifini genellestiren bir

siniftar.
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LEMMA 2.1. pg(z) = Pk(g) ise,

, 2n 1+(1-2przatt
2.9 pp(z) =5 | - dm(t)
e e (@) 1—zeit
olacak sekilde,
2 . 27
(2.10) f dm(t) = 2 , f jldm(ty | £ k
0 0

ile belirli [0,2n]l’de sinirly: degisimli bir fonksiyon vardair.

(z)-p
ISPAT. f(z) = T a— = u(z) + iv{(z) olsun.

Bu takdirde,

pg(z)—g
ul(z) = R £(z) = R { —IT——} olur,
u(0) =1 ve v(0) =0 dir.
pg(z) = Pk(g) oldugundan,
2n R pg(z)—g
ldé = km , k 22, 0 =5 |z] =17 < 1

I =
0 1-¢

dir.

2
2 <1 igin f(2), D’de regilerdir.[(32] den. [0,2n]’de f dmi{t) = 2,
0

an
I fdm(t3]| € k ile belirli sinirli degisimli bir m{t) fonksiyonu
0 ' . :

2n . .
pe(z)—g 1 1+z;lt
igin f(z) = ~r— = 2 I; I__'.;_;_-{.,(-‘.dm(t) » 12] <€ 1 dir.

2r 1+(1-20)zat

Boy]_ece, pg(z) = é. Io 1_2;1'(.. dm(t) dir.
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LEMMA 2.2. fg(z) e vk(g) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(2.11) £o(2) = { £ (2) yd -

olacak sekilde bir f(z) & Vk fonksiyonunun var olmasidar.

ISPAT. Paatero [32]1, f(2) e Vk olmasi ig¢in gérek ve yeter sartin

a2 ,
(2.12) £°¢2) = exp{ -] log(l-za" “>dm(t) }
0

olacak sekilde (2.10)’u gerg¢ekleyen (0,2nl1’de sinirly degisimli

bir m(t) fonksiyonunun var olmasi gerektigini géstermistir. (2.12)

£70z) 1 ET Lezatt . ,
den 1 + = F ey - 3 f e dm(t) dir. Ayrica fg(z ] Vk(e)
o 1-ze
£(z2)
oldugundan, (2.7 ger¢eklenir. Yani 1 + z—g~—— = P (z) esitligini
fé(z) e .

gercekley=sn bir PQ(Z) s Pk(e) vardir. Lemma 2.1. 'den

£f(z) a2 -it
% _ - - 1+ze _ _ £f7(z)
{1 + z g} __j —— ¢ dm(t) = 1-® { 1+= ey }

fg(z) 2 0 1-za
f§(z) £ (z)
buluruz. Son esitlikten FE?ET = (1-8 iy elde ederiz,.

Integrasyonla Lemma gosterilir.

Lemma 2.1. ve Lemma 2.2.’den su teorem elde edilir.
a2n .

TEOREM 2. 4. fg(z) = vkcg) ¢$.fé(z) = exp{—(l—g)f log(i—zelt)dm(t)}
o

olacak sekilde (2.10)’u gergekleyen bir m(t) vardir.

UYARI: k = 2 ise fg(z) e vk(g> igin,

£7¢(z)
m:{ 1 + z-g———-} > @ dir. Bbéylece Vk(Q) sinmifi k = 2 oldujunda

£l iz)
e

Q. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifaini igerir.
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SONUC 2.1.
X4l
{£5¢2)}
. g1
2.13 fg(z) e Vk(g) <= fg(z) = R
INC
2

vtlacak sekilde £, (z) e CV(Q) (i=1,2) wvardir.

1

e

ISPAT. fg(z) igin verilen integral gdsterilisinden sonug

edilir. \

SONUC 2. 2. fg(z) =] Vk(e) ise, kK 2 2 1ic¢in

(2.14)> | argfycz) | S (1-@ksintr , |z| = r

dir.

elde

ISPAT. Lemma 2.2 ve f .,(2) &V, ise |argfi(z)| = ksin_lr ger¢edinden

%) k
hareketle (2.14) 4 elde ederiz.

e

LEMMA 2.3. f . (z) € Vk(e) ise, |a] € 1 ig¢in

e
., Z+al

er(22%
(2.15) Fo(2) 1oz S .,z eD

fé(a)(1+aé)
ile belirli Fe(z) fonksiyonu vk<g) ya aitdir.
ISPAT. fg(z) = vk(g) oldugundan Lemma 2.2.’den

e

£fi(z) = {f’' (=)} olacak sekilde bir f(z) = V vardir.

e k

fiz) Vk ise,(2.4) ile belirli F(z) e Vk dir. Buradan,
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(£ (22,18

1-¢ 1+o0z
Friz) = {F (2>} "8 = = _
e (£ (0 TP (1agpr2 7
fé(z+a )
_ 1+oz
fé(a)(i+&z)8‘1—g)

olacak sekilde bir Fg(z) € vk(g) vardar.

@
TEOREM 2.5. fg(z) =2 + ¥ Anzn = vk(g> olsun. Bu takdirde
n=2
k{(1-8>
< 22> v >
(2.16) IAal < = , k =z 2
dir.
ISPAT. fg(z) € Vk(@) oldugundan,fé(z) = {f'(z)ﬁl—molacak bi¢cimde
bir f{(z) =z + aaz8 +. .. s Vk vardir. (2.11) esitligi
1 + 2A.z + 3A_zo+ -1 + 2(1-Dda.z + [3a_(1-0)-20(1-p)aZ125+
2 3 U rora 3 2 T

seklinde yazilabilir. Katsayilara karsilastararak ve (431 den

faydal anarak

kK
= - < — >
| A (1-@lagl < -5 , k =2

5|
elde ederiz.

TEOREM 2. 8. fg(z) e vk<g> olsun. Bu takdirde fg(z),

K(1-0)—4kZ1-0>% -4t -2)

e 2¢1-20)

{7

icin konvekstir. Ayrica fg(z),lzl < - igin {.mertebeden
2

konvekstir.
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ISPAT. f.(=z) e‘Vk(g) olsun. (2.158) ile belirli Fg(z) fonksiyonu

e
Vk(g)’a aittir. (2.16>’dan yararlanarak,

F2(0) £l

e =i Ga-ja® t2a-pa | < K28 4y <1
2 2
2 fé(a)

elde ederiz. Boylece

fglad  2U-0>x (1-0>k
£4¢0 t-jal® 1~fai®

esitsizligindeki o, D’de keyfi bir Kompleks sayi oldujundan o y1

z ile degistirerek esitsizlik

F{ED 2(1-0) (=% K (1-0) |2 |
(2.17) z - 5 S . Izl <1
fr(=z) 1-jz| 1-i=z}
e
seklini alair.
fﬁ(z) '1—k(1—9)r+(1—29)r2
(2.17>’den R {1 + z } = » 1z] = r dir.
' 2
fg(z) i-r

(1-0)k-{k2(1-0)5~4(1-20)

Sonucta- |z| = r < R, = igin
e 2¢1-2)
. ) fS(Z) >
R{t +2z ——} > 0dir. Ayrica 1 - kr + r > O yani
fé(z)

k-lk2—4 fa(z) )
r < ———icin R {1 + 2 } > 2 bulunur.

2 fé(z)

Bu esitsizlikler
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z)(k/2—1)<1—g>

1-

(2.18) fil(z) =

o] (1+2)¢k/2+1>(1—g;
ile belirli fg(z) icin kesindir.
SONUC 2. 2. fg(z) = vk<g> olsun. O halde fg(z) ,

k+1

> o

(2.1 g 2 £+3

ig¢in yalinkattair.

ISPAT. fg(z) = chg) oldugundan, (2.17)’den

e

£7(2) (k+2 )z |[)€c1 -0 (k+2)(1-p)
— < <
£02) I (1-1z 15 1-12 %
F“(z)
bulunur. Oysa bir 2 £ 1 icin D'de < ——Q——§
. F* (=) 1-]=z|

gergeklesiyorsa,F(z)'in D’de yalinkat olduu gerg¢edinden hareketle,

k+1

f (z)’de (k+2)(1-0) £ 1 igin yani @ = =3 i¢gin D’de yalinkattir.

e

vk<g> ve Uk(g) siniflarinin tanimlarindan faydalanmayla asagidaki

teorem ve sonuglara ulasilar.

TEOREM 2.7. [34] f(z) e Vk(Q) = zfé(z) = Uk(g)

SONUC 2. 3.
2
(2.20) £f.(z) € U (R) ¢ £ (2) ='zexp{—(1—g)f log(l—zglt)dm(t)}
e k 0 °
olacak sekilde (2.10)’u gercekleyen, [0,2r]1'de sinirli degisimli

bir m(t) fonksiyonu vardar.
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k 1
'z

{sg (2>}
1
TEOREM 2. 8. fg(z) e Uk(Q) &= feCZ) T

{sg (z)}Z—§
2

olacak sekilde S, (2) € ST(Q) (i = 1,2) fonksiyonlari vardir.

1

2

TEOREM 2. 9. fg(z)'e Uk(g) ise, |z| = r < 1 icin

%—1 (§-1>
1-r d-O (1+r) a-0
2.21) r{ ————~7;:; } .= lfg(z)l < rf —_—
é \ (§+1)
1+ (1-r)
dir.
TANIM 2.5. D’de regiiler ve f(0) = £'¢(0) -1 =0 kosullarim

gergekleyen fonksiyonlarin sinifi A olsun.

TANIM 2.6. f(2) € A fonksiyonu D’de f’'(z) # O kosulunu saglasin.

b € € olmak tizere, her z = rej'e igcin
1 =zf’"(=2)
l ndl <

esitsizligini gergekleyen f(z) fonksiyonuna Vk(b) sinifina aittir

denir. Vk(b) sinifinin fonksiyonlarina b.mertebeden dénme degeri

sinirli fonksivonlar denir.
b ve k nin farkli degerleri i¢in, daha Onceden bir ¢ok yazar
tarafindan galisilms alt siniflar elde edilir. Ornek olarak,

Vk(i), V.Paatero [311 tarafindan tanitilmis olan dénme degeri

sinirla Vk fonksiyonlar sinifadir. Va(b), Wiaﬂrowski [511]

tarafindan tanitilms olan b. mertebeden (b e D} ] konveks

fonksiyonlarin sinifaidair.
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LEMMA 2.4. f(2) & Vk(b) ise,

7T
(2.23) £7(z) = exp} —bf log(t-ze' Yrdmct) }
0

olacak sekilde (2.10)’u gercekleyen bir m(t) vardair.

ISPAT. f(z) e Vk(b) ise (2.22) her z Dr ig¢in gergeklenir.Buradan

{311’den,
T it
1 £(=2) 1 1+ze
L * 525y T 2 , —g¢ 9dmt)
0O 1-ze

elde edilir.

LEMMA 2.5. f(z) & V, (b) olmasyr i¢in gerek ve yeter sart ,

k
. . b
(2.24) f'(z) = [ g’'(z) ]
olacak sekilde bir g(z) e« Vk(15 = Vk fonksiyonunun var olmasidir.

ISPAT. (2.24)’in logaritmik tirevini alarak

1 £7(z) _ g (z) D om , .
1 + 5?2 7 izy = 1 + =z g esitligini buluruz. Bu esitliktende
her =z = reie igin,
T " T g’ {(z)
| R{1+2 2 52 yjde=| | ®(1+z — ) |de
b £7(=z)> ,
O O g’ (=2)

sonucuna ulasiriz.

LEMMA 2.6. f(z) = Vk(b) olmasi ic¢cin gerek ve yeter sart

e
+
W

[g’(=)]
(2.25) £ (z) =

IR
)

[h'(2)]



108

olacak sekilde Va(b)’de g(z) ve h(z) gibi iki fonksiyonun var
olmasidar. ’

" k
ISPAT.Her m{(t) sinirli degdisimli fonksiyonu i¢in, du(t) =< 5*1 ve
O

u{t) — v(t) esitligini saglayan

T
Ja dv(t) = g -1 olmak Uzere m{i)
o]

u{t) ve v(t) gibi iki azalmayan fonksiyon vardar. (2.23)"den

faydalanarak Lemmayl kolayca elde ederiz.

3

TEOREM 2.10. f(z) =2 + aaz2 + asz +. .. = Vk(b) ise,

k
< =

(2.26) [aai < albl
dir. Sonu¢ kesindir.

ISPAT. f(z) e Vk(b) ise Lemma 2.5. ’den ,

f'(z) = [g'(z)]b clacak sekilde bir g(z) =2z + b822+... = Vk(l)
fonksiyonu vardair.

Yukaridaki esitligi kuvvei serisine a¢arak

1+ 2az + 3a322 s... =[1 +2bz + 3b322 +...]F
buluruz. Katsayilari karsilastirarak ay = bb8 sonucuna ulasiriz.
Oysa [27]’den,'|b8| < % dir. Bodylece Iaal < g ib|] dir. (2.26)da
esitlik,
K1 .o
(1—512)
2.27) £f'(z) = y le, | = jle, | =1
k 1 1
—+1
(l—elz)
seklindeki f(z) fonksiyonunda g = -1 ve e = 1 degerleri igin

gerceklenir.

TECREM 2.11. f{z) e Vk(b) ve oo € D olsun.
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f'(
(2.28) F*(z) = 1toz =5 » F(O) =0
£ (o) (1 +32)

ile belirli F{(z) fonksiyonu V(b)’ye aittir

ISPAT. f(z)e Vk(b) olsun. Lemma 2.5 ile

£f'¢z) = [g'(z)]b olacak sekilde g(zle Vk(i)fonksiyonu vardir.

(431 ile, gi{z) € Vk(i) ise

| z+a

gl — 1 —gte
1+oz

G(z) =

g'(a)(l—la]a)

ile belirli G(z) fonksiyonunu Vk(l)'51n1f1ndad1r.

O halde F*(z) = [G’(z)]b esitligini gergekleyen bir F(z) e Vk(b)
fonksiyonu vardir.

Sonugta ,

Y- det b , ¢ 2T
e ny o L9 lTEEz)] =)
27 = g6 Zb

[g'(a)]b(1+aé) £ () (l+oz)

elde edilir.

TEOREM 2.12. f(z) « Vk(b) ve r.

(2.29) 1 - kiblr + (Bﬂiib--'i)r‘2 =0

denkleminin en kigik bir pozitif kodki olmak iizere f(z), |z]| < Ty

i¢in konvekstir. Sonu¢ kesindir.

ISPAT. f£(2) e V, (b) ise, (2.28) ile belirli F(z) fonksiyonu Vk(b)

k
ye aittir.
. 2 k
- . < =
F(z) z + Aaz ... igin (2.26) dan lAal < 2|b|
_FToy 1 2 e~ e
Oysa A, = —7— = x { A-|a] oy —eba } esitliginde a y1 z
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ile degistirerek

z€7¢z) _ 2blz1Z | _ k|bllz]
7z A P

sonucuna ulasiriz. Yukaridaki esitsizlikten,
2
£7(z) 1-k [b{r+(2R(b>-1)r
>
R{t+ 2y} 2 T2 3

buluruz. Bdylece, To (2.29> un en kiigik pozitif bir ko&éki olmak

lz] = r

tizere |z| < r, ié¢in,

0
£7(z)
R{1L +2 FARED }> 0 d{r.
\
Sonug, (2.27) ile belirli fonksiyon i¢in, 2z = r de
-6 -6
s, = % e, = [+e & = argb
1 -i& * "1 -i6 °’
1-re 1+r
icin Kesindir.
TEOREM 2.13. |Ib| (< % ise, f(2) =« Vk(b) fonksiyonu D’de

yalinkattair.

ISPAT. f(z) e Vk(b) ise

(1—!2}2)§,§2; —2biz1® | < x|b}j|z] < k|b|

dir.
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3.BAZILEVIC FONKSIYONLARI

TANIM 3.1. f£(z) < A olsun.
-4 . .

(3.1) ez =[ Carip [ petrgetd® P a] PP (g o reel ve a>0)
o

olacak sekilde bir p(z) P ve bir g(z) ST varsa f(z) fonksiyonuna
Bta,3,g,p) sinifina aittir denir. Bu sinf kisaca B ile

gbsterilir.

®
TANIM 3.2. o > O reel say:r ve f(z) =2 + } anzn D’de analitik
2
olsun.
(3.2) R { 2t (2t T zr9%=) }> 0

olacak sekilde bir g(z) e ST varsa,f(z) fonksiyonuna B(a) sinifina
aittir denir. Bu sinifa ait olan fonksiyonlara, a-tipli Bazilevic

fonksiyonlar: denir.

TANIM 3.3 o > O reel sayr ve f(z) =2z + § az D’de analitik
2

olsun.

(3.3 R {=zt @t Tz o

ise f(z) fonksiyonuna Bi(a) sinifina aittir denir.

o =1 icin B(1)> = CC, a = 0 i¢in B(O) = 81(0) = ST elde edilir.
Her f(z) = Bl(a). g(z) = z yildizil fonksiyonuna gére a-tipli

Bazilevic fonksiyonudur,

LEMMA 3.1. f{(z) « ST ve aa > O bir tamsayir ise,



113

v z
(3.4) FMz) = 9_;1 J £%todt
0

ile belirli F(z) fonksiyonu ST sinifindadir.

ISPAT. (3.4) den,
z

F’(z) ot Z a ot N{(z)
0@ pes— = [ 2z (2)-f £ddt] s f fTdr = g
o O
bulunur. [{19] ile D(z), D’de yildizildir.
Bélim III,Lemma 1.2.°de aa = 1 alarak, F(z) € ST sonucuna variryiz.

TEOREM 3.1. f{(z) € Blad),a >0 tamsayi olsun. (3.4) ile belirli F(z)

fonksiyonu, B(a) ya aittir.
ISPAT. (3.4) deki F(z) fonksiyonu ic¢in,

I -4
(3.5) ozt €22 = L) p %o peer®at ]
1-a z

F(z2) (o)

buluruz.
f(z) & B{a) oldugundan (3.2) yi ger¢ekleyen bir g(z) € ST wvardir.

z
(3.6) 6z = ‘1‘;_1f g(t>%dt
o

ile belirli G(z) fonksiyonu Lemma 3.1 den dolayi yildizildar.
(3.85) ve (3.6) dan,

azF'’ (z) _ o = ol z fa _ Ni=)
= — = [ 28 - [ rTdt 7 7 [ gtrTdt = o
F(z) G(z) O O
elde ederiz. B&lim 3. Lemma 1.2,'de, a =1 i¢in sonuca ulasiriz.
LEMMA 3.2. f(z)> € B, (), o > O tamsayi olsun. Bu takdirde

1

(3.7 R f¢zrz )Y > 0
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ISPAT. f(2) « Bl(a) ise

dCt (z)™)dz
d(z% dz

x | zf’(z)/(f(z)laazd) P =R > O dir.

Lemma 3.1.2. ile R ( £¢(z)-2)* > 0 dir.

TEOREM 3.2. f(z) € Bl(a), a > O bir tamsayili olsun.
Her 3 = 0 ig¢in

(3.8) F1<z>°‘+f3 = 20 (2)?

ile belirli Fl(Z) fonksiyonu Bl(a+ﬁ) ya aittir.

ISPAT. Fl(z)’in verilisinden,

(a+G)F1(z) _ 3-1 ot azﬁf’(z)
Toceamy P2 F¢2)  ———
Fy(2) ¢ £(z)
veya

Catf3dzFy (2D CRICRNEETIRCD

1~<a+ﬁ)za+ﬁ =3 [ z * l1-a_a

F,(z) f¢{z) 2z

1
buluruz.lLemma 3.2.ve f{(z) & Bl(a) oldugu gergeginden hareketle

teocrem kolayca elde edilir.
Louis Brickman [8], bir fonksiyonun yalinkatligi i¢in asagidaki

teoremi vermistir.

TEOREM 2.3. f«(z), D’de analitik, f£(0) = 0, f£°(0) = O olsun.
f(z)'in D de yalainkat olmas: i¢in gerek ve yeter sart

R { =z’ (z)/h(f(2)) }> o0
esitsizligini saglayan f(D)'de analitik bir h{(w) fonksiyonunun var

olmasidir.

Bu teoremden yararlanarak, a-tipli Bazilevic fonksiyonlarinin
yalinkatligdini gdsterebiliriz. B(a)’nin tanimindan,

R { 2t 0 Pg@ ¥ > 0
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dir. h{f(z)) = f(z)i—dg(z)Ol esitligini gerg¢ekleyen h(w) analitik
fonksiyonu var midir?
f{(z) = w 1ile
hiw) = w %gee " ()
seklinde tanimlanan h(w) fonksiyonu f(D)'de analitiktir.

Sonugta, a-tipli Bazilevic fonksiyonlary D’de yalinkattair.

TANIM 3.4. D’de £(0) = 0, £°(0) =1 ile normalize edilmis,

o0
g(z) =z + § bnz e ST(3Y, m > 0

z

{m f [g(s)]ms_1
o)

1/m

(3.9D £(=z) ds }

ile belirli fonksiyonlara B_(m) sinifina aitdir denir.

]

o> 0
TEOREM 3.4. I[26] f = Bﬁ(}a—), oa> 0 & f & a-CV(3) dir.
o<1

Ayrica NASR (261, f € a-CV(?) ise f fonksiyonunun g 3. mertebeden

mertebeden yi1ldizil, a 2 1 iginde f(2z)'in (3. mertebeden konveks ol-

dugunu gdstermistir.
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4. QUAST KONVEKS FONKSIYONLAR

Noor ve Thomas [28)°’de quasi konveks fonksiyonlarin sinifinin

tanimi vermistir.

TANIM 4.1. f(z) fonksiyonu D’de regiiler ve normalize edilmis olsun

{zf’' (=2))-
(4.1) R —  —— >0
g’ (z)
clacak sekilde bir g(z)  CV varsa, f(z) fonksiyonuna D’de Qquasi

konveks denir. BOdyle fonksiyonlarin sinifa ch ile gbésterilir.

(4.1)’de g(z) = f(z2) alinirsa, konveks fonksiyonlarin sinifinin
quasi -konveks fonksiyonlarin bir alt sinifi1 oldugu gérilir.
1989’da Shanmugam [46],Noor ve Thomas’in sinifinl genellestirerek

a—-quasi konveks fonksiyonlar sinifini tanirtmistair.

TANIM 4.2. a 2 0 olsun.
f(z) fonksiyonu D birim diskinde holomorfik, £{(0) =0, £°(0> =1

kosullary ile normalize edilmis olsun.

zf’ (2) (zf’'(z)) "
(4.2) (l-aaJarg —— + carg —mm —————— < 5
g(=z) g’ (z)

olacak sekilde bir g(z) € a-CV fonksiyonu varsa, f(z) fonksiyonuna
a-quasi Konveks denir ve f(2) e ch(a) seklinde gdsterilir.

QCV(OD, konvekse vyakin fonksiyonlarin, ch(l), quasi konveks

fonksiyonlarin sinifadar.

TANIM 4.3. D’de holomorfik, £(0)=0,f’(0)=1 kosullarini ger¢ekleyen

ve aa 2 O ig¢in O ( 91 < 02 < 61+2n, z2 = reie, r <1
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olmak tlizere

ea f L 4 / f i
(4.3) . J' R { (1-edzf— + o(t+zf) } do > -n
1

esitsizligini saflayan f(z) fonksiyonlarinin sinifi P(a) olsun.

* Bharati (4], f € P(a) olmasy i¢in gerek ve yeter sartin,

2% % zrr i %2

(4. 4) R,{ } > 0
g(=z)

olacak sekilde bir g(z) yildizil yalinkat fonksiyonunun var olmas:

gerektidl sonucuna varmistir.

TEOREM 4.1. [35] p3,v &« €C ,h{(z) D’'de konveks yalinkat ve h(0) =1,

R ( fh(z)+v ) > O olsun. g(z) fonksiyonu D’de holomorfik ve q(0)=1

ve q{z) « h(z) olsun. p(z) =1 + P,z +... D’de holomorfik ise,
zp’ (2)
(4.5 p(z) + A+ < h(z) = p(z) « h(z)

dir.

TEOREM 4.2. a>1 igcin, Q (o) € Q (0> = CC
cv cv

dir.

ISPAT. f e Q. (e olsun. O halde (4.2) esitsizligini gergekleyen
bir g(z) &€ a-CV vardar. (4.2) éartl,

fzf’ (21 " Mzrr (2312
(4.6) R { == = }> o0
: g (z)g’ (z) .
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esitsizligine esdegerdir. (4.6) dan | argp(z) | < g olmak lizere

B O I L S Al
(4.7) 1o 7o =p (z)
¢ (z)g’ (2)

. £7(z) .
yazilabilir. P(z) = =z FICO I olsun. Bu takdirde,
fzfr (231" .

= P(z) + 2P (z2)

g’ (z) zg’ (z)/g(2)

elde edilir. Son bagintilar (4.5)’de kullanilirsa,

' 2P’ (2)

[ P(z) + (z) = p (z)

] pd—avu 1/at

zg’ (z)rg(z)
bulunur.

Pl/a<z) = pl(z) ve zg’(z)sg(z) = q{z2) olarak kabul edilirse

zp/! (z)
p, (z) + 1 = p17%z) elde edilir.
qfz)

g € a-CV & ST oldugundan, D’de R q{(z) > O ve a =2 1 1igin

1 1
| argp 7z | < ga . P 2y, |

bulunur.f3 =1, ¥y = 0 ve h(z) = [(1—2)/(1+z)]°l alinirsa Teorem 4.1

arg¥ | < ga konveks cimlesinde

veya |argP(z)]| < g elde edilir ki bu da

74
(2o

f e QCV(O) = CC oldudunu gdésterir.

den |argp1(z)| <

ch(a) sinifindaki her f(z) fonksiyonu konvekse yakin oldujundan,

QCv(a), (aa 2 1), S sinifinin bir alt sinifaidar.

TECREM 4. 3. azl1l ve O £ 3 a igin,

(4.8) Q_, () € Q_ (@

dir.



ISPAT. 3 =
f e ch(a) olsun.O halde p(2)

olmak dzere,
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0 durumunu Teorem 4.2.°'de gdsterdik.

zf’(z2)/gl(z) ve qlz) =

zp'(z))

- e
(1-adargp(z) + aarg(p(z) (=

olacak sekilde bir g € a-CV vardir.

(1-argplz) + pBarg(plz)+

zp' (z)
q(z) )

B zp’ (=)

3 _ { ——————

~“x (1-adargp(z) + aarg(p-2)+ q(z) )
el B n

< 2 =y _. = _

=xz’ @ 0)2 2

sonucundan f ch(ﬁ) elde edilir.

TEOREM 4. 4.

ISPAT.

2%Czf (2)) Tzt (zr)

f ch(a) & zf'’'(2) =

f e ch(a) ise, g € a—-CV

® {

a l-a

2 g (z)g'a(z)

dir. Bir & « ST igin

a l-a
z2 g

bulunur.

(z)g’' Mz) = a(z)

Buradan,

2%z (2>) Tz E <22y

R {
9(z)

esitsizligi ile =2f*(2) & P(a) oldugunu

elde edilir.

P(a)

olmak Uzere

b >0

}> o0

gdririz.

3> 0 varsayalim.

zg’' (z)r/g(=z)

WVE]

_3
+ (1 a)largp(z)l

Tersi ise kolayca
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TEOREM 4.5. N Q_ (o) = CV dir.
- cv i
o=l .

ISPAT. f e ch(a) olsun. O halde,

1 £/(z) [z ¢=2)]" 7
I (E —1)argz§7§7~ + arg -T———————-l < 55
g’ (z)

olacak sekilde bir g & a—-CV vardar.

oA 5 o limit durumunda,

[zf'(z>]° zf' (z)
‘ arg —————— — arg 1 =0
g’ (z) g(z)

yani

[zf’'(z)1'g(z)
arg =0
z2f’'(2) g’ (2)

buluruz. Buradan,

(zf£'(z))" gz

£z zg’ (2)

olacak sekilde pozitif bir m sayisi vardir. Son esitlik

£7(z) _ zg’ (z)
P+ 2y =™ g(z)

seklinde yazilirsa, g € o-CV € ST ve m > Q0 oldujundan f{(z) fonksi-

yonunun konveks bir fonksiyon oldudu sonucuna varilir.

Sonucta n Q v(a) € CV bulunur. Tersine f(z) konveks bir fonksiyon
o=l '
ise g{(z) = f{(z) alinirsa f e ch(m) oldugu gdéraldr.

Bura@an. N ch(a) 2 CV dir.
ozl

Teorem 4.4.ve Teorem 4.5, 'den N P(a) = ST oldudu sonucuna varilir,
" o1
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BOLUM 4

HARMONIK YALINKAT FONKSIYONLAR

Clunie ve Sheil-Small [10]l, D birim diskinde harmonik yalinkat
fonksiyonlarda ilk ‘callsmayl baslatmislardir. Bu fonksiyonlar D
birim diskinde, h(z) ve g(z)> analitik fonksiyonlar olmak {izere
f(z) = g(z) + h{z) seklinde yazilabilir.

D’de yalinkat h(0)=h’'(0)-1=g(0)= 0 kosullar:i ile normalize edilmis

harmenik f(z) fonksiyonlarinin sinifa Su » g’ (0) = 0 kosulunu

gercekleyen f = SH fonksiyonlarinin sinifi da Sg ile gdsterilir,

Bdylece SH sinifina ait fonksiyonlar

a @®
h{(z) =2z + }, anzn ve g(z) =} bnzn analitik fonksiyonlar olmak
n=2 =1
tizere,
(1.15 f(z) = g(z) + h(z)>

seklinde wvyazilabilir.
f fonksiyonunun Jakobiyeni ,

(1.2) jetzy = Ih* (2> |2 - |g'¢z)|®

ile belirlidir.
jf(z) # O ise f(z) fonksiyonuna D’de yerel 1-1 denir.f(2) harmonik

fonksiyonunun yerel 1-1 ve y&n koruyan olmasi icin gerek ve yeter

kosul,

(1.3 Ig"¢z)| < (h'(=z)]
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olmasidir.
Bu tir déniisimlere yerel yalinkat denir. f(z), D’de 1-1 ve yén
koruyan ise, f yalinkattair. Analitik bir ¢ fonksiyonu ile f

harmonik fonksiyonunun f o ¢ bileske fonksiyonu harmoniktir. w

analitik ise,genelde yw o f fonksiyonunun harmonik olmasi gerekmez.

f =g + h e Sg iéin, (1.2) ve:Schwarz Lemmasindan

(1.4) g (z)| < |=zh’{(z)|

elde ederiz. (1.3) esitsiéligi ve Schwarz Lemmasindan f e SH ig¢in,
< 1

(1.5 b, |

elde edilir. Her f e SH igin

f—blf
(1.86) £f = ———
o) 2
1 Ibll
fonksiyonu Sg sinifina aitdir. Tersine (1.6)’dan elde edilen

f = fo + blf esitligi de Sg sinifindan SH sinifina gecisi saglar

ve bdylece Sg i¢cin elde edilen bazi sonuglardan SH sinifi icin

sonuclar c¢cikarilabilir.

SH bir normal aile ve SS bir kompakt normal ailedir.SH‘nln

0

nin kapali konveks zarfinin her ug¢ (extreme) noktas: 6SH’dad1r. fo

— O
g = - = <
kapanisi bH { f eSH. f £+ sfo,lel =1, fo S SH } dir ve §H

Sz in bir uc¢ noktasi olmak Uzere f = fo + elang seklinde
ya21labilir. Harmonik yalinkat fonksiyonlarda galigsmanin bir c¢ok

gticlitkleri vardir. Bu durumlar: yeri geldikge vurguiayacaglz.

Caratheodory teoreminden bilindigi gibi , (Fn) c S fonksiyonlar
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dizisinin bir F € S fonksiyonuna yakinsamasi i¢in gerek ve yeter
kosul (Fn(D)) bélgeler dizisinin F{(D)’ye g¢ekirdek vyakinsama
anlamda yakinsamasidir. Oysa bu durum S: da dogru degildir.

(fn) c Sg fonksiyonlar dizisi igin fn<D) + £f(D) yakinsamasi (fn)

dizisinin f’e yakinsamasini gerektirmez.Bu ise f1 = f2 olmak tiizere

£,(D) = £_(D) kosulunu gergekleyen fl’fa = Sg fonksiyoﬁlarlnln var

1 2
olmasi gergeginden elde edilir.
_ =z - 2 , z
Ornek olarak, fl(Z) = 1= fa(z) R (T:E)+13 { — } alalim.
(1-z)
o , s} R .1 y \
Her iki fonksiyon da SH sinifindadir ve D’yi { R w > é'} zerilne

resmeder, SS sinifinda, analitik durumdakinden daha zayif olan su-
sonug elde edilir. (fn) < Sg fonksiyonlar dizisi D diskinde f

fonksiyonuna yakinsasin ve 2, (fn(D)) nin ¢ekirdegi ise f(D) € Q
dir. Analitik durumdakine benzer olarak, f(D) nin konveksligi
fClz) < r) (r < 1) nin konveksligini gerektirmez. Bir E bélgesinin
titmleyeni yari dodrularin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa, E ye
konvekse yakin bir bdlge denir. Her yildizil bélge konvekse

yakindir. Orijin ve et?

yl birlestiren dogru pargasinin E ile
arakesiti bir dogru ise E bdlgesine ¢ (0 £ o < n) ydniinde konveks
denir. Bdyle bdlgeler konvekse vyakindir. Konveks bdlgeler her

ybnde konvekstir,

KyKH ve K: srrasiyla S, S‘_I ve Sg’ln f(D) resmi konveks olan f

0O

fonksiyonlérlnln olusturdugu alt siniflara C,CH ve CH da f£(D)

resmi konvekse yakin resim bélgeli f fonksiyonlarinin olusturdugu

alt siniflari gbéstersin,

Clunie ve Sheil-Small ([10l1’un c¢alismasinda O6nemli tearem ve

sonuclary asadgida verilmistir.

TEOREM 1.1. f =g + h fonksiyonunun KH sinifina ait olmasi icgin

gerek ve yeter kosul,
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(1.7 h(z) - e Pg(z) (0 < p < 2m

analitik fonksiyonlarinin @2 yOdniinde konveks olmasaidir. Bu

durumda, h{(z) + e£g(z) (|g| = 1) fonksiyonlar:i konvekse yakindir.

Ozellikle h konvekse vyakindir. Sonug¢ olarak Kg kompakt bir

siniftir.

TEOREM 1.2. f =g + h « KH ise,

g(zi)—g(za)
1.8 Rls SRtz < 1 , [zll,[zal < 1
1 2
o .
TEOREM 1. 3. f e KH ise
1.9 { |w| < £-} < f(D)
5 =
dir.
TEOREM 1. 4. f & Kg ise, n =1,2,... igin
(1.10) la (£f)] - |b_(£)] <1 ,
- n n
(1.11) | b £y } <Rt
. n —-'-2-“" »
n+l
< =
(1.12> ] an(f) ] = 5 -
TEOREM 1.5. f « CH ise,
1 2 — -
(1.13) Ian(f)l < §(2n +1) (n = ¥1,32,...)

harmonik yalinkat fonksiyonlar sinifinda bir ¢ok acik problem

vardir. Bunlardan &énemli olanlar:i su sekildeA31ralanabilir.

1. 1/4—teorémihin harmonik benzeri olarak, f e Sg ise,
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{ e} < %g } € £(D)> dir. Mumkin en iyi sabit nedir ?
2. SS ve S nin ug¢ noktalari arasinda bir baginti var midir ?

Hengartner ve Schober [14], E ve G nin gesitli 68zel durumlari igin
E bdlgesini G béigesine resmeden harmonik yon koruyan fonksiyonla-
rin SH(E,G) sinifinl incelemigslerdir.

Konform tasvirlerin tersine harmonik tasvirler resim bdlgeleri ile
belirli degildir. Bu nedenle bir E bdlgesini bir G bdlgesi dzerine
resmeden harmonik y&n koruyan yalinkat tasvirlerin sinif: olan
SH(E,G) si1nifinda ¢alismak dogaldar.

Orijini igeren basit baglantili bir bdlge D#C ve O ={w: |3 w|<n/4 }
oalsun.

SH(E,Q), u(0)=v(0)=0, uy(0)=vx(0)=0 ve ux(0)=vy(0) > 0 Ekosullar:

ile normalize edilmis,E den Q dzerine f = u+iv seklindeki harmonik
y8n koruyan yalinkat tasvirlerin SLnlfldlr.@E, E’den D birim diski

Uzerine ¥ _(0)=0, ¥L(0) > O kosullary ile normalize edilmis konform

E E
bir tasvir olsun. SH(E,Q) = SH<D.Q) o @E ocldugundan, SH(D,Q)
sinifinda bir ¢ok problemi incelemek SH(E,Q) sinifindaki
problemleri incelemeye denktir.
Hengartner ve Schober, §;TET§T ve P sinmiflarir arasinda bir
izomorfizma vermislerdir. Bunlara ek olarak, D = { z: |z] > 1 } de

tanimli,o'u ®'a resmeden harmonik, yén koruyan yalinkat tasvirleri

calismislardair.
a

o
Bu tasvirler, hi(z) = oz + [ a 2% ve g(z) = f3z + &b z-k D’ da
k=0 * k=1 ¥
analitik ve Ja| > [B| olmak iizere,f(z) = Alogl|z] + h(z) + g(z)
seklindedir.
2.k .2k
£f(z) =z + Aloglz| + a z + % bkz-
k=1 k=1

seklindeki harmonik, ydn koruyan,yalinkat tasvirlerin 2% sinifinin
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kompakt ve |A}l £ 2, ]bll £ 1 oldugunu gdstermislerdir.
Avcive Zlotkiewicz [23, harmonik yalinkat fonksiyonlarin iki é&zel.

alt sinifinda galismislardir.

TANIM 1.1,
@ n @ n
(1.14) h(z) =z + Y a2z , g(z) =}F¥ b =z
n n
n=2 n=1
fonksiyonlari D’de analitik ve f(z2z) = h(z) + g{(z) olsun.
0
(1.15) Y n{ ja_| + |b_| ) £ 1-{b]| » 0 2 |b,| < 1
ne2 n n 1

kosulunu gergekleyen £(z) = h{(z) + g(z) seklindeki fonksiyonlarin

‘sinif1 HS ile,

b
2
< - <<
(1.16> ng n lan[ + b | ) =1 [bil » 0 = |b1[ < 1

kosulunu gergekleyen f(z) fonksiyonlarinin sinifiny da HC ile
tanimlamislardir b1 = O kosulunu gerg¢gekleyen f & HS (HQ)
fonksiyonlarinin sinifin: HS0 (HCO) ile gostermislerdir.

h,g,H,G ,(1.14) seklinde ve f(z2) = h(z)+g{(z),F(z) = H(z)+G(z) ise

f ve F "nin konvoliisyonunu

[+ o] & o]

1.17> f %*F(z) =2z +Ya Az +¥bBz
n n n n
n=2 n=1
ile, integral konvolisyonunu da
o anAn n 00 ann n
(1.18) f Q FCzd =z + § — Zz * v z
n=g n=1
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ile tanimlamislardir. #

f fonksiyonunun &-civari

)

dir. Avci ve Zlotkiewicz [2] ’in HS ve HC siniflarindaki sonug¢lar:i

o
N_(f) = { F: §© n( ,an_Anl + lbn—Bnl ) +'|b1—Bil <& }
‘ n=2

asadidaki gibi &zetlenebilir.

TEOREM 1.6. HS sinifi y®én koruyan,harmonik yalinkat fonksiyonlara

igerir.

TECREM 1.7. HSO sinifinin her Uyesi D yi orijine gére, yildi=z:il

bir bolgeye resmeder.

TEOREM 1. 8. HCo sinifinin fonksiyonlara Dr vi konveks bdlgelere

resmeder.

HSO gsinifinda her fonksiyon r < % olmak tizere Dr diskini konveks

bdlgelere resmeder.

: 1 2 =
f =g +he HSC ise G(z) = I fltz) 4y = I heu) L0+ f gl 4y
u o u

o ¢t 0

fonksiyonu, (1.16> kosulunu gergekler. Bbylece G(z) konveks

harmonik bir fonksiyondur. Buna karsilik, G(z) fonksiyonunun

konveksligi h(z) fonksiyonunun yildizilligini gerektirmez.

UYARILAR:

n

T Zz fonksiyonlary HS sinifindadir ve z + 2z ye

1 f (z2) = 2
n

dizgiin yakinsar. Fakat =z + z fonksiyonu HS sinifina ait degildir.

Béylece HS kompakt degildir.
2) f « HS ise, her birr ( 0 < r < 1) icin F1f<z> e HS

f(z)—bif(z) o
3 f €« HS ve f _(z) = > ise fo e HS ™ dar.

o
1-ib, |
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®
TEOREM 1.9. f(2) =2 + b z + ¢ (anz "+b z ™) & HC olsun.
n=2
1
< = (1- i ir.
S = 2(1 lbl}) ise , Né(f) < HS dir.

D'yi konveks bir bélgeye resmeden, b1=O olmak tizere f{(z)=h(z)+g(z)

seklindeki harmonik yalinkat fonksiyonlarin sinifi Kg olsun.
a

(51,Teo.5.10]1dan ZIAnl < n+l, 2|Bn| £ n-1 kesin esitsizlifleri

vardar.
@ n -n O

TEOREM 1.10. F(z) =z + } [Anz +an ] € KH olsun. O halde
n=2

i) (2} e HCO ise f % F yildizil yalinkat ve £ { F konvekstir.

ii) f(z) fonksiyonu Y ng[lan[+{bn[] < 1 kosulunu gergeklerse
n=2
f % F konveks yalinkattir.

I SPAT.
o n -n
i) f(z) =2z + ¥ (a 2 +b 2 > ise, f % F ig¢in
n n
n=2
@ 2
L nlla A [+]b B 1< z ol la i-—-|+|b |——|1< T o2l fa, (+1b_|]%
n=z n=2
. 1
elde edilir. Buradan, £ % F e HS® dir. [ Efgiifl.dt = f 0 F(z)
0

déntigtimiinden £ { F(z) e HCO oldugu gdritlir.

TEOREM 1.11. h e« HS ise

1~|b1| 5
i’ jh¢z) ] £ |z ([{1l+]|b, |) + ———— |2z
1 2
[z |

. _ _ <

ii) (1 lbll)(lzl > ) £ (h(z)]
dir. .
Teorem 1.11. den HS sinifi dizgiin sinirl:idar. Bdylece Normaldir.

Ayrica HSO sinif1r kompakt ve konvekstir.
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