MATRiS SIRALAMALARI VE iSTATiSTiKTEKi UYGULAMALARI

SELAHATTiN KAGIRAKLAR

c.u.

FEN BiLiMLERi ENSTiTuSU
MATEMATiK ANABiLiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

ADARA

EYLUL - 1901



| SI2WY

Gukurova Universitesl Fen Bilimleri Enstitiisi Miidiirliigiine

Bu galigma, jJirimiz tarafindan MNatematik Anabilim Dalinda
YUKSEK LiSANS tezl olarak kabul edilmistir.

N\ \
l

Bagkan Prof.Dr.Fikri AKDENiZ

Weer—LR

tye Dog.Dr.Melih BORAL

vye Doc.Dr.Veli KURT

Lol

Kod Fo: 44 UlLf

Yukaridaki imzalarin,ad:r gegen, ofretim iiyelerine ait

oldugunu onaylarim. //Ma ! é At
of . Dr. Ural DilG

Enstiti Miiduri

} T. C
iulfsekégretim Kurulu
Umantasyon Merkezi




1CiNDEKiLER

SAYFA ¥O:
6z LK JNE R T T IR IAN DN IR O DN K I AT IO TR Y K DN IR N DN DA INE BN DN DN DN TN DR RNU AN N B O N L LI I B 4 6 9 0 4 4 40 0 0 s s S0 0 0 0 b0 'lII
ABSTRACT. ..... e e e S 8§
GIRiS 0000000000000 LN ] * 446 0 0 0 . L2 I I LU I I I ) LI I L 4 8 ¢ 00 L] . OIv
I.B6LUM

REGATiF OLMAYAN MATRiSLERiN GENELLESTiRiLMi§ iNVERSLERINE GORE
SIRALANMASI
1.1.Temel Bilgiler
1.2.iki Negatif Olmayan Matrisin Moore - Penrose inverslerinin
Farkinin Negatif Olmamas:
1.3.Bir ﬁegatif Olmayan Matrisin Regatif Olmayan Genellestirilmis
inversleri Hakkinda Bazi Sonuglar
1.4.81ralama 6zelliklerinin Tersleri
I1.BoOLUM
MATRiSLERiN KISMi SIRALAMASI
2.1.Xismi Siralama Tamim ve 6zellikleri
2.2.Bir Matrisin Genellestirilmis inversleri Arasindaki Siralamalar
2.3.Genellestirilmis invers Altinda Matris Siralamasinmin Ters
cevrilmesi veya Korunmas:
I11.BOLUM
KISMi SIRALI iDEMPOTENT MATRiSLER
3.1.Kismi Siral: idempotent Matrisler
IV, BSLUM
MATRiS SIRALAMALARININ iSTATiSTiKTEKi KULLANIMLARI
4.1.Xovaryanslar: Bilinen Lineer Modellerin Kargilagstirilmasa
4.2.¥atris Siralamasinin Kullanilmasiyla Cochran Teoreminin ifade
Edilmesi

4 5 NP
SUMMARY. . ........ N 8
KAYFAKLAR. . oo vvveerenunensensnnsnnnensiuieensneeisenssnsenseessss VIII
TESERKUR. « 1+ ¢« ccve e s eonasaesomnssnnesnsssnnecsesssanenasosssensesorXI
7 763:70) ¢TI & & |



iz

Bu tezin - amaca matris siralamalarim bir arada
incelemek, bunlarin kendi aralarindaki iliskileri belirlemek ve Lowner
siralamanin kullanilmasiyla o6zellikle lineer modellerdeki

uygulamalarina géstermektir.



ABSTRACT
The purpose of this thesis is to investigate all together
matrix orderings,point out relations between them and to show the

applications especially on linear models by using Lowner ordering.
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A kiimesi iizerinde tamimli ¢ bagintisi agafidaki 6zellikleri
sagliyor ise A'ya kismi sirali kiime denir ve ¢, A iizerinde bir kismi
siralama olarak adlandirilir.

Her a.b.c € A igin

Pl- afta (Yansima)
P2- atb , bfa 1ise a=b (Ters simetri)
P3- a¢b , béc ise atc (Gegigme)

A kimesi iizerinde tamimla ¢ bagintisi sadece Pl ve P3
6zelliklerini sagliyor ise A'ya 6n sirali kiime denir ve ¢,A iizerinde
bir 6n siralama oclarak adlandirilair.

Matrisler kimesi de kismi ve ©6n siral: olmak ilizere iki
kisimda siralanmaktadar.

Yukarida verilen bilgilerin kullanilmasiyla , mxn tipinde
kompleks/reel matrisler kiimesi tizerinde ~yi1ldiz(¥) ve ranklar
fark: (rs) kismi siralamalari ; kolon uzaylari(s) ve tekil deferler<(e)
o6n siralamalar: sirasiyla agagidaki gibi tanimlanmstar.

(1) A ¢<* B & A*A=A*B ve AA*=BA* ¢

(2) A ¢v=B & A"A=A"B ve AA==BA~ ; bazi A",A" € A"’ iqiﬁ

(3) A ¢= B & R R(B) ve R(A*)g R(B*)

() A¢" Boo)C 0B

Ayrica; mxm tipindeki kompleks matrisler kiimesi izerinde de
Léwner kismi siralamas: asafidaki gibi tanmimlanmigtar.

(5) A ¢~ B & B-A hermityen negatif olmayan tanimli matris

Matrisler kimesi bu sgekilde degisik saralama gruplarina
ayrilarak genis bir inceleme alani olugturmugtur.Kaynaklarda ilk kez
Milliken ve Akdeniz(1977) tarafindan negatif olmayan matrislerin
Moore-Penrose inverslerine gore Lowner siralamasiyla ilgili bir temel
teorem ifade edilmis ve matris siralamalaripin,farkl: tahmin
edicilerin Varyans-Kovaryans matrislerinin karsilagtirilmasinda ngi;l
kullanilacag: yine bu teoremden faydalanarak géstermiglerdir.

Daha sonra , Vu(1980) c¢alismasinda matrislerin sadece
Moore-Penrose inverslerine gore degil farkli g-inverslerine gore de

Lowner siralamasin: incelemistir,



Bunlarin diginda;Drazin(1977,1978) matrislerin yildiz kismi
siralamalarim: ayrintil: bir bigimde inceleyerek yeni bagfintilar elde
etmistir,Hartwig(1980) matrislerin ranklar fark: kismi siralamalarim
inceleyerek bu siralamanin verdigimiz tamima denk olarak,

A ¢r= B & rank(B-A)=rank(B)-rank(A)
geklinde de tanimlanabilecegini gostererek ranklar fark: kismi
siralamasinin geligmesinde nemli rol oynamstair.

Baksalary ve Hauke(1987) matrislerin tekil deger veya oz
degerlere gore on sairalamas: 1ile ranklar fark: kismi siralamas:
arasindaki iligkiyl incelemigler ve yeni Dbir kisml eiralams
tanimlamiglardar.

Marshall ve Olkin(1979) matrislerin kolon uzaylarina gore on
siralamas: iizerinde ¢aligsmalar yaparak bu sairalamaya denk yeni
bagintilar elde etmiglerdir.

Matrislerin siralanmas: bu sgekilde gelisim gésterirken
Lowner siralamanin istatistikteki ufgulamalar1 da degizik sekillerde
ele alanmstar,

Bu galismaman birinci béliminde galismamz  boyunca
kullamilacak baz: temel bilgiler verilecek ve negatif olmayan
matrislerin genellestirilmis inverslerine gore si1ralanmas:
incelenecektir.

ikinci bsliimde matrislerin kismi ve 6n siralamalarinin
tanimlar: verilerek bu siralamalar arasindaki dliskiler ve kismi
siralama ile on siralama altinda genellegtirilmis dinverslere gore
matris siralamasinin baz: sonu¢lara verilecektir. '

Uigiincii bslimde idempotent matrislerin kismi siralamalar: ve
idempotentligin siralamalar arasindaki iliskileri nasil etkiledigi
gosterilecektir.

Son olarak dérdinci bolimde Lowner siralamamin Lineer
modellerin kargilastirilmasinda nasil kullamildigim: inceleyecegiz.

Ayrica;bu g¢aligsmada yukarida verilenlerin kullanilmasiyla
tarafimzdan baz: ispat ve teoremler agiga kavugturulmus , Baksalary,
Pukelsheim ve Styan(1980) tarafindan verilen Teorem3.5.'e aksine
ornek verilerek Teorem bagska bir gekilde ifade ve ispat edilmigtir.
. Ayrica,Sonu¢.2.1.1.,2.1,4,,3.1.1. ve . .3.1.2. -.yine . tarafimzdan
verilmistir. '



1. B6LUX

NEGATiF OLMAYAN NMATRiSLERiN GEBELLESTiRiLMi$ iNVERSLERINE GORE
SIRALANNASI

Bu bOliimde ilk olarak ,¢alismamz boyunca bize isik tutacak
olan baz:, temel bilgileri verecegiz.Daha sonra negatif olmayan
matrislerin genellestirilmis inverslerine gore saralanmas: ile 1ilgili
kaynaklarda ilk kez ( Milliken ve Akdeniz,1977 ) tarafindan verilen
temel teoremin ifade ve ispatinmi verecegiz.

Ayrica bu temel teoremden faydalanmilarak Vu (1980)
tarafindan verilmis olan ,bir negatif olmayan matrisin negatif olmayan
genellestirilmis inversleri bakkinda bazi sonuglar: ayraintilara ile
inceleyecegiz.

Bu bolimde A > B gosterimi ile A - B nin negatif olmayan

taniml: (n.n.d.) bir matris oldugunu gosterecegiz.

£

1.1.Temel Bilgiler

JANIM,1.1,1. nxn tipindeki bir A matrisi ig¢in a:y = as;: ise
A matrisine simetriktir denir ve A = A’ ile gosterilir,

TANIM.1.1.2, A mxn tipinde bir matris olsun.Asagidaki dort
matris denklemini saglayan X ¢ozimine A matrisinin Moore-Penrose
inversi veya dért kosullu g-inversi denir.A* ile gosterilir.Bu tamm
Penrose (1955)'e aittir.

(1) AXA = A

(2) XAX = X (1.1
(3 (AX)' = AX

(4) (XA)' = XA



pxn tipindeki bir A matrisi igin A‘*-"*-15 ile Penrose (1955)'e ait
olan dort denklemden i-inci,j-inci,k-inci ve 1-inci denklemleri
saglayan X matrisini anlariz.Bunu A matrisinin bir (i,j,k,1) g-inversi
olarak adlandiririz.Sadece (1) denklemini saglayan X matrisine A nmn
tek kogullu ya da g-inversi denir. (1) ve (2) denklemlerini saglayan X
matrisine de A min iki kosullu ya da refleksif g-inversi denir,

Hoore-Penrose inversin bazi ©onemli o6zellikleri asagidaki

gibidir:
Verilen bir A matrisi igin bir A* vardir ve tektir.
(4*)* = A 1.2
(4')* = 4™ 1.3
Eger A tekil olmayan bir matris ise , A* = A} (1.4
A'*=A*(A')* , (AA')™=(A’)*A" . (1.5
rank(A)=rank(A*)=rank (AA*)=rank (A*A) (1.6)
dir.Ayrica;

rank(A<'?)2rank(A),rank(A¢2?)¢rank(A) ve rank(A<'-=2*)=rank(Ad) (1.7)
dir.

TARIM.1.1.3, nxn tipindeki bir A matrisi asagidaki kosullar:
sagliyor ise yari pozitif tamimla (p.s.d.) olarak adlandirilar.

1- A=A '

2- y # 0 olacak sekilde en az bir y vektori i¢in egitlik ve
En deki her y i¢inm, v

y'Ay 2 o
ise A’'ya p.s.d. matris denir.Burada E., nxl tipindeki vektorlerin
kimesini gosterir, '

TANIM.1.1.4. nxn tipindeki bir A matrisi asagidaki kogullar
sagliyor ise pozitif tamimla (p.d.) olarak adlandarilar.

1- 4 =4

2- y # 0 olacak gekilde E. deki her y vektori igin,

y'Ay > 0
ise A'ya p.d. matrie denir.

JANIN.1.1.5. Bir A matrisinin negatif olmayan bir matris
olmas: i¢in gerek ve yeter kogul A'min ya p.d. ya da p:s.d. matris
olmasidar,

.TEORE¥.1,1.1. (Graybill (1983),5:396) A nxn tipinde simetrik
bir matris olsun.(la),(2a) A wmatrisipnin p.s.d. olmas) igin;

2a



(1b), (2b), (3b) A matrisinin p.d. olmas:a igin gerek ve yeter
kosullardar.

(la) B'B = A olacak gekilde rank: n'den kiigik olan bir nxn
tipinde B matrisi vardar.

(2a) A nin karekteristik kokleri pozitif ve en azindan bir
koki safairdar.

(1b) B'B = A olacak gekilde ranki n olan nxn tipinde bir B
matrisi vardar,

(2b) A min karekteristik koklerinin hepsi pozitiftir,

ai11 arz

(3b) ar~ > Oy [621 &22] > 0.0 <ot 1AL > 0

TANIM.1.1.6, Bir matristeki dogrusal bagimsiz satir veya
siitunlarin sayisina, 0 matrisin rank: denir.

rank(Ap.q)=p<{q ise A'ya tam satir rankla

rank(Aq..3)=q<{p ise A’'ya tam siitun rankl:

rank (Anxn)=n ise A'ya tam rankl: matris denir,

JANIM.1.1.7. A pxq tipinde r rankl:i bir matris olsun.

Bpra=KpeirLirsg
ifadesine, K tam siitun rankl: ve L tam satir rankl: olmak iizere A
matrisinin tam rank ayragam denir,

JANIM.1.1.8. R)={ye¢™: y=Ax,xe¢”)} kimesine A matrisinin
kolon uzay: denir.Burada ¢™ ve ¢" sairasiyla,mxl ve nxl tipinde
kompleks bilesenli matrislerin kﬁmesinikgasterir.

TANIM.1.1.9. A nxm tipinde bir matris olsun.A matrisinin
erfir uzayi; S={y:Ay=0,ye¢™) olacak sekildeki S vektsrlerin kimesi
olarak tanimlamr.

JEOREM.1.1,2. (Rohde(1964),S:34) P. ve Pz tekil olmayan
matrisler ise;

(P1APz) < >=P="1A°V>P, ™}
dir.

TEOREM.1.1.3. (Pringle ve Rayner(1971),S:8) A; r rankla,P:

Pi1AP==R=|1I. 0
0 0

. olacak gekilde tekil olmayan matrisler:ise bir G matrisinin A nin tek

ve P=

kosullu inversi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G nin ;

3 ;]
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G=P_N<1°P,
formunda ifade edilebilmesidir.Burada U,V ve ¥V keyfi matrisler olmak

Nero= (1, U
v v

gseklindedir.
iSPAT: N*= [x U:l

iizere ,

vV ¥

olsun.¥*'1 soldan ve safdan N ile garparsak,

FR*N= (X O
0 0

bulunur.Dolayisiyla N* in, N nin tek kogullu inversi olmas: igin gerek

ve yeter kosul X=I. olmasidar.Boylece,

Fero= [1. v
v v

dir.Teorem.1.1.2. den ,

G=PzN<'>P4
geklinde bulunur.

TANIM.1.1.10. A nxn tipinde bir matris olsun. | A-AI | = 0
denklemine A min karekteristik denklemi denir.

Bu denklemden bulunan n tane koke, A nin karekteristik
kékleri (6zdegerleri) ve bu ozdegerlere kargilik gelen vektorlere ise
A nin karekteristik vektorleri denir.

TARIM.1.1.11. A mxn tipinde bir matris olsun.AA’' veya A'A
nin pozitif ozdegerlerinin karekokiine A matrisinin, tekil degerleri
(singiiler value) denir ve o(A) ile goésterilir.

TARIM.1.1.12. A nxn tipinde bir matris olsun.

[A'A nin maksimum karekteristik kokiil* ifadesine A matrisinin spectral
normu denir ve |1All. gseklinde gosterilir.

TANI¥,1,1.13. nxn tipindeki bir A matrisinin kendisiyle
carpim yine kendisini vériyorsa A matrisine idempotent’dir denir.

A®=A olan matrise de tripotent matris denir.

Simdi de elamanlara karmasik sayilar olan matrisler i¢in baz: tanimlar

verelim.

= A-iB matrisine ¥ nin kompleks eslenifi denir.

.. A ve B gercgel.-matrisleri igin H-A+iB ise . maoow



IANIM.1.1.315. X her bhangl bir matris olsun.M nin kompleks
esleniginin transpozuna M nin eslenik transpozu denir ve M* ¥
gembolleri ile gésterilir.

IANIM.1.1.16. Eslenik transpozu kendisine egit olan matrise
Hermityen matris ve eslenik transpozu tersine esit olan matrise Uniter
matris denir.

IANIM.1.1.17. A  kiimesi iizerinde tanmimla € Dbagintisa
asagidaki 6zellikleri sagliyorsa A kimesine kismi siral: kiime ve ¢
bagintisina da A iizerinde kismi siralama bagintisa denir.

Her a,b,ced igin,

Pl- ata | (Yansima)

P2- a¢b, bta ise a=b (Ters simetri)

P3- atb, btc ise afc (Gegigme)

TANIM.1.1.18. A kimesi ilizerinde tamimli € bafintis: sadece
P1 ve P3 bzelliklerini saglayorsa A ya ©n saral: kime ve ¢

bafintisina da A iizerinde 6n siralama bafintis: denir,

1.2. Ixi Negatif Olmayan Matrisin Moore — Penrcse

Inverslerinin Farkinmin Negatif Olmamasi.

LEMMA.1.2.1, A,B ve A-B matrisleri p.d. ise B~' - A7 de
p.d. dir. ’

iSPAT: (Graybil(1983),S5:409 ve Rao(1973),5:70)

LEMKA.1.2.2. A, r renkl: nxn tipinde negatif olmayan bir
matris ise A=MM' olacak sekilde r rankli bir nxr tipinde M matrisi
vardir,

LEMMA.1.2.3. A nxn tipinde negatif olmayan bir matris ise
her nx1 x vektori ig¢in x'Ax 2 0 dar.

LEMMA. 1. 2.4, MM'-FN' negatif olmayan matris ise N=MH olacaek
gekilde bir H matriei vardir.

LEMMA.1.2.5, A,B ve A-B negatif olmayan matrisler ise ,
rank(A) ?rank(B) dir.

LEMMA.1.2.6, A p.d. ve I-A negatif olmayan bir matris ise ,
A-'-1 da negatif olmayan bir matristir.(Burada I nxn tipinde birim
matris dir.) :

5



LEMMA.1.2.7, H rxr tipinde tekil olmayan bir matris ve M nxr
tipinde r rankli bir matris ise ,

(M) *=H"'M*
dar.

‘ TEOREM.1.2.1, (Milliken ve Akdeniz(1977)) A,B ve A-B nxn
negatif olmayan matrisler olsun.B*-A" nain negatif olmayan bir matris
olmas: igin gerek ve yeter kosul rank(A)=rank(B) olmasaidir.

ISPAT: A ve B negatif olmayan matrisler oldugundan
lemma.1.2.2. den A=MM’' ve B=NN' olacak gekilde r rankli nxr tipinde
bir M matrisi (rank(A)=r) ve s rankl:. nxs tipinde bir N matrisi
(rank (B)=s) vardar.

A-B negatif olmayan bir matris oldugundan, MM'-EN' negatif
olmayan bir matris ve Lemma.1.2.4. den KF=MH olacak sekilde bir rzs
tipinde H matrisi vardar.

A-B=MN'-MHH'M'=M(I-HH' ¥’
seklinde ifade edilebildigindem bu I-HH' niin negatif olmayan bir
ﬁatris olmasin: gerektirir.Lemwa.1.2.5. den de ;

rank(A) ? rank(B) (1
bulunur.

Gereklilik; B*-A* nmn negatif olmayan bir iwmatris oldufunu
varsayalim. Lemma.1.2.5. den rank(B*) ? rank(A*) bulunur,
(1.6) dan rank(B) 2?rank(A) olur.Bu ifade (1) ile birlestirilirse ,

rank (A)=rank(B)
oldugu bulunur.

Yeterlilik; rank(A)=rank(B) oldugunu varsayalim.O zaman H rxr tipinde
tekil olmayan bir matris ve Dbéylece HH' rxr +tipinde p.d.
matristir.lemma.1.2.6. dan;

(HH')~'~1 =(H' )" 'H -1
negatif olmayan bir matristir.Béylece,

(KW)H)*[(H )T H-1IN
negétif olmayan bir matristir.Moore-Penrose inverslerle ¢arpilmas: ile

(M) (H))'H M- (W) ¥
metrisinin negatif olmayan bir matris oldugu bulunur.H tekil olmayan
ve ¥ r rankl: bir nxr matris oldufundan Lemma.1.2.7. den ,

Fr=(MH)*=H""M"

bulunur.Buradan,
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(ND)*+=((MH) " )*=(H' K )= )" (H")™
ED*(H)VH N - (WO =(F)*F - (WO N
(§')*F*=(NN')*=B*
M HPN= (MM’ )*+=A"
elde edilir.Béylece;B*-A" min negatif olmayan bir matris oldugu

bulunur ve ispat tamamlanms olur.

1.3.Bir Negatif Olmayan Matrisin Negatif Olmayan Gemellestirilmis
Inversleri Hakkinda Bazi Sonuglar

LEMMA.1.3.1. A=QQ', nxn tipinde r rankl: negatif olmayan A
matrisinin bir rank ayrigim olsun.A nin (1,2) inversi G nin simetrik
olmasi igin gerek ve yeter kosul  G=HH’ seklinde ifade
edilebllmesidir.Burada H nxr tipinde bir matris ve H’Q=I. dir.

ISPAT: Rao ve Mitra(1971,S:28) ve Pringle ve
Rayner (1971,S:25) de bulunabilir.

IEOREM.1.3.1. Fegatif olmayan bir A matrisinin her hangi
simetrik (2)-inversi A°=* negatif olmayan bir matristir.

iSPAT: Her hangi bir P matrisi igin A=PP’ ve A¢=>'=A¢=?
oldugundan ,

ASZP=pC2IRACZ 2= (422P) (A<22P)!
bulunur.Teorem.1.1.1. den A“=” negatif olmayan bir matristir.

ﬁzel olarak bir n.n.d. matrisin her hangi bir simetrik (1,2)
inversi de n.n.d. dir.

Her hangi bir n.n.d. nxn tipinde r rankl: A matrisi (r<m)

PIiI. O} P
0 0

seklinde ifade edilebilir. Burada P nxn tekil olmajan bir matristir.

daima,

A matrisinin her hangi bir simetrik (1)-inversi A¢'? in ,

A=) 1. U | P
! v

geklinde ifade edilebilecefi biliniyor.Burada U.ve VW sirasiyla rx(n-r)-

»

ve (n-r)x(n-r) tipinde matrislerdir.Ayrica V simetriktir.A¢'? simetrik



matrisinin n.n.d. olmas: igin gerek ve yeter kosul A<'? deki ortadaki
matrisin n.n.d. - olmasidir.Bu ise her ‘zaman dogru
degildir.Yani;ort&daki matris her zaman n.n.d. olmayabilir.Bu yiizden
Teorem. 1.3.1.’e benzer sonuglar (l)-inversler i¢in saglanmaz.

TEOREM.1.3.2. r rankli: her hangi bir n.n.d. A matrisi i¢in s
ranky ile A¢'> in n.n.d. olmas: i¢in gerek ve yeter kosul A<'?> in
A+xx’ nin bir simetrik (1,2)-inversi olmasidir. Burada x ; nx{(s-r)
tipinde ve rank(A:x)=s dir.

TEOREM.1.3.3. A nxn tipinde r rankl: n.n.d. bir matris
olsun.t rankl: n.n.d. her hangi bir A“'? ve r¢s¢t¢u igin,

A€V 2CACI 2 CALC?

olacak sekilde u rankl: A‘'’, ve s rankli A¢'°s n.n.d. (1)-inversleri

vardar,
Teoremin daha iyi anlagsilabilmesi igin sayisal bir &rnek
verelim,
SRNEK. 1.3. 1
110 2111
X=, 101 ve A=XX'= |12 22
101 11222
101 1222

Goriildiugi gibi A,4x4 tipinde r=2 rankli n.n.d. bir matristir.

Irn O
PAP'= =N
0 0
olacak gekilde P'yl elamenter satir iglemleri ile hesaplarsak;

wz o 0 0]
P= | -1/2/273 V273 0
0 -1 1
0 10 1
!

bulunur,



Teorem.1.1.3. den ,

ASII=P'R<1°P wve I U
n’('l):

dir.
U=0, V=0, w=0 alirsak;

2 -1 0 0
As¥?=1/31 -1 2 0 0
0 0 o
0 0 0

olup As<'?, s=2 rankl: n.n.d. matristir. N> de, U=V=0,

1 0
v:
0 0
alinirsa;
(2 -1 0
A<12=1/3 | -1 5 -3 0
-3
0 0 0 0
] J

olup A¢'?, t=3 rankl:i n.n.d. matristir.

N<1? de; U=V=0, ¥=Iz alinirsa;

2 -1 0 0]

AL<1>=1/3 | -1 8 -3 -3
-3 3 0

-3 0 3]

olup Au¢*’; u=4 rankli n.n.d. matristir.. o



0 0 0 0
A“YV>-pg<?=1/3 |0 -3 0
0o -3 3 0
0 0 0 0

olup, x'(A¢'?-Aea°"?)x=(X2-X5)=20 bulunur.

0 0 -0 0
A=AV >=1/3 |0 0 -3
0 0 0 0
0 -3 0 3

olup, x’' (AL<'’~A¢"?)%x=(X2-X4)#}0 bulunur.

0 0 0
Au$12-Ax"2=1/3 |0 6 -3 -3
0 -3 3 0
0 -3 0 3
olup, X' (AL T4 ' ?)x= (X2 %) T+ (X=—Xa) 220

AcCV2SACTV €AY placak sekilde n.n.d. (l)-inversler vardar.

TEOREK 1.3.4. A , r rankl: nxn tipinde n.n.d.
t rankl: n.n.d. her bangi bir A¢2®°> ve rie?t?u igin ,

ABCZD)A<2>;Au<23

bulunur, Gorildugdi
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gibi

bir matris olsun.

olacak sekilde v rankl: AL¢*® ve s rankl: n.n.d. Az%2?* (2)-inversi vardar.

SORUC.1.3.1. A r rankl: nxn tipinde n.n.d. matris ve rz{ri{r.

olsun.Her hangi bir r: renkl: A<'® ig¢in ,
A(Z)(A(1)

olacak sekilde r= rankl: A‘Z> vardir.Tam tersine r= rankli: her hangi bir

Ac=> igin,
A(l);A(Z)

.0lacak gekilde rv rankl: A<'? vardir.o - o .



LEMMA.1.3.2. (i) A min her hangi bir A<'> (1)-inversi ve xeR(A)
i¢in, :
A(Y)xx’A<1>
ASVP e —

I+x’ A7 °x

A+xx' nin bir (1)-inversidir.Benzer sonug¢ (1,2) ve (1,2,3,4)-inversler
i¢inde saglanir.

(ii) A nin her hangi bir A<=> (2)-inversi ve her
hangi x igin

A(Z)xx'A<2)
ACEI -~

1+x' A<=y
A+xx’ nin bir (2)-inversidir.

ISPAT: (i) =xeR(A) oldugundan AA“'’x=x esitligi elde edilir.Bu
esitlik kullanilarak matris garpam vasitas: ile istenilen sonug, bulunur.
(i1) Buradaki x keyfi oldugundan matris ¢arpim ile hemen
bulunur.
LEMMA.1.3.3. r rankl: bir n.n.d. M matrisi ve her hangi bir x
vektorii igin,
M-Mxx'/ (1+x’ Mx)

M gibi aym: safir uzayina ve r rankina sahiptir,
Lemma.1.3.2. ve Lemma.1.3.3. den faydalanmilarak asagidaki Lemmay:

verebiliriz.

LEMMA.1.83,4. (i) n.n.d. bir A matrisinin her hangi bir n.n.d.
(1>-inversi A<'? ve xeR(A) igin,

(A+xx')€V12€¢AT?
olacak sekilde A+xx' niin aym: ranka sahip bir n.n.d. (A+xx')¢'> (1)-inversi
vardir.Benzer sonu¢ (1,2) ve (1,2,3,4)-inverler igin de saglanir.
BewAli %A EETa i (44) . x e RCA) . kabul: edilmezse (i) deki sonug

(2)-inversler i¢in saglanair,
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LEMMA.1.3.5. B bir n.n.d. matris ve xeR(B) olmak iizere A=B+xx'
olsun.0 zaman her héngi n.n.d. A¢'> ve A‘®> matrisleri ig¢inm,
x'A<V32x{]l ve x'A=23>x(1

kosullar: saflanir,

LEMMA.1.3,6, B bir n.n.d. matris ve A=B+xx' olsun.
(1) %eR(B) ise A nmin her hangi bir n.n.d. A¢}? (1)-inversi.igin,

A('I )xx!A(l 3

AV 24

1-xtA¢V*x

B nin bir (1)-inversidir.B nin bir (1)- inverei A<'?> gibi aym: rank ve
si1fir uzayina sahip olur.Bu yiizden her hangi bir n.n.d. A¢?> matrisi igin
A<'?* jle aym ranka sahip ve B<'?2A¢'? placak gekilde bir n.n.d. B<'?
matrisi vardir.Benzer sonu¢ (2),(1,2) ve (1,2,3,4)-inversler i¢in de
saglanir.
(ii) x'A<=>x # 1 olacak gekilde A min her hangi bir n.n.d. (2)-inversi A<=’
igin,
Ac=>xx' A<Z?
A<=224  —m——

1-x' AS2x

B nin bir (2)-inversidir.

1.4. Siralama Ozelliklerinip Tersleri

TEOREM.1.4.1. A ve B sirasiyla r ve s rankli: nxn tipinde iki
n.n.d. matris,A?Bve T,8 8 ? T ? r ? s olacak sekilde iki pozitif tam sayr
olsun.

(i) ¥ rankli her bhangi bir n.n.d. A¢'? (1)-inversi ig¢in B¢'22A<Y?
olacak sekilde € rankli bir n.n.d. B<'> (l)-inversi vardir.

41) r=s ise s rankli her hangi bir n.n.d. B¢'? (1)-inversi icin
B<122A<'? placak gekilde r rankl: bir n.n.d. A<'? (1)-inversi vardir. *



ik

TEOREM.1.4.2. A-B+xx’' olsun.Burada B,s rankli n.n.d. ve x ¢ R(B)
(rank(A)=s+1) dir.

x'B*7°x<1 ile € ?s+l rankli her hangi bir n.n.d. B¢*> (1)-inversi
igin B<'°2A¢'> olacak sekilde § rankl:a n.n.d. olmayan A<'> (1)-inversi

vardar.
TEOREM.1.4.3. A ve B sarasiyla r ve s rankla n.n.d. ikl
matris,A’Bve T, ; r ? s 2 8 ? T 'yl saglayan iki pozitif tamsay: olsun.

(i) & rankli: her hangi bir n.n.d. B<*®? (2)-inversi ig¢in B<=>2Ac<2’
olacak sekilde T rankli n.n.d. bir A<®?> (2)-inversi vardar.

(1i) r=s ise T rankl: her bangi bir n.n.d. A<=> (2)-inversi igin

B<2>2A2> pglacak sekilde § rankli n.n.d. bir B¢=> (2)-inversi vardar.

TEQREM.1.4.4. A=B+xx' olsun.Burada B,s rankla n.n.d. ve x § R(®B)
(rank (A)=s+1) dir.

(1) x'A2>x=1 1ile 8 ¢ s rankli her hangi bir n.n.d. A<=’

(2)-inversi ig¢in, g
B(2> ) A(z)

olacak sekilde S rankli her hangi bir n.n.d. B¢#?, (2)-inversi yoktur.

(ii) x'A<=>3<]l esitsizligini safglayan (i) deki A*=’ ise,

B(2>?A(2)
olacak sekilde & rankli bir n.n.d. B<=> (2)-inversi vardar.

TEOREM.1.4.5, A ve B, A?B olacak sekilde r rankly iki n.n.d.

matris olsun.r rankli A nin her hangi bir n.n.d. A<'-2> (1,2)-inversi ig¢in,

Be1.233A¢1, 2>

olacak sekilde r rankl: B nin bir n.n.d. B¢':.2> (1,2)-inversi vardir.Tersi
de dogrudur,Bu teoremde belirtilen durum (1,2,3) ve (1,2,4)-inversler igin
de gegerlidir.



2. BOLUNX
MATRiSLERiN KISNi SIRALAMASI

Bu biliimde oncelikle matrislerin kismi ve én siralamalarinin
tamim ve orneklerini verecegiz.Daha somnra bu siralamalarin gesitli
6zelliklerini ve aralarindaki iligkileri inceleyecegiz.

Ayrica birinci bolimde oldugu gibi kismi siralama ve on
siralama altinda genellestirilmis inverslere gore matris siralamasimin

¢esitli sonu¢ ve 6zelliklerini ayrintili bir bigimde inceleyecegiz.

2.1. Kismi Siralama Tanim ve Ozellikleri

Nhldaz kismi saralamasi; A ve B mxn tipinde kompleks

matrisler olsun.” #% kismi siralamas: " agagidaki gibi tamimlanir.

A ¢* B & A*A=A*B ve AA*=BA* 2.1
(2.1) ile gosterdigimiz yildiz kismi sairalamas: Drazin(1977,1978)'e
aittir.Yirldiz siralama daha sonra Drazin(1978) de agsafidaki sekillerde
de tanimland:,

A (* B & A*A=B*A ve AA*=AB* (2.2)
ve

A ¢* B & A*A=A"B ve AA*=BA* 2.3
Bu tanimlarip asagidakine denk oldufu kolayca goriilir.

A ¢* B @ AA*B=A=BA™A & B*AA*=A*=A"AB* 2.4
Simdi yildaz kismi siralama igin bir Grnek verelim.

1 -1 2 0
A= B=
-1 1 0 2

~matrislerini ele alalaim. (2.1)'i.uygulayacak.olursak;
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A*A=A*B= ) AA¥=BA*=
-2

[

-2 2

bulunur. (2.1) gerektirmesi gerceklendiginden A ¢* B sonucu elde
edilir.
Ranklar farki: kismli siralamasi; A ve B mxn tipinde kompleks

matrisler olsun.” rs kismi siralamasi " bazi A~ ,A" € A"’ ig¢in,

A ¢r= B & A"A=A"B ve AA= = BA~ (2.9

geklinde tanimlanir.

Hartwig(1980) de A~ ve A~ tek kosullu genellestirilmis
inverslerin yerine ayni refleksif (genellesgtirilmis inversleri
yerlegstirerek yeni bir kismi siralama tanimladi ve bunu "+ siralama "
olarak adlandirda.

Bu tanim 3u sekilde ifade edebiliriz:

At € A<V:=> {¢in ,

A*A=A*B wve +=BA* 2.6

Ayrica (2.5) siralamasinin ,
A ¢v= B & rank(B-A)=rank(B)-rank(A) 2.7
ifadesine denk oldugu Hartwig(1980) de gésterilmistir.(2.7)'nin aym
zamanda bazi B~ , B~ , B € B¢'> i¢in,

A ¢v= B & BBA=AB-B=AB®A=A (2.8)

geklinde i1fade edilebilecegl MNarsaglia ve Styan(1974) ve Cline ve
Funderlic(1979) tarafindan goésterilmistir,

SREEK. 2. 1.2
1 2 1 3 4 3
A= |2 3 1 B= |4 5 3
1 1 0 3 3 2

“matrislerini ele alalim. rank(A)=2 we rank(B)=3 dir... .-
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2 2 2
B-A= |2 2 2
2 2 2

ve dolayisiyla rank(B-A)=1 bulunur.rank(B-A)=rank(B)-rank{(A) kosulu
saglandigindan A ¢7* B deriz, ¢

Eolon uzaylara on siralamasi; A ve B mxn tipinde kompleks

matrisler olsun.” s kolon uzaylar: siralamas:”,

A ¢=B#& R(A)g R(B) ve RMA"C R(EB® 2.9
geklinde tamimlamr,

(2.9)'un kullanmilmas: ile kolon uzaylar: on siralamasinin
bazi B~ , B~ ¢ B'? ig¢in,

A ¢= B & BB~A=A=AB"B (2.10
geklinde de ifade edilebilecegi kolayca goriiliir.

1 2 ¢ 1 0
A= ‘ B=
2 4 0 1

matrislerini ele glal:m.
RA)={ a(1,2)48(2,4):a,B € R}

={ (x,2x%):x=0+28; «, Be R}

R(B)={ 6§(1,00+p(0,1):6,p € R}
={ (§,p): §,p€e R
A matrisinin kolon uzayinda aldifimz her vekior B nin kolon uzayinda

oldugundan , R(A)C; R(B) ve A ile B simetrik matrisler oldugundan
“RA*)C R(B*) olur.Dolayisiyla ‘A €= B bulunur. i .o -
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Iekil degerler on saralamasi; A ve B mxn tipinde kompleks

matrisler olsun."v tekil degerler siralamas:”,
A ¢ Bé V(A)C; o (B> 2.1

geklinde tamimlamir.Bu siralamay: gostermek iizere asagidaki &rnegi

verebiliriz.
SRNEK. 2. 1. 4
0 0 2 i 0
={ 0 0 0 B=| 1 1 0
0 0 0 0 1

matrislerini ele alalime(A)={1}) ve o((B)={(B3-V5 /2, (3+ v )/2,1)
bulunur. (2.11) den A ¢° B oldugu goriiliir.

Simdi buraya kadar gordigumiz kismi ve o6n siralamalarla
ilgili baz: onemli dzellikleri verelim,
(2.5),€2.3),(2.8) ve (2.10) ifadelerinin kullanmilmasiyla,

A¢*B=) A ¢=B= A (=B (2.12)
oldugu kolayca goriiliir. (2.8) ve (2,10) dan,

A¢r=B &A= Bve A B> 20
oldugu bulunur. . ¢

A ¢r= B o BC AT '
olmas: gerektigl de Mitra(1986,Teorem.2.1.) de gosterilmistir.Ayrica
bu sonug ile Sambamurty(1987,Teorem.1.)'inin birlestirilmesi ile,

A ‘rsa B‘:} BC'I,ZJg A(‘I)

bulunur, Hartwig ve Styan(1987,Teorem.2.)'ye gore A ¢* B olmas:

Da 0 D= 0
U*AV= ve U*BV= 0 D
0 0 0 0

olacak gekilde U ve ¥V initer matrislerinin bulunmasinm
gerektirir.Burada D. axa tipinde ve D <(b-a)x(b-a) tipinde gergel
kbsegen ve p.d. matrislerdir.Dolayisiyla;

A¢* B=A ¢° B (2.13)

olur.
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$imdi de daha ¢6nce birinci bélimde ele aldigimz bir
siralamay: bir kismi siralams oldugu i¢in bu bslimle de ele almk ve
diger siralamalarla aralarindaki iligkileri incelemek istiyoruz.Léwner
kismi siralama olarak adlandirilan bu siralamay: asafidaki gibi
tanimlariz.

Lowper eiralama; A ve B mxm tipinde kompleks matrisler
olsun." L Léwner siralamas:” bazi K igin,

A ¢ B & B-A=KK* (2.14)
veya buna denk olarak,
A ¢L B & B-A bhermityen n.n.d. 2,15

seklinde tamimlamr,

Bu g¢aligmamz boyunca mxm tipindeki A ve B matrisleri
igin,0¢“ A ile A matrisinin hermityen n.n.d. oldufunu ve O¢“-A<¢-B ile
de A,B ve B-A matrislerinin hermityen n.n.d. oldufunu giosterecegiz.

A ve B mxm tipinde matrisler iken A¢(-B ile A¢*B,A¢"=B,A¢=B
ve A¢°B siralamalarindan her hangi biri arasinda bilinen pek bir
bagint:1 yoktur.Bunupla beraber ;

A=p* , 0¢'B ve A¢"=B == A('B (2.16)
ve

A=A% , B=B* ve A¢{'B =) A¢*B (2.17)
oldugunu Hartwig ve Styan(1087,Teorem.2.1. ve Teorem.2.2.) de ifade
ettiler.Ayrica;

0 ¢- A ¢ B== A ¢= B 2.18)
oldugu Baksalary ve Hauke(1987) de gosterilmigtir. (2.16) ve (2.18)
gerektirmeleri bizi,

0 ¢- A ¢- B & A=A* ,0 ¢~ B,A ¢= B ve AB~A (- A (2.19
gerektirmesine gotirir,Ayrica bazi B~ €B°'* i¢in,
A<= B & A ¢= B ve AB"A=A (2.20)

diyebiliriz.Dolayisiyla (2.19) ile (2.20) nin kargsilastirilmas:
ranklar fark: kismi siralamas: ile Lowner kismi siralamas: arasindaki
6nemli bir fark: belirtir.

Bu bslimin buraya kadar olan kismnda kKismi ve 6p siralama
tanimlarin: ve bu siralamalar altinda matrislerin bazi 6zellikleri ile

'11gili gesitli sonuglara bir arada topladik.$imdi ranklar fark: kismi

.nzesiralamasy ile tekil degerler &n "siralamasimi. kullanarak yeni . bir

kismi siralama tamimlayacafiz.
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LEMMA.2.1,1. A,Be¢m,n , 1¢atdb ile rank(Ad=a ve rank(B)=b
olsun. A ¢v= B olmaéx-igin gerek ve yeter kosul,

U*AV=diag (E, 0) ve U*BV=diag (M, 0) 2.21)
olacak sekilde Uetm, m ve Vetn, n iiniter matrislerinin
bulunmasidir.Burada E €¢n,= 0lup kisegeninde o¢(A) nin elamanlar: olan
kigsegen p.d. bir matris ve ¥ € ¢u,= o0lup tekil olmayan ve bazi
F,G € ¢a,b-a ve bazi kosegen p.d. D € ¢o-a,b-a igin ,

E+FDG* FD
H= (2.22)
DG* D

formunda bir gosterime sabhip olan bir matristir.Bundan baska A ¢* B
olmas: ig¢in gerek ve yeter kosul (2.22) deki F ve G nin her ilkisinin
de sifir matris olmasidxr.Yani;A ve B nin benzer gekilde tekil
ayrigima sahip ve

e O C o (B 2.23)
olmasadar.

Lemmanin sonuglar: (2.7) ve (2.23) kosullarimin birlegimi
olarak tamimlanan bir iligkinin g6z oniine alinmasin: saglar.(2.7)
baginti1sinin ¢n,n de bir kismi saralama ve (2.23) bagintisiman da ¢m,n
de bir ©on siralama tanmimladifima Dbiliyoruz. (2.7) ve (2.23)

bagintilarinin ¢w,« de yeni bir kismi serralama tanmimladaga bulunur.

g ve A\ saralamalari; A ve B mxn tipinde kompleks matrisler
olsun.4 €= B ve A ¢ B ise A ¢= B denir.

Bundan baska;Hermityen matrisler igin (2.23) kosulu yerine
A{a g; 2{B) X¥osulunun yerlestirilmesi ile A ¢* B kismi siralamas:
tanimlanir,Burada X(.), (.)'min 6z degerlerini gosterir.

Lemma.2.1.1. den dolayr,A ¢ B siralamasimin yildiz ve
ranklar fark: kismi siralamas: arasinda kaldif: yukaridaki tanimdan
agirktir.Boylece (2.12) gerektirmesi,

A §*B=4 ¢~ B=DA (v= B==4 (* B 2.24)
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seklinde: - genisletilir. (2.24)'4 . agirklamak - igin.. . asafidaki ©rnegi ..

vereblliriz,



SREEK. 2. 1.5
1 2 1 0
A={0 ©0 0 ve B={1 1 0
¢ 0 0 0 0 =z

matrislerini ele alalaim.

v (A)={1) ve ¢ (B)={(3=y5 /2 , B+5 )/2 izl )

bulunur.Bu durumda 2=1 alarak (2.24) gerektirmesinin saflandifim,

Izl # 1 alarak (2.24) gerektirmesinin ters ¢evrilmedigi gorilir,
Simdi baziy ©bzellikleri saglayan bir B matrisi igin,A ¢* B
siralamasin: saglayan her A matrisinin aym ©ozellife sahip oldufunu

soyleyebiliriz.

Bunlardan bazalara asagidaki gibidir.

B=BB*B ve A {(* B== A=AA*A 2.25)
IIBlle § 1 ve A ¢*B== liAlls ¢ 1 (2.26)
B=BB* ve A ¢* B=——) A=AA* @.27)
B=B= ve A ¢(* B= A=AZ (2.28)

Hartwig ve Styan (1986) da idempotentligin daha zay:f olan
ranklar fark: kismi sairalamas: altinda bile eaglandigama ifade
ettiler.Boylece (2.28),

B=B? ve A {r= B==) A=A= (2.29)

seklinde de ifade edilebilir.Fakat (2.257,(2.26) ve (2.27)
. gerektirmeleri - A €% B.. yerine .A &"® B. yerlestirilirse saglanmaz. '



(2.25) ve (2.26) nin saglanmadig:,

matrisleri alinarak gorilebilir.Bununla birlikte (2.25),(2.26) ve
(2.27) gerektirmeleri O'(A)g v(B) ©n siralamasy ve A > B kismi
siralamasimin kullanilmas: ile desteklenebilir.

TEQREM.2.1.1. B=BB*B veya I| B lls €1 ise o(A)XC ¢(B)'yi
saglayan her A ayni odzellige ve eger B=BB* ise A (= B y:1 saflayan
her A da aym: ©zellige sahip olur.

iSPAI: B=BB*B olmas: i¢in gerek ve yeter kosul B nin
si1firdan farkla tekil degerlerinin bir olmas: gerektiginden ve
I1Blle € 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul B nin en biyiuk tekil
degerinin biri ge¢memesi gerektiginden,e¢(A) g r(B) bu iki o6zelligin
saglanmas: i¢in yeterlidir. ,

Teoremin son kism ise bir B matrisinin B=BB* geklinde ifade
edilebilmesi igin gerek ve yeter kozulun onun aym: zamanda B=B= ve
B=BB*B tzelliklerini saglamas: ger¢eginin kullanilmas: ve (2.29)'un
direkt olarak birlegstirilmesi ile bulunur.

Ayrica Tanim.2.1.1. den faydalanarak,hermityen matrisin
tekil deferleri 6z degerlerinin mutlak deferi oldufundan, hermityen
A ve B igin,

A ¢ B=> A ¢*B
dir.

Simetrik ve idempotent ©bir matrisin seifirdan farkl:
d6zdegerleri bir oldugundan asagidaki sonucu verebiliriz.

SONUG.2.1.1. Hermityen ve idempotent A , B matrisleri igin

A¢>Be&ACB
dir.
iSPAT: A ¢ B olsun.o(AXC o (B) dir.Buradan;

2 a*0)C A (B*B) ve dolayisiyla X (A)(C X(B) bulunmus
olur.Boylece gereklilik kism gosterilmis olur.
4 ¢ B olsun. AA) (C M(B) dir.. Buradan A ADHC AED

diyebiliriz. Bu da A (A*A)(C A (B*B) olmasim gerektirir ve buradan
v(A)C o(B) bulunur.Dolayisiyla A ¢* B bulunmug olur.
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IEOREM.2,1.2, A ve B mxn tipinde kompleks matrisler olsun.
Bu durumda asafidaki tzellikler saglanir.

(a) B*=B* ve A v B=—) A+=A*
(b) BB* ¢ I, ve A € B=J AA* - I,

A ve B mxm kompleks matrisler olsun. Bu durumda da asagidakiler
saglanmir,

(c) B*=0 ve A (= B== A==(

(d) B=B*=B® , A=A* ve A {* B== A=A®

(e) 0 ¢- B ,A=A* ve A {v= B= 0 (- A

(f) B=BB* ,A (= B ve A (* B== A=AA*

(g) B*B*=B*B* ve A (* BT A*A+=A*A*

ow

iSPAT: (a) ve (b)) eonuglar: Teorem.2.1.1. den kolayca
bulunur. (2.13) iin kullamilmas: ile A € B tekil deferler 6n siralamas:
yerine A (* B yildiz siralamas: yerlestirelerek karsilik gelen
sonuglaran daha da kuvvetlendirilebilecegini sbéyleyebiliriz.Diger

yandan,
-1
A= B= (2.30)

2 -2 0 -1

N
[ory
(=4

matrisleri A € B yerine A ¢"® B veya A (-~ B yerlestirilemiyecegini
gosterir.Yani;

B*=B* ve A ¢{™= B=) A* # A
olur. (¢) sonucu B2=0 ve A €= B nin kullamlmas: ile asafidaki sekilde
elde edilir. ‘

A ¢= B ise (2.10) dan BB A=A=AB"B

A®= AB= BBB"A= AB= B=B~A= 0
bulunur,

Bir hermityen matrisin tripotent olmas: igin B*=B* olmasa
gerektigi bilindiginden ve B*=B* ve A ¢(° B ise A*=A* oldugundan (d)
sonucu A=A* ve A*=A* esitliklerinin kullamlmas: ile,

AA*A=A==) AA*A=A=5 AAA=A—— A®=A
gseklinde bulunur.Tekrar (2.30) daki matrisler alinarak A ¢ B yerine
A ¢*= B veya A ¢- B yerlestirilemiyecefi gorulir.Bundan bagka;

1 1 1 0
A=1/2 B= 2.3D
-1 -1 0 -1

matrisleri hermityen olmayan matrisler i¢in A ¢ B yerine A ¢* B
yerlestirilse bile tripotentlifin saglanmadifim: gosterir. (e) sonucu
(2.20) nin bir sonucudur. (2.16) min kullamilmasiyla (e) nin sag taraf:
0 ¢~ A ¢~ B ye genisletilebilir.(f) sonucu Teorem.2.1.1. der hemen
bulunur.(2.12) ve (2.13) den A ¢ B ve A ¢ B yerine A ¢(* B
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yerlestirilebilecegi goriilir. (g) sonucu A ¢* B iken (2.8 in
kullanilmasiyla; .

A¥A+=A*AB*BTAA*=A"AB*B¥*AA*=A"A*
seklinde bulunur.

IEOREM.2.1.3. A ve B €¢n,n ve (7 |, €* veya (= veya ¢=
yerine ge¢sin,O zaman;

B*A ¢ B*B ve AB* (7 BB*
A ¢ B= (2.32)

B*A 7 B*B ve AB* (7 BB*
dir.Benzer ozellikler Léwner kismi siralamas: ve tekil degerler on
siralamas: i¢in saglanmaz.6rnek olarak,

matrislerini alarak gorebiliriz.(2.1> in kullamilmasiyla, (2.32) nin
birinci kismmin <7 yerine ¢* yerlestirilmesiyle asag:daki sonucu
gerektirdigi agiktar.

SORUC.2.1.2. A,B € ¢m,n alalam O zaman,

A ¢* B== A*A ¢* B*B ve AA* ¢* BB* (2.33)
olur,

o) C  o(B) iken o(A*A)=¢ (AA*)(C o (BB*)=o0(B*B) o0ldufu
agrktir.Buna ragmen (2.33) deki gerektirmelerin hi¢ birisi ¢* yerine
(> siralamas: yerlestirilirse saglanmaz.Bu durumu,

1 0 0 2 i 0
A= |0 0 0 ve B= 11 1 0
0 0 0 0 0 1

metrislerini alarak g‘drebiliriz.‘l‘eorem.z.1.3.\ un bir baska sonucu,

A ¢* B=—) A*A ¢* B*B ve AA* ¢* BB* (2.34
dir.Bu sonug, Drazin(1977) tarafindan verilen,

A*p ¢* B*B=—= A*A ¢* B*B
ve

AA¥ ¢* BB* == AA* ¢* BB*
dzellikleri ile (2.33) in birlestirilmesiyle yine
Drazin(1977,Sonu¢7.4) tarafindan bulunmugtur.(2.34) sonucu asafidaki
sonug.2.1.3. 'e indirgenebilir.Difer yandan (2.33),ranklar fark: kismi
siralamas: ve Léwner kismi siralamas: ig¢in saglanmaz.Bu durum,

-1 2 1 0

A= B=

2 -2 0 -1
matrisleri alinarak goriilebilir.

SONUC.2.1.3, A,B € ¢n,n Olsun.O zaman, .

A ¢=B&A*A ¢* B'B ve AA* ¢* BB*
dir.



(2.34) sonucunun bir geniglemesini Hartwig(1979,Sonugl.
(xi)> den faydalanarak asagidaki gibi verebiliriz.

SONUG.2.1.4.

A ¢* B & AA™ ¢* BB* , A"A ¢* B*B ve BA“B=AB*A=A
dir.

Kolon uzaylari. yar: siralamasinin her bhangi sifirdan farkla
skalerlerle matrislerin c¢arpilmas: altinda korundugu agiktir,Tekil
degerler on siralamas: ve Lowner saralama sifirdan farkl: skalerlerin
kullanilmasinin mimkiin olmamasina ragmen ¢ok daha hassastair.Bununla
birlikte y1ldiz kismi eiralams ve ranklar fark: kismi siralamas: daha

da hassastir.Bunu asafidaki teoremde ifade edebiliriz.

TEOREM.2.1.4, A,B € ¢mn,n ve a,b € ¢ olsun.
Eger A # Ove A$*B veya A ("= B ise O zaman ne alA ¢* bE ne de
alf ("= DB siralamalar: a=0 veya a=b asikar durumu bharicinde

safglanmayabilir, ‘
Diger yandan;
At*B¢B-A¢*B veA¢=B4B~AC*=B

oldugu a¢ikiar.Bu gerektirmeler (= siralamasi i¢in gegerli
degildir.ﬁrnek olarak yine,

1 0 0 2 1
A= 10 0 O ve B=
0o 0 o0 o 0

matrisleri alinarak gorilebilir,.Bu matrisler igin A ¢ B oldugu
goriildr. Fakat,

o(B - A>={1.2>g {(3-y5 /2,1, (3+J5 >/2)=0 (B)

0 dir.Bundan baska, ‘A €= B'we B — A €= B:bagantilar: aym anda saglansa

bile bunlar A ¢* B yi1ldriz kiemi siralamasim gerektirmez.Bu durum,
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(203 1 o 0 (2 1 0 0]
1 2-V3 0 0 1 2 0 0
A= ve B=
0 0 2 2 0 0 2 0
i 0 0 2 2 | K 0 o 2]

matrisleri alinarak goriilebilir.Bu durumda;
rank(B)=4 ,rank(A)=rank(B - A)=2 ve
o'(A)=o'(B—A)={2,2}C_ {1,2,2,3}=0(B) dir.Fakat AB # A® olmaktadar.

$imdi de matrislerin iki ©dzel ¢arpim ile 11gili siralama

ozelliklerini verelim.

TARIM.2.1,2. A mzXxn= ve B mxn: tipinde iki matris
olsun.A ve B matrislerinin direkt garpimi mim= x minz boyutlu bir
C matrisi olup ,

Abq, Abiz ...... Abini | (D114 bi=A .-....bln‘lA—
Abzl Abzz R Ab;.‘n'l b2'| A b:EEA R b2l‘|1A
C= ] . - ] .
L Abun Abuz v Abeans br11A bmirzA b DA
- | -

seklinde tanimlanir ve A & B seklinde gosterilir.

SRNEK. 2. 1. 6
2 1 1 1 4
A= ve B=
-1 0 1 -3 2

olsun.



A ve B vin direkt garpim,

2 1 1 8 4 4
AeB= |-1 0 1-4 0 24
6-3-3 4 2 @
3 0-3-2 0 2

dir.
TANIM.2.2.3. A={ais) ve B={by,)} olmak iizere aynmi tipte iki

matris olsun.A ile B nin kargilik gelen elamanlarimin garprmina A ile
B nin Hadamard ¢arpim denir ve A*B seklinde gésterilir.

SRNEK, 2. 1.7
2 0 -1 1 3 7
A= ve B=
4 1 3 2 0 6
olsun,
2 0 -7
A%B=
8 0 18

geklinde bulunur.
LEMMA.2.1.2. Sifirdan farkl: her bangi K. , Kz € ¢u,n ve

Li , Lz € ¢=,a Ve baza s # 0 igin;

Ki8L: = K=0L= & Ki=sKz= ve sli=L=
dir.

TEORE¥.2.1.85. A,B € ¢wm.»n ve C,D € ¢n,4 o0lacak sekilde
si1firdan farkl: matrisler olsun.0 zaman;

(a) AeC ¢* BeD & A ¢* sB ve sC €* D ,bazy s # 0 iqgin

(b) ASC €= BeD & A ¢"= sB ve.sC ¢v* D ,bazy s #0 igin

(c) A8C €= BeD ¢ A €= Bve C €= D. ;
dir. ' -



{SPAT: (2.1) den ,A @ C ¢* B @ D siralamas:,

A*A & C*C A*B & C*D
ve - (2.35)
AA* & CC* BA* & DC*

ifadesine denktir,.lemma.2.1.2. den (2.35),

A*A=g,A*B , s.0%"C=C*D
(2.36)
AA*=g2zBA¥ , sz20C*=DC*

egsitliklerine denktir. (2.36) daki s: ve € nin ayni alinmasy {(a) nin

ispatin: tamamlar.
(b) ve (c) ifadeleri (2.8) ve (2.10)' un kullamilmasiyla
benzer sekilde bulunur,

Teorem.2.1.4. ve Teorem2.1.D. 'in Dbirlegtirilmesi bizi

‘agagi1dakl sonuca gotirir.

SONU¢.2.1.56. A ,B € ¢u,n Olsun. €7 | ¢* veya ("® yerine
ge¢sin. O zaman;

Ao A¢TBeBo A" Bveya A ¢7( -B)
dir.

v ¢ 1), K nipn tim minkin olan sifirdan farkl: tekil
degerleri ile L nin tekil degerlerinin ¢arpimindan meydana geldifinden
her hangi A ,B € ¢m,mn ve C ,D € ¢o,q igin;

A¢"B veC¢*" D= A6C¢ BeD

oldugu agiktir.Fakat tersi dogru degildir.



TEQREM. 2. 1.6, &4 ,B€ ¢wm.» +C ,D € ¢vn,n ve A 1ile C, A ile D
veya B ile C hermityen n.n.d. olsun.Bu durumda,

A BveC¢ D= A@C<¢ BeD

elde edilir.
iSPAT: 0 ¢- A ve 0 ¢~ D ise A ¢~ B ve C ¢~ D olmasi,
0¢- 46 (D-C)+(B-A) e D=BeD-46C (2.37)

esitligini gerektirir.Bu ise bulmamiz gereken sonugtur.
Benzer gekilde 0 ¢~ B ve 0 ¢~ C ise , O zaman

0¢-Be (DC) + B-AYe C=BebD-4A¢eC

olur, Yani;istenilen sonu¢ elde edilir. 0 ¢~ C ve C ¢~ D, 0 ¢~ D 'yi
gerektirdiginden 0 ¢~ A ve 0 ¢ C oldufu durum ¢(2.37) vasitasiyla
bulunur. ’

Teorem.2.1.6. dan faydalanarak asafidaki sonucu verebiliriz.

SONUGC.2.1.6. A,B,C,D € ¢u.,m ve A ile C,A ile D veya B ile C

hermityen n.n.d. matrisler olsun.Bu durumda,

A¢-B ve C ¢ D= A¥C ¢- B#D (2.38)
olur.

Teorem.2.1.6. ve yukaridakilerin kullamilmasi ile (2.38) in
bir benzeri yildiz ve ranklar farki: siralamalar: altinda saglamir m

diye sorabiliriz.Her iki durumda da cevap olumsuzdur.Bu durum,

matrisleri alinarak gorilebilir.
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2.2.Bir Natrisin Gepellestirilmis inversleri Arasindaki Siralamalar

Drazin(1978) Teorem.2. de A* min yildiz siralamaya gore
A<z.=2.4> kiimesinde en biiyiik elaman ve A¢'.3.4> kiimesinde en kiigik
elaman olduffunu belirtmigtir. Yani; her H e A°2.2.4> ye G €A .=.4>
igin

H* A ¢* G (2.39)
olur.
A+ ¢* G kiema Drazin(1977) deki somu¢ 2.6. min bir sonucudur, Ifade

edilen gey,
A ¢* B & A*BA*=A" , A"B=(A*B)* , BA*=(BA*)*

dir.

H ¢* A* kaism ise,
A ¢* B & AB*A=A , AB*=(AB")* , B A=(B*A)*
tanim vasitasiyla bulunur,

$imdi bir A € ¢n,» i¢in A mn A°'* ve A‘Z? inverslerinin

yi1ldiz kismi siralamalar: arasindaki yeni iliskileri verebiliriz.
IEORE¥.2.2.1. A € ¢w,n Olsun.i=3 veya i=4 igin,
Go € AV:12 | Go £*G= G e A (2.40)
dir,
iSPAT:. i=3 ise Go € A“':®> oldugundan,
AGuA=A ve (AGo)* = AGo ve Go ¢* G varsayimndan,
Go* Go = Go* G ve Go Go* =G Go™ esitliklerine sahibiz.

A = AGoA = (AGo)*A = Go*A™A olur,

AGA=AGGo*A*A=AGoGo*A%*A=AGe (AGo) *A=AGoAGoA=AGoA=A



bulunur.
i=4 i¢in de benzer gekilde bulunur.

Go € A“':3? kosulu Go € A‘'> koguluna indirgenirse (2.40)'in
dogru olmadifiny soyleyebiliriz. Aksine ornek,

to=uo=vo=wo=1 ve t=w=0,u=v=2 olmak iizere,

1 0 to Yo t u
A= Go= G= (2.41)

0 0 Vo Vo v W

matrisleridir. Bundan baska, (2.40)'1n sol tarafindaki y1ldaz
siralamamin ters gevrildigi her iki durumda G nin, A man tek kosullu
inversi olmas: gerekmez.

to=We=1l,u0=vo=0 ve t=v=u=0,w=1 ile (2.41) Dbir @aksine ©ornek
olur.Bununla beraber, tersine ¢evrilen siralama saglanmir ve G nin A mn
bir tek kosullu inversi oldugu bilinirse,G matrisi Go gibi ayn: ek
6zelliklere sahiptir.Bu durum asafidaki teorem ile verilir.

TEOREM.2.2.2. A€e¢w,.n Olsun.i=3 veya i=4 igin,
Ge A'>,Go € ASY 12 G €F Go=) G € ACY. Y2 (2.42)
dir. ’

ISPAT: i=3 ise varsayimlar kullanilarak,

A(G-Go) (G-Go)*A* = A(GoGo™ - GG*)A* = AGo—AGG*A* (2.43>

ve
AGo = AGAGo = AGGo*A* = AGG*A™ (2.44)

bulunur. (2.43) dile (2.44)'in Dbirlestirilmesi AG=AGo esitligini
verir. (AGo)* = AGo oldugundan bu 1=3 igin ispat: tamamlar.

i=4 igin de teoremin kosullarinin saflandif: benzer sekilde
kolayca bulunur,

Bger (2.42) nin sol tarafindaki yi1ldiz siralama ters
¢evrilirese, G matrisi Go'i1n ek &zelligine sahip olma . ihtiyacim
duymayacaktir.i=3 i¢in aksine ornek,
< to=ve=1l,Uo"Wo=0" ve t=v=w=1l,u= -1 1ile €2,41) dir.Bununla beraber Go

benzer sekilde iki ek 6zellige sahip olursa durum degigir.

k14



TEOREM.2.2.3. A € ¢m.n Olsun.D zaman,

Go € A€V:/2:4> | Gy (* G== G € A'.2. 4>
dir.

ISPAT; Teorem.2.1.1. ,G € A¢'’ olmasimi gerektirir.Bundan
baska,

AG=AGoAG=AA*Go*G=AA*Go*Go=A (GoA) *Go=AGo

bulunur. AGo=(AGo)* oldufundan AG=(AG)* dar.
GA=GAGoA=GGo*A¥*A=GoGo™ A*A=GoA

dir.GoA=(Goh)™* oldugundan GA=(GAY* bulunmus olur.Dolayisiyla

GeA<'.=.4> poldugu gosterilmis olur.

(2.12) nin kullamilmasiyla , (2.39)'un agikar sonucu A* mn
hem de ranklar fark: kismi siralamasina gore A“'-®.4>'iin en Kkiigiik
elaman: olmasadair.Bununla beraber; Teorem.2.2.1, ,2.2.2. ve 2.2.3. 'iUn
hi¢ birisi yildiz siralama yerine ranklar fark: kismi siralamas:
yerlestirilirse dogru kalmaz.Aksine odrnek birinci ve iigiinci durumda
to=1 , Uo=Vo=Wo=0 ve t=2 , u=v=w=1 alarak , ikinci durum (i=3) de
tomWa=1l , Uo=Vo=0 ve t=u=1 , v=w=0 alinarak (2.41) matrislerinin
kullanilmas: ile bulunur.

Benzer sonuglar sgimdi A  min A2?  inversleri i¢in
verilecek.Birincisi ranklar fark: kismi siralamas: kullanilarak ifade
edilebilir,

TEOREM.2.2.4. A € ¢w,n alalim O zaman,

Ho € A¢2> |, H ¢™® Ho=—) H € A<=?
dir.

iISPAT: (2.8)'in kullamlmasiyla her hangi bir Ho™ € Ho®'?
i¢in,

HoBo™H = HHo"Ho = HHo™H = H
oldugunu biliyoruz.Buradan,

1



HAB = HHo HoAHoHo™ = HHo"H = H

bulunur.

38

$imdi ayn: konuyla ilgili olarak Baksalary,Pukelsheim ve
Styan(1989) tarafindan ifade edilen asgsagidaki durum i¢in aksine bir

ornek verelim.

A € ¢, oOlsun.0 zaman i=3 veya i=4 igin,

He A2, Ho € ASZ.%> Ho ¢* H==) H e A‘=.%?

dir,
SRNEK. 2. 1.3
0 0 1 0 0
A= 0 1 0 H= 0 0 0 ve Ho= | O
1 0 0 1 0 1
olsun.
0 1 0
HAH= 0 0 0 0 0 =
1 0 0 0 1 0 1 0
Buradan H € A€2? denir.
0 0 0 0 0
HoAHo= 10 0 0 0 0 0 =
0 0 1 0 0 1 1

bulunur.Dolayisiyla Ho € A2’ denir.i=3 ig¢in,

AHo= 0

-
1]
o O

bulunur.Buradan AHo=(AHo)* oldufu gorilir.Ho ¢* H midir?

Ho §* H ¢ Ho*Ho=Ho*H ve HoHo*=HHo*
oldugunu biliyoruz.



3%

0 1] To o] [ ’
Ho*Ho= [0 0 0O = 0
0 (1 04 L 0

Ho*H =10 0 0

of [0 o o

0 0 0 1
HoHo™= [0 0 0 0l =
1 0 0 0 1
o 1 1 1 0 0
HHo®* = |0 0 0o =] 0 0
1 0o © o 0 ¢ 0 1

esitlikleri elde edilir.Buradan Ho ¢* H oldugu gorilir.Teoreme gére
i=3 i¢in AH nin simetrik olmas: gerekir.Fakat;

0o 0 1 1 0
AR= {0 1 of =0 0
0 0 0

olup,simetrik defildir.Benzer sekilde i=4 i¢in HA mn simetrik
olmadifr gorilur.

Aksine 6rnek verdigimiz yukaridaki teoremi su gekilde ifade
ve ispat edebiliriz.

JEOREM.2.2.5. A € ¢, 0leun.O zaman i=3 veya i=4 i¢in,
He A2, Ho € AZ.3> H ¢* Hom= H ¢ Ac2.3>

dir.
iSPAT: (2.3) ve (2.4) den,



H ¢* Ho ¢ H"H=H*Ho ve HH*=HoH"
ve
H ¢* Bo & HH"Ho=H=HoH'H & Ho*HH*=H*=H*HHo
bagintilarin: elde ederiz,Buradan;
AH=AHoH" H= (Ho > *A*H*H= (Ho » *A*H* (H*)* =(H*HAHo)*= (H*Ho)*= (H*H)*=H*H
bulunup AH nin simetrik oldufu goriilir.Benzer gekilde,

HA=HH"HoA=HE* (HoA) *= (H* ) *H*A*Ho »*= (HoAHH" ) *= (Ho AHoH* ) ¥= (HoH* ) ¥=HH"

bulunup, HA mn simetrik oldugu gorilir.

Teorem.2.2,5, ig¢in asagidaki 6rnegi verebiliriz.

SREEK. 2. 2.2
0 0 1 0

A= Ho= H=
0 0

olsun, Teorem.2.2.5.'in varsayimlarini safladiklar: i¢in AH ve HA mn

simetrik oldugu gorulir,

TEOREM.2.2.6. A € ¢m,n 0lsun. 0 zaman,

Ho € A¢Z.2.4> | H ¢* Ho— H ¢ A=.=.4?
dir,

iSPAT: Teorem.2.2.4. den Ho € A‘#**>,H ¢("= Ho oldufundan
HeA<#2> bulunur.Bundan baska, (2.4)'iin kullamilmasiyla AH=H'H ve benzer
sekilde HA=HH* bulunur.Dolayisiyla,H € Ac2.2.4> oldugu bulunmus olur.

&= 0 1 0 Ho= |0 2z O H= {0 0 O (2.4%5)

3f



(2.45) matrislerli y=2z=1 alinmas: 1ile Teorem.2.2.6. mnin
yildaz si1ralama yerine ranklar farka kismi siralamas)
yerlestirildiginde dogru olmadigina gosterir.

Bu Dbolimin bu kismnda Wu(l980) nin ©birinci bsliimde
belirttigimiz Teorem. 1.3.3. ve Teorem.1.3.4. 'iine isaret edecegiz.

TEOREM.2.2.7, A € ¢w.n ve rank(A)=p olsun.0O zaman,her hangi
bir r rankl: G- € A°'> ve her hangi pfqir¢s igin;
Gg ¢7® Gr (7= Ga

olacak gekilde sarasiyla q ve s rankli G5,G= € A¢'? vardar.

IEOREM.2.2.8. A € ¢m,n ve rank(A)=p olsun.0 zaman,her hangi
bir r rankla H. € A<= ve her hangi s¢r¢qfp ig¢in;
Hs ¢v= H,. €= H,

olacak zekilde sirasiyla q ve s rankla Ha,Hs € AS=> vardar,

Teorem.2.2.7. ve 2.2.8. deki dort sonugtan iigi ranklar fark:
siralamas: yerine yildiz siralama yerlestirildiginde saflanmaz,Bunu

asagidaki grmek vasitasiyla daha iyi gorebiliriz,

SRNEK. 2.2. 3
0 1 1 1 1 1
A= Gi= Gz=
0 0 1 1 1 0

Bu durumda G ¢* Gz olacak sekilde bir rankly G ¢ A¢'* yoktur ve G.¢*G
olacak gekilde iki rankl: G ¢ A“'® yoktur. ilave olarak efer,

A= Ha=
1 0 1 1
ise Hy ¢* H olacak gekilde bir rankl: H € A“®’> yoktur.Bununla beraber
A min bir A‘®* inversinden ¢nde gelen bagka bir A¢*> inversi daima

bulunabilir.
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IEOREM.2,2.9. A € ¢m,n Ve rank(A)=p olsun.r rankli her hangi
bir H. € A¢%*> ve her hangi sf{r{p igin;
Ha ¢* H.

olacak sekilde s rankly Hs € A¢=> vardar.

2.3.Gepnellestirilmis Invers Altinda Matris Siralamasimin Ters

gevrilmesi veya Korunmasi

Drazin(1978,sonugl) de,

A ¢* B & A" ¢* B (2.46)
oldugunu gosterdi.Bu ifadenin anlam,Moore-Penrose invers yildiz
siralamaya gore yon  degistirmemektedir. (2.46) ile (2.39)'un
birlegtirilmesi her Ho € A°=.%.4> vye her Gs € B¢'-®:4> i¢in;

A $* B= Ha (* A% (* B* (* Gp (2.47)

oldugunu gosterir.(2.47) nin bir kism (2.46)'y: genelestirmek igin
kullanilabilir,

JEOREX.2.3.1. A ve B mxn tipinde kompleks matrisler olsun.O
zaman asafidaki ifadeler denktir.

(a) 4 ¢* B

(b) A* ¢* Ga , her Gs € B<'-®:4? jcgin

(c) A €= B ve A* §* Ge ,baz1 Ge € B“':¥.4? jcin

iSPAT; <(a) ise (b) kism (2.47) de bulunmaktad.r.(b) kosulu
A+ ¢* B* 'y: gerektirir.0 zaman (2.12),A* €= B> olmasim saglar.Bu da
A €= B 'ye denktir.(c) saglamr ise (2.4) ve (2.10) dan;

AGeB=A=BGs A
ve

A*AGe=A"=GueAA™ (2.48)
oldugu bulunur.Sonu¢ olarak (2.48) deki ikinci esitligin B ile &nden
ve birinci esitligin B ile arkadan g¢arpilmasi ile sirasayla,

BA*=AA" ve A*A=A"B

esitlikleri bulunur. (2.3) den A ¢* B sonucuna variriz,
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(2.46)'ya benzer bir sonu¢ ranklar fark: kismi siralamas:

igin saglanmaz,Saglanmadifin1 gostermek igin 6rnek olarak, )

matrislerini alabiliriz.Bu ornek icin A €= B fakat A* < = B~
degildir.Bununla beraber Hartwig ve Styan(1986, teorem3) de,

A §= B ve AT ("= B* & ATBAT=A"
olmas: gerektigini gosterdiler.

‘TEORE¥.2.3.2. A,B € €u,n , Ha € A2 ve Gm € B“*?> plsun.
0 zanman;
A €= B ve G ¢"® Hn

siralamalar:y A=B ve Ha=Gp asikar durumu hari¢ aym anda saglanmaz.

iISPAT: A €v® B ve G {™® Ha ise (2.12);
(1) rank(A) < rank(B) ve rank{(Ge) { rank(H~) olmasim: gerektirir.Fakat
Ha € A“*> ve Ge € B‘'> opldugundan,
rank{Ha) ¢ rank(A) ve rank(B) { rank{(Ge) olur.Buradan,
rank(B) ¢ rank(Ge) ¢ rank(Ha) ¢ rank{(A)=—) rank(B) ¢ rank{d)
ve . (-9
rank(Ha) € rank(A) ¢ rank(B) ¢ rank(Ge)=—= rank(Ha) ¢ rank(Gse)

bulunur. (1> ve (2) den rapk(Ad=rank(B) ve rank{(Ha)=rank{(Gm)
esitlikleri elde edilir.(2.7),sonu¢ olarak A=B ve Hea=Ge egitliklerini

verir.

(2.12) nin kullanzimas;yla Teorem.2.3.2. nin hem de yildiz
siralama i¢in saglandaffar  goérilir. Yukaridakilere ters olarak
Moore-Penrose invers,Hermityen n.n.d. matrislerin sadece esit
ranklilarimin kiimesi ic¢inde ters yonde sairalamay: saglar.Bu durum
daha 6nce birinci bolimde daha degicsik bir bi¢imde ifade etmistik.Bu
bélimde de asagidaki sekilde ifade edebiliriz. '
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IEOREKM.2.3,3., A ve B mxm tipinde kompleks hermityen n.n.d.
matrisler olsun.0 2zaman asafidaki ii¢ koguldan her hangi ikisi
ticiinciisini gerektirmektedir.

(a) A ¢- B

(b) rank(A)=rank(B)

(c) B* ¢- A"

(2.18) den Teorem 2.3.3. deki (b)> kogsulu yerine R(A)=R(B)
yerlestirilebilecegi a¢iktar.Hem de hermityen n.»n.d. matrislere

kisitlamanin o6nemli oldugunu not edebiliriz.Ornek olarak,

matrislerini alabiliriz.Burada 4, n.n.d, degildir.Dolayisi1yla
Teorem.2.3.3. 'iin kogullar: saglanmaz.

Bundan sonra A<'-#.-"> jle hermityen n.n.d. At Gu, o matrisinin
hermityen refleksif genellegtirilmig inverslerinin kiimesini
gosterecegiz. A<’ .2.H* deki tim matrislerin hermityen n.n.d. ve hem de

A+ e A<'.2.9> gldugu gozlenir.

TEORE¥.2.3.4, A,B € ¢m,m hermityen n.n.d. matrisler

olsun.0 zaman her bangi bir Ga € A<':-%.Y> ve Gg € B¢'-2.H° igin,

A ¢ Bve Ge € Ga & A ¢® B ve G - Ga
dir.

iSPAT: A € Ga<'’ oldugundan (2.19)'un kullamilmasayla "ise"
k:smnin ispata,

GeAGs ¢+ Go (2.4
ifadesine indirgenir. Fakat (2.49), Ge(A-B)Ge (- 0 ifadesine denktir,
Bu Gs=Ge* ve A ¢- B nin bir agik sonucudur.

4,B nin hermityen n.n.d. olmas: ve A ¢~ B ile birlikte
(2.19) kullmilairsa A €= B bulunur.

Ters gerektirme de benzer gekilde bulunur.



A ¢ B siralamasinin ters ¢evrilmesi problemine farkla bir

yaklasim asagidaki sonuqlardxr.

IEOREM.2.3.5. A,B € ¢u,m hermityen n.n.d. matrisler
olsun.Eger A (- B ise o zaman her hangl Ga € A¢'/2.H> ve Gg € B¢ .=.H
i¢in agsagidaki ifadeler denktir.

(a) Ge ¢- Ga

D) Ge ¢ Ga

(¢) R(Ga)=R(Gm)

(d) AGa=BGe

Teorem.2.3.5.'in bir basit sonucunu daha ©6nce birinci
boliimde Teorem.1.4.5. olarak vermigtik.Bu bolimde asagidaki sekilde
ifade edebiliriz.

JEOREM.2.3.6.. A,B € ¢um,m hermityen n.n.d. -matrisler
olsun.Eger rank(A)=rank(B) ve A ¢- B ise her hangi bir Gs € A<?.=.H?
icin bir Ge € B<:2."> vardir ve her hangi GeeB¢'-=."> ig¢in G (- Ga

placak sekilde bir Ga € A< -2."> vardir.

Bununla beraber (2.49) siralamasi,genellestirilmis
inverslerin refleksif olmasi gerekmedifil zaman da saglanabilir.Bunu
birinci bélim Teorem.1.4.1. de gostermigtik.Bu sonucun birinci kism
yeni ve daha kisa olarak asagidaki Teorem.2.3.7. deki gibi yeniden
olusturvlabilir.Bundan béyle, Af3:?? wve A%.?> jle sirasiyla tiim
hermityen n.n.d. ig(inner) ve dis(outer) inverslerin kiimesini

gosterecegiz.

TEOREM.2.3.7. A,B € ¢m.m , O ¢~ A ¢- B olacak sekilde
matrisler ve a,b rank(B)¢btat¢m olacak sgekilde pozitif tamsayilar
olsun.0 zaman b rankla her hangi bir Ge € B¢':?? i¢in Gs ¢- Ga oDlacak
gekilde a rankl: bir Ga € A€':?®? vardar.

TEOREM.2.3.8, A,B € ¢wm,m , O ¢ A ¢ B olacak sekilde
matrisler ve Ga € Af'~2.Y3 ye Gem € Bf'-Z.M> plsun. O zaman asagaidaki

ifadeler denktir.
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(a) Ga (- Ge
(b) AGe = AGa
(c) Ga €7* Gs

iSPAT: (2.19)'un kullanilmasiyla, O ¢~ A-AGeA = A(Ga-GelA
oldufu bulunur.{a) ile bunun birlegtirilmesi, A(Ge-Ga)A=0 egitlifini
verir.Bsylece (b) saglamr.(b) ise (¢c) ve (¢) ise (a) sirasiyla (2.5

ve (2.16) dan dogrudan dogruya bulundugundan ispat tamamlanir.

IEOREM.2.3.9. A,B € ¢w,m , A ¢* B olacak sekilde hermityen

n.n.d. matrisler ve Gp € A€':.2:H> ya Gg € B¢'-=."3 oglsun. O zaman

Go $* Gz ® Ga - Ga ve GaGe = GeGe
dir.

ISPAT: Gerek kism (2.16),(2.12) ve (2.1)'in kullamilmasiyla
asikar olarak bulunur, '

Yeter kisminmin ispat: i¢in Teorem.2.3.8.'i kullanacak
olursak, AGe=AGe esitligini ve buradan,

GaGe = GaBGaGs = GaAGuGa = GaAGaZ = GaZ
esitliklerini elde ederiz.Bu da ispat: tamamlar.

Ga=A* alinmirsa Teorem.2.3.9. daki kogulun birlegstirilmesi
iptal edilebilir,Bunu asafidaki sonugtaki gibi verebiliriz,

SONUG.2.3.1. A,B € ¢w,m , A ¢€* B olacak sekilde hermityen
n,n.d. matrisler ve Gz € B¢ 2.1 glgun.0 zaman;

A+ ¢* Gs & A ¢~ Gs

olur,



3. BOLUN

KISMi SIRALI iDEMPOTEFT MATRiSLER

Bu bolimde ii¢ kismi siralamayy g6z oniine alacafiz.Bunlar

daha tnce de tamimladafamz;
(1) A ¢~ B & B-A hermityen n.n.d.
(2) A €* B & A*A=A*B ve AA¥=BA*
(3) &4 ¢*= B & rank(B-A)=rank(B)-rank(4a)

siralamalaradar.

Ozellikle E wve F  kompleks  idempotent matrisleri
igin(Hermityen olmalar: gerekmez);

E¢ F— E ¢* F—> E ("= F
ve

E ¢~ F ve F-E=(F-E)* iken E ¢- F
oldugunu ve Ayrica,

G ve B nin her ikislde hermityen ve hemde H =n.n.d. ise

G (*H=) G ¢*»= H= G ¢~ H
oldugunu ve G ve H ortogonal projektorler(Hermityen ve idempotent) ise
i matris saralamasimin aym oldufunu gosterecegiz.Yani; bu bbliimdeki
amacimz:

(a) Kismi sairalamzlar altinda idempotent matrislerin
6zelliklerini

(b) (i kasmi siralamaman  birlesmesinde  idempotent
matrislerin oynadifi rolii

(c) Bir kismi saralamanin idempotent matrisler yoluyla basgka
bir kismi . siralamay: incelemek ig¢in nasil kullamilabildigini

gostermektir,.Bu ama¢ dogrultusunda baz: Lemma ve Teoremler verelim.
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LE¥¥A.3.1.1. A,B »nxn kompleks matrisler olsun.Hermityen

olmalar: gerekmez.O zaman asafidaki ifadeler denktir.
(a) A £+ B ;Yani,baz: C igin B-A=CC*
(b) B-A=(B-A)* ve tiim ch(B-A)?0
(c) k*(B-A)k ? O,tim nx1 kompleks k vektori igin

(a) ve (¢) den n satirl: her kompleks K matrisi igin;

A ¢- B & K*AK ¢- K*BK 3.1
bulunur.A ve B nin her ikiside bermityen ise,

0 ¢+ A ¢~ B== rank{i,B)=rank(B) 3.2
ve

A ¢ B=> chi(A) € chs(B) ; i=1,2,....,n (3.3)
dir.Burada chi,i'inci gergel en biiyiik ozdeferi gosterir.(3.3)'iin sag
tarafindaki esitligin tim i=1,2,.....,n degerlerinde saglanmas: i¢in

gerek ve yeter kosul A=B olmasadir,

LEMMA.3.1.2. A ve B, bd>a?l ile sirasiyla a ve b rankli mxn

tipinde kompleks matrisler olsun.0 zaman asafidakiler denktir.

(a) A ¢* B, Yani; A*A=A*B ve AA¥=BA¥

$)) Da O Do. 0 O
A=V Ve ve B=U |0 D 0Of v#
0 0 0 o o0

olacak gekilde sirasiyla mxm ve nxn tipinde U ve V initer matrisleri
vard:r.Burada, Da ve D sirasiyla axa ve (b-a)x(b-a) tipinde p.d.

kogegen matrislerdir.

(c) A ¢= B ve (B-A)* = B* - A*



Buradan, 4 ¢* B ve rank(A)=rank(B) ise veya A tam rankl: ise
A=B oldugunu séyleyebiliriz.

Lemma.3.1.2. deki (a) & (b) den A ¢* B olmas: ig¢in gerek ve
yeter kosulun A ve B nin aynm: tekil defer ayrisimpa sahip olmasidar
diyebiliriz.Yani;A min safardan farkla her tekil deferi hem de B nin
tekil degeridir. A ¢* B ( veya yalmz A €= B ) ve a=b ise A=B
olur. (a) & (c¢) Hartwig ve Styan(1986) tarafindan gosterildi.

LEMMA.3.1.3. A ve B mxn tipinde kompleks matrisler

olsun.0 zaman asafidaki ifadeler denktir.
(a) A €= B, Yani;rank(B-A)=rank(B)-rank(4)

(b) A=AB-A ve rank(A:B)=rank(B)=rank[A]
B

(c) A=AB~A=AB~B=BB~A
(d) rank(B-A)=rank( (I-AA")Bl=rank(B(I-A"A)]
(e) B-4 ¢(v= B

Burada, A~ ve B~ her hangi bir tek kosullu inverstir.Eger (b), (c) veya
(@) kogullar: her bhangi ozel A~ ve B~ tek kogullu genellestirilmis
inversleri ig¢in saglamir ise tim kogullar,her tek kosullu
genellestirilmis inversler i¢in saglamir.

Lemma.3.1.2. den,
A¢*B=— A¢=B G4
bulunur. Asafidaki gibi yildiz siralamay: tamimlamak igin ranklar farka

kismi saralamas: kullamilabilir,

LEMMA.3.1.4. A ve B mxn tipinde kompleks matrisler olsun.
0 zaman,

A * B & A¥A 7= A¥B ve AA* (= BA* 3.5
dir.A ¢* B .nin tapammn: hatirlarsak, (3.5)'in sa§ tarafindaki ¢r=
yerine = koyulmug halidir. -
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lemma,.3.1.4.'ii ispat etmek igin,

A*(B-A) €= A*B & A*A €= A*B=—> A*A=A*B (3.6)
oldugunu not etmek yeterlidir.(3.6) mn sol tarafi,
rank (A*A) {rank (A*B) {rank (A*)=rank (A*A) 3.7

esitsizlifini gerektirir.0 zaman, A ve B nin her ikisi de kare matris
ise asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

TEORE¥.3.1.1. G ve H nxn tipinde kompleks bhermityen
matrisler ve H n.n.d. olsun.0 zaman,

G ¢* i=— G ¢ H= G ¢~ H (3.8
dir.

ISPAT: (3.8) deki sadece ikinci gerektirmeyi ispat etme
ibtiyacini duyar:iz.Ciinkii, birinci gerektirme agikardir. Lemma.3.1.3.
(a) & (e) den, G €= H & H-G ¢*= H ve bboylece Lemms.3,1.3. (a)= (»
gerektirmesinden, H~G=(H~GO)H (H~G> 2% O oldugunu gériruz.Bu, B~ ‘'ip
hermifyen n.n.d. olarak se¢ilebilmesinden bulunur,

(3.8 deki ikinci gerektirme Baksalary,Kala ve
Klaczynski(1983)'in (17) ifadesini genellegtirir.Onlar,G ve H nin her
ikisinin de hermityen n.n.d. oldufunu varsaymslarda. ¢

Teorem. 3.1.1. den,siral: matrisler hermityen ve hem de en
biiyiigu n.n0.d. ise Lowner siralamanin en  zaya:f oldugunu
goriiriiz, Teorem. 3. 1. 2. de matrisler idempotent oldugu Zaman
hermityenlik gerekmeksizin,Lowner sairalamaman en gii¢li oldugunu
gorecegiz.Teorem.3.1.2. ve 3.1.3. 'i ifade edebilmek igin asagidaki ig
lemma'ya ihtiyag¢ duyariz.

LEMMA.3.1.%. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent

matrisler ve F-E,

rankl (F-E)*#)=rank (F-E) 3.9
ile negatif olmayan gergel ©o6zdeferlere sahip olsun.0 zaman, F-E
idempotent matristir,

LEMMA.3.1.6. E ve F nxn tipinde kompleks 1idempotent

matrisler olsun.Hermityen olmalara gerekli degildir.0 zaman agafidaki-

ifadeler denktir.



(a) FFE  idempotent
(b) EF+FE = 2E 3.10)
(c) E=EF=FE

iSPAT: F-E=(F-E)2 @& EF+FE=2E == (b) bulunur. (b) ise (c)’'yi
bulmak i¢in,EF+FE=2E egitlifini soldan E ile garpalam.

EF+EFE=2E
bulunur.EF+FE=2E ifadesini safdan E ile g¢garpalim.

EFE+FE=2E
bulunur.Elde edilen bu iki egitlikten, EF=FE=E oldugu gorilir.

LEMMA,3.1.7, A ve X kompleks matrisleri,
rank (AX)=rank (A (3.1
esitligini saglayan,sirasiyla mxn ve nxk tipinde matrisler olsun.

0 zaman her pxm kompleks P matrisi igin,

rank (PAX)=rank (PA) 3.12>
ve her pxm kompleks P ve Q matrisleri iginm,
PAX=QAX == PA=QA (3.13)

olur.X=A* iken (3.11) saglamir ve (3.12) ve (3.13)'ii "y1ldrz kisaltma”

olarak adlandiriraz.

TEOREM. 3.1.2. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler olsun.Hermityen olmalar: gerekli degildir.0 zaman,

E¢¢- F= E ¢* F== E (*= F (3.14)
dir.

ISPAT: Sadece Dbirinci gerektirmeyi ispat edecegiz.F-E
hermityen n.n.d. oldugundan,F-E negatif olmayan Gzdeferlere sahip ve
(3.9 saglamir.Boylece Lemma.3.1.5. uygulanir.Dolayisiyla, F-E
idempotenttir.lemma.3.1.6. dan (3.10)'un saglandifina goriiriz ve
bbylece,

E(F-E)*=<E(F-E)=0=(F-E)E= (F-E)*E (3.1
dir.Buradan, E (* F oldugu y:1ldrz saralamanin tanimindan gorilir,

Teorem.3.1.1. ve 3.1.2.'nin birlestirilmesi Teorem.3.1.3,'iin

birinci kismm verir.
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IEQREM.3.1.3, E ve F kompleks hermityen idempotent matrisler
olsun.0 zaman,

E¢-F&E¢*F@®QE€¢=F (3.162
ve (3.16) daki saralamalardan her hangi birinin saglanmas: i¢in gerek
ve yeter kosgul,

E=EFE (3,17
olmesidar.Yani;F'nin ,E'nin bir tek kosullu inversi olmasidar,

iSPAT: Yaldiz saralamaman tanimnin kullanilmasiyla,
E ¢* F & E=EF & (E~-EF)(E-EF)*=0 & E=EFE (3.18)
elde edilir,

SONUC.3.1.1. A ve B mxn tipinde kompleks matrisler olsun.

A (* B= A*A ¢ B*B ve AA* (T BB
dir.Burada ?7; €¢-,¢v® ve §{* yerine ge¢mektedir.

Simdi de; F verilen idempotent bir matris iken,F den kiigik
plan bir A matrisini tanimlamaya ¢aligsacagiz.Yani; A < F olacak
sekildeki tim A matrisleripi tamimlamaya galigsacafiz.Burada ¢7,boliimin
giris kismnda tammladigamz (1), (2) ve (3) siralamalaridar.

TEOREK.3.1.4. F nxn tipinde kompleks idempotent bir matris

olsun.Hermityen olmas: gerekmez.( zaman,

A €*F F== A2=j _ (3.19)
A (= F==) A==p (3.20)
A - FF= A==A (3.21)

dir.
A ¢ F  Lowner siralamasimin,A min idempotent olmasim

garanti etmek igin yeterli olmadiBim gormek igin,

A= - =F=F= (3.22>

-matrislerini g6z oniine alalim. (3.22) den A*=0 ve boylece A% # A oldufu

goriilir.



B-=F-=1 alinmas: ile Lemma.3.1.3. (a) & (c)> den

A ¢v= F & A==A=AF=FA 3.23)

bulunur.Burada F,Teorem.3.1.4. deki gibi mnxn kompleks idempotent

matristir. (Hermityen olmas: gerekmez.)

IEORE¥.3.1.5. F nxn kompleks hermityen idempotent bir matiris

olsun.0 zaman,

A ¢* F==3 Az=p=p* (3.24)
== p==p

A= F (3.25)
F A=p*
5 42=)

A ¢ F (3.26).
= A=A*

dir.
iSPAT: (3.24),(3.25) ve (3.26> mn birinci kisimlan
Teorem.3.1.4. den bulunur.A ¢* F ise A=A* oldugunu gormek igin (2)

tanim, (3.4) ve (3.23)'in goz oniine alinmasayla,

A*A=A*F=FA=A 3.27
bulunur.
A (= FF5D A=pr oldugunu gormek igin,
1 1 1 0
A= {re =F 3.28)
0 0 0 1

matrislerini géz &niine alalim.
- A ¢ F ise A=A* olmas:y F ve F-A mn hermityen olmasindan

bulunur,

K
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Teorem.3.1.5. deki hermityen idempotent F matrisi,I birim

matrisine egit ise Teorem.3.1.6. da ranklar fark: siralamasina gére

kiigik olan tim matrislerin idempotent olmak zorunda oldugunu,Yildaz

siralamaya gore kigiik olan matrislerin hem idempotent hem de bermityen

olmak zorunda oldufunu Teorem.3.1.7. de gorebiliriz,Lowner siralamaya

gore I birim matrisinden kiigik olan bir A matrisinin hermityen olmak

zorunda oldugunu ve onun en biiyik Szdegerinin bir oldugunu,sirasiyla
(3.26)> ve (3.3) den sbyleyebiliriz.

TEOREM.3, 1.6, A nxn tipinde kompleks matris(hermityen olmas:
gerekli degildir.) olsun.O zaman asagidaki bes kogul denktir.

(a)

A ¢r= ]

(b) A=A=

{c) &4 ¢* F , baz: F=F= icin

(d> A €= F ,bazr F=FZ ig¢in

(e)
igin

A ¢~ F ve AF=FA,bazr F=F* ve tiim ch{(A)=0 veya ch(A)=1

JEOREM.3.1. 7. A nxn tipinde kompleks matris(bermityen olmasa
gerekll degildir.) olsun.D zaman asafidaki alti: kosul denktir.
(a) A ¢* I

(b)
{c)
(d)
(e
ch(A)=1 igin

)
mtirisi igin

A=pz=p*

A ¢re A*A

A ¢* F,baz: ortogonal projektsr F metrisi igimp

A ¢~ F,baz: ortogonal projektér F ve tim ch(A)=0 veya

0 ¢~ A ¢ F ve (F-A)2=(F-A4),baz1 ortogonal projektsr F
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Simdi de E verilen idempotent bir matris iken,E den biiyiik
olan bir B matrisi nasi1l tamimlamir? sorusuna cevap vermeye
¢aligalim. Yani;E €7 B olacak sekildeki tiim B matrislerini tanimlamaya
¢alisacagiz.Burada €7, yine bdlimin bagsinda tamimladigimz (1),(2) ve

(3) sairalamalaridar.

IEQREM.3.1.8. E ve B nxn tipinde kompleks matrisler ve E
idempotent (Hermityen olmalari gerekli defildir.) olsun.0 zaman,

E ¢r= B & rank{(B-E)=rank (B-BE)=rank (B-EB) (3.29)
Eger E nin hermityen olmasa eklenirse,

E ¢* B & E=BE=EB (3.30
ve

E ¢* Bve I-E ¢* B ¢ B=I (3.31)
olur.

ISPAT:  €(3.29) tanim , Lemma,3.1.3. (a) ] (d) den
bulunur.Yildiz siralamamin tanim kullamilerak da (3.30) ve (3.31)
bulunur. Eger (3.29) ve (3.30) da E=I alinmirsa,

I ¢r=B &1 €¢*¥B4 B=1 3.32>

bulunur. .

Boylece, ya ranklar farkx kismi eiralamas:, ya da yildiz
siralamaya goére birim matristen biliyik olan matris, birim matirisin
kendisidir diyebiliriz.

Gercekten;Eger A €= B veya A ¢* B ise bazi mxn tipindeki
kompleks A ve B matrisleri igin,A tam ranka sahip ise B=A olur.Yildaz
siralama igin bu esitligi gorelim.

A tam kolon rankl: ise A*A=I ve A tam satir rankl: ise AA*=I
olur.Yildrz siralamaman tanimnma ve yukaridaki iki egitligi
kullanirsak;

AA*A=AAB=B==) A=B

AA*A=BA*A=B=—=) A=B

bulunur.Ranklar fark: kismi siralamasi ig¢in de benzer gekilde bulunur.



Bu biélimde son olarak E ve F nin her ikiside idempotent iken
kismi siralamalarin’ ozelliklerini ve aralarindaki iliskileri

inceleyecegiz.

IEOREM.3.1.92,. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler (Hermityen olmalar: gerekmez.) olsun.0 zaman asagidaki dokuz
kosul denktir.

(a) E ¢= F,Yani;rank(F-E)=rank(F)-rank(E)

(b) F-E=(F-E)%
(c) E ¢* E+(I-Fo*
(d) I-F ("= I-E
(e) E=EF=FE

(f) EF+FE=2E

(g) rank(F-E)=rank(F-EF)=rank (F-FE)

(b) rank(E,F)=rank(F)=rank|E
E

(i) rankl (F-E)=]=rank(F-E) ve tim ch(F-E)20
ve 0 zaman,

rank (E)=rank (EF*)=rank (E*F) (3.33
ve

rank (F-E)=rankl (F-E)F*)=rankl (F-E)*F] (3.34)
dir.

ISPAT: (a)é(eda(g)e ) gerektirmeleri Lemma.3.1.3.
(a)e(cre(d)e(b) ifadelerinde A-=B~=I=E~=F~ alinmasiyla bulunur. (a)6¢(e)
den, (d) & I-F=(I-F)(I-E)=(I-E)(I-F) bulunur.Bu da (e)'ye indirgenir.
(1),Lemma.3.1.5. den bulunur.{(a) ise (3.33) oldugunu gostermek igin
(a) ise {(e) olmasindan E=EF ve boylece,"

rank (EF*)=rank (EFF*)=rank (EF)=rank (E)
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oldugunu not edebiliriz. (3.12) yildiz kisaltmasini kullanarak (a)'nin
(3.34)'in tamamni ve (3.33)'in kalamimi gerektirmesi benzer gekilde
bulunur.

JEOREM.3,1.10, E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler (Hermityen olmalar: gerekmez.) olsun.0 zaman agagidaki dokuz
kosul denktir.

(a) B ¢* F,Yani;E*(F-E)=0=(F-E)E*

(b) EE* ¢* FF* ve E*E ¢* F*F

(c) EE* ¢v= FF* ve E*E ("= F*F

(d) EE* ¢- FF* ve E*E ¢~ F*F

(e) FF*-EE*=(F-E) (F-E)* ve F*F-E*E=(F-E)*(F-E)

(f) F-E ¢v= I-E*

(g) EE*E=EF*F=FF*E

(h) EE*E=EF*E ve (EE*)Z=EF*FE* ve (E*E)Z=E*FF*E

(1) E*+F-E (7= ] ve F-E ("= I

Bu bilimin basinda da belirttigimiz gibi E ¢* F kismi
siralamasy E €= F kismi siralamasindan daha giigliidiir, Teorem.3.1.11,

de, E ¢*= F siralamasinma bazi kozullar eklendiginde E ¢* F ile ¢ift

y6nli bir gerektirme olusturdugunu goérebiliriz.

TEOREM.3.1.11. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler (Hermityen olmalar: gerekmez.) olsun.0Q zaman,

E ¢* F,Yani;E*(F-E)=0=(F-E)E* (3.3%)
olmas: i¢in gerek ve yeter kosul,
E ¢r= F,Yani;rank(F-E)=rank (F)-rank(E) (3.36)

ve asafi1daki bes kosuldan her hangi birinin saglanmasaidar.



(a) EF* ¢* FF* ve F*E ¢* F*F

(b) EF* ¢- FF* ve F*E (- F*F

(c) E*F ¢*= E*E ve FE* ("= EE*

(d) EE*F=FE"E

(e) EE*F FE*E=FE*E EE*F

IEOREM.3.1.12. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler olsun.Hermityen olmalar: gerekmez.0 zaman asagidaki dokuz
kosul denktir.

(a) E ¢- F,Yani;F-E hermityen n.n.d.

(b) F-E=(F-E)Z=(F-E)*

(¢) I-F ¢+ I-E

(d) E (= F ve (F-E)=(F-E)¥*

(e) E ¢= F ve F-E ¢+ 1

(f) E €* F ve I-F ¢* I-E

(g) F-E ¢* 1

(h) F-E ¢r= J-E* ve F-E ¢(v= F*

(1) E*4F-E ¢v= ] ve F~E (== F*
ve O zaman,

E(F-B)*F=0 o v (3.37)
dir.



4 iSPAT: Lemma.3.1.5. den , (a) ise (b) oldugunu goririz.
(b) ise (a) & (¢ oidugu agiktir. ()= (b)==y (e) oldugunu gormek
i¢in Teorem.3.1.9. (@) & (b) ve I-(F-E) nin Dhermityen idempotent
oldugunu kullamiraz.(e) ise (d) hemen bulunur.<(f) ise (g) ise (b) ise
(£) yildiz siralamanin tanimindan hemen bulunur.{(f) & (h) oldugunu
gormek i¢in , Teorem.3.1.10, (a) & () ifadesini i1ki kez
kullaniriz. <i) & (f) oldufunu gormek igin, Teorem.3.1.10. (i) & (£)'yi

kullaniriz.

Simdiye kadar olan sonuglar,ne E ne de F idempotent
matrislerinin hermityenligi gerekmeksizin korundu.$imdi E ve F nin her

ikiside idempotent ve ya E ya da F nin hermityen olmasi1 durumunu

inceleyecegiz.

LEM¥A.3.1.8. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler ve hem de E hermityen olsun.Fakat F nin hermityen olmas)

gerekli degildir.0 zaman asagidaki dort kozul denktir,
(a) E ¢~ FF*
(b) E=FE
(c) FF*=E+F(I-E)F*
(d) FF*=E+(F-E) (F-E)*

ISPAT: <(3.2) demn, (a) ise (b) oldugunu goéririz.(b) ise (c)
ise (a) ve (b) ise (d) ise (a) oldupunu gostermek kolaydir.

IEORE¥.3.1.13. E ve F nxn tipinde kompleks i1dempotent
matrisler ve hem de E hermityen olsun.Fakat F nin hermityen olmasa

gerekli degildir.0 zaman,

E¢*FYE¢=F@®E*FF* ¢ E (= FF* (3.38)

dir.
¢ift sonuglar, F yerine F* yerlestirilmesi ile bulunur.
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iSPAT; E €= FF* ise E ¢™= F oldugunu ispat etmek
yeterlidir.Bunu yapmak i¢in Lemma.3.1.8. (d) den,

E ¢v= FF* ise FF¥-B=(F-E)(F-E)*

oldugunu ve (3.8)'1 kullamiriz.Her iki yamin ranklarinin alinmasiyla

ispat tamamlanar.
Ayrica Teorem.3.1.13. de,

E ¢* F ise E ¢- FF¥ (3.39
oldufunu gordik.

JEOREK.3.1.14, E ve F nxn +tipinde kompleks idempotent
patrisler ve hem de E hermityen olsun.Fakat F nin hermityen olmas:
gerekli degildir.0 zaman E (* F,asagidaki ¢ koguldan her hangi biri
ile birlestirilen Lemma.3.1.8. deki (a) - (d)'ye kadar olan dort
ifadeden her hangi birisine denktir.

(1) F*-E=(F-E)~ ,Yani; (F-E) (F*-E) (F-E)=(F-E)

(ii) EF*F=F*FE

(iii) EF=(EF)*

TEOREM.3.1.15. E ve F nxn tipinde kompleks idempotent
matrisler ve F Thermityen olsun.Fakat, E nin hermityen olmas:

gerekmez.0 zaman asafidaki yedi kosul denktir,
(a) E ¢* F
(b) EE* ¢(* F
(c) EE* ¢{v= F

(d) BE* ¢- F
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(e) BE* ¢r= EF

(f) EE* = EF

(g) EE*E = EF ve o zaman ,E=E* olur.

¢ift sonu¢lar,E yerine E* yerlestirilmesiyle bulunur,

IEQREM.3.1.16. E ve F nxn tipinde kompleks ortogonal
projektorler olsun.0 zaman asafidaki dokuz kogul denktir.

(a) E ¢~ F

(b) B ¢* F

(¢c) E ¢v= F

(d> F=E~ ,Yani,;E=EFE

(e) B-E ¢* 1

(f) E (™= EF

(g) I-F ¢~ I-E

(b) I-F ¢* I-E

(1) I-F ¢v= I-E

Simdi, (2.34) sonucu ve Teorem.3.1.16.'y: kullanarak

asafi1daki sonucu verebiliriz.

SONUG.3.1.2. E ve F mxn tipinde kompleks her hangi iki
matris olsun.E ¢* F ise,0 zaman asafidakiler saglamr,

(a) I-FF* ¢* I-EE*

(b> I-FF* ¢- I-EE*
(c) I-FF+ ¢r= I-EE*



4.BoLuK

MATRiS SIRALAMALARININ iSTATiSTiKTEKi KULLANIMLARI

Bu bslimde genel amag olarak Lowner siralamanin,Lineer
Modellerin kargilastiralmasinda nasil kullamildagain: inceleyecegiz.Bu
ama¢ dogrultusunda ,bu biélimde kullanacagimiz baz: tanmimlar:
verecegiz.

4.1.Kovaryanslar: Bilinen Lineer Modellerin Karsilastirilmas:
TARIM.4.1.1. Y bir rastgele degisken ve
f (Ye)=P(Y=Y¥s) ,5=1,2,.....,k

olsun.Y nin beklenen degeri,
k

E(Y)’—'Z Yu £(Ya)
51
seklinde tanimlanir.
Beklenen deger operatéri E nin énemli bir 6zelligi:

E(atcY)=atc E(Y),a ve ¢ sabitlerdir.

dir.Bunun 6zel durumlara:

E(a)=a

E(cY)=cE)

E(at+Y)=a+E(Y)
dir.

IANIM.4.1.2. Y rastgele degiskeninin varyansy o¢=(Y) ile
gosterilir ve

o2 (Y)=E{L{Y-E(Y)1=)
geklinde tanimlanir.Bu tanima denk bir ifade,

o=(Y)=E(Y*)-[E(Y)]=
dir.

Y nin bir lineer fonksiyonunun varyans: a+cY nin varyansa
olarak gosterilir.

rz(atcY)=c20=2(Y),a ve ¢ sabitlerdir.
dir.Bu sonucun 6zel durumlari:

r=(atY)=02(Y)

=2 (cY)=c=0r2(Y)
dir.
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JANIM.4.1.3. Y ve Z rastgele degiskenlerinin kovaryans:
v(Y,Z2) ile gosterilir ve

o (Y, Z)=E{{E-E(Y)I[Z-E(Z>1])
geklinde tanimlanir.Bu tanima denk bir ifade,

o (Y,Z)=EXYZ)-LE(Y)ILE(Z)]
dir.

aitciY ve a=t+czY nin kovaryans: ,o{ait+c.Y,aztc=Y) ile
gosterilir ve

v(a:+c Y, az=+c=Y)=crc20(Y,Z) ;a.,82,C1,Cz sabitlerdir.
seklinde tanimlanir.Bunun 6zel durumlara:

o(c1Y,czZ)=cicz0 (Y, 2)

V(&1+Y,&2+Z)=V(Y,Z)
dir.

Tanim.4.1.3. den,o(Y,Y)=0=(Y) bulunur.Burada e¢=2<(Y),Y nin
varyansidar,

TAKIM.4.2.4. Y+,¥2,......,¥n gozlem deferlerinden olusgan,Y
rastgele vektoriini goz oniine alalim Her bir rastgele defisken o=(Y.)
varyansina ve her hangi iki rastgele degisken,e®(Y;,Y;) kovaryansina
sahip olmak iizere o¢=(Y) 1ile gosterilen Y nin Varyans-Kovaryans
matrisi,

r.vz(Y]) v (Y1,¥=) ..., v(Yx.Yn)_
oYz, Y1) 02(Yz) vivee Yz, Yn)

vz (D= . o
Lw(&“Yn)e(ﬂnYz) ..... 2(Yn) i

geklinde tamimlanar,
v (Y=, Y1)=0(¥,,Y=) oldugundan,e=(Y) matrisi simetriktir.

TANIM.4.1.5. E(T)=6 ise T istatistifine bir & paremetresinin
yansiz tahmin edicisi denir.® paremetresinin 1lineer ve minumum
varyansl: yansiz tahmin edicisine en iyi lineer yansiz tahmin edici
denir.

Kovaryanslar: bilinen bir lineer model LB, V) ile
gosterilir ve

Y=XBg+¢ , Ele)=0 , Var{e)=V¥
- vasitasiyla temsil edilir.Burada Y nxl tipinde gézlemlerin rastgele
vektorii, X nxp tipinde sabitlerin matrisi,f pxl tipinde paremetreler

&7



vektori ve € nxl tipinde ei1far ortalamali,V Varyans-Kovaryans
matrisli (Singliler veya Singiiler olmayan) hatalarin vektoriidir.

Yukaridaki gekilde bir lineer model genel halde matris
formunda asagidaki gibi verilir.

.

Yx" 1 X1, Xz .....X1,p-1—
YZ 1 XZI xzz oooooXZ,p'-'"

L Xr\xp= . . . .
{Yn J Ll X Xz X s -1 3
. - r
BO €1
B'l €z

Besr=]. Evx1T}
L'B.:c—'l-‘ ..EHJ
(] [EBen] o]
€z Elez) 0

E(e)ﬁE . =1, = .
.GnJ bE(Gn)J LO-]
vZ2(€q) ovler1,€2) viv. TlEL,ER)
vlez,€1) r2(e=) veees OlEZ ER)
Var(e)=V=} ,

o {En, €1 o (en,€2) o= (en)

$imdi temel teoremlerimizi ifade edebilmek ig¢in asagidaki
iki lemma'y: verebiliriz.

LEMMA.4.1,1, Her hangi bir simetrik n.n.d. A matrisi igin,

(z'y)=
8up 4 ———: 220 , zeR(A){ =y'Ay
z2'Az ’

dir ve k#0 i¢in z=kAy ise esitlik bulunur.



iSPAT: Cauchy-Schwartz esitsizliginden,
(x'Ay)= ¢ (x' Ax) (y' Ay)

oldugunu Dbiliyoruz.g-inversin tanima ve 2z=Ax alinmasiyla sonug
ispatlanir.

Bu bsliimde de ,her hangi iki n.n.d. A ve B matrisleri i¢in
A2B nin anlam A-B n.n.d. demektir.Yani, A 2~ B anlamindadir.

LEMMA.4.1.2, Her hangi n.n.d, iki kxk tipindeki @1 ve Q=
matrisi igin,

W

Q@ Q= &

(1) RQ=)C RQV
(11) v'Qi1~v € v'Qz~v,her hangi veR(Qz) ic¢in
dir,Burada, Q. € Q.°'* dir.
iSPAT: "Gereklilik” (i) asikardar.(ii)’'yi ispatretmek i¢in
(ii) deki ifadelerin Q.~, g-inversinin se¢iminden bagimsiz oldugunu
not edelim. Q@ ? Q= oldugundan Teorem.1.4.1. den, @i~ ¢ Q= olacak

sekilde bir ¢ift @i~ ve Q= g-inversi vardir.Boylece (ii) ispatlanir.
"Yeterlilik" Her hangi bir kx1 y vektqrﬁ i¢in,

Y'Qy ? y'Q=y
oldugunu ispatlamak isteriz.lLemma.4.l1.1. den,
y'Quy=sup{(z'y)* / 2'Q:i72z : 2#0 ,2¢R(Qs))}
dir.Varsayimdan, her zeR(Q=)C R(Q:) igin,
2'Qv7z € 2'Q="2

oldugu biliniyor.Bu durum (i) ile birlikte ispat: tamamlar.
S$imdi bu bdlimin ana sonucunu ispat etmek ig¢in haziriz.

JEOREM.4.1.1. d:=L(1B,V:) ve d==L(XzB,Vz) lineer modelleri
i¢in dv ? dz= olmas: igin gerek ve yeter kosul her hangi k > 0 igin,

X'y (Va+EXh X)Xy 2 X' 2 (VatkXaX'2) "X 4.1)
olmasidar,

iSPAT: Ra0(1973,8:300) den,d:. altinda ¢’'B nin en iyi lineer
yansi1z tahmin edicisi,
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3:=(X’5T1'X1)“X'1T1*Y1

ile c'Bs dir.Burada,T:=V:+kX;X's wve k her hangi bir pozitif

skalerdir.d:; altinda c'ﬁ; nin varyansa,

Var (c’'Bad=c' (X' 1T~ ¥s)"c-ke'c 4.2)
dir.

Lemma.4.1.2. ve (4.2) den d1 ? d= olmas: igin gerek ve yeter
kosul,

RXY'0C RX' 4.3

ve her hangi ceR(X'z) ig¢in,

' X'1ThX1) ¢ § ¢ X'=2T="X=)"¢ 4.4
olmasadar.

T: nin tanimndan R{Xi) (C  R(T.) oldugundan,X':T: Xy Ta~
g-inversinden bagimsiz ve bu yiizden n.n.d. dir.

ispat icin geriye kalan (4.1)'in (4.3) ve (4.4)'e denk
oldugudur.Lemma.4.1.2. den, (4.1

RX'2T="X=0C R T Xa) {4.5)
ve her hangi c € R(X'=T="X=) igin

¢t X' 1T Xad ¢ € ' (X 2T="X=2)"¢C (4.6

ifadelerine denk olur.{4.3) ve 4.4)'in (4.5 ve (4.6)'ya denk
oldugunu ispatlamak igin geriye kalan i=1,2,...,k i¢in,

R s Ty X4 )=R(X' 1)

oldugunu gostermektir.Bu da Rao(1973,8:300) den bulunur.



UYARI: (4.1) kosulu yerine daba genel olarak,
a0 0X )7 X0 2 X' =2 (Va4X2UX' 20X 4.7

yerlestirilebilir.Burada U,i=1,2 igin

rank (Vi +X i UX' ) =rank(Vi:Xi) 4.8
ve

Vi+XsUX's n.n.d. 4.9
kosullarini saglayan her hangi bir simetrik matristir.R(X:> C RV
veya Vi tekil olmayan bir matris ise (4.8) ve (4.9)'u saglayan U'nun
sifir oldugunu gormek kolaydir.

Bu uyara ile asagidaki sonu¢, Teorem. 4.1.1.'in 62zel bir

durumu olarak bulunur.

SONUC.4.1.1, da=L(X:B,Vs) , i=1,2 olsun.

(a) i=1,2 igin RX:)(C R(V.) ise dv » dz= olmasy igin gerek ve yeter
kosul,
X'V Xy 2 X2V Xz

olmasaidar.

(b) Vi ve Vz tekil olmayan matrisler ise d: ? dz olmasi ic¢in gerek ve

yeter kosul,

'V ' X, 2 X2V Xa
olmasidar.
V. tekil olmayan bir matris ve Vz tekil ise U=0, (4.8) ve

(4.9)'u saglamaz ve

X' VX 2 X' 2Tx"Xz

siralamasiny tamimlamaz.Bu durumda

Q.
]

gibi bir kosul d. 2

Teorem.4.1.1, veya. yukaridaki uyarryda bulunan onun daha genel bir

uygulamasini kullanmaliy:iz.
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Sonug.4.1.1. (b)> nin gereklilik kism Ehrenfeld(1955) ve
Kiefer(1959) da ispat edildi.Sonu¢.4.1.1. (a),Stepniak ve
Torgersen(1981)'in uyar: 2.'sinde not edildi.

$imdi de @:=L{X:B,V1)'in tam manasiyla d==L{(XzB,Vz=) den daha

iyi olmasimi arastiracagiz.
di > d= olmesa ig¢in gerek ve yeter kosul dv ? d= ve

agafidakilerden ikisinden birinin dogru olarak saglanmasidar.
(a) R(X’z)g;; RX')
(b) Baza ceR(X'=z) igin Var(c'$:) < Var(c’ﬁz)

TEOREM.4.1.2. dv > d= olmas: ig¢in gerek ve yeter kosul,her
hangi k>0 igin,

Mi(k) ¥ Mz(k) ve Mi(k) # Mz(k)
olmasidir.Burada,

Mo (K)=X" s (Va+kXaX' )X

geklindedir.
Teorem. 4.1.2, ,Lemma.4.1.2. nin asafidaki yeni geklinin

ispatta Lemma.4.1.2. nin roli yerine geg¢mesi hari¢ Teorem.4.1.1. deki
gibi ayni yolla ispat edilebilir.

Q1 ? Q ve @ # Q= olmasy i¢in gerek ve yeter kosul
Lemma.4.1.2. nin (i) ve (ii) kosullari ve asafidakilerden ikisinden

birinin dogru olarak saglanmasidar.
(11i) RQz) (;_ R(Q1)
(iv) Bazi veR(Q=) igin v'Qi1 v € v'Q="v

Modellerin denk olmasinmin bir dogal tanim: d. denktir d=
olmas: i¢in gerek ve yeter kogul di 2 dz ve d= ? dv olmasadar. ikl
modelin denklifi di ~zdx seklinde gosterilir.



IEOREM.4,1.3, dv ~ d= olmas: igin gerek ve yeter kosul her
hangi k>0 igin,

K, (k)=Mz= (k)
olmasadar.

Bu agikar olarak Teorem.4.1.1. den bulunur.

4.2. Matris Siralamasinmin Kullanilmasayla Cochran Teoreminin Ifade
Edilmesi

TEQREK.4.2.1. <(Cochran Teoremi)> X:,Xz,..... X 3 n0,0=)

normal dafilimndan alinan bir rastgele orneklemi gostersin,

n
in Z2=Q14Q=+. . . . .. +Qi.
[]

geklinde olsun.Q1,Q=z,......,Qu rastgele defiskenlerinin karsilikla
Stokhastik bagimsiz ve Qs / ¢% nin X*(r,) olmas: igin gerek ve yeter
kosul j=1,2,.....,k idg¢in,

k

S
i
olmasadar.Burada Qi , j=1,2,...... +k d¢in r3; rankla A; matrisi ile
X.,Xzy.....,Xn'1 i¢inde bulunduran bir kuadratik formdur.

Simdi matris terimleri kullamilarak,Cochran Teoreminin
uyarlamasi: genigsletilmis olarak verilebilir.

TEORE¥. 4.2.2, A+, A=,..... yA. mxm tipinde simetrik matrisler
ve A=A +Az+...+A. oOlsun.Asafidaki ifadeleri gdz oniine alalim,

(a) F(Ai)g; {c1,cz) , tim i=1,2,....,k i¢in

(b) AiA;=0 , tim i,j=1,2,.....,k ; i#] i¢in

() paY . {cr,c2)

(d) A; € A ,tim i=1,2,....,k i¢in

Burada (a) ve (¢) deki p(.) kimeleri,c: ve ¢z sifirdan farkli gergel

sayilar iken,s:1firdan farkl: tim 6zdegerleri gostermektedir. O zaman ,
(a) ve (b & (&) ve (d)

dir.
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iSPAT: Styan ve Takemura(1983,Teorem 4.) de, (b) saglanir
ise A min eifirdan farkl: tiim 6zdegerlerinin kﬁmesinin i=,2,....,k
igin tim A: nin safirdan farkl: ozdegerlerinin kiimesi ile aym
oldugunu gdsterdiler.Bu yiizden (&) ve (b) nin saglanmasy {c) nin
saglanmasin: gerektirir.Bundan bagka (b) nin bir sonucu, tim i=1,2,..,k
ig¢in,

AAi=A A=A;% ,Yani; As ¢* A (4.10)

olur, Hartwig ve Styan(1986) daki Sonug¢ 1.'in kullamlmasiyla, kompleks
ve hermityen A,B i¢in,

A¢*B=— A (B

oldugu agikiir,Boylece (4.10), (d)'yi gerektirir,
Tersine (c) ve (d) nin (&)'y: gerektirdigi agakt:r.$imdi,

A=c1Pq+czP= 4,110
ve

A1=CIP11+02P;2 '} i=1|2,uuﬁ .k (41 12)
alalim.Burada Pi1,Pz ve Pi1,Piz ; P:1P==0 ve Pi:1Piz=0 olacak sekilde
simetrik ve idempotent matrislerdir.

Marsaglia ve Styan(1987) deki Teorem 17.’nin kullamilmasiyla
(d) nin bir sonucu i=1,2,...,k igin,

Ab+A,=A:A*A: 4,13
ve (4.11) den,

A*=Pi/c1+P=/cz ve AA*=P,+P=z

bulunur.Béylece (4.13) deki egitligin ©6nden ve arkadan Pi: 1le

¢arpirlmasi,

(1-c1/cz)Ps1PzPi1=0
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esitligini verir. ¢ # cz oldugundan bu, PzP,;1=0 olmasim gerektirir,
P2P11=0 1le AA*A,Py+=A:Py, sonucunun birlestirilmesi, P.Piy=Pi.
esitligini verir.Benzer gekilde, P1P:2=0 ve PzPiz=Pi= bulunur. Simdi,

AAy=C12Py14C2Ps =
ve boylece, i=1,2,...,k ,i¢in
AAs=AsR

bulunur.Marsaglia ve Styan(1987,Teorem 15.)'in kullamlmasiyla bu (b)
sonucunu verir,

Kuadratik formlarin terimlerinin kullamilmasiyla Cochran
Teoreminin bir uyarlamss: da asafidaki Teorem 4.2.3. deki gibi

verilir,

IEOREM.4.2.3. A+v,Az,.....,A« simetrik matrisler,A=A.+...,+A.
ve ¢1 ve cz , Cy # oz olacak sekilde sifirdan farkl: gergel sayilar
olsun. Bundan baska; X~~N(0,I),q=x'Ax ve i=1,2,.....,k igin  qu=x'Aix

olsun.0 zaman,

@) qi , c1 X311 + cz 2.2 gibi dagilair. (i=1,2,..... y K)
ve

M 91,92,.....,9: bagimsiz olarak dagilar,
olmas: i¢in gerek ve yeter kosgul

(¢) g, 1 X* + c= X2z gibi dagilar.
ve
(d) A: ¢> A ,i=1,2,...,k
dir. '
Burada , (a) daki her bir i igin Y21 ve AZiz ve (¢) deki Y=, ve X2z
bagimsiz merkezi ki-kare degiskenleridir.Bazilar: ei1fir serbestlik

derecesine sahip olabilir.
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'ﬁugﬁn,matfis eiralamalar: istatistikte o&zellikle 1lineer
modellerde 6nemli uygulamalara sahip oldugundan matris teorisinde ¢ok
onemli bir kavramdir.

Bilinen cebirsel siralama bagintilar: matrisler kiimesinde
gecerlidir.Bu durum matrislerin baz: kismi ve on siralamalarina
gotirir. Tanmamlanan eiralama bagintilara yakin iliskiye sahiptir.Bu
yizden siralamalar arasindaki iligkiler ¢alisildi.

Matrislerip taniml: oldufu kiimeye gore, tanmimlanan siralama
bagintilara farkl: oldugundan idempotent matrislerin kismi

siralamalar: da ¢aligilda.
Ek olarak,Lowner siralamanin istatistikte nasil ve nerede

uygulanabildigi ¢aligilda.



SUMNARY

Today,The matrix ordering is very important concept in
matrix theory because It has especially important applications on
linear models in statistics.

Known algebraical ordering relations is wvalid on matrix
sets.This case leads on some partial ordering and preordering of
matrices.

The defined ordering relations has the close relation.So
that the relations between them are studied.

Because according to the definition set of matrices the
defined ordering relations differs,The partial ordering of idempotent
matrices are studied.

In addition,How and Vhere Léwner ordering is applicable in
statistics is studied.
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