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Bu g¢galigmadaki esas amag, istatistiksel dagilaimlarain
temelini olusturan, vyaygin olarak kullanilan, cekirdek
dagilaimlar olarak nitelendirilebilen, tek degiskenli kesikli
ve sirekli tipteki dagilaim modellerini arastirmaktir. Bu
arastirmada, dagilimlarin olasilaik fonksiyonlara veya
olasi1lik vyogunluk fonksiyonlarai, dagilam fonksiyonlari,
olasilik gikaran fonksiyonlari, moment gikaran fonksiyonlara,
merkez ya da ortalama etrafindaki r—inci momentleri, merkezi
blgiitleri: ortalama, mod ve medyan; varyanslari, standart
sapmalari, carpikliklar: wve sivrilikleri, karakteristik
fonksiyonlari ve kimilant fonksiyonlari hesaplanmistir.

Bu hesaplamalarda, Loglojistik dagilimin, Maxwell
dagiliminin ve Standart Ucgensel dagilimin merkez etrafindaki
r—inci momentleri ve Standart Ucgensel dagilimin da moment
cirkaran fonksiyonu bulunmug ve bunlara bagli olarak diger
bilinmeyen Gzellikleri elde edilmigtir.

Modellerin parametre tahminleri yapilmistir. Uygulama
alanlari drneklerle gisterilmisg, standart ya da
standartlastarilms halleri ve diger dagilimlarla olan
iligkileri verilmigtir.

Modellerin degisik parametre degerlerine gbre
degisimleri grafiklerle gosterilmigtir. Bu grafikler GNUPLOT
paket programi kullanilarak elde edilmigtir.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to review probability
functions, probability density functions, distribution
functions, probability generating functions, moment
generating functions, r-th moments about the orijin and mean,
central tendency: mean, median and mode, variance, standart
deviation, skewness and kurtosis, characteristic functions
and cumulant functions of well-known and having wide
application of univariate discreate and continuous
distribution models.

In this work we find the r—th moment about the orijin of
Lnglojisfic distribution, Maxwell distribution and Standart
Triangular distribution. In addition to this, we find also
the moment generating function of Standart Triangular
distribution and by use of these we get the unknown
properties of related distributions.

We investigate the estimators of parameters of
distributions, show the application areas with examples, give
the standart and standartized forms and give also the
relations between them.

We give the graphs with different parameter values by
using GNUFLOT package program.
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GiR1S

Modern bilimlerin tim alanlarindaki en énemli
gelismelerden bir tanesi, cogu problemlere deterministik
gbzimler arama vyerine daha gok probabilistik gzimler arama
yoluna gidilmesidir. Bunun nedeni ise, c¢agimizain karmasik
yapidaki problemlerinin gbziimlerinde deterministik modellerin
yetersiz kalmasidir.

Ayrica, birbirine denk kabul edilen deterministik
modellerin verimliligi de yeterli olmamaktadir. Bunun nedeni
de bir cok faktdrin bu modelleri etkileyerek bazi degigimler
meydana getirmesidir. Bu nedenle, degisimlerin oldugu
problemlerin g¢oézimlerinde, bu degisimleri iyi tanimlayan
probabilistik modellerin kullanilmasa gerekmektedir.
Degigimlere &rnek vermek gerekirse:

Degisimin bir tipi, tim elemanlarainin denk olmadigi,
elemanlarinin % 10°1luk bir degisim gésterdigi resistérlerin
bir sinmifindan secgilen resistiridn kullanilmasindan
kaynaklanar.

Degigimin diger bir tipi ise, ayni tip elemanmin degisik
zamanlarda kullanilmasindan kaynaklanir. Degisimin bu tipi,
bir radyo alicisinin verimliligiyle goésterilebilir.

Boyle degisimler gézlendiginde, bunun bir probabilistik
modele uygulanmasinin iki nedeni vardar. Probabilistik
modeller bize bazi yeni sorulari ortaya koymamiza ve daha
once deterministik terimlerle olusturulan sorulara daha
anlamli cevaplar bulmamiza neden olur.

Birinci neden "bu bilgisayar ne kadar glivenilirdir?".
Eger biz iyi yada kéti gibi niteleyici kelimeler kullanmak
istemiyorsak, gitvenirliligi taniml amak igin olasiliga
gereksinim vardair.

Ikinci neden ise, "Eger herbiri 1.0X0.1 birim uzunlukta
olan pargalarlardan 20 tanesini ug uca eklersek toplam
uzunluk nedir?". Bu durumda deterministik cevap, 2012.0‘d1r.
Bu sonug olasaidir. Bununla birlikte, pratik varsayamlarla
toplam wzunlugun 18.1°'den kiucik veya 21.9'dan biyik olmas®
yvyani sifir etrafindaki cevap 20+2.0'dar. ‘Bu  cevap, bBrnegin
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bir milhendis acisindan memnuniyet verici degildir. Diger bir
ifadeyvle, bu probleme probabilistik vaklasimda bulunulmazsa,
cevap pahaliyva mal olabilir.

Haberlesme sistemleri, drnegin radyo, televizyon, radar
gibi, kurulurken en dnemli problem sinyal almak ve ses wvevya
gorimtd wvermesktir. Frobabilistilk modeller anlamli sesleri
veya giridntileri tanimlamada uygundur. Bunun anlami, modern
haberlesme donanimi, probabilistik modeller dzerine kurulur.
Bu uygul ama, probabilistik modellerin uyarlanmasi ve
calisilmasy igin nedenleri gisterir. Diger bari nedenleri
syle siralayabiliriz:

1) dretim kalitesini ekonomik olarak kontrol etmek igin
drneklem planlari kurmalk.

2) Farmasilk bir sistemde, parcalarin optimum fazlaligina
belirlemek., drnegin agirlik kisitlamalari olan bir uzay
araci .

3} Eshki wverileri kullanarak, bir basari testi bazinda
bilgisayar programcilarinin potansiyel basari ve
basarisizligr arasinda oranlama vapmal.

4) Tiketiciye verilen faturalarain fazlaligina
Glcebilecek bir drneklem gelistirmek.

5) Degisik . zamanlarda, degigik yvollarla alinan
kayvitlarin kullamilimasiyla uwzaydaki bir cismin konumuaria
belirlemesk

&) dretim mallarina zarar vermeyen, retim hatalarindan
kaynaklanan basarisizligin viiksek bir oranin: gdzebilecek ilk
atesleme ve ivme kosullarini belirlemesk.

7) Uretim wverimliligiyle 1ilgili olarak, gelecekteki
iretimin kontrolil icin belirleyici limitleri olusturmak.

8) Bir kimyasal maddenin 8zellikleri idzerinde, iglem
kogullarinin  etkisini belirlemek idigin gelisme programi
planlamak ve eglde edilen verileri dederlendirmek.

@) Elemanlarinin dedigsebilirligi ve aralarindaki
bagintilar hakkindaki  bilgileri kullanarak, biyik bir
sistemin verimliligindeki dizensiz dedismeleri tahmin etmek.



10) Gerekli olan elektrik gied icin ihtiyac:
karsilayabilecek en yiiksek olasilikta gerekli elektrik uretim
diizeyini bulmak.

11) Degigik zaman araliklarinda, itiretim degigimlerinin
sonuglariniy arastairmak.

12) Bir dretimin verimliligi Ozerinde, degisen cevrenin,
ortamin etkilerini hesaplamak.

13) Yansiz okuma vyada @dlgim vyapabilecek bir aygit
gelistirmek.

Yukaridaki érnekleri gogaltabilir, uygulama alanlarina
da genisletebiliriz.

Biz bu galismada, tek degiskenli dagilim modellerini ele
aldik. Terimiz dc ana bdéldmden olusmaktadir. Birinci
bélimde, temel bilgiler, tamimlar ve gésterimler, ikinci
bélimde, kesikli tip gekirdek dagilim modelleri wve igincil
béliimde ise, siirekli tip gékirdek dagilim modelleri ele
alinmistar.

Tek degiskenli dagilim modelleri cgesitli sekilde
siniflandirilabilir. Biz siniflandirmayi, g¢gekirdek modeller,

birlestirilmis modeller, karistirilms modeller,
genellestirilmis model ler ve caoklu modeller ol arak
yaptigimizda, calisma alanimiz ¢ekirdek modellerdir. Eu

alaniy segmemizin nedenleri olaraky; Bu konuda daha karmasik
modeller iizerinde galigmalar idigin bir baz olusturmasin,
konunun bz ind vermesini, gok kullanilmalarini, yaygin
uygulama alanlarinin olmasin: verebiliriz.

Bu calismaya baslamadan fnce kararlastirdigimiz
modellerin tamami incelenmigtir.

FKesikli tipte vyaklasik olarak, 137 dagilim modeli
vardir. Bu modellerden 12 tanesi birlegtirilmig, 14 tanesi
karistirilmis, 27 tanesi genellestirilmis ve 37 tanesi goklu

modeldir. Bunlarin toplam sayisi, 90 dir. Bizim ¢galisma
alanimizda toplam 47 model vardar., Bu modellerden 10
tanesinin bzellikleri incelenmigtir. Kesikli tipteki

model ler dzerindeki c¢alisma alanimizda vyaklasik olarak,
421°1lik bir calisma gergeklestirilmigtir.
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Siirekli tipte yaklasik olarak 151, dagilaim modeli
vardir. Bu modellerin 12 tanesi birlesgtirilmis ve 18 tanesi
de genellestirilmis modeldir.: Bunlarin toplam sayisi 30°'dur.

Bizim calisma alanimizda toplam 121 model vardar. Bu
model lerden 48 tanesinin dzellikleri incelenmistir. Siirekli
tipteki modeller izerindeki calisma alanimizda vyaklasik
6larak, Z40°11k bir calisma gerceklestirilmistir.

Tim kesikli ve sirekli tipteki dagilim modelleri

dzerindeki g¢alisma alanimizda vyaklasik olarak, ortalama
#I5°1ik bir galisma gergeklegtirilmistir.



1.B6LOM

TANIMLAR TEMEL BILGILER VE GHSTERIMLER

Bu bélimde kullanacagimiz tanimlari, temel bilgileri ve
gidsterimleri verecegiz.
1.1 Tanimlar

JANIM 1.1.1 Bir rastgele deney, madeni bir paranin
havaya firlatilmasi, hilesiz bir zarin yuvarlanmasi veya
belirli bir giinde gbdzlenen yagmur miktar:i gibi sonucu sansa
bagli: olan deneydirf

TANIM 1.1.2 PRir rastgele deneyin olanakl: sonuglarinin
kimesine, 8 ©6érnek uzayi1 denir. 8 ornek uzayinin bir
elemanina brnek nokta denir.

TANIM _1.1.383 Herhangi bir rastgele deneyin 8§ o6rnek

uzayinin bir alt kimesine bir olay denir.

ORNEE 1.1.1 Madeni bir paranin havaya farlatilmasa,
rastgele bir deneydir. Bu rastgele deneyin 8 drnek uzay:
S={Y,T} dir. Burada Y paranin ya=zi ylizuni, T paranin tura
yizinii gbstermektedir. Bu rastgele deneyde paranin yaza
ylizdniin Uste gelmesi bir olaydir.

TANIM 1.1.4 Bir A olayanin F(A) ile gisterilen olasilig:

A olayinmin sonuclarinin sayisi
p(A)= (1.1.1)
8 6rmek uzayinin sonuclarinin sayisi

dir.

ORMEK  1.1.2 ornek 1.1.1° deki A olayinin FP(R) ile
giisterilen olasiliginia hesaplayalaim.

F{R)=1/2

=0.5
bulunur.

TANIM 1.1.5 Bir rastgele degisken, bir 8§ brnek uzayim
bir A olayina déniigtiren fonksiyondur.

Verilen bir rastgele deneydeki bagintilarla degisik
rastgele degiskenler tanimlanabilir.

ORNEK _1.1.3 1Iki madeni paranin havaya Firlatilmas:
deneyinde, gézlenen yazilarin saylsl1 bir rastgele
degiskendir, gbzlenen turalarin sayis: diger bir rastgele
degiskendir.



tstatistiksel dagilaimlarzan incelenmesinde degigsken
kavramiyla cgalismak kolaylik saglar. Rir degisken, bir
rastgele degisgken +Ffikrinin genellegtirilmesidir ve benzer
rastgele bzelliklere sahiptir. Bir degisken, bzel tipteki
rastgele deney belirtilmeden tanimlanir.

ORNEK 1.1.4 PBir madeni paranin havaya firlatilmas:
deneyindeki gézlenen vyazilarin sayisi ve gizlenen turalarin
sayi1s1 ayn degisken seydir. Gunkii sonuclari etkileyen
faktér aynadar.

TanNiM  1.1.6 X bir degiskeni ve R, 'de, bu degiskenin
alabilecegi tim degerlerin, gercel sayilarinin kimesi olsun
R. ‘e X degigkeninin tanim kimesi denir.

GRNEE 1.1.5 1Iki madeni paranin havaya Ffirlatilmas:
deneyini ele alalim. Bu deneyde, gbzlenen yazilaran
sayisiyla ilgilenelim. Rastgele degiskenin tanmim kimesi
Re={0,1,23, yazilarin kimesidir. Cinkit sonucta hig yaz:
gelmeyebilir, bir yaza1 gelebilir wveya her ikisi de yaz:
gelebilir.

TANIM 1.1.7 Genel bir degisken X igin » bir gercel sayi
olmak dzere, R tanim kimesinin bir elemanini: gbstersin.
' e X degiskeninin aldigi deger denir.

ORNEK 1.1.6 drnek 1.1.5°'teki deneyde x£{0,1,2} vyazilir.
Yani %, {0,1,2} yazilar kimesinin bir elemanidir.

TANIM 1.1.8 "X=x" in anlami, X degiskeninin aldigi deger
¥ olmak (zere, Frob[Xixl ifadesine, X degiskeninin x 'ten
kiugik veya esit olmasi durumundaki olasilik denir.

TANIM 1.1.9 o bir gercel sayl olmak zere, X
degiskeninin ¥ ‘ten kicldk wveya egit olmasi durumundaki
oclasi1liginiy géstersin. R.*, ProbLXixl olasiliginin tim
degerlerinin kiimesi olsun. '

Siirekli tipteki bir degisgken igin R,==[0,1]1 kapali
araligidar.

Kesikli tipteki bir degisgken icin R,*,[0,1] araligimn
bir alt kimesidir. '

0 halde, R,='ya bir degisken icin olasilik tanim kimesi
denir.



Biz x sembol inill, bir rastgele dégiskehi gﬂstermék dgin

kullanacagiz.

GRNEK 1.1.7 &rnek 1.1.5 ‘'deki deneyde,

Problx£01=1/4

ProbEx£11=3/4

Probfx£2]=1
ve béylece R,=={1/4,3/4,1) dir.

TANIM 1.1.10 Kesikli tipteki bir x rastgele degiskenin
plasilik fonksiyonu, rastgele degiskenin olanakla tdm

degerleriyle ilgili olasiliklarani veren f(x) ifadesidir.
f (x)=Problx=x,1 i=1,2,3,... (1.1.2)
dir. EBurada,
1) Her x#i5R, icin, f({x,)20 dair. (1.1.2.a)
2) Her xs4%R, icin, Ef(x,)=1 dir. (1.1.2.b)
s
JANIM 1.1.11 Kesikli tipteki bir rastgele degigkenin, x
ile verilen degerden kigik veya esit olmasi durumundaki
olasiligina, birikimli dagilim Ffonksiyonu vyada rastgele
degiskenin dagilim fonksiyonu denir.
Problxixng I=F (s )= Ef(n,) i=1,2,3,..0 (1.1.3)
HiEx,

dir. Burada,

1) Her xa€R,., igin O0iF(x,.) 21 dir. (1.1.3.a)
2) Her %y ve %3 R, igin, %i2x,s olmak lzere,

Fixa)Y2F(xy) dir. (1.1.3.b)
3) Her x4%R, igin, Problx>i,=1-F(»s) dir. (1.1.3.¢)

TANIM 1.1.12 Siirekli tipteki bir rastgele degiskenin
olasilik yogunluk Ffonksiyonu, rastgele degiskenin olanakla

tam degerleriyle ilgili olasiliklarainma veren £ O0)
fonksiyonudur.
FrobLx, 2xnings +Ax] d
fi(x)= lim = {Fix)> (1.1.4)
Ax =2 O Ax dx

dir. Burada,

1) Her x4€R, icgin, f{xy)20 dair. T {l.1.4.a)



+o
2) Her #%.:€R,  icin, r f(x,)dy,a=1 dir. (1.1.4.b)
J
—_
TANIM 1.1.13 Siarekli tipteki bir X rastgele
degiskeninin, % ile verilen degerden kigilk yada esit olmas:

durumundaki olasiliga birikimli dagirlaim fonksiyonu denir.
Mg
Prob[xix‘]=F(x,)={ f (L) du (1.1.5)

-
dur. Burada,

1) Her x4 ve x45R,. icin,

ProblxsininsI=F (% 43)-F(x%4) dair. (1.1.5.a)
2) Her x4€R, igin, Problx>xsl1=1-F(x,) dar. (1.1.5.t
Z) lim Fixa)=F(~a)=0 ve lim F(xy)=F(4+@)=1 dir. (1.1.5.c)

Hq—2~w Ko =2+
4) Her ®1€Rx icin, F(x,)20 dir. (1.1.5.d)
89) Her %, ve %4%8Rx icin x.2%, olmak dzere,

F{xa)2F(x4) dar, - (1.1.5.e)

MaER,, ve ofR.®™ icin, F wveya F, ile gisterilen bir x,
rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu, Re'i R,™" vya
dénustiren dyle fonksiyondur ki,

F(xs)=Problxin, I=o i=1,2,3400 (l.1.6)
dir.

1.2 Dagirlimin Parametreleri

Her degiskenin ilgili bir dagilim fonksiyonu vardar.
Bazi1 degisken guruplarinin dagilim Ffonksiyonlari birinden
digerine sadece parametrelerinin degerlerindeki degigimle
degisir. Dagilaim fonksiyonlarindaki parametrelerin detayla
secimi gok énemlidir. Gunki parametrelerin fiziksel vyada
geometrik anlamlara vardir. Biz Ug tip parametre ile
ilgilenecegiz. BRunlar dagilaimin konum, vyayilim ve sgekil
parametreleridir.



1) Konum parametresi: Degiskenin degisim araliginin

yada tanim kimesinin genellikle orta noktasidar.

- 2) Yayilim parametresi: Degiskenin aldigy x degerinin
blgimiinii belirleyen parametredir.

3 Sekil parametresis Degiskenin belirtilmis bir
tipiyle ilgili geklinin, bir ailesi igerisindeki dagilam
fonksiyonunun geklini belirleyen parametredir.

1.3 Dagilimin Merkezi Blgltleri

Bir rastgele degiskenin dagilami hakkindaki bilgileri
birkagc tanimlayic:i degerlerle 6zetlemek isteyebiliriz.
Genellikle biz dagilimin merkezi ile ilgileniriz. Burada
dagirlimin merkezini tanimlayan (¢ gegit dlgitid ele alacagirz.

1) Reklenen deger yada ortalama:

Dagilimin . merkezi blgutlerinden en iyi bilineni,
beklenen deger veya aritmetik ortalamadir.

TANIM 1.3.1 f(x) olasilik vyogunluk fonksiyonuna sahip
sirekli tipteki bir x rastgele degiskeninin beklenen degeri,

+o
E(x)=I wf ()dn (1.3.1)

- (D
dir.
TANIM 1.3.2 F(x) olasilik Ffonksiyonuna sahip kesikli
tipteki bir % rastgele degiskeninin beklenen degeri,
E{x)=EZxf(n) (1.3.2)
b
dir.
2) Medyan yada ortanca deger:
Dagilimin merkezi blciitlerinden digeri medyandir.
TANIM 1.3.3 () olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
sirekli tipteki bir x rastgele degiskeninin medyani,
]
I £ {(u)du=0.5 (1.3.3)



egitligini saglayan x degeridir.
TJANIM 1.3.4 f(x) olasilik Ffonksiyonuna sahip kesikli
tipteki bir »x rastgele degisgkeninin medyani,

b
Ef(u)=0.5 (1.3.4)
u
esitligini saglayan x degeridir.
3) Mod yada tepe noktasai:
Dagilimin merkezi dlgitlerinden bir digeri ise modtuwr.
TANIM 1.3.5 Sirekli tipteki bir ¥ rastgele degiskeninin
modu, bir tek maksimum varsa olasilik yogunluk fonksiyonunun
maksimumu ile ilgili degerdir.
TANIM 1.3.6 Kesikli tipteki bir x rastgele degiskeninin

modu, en yiksek olasiliga sahip rastgele degiskenin
degeridir. _

Dagilimin bu ig merkezi dlgutind karsilastairmak
gerekirse: genelde mod, iyi bir dagilimin merkezi dlgatd
degildir. Cinkii wverilerin herhangi bir gurubuna baglaidar.
Bir drneklemde en yiiksek deger iki tane olabilir. Boyle
dagilimlara "bimodal" dagilim denir. Medyan verileri iki
parcaya ayirir. Bazen medyana ortanca deger de denir.
Medyan, modtan daha iyi bir dagilimin merkezi élgiitidiir.
Ortalama vyada verilerin aritmetiksel ortalamasi, en gok
kullanilan ve iyi bir dagilimin merke=i Blcgitidir.

1.4 Verilerin Drtalamasinin Medyaninin ve Modunun
Hesaplanmasa
Haiglogens g¥a N hacimlik bir gbzlem olsun.
1) % ile gosterilen veri ortalamasi,
n
H=L Xa (1.4.1)
i=1
dair.
2) NagMzyesesXn ‘lerin kilgclkten bilyige dogru siralanmisg
hali X°314% 2yeess%’'m OlSUN. Bu durumda,



n tek ise, X'gcne1r

medyan={ (1.4.2)
N Cift ise, (X' gntn ‘wner) /2
dir.
3) Goézlemlerin en biiyik sayisimin bulundugu sinif
frekansinin merkez noktasi, mod olarak alinar.

1.5 Dagilimin Diger Tanimlayici dzellikleri

TANIM 1.5.1 f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
slirekli tipteki bir x rastgele degigkeninin P ile
gisterilen merkez yada sifir etrafindaki r-inci momenti,

+o
H'F=E(x')=§ H&f () du (l.5.1.a)
-
veya
drM(t) dra(t)
B = ) lt-°=(_i)_‘—(——_) '1-.-.—4: (1.5.1.b)
dtr gt~
dir.

Burada M(t) ve B(t) sirasiyla, (1.7.7.a) ve (1.7.8.a) ‘da
verilen fonksiyonlardir.

IANIM 1.5.2 f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli
tipteki bir »x rastgele degiskeninin p’,- ile gésterilen merkez
yada sifir etrafindaki r-inci momenti,

P e=Etr)=Exrf () (1.5.2.a)
X
veya
drM(t) drg (t)
Rr=lme—)  |emo= (1) (——) jemo (1.5.2.b)
dtr dtr-

dir.
Burada M(t) ve g(t) sirasiyla, (1.7.5.a) ve (1.7.6.a) ‘da
verilen fonksiyonlardar,



TANIM 1.5.3 f(x) olasilaik yogunluk fonksiyonuna sahip

slirekli tipteki bir x rastgele degiskeninin p,. ile gésterilen
ortalama etrafindaki r-inci momenti,
+o

34...=EE(x—u';)"]=j(x—|-t';)"f (x)dx (1.5.3)

-
dir.
TANIM 1.5.4 (%) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli
tipteki bir x rastgele degiskeninin j,. ile gisterilen
ortalama etrafindaki r-inci momenti,

Re=EL (k=R " 2) T I=E(x—p "  4)~F (%) (1.5.4)
%
dir.
TANIM 1.5.5 Ortalama etrafindaki ikinci moment,

dagilimin yayilaiminin bir 8lgitii olan varyansidir.
1) 8irekli tipteki bir » rastgele degiskeni igin,
+@
Var(x)=j (—p " 2)2F(x)dn (1.5.5.a)

-—@
2) Kesikli tipteki bir » rastgele degiskeni igin,
Var ()= (x—p 1) 2F(x) (1.5.5.b)
X | .
dir.
TANIM 1.5.6 Kesikli veya sirekli tipteki bir ® rastgele
degiskeninin standart hata yada standart sapmas1,
85 (%) =JdVar (x) (1.5.6)
dir.
TANIM 1.5.7 Dagilimin o= veya +fi, ile gbsterilen
garpikligs,
BE=
Q== (1.5.7)

K= SIra

dir.



Tek bir tepesi bulunan “unimodal™” dagilimlarda,

as<0 ise, dagilim sola garpiktar. (1.5.7.a)
o=>0 ise, dagrlam saga carpiktair. (1.5.7.b)
oz=0 ise, dagilim simetriktir. (1.5.7.¢€)
denir.

JANIM 1.5.8 Dagilimin oa veya @Oz ile gosterilen
sivriligi,
Ha

o= (1.5.8)

P= 2
dir.
Tek bir tepesi bulunan "unimodal" dagilimlarda,
x4>3 ise, dagilim normal dagilimdan daha sivridir. (1.5.8.a)
043 ise, dagilim normal dagilimdan daha basiktair. (1.5.8.b)

1.6 Verilerden Dagilimin Merkezi Momentlerinin Garpikliginmin
ve Bivriliginin Tahmini
NagHgeaaygM¥ea N hacimlik rastgele bir &rneklem olsun.
Eger olasilaik yogunluk fonksiyonun paremetre degerleri ve
dagilimin garpikligy ve sivriligi bilinmiyorsa, p’'~ yerine,
1 n
m’'p=E{xr)=——( E %4 )" (1.6.1)
n i=1
alinarak hesaplanabilir. &zel olarak,
1 n
m’ 1=K=——— I K, (1.6.2)
n i=l
1 n
Ma=-—— E (%, =~ )2 (1.6.3)
n i=1
ve
1 n
My=-— L (x4 = N)= {1.6.4)
n i=1
o dir.



Burada m=z, Hp= véyé v 2 ile Gg8sterilen daéilihin
varyansinin bir tahminidir. Bu tahmin, T2 ile gisterilir.

m="ye varyansin "yanli tahmini" denir. Buna karsilik gelen
ve 82 brneklem varyansi olarak bilinen "yansiz tahmini® ise,

1 n
(n—-1) i=1

dir.
Verilerin v ile gbsterilen standart sapmasinin tahmini
ise §2 'nin karekidkid alinarak hesaplanir.

xX= ve o6a ‘Un tahminleri sirasaiyla,

M=
A== (1.6.6)
Mo s
ve
My
Cn=—————— (1.6.7)
M= 2
dir.

1.7 Diger Tanimlar

JANIM 1.7.1 x4 bir rastgele degisken ve F(x.) bu
rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu olmak lzere,

Sxa)=Probly >ty I=1-F(xy) (1.7.1)
fonksiyonuna Survival fonksiyon denir.

TANIM 1.7.2 f(x%) olasi1lik vyogunluk Fonksiyonuna sahip
silrekli tipteki bir » rastgele degiskenin survival fonksiyonu
ve dagilim fonksiyonu sirasiyla S(x) ve F(%) olmak izere,

f () £ ()
i) hx)s=——m veya 1ii) hix)= (1.7.2)
S(x) 1-F () ’

-

fonksiyonuna hazard fonksiyonu denir. )
TANIM 1.7.3 f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli

tipteki bir » rastgele degiskenin survival fonksivyonu ve

dagilim fonksiyonu sirasiyla 8(x) ve Fi{x) olmak lzere,



f{xn+1) f(x+1)
i) hi)=—r— veya 1ii) hix)= {1.7.3)

S(x) 1-F (1)
fonksiyonuna hazard fonksiyonu denir.

TANIM 1.7.4 (%) olasilik Ffonksiyonuna sahip kesikli
tipteki bir x rastgele degiskenin, F(t) -ile gébsterilen
olasi1lik girkaran fonksiyonu,

CPRY=E(t»)= E txf(x) (1.7.4)
%
dir.

TANIM 1.7.85 f(x) olasilik Ffonksiyonuna sahip kesikli
tipteki bir x rastgele degiskeninin, M(t) ile gésterilen
moment cgikaran fonksiyonu h>0 ve ‘t|{h olmak idzere,

M) =E(exp (t%))=L exp (tx)+f (x) (1.7.5.a)
»
veya
MCt)=14p " st+p 22 /7240 p -tr/ri+... (1.7.5.b)
dir.

TANIM 1.7.6 (%) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
kesikli tipteki bir x rastgele degiskenin, g(t) ile
gbaterilen karakteristik fonksiyonu i2=-1 olmak lzere,

| G(LI)=M{it)=L exp(itn)f(xn) (1.7.6.83)
®
veya
Bit)=l4p g i) +p ' alit)2 /2. .. +p (i) /ri+... (1.7.6.D)

dir.
TANIM 1.7.7 +f(x) eolasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
sirekli tipteki bir x rastgele degiskenin, M) ile

gbsterilen moment ¢ikaran funksiyonu h>0 ve |t|{h olmalk

uzere,
+@
M(t)=E(exp(tx))=f exp{tx)fi{x)dx (1.7.7.a)
J
-

veya



MBI =14 attp 2b2 /204 o bp et /r ... (1.7.7.b)

dir.

IANIM 31.7.8 f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
sirekli tipteki bir % rastgele degiskenin, g§(t) ile
gisterilen karakteristik fonksiyonu i2=-1 olmak lzere,

+o
§(t)=M(it)=j exp(ity)f (x)dx {1.7.8.a)
-o
veya
Gt)=14p " Jit)+p ' Uit)2 /2 '+ a+p (i) /ri+,.. (1.7.8.b)
dit.

TANIM 1.7.9 8(t) karakteristik fonksiyona sahip bir
rastgele degiskenin, K(t) ile gbsterilen kumulant fonksiyonu,

K(t)=log(g(t)) (1.7.9
dir.

Biz tim hesaplamalarda, dogal ( e tabamina  gire)
logaritmay:r kullanacagiz. ‘

1.8 Degisgkenlerin Fonksiyonlarin Dagilaimlarin Gbsterimleri
ve Kisaltmalar
x ve ( parametreli bir » rastgele degiskeni, xio,ff ile
gosterilir.
Bir u:o,f degiskeni icin dagilaim fonksiyonu, Fx(xix,)
ile gésterilir. Eger degisken ismi igerikte belirtilmis iée,

sadece F(xio,f) yazilabilir. Benzer kullanimlar diger
fonksiyonlara da uygulanabilir. Bir xso,f degiskeni igin
olasilik vyogunluk Ffonksiyonu, fi{xia,f) veya F,{ax,n) ile

gbsterilir.

Hir % so,} degigkeni, &rnegin OD(x:o,A) dagilimina sahip
ise, »¥OD(xyA) veya u™0D.(x,f) seklinde vyazilair. on,
(2.1.1.1) ‘de tanimlamnmigtair.

Eullamilacak kisaltmalar ve anlamlarai:

r.d t Rastgele degisken.
Olasilaik fonksiyonu.

o.f
daf t Dagilim fonksiyonu.
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D.6.f : Olasilik gikaran fonksiyon.
m.c.f ¢ Moment gikaran fonksiyon.
o.Y.f : Olasilik yogunluk fonksiyonu.
o.o.f ¢t Ortak olasilik fonksiyonu.

D.0.Y.f Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu.
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2. BBLUM
KESIKLY TiP DAEILIM MODELLER:
Bu bolimde, kesikli tipteki dagilimlari inceleyecegiz.

2.1 Bernoulli Dagilaim:

Cogu uygulamalarda, bir deneme icin genellikle "basari"
yada "basarisiz" olarak nitelendirilem iki olanakli: sonugla
ilgileniriz. drnegin, havaya firlatilan madeni bir paranin
tura yilzinidn liste gelmesi, hilesiz bir zarin yuvarlanmasinda
& nin Uste gelmeei veya idiyice karistarilmis 52°1lik bir
desteden gekilen kartin karo dértli gelmesi gibi.

TANIM 22.1.1 Rir rastgele deneyin olanakli iki sonucu

varsa, bu deneye Bernoulli deneyi yada bir Bernoulli denemesi
denir.
Bir Bernoulli deneyinin yada bir Bernoulli denemesinin
iki olanakli sonucu, eger deneme basarili ise "8" wveya "1",
deneme basarisiz ise ise "F" veya "Q" ile gosterilir.
TONIM 2.1.2 Kesikli tipteki bir »# r.d’'nin o.f,
f({1)=Froblx=11=p
f(0)=Froblx=01=1~-p=q
veya
f(uip)=Froblx=x,; l=p*{(l-p)2—x (2.1.1)
Ma=0,1 0zp<l g=1-p
ise ¥ r.d'ne Bernoulli dagilimina sahiptir denir.
Bernoulli dagiliminda R.={0,13}, 0<p<l ve q=l-p dir.
Bernoulli dagilaimipni, Ei{x:il,p) veya E,{(l,p) ve ilgili

Bernoulli degiskenini, Bil,p ile gisterecegiz. Bernoulli
dagilamimin P parametresi , Bernoulli deneyinde bagara
olasiligadir. Bernoulli deneyinde basarisizlik olasilig:

ise, q=1-p dir.
Bernoulli dagilaimina, Nokta Binomial dagilim da denir.
TEOREM 2.1.1 Bernoulli dagiliminin d.f,
F(o)=1-p
F(l)=p Q<pdl
veya
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"
Fi{x:p)= L p>i{l-p)i—y n=1,2 Odp<i (2.1.2)
y=0
dir.
ISFAT: (1.1.3) ‘deki egitligi kullanarak,
H
Fi(x:p)= E p¥Y({l-pli—v¥
y=0
bulunur.
TEOREM 2.1.2 Bernoulli dagiliminin o.c.f,
F(t:p)=g+pt 0<p<l q=1-p (2.1.3)
dir.
1SFAT: (1.7.4) 'deki egsitligi kullanaral,
1
Fi(tepl)= E (tp)»{1-p)2t—==q+pt
=0
bulunur.
TEOREM 2.1.3 Bernoulli dagiliminin m.g.f,
M(t:p)=g+exp(t)p 0<pl g=1-p (2.1.4)
dir.
1SFAT: (1.7.5.a) ‘daki esitligi kullanarak,
1
M(tep)= B expltu)pr(i-p)2—x=q+explt)p
¥=0
bulunur.

TEOREM 2.1.4 Kesikli tipteki bir » r.d, Rernoulli

dagilaimina sahip ise,

E{x)=p a<p<i (2.1.5)
dir.
d
1SPAT: (1.5.2.b) ‘den E(X)=———{M(t>}|g-o=n'(t)'g-m dir.
dt

M (t)=exp(t)p

dir. 0 halde,

E(x)=p o<{p<l
bulunur.
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TEOREM 2.1.5 Kesikli tipteki bir % r.d, Bernoulli
dagilimina sahip ise,

Var {x)=pq o<pdl qQ=1-p (2.1.6)
dir.

ISPAT: (1.5.5.b) ‘den Var (x)=E(x—p a2)2f{x) dir.

x
Var {x)=Cu2f (x)—2p 1Exf (M) + (" 4)2
¥ ¥
=E(x2)-{E(x) }2 (2.1.6.a3)
d2
dir. (1.5.2.b) ‘den E(x2)=——{M{t) 3 |e=mo=M""() |c=o dir.
dt2

M (t)=exp(t)p
dir. 0O halde,
E(x2)=p O<pal {(2.1.6.b)
elde edilir.

(2.1.6.2) ‘'da, (2.1.6.b) ve (2.1.5) yerine koyuldugunda,
Var (%) =pq
bulunur,

TEOREM 2.1.&6 FKesikli tipteki bir » r.d, FBEernoulli
dagilimina sahip ise,

§8(x)=J{(pg) OLpal g=1-p (2.1.7)
dir.

1SPAT: (1.5.6) ‘da, (2.1.6) yerine koyuldugunda,
SS (x)=J(pqg)
bulunur.

TEOREM _2.1.7 Kesikli tipteki bir x r.d, BEernoulli

dagilimina sahip ise, a= ile gosterilen garpikligi,

ox={q-p) /J(pq) Q<pLl q=1-p {(2.1.8)
dir.
ISPFAT: (1.5.4) ‘den pm=EL(x—p 1)=1=E (x=p " 5)=f (x) dir.
X
p==2x=f(x)—3(u‘;)£x5f(x)+3(u'1)22xf(x)—(u';)s
b % »

=E(x®)-3E()IE (%2 ) +2{E(x) 3™ (2.1.8.a)
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d-‘.!
dir. (1.5.2.b) ‘den E(x®)=—A(M(t) I |emo™M " " (L) |emo dir.
dt=
M (t)=pexp(t) dir. O halde,
E(x=)=p {(2.1.8.b)

elde edilir.

(2.1.8.a) ‘da, (2.1.8.b), (Z.1.6.b) ve (2.1.89) vyerine
koyuldugunda,
P==pqlqg—-p) elde edilir. (1.5.7) ‘deki egitlik kullanilarak,
x=={(q~-p) /Jd (pqg) 0<p<l q=1-p
bulunur.

TEOREM 2.1.8 Kesikli tipteki bir % r.d, Eernoulli

dagilimina sahip ise x4, ile gdsterilen sivriligi,

Xa=—3+ 1/(pq) Q<pel q=1-p (2.1.9)
dir.
ISFAT: (1.5.4) ‘den pa=EL(x—p ,)2I=E(x—p 1) 2f (%) dir.
b
Fa=EXFf () =4p  qEXZF (M) +O6 ("1 ) 2ER2F () =G (p ' 2 )SEnfF () +(p'41)°

] b ® %
=E(x2)—4E (X)E (=) +6{E(x)I2E(®2)-F{E(%) 1% (2.1.9.a)
x,,dq
dir. (1.5.2.b) "den E(x‘)gL——{ﬂ(t)}lt-°=M(1v)(t)lg-m dir.
dt<
Metzv? (t)=pexp(t) dir. O halde, .
E(x?)=p (2.1.9.b)

elde edilir.

{Z2.1.9.a) 'da (2.1.9.b), (2.1.8.b), (2.1.6.b) ve (2.1.5)
yerine koyuldugunda,
Pa=pq{1-3pq) elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullamilarak,

Xa=—3 + 1/(pq) o<ps 1 qQ=1-p
bulunur.

Bernoulli Dagilim: daha genis ve detayla olarak, genel
halde Rinomial dagilimi boliminde incelenecektir.
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2.1.1 Diger Dagilimlarla Ilisgkileri

Inceleyecegimiz kesikli tip dagilimlarin cogu, Hernoulli
denemelerinin yapilmasiyle elde edilmis dagilimlardir. Bu
dagilimlar kisitlanmis Bernoulli deneme dizileridir.

TANIM 2.1.1.1 X ve Y herhangi iki r.d olmak uzere,

1)y X~y (2.1.1.1.a)
2) X™Y =2x¥y™X (2Z.1.1.1.b)
3) X™MY ve YVZI =x X™I (2.1.1.1.¢c)

kosullarini saglayan "™~" bagintisina, dagilamlarin denklik
bagintisi denir. {(Hasting ve Feacock, 1975 s:19)
Burada X“Y'nin anlam::"X r.d, ¥ r.d gibi dagilmistir.”

veya "X r.d, yaklasik olarak Y r.d'nin dagilimina sahiptir."
dir.

Fisitlanmig Bernoulli deneme dizileri arasindaki
bagintilar igin kisaca dagilimlari ve bu dagilimlaran

degigkenlerinin gisterim ve anlamlarini verelim:
1) Binom dagilimi B(x:n,p): Bin,p
"n tane Bernoulli deneme dizisindeki basarilarin toplam
sayisi”.
2) BGeometrilk dagirlam G{n:p); BG:p
"ilk bagariy: elde etmek igcin gerekli denemelerin sayisi'.
X} Paskal dagilaimi Cinix,pl; Cix,p
"w basgaril elde etmek icin gerekli denemelerin sayisi".
4) Negatif Binom Dagirlimi NE(y:x,p): Yiu,p
"w—inci basari da dahil olmak Uzere, x basari elde etmek
icin gerekli denemelerdelki basarisizliklarin sayisi".
dir. Burada,
p:RBernoulli olasilik parametresi yada bir tek denemedeki
basari olasiligini.
n:deneme sayisinl.
sbasarilarin sayisinl.
yibasarisizliklarin sayisini.
giistermektedir.
1) Bernoulli dagilimi, PBinomial dagilimin n=1 ozel
halidir.

B(x:n,p) dagrlimina sahip bir x r.d’'nin o.f, .
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n
fixen,pl=( Ip*{l-p)—x (2.1.1.2)
®
o<p<l g=1l-p ®=0,1,2yu..4n
dir.
Binomial dagiliminda, bzel alarak n=1 alalim. Bunun

anlami bir tek Bernoulli denemesi yapilacaktir. Deneme ya
bagarilidir vyada basarisizdir. Biz BHinomial degigkenini
Bin,p ile gistermigtik. O halde n=1 Szel durumu igin Binom
dedgigkeni B:l,p olur, buda Bernouwlli degigkenidir. n=1 §&zel

durumu igin (2.1.1.2) 'deki o.f,

i
fissl,pl={ I)p*{l-p) 1= ®=0,1 Odpil g=1l-p
=p* (l—-p) 1 ®=0,1 O4p<l.

dir. Bu da, (2.1.1) 'deki o.f esittir.
Sonug olarak, EBinomial dagiliminda n=1 odzel durumu,

Bernoulli dagilimini verir.

f& f(x)

4 )

- F= 0,25 - P =0.5

] : £6)

i 4 A p=o- {

—> X > X -

A o 4 2 o 4 . 1

| F: 0.75 j p= o./‘ _
l > X ] > X I > X
e} 1 Po) 4 o 1

Sekil 1. Bernoulli Dagiliminin p parametresinin degisik
degerlerine gére o.f 'nun grafikleri.
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2.2 Binomial Dagilimi

Tekrarliy olarak Fernoulli denemelerinin yapildigy bir
deneyi dusinelim. Bu tip deneye de Binom deneyi denir.
drnegin, madeni bir paranin S5 kez havaya fairlatilmasinda,
gézlenen turalarin toplam sayisi deneyi gibi.

TANIM 2.2.1 FKesikli tipteki bir % r.d, n bagimsiz

denemenin basarili olanlarin toplam sayisi: olsun. Rir tek
derneme igin basarili olma olasiligr p, basarisiz olma
olas1ligr g=l-p ise, asagidaki 4 kosulu saglayan’'x r.d’'ne
Binomial r.d denir.

1) Herbir deneme icin yalniz iki olanakl: sonug vardir.

2) Basarma olasiligl p, her bir deneme igin aynidir.

Bagaraisizlik olasilaigy g=1-p dir.

3) Denemeler birbirinden bagimsizdirlar.

4) Deneme sayisl h sabittir ve denemeler yenilenebilir.
(Akdeniz, 1984 s:176)

TANIM 2.2.2 Kesikli tipteki bir x r.d'nin o.f,

n

fi{xin,p)=( Ip*{l-p)n~—x (2.2.1.a)
X

veya,

n

flxen,pl=( )ﬁ”q""" (2.2.1.b)
8

H=0,1,0uu4n oCpill g=1-p

ise x r.d'ne Binomial dagilimina sahiptir denir.

Binomial dagiliminda, R,={0,1,2,...,n}, O0pil ve g=1-p
dir.

Binomial dagilimini, Bi{x:n,p) veya B.,{(n,p) ve ilgili
Binomial degiskenini, B:n,p ile gisterecegiz. Binomial
dagiliminin n ve p parametreleri sirasiyla, deneme sayisi ve

Bernoulli olasilik parametresidir.



TEOREM 2.2.1 Binomial dagiliminin d.f,
¥ n
F(xrn,pl= E ( )p¥{(l-p)n—v¥ O < p <1
y=0 Y
dir.
1SFAT: (1.1.3) ‘deki egitligi kullanarak,
X n
Fi(xsng,pl= £k ¢ Ip¥{l—p)n—v¥.
y=0 b4
bulunur.
TEOREM 2.2.2 Binomial dagiliminin o.c¢.f,
Fi(ten,p)=(g+pt) " O<p<l g=1-p
divr.
1SFAT: (1.7.4) ‘'deki esitligi kullanaralk,
n
Fi{tin,p)= £ (pt)rgr—=
»=0
dir. Binom teoreminden,
n
L (ptixgn—==(q+pt)™ dir. O halde,
®=0
F(t:n,p)=(qg+pt) "
bulunur.
TEOREM 2.2.3 Binomial dagilaiminin m.g.¥f,
M(tin,p)=(g+exp(tip)m 0<p1 g=1-p
dir.
ISPAT: (1.7.5.a) ‘daki esitligi kullanarak,
n
Mitsn,pl= £ (exp(tp))xgn—>
®=0
dir. Binom teoreminden,
n
I (exp(tp))xngr—==(qg+exp(t)p)m dir. 0 halde,
®=0
M(ten,p)=ig+texp(tip)®
bulunur.

21

(2.2.2)

(2.2.4)
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TEOREM 2.2.4 Kesikli tipteki bir x r.d, Binomial
dagirlimina sahip ise,

E(x)=np O<{p<t (2.2.5)
dir.
d
1SFAT: (1.5.2.b) ‘den E(X)=———{M(t)}lg-o=m'(t)lg-m dir.
dt

M’ (t)=n(g+exp(tlip)n—12
dir. 0 halde,
E(x)=np O<pal
bulunur.
TEOREM 2:.2.5 FKesikli tipteki bir % r.d, Rinomial

dagilimina sahip ise,

Var (%) =npqg O<p<l g=1-p {(2.2.6)
dir.
da2
1SFAT: (1.5.2.b) ‘den E(x2)=-——{M(t)}|t-o=M"(t)|t-¢ dir.
dtz

M (t)=npexp(t)lexp(t)ptqln~2i(n-1)pexp{t) /(exp(t)p+g)+1d
dir. 0 halde,
E{(x2)=n{n—-1)p2+np (2.2.6.a)
elde edilir.

(2.1.6.3) ‘'da, (2.2.6.a) ve (2.2.5) yerine koyuldugunda,
Var (%) =npg
bulunur.

TJEOREM 2.2.6 FKesikli tipteki bir » r.d, Binomial

dagilimina sahip ise,

88 (x)=J(npqg) O<pal q=1-p (2.2.7)
dir.

1SPFAT: (1.5.6) ‘da, (2.2.86) yerine koyuldugunda,
88 (x)=J(npqg)
bulunur.

TEOREM 2.2.7 Kesikli tipteki bir » r.d, Binomial
dagilimina sahip ise, x= ile gdsterilen carpiklaiga,

ax=(q-p) /4 {npq) Q<pl q=1-p (2.2.8)
dir. )
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a=

ISFAT: (1.5.2.b) ‘den E(Xa)=——{M(t)}|g—°=M'"(t)lg-o dir.
dt=

M’ (t)=ppexp(t) (g+texp(t)p)r—2
Cin—-1)(n-2)exp{2t)t2/(gt+texpitip)2+
I(n-1)exp(t)p/(g+exp(tip)+l11]

dir. O halde
Ex®)=npl{n—-1)(n—-2)p2+3{n-1)p+11] (2.2.8.a)
elde edilir.

(2.1.8.a) ‘da, (2.2.8.8), (2.2.6.a) wve (2.2.5) vyerine
koyul dugunda,
H==npq (q—p)
elde edilir. (1.5.7) 'deki esitlik kullarilarak,
ax=(q-p)/J{npqg) Q«<p<l g=1-p
bulunur.

TEOREM 2.2.8 Kesikli tipteki bir x r.d, Finomial

dagilimina sahip ise, og ile gosterilen sivriligi,

Xga=3—{&/N)+{1/{(npqg)) Q<p<l q=1-p (2.2.9)
dir.
fa bl
ISPAT:(I.S.Z.b)'den,E(x4)=——{M(t)}lt_°=M‘=V’(t)'e_g dir.
dt=

Mez2v? (t)=npexp(t) (g+texp(t)p)—2
E(n—1) (n=-2) (n—=3)pPexp(3t) /{(g+teupit)p)™
+6(n—-1) (n—-2)pexp(2t)/(qtexp(t)p)2
+7(n—1)pexpit) /{gtexp(tIp)+11
dir. 0O halde,
E(x®)=npli{n~1) {(n-=2) (n—-3) p=+6({n—1) (n-2)p2+7{n-1)p+1d (Z2.2.9.a)
elde edilir.
(2.1.9.a) 'da, (2.2.9.a), (2.2.8.a), (2.2.6.a) ve (2.2.5)
verine koyuldugunda,
Ha=npgq(1+3pq{n-2))
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,
Ag=3—(6/N)+(1/ (npg)) Q0<p4l q=1-p
bulunur.
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TEOREM 2.2.9 Binomial dagilaiminin karakteristik
fonksiyonu,

gi{tin,p)=(g+exp(t)pin O<p<l q=1-p (2.2.10)

dir.
1SPAT: (1.7.6.a) ‘daki esitligi kullanarak, (2.2.4) 'de,
t yerine it alindiginda,
g{t:n,pl=i(g+texpit)pin
bulunur.
TEOREM 2.2.10 Hinomial Dagiliminin modu,

(n+1)p-1ixi(n+l)p (2.2.11)
dir.
f ()
1SFAT: (2.2.1.b) 'deki o.f alalim ve —— oOranina
fix-1)
bakalaim.
n!
f(u)=——— prqen—x? (2.2.12)
(n—x) txn!
(n-1)1
f(x—-1)= pisTirgin—ix—122
(h—{(x—1)) ' (x—-1)!
£ (%) pln—x+1) !t (x-1)! p{n—-x+1)
f(x—-1) gln—x) Isx! aqx
bulunur.

f(x) > {x—1) ise, f fonksiyonu artandir <= p(n—x+1)3qx.
pln—x+1) *qr=(1-p)x =inp-pu+pin—px =3 np+pixn =k p(l+n)>x dir.

=p{1+n) olsun.

1) m bir tamsayi degilse, % i m igin f{x) artandir. xim
icin f(x) azalandir.

é) m bir tamsayr idise x=m ‘de fi{¥) maksimumdur.
fF(x)=F(x—1) dair. O halde x=m—1 f(x) Ffonksiyonunu maksimum
vapan ikinci noktadair.

Sonuc olarak m—13ixim bulunuwr. (Rousas, 1973 s:76)
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2.2.1 Binomial Dagiliminin Uygulama Alanlara

n bagimsiz Bernoulli deneyinde basarilarin toplam sayis:
®=0,1,...,4,n dir. Binomial deneyinin, 88S...5FFF...F dizisini

® n—x
ele alalim. Burada 8 basariyi1, F ise basarisizlig:
gbstermektedir. CGarpim teoreminden, (Akdeni=z, 1984 s:18)
yukaridaki dizinin olasiligy px(l-p)m—= ‘tir, Denemel er
birbirlerinden bagimsiz olduklarindany bir gurupta x, diger
gurupta (n-x) sonuc bulunan n  sonucun farkla dizilerinin
n
sayisi, ( ) 'tir. Bir defada bir olay elde edileceginden
by
olaylar ayriktir. Toplama teoreminden, (Akdeniz, 1984 s:17)
¥ r.d’'nin o.¥f,
n
fixsn,pl=( Ipr{l-p) tn—K2 #=0,1,2,000 40 o<p+l
#

bulunur.

Einomial dagilimin en yaygin uygulamalarinin oldugu
alanlar: kalite kontrol wve givenirliliktir. Bu alanlarda
Binomial dagilaiminin tipik bir o6rnegini inceleyelim.

ORNEK, 2.2.1.1 Fabrikalarda mamiller biyik miktarlarda

iretilmektedir. Uretilen bu mamiillerden 20 birimlik bir pay,
drneklem alinsin. Bu drneklemde, 3 vyada daha az kusurlu
birim bulundugunda mamil dretilecektir. Eger mamild Gretim
islemi %10 hatali ise pay yada drneklemin kabuledilebilirlik
olasrligyr nedir?

Diger bir ifadeyle herbiri 0.1 basari olasiligina sahip
20 bagimsiz Bernoulli denemesinde 3 yada daha az basari elde
etme olasiliga nedir?v

Bu n=20 ve p=0.1 parametreli bir Binomial dagilimidir.
g=1l-p den q=1-0.1=0.9 bulunur.
 Problx:i31=F(3:20,0.1) ‘dir. (2.2.2) 'den ,

3 20

F{Z:20,0.1)= E ¢ ) (0. 1)>{(0.9) 29-v=0.86705 bulunur.

y=0 Y
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0O halde, ProbIlx231=0.B6705'tir.

Bazi uygulamalarda, BRinomial dagilaima Normal dagilamla
yaklasim daha pratik olabilir.

Einomial dagilami, p=0.5 igin simetriktir. p=0.5
oldugunda Binomial dagilim, n gok blyilk oldugunda simetriye
yakinsar. Eger n c¢ok biytik ve p=0.5'e cok yakin ise bu
vakinsama daha da hizli olur.

n blyddiginde, PBinomial dagilimina ayn: ortalama, p=np
ve varyans, oi=npq ile bir normal dagilimla vyaklagilabilir.
Bu vaklasim np ve npg ‘nun her ikisininde en az 5 oldugu
durumlarda iyi sonug verir. (Hahn ve Shapiro, 1967 s:144).

Simdi bununla ilgili bir o6rnegi inceleyelim.

SRNEK 2.2.1.2 Bir fabrikada galisan isgilerin yldzde 40
sendika Uyesidir. BRir gazete arastirmasinda bu fabrikada
galisan 100 isgi rastgele segiliyor. 100 kisilik &rneklemde
S50 yada daha fazla kisinin sendika dyesi olmasi olasilig:
nedir?

Bu drneklem, 100 Bernoulli denemesinden olusuyor.
Dolayisiyla bu, n=100 ve p=40/100=0.4 parametreli Binomial

dagilimidir.
p=np =» p=40 ve o2=npq = 02=np({l-q)=40(1-0.4)=24 ve o=4.9

bulunur.
p ve o2 ‘mnin her ikiside 5 ‘ten bilyik, dolayisiyla
Bianomial dagilimina, Normal dagilimla yaklasimda

bulunabiliriz.

Simdi p=40 ve 0=4.9 parametreli bir Normal dag:ilimdan
alinmigs bir ©oOrneklemde 49.5°' den daha bilyilk bir deger elde
etme olasiligini bulacagaz. 50 vyerine 49,5 aldik, ciinki
kesikli tipteki bir dagilim olan Binomial dajilimina sirekli
tipte bir dagilim olan, Normal dagilimla vyaklasirken, x=50
noktasi yerine %,=49.5'den %==50.5 araligi alinir.

Biz standart Normal dagilim igin (x,-p)/¢ 'nin sagindaki
kismin alaninia bulmak istiyoruz.

L(xa—p)/70cl=[(49.5-40)/4.91=1.939 bulunur. Standart
Normal dagilim (p=0 ve o=1 parametreli Normal Dagilam)
tablosuna baktigimizda, 0.0263 gibi bir deger bulunur. Yani-
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rastgele secilen 100 kigsiden S50 yada daha fazlasinin sendika
iiyesi olmasi sansi 0.0263 tir.
(Staff of Computation Labroratory, 19355) ‘deki tablolandirmada

SONUG 4
100 100
Froblxx501 = { ) (0.4)¥(0.6)21°°0~¥Y=0.0271 dir.
y=50 Yy
Bu degerle, Standart Normal dagilim ile vapilan

vaklasimda elde edilen deger, birbirlerine cok yakindir.

Eger biz 50 yada daha az sendika lUyesi olma olasiligin:
hesaplamak isteseydik, Standart Normal dagilim icin
[{a—p) /el = [(50.5-40)/4.91=2.14 ' in solundaki alana

hesaplayacaktik.

2.2.2 Binomial Dagiliminin Parametre Tahminleri _
Genel de deneysel verilerden, yani n denemedeki
basarilarin toplam sayisindan, [} tahmin edilir. P

parametresi igin bir tahmin,

Basarilarin sayisl ®
p= = (2.2.2.1)
Deneme sayisa n
dir.
ORNEK _2.2.2.1 Bir (retim payindan alainmis bir drneklemde
10 pargadan dgdnin  kusurlu olmas: durumunda, bu dretim

payindaki kusurluluk yizdesi hakkinda ne séylenebilir?

(2.2.2,1)" den, p =3/10=0.3 bulunur. Yani kusurluluk
yizdesi 0.3°tiwr.

ORNEK, 2.2.2.2 Rir pazarlama, danismanlik sirketi vyeni
bir mamiil igin piyasa aragtirmasi yapiyor. Bu arastirma icin
rasgele segilmis 100 kisilik bir 6rneklemden 32 kisi yeni bir
model mizik seti almak istiyor. Bu bilgilerden yeni bir
model milzik seti alacak bireylerin p orani hakkinda ne
siylenebilir?

(2.2.2.1) ‘den, p=32/100=0.32 bulunur.

Simdi Pp ‘nin maksimum likelihood tahmin edicisini

hesaplayalim. N



n
1) p ‘'nin tahmini: Ni,Nz2,.-23Nna veya enazindan In,
i=1
biliniyorken,
NigHRgnnsg¥n N2 1=1,2,...4n ve p parametreli Binomial
dagilimdan alinmis n hacimlik rasgele bir odrneklem olsun.
M i=1,2,...,n’1erin o.o0.f lari,
n
L Nne
i=1 n n

FlRagaens¥miNaiygessNasp)=( }) p L e (1-pI)Eing—x.) (2.2.2.2)

n i=1 i=1
I 4
i=1
Lip)=Ff(HagauegtniNigeesyNnyp) oOlsun. Lip)~ nin
logaritmasiniy alalim.
iy
L N
Ti=1 n N
In{L(p)3i=1n{( DI+In(PlExys+1ln(l—p)I (ng—x4) (2.2.2.3)
n i=1 i=1
L My
i=1
(2.2.2.3) "4n p’'ye gbre tirevini alalim ve sifira esitleyelim.
dfin{l.(p) 31 n n
={1/p)Exa1—{1/{1-pP)IENs—x,)=0
dp i=1 i=1
n n
Buradan 6=( Exy) /< Eni) bulunur. 6‘, p icin yansiz bir
i=1 i=1
tahmin edicidir. Yani,
E¢ P r=p (2.2.2.4)

dir.

Burada ni 'lerin tahmini o kadar dnemli degildir.

% r.dy n ve p parametreli Binomial dagilima sahip olsun.
Bu x r.d ‘nin bir tek g8zlenen degeri verildiginde p
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biliniyorsa, n igin dogal tahmin edici (x/p) dir. Bu n igin
vansiz bir tahmin edicidir.

Eger ne n, ne de p bilinmiyorsa, bir tek gézlem igin n
ve p ‘yi tahmin etmek mumkin degqildir. Bununla birlikte
MisMmganes¥n lerin hepsi ayni egit n ve p parametreli
HRinomial dagilima sahip ise n=Na=nz=....=n- momentleri
karsilastirma metodu ile n ve p tahmin edilir.

my=% ve mx=852 sirasiyla, (1.46.2) ve (1.6.5) ‘deki gibi
alinsin. BRinomial dagiliminin beklenen degeri ve varyansil,
(2.2.59) ve (2.2.6) 'dan sirasiyla, E(x)=np ve Var (x)=npq dir.
mi=np ve mz=np{l-p) alalim. Buradan,
n=mi2/{mi—m=) ve p=l-(ma/m,s)
elde edilir. 0O halde, n ve p'nin tahminleri,

T= % 2/{ % -82) ve P=1-{G2/ % 3
bulunur.

Burada bir seye dikkat etmek gerekiyor: Eger ¥, 52° den
kiigilk ise, n nedgatif olur. Bu da HBinpomial dagiliminin,

veriler igin uygun bir model olmadigini gidsterir.

2.2.3 Diger Dagilaimlarla Ilisgkileri

Rolim 2.1.1°'de acgiklandigr gibi Bernoulli dagilaimi,
Binomial dagilimin n=1 dzel halidir.

Bu bl imde Hinom dagrlim ile Poisson dadgilim
arasindaki bagintiyi inceleyecegiz.

Bi{xX:n,p) ile gosterilen Binomial dagilaiminan,
(2.2.1.a) 'daki o.f alalaim.

n!
f{xin,p)=————— pX(l-p)r—>
(n—x) tul
nl=1.2. 3. .. (Nn=¥-1) (n=-R®) {n—%u+1) ... (n-1)n
® terim var
(N=x+1)...(n=-1)nN

fixzn,pl)= pr{l-p)n—x

w!

pay ve paydayir n* ile garpalim,



fixin,pl)= (np)» (1—p)r—=
#®ink
'5np olsun. Bu ayni zamanda Binom dagiliminin beklenen

degerine esit.

#—1 ®—2 1 (l—p)rm g
flxan,p)=(1- ) (1~ Yanaal- )

n n n (1-p)>» !

®=—1 n—2 1 1

lim (1 ) {1 ) R R ) =1 dir.
n-o n n n (l-piw
p—->0
lim {(1-p)™=exp(-7) bulunur.
n->o
p->0
Yani ,

exp (—-1) >
lim f{xn,p)= ;
n-ro ®!
p=*0

dir. Buda (2.8.1) ‘deki Foisson dagiliminin o.f 'dur.
Sonug olarak, Binomial dagilimda n-3eo, p—->0 ve v=np

alindiginda Foisson dagilimina yakinsar.
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Sekil 2. Rinomial Dagiliminin n ve p parametrelerinin

degisik degerlerine gbére o.f 'nun grafikleri.
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2.3 Pascal Dagilim

Her bir denemede bagari: olasiligy p olan bagimsiz
Bernoulli denemelerinin yapildig:r bir deneyi dislnelim.

TANIM Z2.3.1 k basari elde etmek icin gerekli denemelerin
sayis: Fascal r.d’'dir.

TANIM 2.3.2 Kesikli tipteki bir % r.d'nin o.+,

u—1

fi{xnsk,p)={ Ipe{l—p)r—k {(2.3. 1)
k-1

M=k, k+l,... Ll . TR olpil

ise ¥ r.d’'ne FPascal dagilimina sahiptir denir.
TANIM 2.3.3 Bununla birlikte, k basari elde etmek igin

vapirlan denemelerdeki basarisizliklarin sayisi da Fascal r.d
dit.
TANIM 2.3.4 Kesikli tipteki bir % r.d’'nin o.+f,
¥+k~1
Fhushk,p)=t( yprHil-p)= (2.3.2)
k-1

:’(=‘:),1’2’.II k=1,2,3,-.- 0'::p<:1

ise % r.d’'ne Pascal dagilimina sahiptir denir.

Fascal dagiliminda k=1,243ycuns olmak izere,
Rie={k k+1 ,k+2,...3 ve 0O«4p<l dir.

once f{wr=L1/(1-w)"1] fonksiyonunu we=0 etrafindaki
Taylor seri agilimina bakalim.

fiw) ‘'nun, wWo=0 etrafindaki Taylor seri agilimi,

1 r ri{r+l) Fir+l) {r+2)
flw)=——— = 14+ v+ wa + Wi+ L. (2.3.3)
(1~w)r 11 21 Ky
dar.
Fascal dagirlimini, Cixzk,p) veya C,(k,p) wve 1ilgili
FPascal degiskenini, Cekyp ile gisterecegiz. Fascal

dagiliminan k ve p parametreleri sirasiyla, basari sayisi ve
Bernoulli olasilik parametreleridir.
Fascal dagilimina, Rinomial bekleme zamani dagilimi da

denir. a
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BRiz Fascal dagilaim ile ilgili hesaplamal arda,
(2.3.1) ‘deki o.f kullanacagiz.
TEOREM 2.3.1 Pascal dagiliminin d.f¥f,
% y-1
Fixshypl= E ( } pHl{l—-p)¥y—k (2.3.4)
y=k k-1
dir.
18FAT: (1.1.3) ‘deki esitligi kullanarak,
b y—1
Fixshypl= ¢ ( ) p¥el{l-p)vy—k
y=k k-1
bulunur.
TEOREM 2.3.2 Pascal dagilaiminin o.c.f,
F(tik,p)=[pt/(1-tqg) ¥ =1,2,3,... 0<p<l g=1-p (2.3.95)

dir.
ISFAT: (1.7.4) ‘deki egitligi kullanarak,
o x-1
Fi{tek,p)=i(p/g)* E ( Y{tg)» dir.
k-1
y=x—k alalim. y=u—k =i x=y+k
© y+k—1
P(tek,p)= (pt)* E ( J{tg)» dir.
y=0Q k-1
® y+k—-1 1
(2.3.3) 'den  E { ) (k) v —— dir. 0O halde,
y=0 k-1 (l-tq)¥™
pt
Pi{t:k,p)= (——) ¥ k=1,2,3,cc0>s Q<p4l g=1-p
1-tq
bulunur.
TEOREM 2.3.3 Pascal dagilaminmin m.g. ¥,
pexp(t) .
Mi{t:k,p)=( ¥ k=1,2,3,... Qpdl q=l-p (2.3.6)
l-exp(t)q

dir.
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ISPAT: (1.7.5.a) 'daki esitligi kullanarak,

@ -1
M(tsk,p) = (p/qg)« E ( Y exp(t)g)®* dir.
=k k-1

y=x—k alalim. y=x—k =3 x=y+k
pexp(t) @ y+k—1

M{t:k,p)l=(————) = & ¢ Y(exp(t)q)¥ dir.
q y=0Q k—1
o y+k-1 1
(2.3.3)°'den E ( ) (expi{t)qlvy= dir. 0O halde,
y=0 k-1 (1—-exp(tliq)®
pexp (t)
Mi{tsk,p)=¢ )k k=1,2,3,... Q<p<1l qg=l-p

l-exp(tlqg
bulunur.
TEOREM 2.3.4 HKesikli tipteki bir % red, Fascal

dagilimina sahip ise,

E{x)=k/p k=1,2,3,... Q<p1 (2.3.7)
dir.
d
ISPAT: (1.5.2.b) ‘den, E(x)=——{M(t)}|t_o=M'(t)lg-m dir.
dt
pexp(t) pexp (t)
M (t)=k {(——————) tk—1>
l-exp(tig (1-exp(tiq)?
dir. 0O halde,
E{x)=k/p k=1,2,3,u0.. Q<pal

bul unuw-.
TEOREM 2.3.5 Fesikli tipteki bir x r.d, Fascal
dagilimina sahip ise,
Var {(z)=(kq)/ p2 k=1,2,3,... 0O<pl q=1-p (2.3.8)
dir. '
d2
1SPAT: (1.5.2.b) "den, E(Xz>=——{M(t)}lg-o=M"(t)'e—a dir.
dt2
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k(pexp (t))* (k+exp (t)qQ)
M (t)=

(l-exp(t)qg) tk+=22

dir. 0O halde,
E{x2)=(k2+qk) /p2 (2.3.8.a)
elde edilir.

(2.1.6.2) ‘'da, (2.3.8.a) ve (2.3.7) yerine koyuldugunda,
Var (x)=(kq) /p2 k=1,2,3,... O<p<l = qg=1-p
bulunur.

TEOREM 2.3.6 Fesikli tipteki bir x +r.d, Fascal
dagilimina sahip ise,

§8(x)=J(kq) /p k=1,2,%,... 0<{pd1 q=1-p (2.3.9

dir.

I8FAT: (1.85.6) ‘da, (2.3.8) yerine koyuldugunda,
8S(x)=J(gk)/p
bulunur.

TEOREM 2.3.7 Kesikli tipteki bir ® re.d, Fascal
dagilimina sahip ise, o= ile gosterilen garpikligy,

ax=(2-p) /I {kqg) k=1,2,3,... o<pil g=1-p (2.3.10)
dir.

da
I8FAT: (1.5.2.b) ‘den, Ex®)=—~_M(L)} {eao=M"""(1) |e=e dir.
dt=
k(pexp(t))* )
M (t)= - Ck2+3kgexp{t)+giexp(2t)+gexp(t) ]
(1—-exp(t)q) sk+=?
dir. O halde,
E(x™)=k (k2 +3kg+qg2 +q}) /p= {2,.3.10.a)

elde edilir.
(2.1.8.3) ‘da, (2.3.10.a), (2.3.8.a) wve (2.3.7) yerine

koyul dugunda,

pa=kg(q+l1) /p=

elde edilir. (1.5.7) 'deki esitlik hkullamlarak,
ax=(2-p) /¥ (kq) k=1,2,3,... 0pL1 g=1-p

bulunur.



TEOREM 2.3.8 Kkesikli tipteki bir b r.o, Fascal
dagilimina sahip ise, x4 ile gisterilen sivriligi,
Xa=3+ b/ k)Y +Lp2 /(kqg) ] k=1,2,3,... 0ip<l qg=1-p (2.3.11)

dir.
[
ISPAT: (1.5.2.b) "den,Ex®) =— ML)} |emo=M* ¥’ (1) | emn dir.
dt<
1
Mszw? {t)= {k(pexp{t))*Lk{l-exp(tiq)+

(1-exp (t)g) ck+a?
(k+J)expit)ql+
[IZkgexp (t)+2q2exp (2t) +gexp (b)) Ik (pexp (R} ) (l-axp (k) q) 3
dir. 0 halde,
E{x?)=(k*+6k=q+7k2q2 +4k2 gq+kq™=>+4kqg2 +kq) / pe (2.3.11. &)
elde edilir.
{(2.1.9.a) 'da, (2.3.11.a),(2.3.10.a),(2.3.8.a) ve (2.3.7)
verine koyuldugunda,
Pa=(3k2ql +kq™=+4kq? +kq) /p2
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,
Aa=3F + (&6/k)+Lp2/1{kqg)]
bulunur.

TEOREM 2.3.9 Fascal Dagiliminin Karakteristik

fonksiyonu,
git)= [pexplit)/{l-exp(itliqg)l* (2.3.12)
k=1,2,3,... 0Zp<l q=1-p
dir.
1SPAT: (l.7.6.a) 'daki egitligi kullanarak, (2.3.6) da,
t yerine it alindiginda,
B(t)= [pexplit)/{l-exp(it)qg) ™

bulunur.

2.3.1 Pascal Dagirliminmin Uygulama Alanlari

Fascal dagilimi, daha ileriki bélimde inceleyecegimiz, k
ve jul parametreli Negatif Binomial dagiliminan, k
parametresinin pozitif tamsay: oldugu §&zel halidir. Daha
detayla ol arak Negatif Binomial dagilim bdliiminde



incelenecektir.
Fascal dagilimi ile ilgili basit bir 6rnegi inceleyelim.
ORNEEK _2.3.1.1 Her bir denemede basari olasiligil 0.4 olan

bir deneyde, idginci basariyi onuncu denemede elde etme
olasiligini hesaplayalim.
x—1
i ky,pl=( Ipe{l-p)x—k =k k+l, o k=1,2,... Oipil
k-1
9
FC10:3,0.4)=( ) (0,4)=(0,8)7=0, 0645
2

bulunur.

2.3.2 Pascal Dagiliminin Parametre Tahmini

k—i1nci1 basarida dahil olmak lUzere, k basari elde etmek
igin gerekli denemelerin bir dizisini disinelim. x deneme
sayis1 olmak ilizere p 'nin tahmini, p=k/x ‘tir. Bu aynm
zamanda, (2.2.2.4) ‘deki kosulu sagladigr igin yansiz bir
tahmin edicidir. Yani, E(p)=E(k/%)=k/E(x)=k/(k/p)=p dir.

Simdi momentleri karsilastirma metodunu kullanarak, k ve
p parametrelerinin tahminlerini hesaplayalaim.

my=% ve mz=52 sirasiyla, (l1.6.2) ve (1.6.5) ‘deki gibi
alinsin. Pascal dagiliminin beklenen degeri ve varyansi,
(2.3.7) wve (2.3.8) 'den sirasiyla, E(x)=k/p ve Var (x)=(kqg)/p2
dir. ma=k/q ve m=={(kq)/p2 alalim. Buradan,
p=my/ (Ma1+m=) ve k=m;2/(my+m=z)
bulunur. 0O halde, k ve p’'nin tahminleri,
=% 2/(% 482) ve P=F% / ( % + 82)

dir.

2.3.3 Diger Dagirlimlarla tliskileri

(Hastings ve Feacock, 1975 s:29) ‘'da verilen baginti:

1) Pascal dagilimi ile Negatif Binomial dagilim
arasindaki ilisgkis

Caxtyp¥e+Yeix,p
dir.



2.4 Geometrik Dagilim

Her bir denemede basar: olasiligy p, bagarisizlik
olasi1li§r q olan bagimsiz Bernoulli denemelerinin yapildig:
bir deneyi disiinelim.

TANIM 2.4.1 11k basariy elde etmek igin gerekli
denemelerdeki bagarisizliklarin sayisi, Geometrik r.d’'dir.

TONIM 2.4.2 Kesikli tipteki bir % r.d'nin o.f,

f(xip)=pq“ ®=0,1,2,%,... 0<pal g=l-p (2.4. 1)

ise ¥ r.d’'ne Geometrik dagilima sahiptir denir.
TANIM 2.4.3 Bununla birlikte, ilk bagsariyr elde etmek
icin gerekli denemelerin =zayisi1 da Geometrik r.d’'dir.
"TANIM 2.4.4 Kesikli tipteki bir x r.d’'nin o.f,
f{x:pl)=pg>»~—12 =1,2,3,... Q<pil g=1-p (2.4.2)

ise # r.d' ne Geometrik dagi1limina sahiptir denir.

Geometrik dagilimi, Gx:p) veya G (P) ve ilgili
Geometrik degiskeni, G:p ile godsterecegiz. Geaometrik
dagilimin p parametresi, Bernoulli olasilik parametresidir.

Biz Geometrik dagilimla ile ilgili hesaplamalarda
(2.4.2) ‘'deki o.f kullanacagiz.

Geometrik dagilimda R,={1,2,3,...3, Oip<l ve g=1-p dir.

TEOREM 2.4.1 Geometrik dagilimin d.f,

Fix:pl=1-g> QO4p<l q=1-p (2.4.3)

dir.
ISPAT: {1.1.3) 'deki esitligi kullanarak,

Fixsp)= Z pqgq¥~* dir. Geometrik serinin kismi toplaminda,

y=1
M 1-g>
I qgv—i= dir. 0O halde,
y=1 1-q
Fix:p)=1-qg* 04p<t g=1-p
bulunur .

TEOREM 2.4.2 Geometrik dagilimin o.c.f,
F(t:p)=pt/(i1-tq) o<{p<1 g=1-p (2.4.4)

+

dir.
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ISPFAT: (1.7.4) 'deki esitligi kullanarak,
p @ @
Flt:p)= —— E(tglu= pt E (tglu-1 dir. Geometrik serinin
g x=1 x=1
toplamindan,
@ 1
I (tgq)*~*= ———- dur. O halde,
n=1 1-tqg
F(t:p)=pt/(1-tqg)
bulunur.
TEOREM 2.4.3 Geometrik dagilimin m.g.¥f,
M(t:p)=pexp(t)/ (1-exp(t)qg) o<p«1 q=1-p (2.4.5)
dir.

ISFAT: (1.7.5.a) ‘daki esitligi kullanarak,

@ pexp (t)
M(t:p)=pexp(t) £ (eqpl(tigi®—* = -
x=1 1-exp (t)q

bulunur.
TEOREM 2.4.4 Kesikli tipteki bir » r.d, Geometrik
dagilima sahip ise,

E(x)=1/p Qspal 2.4.6)
dir.
d
1SFAT: (1.5.2.b) 'den, E(x)=——-AM(t) I |emo=M" (1) |e~o dir.
dt

M (t)=pexp(t)/(l-exp(t)qg)?2
dir. O halde,
E(x)=1/p 0<p<1
bulunur.
TEOREM 2.4.5 Kesikli tipteki bir # r.d, Geometrik
dagilima sahip ise,
Var (x)=q/ p2 a<p<l q=1-p (2.4.7)
dir. '
d2
1SPAT: (1.5.2.b) ‘den, E(K2)=——{M(t)}lg-o=m"(t)'g—o dir.
dt2 N
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M ()= L[pexp(t)+pgexp(2t) 1/ (1-exp(t)g)™
dir. 0 halde,
E{x2)=(1+q) /p2 Oipdl g=1-p (2.4.7.a)
elde edilir.

(2.1.6.a) 'da, (2.4.7.a) ve (2.4.86) yerine koyuldugunda,
Var (x) =q/p2
bulunur.

JEOREM 2.4.6 kesikli tipteki bir % r.d, BGeometrik

dagilima sahip ise,

S8{x)=JIq/p o< p<l q=1-p (2.4.8)
dir.

ISFAT: (1.5.6) 'da, (2.4.7) yerine koyuldugunda,
SS(x)=Jqgq/p
bulunur.

TEOREM 2.4.7 HKesikli tipteki bir % r.d Geometrik
dagilima sahip ise, x= ile gbésterilen carpikligi,

o= (2-p) /Jdq Q< pdl q=1-p {(2.4.9)
dir.
d3
18PAT: (1.5.2.b) ‘den, E(X3)=——{M(t)}lg-o=nl"(t)lt-m dir.
dt=

M (t)=pexp(t)l1+4qgenp(t)+qiexp (2t} I/ (l-exp(tiq)<
dir. 0 halde,
E{x®)=(1+4q+g2) /p= (2.4.9.a)
elde edilir.

(2.1.8.a) ‘da, (2.4.9.8), {(2.4,.7.a) ve (2.4.6) yerine
koyuldugunda,
p==q(q+1) /p=
elde edilir. (1.5.7) 'deki egitlik kullanilarak,
xx=(2-p) /Jdq 0{p<l qg=1-p
bulunur.

TJEOREM 2.4.8 Kesikli tipteki bir » r.d, Geometrik
dagilima sahip ise &g, ile gosterilen sivriligi,

Xa=F + p2/q Q<pLy g=1-p (2.4.10Q)

dir.
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dll»
ISPAT:(I.S.Z.b)'den,E(x4)=——{M(t)}|t-o=ﬂ"v’(t)|t_o dir.
dt<
exp(t)
Mrtzv2 (t)= {(p+Bpgexp (t)+3pgZexp (2t) (1~exp(t)qg

l-exp(t)qgq)®
+4qexp(t) (p+ipgexp(t) +pgexp (2t)

dir. 0O halde,
E{u9)=(g®+11qg2+11iq+1) /p= Q<pul g=1-p (2.4.10.a)
elde edilir. °

{(2.1.%2.a) 'da, (2.4.10.a), (2.4.9.a), (2.4.7.a) ve
(2.4.6) yerine koyuldugunda,
Ra=(9q2+qp2) /p*
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,

Xa= 9 +(p2/q) O<pl g=1-p
bulunur.

TEOREM 2.4.8 Geometrik dagirlamin karakteristik
fonksiyonu,

g(t)=pexp(it)/(1-explit)g) 0<pal q=1-p (2.4.11)

I18PAT: (1.7.6.a) ‘'daki esitligi kullanarak, (2.4.5) 'de,
t yerine it alindigida,
g(t)=pexp(it)/(l-exp(it)q) O<p41l ag=1-p

bulunur.

2.4,1 Geometrik Dagilimin Uygulama Alanlari:

Bagimsiz Bernoulli denemelerinin vyapildigyr bir deneyi
disiinelim. Bu deneye ilk basariyi elde edene kadar devam
edelim. 11k basariyir elde etmek igin gerekli denemelerin
sayi1s1l yada bekleme zamani geometrik ¢.d 'dir. drnegin madeni
bir paranin tura yilzlnin uste gelinceye kadar havaya
firlatilmas:y deneyinde, ilk turayi1 elde etmek igin gerekli
denemelerin sayisig Hilesiz bir =zarin & gelinceye kadar
yuvarlanmasi deneyinde, ilk & ‘yi1 elde etmek igin gerekli

denemelerin sayisi gibi.
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Ragimsiz Bernoulli denemeleri deneyinde 1ilk basariyl
elde etmek icin gereken denemelerin sayist x%=1,2,3,... s
pozitif tamsaylr degerlerin sonsuz sayisi olabilir. Yani
Ru={1,2,3,....23 tiir.

11k basariyyr elde etmek igin vyapilan denemelerin bir

dizisini alalim.

FFF...FS

x—1 1
EBu dizide F ve S‘'ler sirasiyla basariy: ve bagsarisizlig:
géstermektedir. Carpim teoreminden (Akdeniz, 1984 s:18)
yukaridaki dizinin olasiligir, vani ilk (x-1) denemenin
bagsarisiz, son 1 denemenin basarili: olmasy: olasiligi,

pr{l-p)=—1 ‘dir. Bu sekilde tek bir dizi bulundugundan, x
r.d’'nin o.f (2.4.2) ‘deki gibi olur.

Eger biz, x-inci denemede ilk bagarisizligin ol ma
olasiligyr ile ilgilenmisg olsaydik, » r.d’'nin o.¥f,
fixsl-p)=fF{n:1q)=p*~2(l-p)=(1-qi=x—1q X=1,24a000 (2.4.1.1)
olacakti. Bu durumla ilgili asagidaki ©&rnegi inceleyelim.
(Hahn ve Bhapiro, 1967 s:153).

ORNEE. _2.4.1.1 Bir uwzay merkezi S5 tane uzay araci

vapmistir. Yapilan bu uzay aracglarindan rastgele 4 tanesi
seciliyor ve deneme ucuslarina tabi tutuluyor. Bu uguglardan
dérdiide basariliy ise, diger aracg deneme ugusuna tabi
tutul mayacaktar.

a) Herhangi bir deneme ugusunda basarinin olasiligina p
nin fonksiyonu cinsinden ifade ediniz?

b) 4 basarili ugustan sonra, 1 basarisiz ugus olmasi
olasiligr nedir?

fixzl-pl=p»—2(1i-p) o<pel H=1,2,35c5

a)‘min gézimi igin x=5'tir. 0 halde, f(S5:1-p)=p2(1-p)
Burada,

p=0 ve p=1 durumlarinda f(S:1-p)=0 dir.

p=0 igin denenmemis ugus basarisizdir. Denenmis ugus

bagarilidir.
p=1 igin denenmemis veya denenmemis ucguslar basgarilidir.
4 basarili ugustan soaonra vyapilacak olan 1 ugusun
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basarisiz ugus olmasi olasiligi,

d

— {p2(l-p) =0

dp
gz imidir.

d

— {p2{1-p)i=4p=F{1-p)~p9=0 = 4-Sp=0 =>» p=4/5=0.8

dp
bulunur. Yani 4 basarili ucus dizisininy, 11 bagarisiz ucus
takip etmesi igin p=0.8 olmalidir. p%O.B oldugunda
fF(5:1-0.8)=(0.8)40.2)=0.082 bulunur.

2.4.2 Geometrik Dagilimin Parametre Tahmini

i1k basariyl elde etmek igin gerekli denemelerin bir
dizisini alirsak, x deneme sayilsini géstermek idzere p'nin
kestiricisi

D =1/n
dir. Bu aynit zamanda (2.2.2.4) kosulunu sagladigindan, yansiz
bir kestiricidir.

Simdi p’'nin maksimum likelihood kestiricisini bulalaim.

HasHmyess#n her biri p parametreli Geometrik dagilimdan
alainmis n hacimlik rasqgele bir &rneklem olsun.

He, 1=1,245cuyn’lerin o.o.f "lary,

n
Filstagytlmgene y¥nip)=p~{l-p) B <x,-1) (2.4.2.1)
i=1
dir.
L{p)=f(Hay.un nip) olsun. L{p) ‘nin logaritmasim
alalim.
n
InfLi{p)i=nln{p)+ln{l-p) ¥ (x,:-1) Q<pdl (2.4.2.2)
i=1

(2.4.2.2)'n p'ye gire tirevini alalim ve sifira esitleyelim.
dClnfL(p)21 n i n

!
™

(x;—1)=0
dp p 1-p i=1



Bur adan 3=1/ Ed

bulunur. /;;

s P igin yansiz bir kestiricidir.

2.4.3 Diger Dagilimlarla fligkileri

(Hastings ve Feacock,

1) Geometrik
iliskis

dagilim

®

i- £ Baip™Ciu,p

i=1

ve

ii—- Ga:p™~Cerl,p
dir.

2) Geometrik
arasindaki ilighki:

dagilaim

dir.

1973 s:29) 'da verilen bagintailar:

ile Pascal dagilima arasindaki

ile Negatif BRinomial dagilim
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Sekil 4. Geometrik Dagilimin p parametresinin degisik

degerlerine gire o.f nun grafikleri.
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2.5 Negatif Binomial Dagilim

Birbirinden bagimsiz Bernoulli denemelerinin yapildiga
bir deneyi disinelim. Bu deneyi k basari elde edene kadar
tekrarlayalaim.

TANIM 2.5.1 Megati+f Binomial r.d %, Bernoulli

denemelerinin bir dizisinde, k—-1nca basaridan énceki

basarisizliklarin toplam sayisidir.
TANIM 2.5.2 Kesikli tipteki bir % r.d'nin o.f,

bty —

fiak,pl)=|( IpHil-pi™ (2.5.1)

¥=0,1 4. Q4 ks m O<p+l
ise v r.d’'ne Negatif Binomial dagilimina sahiptir denir.

Negatif Rinomial dagiliminda, R,={0,1,2,...3 ve Oipil
dir. '

Negatif BRinomial dagilimini, NEi{x:k,p) veya NB, (k,p) ve
ilgili Negatif Binomial degigkenini, Y:k,p ile gisterecegiz.
Negatif Binomial dagilimimin Kk ve p parametreleri sirasiyla,
basari sayisi ve Bernoulli olasilik parametresidir.

Negatif Binomial dagilim, (2.4.1)°'de verilen o.f’'nun
genel halidir.

TEOREM 2.5.1 Negatif Binomial dagiliminin d.f,

® kty-1
Fix:k,p)= L ( IprqgY 0<pil g=1-p Odk<io (2.5.2)
y=0 Y
dir.
ISPAT: (1.1.3) ‘deki esitligi kullanarak,
#  k+y-1
Fixzk,pl= £ { IpkgY O<p<l gq=1i-p
y=0 b4

bul unur.
TEOREM 2.5.2 Negatif Rinomial dagiliminin o.G.f,
P(t)=[p/(1-tq) 1% 0<p4l g=1-p O<k«{o (2.5.3)

dir.



1SPAT: (1.7.4) 'deki esitligi kullanarak,

k+x-1
F(tek,p)=p* L | ) (tg)» dir. (2.3.3) ‘den,
®=0 ®
® kK+x-—1 i
£ ( ) (tq)® = —— dir. 0 halde,
®=0 % (1-tqg)¥
F(tik,p)=[p/(1-tqg)I* o<{p<1l , g=1—-p

bulunur.
TEOREM 2.5.3 Negatif Rinomial dagiliminin m.c.f,
M(tsk,p)=[p/{l1-exp(t)qg) I 0<{p<l g=l-p Odkdw

dir.
IsFAT: (1.7.5.a) ‘daki esitligi kullanarak,

@ hk+x-1

M¢{tsk,p) = p* I ( )} (exp(t)g)* dir. (2.3.3) ‘den,
n=0 ®

® k+x-—1 1

£« ) (exp(tiqlx = dir. 0 halde,

x=0 % (1—exp (t)q)

M{t:k,p)=[p/ (1-exp(t)qg) & 0{p<1 q=1-p QLks @

bulunur.
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(2.5.4)

TEOREM 2.5.4 Kesikli tipteki bir % r.d, Negatif Binomial

dagilimina sahip ise,

E{x)=(kqg) /p 0<psl g=1-p Qs k< (2.5.5)
dir.
d
18FPAT: (1.5.2.b) 'den, E(x)= {H(t)}lg—o=n'(t),t—m dir.
dt
p pgexp(t)
M {t)=k (————) S22 ( )
l-exp(t)q (1-exp(t)g)?
dir. O halde,
E{x)=(kq) /p Q<p<l 4 g=1-p , OLkdo

bulunur.
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TEOREM 2.5.5 Kesikli tipteki bir » r.d, Negatif Binomial
dagilimina sahip ise,

Var (x)={kq) /p2 O<{p<l q=1l-p 0O<k<e (2.5.6)
dir.
d2
ISFAT: (1.5.2.b) ‘den, E(N2)=——{M(t)}|t-o=m"(t)lg-q dir.
dt2
P kpg2exp (2t) +pgexp (L)
M t)=h(——————) sk—22 [ ]
l-exp(t)qg (l—exp(t)g)™
dir. 0O halde,
E(x2)=(k2g2+kq) /p2 (2.5.6.a)

elde edilir.

(2,1.6.a) "da, (2.5.6.a) ve (2.5.38) yerine koyuldugunda,
Var (k) =(kqg) /p2
bulunur.

TEOREM 2.5.6 Kesikli tipteki bir x r.d, Negatif Binomial

dagilimina sahip ise,

85{x)=J{kqg) /p O<p=l aq=1-p Q< k<@ (2.5.7)
dir.

ISFAT: (1.5.8) ‘da, (2.5.6) yerine koyuldugunda,
SS(x)=d(kqg)/p
bulunur.

JEOREM 2.5.7 Kesikli tipteki bir x r.d, Negatif Binomial

dagilimina sahip ise, ax ile gisterilen garpikligi,

ox={q+1) /74 (kqg) Q4p<l g=1-p <k a (2.5.8)
dir.
a=
1SFAT: (1.5.2.b) "den, E(x3)=——{ﬂ(t)}|t_o=M'"(t)'t_a dir.
dt=

kp*qgexp (t)
M (b)= [hzg2exp (2t)+3kgexp(t)+qexp(t)+1]
(l-exp(t)qg) sk+=?
dir. O halde,
E(u®)=kqg{k2q2 +3kqgt+tq+l) /p™ : (2.5.8.a)

elde edilir.



(2.1.8.a) "da, (2.5.8.a), (2.35.6.a) ve (2.5.95) yerine
koyuldugunda,
H==kq(q+1) /p=
elde edilir, (1.5.7) 'deki esitlik kullanilarak,
xx=(q+1) /¥ (kq) 0O<pal q=1-p O<{k<w
bulunur.
TEOREM 2.5.8 Kesikli tipteki bir % r.d, Negatif Rinomial

dagilimina sahip ise xa, ile gisterilen sivriligi,

Ra=3 +(&/K)+i{p2/{kq)) Ospal g=1-p k<o (2.5.9)
dir.
d<
ISPAT:(1.5.2.b)'den,E(x4)=——{M(t)}lg_°=M‘*V’(t)lg-a dir.
dt=
kp*
Merv? (f)= {

(l—-exp(t)qg) sx*+92
qexp(t)[Ekzqzexpkzt)+6kqexp(t)+2qexp(t)+1](1—etq)+
(L+3)exp(2t)igilkig2exnp(2t) +3kgexp (t) +gexp () +112
dir. 0O halde,
kq
E{x9)=—[ k3q=+3k2pg2 +6kpg+2pg+3k2 g2 +k+10kq2 +kq+3k2 qT+3g2 +3q1]
pe
{(2.5.9.a)
elde edilir.
(2.1.9.a) ‘da, (2.5.9.a),(2.5.8.a),(2.5.6.a) ve (2.5.9)
verine koyuldugunda,
Fa=kq(3kqg+bg+p2) /pe
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,
Xa= 3 + (&/k) + (p2/(kg))
bulunur.
TJEOREM 2.5.9 Negatif RBinomial dagilaiminin hkarakteristik
fonksiyonu,
G(t)=Lp/(l-exp(it)qgl* oLpdl g=l-p Odkd<o (2.5.10)
dir.
ISFAT: {1.7.6.2) "daki esitligi kullanarak, (2.35.4)° de,
t yerine it alindiginda,



g(t)=[p/(1-exp(it)gls O<p<l g=l-p O<k<o

bulunur.

2.5.1 Negatif Binomial Dagailiminin Uygulama Alanlari

Negatif Binomial dagiliminin uygulandigr alanlari séyle
siralayabiliriz:

1) Kaza istatistilk hesablarina uygulamalar.

(Arbous ve Kerich, 1951), (Greenwood ve Yule, 1920).

2) Dogum ve 8lim islemlerine uygulamalar.

(Furry, 1939), (Kendal, 194%)

3) Psikolojik verilere uygulamalar.

(Sichel, 1931) '

4) Tiiketici harcamalarinin dagilimina uygulamalar.

(Chatfield ve Goodhardt, 1966)

B) Tip ve Askeri alanlardaki uyqulamalar.

{Bennett ve Rirch, 19464), (Chew, 1964)

Negatif Hinomial dagilim, bazen kisitlamalardan dolayi
Foisson dagiliminin uygulanamadig:r: durumlarda kullanilar.
trnegin, her bireydeki cgiridk dislerin sayisinin dagilimini
ele alalim. Razi kigilerin disleri, dig glurikligine karsi,
diger kisilere gtre daha dayaniklidir. Yani giridk dis sayisi
orani v, (Foisson dagiliminin 7 parametresi) bireyden bireye
degisir. 7 bireyden bireye dedistiginde, NMegatif Binomial
dagilimi Foisson dagilimindan, olusumlarain sayisi igin daha
uygun bir dagilimdir. Daha genig bilgi icin (Freeman, 1963),
(Johnson ve Leone, 1964) ve (Hald, 1952) incelenebilir.

Ayrica Negatif Rinomial dagilimi, Binomial dagilami ve
Foisson dagilim arasinda bir segim yapma zorunlulugu
oldugunda, eger,

Varyans > Ortalama ise, Negatif Binomial dagilam.

Varyans «< Ortalama ise, Binomial dagilim.

Varyans Ortalama ise, Foisson dagilaim

model plarak alinabilir. (Hasting ve Feacock, 1975 s:93)
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2.5.2 Negatif Binomial Dagiliminin Parametre Tahminleri
Hasfaawweg¥n Kk ve p paramefreli Negati+f Rinomial
dagirlimdan alinmis n hacimlik rasgele bir drneklem olsun.
2imdi momentleri karsilastirma metodunu kullanarak, k ve
p parametrelerini tahmin edelim.
my=% ve m=2=852 sirasiyla (1.6.2) ve (1.6.5) deki gibi
alinsin. Negatif Binomial dagiliminin, beklenen degeri ve
varyansli, (2.5.3) ve (2.35.6)'dan sirasiyla, E{)=(kqg)/p ve
Var (x)=(kq) /p2 dir. mi={kq)/p ve m==(kqg)/p2 alalim. BEuradan,
k=m,2/(ma~ms) ve p=m;/m=
bulunur. 0 halde k ve p’'nin taminleri,
%= % 2/(52-%3 ve P=w/52
dir.
Burada bir seye dikkat etmek gerekiyor: Eger %, 52 ‘den
biyidk ise k negatif olw. Bu da NMegatif Binomial dagiliminin

veriler icin uygun bir model olmadiginil gisterir.
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parametrelerinin degigik degerlerine gére o.f nun grafikleri.



2.6 Hipergeometrik Dagilim
TANIM 2.6.1 N hacimlik bir kitlenin, birinci tip

elemanlarinin sayisi1 m oclsun. Yine vyerine kaymaksizin, n

hacimlik rastgele bir o&rneklem segelim . Bu drneklemdeki
birinci tip elemanlarin sayisi x Hipergeometrik r.d’'dir.
TANIM 2.6.2 kKesikli tipteki bir % r.d’'nin o.f,

m N-m
)¢ )
b n—x
féiN,m,n) = (2.6.1)
N
¢ )
n
=0, 1,000 ,0n 4 ¥Eimy, (R—x)E2{(N-m), N=2,3,... s m=1,2,...

moN n=1,2,3,...,n3 nIN
ise x r.d’'ne Hipergeometrik dagilima sahiptir denir.
Hipergeometrik dagilimda, Ru={0,1,2,...,n s MHim,
(N=x)2(N-m), N=2,3,... 5 m=1,2,... miN N=1,2,34...,03% n<MN
dit.
Hipergeometrik dagilimi, HG(x:N,m,n) veya HG,{(N,m,n) ve
ilgili Hipergeometrik degiskenini, HG:N,m,n ile gisterecegiz.

TEOREM 2.6.1 Hipergeometrik dagiliminin d.f,

1 ¥om N—m
Fixa:N,m,n)= E ) « ) (2.6.2)
N y=0 vy n-y
¢ )
n

:‘(=0,1,--.,n [} )‘:5‘“’ (H—M)E(N"m), N=2,3,--- [ m=1,2,..-
m<N n=1,2,3,...4n% NN
ISPAT: (1.1.3) ‘"deki esgitligi kullanarak,

1 X m N—m
Fx:N,m,n)= T () < )
N y=0 vy n-y
¢ )
m

bulunur.



IANIM 2.6.3 kKesikli tipteki bir u r.d, hipergeometrik
dagirlima sahip ise, r—inci faktériyel momenti,

n(f‘)m‘l’"

Hery=E(x r2)= (2.6.3)
Ntl"?

dir. {(Johnson ve Kotz 1969, s:144)
TONIM 2.6.4 Kesikli tipteki bir » r.d, hipergeometrik

dagilima sahip ise, st1fir yvada merkez etrafindaki

momentlerinin, azalan faktiériyel momentler cinsinden ifadesi,
E{x)=p " 1=pc1> (Z.6.3.a)
E(x2)=p a=pcas+Pca> (2.6.3.b)
E{x®)=p "x=p x> +IFHc=> +H 2> {2.6.3.¢c)
E{x2)=p " a=H (g +bP ¢mr +7Hcmr P ¢ (2.86.3.d)

ve,

azalan faktériyel h<4?=h(h-1) (h-2)...(th—j+1) (2.6.4.a)

artan faktériyel h<¢3?=h(h+1) h+2)... (h+j-1) (2.6.4.b)

seklindedir. (Johnson ve Kotz 19672, s:19)

TEOREM 2.6.2 Kesikli tipteki bir ¥ r.d, Hipergeometrik
dagilima sahip ise,

E(«)={nm) /N (2.6.3)

N=2,3,... , m=1,2,... mi<N n=1,2,3,...,n3 NN

dir.
ISFAT: (2.6.3.a)'dan, E{x)=p¢s, dir. (2.6.3) "den,
n(l’m(l?
Hery = dir. (2.6.4.a) 'yr kullanarak, n<*?=n,

NCI.’

m*t?=m ve N¢1?=N elde edilir.
E(x¢)=(nm) /N
bulunur.

TEOREM 2.6.3 FKesikli tipteki bir »# r.d, Hipergeometrik
dagilima sahip ise,

nm {N-m) {(N—-n)
Var {x)= (2.6.6)

N2 (N~1)

dir.
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1SFPAT: (2.6.3.b) "den, E(x2)=p¢=2;+p¢ay dir. (2.6.3) 'den,

C2rme2y
n m

P ezr S dir. (2.6.4.3) 'y1 kullanarak, n¢=’=n(n-1),
Ne=>

m&>=m({m—1) ve N<=?=N(N-1) elde edilir.

n{n—-1)m{m-1)

Pezmr= dir. 0 halde,
N (N-1) '
n{in-1)m{m—1)+nm(N-1)
E(ux2)= ‘ (2.6.6.8)
N(N-1)

elde edilir.
(2.1.6.a) ‘da, (2.6.6.a) ve (2.6.5) yerine kKoyuldugunda,
nm(N-m) (N-n)
Var (x) =

N2 (N-1)
bulunur.
TEOREM 2.6.4 Kesikli tipteki bir » r.d, Hipergeometrik

dagilima sahip ise,

1 rnm (N—m) (N-n)
S8{x)= J{ ¥ (2.6.7)
N N(N-1)
dir.
1SPAT: (1.5.6) 'da, (2.6.6) yerine koyuldugunda,
1 nm (N-m) (N-n)
S5(x)= J{ ¥
N N(N-1)
bulunur.

TECREM 2.6.5 Kesikli tipteki bir ¥ r.d, Hipergeometrik
dagilima sahip ise, ax ile gisterilen garpiklag:,
(N=2m) (N—2n)J (N-1)
Ol = (2.6.8)
(N=2) J£{mn (N-m) (N-n)*

dir.



ISFPAT: (2.6.3.¢) "den, E(xS)=p ¢ +3pcr P car dir.
(2.6.3) ‘den,
ntS)m(-‘S)
Hixy=—————— dir. (2.56.4.a)'y2r kullanarak,
N(B)
N =n{n-1){n-2), m**=m{m—1) (m—2) ve NF?=N{N-1) (N-2)
elde edilir.
nin=-1)(n-2)m(m—1) {(m—2)
Hemy= dir. 0 halde,
N{N-1) (N-2)
mn{{n-1) (im—1)L{n-2) (m=2)+3{(N-2) 1+ {N-1) (N-2)
E(x=)= - (2.6.8.a)
M{N-1) {(N-2)

elde edilir.

(2.1.8.a) ‘da, (2.6.8.a), (2.6.6.a) ve (2.6.3) yerine
konul dugunda,

mn (N—m) (N-2m) (N—-n) (N-2n)
R== elde edilir. (1.5.7) ‘deki
N={N-1) (N-2)

esitligi kullanarak,

{(N-2m) {N-2n) J (N-1)

Am=
(N-2) J{mn {N-m) (N-n) 3
bul unur.
TEOREM 2.6.6 Kesikli tipteki bir x r.d, Hipergeometrik
dagilima sahip ise, oa ile gdsterilen sivriligi,
N2 {N—1) NI{N+1) —-bn {N-n) 3n (N—-n) (N+8)
XAg= L + -] (2.6.9)
N{N-2) {(N-3) (N—-n) m {N—-m) N2
I1SFAT: (2.6.3.d) ‘den, E(x%%)=p 4=pcar+bH¢sr+7R ¢z TR ca

dir. (2.6.3) 'den,

n<*>mpca>

Hegq)=———— dir. (2.6.4.a) 'yr kullanarak,

N(4’
n**?=n(n-1) (n-2) (n—-3) , m<2*?>=m{m—1) (m—-2) {m—3) ve
N¢S?=N(N~1) (N-2) (n—~3) elde edilir.



n{n=1) (n-2) (n=-3)m{(m—1) (m—2) {m-3)

Hear= dir.
NIN~-1) (N~2) (N-3)
E{x2) hesaplandi ktan SONra, (2.1.9.a) "da, E(x?),
(Z.6.8.a), (2.6.6.a) ve (2,.6.3) yerine koyuldugunda,
mr (N-m) {N-n)

Pa= {N= {N+1) —6nN2 (N—n) +3m (N~m) [n {N-n) (N+6) ~2N2 13

N2 (N—1)
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,

N2 (N-1) N({M+1) —=6n (N—-n) 3n (N-n) (N+6)
Na= L + -&1]

N(MN=2) (N=3) (N-n) m (N-—-m) N2

bulunur.

2.46.1 Hipergeometrik Dagilimin Uygulama Alanlari
Hipergeometrik dagilim kigilk dretim payindan alinan
drneklemleri iceren problemlere sik si1k uygulanir. N
birimlik bir dretim payindan rastgele segilmis, n birimlik
drnekleminden tam m biriminin kusurlu olmasi olasiligina

verir.
N birimlik bir lretim payindan, n birimlik bir &rneklem
N
toplam ¢ ) benzer yolla elde edilir. Ayni sekilde m kusurlu
n m
birimin % birimi ( ) degisik yolla elde edilir. Biéyle her
bir kombinasyon igin (hN—-m) kusursuz elemanlarin (n—x)
M—-m ‘
biriminde, ( ) tane wvardir. Bu nedenle x kusurlu birim ve
n—x m N-m
(N-m) kusursuz birimi elde etmenin toplam sayisi( ){ ) dir.

hd n—=x

0 halde,



fit:N,m;n)=

=0, 1ly.eu iy XiEm, (n—x#)Z{N-m), N=2,3,... m=1,2,...
9 3 k 9 L] 1-"% ] L k]

miN n=1,2,3,...403% n<N

Kab modeli olaraki; Bir kapta 4 beyaz ve & siyah top
vardir. Tekrar yerine koymaksizain I top cekiliyor. ® r.d,
cekilen siyah toplarin sayisi, Hipergeometrik dagilima
sahiptir.

Hipergeometrik dagirlimin kalite kontrol alanindaki bir
uygul amasin: ele alalim.

SBRNEK 2.6.1.1 25 adet vyiksek emniyetli elektron tiabi
igin alim vyapilacaktir. Bu tiplerden rastgele 5 adedi
segiliyor ve omirleri deneniyor. Bu denemede 2 den daha az
tip kusuwrlu olursa kalan 20 tip kabul edilecek, diger
durumlarda tamamy rededilecektir.

Teklif edilen 25 tdpten dordil kusurlu ise, teklifin
kabul edilebilirlik olasiligini hesaplayalim.

Eger segilen bdrneklem O ve 1 kusurlu tidp bulundurursa
teklif kabul edilecektir. Bu nedenle,

4 25-4

1 1 vy S-y
Probfx<21= I +f({y:25,5,4) = § = 0.834
y=0 y=0 25
{
4

Sonug olarak kabul edilebilirlik, vyaklasik olarak 6
dzerinden bestir. Teklif kabul edilebilir.

Hipergeometrik dagilimin ilging bir uygulamasi, bir
bélgedeki hayvan kitlesinin hacmini tahmin etme iglemidir.
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Bu tip uygulamalar, 1896 yillarina kadar dayanir.
ORNEE: 2.6.1.2 iigik bir géldeki veya bir iiretim

havuzundaki balik sayilarini, bu sayiya N diyelim, tahmin
etmek isteyelim. {(Chapman 1952) , (Petersen 18%96)

Bu isg igin ilk olarak belirli bir sayida balaik
yakalanir. Bu sayiya m diyelim. Yakal anan baliklar
isaretlenir veya numaralandirilir. Géle yada idretim havuzuna
tekrar saliverilir. Fisa bir sire sonra, ki bu siire

igsaretlenmis vyada numaralandirilmis baliklarin dogal ortama

uyumunu saglayacak, vani rastgele dagilmis olana kadar
olmalig fakat kitle hacmini, sayisini etkileyecek derecede
blyilk dogal degisimler igin veterli derecede w2 un

olmamalidir.

Sonra gblden yada iretim havuzundan, n hacimlik bir
drneklem alinir ve ® sayirdali igéretlenmis yada
numaralandirilmis balik sayisina bakilir.

N 'nin maksimum olasilik tahmin edicisi yaklasik olarak,

{nm) /x
dir.
{(n+1) (m+1) (n+2) (m+2)
-1 veya
(x+1) (x+2)

tahmin edicileri de kullanilabilir. {(Johnson ve Kotz, 19467

s5:152)
Hipergeometrik dagirlimin dilbilim problemlerine
uygulamasi da vardir. Genis bilgi igin (Ross, 1950)

incelenebilir.

2.6.2 Diger Dagilimlarla lligkileri

Bu b#@limde Hipergeometrik dagilaim ile binomial dagilim
ve Hipergeometrik dagilim ile Foisson dagilima arasindaki
iligskiler ele alinacaktir.

1) Hipergeometrilk dagilaim ile Rinomial dagilaima
arasindaki iligkis

HG(x:N,myn) ile gotsterilen Hipergeometrik dagilimin
(2.6.1) 'deki o.f 'nunu alalim.
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® n-x
fi{xsN,m,n)= H=0,1,2,.0..40

n
burada, r=n ve m+n=N => n=N-m alalaim. (2.6.1) ‘deki o.f
m n
¢ )¢ )
o r—x
fixzn,m,r)= H=0,1,2,00e40

n+m

clur.
r' m* n! {mtn-r)!

fixinyam,r)=
(r—=x)! %! (m—x)?! (n—-r+x)! (m+n)!
kisaltmalardan sonra,
% terim var r-x terim var
r C[m—{x-1)J...{m-1)mln—-(r-x-1)3... (n-1)n

fien,myr)=«{ )
b Clm+n)~(r—1)J...L{m+n)—-11(m+n)

yukaridaki f{xin,m,r) ifdesinin pay ve paydasini {(m+n) ‘ye

bélelim.
m n
pE~—— ve g=-— olsun. f{zzm,n,r) ‘nin myn ->o limitini alalim,
m+n m+n
r
lim fixin,m,r)=¢( )prgr—=> -~ 0{p<l , gq=1-p , %x=0,1,2,...4N
m - o %
n -> o

r=n alalim. Sonug,
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n
=( )prgo T 0<pul 4, g=1-p 4 #=0,1,2,...40
b
olur. Bu da, (2.2.1.b) ‘deki o.f’'dur.
Sonuc olarak, (2.6.2) 'deki o.f 'nunda, N=>o ,m-> o ve
m/N-> p Hipergeometrik dagilim, Einomial dagilimina yakinsar.
2) Hipergeometrik dagilim ile Foisson dagilimi
arasindaki ilishki:
(2.6.2) 'deki N,m ve n parametreli Hipergeometrik

m nm
dagilimda: m —*o 4, N —> @ , n - @ 4 —— —» 0 ve -
N N
oldugunda, Hipergeometrik dagilim , v parametreli
Poisson dagilimina vyakinsar. (Fatil, Boswell, Joshi ,

Ratnaparkhi, Rao 1984 s: 48)

)

AN

0.6+
0.5+
0.4+
03

0.2+

0.1

1 r
o {1 2 3 4L 5 ¢ F & 3 2

Sekil 6. Hipergeometrik Dagilimin N=25 n=10 ve m=8

parametre degerlerine gére o.f’ 'nun grafigi.



2.7 Kesikli Dizgin Dagilaim

TANIM 2.7.1 Bir deney, timi esit olasilikla n ayrik
sonug versin. Kesikli tipteki bir x r.d, tamid esit

olasilikli, n olanakli sonuca sahip ise, x® r.d’'ne kesikli
dizgidn r.d denir.
TANIM 2.7.2 Kesikli tipteki bir % r.d'nin o.f,
1
fi{xra,b)=wme aiuiat+b-1 , a<b ve % bir tamsayidir. (2.7.1)
5 -
ise ¥ r.d‘ne Kesikli Diizgiin dagilima sahiptir denir.

Kesikli Duzgin dagilimda Re={ ...,-1,0,1,...} dir.

Kesikli Dilzgin dagilimi, D(x:a,b) veya D,(a,b) ve iléili
Kesikli Dlzgun degiskenini, Dia,b ile gisterecegiz. Fesikli
Dizgiin dagilimin & ve b parametreleri sirasiyla, dagilimin
konum ve yayilim parametreleridir.

{3 4Hmetmgenns¥nr sonlu kitlesinden alinmig rastgele bir
gézlem, {Xi1,Mz,"my5e.04%¥n) girintd kimeli bir Kesikli Duzgiin

Dagilima sahiptir.
FlM) = =M yHzeXRSgaen g¥n dir.

bzel olarak, x,=i, i=1,2,3,...,n durumu incelenebilir.
TEOREM 2.7.1 Kesikli Diizgin Dagilamin d.f,
x—a+l

F{x:a,b)=—— aixia+b-1 (2.7.2)

dir.
ISFAT: {1.1.3) ‘deki esitligi kullanarak,
b 1 1 1 1
Fi{x:a,b)= L + vae + —— dir. 0O halde,
y=a b b b b
x—a+l terim var

il
+

F(xza,b)=

bulunur.



TEOREM 2.7.2 Kesikli Dizgin Dagilimin o.c.f,

teo(tb-1)
Fi(tza,b)=
b(t-1)
dir.
1SFAT: (1.7.4) ‘deki esgitligi kullanarak,
a+b-1 1 1
F(t:a,b) = I t¥ e = [t®bLC®TIIg, L CRTDTL2 ]
®=a b b
1

e (E®)[L24t2+,. ...+t P~22] dir. Kismi toplamdan,
b

te-—-1
[tr+t2+. ... +tB~2?] =—— dir. 0 halde,
t-1
tea(te-1)
F{tza,b)=
b(t-1)
bulunur.

TEOREM 2.7.3 Kesikli tipteki bir ® r.d, Kesikli
dagirlima sahip ise,
E()=La+{b-1)/21]

dir.
ISFAT: (1.5.2.a) ‘daki esitligi kullanarak,
1 a+b-1
E{x)= —— | L b
b ®=a

y=xH—a = ®=y+a dir.
a+b~1 b-t b-1 b—-1 (b-1)b
E = L (y+ta)= Ey + alf |l =——— +ab

®=a y=0 y=0 y=0 2
elde edilir. 0O halde,

1 a+b-1 i (b-1)b b-1
E{x)= ——rv0 L ®o= ( +ab)=a +

b H=a b 2 2

bulunur,

&4

(2.7.3)

dizgiin

2.7.4)



&S

TEOREM 2.7.4 Keeikli tipteki bir % r.d, Kesikli dizgiin
dagilima sahip ise,

Var{x)=L{(b2-1) /123 (2.7.5)
dir.
ISFAT: (1.5.2.a) ‘daki esitligi kullanarak,
1 a+b-1
E{x2)= —r z N2
b H=a
y=x—a =% xn=y+ta dir.
a+b-1 b-1 b-1 b-1 b-1
E %2 = ¥ (y+a)2= F y2 +2a E y+a? I 1
x=a y=0 y=0 y=0 y=0
{b~1)b(2b~-1) {b-1)b
=L + 28 ————— + a2b 1 dir. O halde,
& 2
(b-1) (2Zb-1)
E(x2)= +a{b-—-1) +a2 {(2.7.5.a)

b6
elde edilir.
(2.1.6.a) ‘'da, (2.7.5.a) ve (2.7.4) yerine koyuldugunda,
Var (#)=L0L(b2-1) /121
bulunur.
TEOREM 2.7.5 FKesikli tipteki bir % r.d, Kesikli dizgiin
dagilima sahip ise, '
J{b2-1)
88{n)= ——m— (2.7.6)

tJ
2y
i

dir.
ISPAT: (1.5.6) ‘da, (2.7.3) yerine konuldudunda,
J(bz-1)
§5¢{u)=
243
bulunur.
TEOFEM 2.7.6 Kesikli tipteki bir % r.d, Kesikli dizgin
dagilina sahip ise a=, ile gisterilen carpikliga,
Xzn=0 (2.7.7}%
dir.



bbb
ISFAT: (1.5.2.a) ‘'daki esitligi kullanarak,
i a+b-1
E(x®)= —rv0 L ®=
b u=a
y=®—a =’ x=y+a dir.
a+b-1 b-1 b-1 b-1 b-1
I #¥ = I (y+a)== ¥ y= +3a I y2+3ait I y+a™b dir.
H=a y=0 y=0 y=0 y=0
0 halde,
i 1 3
E(x®)=——(b-1)2b+——-a(b-1) (2b~1)+——a2 (b—-1) +a= (2.7.7.a)
4 2 2

elde edilir.
{2.1.8.a) ‘'da, (2.7.7.a), (2.7.5.a) wve (2.7.4) vyerine
koyuldugunda,
p==0 dir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanmilarak,
Ax=0

bulunur.

2.7.1 Kesikli Diizgiin Dagilimin Uygulama Alanlari

Fesikli Dilzgiin Dagilaim, tidm olanakli sonugclari esit
olasi1liga sahip, birbirinden bagimsiz olaylara uygulanir.
ornegin, dizgitn bir zarin atilmasi1 olayinda, herbir yazin
ilste gelmesi, kesikli Dizgin Dagirlima sahiptir.

2.7.2 Kesikli Dlzgiin Dagilaimin Farametre Tahminleri

Feeikli Dizgin Dagilimin sirasiyla, konum ve yayilim
parametreleri a veE b'nin, tahminlerini, momentleri
karsilastirma metodu ile hesaplayalim.

HigHomaNmyens g¥nm a ve b parametreli HKesikli Dizgin
dagilimdan alinmis rastgele bir orneklem olsun.

my=x ve m==82 sirasiyla, (1.6.2) ve (1.6.5) ‘deki gibi
alinsin. Kesikli Dizgin dagilimin Eeklenen degeri ve
varyansi, (2.7.2) ve (2.7.3) ‘den sirasiyla, E(x)=[(b-1)/2+al
ve Vari{x)=(b2-1)/12 dir. ma=L{b-1)/24al] wve ma=(b2-1)/12
alalim. Buradan,

-
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J(12m=+1)-1

a=ma — ve b=J(12m=+1)
2
bulunur. 0 halde, a ve b ‘nin tahminleri,
J(1282+1) -1
A=7- ve ‘B=J(1282+1)
2
dir.

%

8 a+b1

Sekil 7. FKesikli Dlzgin Dagilimin o.f 'nun grafigi.
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2.8 Poisson Dagilim
TANIM 2.8.1 Kesikli tipteki bir  r.d’'nin o.f,
LY ”
fisy)=exp (~r) —-o w=0,1,2,... Qivdm (2.8.1)

w!
ise ¥ r.d'ne Foisson dagilimina sahiptir denir.
Burada f(x:v), belirtilmis veya tanimlanmis bir zaman
araliginda, tam x olayin olmasi olasiligaidir.
Poisson dagiliminda Re={0,1,250..% v Oir<o dir.
Foisson dagilamini, Fi{xza) veya F,{v) ve ilgili FPoisson
degiskenini, Fia ile gbsterecegiz. Foisson dagiliminin o
parametresi, belirtilmis bir zaman araliginda olaylarin
ortalama olus oranidir.
TEOREM 2.8.1 Foisson dagilaiminin d.f,
" TY )
Fixsr)=exp(-v) E ¥=0,1,2,... OQivd+w {(2.8.2)
y=0 y!

dir.
ISFAT: {(1.1.3) ‘deki egitligi kullanarak,

o TY

F(err)= exp(-7) E
y=0Q y!
bulunur.
TEOREM 2.8.2 Foisson dagiliminin o.g.f,

F(tza)=exp{r(t-1)3 Odr+m (2.8.3)
dir.

ISFAT: (1.7.4) 'deki esitligi kullanarak,

© (rt)n
F(t:a)=exp(-v) L
u=0 a!

® (rt)*
£ —— =exp(rt) dir. 0 halde,
=0 !
F(t:v)=expi{r{t-1)3 O<rdm

bulunur.
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TEOREM 2.8.3F FPoisson dagiliminin m.g.f,
M(t:v)=exp{r(exp(t)-1)3 A< (2.8.4)
dir.
I1SFAT: (1.7.5) '"deki esitligi kullanarak,
n (rexp{t))=
M{tsr)=exp(-v) L

®=0 n!
n (rexp(t))x
z = exp{rexp{t)) dir. 0 halde,
®=0 ®!
M(tzr)=expirv{exp(t)-1)% QLr<m

bulunur.
TECREM 2.8.4 Fesikli tipteki bir % r.d, Foisson

dagilimina sahip ise,

E (x)=a Qird@ {2.8.5)
diyr.
d
I1SFAT: (1.5.2.b) ‘den, E(X)=———{M(t)}lt-o=m'(t)lg-a dir.
dt

M (t)=rexpi{r(exp(t)-1)+t>
dir. O halde,
E () =v O<riwo
bulunur.
TEOREM 2.8.5 FKesikli tipteki bir «x r.d, Foisson

dagilimina sahip ise,

Var (x) =~ Osrdm (2.8.6)
dir.
d2
IsPAT: (1.5.2.b) "den, E(Nz)=———{M(t)}lg-o=M"(t)'g-o dir.
dta

M (t)=expir{et-1)Ilriexp(2t)+rvexp(t) ]

dir. O halde,

El{x2)=x24v Ql{r<w (2.8.6.3)

elde edilir. -
(2.1.6.2) ‘da, (2.8.6.a) ve (2.8.5) yerine koyuldugunda,

Var (%)=«

buseT aammstum
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TEOREM 2.8.6 Kesikli tipteki bir x r.d, Foisson
dagilimina sahip ise,

88 () =dr OL{r{a {2.8.7)
dir.

ISPAT: (1.5.6) 'da, (2.8.6) yerine koyuldugunda,
88 (k) =Jdr
bulunur.

TEOREM 2.8.7 Kesikli tipteki bir ® r.d, Foisson
dagilimina sahip ise ax, ile gisterilen carpiklig,

xx=1/d7 O<r{m (2.8.8)
dir.

dz‘
I1SPAT: (1.5.2.b) ‘den, E(x3)=——{M(t)}|t_o=M'"(t),t-p dir.
dt=

M (B)=Texpir (exup (L) -1)+t3[r2exp (2t) +3rvexp (t)+11]
dir. O halde,
E(x=)=ar(1r2+37+1) (2.8.8.a)
elde edilir.

(2.1.8.a) ‘da, (2.8.8.a) , (2.6.6.2) ve (2.8.35) vyerine
konuldugunda,
P==T
elde edilir. {1.5.7) 'deki esitlik kullanmilarak,
o= 1/d7 O<r<m
bulunur.

TEOREM 2.8.8 Kegikli tipteki bir x r.d, Foisson
dagilaimina sahip ise, aq ile goésterilen sivriligi,

Ra=3 +{1/7) {(2.8.9)
dir.

do
ISPAT:(I.S.E.b)'den,E(x4)=——{M(t)}|g-o=M‘*V’(t)'g-ﬁ dir.
dt«

Mexv? () =vexpi{r(exp(t)-1)+tILrTeup (Ft)+orZeup (2L +7vexp (L) +11
dir. O halde, '
E{x2)=r (v+>4+672+77+1) (2.8.9.a)
elde edilir.



(2.1.9.a) ‘da, (2.8.9.a}), (2.8.8.a), (2.8.6.a) ve (2.8.5)
yerine konuldugunda,

Ra=312 47
elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullanilarak,
[ Y I+ 1/

bulunur.,

TEOREM 2.8.92 Poisson Dagiliminmin karakteristik
fonksiyonu,

g{ti=expi{T(expi{it)-1)3 oL, 2] (2.8.10)
dir.

ISFAT: (1.7.6.a)  ‘daki esitligi kullanarak, {(2.8.4)  'de,
t yerine it alindiginda,
g(t)=expl{r(expl(it)-1)3 Odyr<{m
bulunur.

TEOREM 2.8.10 Poisson Dagiliminin modu,

T—-13ix<Tr (2.8.11)
dir.
£ ()
ISFAT: (2.8.1) 'deki o.f alalim veé ———— oranina
fi{n-1)
bakalim.
e

f (%) =exp (-7)

K=0,1,2,... Oir<m
!t
™y
fx—1)=exp(-v) ——

»n!
() Xy
=
fi(x-1) K
bulunur.

f()>F(x—1) ise ¥ fonksiyonu artandir <{=> T>x,
1) 7 bir tamsay: degilse, » £ v icin f(x) artandir. x>r
icin f(x) azalandir.



2) x bir tamsayil ise, x=m'de f(x) maksimumdur.
fi{x)=Ff(x-1) dir. 0O bhalde, x=r-1 f({x) fonksiyonunu maksimum
yapan ikinci noktadar.

Sonug olarak, T-12ix<m bulunur.

2.8.1 Poisson Dagilaminan Uygulama Alanlar:

Foisson dagilimi, sabit bir oranda ol an bagims:iz=
olaylarin olusumunu gistermede kullanilar.

Belirtilmis bir zaman aralig:nda, bir magazaya gelecek
tam » tiitketicinin olasi1li1§i, bir Binomial modele uymaz.

Bunun nedenlerini sgéyle siralayabiliriz. Birinci olarak,
dérneklem hacminin belli olmayisidir. Bir kasabadaki
magazanin misterileri, (a] kasabanin yasayanlar:, komsu

kasabada yasayanlar veya tim sehirde , hatta ilkedeki
kimseler olabilir. tkinci olarak, misteriler magazaya tek
olarak degilde, birden fazla olarak veya guruplar halinde
gelebilirler. Yani herbir denemenin olasiligys esit degildir.

Herbir denemenin olasilig:r ve toplam deneme sayisi
verine, tanmimlanmis vyada belirli bir zaman araliginda
gelenlerin sayisinin ortalamasi, uygun olabilir. Bu da
Foisson Dagilimini, istatistiksel bir model olatrak
tanimlamada kullanilan bilgilerdir.

Foisson Dagilimi, esit zaman araliklarinda veya esit
alanlarda vyada egit hacimlerde olan olaylarin sSay1sinl
gbsterir, Olaylar bagimsizdairlar ve sabit bir ortalama
oranda olurlar.

Bu olaylara drnekler olarak:

1) Tanmimlanmis bir zaman araliginda, bir radyoaktif
taynaktan yayilan alfa pargaglklar1n1n Say18l.

2) Tanimlanmig bir zaman araliginda ol an trafik
kazalarinin sayisl.

3) Bir giinde telefon santraline gelen baglanta
isteklerinin sayisi.

4) Sabit alanlar izerindeki veya hacimler igerisindeki

olaylar . ki: bu olaylar, maddenin benzer parcaciklarinda ..

kusurlarin sayisini kapsarlar.




a— Lam serisi tlzerindeki bakterilerin sayisi.

b- 1fkinci dinya savasi esnasinda Londra® nin esit
bélgelerine disen bombalarin sayisi.

Foisson Dagilimi igin sartlar bozuldugunda yada gerekler
saglanmadiginda, 6&rnedin magazaya milsterilerin gurupl ar
halinde gelmesi gibi, bir Foisson modeliyle hesaplanan
olasiliklar dogru olmayacaktir.

Bir Poisson dagilima igin varsayimlarin uygun olup
olmadigini tahmin edemedigimizde, uygun veriler, madeli
hesaplamada ‘kullanilabilir. Eger Foisson Dagilimi yeterli
bir gésterim olustwrmuyorsa, degisik modellere bakilir.

Mimkin alternatif model, Negatif ERinomial Dagilimidar.
Bu model, olaylarin olusum oranlari 7 nin sabit olmadiga

durumlarda uygulanir.

2.8.2 Poisson Dagiliminin Parametre Tahmini
Poisson Da§11im1n:n T parametresinin, malksimum
likelihood tahmin edicisini hesaplayalaim.
HagHmyenas¥Xn 7T parametreli Poisson dagilimdan alinmig n
hacimlik rasgele bir 6rneklem olsun.
Ka i=1,2,...4n"lerin o.o.f,
n

.rc E = .xp(—n'r)}

1

i=l1

FilXagenegdnlT)=
n
WX
=1

LeT)=F(MasXmyeesgX¥niT) olsun., L((p) 'nin

i

'lngaritma51n1 alalim.

n n
In{L(p)3I= 1n(+) I x;—nf—1n€nﬁt} Q<vdm (2.8.2.1)
i=1 i=1

{(2.B.2.1) ’in 7'ye gbre tirevini alalim ve sifira esitleyelim.
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dfln{bL(+) 213 n
=(1/7)Ex1 -—n=0
dr i=1
Buradan, r'nin tahmin edicisi,

n

P=(Ex.) /n=%
i=1

bulunur.

2.8.3 Diger Dagilaimlarla tliskileri
(Hastings ve Peacock, 1975 s:110) ‘da verilen bagintilar:

1) F:L:’l';""leTz"'---+F'n=‘l'n~|:'l’i'1+‘i'z+..-+’|“n

dir.
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2.9 Yary (Quasi) Binomial Dagilim

Bernoulli tipi denemelerin yapildig: birgok deneylerde,
gozlenen sonuglar yada sayimlar tanim 2.2.1°'deki Binomial
modele uymazlar, FHinomial modelden daha az yada daha fazla
sapma (degisim) g@sterirler. Bunun nedeni, yasayan canlilar
tarafindan ve/veya onlarin karsilastiklara &zel kosullar
nedeniyle kullanilan fazladan etkilerdir. Bu tip durumlar:i
Binomial modele uydurmak igin, Binomial model, degisik
yollarla genellestirilmistir. Bu amacla {(Consul, 1974) Yari
Binomial Dagilim denilen bir kab modeli geligtirdi.

Bir Binomi al model , tanim 2.2.1°'deki o6zellikleri
saglayan tekrarli FBernoulli denemelerinden olusur. Riyr
laboratuvar deneyinde, bir deneme icin p’nin sabit oldugu
gisterilebilir ve uygulamalarda kontrol edilebilir. Bununla
birlikte, canlilarin yasadig: ortamlarda p’'nin degeri, duruma
gbre degisir. BEu degisimler genlerin kalitimindan,
psikolojik etkilerden, sosyal birliktelikten, daha &nceki
deneyimlerden, basaray igin beklentiden veya karsilasilan
ortak bir tehlikeden, cevrede degisimler icin gerekli olan
dizenlemel erden kaynaklanabilir. Eu nedenle gdzlenen
sonuclar vyada sayimlar, bir Binomial modele uymazlar yada
Binomial modelden az yada daha fazla sapma goésterirler.
Binomial modeldeki bu daha az yada daha fazla sapmalara,
extra Binomial sapmasi denilir. (Consul, 1974) bir oyuncunun
bnceden belirledigi bir taktige dayali basit bir kap modeli
geligstirdi ve kesikli tipteki bir % r.d igin Yari ERinomial
dagilimi elde etti.

TANIM 2.9.1 Kesikli tipteki bir x r.d’'nin o.¥,

m
fixtam,p,0)=( Ipip+n@)n=2 (1—p~n@)m—x (2,9.1)
X
' P 1-p
#=0,1,2,3y20sm 5 0ipil ,~ — { @ & ~ , g=1l-p
] m

ise ¥ r.d’'nine, Yari Binomial Dagilimina sahiptir denir.
{Consul , 1990)
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Buria gére, tanim 2.2.1°'deki vyalniz 1 ve 4 kosullarin:
yvani Binomial modelin sadece yari hkosulunu sagladigiy igin bu
dagilima Yari PBinomial Dagilim denilir. Buna gére Yar:
Binomial Dagiliminda,

1) Herbir deneme icgin yalniz iki olanakla: sonug vardar.

2) Deneme sayisi sabittir,
kosullari saglanir.

Yari Binomial Dagilimini, BBD{(x:m,p,d) veya OGBD,(m,p,)
ve ilgili Yara Binomial degiskenini, PBD:m,p,# ile
gbsterecegiz. ¥ r.dy m denemedeki basarilarain toplam
sayisin: gosterir.

Yat1 Rinomial Dagilaimininn m,p ve @ parametreleri
sirasiylag deneme sayisini, birinci denemedeki basari
olasiligin: ve sontraki denemeler igin basar:i katsayisidir. m
denemede birinci deneme igin basgari olasiligy p ve sonraki
herbir denemedeki basari olasilig: p+u# dir. Bunun anlam:
ise @'nin pozitif vyada negatif olusuna gbre, basarinin
olasi1li1§r artar veya azalair, ayni zamanda direk olarak basara
sayl1si ile dogru orantilidir.

@#=0 btzel halinde Yarai Binomial Dagilami, bir BRinomial
modele indirgenir.

TEOREM 2.9.1 Kesikli tipteki bir » r.d, Yari BRinomial

Dagilimina sahip ise "X=x+1"'deki olasiligi,

m~x p+x@ g . 7]
ProbLX=x+11= (1+ )I*(l—-—————)m—x=ipragh X=x1
#+l 1-p-ud p+xd l-p—ud@ (2.9.2)
w=1,2,3,0.04m—1
dir.
I1SFAT: Bir % r.d ‘nin "X=x" "deki olasilig:,
(1.1.2) 'den, f(x)=ProblX=«1 dir. O halde,
m

FroblX=xl=f(3:m,p,B)=( Ip(p+x@)x—2 (l-p-—u@)m—»



»

'fi;7§‘

P 1-p
X=041,2,3450004m 4 03p2] 4= — € @ { — , q=1-p
m m
elde edilir.
m
Probl X=x+11=( Jp(p+RE+E) {1 —p—-n+@) m—n—2
K+l
m!
= p {p+R@+E) " (1 —p—y@+@) m—x—1

(m—x—1) !} (x+1)!
m (m=x)
= ()
b (x+1)
pay ve paydayi, (p+@)*{(l-p-u@d)m—>=2 jle cgarpip

P (p0@+@) » (1 —p—x@+@) m—r—1

gerekli dizenlemeleri yaptiktan sonra,

m 1 @
= () plp+x@)*~2(1l—p-—n@)™ N (p+ud) (| -} M~ —1
» 1-p—u@ 1-p—ng
g m=—»
(1+ ™
p+x@ n+1
m—x p+u@ @ ]
Prob[X=x+13= (1+ )Ml ) =R AR b [ X=x ]
Y x4l 1-p—x@  pend 1—p—xg

bulunur., Biylece olasiliklar, sirali olarak hesaplanabilir.
(2.9.1) "in "X=0" deki olasiligi,
ProblX=01=f () ={1-p)m™ (2.9.3)
dir.
TEOREM 2.9.2 Kesikli tipteki bir ¥ r.d, Yari Binomial
Dagilimina sahip ise,
m—1
E(x)= mp £ @%(m~1) <> (2.9.4)
k=0
dir. (Consul 1990Q)
Burada (m—1) ¢(x>r={m—1) {m-2)...{m=k) ve {(m—1) co>=1 dir.
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1) @20 igin,
mp (1+@) m=3LE () <mp(1+@) {1 -F(m-2) )2
2) @<0 igin,
mpLl-@(m—1) ISE()<mp{1+@(m—1)L[1+B(m—2) 32

dir.
Bunun anlamij Yar: Binomial Dagiliminin ortalamasi yada

beklenen degeri, @ azaldiginda sola ve @ ‘artt1§1nda saga
kayar.
TEOREM 22.9.3 Kesikli tipteki bir % r.d, Yari Binomial

Dagilimina sahip ise,

m—1
var (x)= mp{(m-1)pB-m{m—1)p2@ £ B%(m—2) (> L (k+2)2-kml+
k=0
1 m—2
— m(m—1)p@ E (k+2) {k+3) B* (M—-2) ¢1>~
2 k=0
m—2
m2 {m—1)2p2@2L E @"(m—2) ¢u>» 12 (2.9.5)
k=0

dir. (Consul, 199Q)
Buna giresg

1) p<(3/4) oldugunda, @ 'nin degderlerindeki artig ile
Var (%) artar. '

2) p>(3/4) oldugunda, @ ‘nin degerlerindeki artis ile
Var (#) azalir.

Bunun anlami da, Yari Binomial Dagilimda @ ve p’nin
degerlerine bagli olarak pozitif veya negatif extra Binomial
sapmalari olur.

TEOREM 2.9.4 Yar:r Binomial Dagiliminmin modu, M Yar:
Binomial Dagilaiminin modunu gistertermek ilizere,

22— (2m—-3) @2 M2 +{1-pL1-(m—-3) @]1-20-2m@[ 1+ (1-m) AIIM

+{1-p)2-mpli-p—-(m+1)@I>0 (2.9.6)
esitsizliginin pozitif kdkid ile, (m+l) (p-20) {1-(m+3)@} 2

arasindadir.
{(2.9.6) egitsizliginin 0 ile (m+1) {(p-2@) /L1-(m+3) @]

arasainda bir gergel  kdki: wvardar. Bu kék, M igin bir alt

sinirdir.
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2.9.1 Yari Binomial Dagilimin Uygulama Alanlarai

Yari BHinomial Dagilimi, dbért gurup klasik verilere
uygulanmisgtir. Bu uygulamalar, daha d&nce bu dirt guruba
uygulanan en iyi modellerle karsilastirilmistair.

Bu dirt gurup veri:
1) Haemacytometer ‘in 400 karesinde gézlenen maya

hilcrelerinin dagilimina uygulama. (Crow ve Bardwell, 19&63)
tarafindan galisilmistir.

2) Avrupa misir dretimi dzerine McGuire, EBErindley ve
Bancroft ‘un verilerine uygulama. {(Crow ve Bardwell, 1963)
tarafindan galisilmistir.

3) 7640 Lespedeza Capitata bitkisi idzerine, BReal ve
Rescia ‘nmin verilerine uygulama. ( Katti ve Gurland, 1962)
tarafindan galisilmistar.

4) Dakikamin 1/8 orami bir aralikta, bir polonium cgubugu
tarafindan emilen alfa parcaciklarinin sayisinin dagilima
izerine, Rutherford ve Geiger °* in verilerine uygulama.
(Crow ve Bardwell, 1963) tarafindan calisilmigtar.

uygul amal arindan olusmaktadir.



4
(11}

8 68 £ 95 h ¢z b o
20
50
rhe
-50
Ao 0 H\Q N\.Q.u-k Q\AHVA\ Axww
%4684 95h ey
< T 1 [V}
J;,wa__w_ e
2’0
- 50
-0
20
hoo=d w0=d @aw v

/0o=gd L qg=d oi=

Q

00
L Lo
-0
- E£0
90
50

+
(4

/684 2S5 hET o0 oymmﬁwm_qmd\o
)/arkwrhhﬁﬁhhdwx uy‘_..—H __——AWM
[A] 9
£0 L £°0
ho -ho
50 24l
chl\ d.@ﬂ\ O\BE mo;ou N.Q.ﬂ Q\“g /..\
(03 0oy
Ea.mwmwm\?m.ﬂxo X\emmﬂwmwmu*o
< TT H $ } ' T o‘g e Y TN f O.Q
,.—~ __.-3 J._—J_.Ls
| 20 -0
-£0 FE'0
- §Q 4o
=1 [S°0
i |
sao= o=d o/zl/ zoo= z9o=d ozl
o (2
Fw\.m%‘“wm‘ﬂmu\o o/ 63£L 9SS hevT!o
< } r n o'g XA\- Y 1 It - . @0
F ~. -0 A b -10
20 T
hd ) rM.Q
Lhg l.n
T.o LS50
NZ v
owo=@F <Toz/ o/=w (x)4 10°-38 zoezd oizi ()4

ve

p

M,
degisik degerlerine goére o.f 'nun grafikleri-

Dagiliminin

Binomial

Yara

10.

Sekil
parametrelerinin



83

2.10 Geeta Dagilim

(Consul, 1990) tarafindan, pozitif tamsayilar Ekimesi
iizerinde yeni bir kesikli tip dagilim tanmimlanmistair. Bu
dagilima Geeta dagilimir denilmistir.

FKesikli tipte bilinen iig L-sekilli veya J-sekilli
dagilim vardir. Bunlar, Logaritmik Seri dagilimi, Fesikli
Fareto Dagilimi ve Yale Dagilimidair. (Johnson ve Kotz, 1969
Bu g L-sekilli veya J-sekilli dagilimliarin bir telk
parametreleri vardir. Bu nedenle de karmasik veri
kimelerinin ihtiyaclarini karsilamada yeterli degildir.

Yeni tanimlanan Geeta dagilimimin, iki parametresi
vardir. Geeta dagilimi L-sekilli veya J-sekillidir. Geeta
dagilimi diger L-sekilli wveya J-sekilli modellerden daha
kullanmiglidir.

TANIM 2.10.1 Kesikli tipteki bir x r.d'nin o.f,

1 -1
f{e @, N)= 4 ) @nTr (1 —-g) A {(2.10.1)
fAx—-1 M
=1, 2,5,000 Qo 15A<1/@

ise ® r.d’'ne Geeta dagilimina sahiptir denir.

Geeta dagiliminda R,={1,2,3,...% 4, O<@I1 ve 14A<1/48 dir.
Buradan her x£R,, icin f{x:@,A)20 bulunur. Dolayisiyla
{1.1.2.a) gerceklenir. f{x3@B, 1) "in (1.1.2.b) 'yi
gergekledigini gosrelim. Bunun ic¢in, Geeta dagiliminin @&
parametresinin @g=u{l-g - | Ax1 dénusnimiyle Lagrange
acilimini yapacagiz.

@'nin Lagrange acilimi,

® ux grx—2
= I LI 0% ] o (2.10.2)
x=1 u! dgx—2
dir.
u? uz d u= da2
AR+ em ——[(1-@)RCL= s + — ——[(1~B)FC27O0 ] s +uns
1! 2! da J! da2

dir.
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dl:
Ta= C(1-@) 27N ]gmno=1
dge
d
Ta= C(l=@)2e2—0 J o o=2(A—1)
da
d2
Ta= [1-@)3¢1=0 ] 0=3(3—1) (IZA-2)
da@2
da
Ta= C(l-@) 22— ], _4=4(1—1) {(43-3) (43-2)
da=
0 halde,
ur  u2 u= u<
P=—l +—(2A=2) +—(FA-3) (FA-2) +——(43—4) (4(3-3) (43-2) +. ..
v 2t 3! 41
(2.10.3)
@=ul{l-@)1-0 =3 yw=@g(1-@)*~2 dir.
(2.10,3) ‘'de, u'nun degeri yerine konuldugunda,
H(l-@)yn—1 [@(l-@)yn—1]2 [@¢1—@)n—1]>
fil= 1+ (20-2) + (303 (33-2)
1! 21 31!
[@{i-@)n—21]>¥
“saet (yfi=y) (yfi-y+1) ... {(Ay—-2)+... 1iydm
y!
o [@(1-@)n—2]x
@=L (Ax~3) (Axn=-u+1)... (Axn-2)
%=1 n!
@ (AN-X) {(Ax—x+1l) ... (A=2)3* (1-@) r=x
@=E
n=1 » !

pay ve paydayir (Ax-1)(Ax—x~-1)! ile garpalim.
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o 1 123, .. (Ax—x—1) {(fAx—x) (Ax—x+l1) ... (An-2) (Ax-1)

=k @ (1—@) x>
#=1 fAx—1 (Ax—x—1)! !
bazi1 dilzenlemelerden sonra,

@ 1 (Ax—1)!
@i=E @ (1 —@) nx—x

=1 (Ax-1 (An—xn—1) 'xn!

@ 1 fAx—1
#=r ——-y ) Gix (1—-@) P

=1 (Ax-1 b

1 @ 1 fix—1

r — Y @ (1—-@)mx—x=] (2.10.4)

@ =1 fix-1 »

(2.10.4) egitliginin sol tarafindaki ifade (2.10.1) ‘deki
o.f 'na esittir.,.

Geeta dagilimini, GE(x:d,3) veya OGE,(@,4) wve ilgili
Geeta degiskenini, GE:@,n ile gbsterecegiz. Geeta
dagilaiminin parametreleri @ wve A dir. Geeta dagirliminin
(2.10.1) 'deki o.f 'nunda, A—>1 iken bir tek x=1 noktasinda
bozulur.

Ayni zamanda Beeta dagilimi, x=1 noktasinda, @ ve
parametrelerinin tim degerleri igin bir maksimumu vardir.
Geeta dagilimi L-sekillidir.

TEOREM 2.10.1 Fesikli tipteki bir x r.d, Geeta

dagilimina sahip ise,
1-@
E(i)m ——— (2.10.5)
1-Ag
dir. (Consul 1920)
TEOREM 2.10.2 kesikli tipteki bir ® r.d, Beeta
dagilimina sahip ise,
(R—1)a@(1-@)
Var (x)= (2.10.6)
(1-p@)=

Eger,
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1-a
H=E (%) =er——— (2.10.7)
1-0g
ise varyanmsin p cinsinden ifadesi,
pip—1) (Ap-1)
Var {(y)= {2.10.8)
{A=-1)
dir. (Consul 1990)
TEOQOREM 2.10.3 Kesikli tipteki bir x r.d, Geeta
dagilimina sahip ise, "X=x+1"'deki olasiligi,
k 1) p—1 (A-1)p
ProbiX=x+11= ¢ 1 + ] L I*FrobfX=x1l (2.10.9
i=1 kfdi—i p fAp—1
k=2,3,4,...
dir. {(Consul, 1290)
dzel olaralk,
f{l)=(1-@)n—12 {2.10.9.a)

dir.
(2.10.9.a) ‘daki ifadeyi, p cinsinden yazacak olursak,
1-¢

(2.10.7) ‘den, p= dir. 0 halde,
1-03
(1-@)=p (1-024)
=p {(1-A+0-0F)
=pl(1-A)+A(1-a) 1]
=p{1—-A)+pn{l1-@)
dir. Buradan,
(A-1)p
(1-8)= — (2.10.9.b)
(pi-1)
elde edilir.
(2.10.9.a) ‘da, (2.10.9.b) yerine koyuldugunda,
(A-1)p
f(1)=Prob{X=13i=[———1n—2
(pn-1)

bulupur. Ayni1 sekilde,
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p-1 (A-1)p
£ (2)=FroblX=21= L 1=a—2
B (RGA-1)

dir.
TEOREM 2.10.4 Geeta dagiliminin o.c.f,

© 1 Ax-—1
F(t:@,A)= L t» —— 0 ( ) @R (1) Bx—x
n=1 Ax—1 Y
=1 424350 oL@l 140<1/@

dir. (Consul, 1990)
TEOREM 2.10.5 Kesikli tipteki bir % r.d, Geeta dagilimina
sahip ise, ortalama etrafindaki k-inci momenti,

@ 1 fiv—1
Hr= I { 1T (1 @) OXTR (y—p) & {(2.10.10.a)
x=1l fix-1 b
ve (k+l)—-inci momenti icin sirali baginti,
diw k(3-1)
Pr+1=pe@l + YPie—ad k=2,3,... (2.10.10.b)
da (1-a@) 2

Pa=0 ve p==02 dir.
(2.10,10.b) de k=2 ve k=3 alindiginda sirasiyla,
(1-@) 3 (A-1) [1+200-20-0@2 ]

P==
(1-n@)=
ve
I(A-1)2@2 (1-@) 2 (n—=-1)a¢1—@)
Ba= + E1—6®+6ﬂ2+ﬂﬁk8—18@+8m2)
(1-A@) & (1-n@) 7
+12 @2 (H-&@E+E2) ]

bulunur.

2.10.1 Geeta Dagilaiminin Parametre Tahminleri
MaeK2eKZyeaag¥n herbiri p ve #$ parametreli Geeta
dagilimina sahip, n hacimlik rastgele bir &rneklem olsun.
Momentleri karsilastirma metodu ile p wve A ‘nin

tahmin edicilerini hesaplayalam.
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mi=%X ve mz=52 sirasiyla, (2.6.2) ve (1.6.5) ‘deki gibi

alinsin. GBGeeta dagiliminin beklenen degeri ve varyansl,

1-@
(2.10.5) ve (2.10.8) ‘den sirasiyla, E{(®)=—ou ve
1-0a
pp—1) (Ap—1) 1-@
Var (%)= dir. M g = ——mmeeee ve
(A-1) 1-4
pip=-1) {Ap-1)
Mz= alalim. Buradan,
(h—1)

Mzz—M 3 (m;—l)

P =my ve f =
Ma—ma2 (my—1)

bulunur. 0 halde, p ve A'nin tahminleri,
82-% (X —1)

Q =¥ ve @
-1)

dir.

2.10.2 Geeta Dagiliminin Uygulama Alanlar:

Geeta dagiliminin uygulamas: olarak, (Consul, 1990)
tarafindan olusturulan iki modelden birincisi olan kap
modelini ele alacagiz.

Kap modelleri genellikle verilen bir modelin
olusturulmasy: igin prensipleri agiklamak amaciyla kurulur.
Kap modellerinin bircgok tipi (Johnson ve Kotz, 1977) ,
(Consul, 1974), (Consul ve Nittal, 1975) ve (Famoge ve
Consul, 1988) tarafindan detayli bir sekilde tanimlanmisgtir.

Bu kesimde ele alacagimiz kab modelini (Consul, 1990), x
kesikli tip r.d'nin o.f'nunu, (2.10.1) 'deki olan Geeta
dagilimi olarak tanimlamis ve galismistir.

{(Consul, 1990) tarafindan tanmnimlanan kab modeli, A ve B
gibi iki kab sistemine dayanir. Burada A kabinda belirli
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1) Oyuncu fR:2 olacak sekilde bir tamsayyr segerek
stratejiyi belirler.

2) Oyuncu A kabindan toplara tek tek ceker ve ayni renk
top, E kabina koyulur. B kabindaki beyaz toplarin sayisi, E
kabindaki siyah toplarin sayisini (2-1) gecgene kadar top
cekme islemine devam edilir. Bu kosul bozuldugunda oyuncu
oyunu kaybeder.

3) B kabindaki siyah ve beyaz toplarin sayisi sirasayla,
{(x—1) ve (i-1)x oldugunda x=1,2,3%,... oOlmak ﬁzefe, oyuncu
oyunu kazanmis ilan edilir.

$imdi % r.d ‘nin degigsik degerleri icin, oayunu kazanma
olasiligini hesaplayalam. Burada Bernoulli tipi denemeler
yvapilmaktadir., Bernoulli denemesinde siyah top cekme
olasiligy @ ve beyaz top cekme olasilig:r (1-¢) dir.
f(x=1)=FrobL(f-1) beyaz top ve 0 siyah top gekmel

=(1-@) (f—1) (2.10.3.1)
f{u=2)=Frobl (2A-2) beyaz top ve 1 siyah top gekme;

6yleki siyah top (A-1)-inci ¢ekimde yapilmigstir.]
fi—1
( YA{1—@) s2—D>=(—1) @ {1-@) =a—=2> (2.10.3.2)

1
Bu iglemler » r.d’'nin biyik degerlerinin timi igin kolay

olmayacaktir. Ucglnci kosula gbre, (x-1) siyah topla oyunu
kazanmak igin oyuncu toplam (A-1)x+(x-1)=0Ax-1 top cekmelidir.
Gekim vyada deneme dizisindeki (A-1)n beyaz toplarin

herbirini, (-1) ve siyah toplarain herbirini, (+1) ile
gisterelim. tkinci kosula gére oyuncu, B kabindaki beya:z
toplarain sayisl , (1) (x—1) "i gecgtigi slirece oyunda
kalabilir. Yani oyuncu (x-1)-inci siyah topu gekmeden dnce

en azx [(A-1)(x—1)+1 1 beyaz top cekmek zorundadir. Diger bir
ifadeyle, (-1) wve (+1)’lerin dizisinde, Sx ile gésterilen
kismi toplami 2 x—1-L(A-1) (x-1)+11=(2-f3) (x-1) -1 olmalidir.
Bu nedenle oyuncu,

Sui(Z2-) (x—-1)-1 #=1,2,3,... (2.10.3.3)
oldugu sirece oyunda kalabilir.
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Mimkin bir kazanma igin tam (x—1) siyah top ve vy beyaz
top gekme olasiligima,

fin—-1,y)=gn—1(1-@)¥ ®=1y2y0ua ¥Y=0, 1400 (2.10.3.4)
ile gosterelim,

Burada f(x—~1,y) , y'nin daima (A—-1) (#x—-1) gecgme dizisinin
sayisinl gidsterir. Buna gére,

fi{x—1,y)=0 yE(A—-1) {(x—-1) (2.10.3.5)
dir. y=(f-1)x oldugunda oyun sona erer ve oyuncu kazanir.
Yani oyunu kazanma olasiliklar:i,

ProbCX=x1=f (-1 ,Ax—u)@*—2 (1-@) Ax—x (2.10.3.6)
dir. Burada #=1,2,3,... dif.

Bir dizideki en son gekim bir beyaz top (-1) veya bir
siyvah top (+1) olacagindan, esitlikleri

Fl=1,y)=Ff (-2, y)+f (=1 ,y—1) y>{A—-1) (x—1)+1 (2,10.3.7)
ve

fFin—-1,y)=f{x—2,y) =({3—1) (x—1)+1 (2.10.3.8)
seklinde yazabiliriz. Ririnci kosuldan dolay:,
F{O,y)=Ff{1,0)=1 {(2.10.3.9)
oldugunu biliyoruz. (2.10.3.5) ‘den, tim x'ler igin
fix—-1,(A=-1)(x-1))=0 (2.10,3.10)

sonucunu cirkarabiliriz. (2.10.3.7) ve (2.10.3.8)°'in ardisik

uygulamalariyla,

Y
FO1l,y)=Ef(0,i)+f(1,0A—-1)
i=@
=y—{f}—1) {(2.10.3.9) ve (2.10.3.10) ‘dan
y—{(f3i—-1) y+1
S ) (2.10.3.11)
y+1 1

benzer sekilde,
F2,y)=Ff(l,y)+f (2,¥y—1)
k
=Ef(1,y=1)+f(2,201-2) burada, k=y-2A+1 dir.
i=0



k
=Ef (y-i—-(i—-1))
i=0
y-2(-1) y+2
= )
y+2 2

Verilen bazi f(x,y) 'ler icin asagidaki

y—x {(}—1) Y+
fi,y) Sem——— { )
y+3 b

(2.10.3.7),
daha buylk degerleri igin,

h
Fln+1l,y)=EFf (t,y—1i)
i=0
h y-i-x{}-1) y—i+n
= X ( )
i=0 y—i+x ®
h y—-i+xn h y+x—-1-1
=X ( )- A E
i=0 ® i=0 n—1

(2.10.3.8) ve (2.10.3.13) kullanilarak

burada,
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{{(2.10.3.10) ve (2.10.3.11) ‘den?

(2.10.3.12).

bagintiy:r ele alalim.

(2.10.3.13)

®'in

h=y—xf+x-0 dir.

{(2.10.3.13) ‘den’

Asagirdaki birlestirme formilind kullanarak,

h n-1-i n n—1-h
E = A )y =g )
i=0 r-1 r r
yukaridaki ifade,
y—(x+1) {(A-1) y+u+1
fixn+l,y) = ¢ ) seklinde olur.
y+u+l n+l

Buda (2.10.3.13) "deki

® in tim toplama degerleri

var sayima benzerdir. Bu nedenle,

icin (2.10.3.13 ) saglanir.

Simdi (2.10.3.13) ‘den f(x—1,Ax—x) degerini (2.3.10.6) ‘da

hesaplayalim.

f(2)=FProblX=x1= (

fix—1 %

Dyunu kazanmak igin olas111kiar,
1 -1

’ g“-"(l—ﬁ)a“—" X=1,2,3,---
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ile hesaplanir. Buda Geeta dagiliminain (2.10.,1) 'deki o.f ‘dur.

BRNEK 3.10.2,1 Geeta dagrliminin kab modelini bir
uygul ama tdzerinde gosterelim.
Oyunun kurallara:

1) Az22 olacak sekilde bir tamsay:i seg.

2-a) A kabindan tek tek top gek, cekilen topun rengine
bak ve topu tekrar A kabina koy. Gekilen topla ayna renk
topu B kabina koy.

2-b) B kabindaki beyaz toplarin sayisi > (fi-1) R
kabindaki siyah toplarin sayis: ise, top gekme islemine devam
et.

2~c) Bir oyuncunun (x—1) siyah topla oyunu kazanabilmesi
icin toplam, x-1+(fA-1)x=Ax—1 top cekmelidir.

3) B kabindaki siyah toplarin sayisi= x—-1 ve B kabindaki

beyaz toplarin sayisi= (ix—x oldugunda oyuncu oyunu kazanir.

»=1 oldugunda, (-1 beyaz, 0 siyah top icin.

»=2 oldugunda, 20/-2 beyaz, 1 siyah top igin.
#=2% oldugunda, 31-3 beyaz, 2 siyah top igin.
x=4 oldugunda, 4—4 beyaz, 3 siyah top igin.
®=F oldugunda, S5%-5 beyaz, 4 siyah top igin.

N=2 alalim, segelim
1 oldugunda, 1 siyah top icin.
»=2 pldugunda, 2 beyaz, siyah top igin.
3 oldugunda, 3 siyah top igin.

»=4 oldugunda, beyaz, siyah top igin.

o

11

~<

]

[
DU N = O

4
#=5 oldugunda, 5 beyaz, siyah top icin.

=3 alalam, secelim
u=1 oldugunda, 2 beyaz, O siyah top icin.

oH
[

®x=2 oldugunda, beyaz, siyah top igin. .

%=3 oldugunda, & beyaz, 2 siyah top icin.



»=4 poldugunda, B beyaz, 3 siyah top igin.
#=5 oldugunda, 10 beyaz, 4 siyah top igin.

dzel olarak, A=2 alindiginda, x=3 olsun. 0 halde oyuncu

-

% beyaz, 2 siyah top igin toplam 5 cekim yapacaktir.

B s}

gekil 11. (=2 ve ¥=3 alindiginda oyuncunun 3 beyaz ve 2
siyah top igin toplam S cekimdeki kazanma dizileri.

Bu sekilde oyuncunun oyunu kazanabilmesi igin toplam 2
dizi vardir. Bunlar (-1) beyar, (+1) siyah topu gistermek
iizere,

1) (—=1)(~1) (~1)(+1) (+1)

2) (=1)(-1)(+1) (1) (+1)
dizileridir.
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Sekil 12. Geeta Dagiliminin p ve A parametrelerinin

degisik degerlerine gére o.f 'nun grafikleri.
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3. BBLOM
SUREKLY TiF DAEILIM MODELLER:
Bu bélimde, sirekli tipteki dagilimlari inceleyecegi=.

3.1 Normal Dagilaim
TANIM 3.1.1 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1 1 H—p
fFinipy0)=S——— expi- { 123 (Z.1.1)
J(Zm) e 2 o
- ® % % 4 o - o 5 p oI oo o0

ise ¥ r.d'ne p ve o parametreli Normal dagilima sahiptir

denir.

Normal dagilaimi, N{xsp,o) wveya Ny(p,o0) ve ilgili
degiskeni, Nip,r ile gbsterecegiz. Burada R ve 43
parametreleri, sirasiyla dagilaimin kornum ve yayilim

parametreleridir. Normal dagilimin sekil parametresi yoktur.
Tim Normal dagalimlar ayni sekle sahip ve simetriktir.

(3.1.1) 'de 6&6zel olarak p=0 wve =1 alinirsa, Standart
Normal dagilim elde edilir.

TANIM 3.1.2 Siwrekli tipteki bir % r.d'nin oc.y.f,

1 i
f{)s=—— eupl{—- — n2l - o ox U+ oo (3.1.2)
J(2m) 2

ise ¥ r.d’ ne Standart Normal dagilima sahiptir denir.
" TEOQOREM J.1.1 Normal dagilimin d.f,

1 M i U—p
Fixip,0)=—"u—-"P expi- ( Y2 3du (3.1.3)
J(Zn)wf 2 o
bt '

dur.
ISPAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
1 X 1 u—p
Flsep,0)=s———— 1 expi- ( )2 3du
J(En)oI 2 o

-

bulunur.



TEOREM 3.1.2 Normal dagilimin m.G.f,
o2tz

M{tgp,o)=exp(pt+——o———)

)

dir.
1I8FPAT: (1.7.7.a) ‘daki esitligi kullanarak,
+@ 1 1 x—p
M(trp,0)= exp{ty) ————eup{- —( Y23dx dir.
I JZ2Zm o 2 o

Bazi1 dizenlemelerden sonra,

1 r2t?2 +o Li{x—~p)—o2ti2
M{tsp,0)= —eupipt+ ¥ fexpi- > dx
JZml o 2 f 202
—®
elde edilir.
+m L(u—p)—oc2t]2
I,= expi{- ydx olsun.
j 202
-
+@ b2 -4ac
ax0 ise, I=fexp{-(ax2+bx+c)}dx=J(n/a)exp{——————}
J 4a
—@

dir. (Spiegel 1975, s:343)
(Z.1.4.b) ‘'den, I,=Jd(2m)o elde edilir.
(3.1.4.a) 'da yerine koyuldugunda,
o2ta
Mitzp,r)=exp{pt+—m ko)
2

bulunur.

TEOREM 3.1.3 Sitrekli tipteki bir » r.d, Normal

sahip ise,
E(x)=p —o {p o
dir.

96

(3.1.8)

(Z.1.4.a)

(3.1.4.b)

SONUG

dagilima

(3.1.5)
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d
IsPAT: (1.5.1.b) ‘den, E(x)= {M(t)}|t-o=ﬁ‘(t)|t_o dar.
dt
oc2t2
M’ (t)=exp{pt+—— 3 (p+o2 t)
2

dir. O halde,
E(x)=p
bulunur.
TEOREM_3.1.4 Sirekli tipteki bir # r.d, Normal dagilima
sahip ise,
Var (x)=v02 . v >0 (F.1.6)

dir.
+o

ISPAT: (1.5.5.a) ‘dan Var(x)?j (=R ") 2F(0)dx dir.

-
+@ +@
Var(x)=jx2f(x)dx—zn’ljxf(x)dx—u‘;z
ol ] —@
=E(u2)—-{E(x%) 32 (3.1.6.a)
d2
dir. (1.5.1.b) ‘den, E(n2)= {M(t)}lg—o=n"(t)|g-o dir.
dtz
ot2
M (t)=eupipt+———I[ (ptor2t)2+p2]
2

dir. Q halde,
E(x2)=p2+g2 - o { p i oo o >0 (3.1.6.b)
elde edilir.

(3.1.6.a) ‘'da, (3.1.6.b) ve (3.1.5) yerine koyuldugunda,
Var (x)=¢2

bulunur.



98

TEOREM 3.1.5 Sirekli tipteki bir x r.d, Normal dagilima

sahip ise,
88 (%)=0o c > 0 (3.1.7)

dir.
ISPAT: {1.5.6) ‘da, (3.1.6) yerine koyuldugunda,
SS(x)=r
bulunur.
TEOREM 3.1.6 Sirekli tipteki bir % r.d, Normal dagilima
sahip ise, x=x ile gésterilen garpiklig:,
Xx= O (3.1.8)

dir.
+@

ISFAT: (1.5.3) ‘den p==E[(x—H';)3J=J (X—H " 2)FF(x)dy dir.

—-@
+o +o R
us=fx3{(x)dx—Eu';ijf(x)dx+3u';25xf(x)dx—u';’

-~ -~® -
=E(x=)-FEIE(x2)+2{E(%) 3™ (F.1.8.a)
d=

dir. (1.5.1.b) ‘den, p’ ' ==E(x™®)= {M(t)}lg-°=M"'(t)|g_q dir.
de=
g2t

Mt =expiptd— 3L (p+o2 L) =+3(pvo2t) o2 1

[

dir. 0 halde,
E(u®)=p>3+3pog2 - o { p 4 o o >0 (3.1.8.b)
elde edilir.
{(3.1.8.a) ‘da, (3.1.8.b), (3.1.6.b) ve (3.1.5) yerine
koyuldugunda,
p==0
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esgitlik kullanilarak,
Xx=0
bulunur.
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TEOREM 3.1.7 Sirekli tipteki bir % r.d, Normal dagilima
sahip ise, s ile gisterilen carpikliga,

Xg= 3 (3.1.9)
tir.

+a
ISPAT: (1.5.3) ‘den y4=EE(x—H';)4]=f (=P ") (x)dy dir.

~@
+o +m +m +@
H4=jx4f(x)dx—4n‘;jx3f(x)dx+6u';2f%zf(x)dx—4p’1=}xf(x)dx+p';4

—-o - ) -
=E(HP)-4E(R)E(xZ)+6{E(x)IFI2E(®2)-3{E(x)3° (3.1.9.a)
de

dir.{1.5.1.b) 'den, p ' a=E(x?)= {M(t)}lt_o=H‘*V’(t)|t_o dir.
gt
g2t2

Me2v? (t)=explipt+

Y (p+o2t) {(u+o2t)>+J(pto2t) o2

3

+{IZ(p+o2t)20c2+30231]
dir. 0O halde,

E{x2?)=pt+5p2 g2 +304 - < p @ o Q {(3.1.9.b)

e

elde edilir.

{(3.1.9.a) 'da, (3.1.9.b), (3.1.8.b), {(3.1.6.b) ve (3.1.3)

verine koyuldugunda,

Pa=30°

elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,
Ka=3

bulunur. .

TEOREM 3.1.8 Normal dagirlimin modu

H=p -o ¢ p <o (3.1.10)
noktasindadir.

ISPAT: (3.1.1) 'deki o.y.f’'nun, x°'e giére tiurevini alaip,
sifira esitlendiginde, ME=p bulunur. ®=p degeri igin
{(3.1.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alir. 0 halde, Normal
dagilimin modu,
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n=R
bulunur.
TEOREM 3.1.9 Normal dagilimin medyani,
K=H -—o { p 4 o (3.1.11)
dir.
1SPAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
® 1 1 u-p 1
—_—anp{———| Y2 3du=—— dir. Esitligin sol tarafindaki
I J{Zm o 2 T 2
—{0

integralde, y={(u—p)/oc degisken degistirme yapilip integral
hesaplandiginda,

{u—pl)/o 1 1 1 H—H
exp{——  y2lidy=— <=3 = 0 dir. Buradan,
I J(2m) 2 2 o
—®o
Ll
bulunur.
TEOREM 3.1.10 Normal dagilimin karakteristik fonksiyonu,
o2tz
gitzp,o)r=exp(ipt - —m—m) {(3.1.12)
2
dir.

ISFAT: (1.7.8.a) ‘daki esitligi kullanarak, (3.1.4) de,

t yerine it alindiginda,

r2t2
gltygp,o0)=explipt - —)
2
bulunur.
TEOREM 3.1.11 Normal dagilimin kimiulant fonksiyonu,
r2t2
Eltep,d)=ipt - (3.1.13)
2

dir.
1SPAT: (1.7.9) ‘daki esitligi kullanarak, (3.1.12)°'nin
logaritmasi alindiginda,
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g2t

E{tip,o)=ipt -
bulunur.

3.1.1 Normal Dagilimin Uygulama- Alanlara

Normal dagilim tim dagilimlar igerisinde, en yaygin
ol arak kullanilan bir dagilimdir. 1900 yillarinda,
istatistiksel testlerin geligmesiyle birlikte, matematiksel
istatistigin en drnemli sonuglarindan biri olan merkezi limit
teoreminin olusturulmasi, Normal dagilimin dnemini
arttirmigtir.

Merkezi limit teoremi, herhangi bir dagilimdan alinmig n
bagimsiz gdzlemin ortalamasinin dagilima, hatta sonlu
ortal amal ara ve varyanslara sahip n degisik dagilimin
ortalamasinin dagilimi, Orneklemdeki gdzlemlerin sayisi n
biiylidiigilnde, vyani n sonsuza giderken, bir Mormal dagilima
vakinsar fikridir.

Merkezi 1limit teoremi, her nekadar biyik hacimli
drneklemler igin gecgerliysede, drneklem tek elemanla
olmadig:i, Grneklemin bir gurubunun varyansi, orneklemin diger
guruplarinin varyansindan cok daha biyik olmadigyr ve
drmeklemin eleman dagilimlari bir Normal dagilimdan fazla
sapmadigyr sirece, drneklem ortalamasi bir Normal dagilima
yakinsar.

Merkezi limit teoremi, tesadifi Normal degishkenler
iiretmek icin bir teknik olarak kullanilir.

Merkezi limit teoreminin kullamilmasiyla 1ilgili olarak
cok istasyonlu bir sistemde, deneme ve bakim faaliyetlerini
kontrol etmek igin gerekli toplam zaman ornegini
inceleyebiliriz. {Hahn 1967, s:228)

ORNEK._3.1.1.1 Gok istasyonlu bir sistemde, deneme ve
bakim faaliyetleri cgergevesinde sistemi kontrol etmek igin
gerekli toplam zaman dagilimini ele alacagiz. Bu sistemde, &
istasyon vardir. Herbir istasyonda deneme ve bakim
faaliyetlerinde harcanan zaman igin dagilimlar, tablo 1. deki
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gibi verilsin. Burada zaman saat cinsindendir.

1 1
1-inci istasyon, fi(%3)= — eupi{~ —(x,-10023, N(x2:210,1)
J(2m) 2
1 1 x—20
2—-inci istasyon, fz(i=2)= ~— exp{- —( 323, Nixa:2Z0,Jd2)
J2my 42 2 42
6‘?
J-incil istasyon, Ffxiz)= —— ®=Dexpli- ousl, Gtp(#=:29,86)
r
i
4~iincl istasyon, failig)= —— ua®eupi- xu,l, Gtp(xa:10,1)
rF(10)
H—-inci istasyon, fesiis)= Sexp{-Sisl, Etp(xs:z3)
1 He
6-inc1 istasyon, fe(iel= — Haotexpi- 3y CHS (g2 1)
29 (3) 2
Tablo 1. Herbir istasyonda deneme ve bakim

faaliyetlerinde harcanan zaman icin dagilimlar ve parametre
degerleri.

Herbir istasyonda deneme ve bakim =zamanil igin model
olarak NMNormal, Gamma , vstel ve Kikare dagilimlara
kullanilmigtair., Her bir durumda parametre degerleri

verilmistir.

6
Riz bu problemde, toplam harcanan =zaman T= I x. 'nin
i=1
dagilimy ile ilgilenecegiz.
&
E(T) = E{ ¥ x4 )=E(x1)+E(u2) +E(Ux) +E (34 ) +E(Ma) +E (M 4)
i=1

=10+10+4+1.5+10+0,2+10
=51.7



103

6
Var({T) = Var( £ %3 )=E(x1)+E{xa)+E(nz) +E(Xa) +E {1 m) +E (} &)
i=1

Var (xi1)+Var (k=) +Var (x=) +Var (xg) +Var (1 =) +Var (1 g)
14240.25+10+0.,.04+20
IT. 29

Merkezi limit teoremine gbre, yukaridaki 6 istasyonlu

sistemin deneme ve bakimi icgin harcanan toplam T zamaninin
dagilimina, p=51,7 ve o=5.8 parametreli bir Normal dagilimla
yaklasilabilir.

Bir rastgele dagisken, bagimsiz "kigilk" nedenlerin yada
hatalarain biyidk bir sayisinin toplam etkisini gisterdiginde,
merkezi limit teoremi, o degiskenin dagiliminain normal
oldugunu belirtir. Buna ek olarak, Normal dagilimla
gbsterilen deneysel veriler bircok fiziksel degiskenler igin
iyi bir gésterim olusturur. Bu verilere drnek olarak yasayan
organizmalar iizerine dlgimler, bir gaz icerisindeki
molekillerin hizlari, =zeka testi sonuclari, bir bélgedeki
ortalama sicaklik ve rastgele elektriksel sesler verilebilir.
{Hahn ve Shapiro 1967, s:73)

Alet vyada ©o6lgiim hatalari dogru dedgere yakin veya bir
ortalama etrafinda normal olarak dagitilmistar. Normal
dagilam matematiksel olarak kolay hesaplanabilir birgok
problem icin kolayliklara sahip bir dagilimdir. Bu nedenle
istatistiksel sonug cikarma tekniklerinin birgogu, drnegin
"varyans analizi" olarak bilinen metod, bir normal dagilimdan
alinan veriler varsayimiyla elde edilir.

Normal dagilim Unidnden ve muhtemelen isminden dolayi,
bazen aksi ispatlanmadikgag bir normal degisken normal
olarak dagitilmistir. Bu nedenle agik olarak bilinmelidir
ki, birgcok rastgele degisken, birgok kiicik nedenlerin,
sebeblerin, hatalarin toplami olarak alinmaz.

Normal dagilmis bir degiskenin tanim arali1gr, eksi
sonsuz ( - ), arti sonsuz ( + @ ) araligidir. Bununla
birlikte, cogu Fiziksel degiskenler alt veya list sinira,
bazen ikisine birden sahip olabilir. Ornegin bir yetiskinin
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boy uwzunlugu. Bu gibi kosullar degiskenleri gostermek igin
bir normal dagilimi kullanmayia imkansiz hale getirir. Ayni
zamanda, baz: fiziksel sinir kosullarina dayandirilms
degerler igin degiskenler vardir. ornegin bir Gretim vyada
imalat isleminde, uretim ylzdesi veya zamani, bu isin
vapildig: sistemin basarisizligiyla sinirlandirildiga
durumunda oldugu gibi.

Bu durumlarda, normal dagilim veya diger simetrik
gisterimler yetersizdir.

Bazi uygulamalarda, kesilmis normal dagilim kullanilar.
(Johnson ve Kotz 1970 , s:81) Yani bir Normal dagilimin bir
yvada her iki ucunun kesilmis hali kullanilair. Kesilmis
Normal dagilim, Normal dagilimin bir vyada her iki ucuna
si1nirlama getirilerek elde edilir. Boéyle bir model drneging,
tiim elemanlari belirtilmis bir alt, st veya her iki sinir
arasinda olan bir normal islemden ornekleme uygulanabilir.

TONIM S.1.1.1 Strekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1 1 x-& 1 B 1 t-&

flxzp,0)= exp{- —( 123L exp{——(—— )23dt]—2
J2m o 2 o J(Bn)c} 2 [y
A (F.1l.1.1.a)

veya,

1 H—& B—& A5
fleep,o)= z2{—)L8( y—g ¢ 132 AixiB (3.1.1.1.D)

i o o o

ise ¥ r.d'ne iki taraftan kesilmis normal dagilim denir.
Burada A‘'ya alt kesim, B'ye ise st kesim denir.

Ayrica,
A-&
g ) 'ya alt kesim derecesi,
T
B-§
1 - 3« ) 'ya ise iist kesim derecesi denir. Burada,
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1 1
zi{xn)= exp({— — x®2) (3.1.1.2)
£ (2m) 2
ve
u 1
Q(u)— I exp{~ — x2)dx (3.1.1.3)
dir.
Eger A alt kesim noktasi yerine, — @ veya B iist kesim

noktasi1 yerine + @ alimirsa, sirasiyla alttan wveya lstten
kesilmis dagilim elde edilir.

ki taraftan kesilmis veya tek taraftan kesilmis normal
olasilik fonksiyonlari, kesim derecelerine gire
siniflandirilar. bzel olarak (3.1.1.1)° de A=§ wve EHE=+o
alinirsa, Yari Normal dagilim elde edilir.

TJEOREM 3.1.1.1 1tki taraftan kesilmig normal dagilimina
sahip, strekli tipteki bir » r.d’'nin beklenen degeri,

A-5 BE-§

2(le) = 2¢( )

T o
E)= & + o (3.1.1.4)
B-& A-&
g{—) - 8¢
() o
dir. {(Johnson ve Kotz, 1970 s:81)
TECOREM 3.1.2.2 1tki taraftan kesilmis normal dagilimina

sahip, sirekli tipteki bir % r.d'nin Varyans1,
A-& A-& R-& B-& A-§ R-&
¢ )Yz ¢ YR Yz« y =« Y=z« )

Var (#)=L1+ -{ }2Jo2 (3.1.1.58)

dir. (Johnson ve Kotz, 1970 s:83) .
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Burada eger A-§=-(B-§)=—y alinirsa,

E{x)=4
2rz (1)

Var (x)=[ 1 ——1g2 ' (3.1.1.64)
28 (v)-1

bulunur.

Son olarak, bazi rastgele degiskenler igin normal
dagilaimin merkezde uygun vyaklasim s agladigina, fakat
dagilimin bir veya her iki ucunds da yetersiz clduguna dikkat
edilmelidir.

Dogru olmayan varsayimin normalliginin hatalar:i, bu
varsayimin kull.inimina baglidir. . Bu varsayimdan haraketle

elde edilen birgok istatistiksel metodlar, varsayimdan kabul

edilen sapmalarin altinda gecerlidir. Yani buna ‘"glgla®
{robust) denir. Varyans analizi, normallikten sapmalar
altinda "gigld"” bir metod drnegidir. Diger bir durum da,

normallik varsayimi yanlig kullanildiginda, drnegin iretilen
elemanlarin oraninin, ba=zi var ol an dejerlere gire
kargilastirildigr problemlerde oldugu gibi ciddi hatalar
olugsturabilir.

3.1.2 Normal Dagilimin Parametre Tahminleri

Normal dagilimin, K ve ¢ parametrelerinin maksimum
likelihood metodunu kullanarak tahmin edicilerini
hesaplayalim.

HigHmaNmyeesy¥n herbiri p ve ¢ parametreli Normal
dagilima sahip rastgele bir drneklem olsun.

)(g,, i=1,2,3,---,n 'lerin DIDIYI{,

1 1 n HNa—p
FlMaglagaengHalhy0)=( i eup{- —~— L (———)23
J(2m) o 2 i=l1 o
LR, 0)=F (Mg g% myeseygiaip,0) alalim.
1 1 n Ha—p
Li{p,d)=( I eup{- Z ( 323 (F.1.2.1)
Ji2m o 2 i=l o

olur. (3.1.2.1)’in logaritmasini: alalim.



107

In{lL{p,r)I=nln( )~ E ( )2 (%.1.2.2)
J(2w) 2 o

dif.
(3.1.2.2) ‘nin g ve o gbre tirevlerini alip, ayri ayri

si1fira esitlendiginde, p ve ¢'nin tahminleri sirasivyla,

i n 1 n
‘ﬁ = —— L K ve Ti=—— I (ya—H)2

n i=g n i=1
bulunur.

Bular ayni zamanda (1.6.2) ve (1.6.5) ‘deki my=%X ve maz=852
olan sirasiyla drneklem ortalamasy ve varyans:idir. Her

ikiside p ve o icin birer yansiz tahmin edicidir.

3.1.3 Diger Dagilimlarla fligkileri

(Fatil, Roswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:103-107) 'de
veriien bagintilar.

TANIM 3.1.3.1 %, sirekli tipte f(x) o.y.f sahip r.d; A
tek boyutlu ve f(x) 0 oldugu urzay olsun. y=u(x), A uzayindan

B uzayina bire-bir bir déniisiim olsun. Yani y=u{x)
dx

déniigimiiniin tersi x=w(y) dindsimildl bulunsun ve —— =W’ (y)
dy

slrekli ve herbir y£B i¢in tamimli olsun. Bu durumda, y=u(x)

r.d’'nin c.y.¥f,

f(w(y))‘w‘(y)l s YEER

gly)={
0 s VYE=B
olarak tanimlanair.
1) Siwrekli tipteki bir X r.d, p ve ¢ parametreli
1 X~H 1
Normal dagilima sahip ise, Fe—e ()2, k=— parametreli
2 (i 2

Standart Gamma dagilimina sahiptir.
Tanim 3.1.3.1 uygulanarak yukaridaki sonug gérilebilir.



108

2) Giirekli tipteki bir X r.d, Standart Normal dagilima
sahip ise, Y=p+oX, H ve o parametreli Normal dagilima
sahiptir.

3) XiyXz23XmyeuuyXa birbirinden bagimsiz ve herbiri p=0
ve i=1,2,3,...n olmak lzere sirasiyla ¢a2 parametreli

n Xy2

™

Normal dagilima sahip ise, Y= » V=R parametreli
i=1 .2
Kikare dagilimina sahiptir.

4) SGiwrekli tipteki bir X r.d, p ve ¢ parametreli
LogNormal dagilima sahip ise, Y=logX, u ve ¢ parametreli
Normal dagilima sahiptir.

5) Xai ve Xa birbirinden bagimsiz r.d’ler ve herbiri p=0
ve 02 parametreli Normal dagilima sahip ise, Y=J({X,2+X22), @
parametreli Rayleigh dagilimina sahiptir.

6) Standart Normal dagilaim, p ve ¢ parametreli Normal
dagilimin p=0 ve o=1 dzel halidir.

7) Xi4X=2,Xm ve Xa birbirinden bagimsiz r.d ‘ler ve
herbiri p=0 Standart Normal dagilima sahip ise; y=XaiXae—-X=2X=s,
x=0 ve (i=2 parametreli Laplace dagilimina sahiptir.

8) X, Standart Normal dagilima, Xz, v parametreli Kikare
dagilimina sahip, birbirlerinden bagimsiz r.d’'ler ise,

Xa
Y=e—— , v parametreli T-dagilimina sahiptir.
X2 )
A ()

v

) Sirekli tipteki bir X r.d, p ve o parametreli Normal
dagilima sahip ise, Y=(X-p)/o, Standart Normal dagilima
sahiptir.

1) Strekli tipteki bir X r.d, Standart Normal dagilaima
sahip ise, Y=exp(p+oX), p ve ¢ parametreli LogNormal dagilima
sahiptir.

11) Siirekli tipteki bir X r.d, p ve ¢ parametreli
LogNormal dagilima sahip ise, VY=(1/c¢)(logX-p), Standart
Normal dagilima sahiptir.
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12) Surekli tipteki bir X r.d, Standart Normal dagilima
sahip ise, Y=exp(p+oX), p ve o parametreli LogNormal dagilima
sahiptir.

13) Sidrekli tipteki bir X r.d, p ve o parametreli
LoghNormal dagilima sahip ise, Y=(1/c¢)(logX-p), Standart
Normal dagilima sahiptir.

14) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Normal dagilima
sahip ise, Y=(1/2)X2, k=1/2 parametreli Standart Gamma
dagilimina sahiptir.

15) Xi14Xz23Xxyeee3Xn birbirinden bagimsiz wve herbiri

n
Standart Normal dagilima sahip ise, Y= F X2 , v=n
i=1
parametreli FKikare dagilimina sahiptir.

16) X1 ve X= birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
Standart Normal dagilima sahip ise, Y=X1/Xa Standart Cauchy
dagilaimina sahiptir. Bu ayni1 =zamanda, v=1 para metreli
T-dagirlimidir.

17) k -» @« , k parametreli Standartlastirilmis Gamma
dagilimi, Standart Normal dagilima yakinsar.

18) v -» @ , Standartlastirilms Kikare dagilimi,
Standart Normal dagilima yakinsar.

19) v - @ , v parametreli T-dagirlimi, Standart Normal
dagilima yakinsar.

20) p - @ , q -—-* o ve p/g=sabit oldugunda, p ve q
parametreli Standart Beta dagilimi, Standart Normal dagilima
vakinsar.

21y o -» 0 , Standartlastirilmis p ve r parametreli
LogNormal dagilim, Standart Normal dagilima yakinsar.
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3.2 Lognormal Dagilim
TONIM 3.2.1 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1 1 Inx—p
flup,0) = eup{- ¢ 123 (3.2.1)
J(2mw) on 2 o
% >0 - o { p < o g > 0

ise ¥ r.d'ne p ve ¢ parametreli LoghMormal dagilima sahiptir
denir.

{3.2.1) ‘deki o.y.f'na, Y=1nX dénisimi uwuyguladiginda,
(3.1.1)'deki o.y.f elde edilir.

LogNermal dagilimi, LON(x:zp,0) veya LON,{(p,o¢) ve ilgili
degiskeni, LONsp,o ile gisterecegiz. Burada p ve o
parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve sekil
parametreleridir.

TEOREM 3.2.1 LogNormal dagilaimin d.f,

i ¥ 1 1 l1nu-—p
Fi{taip,0)= exp{— ¢ )2 du (3.2.2)
J(Zn)cj u 2 o
Q
dur .
ISFPAT: (1.1.5) ‘deki egitligi kullanarak,
1 T | i Inu—p
Fistzp,o)= exp{- { Y23du
J(En)cj u 2 o
Q
bulunwr.

TEOREM =.2.2 LogNormal dagilimin, merkez vyada sifir
etrafindaki r—inci momenti,

g2
P =expipr + ——) (3.2.3)
2
dir.
ISFAT: (1.5.1.a) °'daki esitligi kullanarak,
+o 1 1 1nx—p

)2 rdx (S 2.3.8)

Hrr_:ji [T Lkt B ________e;.(p{— —_
J(2m) o 2 o
Q
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dir.
(3.2.3.a) ‘da, ©6nce y=lnx, daha sonra u={y—p)/c degisken
degistirme yapilip integral hesaplanda, sadelegtirmelerden

sonra,
1 1 +@ 1
B e=exp (pr+———0g2yr2) exp{- — (u—-or)2ldu (3.2.3.b)
2 4 (2m) I 2
i
elde edilir.
+o 1
I,= I exp{— —— {(u—or)2ldu olsun.
2
-

(3.1.4.b) esitligini kullanarak, I,=J(2n) elde edilir.
Bu sonug, (3.2.3.b) ‘de yerine koyuldugunda,
g2r2
P e=explpr + ———)
2
bulunur.
TEOREM 3.2.3 Surekli tipteki bir x r.d, LogNormal

dagilima sahip ise,

g2

E(x)=expip +

™

dir.
I1SFAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x)=p’, dir. (3.2.3)°'de r=1 igin,

o2

paTexpip +
2
elde edilir. O halde,
o2

E(x)=exp(p +
2

bul unur.
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TEOREM I.2.4 Sirekli tipteki bir » r.d, LogNormai
dagilima sahip ise,
Var (x)=exp(2p+r2) (expoe2—1) o >0 (F.2.%1

dir.

1SFAT: (1.5.1.a) ‘dan E{x#2)=p 'n dir. (3.2.3) 'de r=2 igin,
B z=exp(2p +202)
dir. 0 halde,
Ef{x2)=exp(2p +202) (F.2.59.a)
elde edilir.

(3.1.6.a) ‘da, (3.2.5.3) ve (3.2.4) yerine koyuldugunds,
Var (x)=exp (2p+02) (expo2—1)
bulunur.

TEOREM 2.2.5 Siwrekli tipteki bir % r.d, LogNorm:?
dagilima sahip ise,

SS(x)=Jd{exp(2p+02) (expo2-1) 1} (3.2.7¢

dir.

1SPAT: (1.5.6) 'da, (3.2.5) yerine koyuldugunda,
SS(x)=J{exp (Z2p+a2) (expo2-1)3
bulunur.

TEOREM 3.2.6 Sirekli tipteki bir »x r.d, LogNorm:

dagilima sahip ise, xx ile gbsterilen carpiklig:,

xz=({expe2 +2)J{(expog2~1) (F.2.72

dir.

1SPAT: (1.5.1.a) ‘dan Ex®)=p’'x dir. (3.2.3) 'de r=3 iging,
B ==exp(3Ip +(9/2)0d)
dir. O halde,
E{x=)=exp(3p +{(F/2)02) (3.2.7.a)
elde edilir.

{3.1.8.a) ‘da, (3.2.7.a), (3.2.5.a) ve (3.2.4) vyerins
koyul dugunda,
pa=exp{3p+(3/2)02}(exp(3u2)-3expw2+2)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki egitlik kullanilarak,
xx=(expo2+2) J (expoZ—1)
bulunur.
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TEOREM 3.2.7 Sirekli tipteki bir x r.d, LogNormal
dagirlima sahip ise, os ile gbsterilen garpikligi,

Xa=exup (402 ) +2exp (302 ) +3exp {(202)-3 (3.2.8)
tiir.

ISPFAT: (1.5.1.a) ‘dan E{x?)=p "4 dir. (3.2.3)'de r=4 igin,
H 'a=exp(4p + Bo2)
dir. 0O halde,
E(x2)=exp{(4p + 8a¢2) (3.2.8.a)
elde edilir.

(3.1.9.a) ‘da, (3.2.8.a), (3.2.7.a), (3.2.5.a) ve (3.2.4)
verine koyuldugunda,
Pa=enp (4p+202) [exp {602 ) —dexp(302) +bexpo2 -3]
elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullanilarak,

Ng=exp (402 ) +2exp (302) +3exp (202 ) -3

bulunur.

TEOREM 3.2.8 LogNormal dagilimin modu

x=exp (p—c2) (3.2.9)
noktasindadir.

ISPAT: (3.2.1) ‘deki o.y.f’'nun, % ’'e gdre tirevini alip,
sifira esitlendiginde, x=exp(p-0c2) bulunur. w=exp (p—c2)
degeri icgin (3.2.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alair. 0O

halde, LogNormal dagilimin modu,
w=exp (p—g2)
bulunur.
JEOREM 3.2.92 LogNormal dagilimin medyani,
H=EHPpR (3.1.10)
dir.
ISPAT: (1.3.3) ‘deki egitligi hkullanarak,

b 1 1 l1nu-p 1

e =2 s R { )2 rdu=— dir. Egitligin sol
I J(2m) ou 2 i 2
0

tarafindaki integralde, once y=lﬁu, daha sonra, s=(y—-p)/¢
degisken degigstirmeler yapilip integral hesaplandiginda,



(lnx-p) /o 1 1 1 1nx—p
—_—axp{- —s2}du=r— (= ——— = 0 dar.
I J(2mw) 2 2 R
-~—®
Buradan,
K=EKRPH
bulunur.

3.2.1 Lognarmal Dagilimin Uygulama Alanlara

LogNormal Dagilim, gok kiigiik hatalarin yada sapmalarin
carpimiyla ortaya g¢ikan islemler igin bir model olarak elde
edilebilir. Gok genel kosullar altinda, n bagimsiz pozitif
degigkenin garpimlarinin dagilima, bir LogNormal dagilima
vakinsadig:, merkezi limit teoreminin kullanilmasiyla
gisterilebilir.

LogNormal dagilamin uygulama alanlary ve teoresi,
(Aitchison ve Brown, 1957) ‘de detayli olarak incelenebilir.

LogNormal dagilimin ekonomiden biyolojiye, degigik
uygulama alanlary: vardir. Gézlenen degerin, bir dnceki
degerlere gbre rastgele orani oldugu durumlardaki iglemler
igin kullanilair. dgrnek olarak kisilerin gelirlerinin
dagilimi, veraset ve banka hesap islerinde ve bir
aorganizmanin vyasadiglr, ortamda maruz kaldigr bircok kigiik
tesire karsi, bu tesirlerin hacmiyle orantila oldugu
durumlarda, hacminin bir anlik bilyimesinin vyada hacminin
dagilima verilebilir. LogNormal dagilim ayma =zamanda, bir
maddenin kirilma isleminde elde edilen pargaciklarin
hacimlerinin dagilimina gistermek igin kullanilabilir.
(Epstein, 1947)

LogNormal dagilimin uygulandig: dijer alanlar:

1) Jeolojideki uygulamalari: LogNormal dagilimin
jeoloji alaninda uygulamalarain: (Ahrens ,1954-57), - {(Chayes,
1954, (Miller ve Goldberg, 1955) ve (Prohorov, 1963)
yapmistir. (Thébault, 1961) ayrica brnekler vermistir.

2) Kalite kontrol uYgulamalérln LogNormal dagilimin
kalite kontrol alanindaki wuygulamalaraini (Ferrell, 1958),
 (Morrison, 1958) ve (Rohn, 1959 gal@gm:slardxﬁ,‘lvA |



3.2.2 Lognormal Dagilimin Parametre Tahminleri
LogNormal dagilimin, p ve o parametrelerinin maksimum

likelihood metodunu kullanarak tahmin edicilerini
hesaplayalaim. Bu hesaplamalar, Normal dagirlimda oldugu gibi
yapilir.

HayXzeXsgens yxXn herbiri p ve o parametreli LogNormal
dagilima sahip rastgele bir 6&rneklem olsun.

x*, i=1,2,3,...,n 'IEFin DlDlYlf’

1 1 n Inxg—-p
FlMggMmgnaa g Xt yo)=(uuuu )N expi{- L« Y23
J(Z2w) ox, 2 i=] T
LCp,a0)=Ff (X3 ,XmyeneqXnift,0) alalim.
i 1 n 1nxg—p

L(p,e)=(—o—e) ¥ gpxp{~ -~ L (—-—)23 (3.2.2.1)

J(Z2n) oxa 2 i=1 o
olur. (3.2.2.1)°'in logaritmasini alalim.

X 1 1 n 1lnxse-p
In{L(p,c)3=niln{ - ) ¢ )2 (3.2.2.2)

(2w K 2 i=1 o

dira.
(3.2.2.2) 'nin p ve ¢ gire tirevlerini alip ayrai ayra
s1fira esitlendiginde, p ve o’nin tahminleri sirasiyla,

1 n 1 n 1 n
£ = — Elnx, ve  Blm —— F (Inxg)2~{ —  Elnxe3}2
n i=1 n i=1 n2 i=1
bulunur.

3.1.3 Diger Dagirlimlarla tligkileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, &:100) 'de
verilen bagintilar.

1) sirekli tipteki bir X r.dy p ve ¢ parametreli
LogNormal dagilima sahip ise, Y=logX , p ve ¢ parametreli
Normal dagilima sahiptir. |

2) 8iirekli tipteki bir X r.d, p ve o parametreli Normal
dagilima sahip ise, Y=expX, p ve o parametreli LogNormal
dagilima sahiptir, |
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3) Sirekli tipteki bir X r.dy, ® ve ¢ parametreli
LogNormal dagilima sahip ise, Y=(logX-p)/c, Standart Normal
dagilima sahiptir.

4) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Normal dagilima
gahip ise, Y=exp(p+cX), B ve ¢ parametreli LoghNormal dagilima
sahiptir.

5) ¢ ->»0 , Standartlastirilmig p ve ¢ parametreli
LogNormal dagilaim, Standart Normal dagilima yakinsar.
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3.3 Btandart Ters (Invers) Bauss Dagilima
JANIM 3.3.1 Siirekli tipteki bir % r.d’nin o.y.¥f,
4] Q X—H
f(Rp, V)= (——)expi{- ( )23 (3.3.1)
2un= 2% [*]
u >0 p > Q R >0

ise ¥ r.d'ne, p ve R parametreli Standart invers Gauss

dagilimina sahiptir denir.

Standart Invers Gauss dagilimini, S8SIG(x:tp,R) veya
SIGL (L, ,) ve 1ilgili degiskeni, S8IG:p,R! ile gbsterecegiz.
Burada p ve & parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve
yayilim parametreleridir.

p=1 oldugunda, Wald dagilaminan standart sekline
indirgenir.

TANIM S.3.2 Surekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1) Q
fixeor)=d(——dexp{- — (x-1)232 (3.3.2)
2mx= 2%
x > 0 ®R >0

ise ® r.d’'ne, 2 parametreli Wald dagilimina sahiptir denir.
TEOREM _3.3.1 Standart Invers Gauss dagiliminin m.g.f,
M{tap, Q) =expl(R/p)L1-Jd(1-(2p2/0)t) 12 (3.3.3)
dir. (Patil, Bosweel, Ratnaparkhi, Rao, 1984 s31764)
TEOREM 3.3.2 Surekli tipteki bir x r.d, Standart Invers
Gauss dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki

r-inci momenti,

r-1 {(r—1+i)! ]
R e=pr T ( )t (3.3.4)
i=0 i!'(r—-1-i)! 29

dir. (Patil, Bosweel, Ratnaparkhi, Rao, 1984 s:764)
TEOREM 3.3.3 SBiwrekli tipteki bir » r.d, Standart 1Invers
Gauss dagilimina sahip ise,
E(x)=p R > 0Q (3.3.5)
disr.
d
I1SPAT: (1.5.1.b) ‘den, E(K)=——{"(t)}lg-°=M'(t)Ig-o dir. *
dt

s




M D) =expl(Q/PILL1-d(1-(2R2/Q) ) TP/ (J(1—(2p2/02¢)) ]
dir. 0 halde,
EOG)=p
bulunur.
TJEOREM 3.3.4 Siirekli tipteki bir x r.d, Standart Invers
Gauss dagilimina sahip ise,

Var (x)=p3/9 p>o Q>0 (3. X%.6)
dir.
d2
18FAT: (1.5.1.b) ‘den, E(x2)=———{M(t)}|t-°=M‘(t)lt_a dir.
dt2
(p=/) 7ES(1—=(2p2 /78 t) J+p2
M (t)=exp{(Q/p)L1-J(1-(2p2/Q)t) 13 ¥

1-(2p2 /)t

dir. O halde,
El{n2)=(p=+qp2) /4 (3.3.6.a)
elde edilir.

(3.1.6.2) ‘'da, (F.3.6.a) ve (3.3.5) yerine koyuldugunda,
Var (%) =p=/Q p >0 Q>0
bulunur.

TEOREM 3.3.5 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart Invers
Bauss dagilimina sahip ise,

8S(n)=pJ(p/) g >0 Q@ > 0 ) (3.3.7)
dir.

I1SPAT: (1.5.6) ‘da, (3.3.6) yerine koyulduguﬁda,
SS(x)=pJ(p/Q) p 0 Q >0
bulunur.

TEOREM 3.3.6 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart Invers
Gauss dagilimina sahip ise, as ile gbsterilen carpikliga,

Xx=3J(p/Q) (3.3.8)
dir.

16PAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x®)=p 'y dir. (3.3.4) ‘de r=3 igin,
R s=LIpuS+IQpe+Q2 p=3/Q2
dir. O halde,
E(x=)=[Ip9+30p2+0Q2 p=]/02 (3.3.8.3)
elde edilir.



(3.1.8.a) ‘da, (3.3.8.a), (3.3.6.a) ve (3.3.5 vyerine
koyuldugunda,
Ra=3pS/02
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanilarak,
ax= IJ(p/9Q)
bulunur.
JEOREM _3.3.7 Surekli tipteki bir x r.d, Standart Invers
Gauss dagilimina sahip ise, oq ile gbsterilen sivriligi,
Oa=3I+1S(p /) (3.3.9)
tir.
1SFPAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x?)=p ‘4 dir. (3.3.4) ‘de r=4 icgin,
R a=RA+HE5(PS/Q) +1T(pS/ Q2 ) +15(p7/ Q™)
dir. 0 halde,
E(x?®)=p2+6(pB/Q)+1S5(pe/Q2 ) +15(p7/0™) (3.3.9.a)
elde edilir.
(3.1.9.a) ‘da, (3.3.9.a), (3.3.8.a), (3.3.6.a) ve (3.3.5
yerine koyuldugunda,

Ra=L3p®Q+15p07 /0=

elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullanilarak,
Hg=3I+15(R/R) p >0 @ >0
bulunur.

TEOREM 3.3.8 Standart Invers Gauss dagiliminin modu,

Ipz SR
Hn=pEJ (= + 1) - — 1] (3.3.10)
4q:2 250
noktasindadir.

16FAT: (3.3.1) ‘deki o.y.f 'nun, x'e giére tirevini alip,
' ~3p2 EpJ (Fp2 +442)
s1fira esitlendiginde, xi,=~ bulunur.
290
Bu degerlerden (3.3.1) ‘deki o.y.f 'nu maksimum yapan deger,
Fp2 3p
+ 1) - — 1 dir. 0O halde, Standart Invers BGauss
452 20
dagiliminin modu,

u=plJd(




pz 3k

w=pCJ(
402 20

bulunur.

JEOREM 3.3.9 Surekli tipteki bir x r.d, Standart Invers
Gauss dagilimina sahip ise, karakteristik fonksiyonu,

Bltap,M=eup{(Q/pIL1-d(1-(2p2/2)it) 1} (3.3.11)
dir.

1SFAT: (1.7.8.a) ‘daki esitligi kullanarak, (3.3.3)°‘de t
verine it alindiginda,
Gitrp,M=expl(Q/p)l1-J(i-(2p2/8)it) 13
bulunur.

TEOREM 3J.3.10 Standart invers Gauss dagilaiminin kimGlant
fonksiyonu,

Ktep,2)=(Q/p)L1-Jd(1-(2p2/0)it) ] (3.3.12)
dir.

1SPAT: (1.7.9)° daki esitligi kullanarak, (3.3.11)°in
logaritmasi alindiginda,
Kltep , ) =(Q/p)L1-J{1-(2p2/7Q)it) ]
bul unur.

3.3.1 Standart inverse Gausse Dagiliminin Uygulama Alanlari
Dizgin bir hizla, bir dogru uUzerinde, dizgin Brownian

hareketi yapan bir cismi ele alalim. Bu cisim, d mesafesini

katedecektir. Bu cismin d mesafesini katetmesi igin gerekli

zaman ¥ olmak lzere,

1 (d-vx)2
fR)s—— d expi- J ® > 0 (3.3.1.1)
J(2uAx=) 204

olasilik fonksiyonuna sahiptir. (Johnson ve Kotz, 1970 s8:137)
Burada, ftDifizyon sabiti, d: katedilen mesafe wve
vicismin hizaidair,
Eger ® =zamani sabit alinmirsa, cismin d mesafesini
katetmesinin o.y.¥f,




1 (d-vx)2
f(d)=——— exp{- > ®x >0 (3.3.1.2)
J(2nix) 20
olup, Normal dagilima sahiptir.
(3.3.1.1) 'de, v=QR/p ve fi=d2/9 alinirsa,

1] Q X—H
Fixesp,0)={—dexp{- ( yz3
2nx= 2% N
¥ » 0 p >0 £ >0
elde edilir. Buda, (3.3.1) ‘deki o.y.f  dur. Bu

uygulama, (Wasan, 1968) tarafindan galisilmistair. Ayrica,
(Tweedie, 1947) bir elektrik alani altindaki, bir "colloidal

suspension” ° da pargaciklaran hareketlerini calismada
uygulamistir.
Standart Invers Gauss dagiliminin, uyumun iyiligi

problemine uygulamas:i da vardir. (Tweedie, 1937)

3.3.2 Standart invers BGauss Dagiliminin Parametre Tahminleri
HisH2stmgens o¥n herbiri p ve R, i=1,2,...,n parametreli
Standart Invers Gauss dagilimina sahip rastgele bir éGrneklem
olsun.
Burada bilinmeyen parametreler p ve i i=1,2,...40

lerdir. Qu=wiflo olsun. fo bilinmeyen fakat w.’' ler bilinen
pozitif degerlerdir. B ve o’ nin maksimum likelihood
tahminleri,

n n

Y= %= (L wixs )/C I wy )

i=1 =1
ve
n
17¢ Bo )=C¢1/n) £ wal(1/x4)=€17C1/ 3)3]
i=1

dir. (Johnson ve Kotz, 1970 s:143)
Eger wy=l i=1,2,...,n ise,
n
== (£ % )/n



124

ve
n
17¢ Qo )=(1/n) T [(1/%4)=417(17 T3]
i=1
bulunur.,
1/% 'nun yansiz tahmin edicisi,
n
1/¢ ﬁb )=C[1/4(n-1)1 & We LC(1/%)=€1/7¢1/7 %31
i=1
dir. 1/22¢°'nun diger bir yansiz tahmini olarak,
17¢ Re 1=82/¢ %= )
alinabilir. Burada 52, (1.46.5) ‘deki gibidir.

3.3.3 Diger Dagilimlarla tligkileri

(Fatil, PBoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:176-77) de
verilen bagintilar.

1) @ parametreli Standart Wald dagilima, p ve Q
parametreli Standart 1Invers Gauss dagilaminin p=1 dzel
halidir.

2) { ~» o , Standartlastirilmis p ve o parametreli
Standart Invers Gauss dagilimi, Standart Normal dagilima
vakinsar.

3) Sirekli tipteki bir X r.d, p ve @ parametreli
Standart Invers Gauss dagilimina sahip ise, Y=[R(X-p)21/p2X,
v=1l parametreli Kikare dagilimina sahiptir.
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3.4Acauchy Dagilim
TANIM 3.4.1 Sirekli tipteki bir x r.d’'nin o.y.f,
i 1
fixsp,0)= (3.4.1)

onr l+(x—p)z/g?

-—o { % { +a - { < +o c >0
ise ¥ r.d'ne p ve ¢ parametreli Cauchy dagilimina sahiptir
denir.

Cauchy dagilimini, Cix:p,r) veya C,(p,r) ve ilgili
degiskeni, Cep,o ile gisterecegiz. Burada p ve «
parametreleri, sirasiyla dagrlimin konum ve yayilaim
parametreleridir.

Cauchy dagilimi u=p 'ye gire simetriktir.

(3.4.1)'de p=0 ve o=1 igin, Cauchy dagiliminin Standart
sekli elde edilir.

TANIM 3.4.2 Siirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1 1
filnzp,o)= ~—o < x < + o (3.4.2)
o 14x2

ise ¥ r.d'ne Standart Cauchy dagilaimina sahiptir denir.
TEOREM 3.4.1 Cauchy dagiliminin d.f,

b 1 H=p
F{xep,0)=—— + —— arctan( ) (3.4.3)
2 w o
dir.
ISPAT: (1.1.95) ‘deki esitligi kullanarak,
® 1 1
F(izp,o)= du (3.4.3.a)
j ne 1+ (u-plz/e2
-
dur.

(3.4.3.a) ‘'day, y=(u—p)/oc degigken degigtirme vyapilaip,
integral hesaplandiginda, '
1 1 X—p
Fi{xtp,o0)=e— + —— arctan(

2 w o
bulunur.



Cauchy dagiliminin momentleri mevcut degildir.

JEOREM 3.4.2 Cauchy dagilaiminin modu,

K2R - { p < + 0o (3.4.4)
noktasindadir.

I1SFAT: (F.4.1) ‘'deki o.y.f¥'nun, x'e gbre tiurevini alip,
s1fira esitlendiginde, x=p bulunur. H=p degeri igin,
(3.4.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alir. O halde, Cauchy
dagiliminin modu,

H=R
bul unur.

TEOREM 3.4.3 Cauchy dagiliminin medyan:,

H=p (3.4.5)
noktasindadir.

ISFAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
®» 1 1 i

j du = —— dir. Esitligin sol tarafindaki
e 1+(u-p)2/c02 2
- o

integralde, y={(u-p)/or degigken degistirme yapilip integral

hesaplandiginda,
i H—R o i
—Larctant ) + J= dir. Buradan,
n o 2 2
R=R
bulunur.

JEOREM 3.4.4 Siirekli tipteki bir » r.d, Cauchy
dagi1lamina sahip ise, karakteristik fonksiyonu,

§(t=p,c)=exp{iut—c‘t|} (3.4.6)
dir. (Patil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, =:29)

JEOREM 3.4.5 Sirekli tipteki bir x r.dy Cauchy
dagilaimina sahip ise, kimilant fonksiyonu,

K(tap,o)= iut—c!tl (3.4.7)

dir.
I1SPAT: (1.7.9) ‘daki esitligi kullanarak, (3.4.6)'nin
logaritmasin: alaindiginda,
Kitep,0)= igt-v|t|
bulunur,
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3.4.1 Cauchy Dagiliminain Uygulama Alanlara

o« parcaciklarinin tim vyénlerde rastgele yayildig:yr bir
radyoaktif kaynagyr ele alalim. Bu parcaciklar, kaynaktan ¢
dik uzaklikta bulunan bir, iki boyutlu ehkrana carpsin.
(Ra140=2) radyoaktif kaynaktan, ekirana gizilen dikmenin
tabaninin koordinatlari olsun. (X1,X2) pargacigin ekrana
garptig: noktanin koordinatlari iser X, Hi1 ve ¢ parametreli
Cauchy dagilimina sahiptir. Benzer sekilde: Xz, Ha ve @
parametreli Cauchy dagilimina sahiptir. (Fatil, Boswell,
Ratnaparkhi, Rao 1984, s:29)

3.4.2 Cauchy Dagiliminin FParametre Tahminleri
HayX2yHmgeeeyn herbiri p ve f4 i=1,2,...,n parametreli

Cauchy dagilimina sahip rastgele bir érneklem olsun.

Froblxixpl=p (3.4.2.1)
olsun.

orneklemden uygun bir tahmin edici, r-inci sira
istatistigi x’'.- olsun. Burada r={(n+1)p dir. Biz bu tahmin
ediciyi, Qp ile gobsterelim. o 'Rin degerleri, p ve ¢

parametrelerine baglidir.

Py Ve pz, 0 ile 1 arasinda farklai (p,=p=z) iki sayir ise,
Qp_j.:x:_j j=1 ’2
dir. Buradan,

A A

(XQ 1-Xp2)

s

(cotnp=a—cotmp.)
ve

(Qp,cotnszszcotﬂp;)
A
R=

(cotnpa-cotnwpa)
bulunur.
i
Burada, tanfw(p- —)l=—cotwp dir.
. .
1
pPa=p > — > 1-p = pa simetrik durumunda,
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A
T=(1/2) (Rp-R1-p)tanlmw(1—p) 1

ve
f=(1/2) RotRs—p)
bulunur. (Johnson ve Kotz, 1970 s5:158)

3.4.3 Diger Dagilimlarla fligkileri

{(FPatil, Hoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s5:29-31) de
verilen bagintilar.

1) Standart Cauchy dagilimi, x ve A parametreli Cauchy
dagiliminin x=0 ve (=1 Hzel halidir.

2) Sirekli tipteki bir X r.d, x ve (3 parametreli Cauchy
dagilimina sahip ise, Y=(X-x)/fA, Standart Cauchy dagilimina
sahiptir.

3) X13XmyneuysXn birbirinden bagimsiz r.d’ler ve herbiri
x ve A parametreli Cauchy dagilimina sahip ise, Y=X, x ve {}
parametreli Cauchy dagilimina sahiptir.

4) Standart Cauchy dagilima, v parametreli
T-dagiliminin, v=1 dzel halidir.

5) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Cauchy dagilimina
sahip ise, Y=1/X, de Standart Cauchy dagilimina sahiptir.

&) Siwrekli tipteki bir X r.d, Standart Cauchy dé§111m1na
sahip ise, Y=tan—X, «=—(n/2) ve =+(w/2) parametreli
dortgensel dagilima sahiptir.

7) 8Biirekli tipteki bir X r.d, o=—(w/2) ve A=+{w/2)
parametreli dértgensel dagilima sahip ise, Y=tanX, Standart
Cauchy dagilimina sahiptir.

8) Siwrekli tipteki bir X r.d, Standart Cauchy dagilimina
sahip ise, Y=X2, vi=vZ=1l parametreli F-dagilimi na sahiptir.

?) Xi ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve
herbiri Standart Normal dagilima sahip iseler,
Y=X1/X=2, Standart Cauchy dagilimina sahiptir. »
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3.5 Gamma Dagilim
TANIM 3.5.1 Sirekli tipteki bir % r.d'nin o.y.f,

(x—~at) k—2 ®—
fnioxyA,k) = exp{~ ———) (3.5.1)
firr (k) 't
¥ x>0 n >0 k >0

ise x r.d'ne x, # ve k parametreli Gamma dagilima sahiptir
denir.

Ayrica o, f ve k parametreli Gamma dagilimina Ug
parametreli Gamma dagilimi da denir.

Uc parametreli Gamma dagilimini, Gthpi{xtax,N,k) veya
Gthpwu (x,3,k) ve ilgili degiskeni, Gthpsa,fi,k ile
gésterecegiz. Burada o, A ve k parametreleri, sirasiyla
dagilimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.

{(3.5.1) 'de, x=0 wve =1 alinirsa, Gamma dagiliminan
Standart sekli elde edilir.

TANIM 3.5.2 Sirekli tipteki bir % r.d'nin oc.y.f,

xk—l
fixk)=———— exp(~ i) 0 4 %< o k > 0 (3.5.2)
(k)
ise ¥ r.d’'ne Standart Gamma dagilima sahiptir denir.
Standart Gamma dagiliminda:
1) k=1 ise, Standart Ustel dagilimdir.
2) k pozitif tamsayi: ise, Erlang Dagilimidar.
TEOREM _3.5.1 Ug parametreli Gamma d.f,

1 M=
FlaxyfBak)= 1 — e P (kj— ) (3.5.3)
r(k) )
dir.
ISPAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
®  (u-x) k-2 -
Fixsa,A4k)=f —m—eoou— eup( -~ }du
j B+ (k) 63

0



® (=) =2 w—x o {(U—ix)k=—2 W—x

= Mpi - Jdu - e @RP K —
j aer (k) % { A (k) %
) M
i = - - 1
=] - r { yr=1 grpl - } du (3.5.1
rik) J it i t3
dur .

-

integral hesaplandiginda,
1 +m

Fidex,tak)=1 -
k)

{(—x) /(%
1 H—
Fixexafiokd)= | - — Pl
rik) i3

bulunuwr.

Z.5.3.a8) “day y={u~-x)/} dedisken degistirme

) du

vapilip

j yk=2 pup{ — v ) dy dir. O halde,

TEOREM =.5.2 Uc parametreli Gamma dagiliminin m.g.f,

i
Mits,(3yk)=eup{at) —o-—o 170
{1-ft)rw
dit.
ISFAT: (1.7.7.a) ‘daki egitligi kullanaralk,
+o ()1 (e—x) {1-(3t)
Mitam,h.k)= expixt) @ P Ydx
I = (k) {2
O
dir.
{(Z2.5.4.a) 'da, dnce y=x-a, sonra z={1l-3t)vy/
SONa, s=z+(x/0%) (1-At) degisken degistirmeler

integral hesaplandiginda, sadelestirmelerden sonra,
1
MOt 3, k) =exp (xt)
(l=t) ¥

bulunur.

e de )

ve daha
vapirlip



TEOREM J.5.38 Sirekli tipteki bir & ra.d, U parametreli

Gamma dagilimina sahip ise,

E{x) =43k (3:.5.59)
dir.
d
15FAT: (1.35.1.b) 'den, E(M)=—w~{M(t)}|tm¢=M'(t)ltmm dira
dt
exp (xt) Dx{L-At) +Ak1]
Mitr=

{(1-fit)s*2
dir. 0 halde,
E{x) =ax+3k
bulunur.

TEDOREM 3.5.4 Siwrekli tipteki bir % r.d, U¢ parametreli

Gamma dagilimina sahip ise,

Var (1) =42 k (Z.5.8)
divr.
oz
ISFAT: (1.5.1.b) ‘den, E(xi)= {H(t)}lt_¢=M"(t)ltn¢ dir.
dta
Hp{xt) Cadl-AL) +ARI Lo (1 -2t )+ (k+1) F—xfexp (xt) (1-03L) 3
M {t)=

(1-At)w+=
dir. 0 halde,
E(x2)=x2 +203k-+032 k2 +32 K {(Z.5.8.8)
elde edilir.
(Zol.boa) ‘da, (3.85.6.a) ve (F.5.9) verine koyuldugunda,
Var (#)=0A2k
bBul urmur .

TEOREM Z.5.5% Sirekli tipteki bir % r.d, Uc parametreli

Gamma dagilimina sahip ise,

€9 () =Jdk {(5.8.7)
dir.

I8PAT: {(1.5.6) 'da, (3.3.68) verine koyuldugunda,
58 (1} =k

Bulunur.



TEOREM 3.5.6 Surekli tipteki bir x r.d, Ug parametreli
Gamma dagilimina sahip ise, ax ile gésterilen carpiklig:,

xa= 274k (3.5.8)
dair.
da
1SPAT: (1.5.1.b) ‘den E(x=)=——~{M(t)}lt-o=M‘"(t),t-o dir.
dt=
exp (at)
M) m——————— ([ (1 -At) +Ak 12 {a (1 -AL) +3 (k+2) 3
(1-At) &+

+(1-0t) (a2 k-2xBLa (1-AL) +Ak IF+A=k (k+2) )

dir. 0 halde,
E (%) =x®+3x2 Ak+3uN2 k2 +ASKk3+3ah2 k+33™ k2 +2(35k (3.5.8.a)
elde edilir.

(3.1.8.a) ‘da, (3.5.8.a), (3.5.6.a) ve (3.5.85) yerine
koyul dugunda,
B=a=21>k (3.5.8.b)
elde edilir. (1.5.7) 'deki esitlik kullanilarak,
X==2/Tk
bulunur.

TEOREM 3.5.7 Siirekli tipteki bir x r.d, Ug parametreli
Gamma dagilimina sahip ise, xgs ile gosterilen sivriligi,

K= J+(L/k) (3.5.9)

dir.
d°
I1SPAT: (1.5.1.b) "den E(x?)=—{M(L) } |emo=M 2V () | e=o dir.
dte
exp(ot) {a(1-At) +A (k+3) 3
Metrvr (t)= (Lax(1-At)+0k12 {x(1-At) +A(k+2) ]}
(1-(At) k+ra
+(1-0t) (a2 k—2xA Lo (1-At) +AkII+A=K (k+2) )
exp (xt)
+ (2Lax(1-At)+AkI (~af3) {x(1~-At) +A(k+2) ]}
(1-ft) %+
~a3fa(1-At) +AkI2 - {an2 k—2aflx(1-At) +3kII+2x2 (32 (1-3L) )
. dir. O halde, |
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E(x?) =x?+4xStk+bx2 A2 k2 +6ux2 (A2 k+4xAk=+1 2aA=k2 +BuAZk+A k2
+602k>3+11A%k2 +6A%k (3.5.9.a)

elde edilir.

(3.1.9.a) ‘da, (3.5.9.a), (3.5.8.a), (2.5.6.a) ve (3.5.5)
yerine koyuldugunda,
Pa=31%k2 +6Ak
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,
Xa=3+ (H/k)

bulunur.
TECREM 3.5.8 Uc parametreli Gamma dagiliminin modu ,
K= {k—1)+x k21 (3.5.10)

noktasindadir.

ISFAT: (3.5.1) ‘deki o.y.f'nun, »’'e gire tirevini alap,
si1fira esitlendiginde, x=ao ve x=fA(k—1)+a bulunur. x=(k—-1)+x
degeri igin (3.5.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alar. O

halde, U¢ parametreli Gamma dagiliminin moduy,

= (k=1) +o
bulunur.
TEOREM F:5.9 ug parametreli Gamma dagiliminin
karakteristik ?onksiynnu,
expl(ait)
gltya, k)= ——o (3.5.11)
(1-fit)k

dir.
1SFAT: (1.7.8.a) ‘daki esitligi kullanarak, (3.5.4) 'de,
t yerine it alindiginda,
expl{ait)
gltix,A,k)=
(1-fiit) ™
bulunur.
TEOREM 3.5.10 Ug parametreli Gamma dagilimin kimilant

fonksiyonu,
K{tza,A,k)=xit-klog(i-f3it) (3.5.12)
dir.
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I1SPAT: (1.7.9) ‘daki esitligi kullanarak, (3.5.11)°in
logaritmasi: alindiginda,
Kitix,R,k)=axit—-klog(l-Ait)
bulunur.

{3.5.1) ‘deki o.y.f nunda x=0 alalaim.

TANIM 3.5.3 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

M2 ]
fFi{xipp, k)= exp{— —————) (3.5.13)
v (k) ¢
W r 0 >0 k » Q
ise x r.d'ne A ve k parametreli Gamma dagilima sahiptir
denir.
Ayrica 3 ve k parametreli Gamma dagilimina 1ki

parametreli Gamma dagilimi da denir.

1ki parametreli Gamma dagilimipyr, Gtpi{xifi,k) veya
Gtph (x,N,k) ve 1ilgili degiskeni, Gtp:fi,k ile gisterecegiz.
Burada # ve k parametreleri, sirasiyla dagilimin vyayilim ve
sekil parametreleridir.

1ki parametreli Gamma dagrliminda:s
1) ki1l icin dagilim, ters J gekillidir.
2) k>l icin dagilimn, tek bir tepesi vardir.

tki parametreli Gamma dagilimy igin hesaplamalar ve

ispatlar, U¢ parametreli Gamma dagiliminda oldugu gibi

vapilair.
TEOREM 3.5.11 thi parametreli Gamma dagiliminmin d.f,
1 %
Finsd,k)= 1 — e (g ) (3.5.14)
(k) 6
dir.

TEOREM 3.5.12 1hki parametreli Gamma dagiliminin m.g.f,
1
MitiR, k)= ——— <1/ (3.5.15)
(1-t)*-

dir.



TEOREM 3.5.13 Silirekli tipteki bir % r.d, tki parametreli
Gamma dagilima sahip ise, merkez vyada si1fir etrafindaki

r—inci momenti,

rlr+k)
R =" —————— (3.5.16)
r (k)
dir.
1SFAT: (1.5.1.a) ‘'daki esitligi kullanarak,
+@ xr'-o-k—'l. M
P e= —_—— exp(——)dx (3.5.16.3)
f Asr (k) A
o}
dir.

{(3.5.16.a) "da, y=n/0} degisken degistirme vyapilaip
integral hesaplandiginda,
+@ T tk—1 N - @
———— @XP (———)dx = y~*&—1eaxp (-y)dy

j arr k) (] rik) f
) o
dir. 0 halde,

rir+k)

R =0
rik)

bul unur.

TEOREM 3.5.14 Sirekli tipteki bir x r.d, ki parametreli
Gamma dagilimina sahip ise,

E{x) =0k (3.5.17)
dir.

TEOREM 3.5.15 Surekli tipteki bir % r.d, lki parametreli
Gamma dagilimina sahip ise,

Var (x) =012k (3.5.18)
dir.

" TEOREM 3.5.16 Sirekli tipteki bir »x r.d, lki parametreli
Gamma dagilimina sahip ise,

88(x)=Jk (3.5.19)
dir.



TEOREM 3.5.17 Sirekli tipteki bir x r.d, tki parametreli
Gamma dagilimina sahip ise, o= ile gésterilen garpiklig:i,
xXp= 2/4k (3.5.20)

dir.
TEOREM 3.5.18 Siirekli tipteki bir x r.d, itki parametreli
Gamma dagilimina sahip ise, ags ile gbisterilen sivriligi,

Xq= 3+&/7k 3.5.21)
dir.

TEOREM 3.5.19 tki parametreli Gamma dagiliminin modu ,

= (k-1) k21l (3.5.22)
noktasindadiir.

TEOREM 3.5.20 1Iki parametreli Gamma dagi1liminin

karakteristik fonksiyonu,

1
gitin,k)= —— (3.5.23)
(1-fAit)w

dir.

TEOREM 3.5.21 tki parametreli Gamma dagilimin kiimilant
fonksiyonu,

K ten,k)=—klog(i-fit) (3.5.24)
dir.

Tekrar (3.5.2)° deki Gamma dagiliminin Standart seklini
ele alalim.
TEOREM 3.5.22 Standart Gamma dagiliminin dagilam

fonksiyonu,
1 ®
Fixskl)= ud—rlexp (—u)du (3.5.25)
r<k) I
0
dur.

(3.5.25) ‘deki fonksiyona, incomplete Gamma fonksiyon
orani denir.
®

rik)= j uk—2exp (-u)du (3.5.25.a)

0
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(3.5.25.a) ° daki fonksiyona ise incomplete Gamma
fonksiyonu denir. Bu fonksiyon x ve k ‘ya baglidir.
(Pearson, 1922) bir tablo olugturmak igin x yerine m=x/Jk’'yi
kullanmayr daha elverisli bulmugstur ve incomplete Gamma
fonksiyonunu,

1 mfk
Iimyk—1)=c uk—lexp {(-u)du (3.5.25.b)
rdk) f
0

olarak tanimlamigtir.

3.5.1 Gamma Dagiliminin Uygulama Alanlara

R parametreli Poisson iglemine giére, (0,w) araliginda
olan olaylarin bir serisini ele alalim. k-inci olayin olmas:
igin x bekleme zamani, A=1/%2 ve k gibi iki parametreli Gamma
dagilimina sahiptir. {Fatil, Roswell, Ratnaparkhi, Rao 1984,
s:64)

Gamma dagilimi, Q=1/3 gibi sabit bir oranda olan k
bagimsiz olayin olmasi igin gerekli toplam zaman % igin uygun
bir modeldir. orneginy, k hacimlik bir mal siparisgini ele
alalaim. Bu siparis, partiler halinde istenmis olsun. Her
bir parti, bhaftada R gibi sabit bir oranda ve diger
partilerden bagimsiz ol arak gergeklessin., Fartiler
arasindaki azalma zamani Gamma degiskenidir.

Benzer sekilde bir sistemi ele alalim. Bu sistem, k alt
hata oldugunda basarisiz olsun. Her bir hata, § gibi sabit
bir oranda ve diger hatalardan bagimsiz olsun. Sistemin
zamana karsi dayanmasi Gamma dagilimina sahiptir.

Gamma dagiliminmin bir uygulama alanina ve incomplete
Gamma fonksiyonunun kullanimina ornek olarak asagidaki ornegi
verebiliriz. (Hahn ve Shapiro, 1967 s:8%35)

ORNEK 3.5.1.1 BRir feribot, kiyidaki bir terminalden

diger bir kiyidaki terminale otomobil tasimaktadir. Feribot

terminalde ? otomobil oldugunda, bu otomobilleri karsa
kiyirdaki terminale tasimak igin bulundugu terminalden baraket
etmektedir. Verilen bir zaman aralijinda, terminale ortalama
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olarak saatta 6 otomobilin, birbirinden bagimsiz olarak
geldigi gbzlenmistir. Buna gire,

a) Ardisik yolculuklar arasindaki zamanin 1 saatten daha
az olmasi olasiligini,

b) Ayrilmalar arasindaki t zamaninin yizde 1 olasilikla
gecmesini hesaplayalim.

Feribotun kiyidahki terminallerden ayrilmalari arasindaki
zaman bir Gamma dediskenidir. Bu drnekte k=9 ve Q=1/7=6 dir.
Froblemin ilk kisminin gdzimid icin, i1iki parametreli Gamma
dagiliminin dagilim fonksiyonunu kullanacagiz. (3.5.14) 'deki

dagilim fonksiyonunu, § cinsinden ifade edersek, d.f

L1
Fixsp,ld= 1 - ——nu— uk~laxp {-Hu) du {(3.5.1.1)
rik) I
Q
ol w-.
m=0x/Jdk ‘dir. Yani F{136,7) 'u hesaplamamiz gerekir.

m=Qx/Jk => m=2.0 bulunur. (3.5.25.b) 'de 1(2.0,8)=0.153 dir.
0 halde ardisik ayrilmalar arasindaki zamanin 1 saatten daha
az olmas: olasilig:, 0.153tdr.

Froblemin ikinci kisminin g¢gédzimlt igin, vyilzde doksan
dokuzunu belirlememiz gerekir. Yani F(x:6,9)=0.99 esitligini
sagl ayan ] degerini hesaplamamiz gerekir. (Z.5.1.1) "de
degerleri yerine koyalim. Ozel olarak I1(m,8)=0.99 alalim.
Bu m=5.8 iken dogrudur. 0 halde, m=Qx/Jdk => &%/3=5.8 ==
¥=2.90 saat bulunur. Yani ayrilmalarin zamani arasindaki
gecikmelerin vyiizde bir olasilikla gegmesi durumunda gecikme

2.9 saattir.

3.5.2 Gamma Dagiliminin Parametre Tahminleri

tnce dg parametreli Gamma dagilimimin o, @ ve k
parametrelerinin tahminlerini, momentleri karsilastirma
metodunu kullanarak hesaplayalaim.

HigHhzyHmyeae g’ herbiri o, # ve k gibi g parametreli

Gamma dagilima sahip rastgele bir drneklem olsun.
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Uc parametreli Gamma dagilimin ortalamasi, varyansi ve
ortalama etrafindaki 3-tincli mementi sirasiyla (3.5.9),
(3.5.6) ve (3.5.8.b)‘'deki gibidir. Bunlari sirasiyla,
(1.6.2), (1.6.3) ve (1.6.4) ‘deki Brneklemin merkezi, ikinci

ve dglinci momentleri olan m,,ma ve mx’'e egitledigimizde,

2m=2
A .
X= My —
M=
Mm=s
N
(},=
2“\2
4m23.
~
k=
M2
bulunuir.
Simdi de, iki parametreli Gamma dagiliminin (& ve Kk
parametrelerinin tahminlerini, momentleri karsilastirma

metodunu kullanarak hesaplayalaim.

XK1yXm2yXmgeasyXa herbiri @ ve k gibi iki parametreli
Gamma dagilima sahip rastgele bir orneklem olsun.

tki parametreli Gamma dagilimin ortalamasi ve varyansi
sirasiyla (3.5.17) ve {(%.5.18) ‘deki gibidir. Bunlari
si1rasiyla, (1.6.2) ve (1.6.3)'deki odrneklem ortalamas: ve
varyansi olan m=¥ ve mx=52 ‘ye esitledigimizde,

g2
y A

¥
w2
A
k=
g2
bulunur.
Farametre tahminiyle ilgili asagirdaki Brnegi

inceleyelim. (Hahn ve SBhapiro, 19267 s:88)

ORNEK 3.5.2.1 Bir malin siparigi ile partiler halinde
elde edilmesi arasindaki gegen zamanin Gamma dagilimina sahip
oldugunu yada iki parametreli bir Gamma modele uydugunu
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yukarida belirtmistik. 20 rastgele siparigs ve siparisglerin
elde edilmesi icin gegen zaman, tablo 2.~ de verilmisgtir.
Bu bilgilerden 3 ve k parametrelerinin tahminlerini

hesaplayalim.

Siparis numarasa Gin cinsinden gegen zaman
1 10
2 10
3 &
4 11
3 8
6 7
7 i1
8 12
9 12
10 1)
11 10
12 b
1= 13
14 8
15 12
16 7
i7 &
i8 16
19 9
20 S

Tablo 2. Giparis ve giin cinsinden gecen zaman.
Verilerden n=2
20 20
L %,4=185 ve I %,2=1875 dir.
i=1 i=1

.25 ve 82=8.6142 elde edilir. 0 halde,
3
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2.5.3 Diger Dagarlaimlarla 1ligkileri

(Patil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:163-469)°'da
verilen bagintilar.

1) 8Sirekli tipteki bir X r.d o, f ve k gibi ig
parametreli Gamma dagilima sahip ise, Y=(X—-a) /3, k
parametreli Standart Gamma dagilimina sahiptir.

2) Xa4XayXmyeae3Xa birbirinden bagimsiz ve herbiri R ve

n
p parametreli Pareto dagilaimina sahip ise, Y= 1 log(Xi),
’ i=1
x=nlogh Jf3=1/p ve k=n gibi ¢ .parametreli Gamma
dagilimina sahiptir.

3) k parametreli Standart Gamma dagilima, # ve k
parametreli Gamma dagiliminin, =1 dzel halidir.

4) Standart Ustel dagilaim, (3 ve k gibi iki parametreli
Samma dagiliminin, A=1 ve k=1 dzel halidir.

5) A parametreli Ustel dagilaim, (3 ve k gibi iki
parametreli Gamma dagiliminain k=1 dzel halidir.

&) Sirekli tipteki bir X r.d, A wve k gibi iki
parametreli Gamma dagilimina sahip ise, Y=X/, k parametreli
Standart Gamma dagilimina sahiptir.

7) Sirekli tipteki bir x r.d, k parametreli Standart
Gamma dagilimina sahip ise, Y=0AX,; @ ve k gibi iki parametreli
Gamma dagilimina sahiptir.

8) X1,X29Xzmgen=4Xn birbirinden bagimsiz ve herbiri

n
Standart dirtgensel dagilimina sahip ise, Y=L [-31og(Xs)1,
i=1
f ve k=n gibi iki parametreli Gamma dagilimina sahiptir.’
?) Xa 1=1,2,3,...4k birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve
k
herbiri Standart Ustel dagilima sahip ise, Y= I Xi, k
i=1

parametreli Standart Gamma dag:ilimina sahiptir.
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10) Standart Ustel da§111m; k parametreli Standart Gamma
dagiliminin k=1 odzel halidir.

11) k parametreli Erlang dagilim, k parametreli
Standart Gamma dagiliminain, k’'min pozitif tamsayi durumundaki
6zel halidir.

12) k parametreli Standart Gamma dagilim, «,  ve k
gibi (g parametreli Gamma dagiliminin «=0 ve @(A=1 fzel
halidir.

13) k ~» o, k parametreli Standartlastirilmig Gamma
dagilimi, Standart Normal dagilima yakinsar.

14) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Normal dagilima
sahip ise, VY=(1/2)X2, k=1/2 parametreli Standart Gamma
dagilimina sahiptir.

15) Siwrekli tipteki bir x r.d, k parametreli Standart
Gamma dagilimina sahip ise Y=u+X, o, # ve k gibi Ug
parametreli Gamma dagilima sahiptir.

16) Surekli tipteki bir X r.d, v parametreli Kikare
dagirlimina sahip ise, Y=X/2, k=v/2 parametreli Standart Gamma
dagilima sahiptir.

17) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart dértgensel
dagilima sahip ise, Y=-logX, k=1 parametreli Standart Gamma
dagilima sahiptir.

18) X, ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
sirasiyla ky ve kz parametreli Standart Gamma dagilimina
sahip iseler, Y=Xi/(Xa+X=2), ki ve kz parametreli Standart
Beta dagilimina sahiptir.

19) Sirekli tipteki bir X r.d, p ve o parametreli Normal
dagilima sahip ise, VY=(1/2)L(X-p)/cl2, k=1/2 parametreli
Standart Gamma dagilima sahiptir.
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3.6 Kikare Dagilim
tstatistik teorisinde, Standart Gamma dagiliminin
bagslica onemi, eger U,,Uz,Us,...,U, ‘ler birim normal
) v
degiskenler ise, £ Us2°'nin dagilim, (3.5.1) ‘deki o.y.f nunda
i=t
x=Q, =2 ve k={(1/2)v bzel hali olmasidir. Gamma dagiliminin

bu é&zel haline, v serbestlik dereceli Kikare dagilima denir.

%
(1/72) £ U2 ‘ler, k=(1/2)v olan bir Standart Gamma
i=1
dagilamidar. (Johnson ve EKotz, 1970 s:147)
N'EvT2 1
flusvis——m—— e@xp (-~ — ) ®w » 0 (F.6.1)
2P (Hv) 2

Burada v, pozitif bir tamsay: olmalidir.

(3.6.1) ‘deki o.y.f ‘nuna, v pozitif bir tamsayir olmak
izere, v serberstlik dereceli Kikare dagilimi denir.

TANIM S.6.1 Sirekli tipteki bir » r.d'nin oc.y.¥f,

nHav=1 1
fiurv)=—————— exp{—~ ~— ¥) (3.6.2)
2EVE (V) 2
# 0 v pozitif bir tamsay:
ise ¥ r.d ' ne, v serbestlik dereceli yada v parametreli

Kikare dadgilima sahiptir denir.

v parametreli HKikare dagilimina, CHS(x:v) wveya CHS. (V)
ve 1ilgili degiskeni, CHB:v 1ile gisterecegiz. Burada v
parametresi, dagilimin sekil parametresidir.

TEQREM 35.46.1 v parametreli yada v serbestlik dereceld

Kikare dagiliminin d.f, yaklasik olaraks
®=E (»)
1) U=———n—— Standart birim degisken olmak iizere x r.d,
JVar (x)
v serbestlik dereceli Kikare dagilimina sahip ise,
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H—V
lim Prob [ ——w— 2 u I= §{u) {(3.6.3)
V=i J(2v)
dir. (Johnson ve Kotz, 1970 s:40)
Burada &(uw) (3.1.1.3) ‘deki gibidir.
Sonug olarak, v =-> o, Standartlastirilms Kikare
dagilimi, bir Standart Normal dagilima yakinsar.
Kikare dagiliminin d.f°'na en basit yaklasim,
K=V
F(t)=Prob[Xinxl=g {— ) (F.6.4)
‘ N (2v)
dir. (Johnson ve kKotz, 1970 s:176)
v c¢ok bilyik olmadiginda, bu iyi bir yaklasim degildir.
d.f 'na daha iyi yaklasimlar, Kikarenin degisik
fonksiyonlarinin asimtotik normalitesinden faydalinarak elde
edilir. Bunlarin icerisinde en iyi olanlari ,
2) Fisher’'in yaklasimi: {Fisher, 1922)

F()=FProblXix1=8(J(2x%) - J(2v-1)) (3.6.3)
Burada g{uw), (3.1.1.3) ‘deki gibidir.
ve
. 3) Wilson-Hilferty 'nin yaklasimi: {Wilson ve Hilferty,
1931)
» 2
FG)=ProbLfXixl=g({(—) ¢2/>? - | + —3J(Fv/2) (3.6.6)
v Fv
dir.

Bu iilc yaklasimi birbirleriyle karsilastiracak olursak,
(3.6.6) 'daki vyaklasim, (2.6.3) ‘deki yaklasimdan daha iyi bir
yaklasgimdir. Bununla birlikte, (3.6.5) ve (3.6.6) ‘daki
yaklasimlarin her ikiside, (3.6.4) 'deki vyaklasimdan daha
iyidir.

v parametreli Kikare dagilimi icin hesaplamalar ve
ispatlar, Gamma dagiliminda oldugu gibi yapilar.
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TEOREM 3.6.2 v parametreli Kikare dagiliminin m.g.f,
\ 1
Mty v)m=———ouo t< ¥ (3.6.7)
(1-2t)'sv
dir.

TEOREM 3.46.3 Sirekli tipteki bir # r.d, v parametreli
Kikare dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki
r-=inci momenti,

I (r+%v)
R =2 —— {(F.6.8)
r{4v)
dir.
TEOREM 3.6.4 Siirekli tipteki bir ® r.d, v parametreli

Kikare dagilimina sahip ise,

E(x)=v (3.6.9)
dir.

TEOREM _3.6.5 Sirekli tipteki bir % r.d, v parametreli
Kikare dagilimina sahip ise, '

Var (k) =2v (F.6.10)
dir.

TEOREM 3.6.6 Sitrekli tipteki bir ¥ r.d, v parametreli
Kikare dagilimina sahip ise,

85 (x)=d(2v) (3.6.11)
dir.

TEOREM _3.6.7 Siwrekli tipteki bir x r.d, v parametreli

Kikare dagilimina sahip ise, os ile gdsterilen carpiklig:,
xx= 2Jd(2/v) (F.6.12)
dir.
TEOREM 3.6.8 Sirekli tipteki bir x r.d, v parametreli
Kikare dagilimina sahip ise, xq ile giésterilen sivriligi,
Ra= I+(12/v) (3.6,13)
dir.
TEOREM 3.6.9 v parametreli Kikare dagiliminin modu ,
vi2 ise, O
={ (3.6.14)
v>2 ise, v-2
noktasindadir.
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TEOREM 3.6.10 v parametreli Kikare dagilaminin

karakteristik fonksiyonu,

1
gl{tzv)i= ————e (3.6.15)
{(1-2it) v

dir.
TEOREM J.6.11 v parametreli Kikare dagilaimin kimiilant

fonksiyonu,
v
Ki{tsv)=— —— - log(i1-2it) {(3.6.16)
2
dir.

3.6.1 Kikare Dadiliminin Uygulama Alanlara

Kikare dagiliminin uygul amal aira genellikles
standartlagtirilmis bir Normal dagilimdan alinmigs v rastgele
gdzlemin degerlerinin karelerinin toplami, v serbestlik
dereceli Kikare dagilimina sahiptir, gergeginden hareketle

yapilan uygulamalardan olusur.

3.6.2 Diger Dagirlamlarla Iliskileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:34-37) 'de
verilen bagintilar.

1) Sirekli tipteki bir X r.d, v parametreli Kikare
dagilima sahip ise, Y=X/2, k=v/2 parametreli Standart Gamma
dagilimina sahiptir.

2) Xi,XzyX=yeeey3Xn birbirinden bagimsiz ve herbiri

n

Standart Normal dagilima sahip ise, Y= L Xi2, v=n parametreli
i=1

Kikare dagilimina sahiptir.

3) v=2 parametreli Kikare dagilimi, A parametreli Ustel
dagilimin =2 dzel halidir.

4) X r.d, va ve vz parametreli F-dagilimina sahip ise,
v =2 @, Y=v X’'in dagilimi, vy parametreli Kikare dagilimina

yakinsar.
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5 v -> o Standartlastirilmis Kikare dagilimi, Standart
Normal dagilima yakinsar.
6) Siwrekli tipteki bir X r.d, v parametreli Kikare
dagilimina sahip ise, Y=X/2, k=v/2 parametreli Standart Gamma
dagirlimina sahiptir.
7) Surekli tipteki bir X r.d, v=2 parametreli Kikare
dagilimina sahip ise, Y=X/Z2, Standart ustel dagilima
sahiptir.
8) Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d ‘ler ve herbiri
sirasiyla, vy, ve vz parametreli Kikare dagilimina sahip ise,
Y=(X3/V1)/ (Xa/v=2), Vi ve vz parametreli F-dagilimina sahiptir.
?) Siarekli tipteki bir X r.d, v=2 parametreli Kikare
dagilimina sahip ise, Y=exp(-X/2), Standart Ddrtgensel
dag:ilima sahiptir.
10) Xy y4Xz3Xmgeww3Xn birbirinden bagimsiz r.d ‘ler ve
herbiri sirasiyla, p=0 ve 042 i=1,2,3,...,n parametreli
n

Normal dagilima sahip ise, Y= (Xy42/0.2) , v=n parametreli
i=1

Kikare dagilimina sahiptir.

i1) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dortgensel
dagilimina sahip ise, Y=-2log(X), v=2 parametreli Kikare
daélllmlné sahiptir.

12) Sirekli tipteki bir X r.d, p ve o parametreli

Standart Invers Gauss dagilimina sahip ise,
Y=Lo(X-p)21/(p2X), v=1 parametreli Kikare dagilimina
sahiptir.

13) Sidrekli tipteki bir Xi r.d, Standart Normal dagilima
ve X= r.d, v parametreli Kikare dagilimina sahip ve X. ile X=
birbirinden bagimsiz iseler, Y=X1/Jd(Xz/v), v parametreli
T-dagilimina sahiptir.

14) Sirekli tipteki Xi ve Xz birbirinden bagimsaiz
r.d'ler ve herbiri v parametreli Kikare dagilimina sahip ise,
Y=LJdvi{Xa=X1) /24 (X1 X=), v parametreli T-dagirlimina
sahiptir.
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15) Siirekli tipteki X, ve Xa r.d’leri birbirinden
bagimsiz ve herbiri sirasiyla vi=1 ve va=2 parametreli Kikare
dagilimina sahip ise, VY=Xi1Xaz, =1/2 parametreli Standart

Weibull dagilimina sahiptir.
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degerleri igin o.y.f nun grafikleri.
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.7 Erlang Dagilaim

TANIM 3.7.1 Siirekli tipteki bir » r.d’'nin o.y.¥f,
-1

fixer k)= exp(— %) (3.7.1)
r (k)

# 20 k pozitif tamsay:

ise ¥ r.d'ne k parametreli Erlang dagilimina sahiptir denir.

Erlang dagilaimi, Standart Gamma dagiliminin k'nin
pozitif tamsayi olma durumundaki 6zel halidir.

k parametreli Erlang dagilimini, ER{(x:tk) wveya ER, (k) ve
ilgili degiskeni, ER: k ile gisterecegiz. Burada k
parametresi, dagilimin sekil parametresidir.

Erlang dagilimia digin hesaplamalar ve ispatlar, Gamma
dagirliminda oldugu gibi yapilir.

TEOREM =Z.7.1 k parametreli Erlang dagilaiminin d.¥,

1 »
Fixsk)= uk~2exp (—u)du (J3.7.2)
r (k) j
dur. 0
I1ISPAT: (1.1.5) ‘deki egitligi kullanarak,
® o ouk—1 1 o
Fixsk)=f —— exp{ — wdu= uk=leyp (—u)du
j rk) F k) I
a e
bulunur.

TEOREM 3.7.2 k parametreli Erlang dagilaiminmin m.g.f,
1
M{t: k) s=———— (3.7.3)
(1-t)*=
dir.
1SFPAT: (1.7.7.a)’'daki esitligi kullanarak,
4o phe—1
Mi{tek)= [ exp(ty)———eup(~ u)dx dir.
I r k)
o]

Baz1 dizenlemelerden sonra,
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Mits k)= ——axp{- x(1-t) 3dx
[ rdk)
0

elde edilir.

(3.7.3.a) ‘da, y=x (1-t) degigken degistirme

integral hesaplandiginda,
i +@
M(tsk)= yk—texp(-yldy dir.
rik) (1—-t) ¥ f
o

+o .
I yr—ieup{-y)dy=rik) dir. 0O halde,
Q
Mtz k)=

{1-t) ¥

bulunur.
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(3.7.3.a)

yapilip

TEOREM 3.7.3 Sirekli tipteki bir ¥ r.d, k parametreli

Erlang dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki

r-inci momenti,

r{r+k)
Rie=
P (k)
dir.
I1SFPAT: (1.5.1.a) ‘daki esitligi kullanarak,
+o Mrtrk—1 i +@
pr= —_— exp(-)dx= ®rrk=1 axp(-x)dx
f (k) rok) I
) (]
+o

j wrrk—1 axp(—-x)dx = (r+k) dir. O halde,

0

(%.7.4)



156

rF{r+k)

B e=
ri{k)

bulunur.

TEOREM 3.7.4 Sirekli tipteki bir  r.d, k parametreli
Erlang dagilimina sahip ise,

E{x)=k (3.7.5)
dir.

TEOREM 3I.7.5 8Sirekli tipteki bir x r.d, k parametreli
Erlang da§111mina sahip ise,

Var (x) =k (2.7.6)

dir.

TEOREM Z.7.6 Sirekli tipteki bir x r.d, Kk parametreli
Erlang dagilimina sahip ise,

88 ({x)=Jdk 3.7.7)
dir.

TEOREM 3.7.7 Sirekli tipteki bir % r.d, k parametreli
Erlang dagirlimina sahip ise, o= ile gisterilen garpikligi,

X== 2/Jk 3.7.8)

dir.

TEOREM 3.7.8 Surekli tipteki bir ¥ r.d, k parametreli
Erlang dagilimina sahip ise, o4 ile gisterilen sivriligi,

Na= I+(6/k) (3.7.9)
dir. |

TEOREM 3.7.9 k parametreli Erlang dagilaiminin modu ,

w=k-1 k2l (3.7.10)
noktasindadir.

TEOREM  3.7.10 k parametreli Erlang dagiliminin

karakteristik fonksiyonu,
1
glteik)s —me—— 3.7.11)
(1-it)*=

dir.
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TEOREM 3.7.11 k parametreli Erlang dagilimin kimalant

fonksiyonu,
E(te:k)=—klog(l-it) (3.7.12)
dir.

3.7.1 Diger Dagilamlarla lligkileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Raoc 1984, s:79) ‘'de verilen
bagintilar.

1) k parametreli Erlang dagilimi, k parametreli Standart
Gamma dagiliminin, k ‘nin pozitif tamsayi oldugu durumundaki

dzel halidir.
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3.8 Ustel Dagilim

TANIM 3.8.1 Surekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1 ® =
fluix, ) =eror—mm— exp{—- —— ) 3.8.1)
¢ 0
M o> x » Q i >0

ise % r.d'ne x, A parametreli Ustel dagilima sahiptir
denitr.

Tki parametreli Ustel dagilima, Etpi{nzx,3) veya
Etpun (x,3) ve 1ilgili degisgkeni, Etp:x,f ile gisterecegiz.
Burada = ve  parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve
vayilim parametreleridir.

tki parametreli Ustel dagilima Negatif Ustel dagilim da
denir.

{(%.8.1) "de, x=0 alinirsa, Bir parametreli iUstel dagilaim
2lde edilir.

(3.8.1) ‘'de, x=0 wve (=1 alinirsa, Standart Ustel, aym
zamanda Standartlastirilis Ustel dagilim elde edilir.

TEOREM %.8.1 tki parametreli Ustel dagilimin d.f,

H—i
Fixzx,A)= 1 — eupi- ) (3.8.2)
£
dir.
ISFAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
® 1 -
FOtio,A)= —————@HP = )du (3.8.2.a)
I f f
8
dur.

{(3.8.2.3) ‘da, y=({u-x) /4 degisken degistirme yapilip

integral hesaplandiginda,
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)

Flra,A)= 1 - exp (~
t)
bul unur.
TEOREM _3.8.2 1tki parametreli Ustel dagilimin moment

ci1karan fonksiyonu,

M{tsm,fA)=expixt)/ (1-At) >0 (3.8.3)
dir.
ISFAT: (1.7.7.8) ‘daki egitligi kullanarak,
+o 1 1-At
M{tsx,A)= expl{u/f}) — exup{- u( ) ydn (3.8.3.a)
I £ ' 3
x
dir.

(3.8.3.a) ‘'da, y=x[(1-t)/A] degisken dedistirme yapilaip
integral hesaplandiginda, sadelestirmelerden sonra,

Mitsx,3) =exp (ut) / (1-AL)
bulunur.

TEOREM 3.8.3 Surekli tipteki bir % r.d, 1ki parametreli
Ustel dagilimina sahip ise,

E () =x+(} {(3.8.4)
dir.
d
1SPAT: (1.5.1.b) ‘den E(x)= {M(t)}lt_o=M'(t)|t-o dir.
dt
exp(at) Ca(l-At) +31
Mty =
(1-At):2
dir. O halde,
E(x)=x+
bulunur.

TEOREM_3.8.4 Sirekli tipteki bir x r.d, ki parametreli

Ustel dagilimina sahip ise,
Var () =2 {3.8.5)

dir.
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d2
ISFAT: (1.5.1.b) "den E(X2)=———{M(t)}lg—°=m"(t)'t-o dir.
dt2
Ca(l1—-At)+Alexp(at) {x(1-At) +20F—axfexp (at) (1-t)
M (t)=
(1-t)=
dir. 0O halde,
E{x2)=x2+2x0+202 {3.8.3.a)

elde edilir.

(3.1.6.a) ‘da, (3.8.3.a) ve (3.8.4) vyerine koyuldugunda,
Var (x) =2
bulunur.

TEOREM =.8.5 Sitrekli tipteki bir % r.d, Iki parametreli

iistel dagilimina sahip ise,
85(x)=f {X.8.6)
dir.
ISPAT: (1.5.6) ‘da, (3.8.5) yerine hkoyuldugunda,
S5(x) =0
bulunur.
TEOREM J.8.6 Sirekli tipteki bir x r.d, 1ki parametreli

Ustel dagilimina sahip ise, oxs ile gisterilen garpikligi,

A=m= 2 3.8.7)
dair.
d=
I18PAT: (1.5.1.b) "den E(K=)=———{M(t)}lg—o=n"'(t)lt-a dira
dt=
exp (xt)
M {t) s {Lx (1-At) +33 1L x2 (1At ) 2 +2ax3(1-AL) +2032 ]
(1-t)=

—2axflx{l-At)+33I(1-AL) 3
dir. 0 halde,
E (3™) =x=+3m2 A+b6oi2 +60 (3.8.7.a)
elde edilir.
{3.1.8.a) ‘'da, (3.8.7.a), (3.8.5.2a) ve (3.8.4) vyerine
koyul dugunda,
Pa=203=
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elde edilir. (1.5.7)'deki egitlik kullanilarak,
Xn=2
bul unur.
TEOREM 3.8.7 Surekli tipteki bir % r.d, 1ki parametreli

Ustel dagilimina sahip ise, x4 ile gosterilen sivriligi,

M= 9 {(3.8.8)
dir.
d*
ISPAT: (1.5.1.Db) "den E(x4)=——{M(t)}lg-o=M‘*V’(t)It-m dir.
dte
exp{xt) {a(l1-At)+4033F
Me2v2 (t)= {Lx(l-At)+3AILx2 (1-At)2+2xA(1-At)
(1-At) S
+202 1-2xALa(1-At) +A1 (1-3t)
exp (xt)
+ ———— (=il {1-At) 2 +2aR (1-At)+20]
(1-at)<

—203lx(1-At)+A1Llx{1-At) +3ALtI+4x2 (32 (1-At) —2xA2 3

dir. 0O halde,
E (x9) =x?+4a>33+12x2 A2 +24aA5+2414 (3.8.8.a)
elde edilir.

{(%.1.9.a) 'da, (3.8.8.a), (3.8.7.a), (2.8.5.a) ve (3.8.4)
verine koyuldugunda,
Pa=9032
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,

Xa= 9
bulunur.
TEOREM 3.8.8 1ki parametreli iUstel dagiliminin modu ,
3= (3.8.9)
noktasindadit.

ISFAT: (%.8.1) 'deki o.y.f'nun, % ‘e gbre tirevini alap,
si1fira esitlendiginde, herhangi bir x goézimid bulunamaz. Ug
noktalara bakildiginda, x=x degeri icin (3.8.1) ‘deki o.y.f
maksimum degerini alar. 0 halde, fki parametreli uUstel
dagilimin modu,

K=
bulunur.



TEOREM £.8.9 tki parametreli Ustel dagilimin medyani,

ilog2+x (3.8.10)
dir.
18FAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
¥ 1 = 1
— exp{- Jdum —— dir. Egitligin sol tarafindaki
I B B 2
|

integralde, y={(u-x)/f# degisken degistirme yapilip integral
hesaplandiginda,
M- 1

l-exp (- )= dir. Buradan,

f

tJ

n=Alogl+x
bulunur.
TJEOREM =.8.10 Tki parametreli ustel dagilaminin

karakteristik fonksiyonu,
exsplxit)
g(tio,f) s —m——— 3.8.11)
(1-pit)
dir.
I1SFAT: (1.7.8.a) ‘daki esitligi kullanarak, (3.8.3) de,
t yerine it alindiginda,
expfuait)
g(tiax,fR)= :
(1-fit)
bulunur.
TEOREM 3.8.11 1ki parametreli Ustel dagilimin kimilant
fonksiyonu,
K(tro,B)=ait—-klog(l-flit) (3.8.12)
dir.-
I1SPAT: (1.7.9) ‘daki esitligi kullanarak, (3.8.12) ‘nin
logaritmasi alindiginda,
E(tix,A)=axit—klog(l-3it)

bulunur. .
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(3.8.1) ‘deki o.y.f 'nunda «=0 alalim.
TANIM 3.8.2 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
1 b
fixd)= exp({—- —m ) (3.8.13)
0 6
¥ > 0 n >0
ise x r.d'ne 3 parametreli Ustel dagilima sahiptir denir.

Ayrica A parametreli Ustel dagilima BRBir parametreli
Ustel dagilimir da denir.

Bir parametreli Ustel dagilim:, Eop{x:(3) veya Eopx{(}) ve
ilgili degiskeni, Eop:# ile gisterecegiz. Burada &
parametresi, dagilimin yayilim parametresidir.

Bir parametreli oUstel dagilima igin hesaplamalar ve
ispatlar, 1tki parametreli Ustel dagiliminda oldugu gibi
yapilar.

TEOREM 3.8.12 Bir parametreli Ustel dagilimin d.f,

X
) (3.8.14)

Fix:d)= 1 - exp(

dir.
TEOREM 3.8.13 PRir parametreli Ustel dagilimin m.g.f,

cikaran fonksiyonu,
1
M{tifd)l= —— t<is (3.8.15)
(1-At)

dir.

TEOREM 3.8.14 Siirekli tipteki bir x r.d, Rir parametreli
Ustel dagilimina sahip ise,

E{x)=0 (3.8.16)

dir.

TEOREM 3.8.15 Sirekli tipteki bir % r.d, Bir parametreli
Ustel dagilimina sahip ise,

Var (x) =2 (3.8.17)
dir.
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TEOREM 3.8.16 Sirekli tipteki bir % r.d, Bir parametreli
Ustel dagilimina sahip ise,

88{x)=0 (3.8.18)
dir.

TEOREM 3.8.17 Siirekli tipteki bir x r.d, Bir parametreli
Ustel dagilimina sahip ise, xs ile gisterilen garpiklig:i,

Xn= 2 (3.8.19)
dir.

TEOREM 3.8.18 Siirekli tipteki bir u r.d, BRir parametreli
iistel dagilimina sahip ise, xq ile gdsterilen sivriligi,

Xe= 9 (3.8.20)
dir.

TEOREM 3.8.19 Rir parametreli Ustel dagilimin modu ,

n=0 (3.8.21)

noktasindadir.

JEOREM 3.8.20 Bir parametreli Ustel dagilimin medyana,

3log2 (3.8.22)
dir,

TEOREM 3.8.21 Rir parametreli vstel dagiliminin

karakteristik fonksiyonu,
1
gltip)= ———— {3.8.23)

dir.

TEOREM _3.8.22 BRir parametreli Ustel dagilimin kumulant
fonksiyonu,

K{t:d)=—log{i-QAit) {3.8.24)
dir.

TANIM 3.8.3 Sirekli tipteki bir x r.d’nin o.y.f,

f (%) =exp (- x) x > O ) (3.8.25)
ise % r.d'ne Standart Ustel dagilima sahiptir denir.

Standart iUstel dagilimi, SE ile gésterecegiz.

Standart Ustel dagilim igin hesaplamalar ve ispatlar,
Iki parametreli Ustel dagilimda oldugu gibi yapilar.

TEOREM 3.8.23 Standart Ustel dagilimin d.f,

Fix)= 1 - exp(- x) X > 0 (3.8.26)

divr.
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TEOREM 3.8.24 Standart Ustel dagilimin m.g.f,

fonksiyonu,
1
M{tsf3) s ——m—— t <1 (3.8.27)
1-t
dir.

TEOREM _3.8.25 Siwrekli tipteki bir x r.d, Standart Ustel

dagilimina sahip ise,

E(x)=1 (Z.8.28)
dir.

TEOREM 3.8.26 Siarekli tipteki bir % r.d, Standart Ustel
dagilimina sahip ise,

Var (x)=1 3.8.29)
dir.

TEOREM _3.8.27 Siwrekli tipteki bir % r.d, Standart uUstel

dagilimina sahip ise,
88(x)=1 (3.8.30)

dir.

TEDREM 3.8.28 Strekli tipteki bir % r.d, Standart uUstel
dagilimina sahip ise, ax ile gdsterilen garpiklig:,

Xz= 2 (3.8.31)
dir.

TEOREM _3.8.29 Sirekli tipteki bir # r.d, Standart iUstel

dagilimina sahip ise, ™a ile gdsterilen sivriligi,

Xa= 9 (3.8.32)
dir.

TEOREM 3.8.30 Standart Ustel dagilimin modu ,

»=0 (3.8.33)
noktasindadir.

JEOREM 3.8.31 Standart Ustel dagilimin medyani,

fAlogZ2 (3.8.34)

dir.



TEOREM 3.8.32 6Btandart Ustel dagilimin karakteristik
fonksiyonu,

1
git) s —— (3.8.35)
1-it

dir.

TEOREM 3.8.33 Standart Ustel dagilimin kimilant
fonksiyonu,

K(t)=—log(l—-it) (5.8.38)
dir.

3.8.1 Ustel Dagilimin Uygulama Alanlara

Uistel dagilaimin en vyaygin uygulamalari, yasam—testi
{life—-testing) alanindadir.

Bir nesnenin gelecekteki yasam zamani, dayanma siresi o
anki yasina bakilmaksizin ayni1 dagilima sahip ise, bu
nesnenin x yasam zamaniy Bir parametreli Ustel dagilama
sahiptir. (Patil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:43)

Bir X r.d’'nin hazard orani yada hazard fonksiyonu hix),
=1/ gibi sabit ise, bu X r.d'ne (¢ parametreli Ustel
dagilima sahiptir. (Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984,
s:43)

Etkilere maruz kalan bir araci disiinelim. Her etkiyi
parametreli bir Poisson igslemi (Ginlar, 1975 s:71-105) takip
ediyorsa, X ethkilerin ardisik olusumlari arasindaki zaman
araligr olmak uzere, A=1/2 parametreli Ustel dagilima
sahiptir. (Patil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:45)

(1.7.2) 'deki tanimi tekrar bu anlamda verecek olursak,

TANIM 3.8.1.1 x Sirekli tipte bir r.d, f{x) ve F(x)
sirasiyla x r.d’'nin o.y.f ve d.f olmak iGzere, belirtilmis bir

zaman aralig: esnasindaki basarisizligin olasiliginm veren,
f(x)
hG)= » >0 (3.8.1.1)
1-F (x) ‘
fonksiyonuna, hazard orani: yada hazard fonksiyonu denir.

~Zamana karsi dayanma modeli olarak Ustel dagilimi-
inceleyelim. (Hahn ve Shapiro, 1967 ©:1105-106) '
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Bir parametreli Ustel dagilimin o.y.f (3.8.14) ‘deki gibi
olmak lzere , zamana karsi dayanma (time-to-failure) dagilaim:
polarak vyaygin bir sekilde kullanilir. Genelde zaman icin t
r.d kullanmildigindan, (3.8.14) ‘deki o.vy.f 'nu,

1 t
fiteM)= — eup(—- —) t > 0 N >0 (3.8.1.2)
(1 £

seklinde yazalaim.

Ustel dagilmig bir degigsken icin hazard fonksiyonu,

(3.8.1.1) ‘'den h(t)=1/(A=) olmak dzere sabittir. Bunun
anlam:i, belirtilmis bir Zaman aralig: esnasindaki
basarisizlik olasiligr sabit, sadece Zaman araliginin
uwzunluguna baglidair. Burada  parametresine, basarisizlik

orany (failure rate) denir.

Bir birim yada inite igin zamana karsi dayanma, idstel
dagatilmistir. Burada birim yada GUnite bagimsiz ve sabit bir
oranda olan bir olayin gerceklesmesiyle bozulur. ornegin bir
batinin parcalara ayrilap kirailmasi gibi. Fakat birimin yada
initenin bir bolimil icin zamana karsi dayanma dagilam, o
bivrimin vada dnitenin tim yasam:, dayanma sliresi ile
karsilastirildiginda Ustel degildir.

brnegin hazard fonksiyonu sekil 28.°‘'de gdsterilen bir

motor bir sisteme monte edilsin, yerlegtirilsin.

het)

N

b= - o -
b — -]

Vv
o~

Sekil 28. BRir motorun hazard fonksiyonu.
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Bu montaj yada yerlestirme, sistemde to zamanina kadar
diizgliin calisan motor yandiginda vyada c¢alisamaz duruma
geldiginde gercgeklesir. Sisteme monte edelen bu motor ,
(t1~ta) =zamanina kadar dizgin galistiktan sonra yanmis olsun
ve ayni tip yeni motor sisteme tekrar monte edilsin. Eu
isleme sonsuza kadar devam edilebilir. Sistemde kullanilan
motorlar, igin zamana karsi: dayanma Ustel dagitilmistair.

Fakat motorun toplam yasam suresinin dagilim: Ustel
degildir. Ustel dagilim karmasik sistemler icin zamana karsi
dayanma modeli olarak , o sistemin bidldmlerinin dayanma
silreleri dagirlimindan ¢ok daha uygundur. Bu (Drenick,
1960) 'da gisterilmigtir.

tetel dagilimin givenirlik, kalite kontrol alaninda
uygulamal ar da vardir. ornedgin elektron tuplerine,
resistiérlere, bkapasitiérlere uygulamslari, bu uygul amal ar
(Davis, 1933) 'de detayl: olarak incelenebilir.

dstel dagilimin, Gamma dagiliminin dzel bir hali
oldugunu daha dnce belirtmistik. Eger olaylar birbirinden
bagimsiz ve sabit bir oranda gerceklegsiyorsa, Ustel dagilim
bir tek sonug igcin uygun bir modeldir. Diger bir ifadeyle,
tstel dagilam, sabit bir oranda gerceklesen bagimsiz
olaylarin olusumlar: arasindaki zamanin dagilimidir.

ORNEI 3.8.1.1 Fargaciklar yada atomlar bir sayaca

ortalama bir oranda, saniyede Z tane, ulasiyorsa bir atomun
bir &nceki atomla bir saniye igin de ulasma olasilig:
(3.8.15) ‘den f=1/0=2 alarak, F(1)=0.863 dir.

Ustel dagilim, bir sistemdeki bir birimin yada dnitenin
bagsarisizlik orani sabit oldugunda, zamana karsi dayanma

modeli olarak sik saik uygulahzr -

3.8.2 Ustel Dagilimin Parametre Tahminleri

brnce  Ihki parametreli stel dagilimin x ve 1)
parametrelerinin tahmin edicilerini, maksimum likelihood
metodunu kullanarak hesaplayalim.

HasXzyHmsnaey¥n herbiri o ve f# gibi 1Iki parametreli

Ustel dagilima sahip rastgele bir orneklem olsun. a
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KigHzaNmgenag¥n'lerin o.o0.y. ¥,
1 N -
Fiy yHasdsgons ghat,) 50— expi{~- L —m — 3
fan i=1
L(xyafA)=f (s yHayimynns s iniX,A) olsun. O halde,

1 N Mg
L{xy,A)=—— exp{- E 3 3.8.2.1)
an i=1 0
dir. (3.8.2.1)°'in logaritmasini alalim.
1 n X
In{L(at,A) 3=1nd y - I + (3.8.2.2)
(an i=1 0 s

dir. (3.8.2.2)'nin sirasiyla o ve {} gére tirevi alimp si1fira
esitlendiginde,
&= MiN{XaglasXmguse g¥nd
ve

1 n
ﬁ=——— Llxy—x )

n i=1
bul unur.

Bir parametreli Ustel dagilimin & parametresinin tahmini

ayni metodla, Iki parametreli Ustel dagilimda oldugu gibi,

1 n
A -
fi= L3y )=x
n i=1

bulunur.
Bu 4 igin bir yansiz tahmin edicidir.

3.8.3 Diger Dagilimlarla tligkileri

(Fatil, PFoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:44-51) de
verilen bagintailar.

1) A parametreli lUstel dagilim, « ve 3 parametreli Ustel
dagilimin «=0 dzel halidir.

2) S8Btandart Ustel dagilim, « ve 3 parametreli Ustel
dagilimin o=0 ve (=1 dzel halidir.
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3) v=2 parametreli Kikare dagilimi, & ve ( parametreli
Ustel dagilimin x=0 ve A=2 6zel halidir.

4) o ve 4 parametreli Ustel dagilim, «, # ve k gibi g
parametreli Gamma dagiliminin k=1 8zel halidir.

5) Siarekli tipteki bir X r.d, o« wve A gibi iki
parametreli Ustel dagilimina sahip ise, Y=X-x, A parametreli
Ustel dagilimina sahiptir.

&) Sirekli tipteki bir X r.d, f parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=X+x, o ve (3 gibi iki parametreli
Ustel dag:limlna sahiptir.

7) Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
si1rasiyla, o, A ve o=, (# parametreli Ustel dagilima sahip
iseler, Y=(X1-Xz), o=X;-%=z ve ) parametreli Laplace
dagilimina sahiptir.

8) # parametreli Ustel dagilaim, x, # ve k parametreli
Bamma dagiliminin, x=0 ve k=1 d=zel halidir.

9) A parametreli Ustel dagilim, f# ve k parametreli Gamma
dagiliminin, k=1 bzel halidir.

10) (A parametreli Ustel dagilim, %, # ve v parametreli
Weibull dagiliminin, «=0 ve r=1 o6zel halidir.

i1 ¢ parémetreli lUstel dagilimy, ( ve o~ parametreli
Weibull dagiliminin, v=1 dzel halidir.

12) Standart Ustel dagilimy, @ parametreli Ustel
dagilimin (¢=1 6zel halidir.

13) v=2 parametreli Kikare dagilimi, @A parametreli Ustel
dagilimin, A=2 bzel halidir.

14) Siurekli tipteki bir X r.d, @ parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=eup{-(X/A)3, Standart Dirtgensel
dagilimina sahiptir.

i15) Siurekli tipteki bir X r.d, A parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=exp(-X), p=1/# parametreli Standart
Fuvvet fonksiyon dagilimina sahiptir.

16) Siurekli tipteki bir X r.d, 2 parametreli uUstel
dagilimina sahip ise, Y=@fexp(X), # ve k=1/§ parametreli

FPareto dagilimina sahiptir.
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17) Burekli tipteki bir X r.d, $ parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=-log(X), x=-logft ve (=1 parametreli
Birinci tip Ug deger dagilimina sahiptir.

18) Siarekli tipteki bir X r.d, & parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=a+i(X/@)2*’v, x, A ve ~r parametreli
Weibull da§111mina sahiptir.

19) Sirekli tipteki bir X r.d,  parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=A((X/®)2*"7", A ve v parametreli Weibull
dagilimina sahiptir.

20) Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
parametreli Ustel dagilima sahip iseler, Y=Xi1-Xz, o=0 ve @
parametreli Laplace dagilimina sahiptir.

21) Surekli tipteki bir X r.d, Standart Diértgensel
dagilimina sahip ise, Y=-(AlogX, @ parametreli Ustel dagilima
sahiptir.

22) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=—1ogX i=1/p
parametreli Ustel dagilima sahiptir.

23) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=log(AX) A=1/k parametreli Ustel
dagilima sahiptir.

24) Sirekli tipteki bir X r.d, ¢, 3 ve T parametreli
Weibull dagilimna sahip ise, Y=R[(X-a)/A17, § parametreli
Ustel dagilima sahiptir.

25) Sirekli tipteki bir X r.d, A ve v parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=QX/M)™, @ parametreli Ustel
gdagilima sahiptir.

268) Xi ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’ler ve herbiri
parametreli Ustel dagirlima sahip iseler, Y=X1/{X2+X=2),
Standart Dértgensel da§111ma sahiptir.

27) Surekli tipteki bir X r.d, o ve 3 parametreli
Ustel dagilima sahip ise, Y=X-o, f# parametreli Ustel dagilima
sahiptir.

2B) Standart uUstel dagilaim, £ ve k parametreli Gamma
dagilaiminin f=1 ve k=i 6zel halidir.



29) Standart Ustel dagirlim, k parametreli Standart Gamma
dagilaminin k=1 bzel halidir.

30) Standart Ustel dagilim, o, 1 ve k parametreli Gamma
dagiliminin x=0Q, =1 ve k=1 dzel halidir.

31) Standart iUstel dagilim, & parametreli Standart
Weibull dagiliminin Q=1 bzel halidir.

32) Standart Ustel dagilim, 3 ve v parametreli Weibull
dagilimimin =1 ve v=1 b6zel halidir.

33) Standart Ustel dagilim, o, (# ve v parametreli
Weibull dagilaiminin «=0, A=1 ve r=1 brel halidir.

34) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima
sahip ise, Y=(x+AX1 ™), x, £ wve s parametreli Weibull
dagrlimina sahiptir.

35) Sdarekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima
sahip ise, Y=3AX*’v, & ve + parametreli Weibuwll dagilimina
sahiptir.

3&) Surekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima
sahip ise, Y=-log(X) PRirinci Tip Ug Deger dagilimina
sahiptir.

37) Siarekli tipteki bir X r.d, Ririnci Tip Uc Deger
da§111m1naA sahip ise, Y=exp(-X) SBtandart Ustel dagilima
sahiptir.

38) X ve Xz birbirinden bagims:iz r.d’'ler ve herbiri
Standart Ustel dagrlima sahip iseler, Y=-log{X./X=z), Standart
Lojistik dagilima sahiptir.

39) 8irekli tiptéhi bir X r.d, Btandart Ustel dagilima
sahip ise, Y=-log{exp(—-X)/[l-exp(-X)1> 6Standart Lojistik
dagilaima sahiptir.

40) Sirekli tipteki bir X r.d, &tandart Lojistik
daggirlaima sahip ise, =—log{exp(—X)/[1+exp(—X)3} Standart
Ustel dagilima sahiptir.

41) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima
sahip ise, Y=A({(l-exp(-X))—tsk, A wve k parametreli Pareto
dagilima sahiptir.

42) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Pareto
dagilima sahip ise, Y=-log{i-(A/X)%} Standart Ustel dagilima
sahiptir.
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43) SBurekli tipteki bir X r.d, Standart lstel dagilima
sahip ise, =exnp{(-X/p), p parametreli Standart Kuvvet
fonksiyon dagilimina sahiptir.

44) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=—plog(X) 8tandart
Ustel dagilima sahiptir.

435) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart UlUstel dagilima
sahip ise, Y=X1/7, v parametreli Standart Weibull dagilimina
sahiptir.

46) Siwrekli tipteki bir X r.d, 7 parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=XT S8tandart iUstel dagilima
sahiptir.

47) Xi2 ve Xz birbirinden bagimsiz r.d'ler ve herbiri
Standart Ustel dagilima sahip iseler, Y=X1—-X=z, Standart
Laplace dagilimina sahiptir.

48) Silrekli tipteki bir X r.d, x, & ve v parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=[(X-x)/A1" Standart uUstel
dagilima sahiptir.

49) Siurekli tipteki bir X r.d, Standart iUstel dagilaima
sahip ise, Y=exp(-X) Standart Dirtgensel dagilima sahiptir.

50) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilaima
sahip ise, Y=exp(—x) lexp (X)-1]2/¥, o wve Kk parametreli
Log-lojistik dagilima sahiptir.

S51) Sirekli tipteki bir X r.d, o ve k parametreli
Log-lojistik dagilima sahip ise, Y=log{exp (axk) X*+13, Standart

Ustel dagilima sahiptir.
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3.9 Pareto Dagilim
TANIM 3.9.1 Sdrekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
kfk
f(x:d, k)= o> >0 [ ¢ (£.9.1)
xl‘!*".
ise ¥ r.d'ne A ve k parametreli Pareto dagilima sahiptir
denir.
Tki parametreli Fareto dagilimi, FII{x:fi,k) veya

FII.(,k) wve ilgili degigkeni, P:fl,k ile gisterecegiz.
Burada # ve k parametreleri, sirasiyla dagilimin yayilim ve
sekil parametreleridir.
tki parametreli Pareto dagilimina, BRirinci Tip Pareto
dagilimi da denir.
TEOREM 3.9.1 Ririnci Tip Pareto dagirliminain d.¥f,
)

Fix:fi, k)= 1 — exp(-

Ik (3.9.2)

b

dir.
1SFAT: (1.1.5) "deki esitligi kullanarak,
# A (3 H
F(x=a}k)=r —_— du=kak ru‘“—ldu dur. Buwadan,
J uhker J
N ) i
()

Fixift,k)=1 - eup(- R
bulunur.
TEOREM 3.92.2 Siwrekli tipteki bir » r.d, BRirinci Tip

Fareto dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindali

r—inci momenti,
ki3

k—-r

dir.



1SPAT: (1.5.1.2) ‘daki esitligi kullanarak,
+o ki +o
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P = r K —————gdx= kAk r Hr—k—1dy dir. Buradan,

Jd Hhera d
f ¢
ke
P S e k >r
k—r
bulunur.
TEOREM 3.9.3 Ririnci Tip FPareto dagiliminpan
@ kyr tr
M{ted, k)= E k > r
r=0 k-r r!

dir.

1SFAT: (1.7.7.b) ‘den,
M(t)=1 +p ' st4+p ' at2 /2, .. +p 't /rtte s ke dir.
{(3.9.3) "0 kullanarak, )

kR kp2 2 ki t-
M(t)=1+ + ——t y w e +.ae k2
k-1 k-2 2! k—r r!
© kfir tr
Mt k)= L k »r
r=0 k-r !

bulunur.
TEOREM 3.9.4 Sirekli tipteki bir » r.d,
Fareto dagilimina sahip ise,

kf
E(x)= k>
k-1
dir.
t1SFAT: (1.5.1.b) ‘den E(x)=p‘, dir. (3.9.3)°
ke
pa= k > 1
k-1

dir. O halde,

m-g.f,

(3.9.4)

Birimci tip

(2.9.5)

de r=1 icin,



kf
E(x)=

k>1
k—1
bulunur.
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TEOREM 3.9.5 Sirekli tipteki bir % r.d, ki parametreli

Pareto dagilimina sahip ise,

(3.9.6)

(3.9.6.a)

kfi2
Var {x)= k>2
(k=1)2 (k-2)
dir.
ISFAT: (1.5.1.b) ‘den E(x2)=p > dir. (3.9.3) 'de r=2 igin,
kn2
P’ at— k2
k-2
dir. O halde,
ki2
E(x2)=———u k>»2
k-2

elde edilir.

(Z.1.6.a) ‘day, (3.9.6.a) ve (3.9.5) yerine koyuldugunda,

ke
Var (x)= k>2
{(k—-1)2 (k-2)

bulunur.
TEOREM 3.9.6 Siirekli tipteki
Fareto dagilimina sahip ise,

bir % r.d, BRirinci Tip

{3.9.7)

1SPAT: (1.5.6) 'da, (3.9.6) yerine koyuldugunda,

i k
85(xn)= J¢ ) k>2
(k—1) k-2
~dira.
[ k
8S(x)= ¢ ) k>2
(k—1) k-2

bulunur.
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TEOREM 3.9.7 Surekli tipteki bir x r.d, Birinci Tip
Pareto dagilimina sahip ise, o= ile gésterilen garpiklig:s,

k+1 k-2
K= V€ ) k>3 (3.9.8)
k-3 k
dir.
1SFPAT: (1.5.1.b) ‘den E{x®)=p° ' tir. (3.9.3) ‘de r=3 icin,
kA=
P —— k>3
k—3
tidr. 0O halde,
kA=
E(x®)s—roooro— k>3 (3.9.8.a)
k=3

elde edilir.

(3.1.8.a) 'da, (3.9.8.a), (3.9.6.a) ve (3.9.9) yerine
koyuldugunda,

2kA=(k+1)

p==
(k—1)=(k-2) (k-3)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullamilarak,

k+1 k=2

Am=2 J < ) k>3
k-3 k

bulunur.

TEOREM 3.9.8 Siwrekli tipteki bir » r.d, BRirinci Tip
Fareto dagilimina sahip ise, oa ile gésterilen sivriligi,
48k2 —-108k—-12
Xq= 9 + (3.9.9)
k3-7k2 +12k

dir.

1SFAT: (1.5.1.b) ‘den E(x®)=p’4 dir. (3.9.3)°'de r=4 igin,
k(o
[T — k > 4
k-4

dir. O halde,
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kie
Ex¥)=—o—ou k>4 {(5.9.9.3)

k-4
elde edilir.

(3.1.9.a) ‘da, (3.9.9.a), (3.9.8.a), (2.9.6.a) ve (3.9.95)
yerine koyuldugunda,
IkAS (Fhk2 +k+2)
Pa= k>4
(k—1)2(k-2) (k-3) (k—-4)

elde edilir. (1.5.8) ‘deki Egitlik kullamilarak,

48k2 -108k-12

xa= 9 +
k=-7k2 +12k
bulunur.
TEOREM 3.%.92 Birinci Tip Pareto dagiliminin modu ,

w=M (3.92.10)
noktasindadair.

ISPAT: (3.9.1) ‘deki o.y.f ' nun, % ’'e gbre tirevini alip,
sifira esitlendiginde, herhangi bir x cézimil bulunamaz. Uc

noktalara bakildiginda, =0 degeri igin,; (3.9.1) ‘deki o.y.f
maksimum degerini alair. 0 halde, Birinci Tip Fareto

dagilaminin modu,

®=0
bulunur. ,
TEOREM 3.%.10 Ririnci Tip Pareto dagirlimin medyani,
fAR2sk (3.9.11)
ditr.
ISFAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
% kit 1
I — du= dir. Egitligin sol tarafindaki integral,
uk+ 2
f
hesaplandiginda,
£ 1
1- ¢ ) be= dir. Buradan,
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x=ﬂ21/k‘
bulunur.
TEOREM 3.2.11 Birinci Tip Fareto dagilaminin
karakteristik fonksiyonu,
@ kar ity
g(t:p,k)= L ' k > r (3.9.12)
r=0 k-r r!

dir.
ISPAT: (1.7.8.4a) ‘'daki esitligi kullanarak (3.9.4) ‘de, t
yverine it alindiginda,
® kAT (it)~
gt k)= 1L k
r=0 k-r r!

W’
-5

bulunur.
TEOREM 3.92.12 Birinci Tip Fareto dagilimin kdmdlant

fonksiyonu,
o
K (t:Aisk)= £ [logk+rlog(itf)-log{k-r)+log(r!)1l (3.92.13)
r=0
k > r k > 0
dir.
ISFPAT: (1.7.9) ‘daki esitligi kullanarak, (3.92.12)°'nin
logaritmas: alindiginda,
@ .
K(t:ﬁ,é)= T [logk+rlog{it®)~log(k-rl+logir!)l kxr b #0
r=0
bulunui-.
TANIM 3.9.2 Silirekli tipteki bir % r.d'nin o.y.f,
ki
fiuefd, k)= v > Q f >0 k > O (%.9.14)
(Ax+1)K+2

ise % r.d'ne # ve k parametreli Lomax dagilima sahiptir

denir.
ki parametreli Lomax dagilimini, LM{x:A,k) veya
LM.(A,k) ve ilgili degiskeni, LMif3,k ile gisterecegiz.

Burada # ve k parametreleri, sirasiyla dagilimin yayilaim ve
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sekil parametreleridir.

tki parametreli Lomax dagilimina, Ifkinci Tip Pareto
dagilimi da denir.

TEOREM 3.9.13 Ikinci Tip Pareto dagaliminin d.f,

i
Fixsfi,k)= 1 - ¥ >0 (3.9.15)
(Ax+1)w
dir.
ISPAT: (1.1.98) ‘deki esitligi kullanarak,
X (3
Fixsf, k)= du (3.9.15.a)
I (Au+l)r+1
0]
dur.

(3.9.15.a) ‘da, y=fu+l degisken degistirme yvyapii1lip

integral hesaplandiginda,
1
Fixsf,k)=1 —
(Rx+l)k

bulunur.

TEOREM 3.9.14 Sirekli tipteki bir x r.d, tkinci Tip
Fareto dagilimina sahip ise, merkez vyada si1fir etrafindaki

r—-inci momenti,
Cr+1) 0 (k—r)
P = k > r (3.72.16)
Arr (k) "
dir. (FPatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1994, s:117)
TEOREM 3.9.15 Sirekli tipteki bir x r.d, tkinci Tip
FPareto dagilimina sahip ise,
1
E(y)=————ronu k2>l (3.9.17)
f(k-1) )

dir.



1SPAT: (1.5.1.b) 'den E(x)=p’, dir. (3.9.16) ‘da r=1 igin,
1
k21

pia=
A (k-1)
dir. O halde,
1
E{(¢)=Se———o  k>1
A (k—-1)
bulunur.
TEOREM Z2.9.16 Sirekli tipteki bir = r.d, lkinci Tip

Fareto dagilimina sahip ise,

k
Var (x)=- k>2 (3.9.18)
R2 (k—1)2 (k—-2)
dir.
ISPAT: (1.5.1.b) ‘'den E(x2)=p°'o dir. (JF.9.16) °'da r=2 igin,
2
P == k>2

2 (k-2) (k-1)
dir. 0 halde,

2

E(x2)= k2 (3.9.18.a)
A2 (k—=2) (k—1)
elde edilir.

(3.1.6.a) ‘da, (3.9.18.4a) ve (5.9.17) yerine
koyuldugunda,
k
Var (%)= k2
32 (k-1)2 (k—-22)
bulunur.

TEOREM 3.9.17 Siwrekli tipteki bir « r.d, tkinci Tip
Faretao dagilimina sahip ise,
| k
88(n)= ¢ ) k>»2 (3.9.19)
fik-1) k-2

dir.
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18PAT: (1.5.6) 'da, (3.9.18) yerine koyuldugunda,
1 k
88(x)= J¢ ) k2
A(k—-1) k-2
bulunur.
TEOREM 3.9.18 Sirekli tipteki bir x r.d, 1ikinci Tip
FPareto dagilimina sahip ise, s ile gisterilen carpiklig:,

k+1 k-2
RA=m=2 I ¢ —) k>3 (3.9.20)
k-3 k
dir.
ISFAT: (1.5.1.b) ‘den E(x™)=p’'z tir. (3.9.16) 'da r=3 igin,
&
P == k> 3

AT (k—1) (k=-2) (L—-3)
dir. 0 halde,

E(x=)= (3.9.20.a)
A= (k-1) (k=2) (L-3)
elde edilir.
(3.1.8.a) ‘da, (3.9.20.a), (3.9.18.a) ve (3.2.17) vyerine
koyuldugunda, A
2k (k+1)

p==
A= (k—-1)3(k-2) (k-3)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitligi kullanaralk,

k+1 k-2
Ken=2 J ¢ ) k>3
k~-3 I
bulunur.

TEOREM 3.9.19 Sirekli tipteki bir » r.d, ikinci Tip
Pareto dagilimina sahip ise, %4 ile gosterilen sivriligi,
(k—-1)2 (k-2) +k (5k-11)
Xga=3+6 k > 4 (3.9.21)
k(k-3) (k-4)

dir.
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ISPAT: (1.5.1.b) ‘den E(x?)=p’q dir. (3.9.16) 'da r=4 icgin,
24
R a= k>4
A2 (k—-4) (k=3) (k—-2) (k-1)
dir. O halde,
24
E(x®)= (F.92.21.a)
19 (k—4) (k-3) (k—-2) (k-1)
elde edilir.
(3.1.9.a) ‘da, (3.9.21.a), (3.9.20.3), (3.9.18.a) ve
(3.9.17) yerine koyuldugunda,
3k (Ek2 +k+2)
Fa= k>4
A2 (k—1)9{k-2) (k-3) (k-4)
elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullanmilarak,
(k=1)2 (k=-2)+k (Sk-11)
Xa=3+& k=4
k(k-3) (k-4)

bulunuwr.
TEOREM J.9.20 lkinci Tip Pareto dagiliminmin modu
®=0 (3.9.22)

noktas:indadir.

ISFAT: 3.92.2) "deki o.y.f'nun, x’'e gére tirevini alaip,
s1fira egsitlendiginde, herhangi bir % gdzimi bulunamaz. Ug
noktalara bakildiginda, #=0 degeri igin (3.9.2) 'deki o.y.f
maksimum degerini alar. 0 halde, Ikinci Tip Pareto

dagiliminmin modu,

©=0

bulunur.
TEOREM 3.9.21 tkinci Tip Pareto dagilaimin medyani,
(217%-1) /0 (3.9.23)

dir.
I1SFAT:s (1.3.3) ‘deki egitligi kullanarak,

] A% 1

.- du = —— dir. Egitligin sol tarafindaki
I (fu+l)k+2 2 »

0



integralde, y=fu+l degisken degigtirme yapilarak integral

hesaplandiginda,
1 - 1/0(Ax+1)%]1=1/2 dir. Buradan,
H=(237%-1) /4
bulunur.
TANIM 3.9.3 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
o*LA(x+x) +k]
fixsogfiy k)= exp {—fix) (3.9.24)
(x+g) bs+2
® >0 a > O f >0 k >0
ise ¥ r.d'ne «, # ve k parametreli Fareto dagilimina

sahiptir denir.

Uc parametreli Pareto dagirlimini, PFPIII(i:x,A,k) veya
PIII, C(xy4ftyk) ve ilgili degiskeni, PIIl:sx,fA,k ile
gbésterecegiz. Burada o, # ve k parametreleri, sirasiyla
dagilaimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.

iic parametreli Pareto dagilimina, UciincG Tip Pareto
dagilaimi da denir.

TEOREM S.9.22 Ugincl Tip Pareto dagiliminin d.¥f,

ok exp (—Ax)
Fixta,Ryak)= 1 - ¥ > Q0 (3.9.25)
(o) &
dir. {(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1994, s:118)
TANIM 3.9.4 SBirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
k
flxs k)= D | k >0 (3.9.26)

i

ise ¥ r.d’'ne k parametreli Standart Pareto dagilima sahiptir
denir. '

Standart Pareto dagilimini, SF{x:k) wveya 8F.(k) ve
ilgili degiskeni, SFok ile gbsterecegiz. Burada k
‘parametresi dagirlimin gekil parametresidir.

Standart Fareto dagilami, Birinci Tip Pareto dagiliminin
fi=1 Bzel halidir.

Standart Pareto dagilim: icin hesaplamalar ve ispatlar,
Birinci Tip Fareto dagiliminda oldugu gibi y?p111r.



1
Fixtk)= 1 - %>l k>0 (3.9.27)
xk
dir. . ‘
JEOREM 3.9.24 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart Pareto
dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki r-inci
momenti,
k
P k >r (3.9.28)
k-r
dir.
TJEOREM 3.9.25 Standart Fareto dagilaiminin m.cg.f,
’ ® k tr
M(tek)= E k >r (3.9.29)
r=0 k-r r!
dir. )
TEOREM _3.9.26 Sirekli tipteki bir » r.d, 8Standart Pareto
dagilimina sahip ise, ‘
k
E(x)= k31 (3.9.30)
k-1
dir.
JEOREM S.9.27 Surekli tipteki bir % r.d, Standart Pareto
dagilimina sahip ise,
k
Var (x)= kx2 (3.9.31)
(k—1)2 (k~2)
dir.
TEOREM 3.9.28 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart Pareto
dagilamina sahip ise,
1 "
88 (%)= - ¢ ) K>2 (3.9.32)

(k-1) - k-2

Codir.

JEOREM 3.9.23 Standart Pareto dagiliminin d.f,




dagilimina sahip ise, ox ile gbsterilen garpiklaig,
k+l k=2
Xx=2 —J (¢ ) k>3 (3.9.33)
k-3 k

dir.
TEOREM 3.9.30 Surekli tipteki bir x r.d, Standart Fareto
daé;l:hxha sahip ise, o4 ile gbsterilen sivriligi,
(k—1)2 (k—2) +k (5k-11)

Xa= 3 + 6 k>4 (3.9.34)
k(k=3) (k-4)
dir.
TEOREM 3.9.31 Standart Pareto dagirlaiminin modu ,
n=1 (3.9.35)
noktasindadir.
JEOREM 3.9.32 Standart Pareto dagilimin medyani,
217k (3.9.38)
dair.
TEOREM 3.9.33 Standart Pareto dagiliminin karakteristik
fonksiyonu,
© bk (it)r
Bi{tsk)= Lk k >r {(3.9.37)
r=0 k-r r!
dir.

TEOREM _S.9..34 Standart Pareto dagilaimin kiimiilant
fonksiyonu,

@
E(tek)= E [logk+rlog(it)~log(k-r)+log(r!)l (3.9.38)
r=0 |
k >r k >0
dir.

" JEOREM 3.9.29 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart Pareto



3.9.1 Pareto Dagzlxminzn Uygul ama Alaniarz
X{(t), t zamanindaki kisi basina disen gelir olsun.

1) Kitle sayisinin sabit (Kitlede dogum olaylara
olmasin) oldugunu,

2) En az kisi bagina disen gelirin Xo oldugunu,

3) Gelirin artma oramy r.d, Y={dlog(X(t)}, tim gecmig
artma oranlarindan bajimsiz oldugunu,

4) Y r.d, X(t)=u verildiginde, p>0 oclmak lzere, -p ve ¢2
parametreli Normal dagilima sahip oldugunu kabul edelim.

X(t)'nin limit dagilimr, (=Xo ve k=2p/02 parametreli
FPareto dagilimina sahiptir. (Fatil, Boswell, Ratnaparkhi,
Rao 1994, s:110-111)

FPareto dagilimi, 1848-192Z yillari arasinda yasamis olan
ttalya dogumlu bir Isvicreli ekonomi profeséri Vilfredo
Fareto tarafindan formillestirilmistir. (Fareto,1897) Buna
gbre bir kitlenin gelir dagilimi,

N=Ax—= (3.9.1.1)
ile ifade edilir. Burada N, geliri »  ‘ten biiyiik yada
esit olan kisilerin sayisiy A ve a 'da parametrelerdir. a
parametresine, Pareto sabiti denir. Ayni zamanda, a
parametresi, dagilimin sekil parametresidir. Fareto

toplumdaki sosyal , politik kosullar ve vergilendirme nas:l
olursa olsun, bu kuralin evrenselligine inandi.

Son S50 vyi1l igerisinde bircok (nlil ekonomist, bu kurala
ciriitmeye galigtilar. (Pigou, 1932)

Rircok sosyo—-ekonomik ve diger dogal olarak meydana
gelen ‘olgular kesin istatistiksel dagilaimlara gotre
dagilmislardir. brnegin, sehir kitle hacminin dagilimi,
dogal kaynaklarin olugsumlari, firmalarin bilyikligl, kigilerin
gelirleri gibi. Birgok dagilamlar; bu  karmasik verileri
agiklamak igin geligtirildi. (Johnson ve Kotz, 1970 s:242)

Pareto dagilami, gelir dagilamlarinin gbsterimi yada
daha iyi temsili icgin dizenlenmistir. Bu dizenlemelerden en
iyi bilinen gelir dagilima, Campernowne dagilamidar.
(Champernowne, 19352)



3.9.2 Pareto Dagilaminin ?arametre Tahminleri
Birinci Tip Pareto dagilimin @ ve k parametrelerinin

tahmin edicilerini,‘maksimum likelihood metodunu kullanarak
hesaplayalim.
MagX2yX=mgeee gXn herbiri # ve k parametreli Ririnci Tip
FPareto dagilima sahip rastgele bir érneklem olsun.
RagXzsdEyees ¥ ‘lerin o.o.y.f,
n kA
FlMaeslmaXEgans gl k)= T
i=1 pgak+2
LB, k)=F (MasXzyXByesssXnifl, k) olsun. D halde,
n kﬂ“
Lig, k)= ¢

i=1 x‘k*l

dir. (3.9.2.1)’in logaritmasini alalim.

n ki
In{fL{f,k)}= E 1INn{(—) (3.9.2.2)
i=1 x’.k*l

dir. (3.9.2.2) ‘de, sirasiyla A ve k gire tirevi alin;p si1fira
esitlendiginde,
a= Min{yaMeyNmgnae g¥nlt
ve
n
N=n/t E 1n(xe /03
i=1
bulunur.

3.9.3 Diger Dagilimlarla tligkileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1994, s:110-118)°' de
verilen bagintilar.
| 1) k parametreli Standart Pareto dagilaimi, ( ve k
parametreli Pareto dagilimin k=1 8zel halidir.

2) sirekli tiptekivbir X r.d, & ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=log(X/f®), 1/k istel. dagilima
sahiptir. |



3) Sirekli tipteki bir X r.d, 2 Ustel dagilima sahip
ise, Y=exp(X), # ve k=1/% parametreli Pareto dagilimina

sahiptir.
4) Siarekli tipteki bir X r.d, @ ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=1/X, A=1/Q ve k parametreli Kuvvet
fonksiyon dagilimina sahiptir.
S) Sirekli tipteki bir X r.d, & ve k parametreli Kuvvet
fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=1/X, fA=1/% ve k parametreli
Pareto dagilimina sahiptir.
6) XaiyXzsXmsawesXn birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve
herbiri Q@ ve k parametreli Pareto dagilimina sahip iseler,
n

Y= F log(Xs/k), fA=1/&4 ve n parametreli Gamma dagilimina
i=1

sahiptir.

7) Sirekli tipteki bir X r.d, @ ve k parametreli Lomax
dagilimina sahip ise, Y=A(RX+1), # ve k parametreli Fareto
dagilaimina sahiptir.

8) S8idrekli tipteki bir X r.d, f# ve k parametreli Pareto
dagilimina sahip ise, Y=1-(A/X)*, B8tandart Dbértgensel
dagirlima sahiptir.

9) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dértgensel
dagirlima sahip ise, Y=A(1-X)"27&, 4 ve k parametreli Pareto
dagilimina sahiptir. '

10) 8Surekli tipteki bir X r.d, f# ve k parametreli Pareto
dagilimina sahip ise, Y=AL1-(A/X)+x]27¥", A ve p=k parametreli
{uvvet fonksiyon dagilimina sahiptir.

11) Sirekli tipteki bir X r.d, 4 ve p parametreli Kuvvet
fonksiyon da§111m1ﬁa sahip ise, Y=AL1-(X/f)Pl1-2/P, A ve k=p
parametreli Pareto dagilimina sahiptir.

12) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, y={ -logLi-(X/A)*132/v, «~ parametreli
Standart Weibull dagilimina sahiptir.

. 13) S8irekli tipteki bir X r.d, v parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=All-exp(-X7)]~2/«, A ve k
parametreli Fareto da§111mzha sahiptir.



14) Sirekli tipteki bir X r.d, f# ve k parametreli Fareto
dagirliminag sahip ise, Y=-logli-{fi/X)k], Standart vstel

dagilima sahiptir.

15) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilimina
sahip ise, =ALl-exp(-X)1—27«, A wve k parametreli Pareto
dagilimina sahiptir.

16) Surekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Pareto
dagilimina sahip ise, Y=-logLl-(X/f)*-1]1, 6Btandart Lojistik
dagi1lima sahiptir.

17) sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, VY=All+exp(-X)127&, 4 ve &k parametreli
Fareto dagilimina sahiptir.

18) Siirekli tipteki bir X r.d, f ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=exp(—x)L(X/A)k—-11270, [+ ve 3
parametreli Log-lojistik dagilima sahiptir.

19) Sirekli tipteki bir X r.d, o ve A parametreli
Log-lojistik da§111ma sahip ise, Y=All+exp(afd)Xrlisx, A ve k
parametreli Pareto dagilimina sahiptir.

20) Sirekli tipteki bir X r.d, f# ve k parametreli Pareto
dagilimina sahip ise, Y=-log{-logL1—-(X/A)*12, Standart
Birinci Tip Uc deger dagilimina sahiptir.

21) 8ilrekli tipteki bir X r.d, Standart Ririnci Tip Uc
deger dagilimina sahip ise, Y=ALl-exp(-exp(=X))I1~—2/«, A ve k
parametreli Pareto dagilimina sahiptir.

22) Sirekli tipteki bir X r.d, f# ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=exp(—x){[1-(A/X)k]1~2-132/n, o ve
parametreli Log-lojistik dagilima sahiptir.

23) Sirekli tipteki bir X r.d, o ve Q parametreli
Log-lojistik dagilima sahip ise, Y=fLll+exp (—aR)/X®]Jisk, A ve
k parametreii Pareto dagilimina sahiptir.

24) Sirekli tipteki bir X r.d, k parametreli Standart
Pareto dagilimina sahip ise, Y=1/X, p=k parametreli Sfandart
Kuvvet fonksiyon dagilaimina sahiptir.

23) 8lirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=1/X, k=p parametreli
Standart Fareto dagilimina sahiptir.
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26) Sirekli tipteki bir X r.d, 0 parametreli iUstel
dagilima sahip ise, Y=exp(X), k=1/ parametreli Standart
Fareto dagilimina sahiptir.

27) A ~->» 0 4 k - @ wve @Ak=1l dwumunda, A ve k
parametreli Lomax dagilimi, Standart Ustel dagilima yakinsar.

28) Siirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Lomax

dagilimina sahip ise, Y=(X+1, k parametreli Standart FPareto
dagilimina sahiptir.

1 L ].F I I Ll J I L) I
| e=2
0!8 ™~ E. e
™
é 0-5 - o
|
Q 0l4 wl -
z p=
UIZ - k=3 L
\“' -._“yw:"s__
o Lo e STl
D12 3245678 910
x-ekseni
Sekil 1. Birinci Tip Fareto Dagiliminmin =2 k=2, =3

k=1, @A=1 k=3 parametre degerleri icin o.y.f 'nun grafikleri.
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Sekil 32. fkinci Tip Paréto Dagilimimin (=1 ve. k=0.5
k=3 parametre degerleri igin o.y.f nun grafikleri.
Sekil 33. Uglincd Tip Fareto Dagirliminin k=0.2, k=0.4

ve k=0.8 parametre degerleri igin o.y.f nun grafikleri.
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3.10 Weibull Dagilim

TANIM 3.10.1 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.¥f,

r{x—x) T2 W7
fineaa,Ayr)sS---—-—u expi-—|( )Ty (Z.10.1)
ftr ﬂ
X > >0 >0 *r » 0

ise % r.d'ne x, # ve v parametreli Weibull dagilimina
sahiptir denir.

Ug parametreli Weibull da§111m1n1, Wthp(x:x,fA,7) veya
Wthpw (0t 3 49) ve ilgili degiskeni, Wthpro,d,r ile
gisterecegiz. Burada o, A ve «~ parametreleri, sirasiyla
dagilimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.

Uc parametreli Weibull dagiliminda:

1) x=0 alinmirsa, iki parametreli Weibull dagilimi elde
edilir.

2) x=0 ve fi=1 alinirsa, Standart ayni zamanda
Standartlastirilmis Weibull dagilimi elde edilir.

TEOREM 3.19.1 Uc Parametreli Weibull dagaliminin d.¥f,

-
Fixea,fyr)= 1 — exp{-—( )T M (3.10.2)
G
dir.
1ISFAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
X T u— u-x '
FixsxyfA,71)= —_— ()T 2pnp i~ }T3idu (3.10.2.3)
I f 3 A
x

(3.10.2.a) 'da, 6énce y=(u-x)/% , daha sonra u=yv degisken
degistirmeler yapilip integral hesaplandiginda,

W

Fixsayatyr)= 1 ~ expi-( DRl

3

bulunur.
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TANIM 3.10.2 Sirekli tipteki bir x r;d'nin D.y.f,
TR b
fixnif,r)=s——————— exp{- (—) T3 T(3.10.3)
fr (3
Xx > O 6t >0 T >0

ise ¥ r.d’'ne A ve v gibi 1ki parametreli Weibull dagilimina
sahiptir denir.

Iki parametreli Weibull dagilimima, Witpi{x:p,r) veya
Wtpwe (A,7) ve 1ilgili degiskeni, Wtp:f,r ile gisterecegiz.
Burada A ve v parametreleri, sirasiyla dagilimin yayilaim ve
sekil parametreleridir.

TEOREM 3.10.2 fki Farametreli Weibull dagilamimin d.f,

%
Fix:flyr)= 1 ~ exp{-( )T % >0 3.10.4)
£
dir.
1SFPAT: (1.1.5) 'deki esitligi kullanarak,
% T u ‘ u
F(xzfly1)= —_— ) T ienpi{- )7 ldu (3.10.4.8a)
j B £ : £
0
dur.

(3.10.4.a) ‘'da, bnce y=u/3 , daha sonra u=y™ degigken
degigtirmeler yapilip integral hesaplandiginda,
®

Feafaad= 1 - expi-( Yy
(3
bulunur.
TEOREM 3.10;3 Sirekli tipteki bir ¥ r.d, Iki parametreli

Weibull dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki

r—inci momenti,
r+T
) (3.10.5)

P T £ S
-
dir.
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18PAT: (1.5.1.a)'daki esitligi kullanarak,

+o T X ®
R-= j X" e (o) TN P~ (—) TN (3.10.5.a)
O ¢ £
(4]

dir.
(3.10.5.a) ‘'da, ¢dtnce y=x/f# , daha sonra u=yv degigken
degistirmeler yapilip integral hesaplandiginda,
r+v
)

Po‘l—=ﬂ"- re

bulunur.
TEOREM 3.10.4 Sirekli tipteki bir » r.d, Iki parametreli
Weibull dagilimina sahip ise,

1+
E(x)=0 rq« ) (3.10,6)
T
dir.
I1SPAT: (1.5.1.a) 'dan E(x)=p', dir. (3.10.5) 'de r=1 ig¢in,
14+
P a=0o o -)
7
dir. O halde,
144
Etx)=p I )
T
bulunur.

TEOREM 3.10.5 Sirekli tipteki bir % r.d, ki parametreli
WEibuil dagilimina sahip ise,
2+ o LT
Var (x)= fi2{r(—-) - r2¢
T T

)3 (3.10.7)

dir.
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1SFAT: (1.5.1.a) ‘'dan E(x2)=p's dir. (3.10.95) ‘de r=2 icin,
247
)

B ==02r(
"
dir. O halde,
2+
) (3.10.7.a)

E(x2)=02r¢(
o
elde edilir.
(J.1.6.a) ‘da, (3.10.7.&) ve (3.10.6) yerine
koyuldugunda,
24 14+
Var (x)= f2{r(—) = rz¢{(
T T

3

bulunur.
TJEOREM 3.10.6 Sirekli tipteki bir % r.d, Iki parametreli
Weibull dagilimina sahip ise,

2+ 147
88(x)= AJ{r(—) — ra2¢ 33 (3.10.8)
T T
dir.
I1SFAT: (1.35.6) 'da, (3.10.7) yerine koyuldugunda,
2+ 1+
§Si{x)= AJ{r{—) — rz¢( )
T T
bulunur.

TEOREM 3.10.7 Sivrekli tipteki bir » r.d, 1ki parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, o= ile gbésterilen carpikliga,

34T 247 147 14w
r{ ) =3r¢ irg Y +2r=¢ )
T T T T
o= (3.10.9)
247 1+
{r{—-) = rz2¢ ) y=o=
T T

dir.
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1SPAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x®?~r’°3 tir. (3.10.5) de r=3 igin,
34T

B =03 )

T
dir. O halde,
3+r

E(x=)=A>r{ ) (3.10.%.a)

lr
elde edilir.
(%.1.8.a) ‘da, (3.10.9.a), (3.10.46.a) ve (3.10.5) vyerine

koyuldugunda,
3+ 2+ 147 147
pP=s=A={r( ) ~3r( irg Y+2r=y{ )
o T T ¥
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanilarak,
S+ 2+7 1+ 147
¢ ) =3r¢ ire Y420 ( }
v T ¥ T
A=
2+ 1+
{r{(—) = r2¢ yy=o=
T T
bulunur.

TEOREM 3.10.8 Siirekli tipteki bir » r.d, 1ki parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, das ile gésterilen sivriligi,

b+ 3+7 14 247 1+ 144
P (——) =41 (——) [ {——) +6F {——) ['2 (——) =32 )
T v v T T T
o= (3.10.10)
247 147
r(—) - rz¢ )32
T i

dir.
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1SPAT: (1.5.1.a8) ‘dan E(x%?=»"4 dir. (3.10.5) ‘de r=4 icin,

447
R’ a=04r ( )
T
dir. O halde,
44T

E(x2)=n2r{ ) (3.10.10.a)

-
elde edilir.

(3.1.%9.a) ‘'da, (3.10.10.a), (3.10.B.a), (2.10.6.a) ve
(3.10.5) yerine koyuldugunda,

4+ v 1+v 247 1+7 14a
Ra=02{r{(—)-4r{—ir(—)+6r( yra }=3ra( )
T T ¥ T T T
elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullanilarak,
b+ 34y 1+ 24 14y 14
F{(—)—-4r (——)r{(—=) +61( yr2( }-3re( )
T T T T T T
Kg=
24 1+
{r(—) - ra2¢ )32
T T
bulunur.
IEDREM'3.10.9 tki paremetreli Weibull dagiliminmin modu ,
w=AL(vr=1)/r12/T (3.10.11)

noktasindadar.

1SPAT: (3.10.2) ‘deki o.y.f'nun, ‘e gbére tirevini alaip,
sifira esitlendiginde, w=AL(r—1)/v1ts™ elde edilir.
w=pL(r~-1)/v12/7 degeri igin (3.10.2) 'deki o.y.f maksimum
degerini alir. O halde, Iki parametreli Weibull dagiliminin
modu,
w=0L(r—1) /73277
bulunur.
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TEOREM S.10.10 Tki parametreli Weibull dagilimin
medyana ,

A(ln2)3s~ (3.10.12)
dir.

ISPAT: (1.3.3) ‘deki egitligi kullanarak,

X T u u 1

—— )T leup{~(—)Tidu=—— dir. Esitligin sol tarafindaki
[ % -
0

integralde &nce y=u/f, daha sonra usyT¥ degisken degistirmeler
yapilip integral hesaplandiginda,
¥ 1
1 - expi{-« }*vy= dir. Buradan,
f 2
¥=3({ln2) 1/~
bul unur.
TANIM 3.10.3 Sirekli tipteki bir » r.d’'nin o.y.f,
F(nesr)=rx T tenp (—=xT) (3.10.3)
» > 0 T >0
ise % r.d'ne r parametreli Standart Weibull dagi11m1na

sahiptir denir.

Standart Weibull dagsilimini, SWi{x:v) wveya SW,(r) ve
ilgili degiskeni, SW: v ile gisterecegiz. Burada T
parametresi, dagilimn sekil parametresidir.

Standart Weibull dagilimi icgin hesaplamalar ve ispatlar,
tki parametreli Weibull dagiliminda oldugu gibi yapilar.

TEOREM 3.10.11 Standart Weibull dagiliminin d.¥f,

Fixza)= 1 - expi{— u™) ® >0 (3,10.14)
dir.

TEOREM 3.10.12 Siarekli tipteki bir % r.d, Standart
Weibull dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki

r—inci momenti,

r+r
P'e= T ( ) (3.10.15)
lr
dir. .
T. C:

DYﬁlfS@kC fretim Kuruln
Mnmmnummxxkhﬂmd

'\
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TEOREM 3.10.13 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart
Weibull dagilimina sahip ise,
1+4o

E(x)=r¢ ) (3.10.16)
o
dir.
TEOREM 3J.10.14 Siirekli tipteki bir » r.d, Standart

Weibull dagilimina sahip ise,

24 147
Var(#)=r{——) - 12 ¢

T v

) (3.10.17)

dir.
TEOREM 3.10.15 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart

Weibull dagilimina sahib ise,

247 14
Ss)=J{r(—>) - rz ¢

T T

X (Z.10.18)

dir.
TEOREM 3.10.16 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart

Weibull dagilimina sahip ise, a= ile gisterilen carpikligi,

I+ 24 1+ 147
r( ) =3rd( ird Y+2r={ )
T T " T T
Kxm= (3.10.19)
247 144
{r(—,»> - r2¢ yiymom
T ¥

dir.
TEOREM 3.10.17 Surekli tipteki bir x v.d, Standart

Weibull dagilimina sahip ise, o4 ile gisterilen sivriligi,

4+ I+ 1+ 247 1+ 1+
F{—) =40 {(—) " {—) +6T ( ira« )=3r4( )
T T T T T T
Olg= (3.10.20)
24 14
{ri—> - ray 132
T ¥

dir.
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TEOREM 3.10.18 Standart Weibull dagiliminin modu ,

r—-1

yasmr (3.10.21)
-
noktasindadir.
JEOREM 3.10.19 Standart Weibull dagilimin medyani,

(ln2)is~ (3.10.22)

dira.

3.10.1 Weibull Da§111m1n1n Uygulama Alanlar:
Surekli tipteki bir X r.d’'nin hazard orani vyada hazard
r{X-x)7T—2
fonksiyonu h{x)ls=———r_. ige, X r.d ‘ne Uc parametreli
a'r
Weibull dagilimina sahiptir denir. (Fatil, Boswell,
Ratnaparkhi, Rac 1984, s:132)

Ayni sehkilde, Sirekli tipteki bir X r.d'nin hazard orani

THTT

yada hazard fonksiyonu hig)s=———7m  jise, X r.d ‘ne  Iki
ﬁ'-r

parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir. (Fatil,

Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:130)

Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima sahip
ise, Y=Xv, =~ parametreli Standart Weibull dagilimina
sahiptir denir. (Fatil, PBRoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984,
s:127) V

Birgok durumlarda dstel dagilim, hazard oraninin yada
hazard fonksiyonun sabit olmas: nedeniyle =zamana karsa
dayanma modeli olarak yetersiz kalabilir. Bu nedenle, zamana
gére degisen basarisizlik olasiliklari durumlar: icin, daha
genel bir modele gereksinim vardir.

Weibull dagilim: da hazard oranindan yada hazard
fonkeiyonundan ortaya cikar. (Hahn ve Shapireo, 1967 s:108)

(3.10.3) ‘deki 1Iki parametreli Weibull dagiliminin
C.¥Y.f nu t cinsinden ifade edelim. Burada t =zamani
gostermektedir. .
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yir—-2 t

f(t:dyr)=————— eupi{-(
(0 i

(3.10.1.1) ‘deki 1ki parametreli Weibull dagiliminin

}vy t>0 >0 T>0 (3.10.1.1)

hazard orani: yada hazard fonksiyonu,
T t

¢

f f

hi{t)= yr—2 (3.10.1.2)

dir.

(3.10.1.1) ‘deki o.y.¥ ‘nunda,  ve ~ parametreleri
sirasiyla dagilimin yayilim ve sekil parametreleridir.

i) a»1 oldugunda, Weibull dagrliminin o.y.f 'nun bir tek
tepesi vardir. Hazard fonksiyonu zamana gire artandir.

2) <1 oldugunda, Weibull dagiliminmin o.y.f ters J
sekillidir. Hazard fonksiyonu zamana gire azalandir.

3) =1 oldugunda, hazard fonksiyonu sabittir. Weibull
dagilimi, Ustel dagilima denktir.

Weibull dagirlima karisik yapidaki verilere, zamana karsg:
dayanma modeli olarak dnerilir. Elektron tidpleri ve elektrik
dizenleyicileri icin zamana karsi da&anma modelleri &rneginde
oldugu gibi.

1s alaninda Weibull dagilimi,y yi1llara gire bagsarisizlik
modeli olarak uygulanir. Uygul amalatj (Weibull, 19351),
(Lieblein ve Zelen, 1936), (Kao , 1960), (Ferry, 19&62) ve
(Frocassini ve Romano, 1962) tarafindan yapilmstir.

ORMNEK 3.10.1.1 6zel bir tip elektron tibii igin zamana

kargsi dayanma modeli, =8 ve =2 parametreli Weibull
dagilimidir. Burada test zamani yil cinsindendir. Ilk iki
vil esnasindaki basarisizligin olasiligini hesaplayalim.
Eu olasiligain hesaba icin (3.10.4) ‘deki d.+¥ '‘nu
kullanacagiz. O halde,
Frobfti2]1=F(2:8,2)=1-exp{—-(2/8)23=0.06
bulunur. (Hahn ve Kotz, 1967 s:110)
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3.10.2 Weibull Dagiliminin Farametre Tahminleri

Tki parametreli Weibull dagiliminin ) ve k
parametrelerinin tahmin edicilerini, maksimum 1likelihood
metodunu kullanarak hesaplayalam. Ayrica Uc parametreli

Weibull dagiliminin « parametresinin tahmini icin kosulu
verelim.

HagHhas¥mgesng¥n herbiri f ve o gibi iki parametreli
Weibull dagilima sahip rastgele bir drneklem olsun.

HigHmsHmqgesngda ‘lEerin o.o.y.f,

n T M n Ha
F(HaaHogimseuns gHmifB,7)= T — )rlenpi—- L ( ) R
i=1 0 i i=1 8]
LB, m)=f (X1 Mmatmgnansginifi,k) olsun. 0O halde,
n T My i Ry
L{fdyr)= T —¢ )7 teupi- ¥ ( )T (3.10.2.1)
i=t @ ] i=1 it
dir. ¢(3.10.2.1) 'in logaritmasini alalim.
n T Ma n My
InfL(A,k)3i= I 1InL—-;( 17vi1- § | Nl (3.10.2.2)

i=1 A I i=t @
dir. )
(3.10.2.2) 'de sirasiyla, # ve v gire tirev alinip sifira

esitlendiginde,

1 n .
fist — £ x,% 12-% (3.10.2.3)
n i=l1
ve
M n r
P20 L ueFlnng) ( E x,¥)—2-n=2 I lnx,31-% (3.10.2.4)
i=1 i=1 i=1
bulunur.
Aynir zamanda afo oldugu durumda, yani Uc parametreli
Weibull dagilaimi, & ‘mn tahmin edicisini bulmak igin

(3.10.2.3) ve (3.10.2.4) denklemleriyle birlikte,
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N n
(F=1) £ (a-20)~2 =9 A-F £ G, -%) T2 (3.10.2.5)
i=1 i=1

esitligi gézonlne alinir.

(3.10.2.3) ve (3.10.2.4) denklemlerinde x, vyerine %q—0
alalim. €, (3.10.2.3), (3.10.2.4) ve (3.10.2.5)
esitliklerini saglar. Dolayisiyla, ® O mn degeri
Min{}as¥zssa0yXnt den daha biyuktir. Diger durumda ise ®°'nin
degeri, min{{i,Hmy.s.s¥nt ‘'8 egsit alinarak (3.10.2.3) ve
(3.10.2.4) denklemleri ﬁ ve ?’igin cbzidlir. Tabii bu cézim
vapilirken, »; yerine ¥i4—min{{i,Hzyu.s¥ar alinir. (Johnson
ve kKotz, 1970 s:236)

' 3.10.3 Diger Dagirlaimlarla lligkileri

(Fatil, PBoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s5:127-133) ‘de
verilen bagintilar.

1) Standart Ustel dagirlim, o, # ve v parametreli Weibull
dagilimin =0, fA=r=1 dzel halidir.

2)  parametreli uUstel dagilim, o, @ ve v parametreli
Weibull dagilimin x=0, a=1 &zel halidir.

2) v parametreli Standart Weibull dagilim, =, A ve 7
parametreli Weibull dagilimin o=0, =1 8zel halidir.

4) A ve v parametreli Weibull dagilim:i, o, A ve T
parametreli Weibull dagilimin o=0 8zel halidir.

5) Sirekli tipteki bir X r.d, o, # ve 7 parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=[{X-x)/A17, Standart Ustel
dagilima sahiptir.

6) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilaima
sahip ise, =x+AX2 v, o, A ve parametreli Weibull
dagilimina sahiptir.

7) Sirekli tipteki bir X r.d, x, # ve T parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=(X-«)7, # parametreli istel
dagilima sahiptir.

8) 8irekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima
sahip ise, Y=oa+fXt/v, a«, A ve 7 parametreli Weibull

dagilimina sahiptir.
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9) Standart Ustel dagilim, A ve r parametreli Weibull
da§111m1n f=1 ve =1 bzel halidir.

10) A parametreli uUstel dagilim, @ ve o~ parametreli
Weibull dagilimin a=1 6zel halidir.

11) o+ parametreli Standart Weibull dagilim, # ve ¥
parametreli Weibull dagilimin @=1 &zel halidir.

12) 4 ve o parametreli Weibuwll dagilim,ox, 2 ve
parametreii Weibull dagirlimin «=0 dzel halidir.

13) Sdarekli tipteki bir X r.d, £ ve v parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y={X/A)7, Standart Ustel
dagilaimina sahiptir.

14) Siarekli tipteki bir X r.d, Standart iUstel dagirlima
sahip ise, Y=AX*’7, A ve + parametreli Weibull dagilimina
sahiptir.

15) Sirekli tipteki bir X r.d, = ve  parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=A[(X-x)/R31*“7, (A ve ~ parametreli
Weibull dagilimina sahiptir.

16) S8irekli tipteki bir X r.d, R parametreli Ustel
dagilamina sahip ise, Y=A(X/Q)1’7, # ve v parametreli Weibull
dagilimina sahiptir.

17) Sirekli tipteki bir X r.d, @ ve r parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, ==rlog(X/#), Ririnci Tip
Standart Uc deger dagilimina sahiptir.

18) Sirekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
deger dagilimina sahip ise, Y=fexp(-X/v), flsve v parametreli
Weibull dagilimina sahiptir.

19) Sirekli tipteki bir X r.d, 0 ve v parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=X/fA, v parametreli Standart
Weibull dagilima sahiptir.

20) Sirekli tipteki bir X r.d, = parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=AX, # ve ~r parametreli
Weibull dagilaimina sahiptir.

21) Standart Ustel dagilam, ~r parametreli Standart
Weibull dagilimin =1 6zel halidir.

22) « parametreli Standart Weibull dagilami, @, # ve ~
parametreli Weibull dagilimin «=0 ve R=1 &zel halidir. R
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-

23) v parametreli Standart Weibull dagilimi, # ve 7
parametreli Weibull dagilimin @3=1 dzel halidir.

24) Sirekli tipteki bir X r.d, v parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=exp(—-X7), Standart Diértgensel
dagilama sahiptir.

25) Biarekli tipteki bir X r.d, S8Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=(-logX)®/7, 1 parametreli Standart
Weibull dagilimina sahiptir.

26) Sirekli tipteki bir X r.d, o parametreli S8Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=X", Standart Ustel dagilima
sahiptir.

27) Siarekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilimina
sahip ise, Y=X*/7v, + parametreli Standart Weibull dagilimina
sahiptir.

28) Sirekli tipteki bir X r.d, 7~ parametreli - Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=—-vlogX, Birinci Tip Standart
Uc deger dagilimina sahiptir.

29) Sirekli tipteki bir X r.d, Ririnci Tip Standart Ug
deger dagilimina sahip ise, Y=exup(-X/v), o+ parametreli
Standart Weibull dagilimina sahiptir.

'30) Sirekli tipteki bir X r.d, 1 parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=3X, {# ve 1 parametreli
Weibull dagilima sahiptir.

31) Siirekli tipteki bir X r.d, @ ve ~ parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=X/fA, 7 parametreli Standart
Weibull dagilimina sahiptir.

32) Sirekli tipteki bir X r.d, T parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=A[l-exp(-XT)i-2=, @A ve k
parametreli FPareto dagilimina sahiptir.

33) Sirekli tipteki bir X r.d, 0 ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=[-logi{l-(A/X)*212/~, v parametreli
Standart Weibull dagilimina sahiptir. |

34) Surekli tipteki bir X r.d, T parametreli 8Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=[exp(—-X*)12/f, p parametreli
Standart Kuvvet fonksiyon dagilimina sahiptir.
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3I5) Sirekli tipteki bir X r.d, o parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=-logl{exp(~X7)/[l-exp(-X*)1},
Standart Lojistik dagilima sahiptir.

36) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=[-logi{exp(-X)/Ll—-exp(-X)13}12/~, «
parametreli Standart Weibull dagilimina sahiptir.

37) siirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=(-logXrP)ts~, ~r
parametreli Standart Weibull dagilimina sahiptir.

38) Sirekli tipteki bir X r.d, ~ parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=exp(—a)[exptx*)—1]1’", x ve
parametreli Log-Lojistik dagilima sahiptir.

39) Sirekli tipteki bir X r.d, = ve ( parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise, Y=[log{exp (x)X®+131277v, &
parametreli Standart Weibull dagilimina sahiptir.
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3.11 Ug Deger (Extreme Value) Dagilim

Genel olaralk, Uc Deger dagilimlari i¢c aile olarak
incelenir.

TANIM 3.11.1 Sirekli tipteki bir % ru.d'nin o.y.f,

1 ®— M=

fluexy})=— eupi- - exp(- 33 (3.11.1)
¢ ¢ G

- £ X ¢ 4o x * 0 ¢ > 0

ise ¥ r.d'ne x ve A parametreli, BRirinci Tip Ug Deger
dagilimina sabiptir denir.

Birinci Tip Uc Deger dagirlaimin:, EVI{x:x,3) veya
EVI. (x,f) ve ilgili degiskeni, EVI:x,t ile gésterecegiz.
Burada x wve ( parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve
Yay111m parametreleridir.

Birinci Tip Ucg Deger dagilimina, lLog-Weibull dagilimi da
denir

TEOREM 3.11.1 Birinci Tip Ug Deger dagiliminim d.f,

M

33 (3.11.2)

Fixsx,A)=expi{- exp (-
¢4
dir.
ISFAT: (1.1.5) 'deki esitligi kullanarak,

® 1 - -

F(x:a,ﬂ)=r — ERp i~ - expi{- ) ¥du (3.11.2.a8)
J 6 IS r
bt 1]

dur.
(3.11.2.a) ‘da, otnce y={(u-x)/f , daha sonra u=expi~y)

degisken degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,

M-
FOirx, ) =expi{- exp(~ P
(]
bulunui.
TEOREM 3.11.2 Birinci Tip Ug Deger dagiliminin m.G.¥f,
‘M(tza,ﬂ)=exp(dt)r(1 - fAt) t<L1/0 (3.11.3)

dir.
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1SPAT: (1.7.7.a) ‘daki esitligi kullanarak,

+o 1 H— H—ot
Mlteax,3)=exp(tx) —exp (-~ lexp{-exp (-
j f 0 0

}idx (3.11.3.a)

- &0
dir.

(3.11.3.8) ‘da, bnce y=(x-o)/f# , daha sonra u=exp(-y)
degigsken degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,
M{tsx, ) =explat)r(l - At)
bulunur.

TANIM 3.11.2

d r(x)
{log{r{(o))sis——m-— (3.11.4)
dx ri{at)
fonksiyonuna, x parametreli DiGamma fonksiyonu denir.
d rlo)
{log(ri{x))i=————
dx r{x)
d d2
{@{x) 3=
dx dix2

Blox)=

#B(x)=

w{x)=

flog(r(x) )3

o= gms+1
L0 (x) 3= {1og (I (x)) 3

dx= damtt

@emr ()=

dir.
bzel olarak o=1 iging
@{1)=r- 1 {(3.11.4.a)
@' 1y=r" " (1)-r'z (1) - (3.11.4.b)
Q"(1)=P"'(1)—3F"(1)F'(1)+2F;3(1) (3.11.4.¢c)
@' (L)=peavr (1)—40° " (1) (1)+12r° " (1) r 2 (1)
“3r'2(1)—-6r a2 (3.11.4.d)

dir.
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’4

Ayrica,
Alo+1)=@i{a)+1/0¢ =2 Flx)=d(a+1) -1/ (3.11.4.e)
@(1)=—r=-0.577216 (3.11.4. )
{Z.11.4.4) ‘deki ~, Euler sabitidir.
P(x)=log(x—1/2) o > 1 (3.11.4.9)
dir. Burada,
@ {x)=1/{x—1/2) (3.11.4.h)
@' (x)=-1/(x—1/2)2 (3.11.4.1)
@ (x)=1/Co—1/2)= (3.11.4.7)

elde edilir.

TEOREM 3.11.3 Silrekli tipteki bir % r.d, Birinci Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise,

E{)=u + 0.577216% (F.11.5)
dir.

ISFPAT: (1.5.1.a)°'dan, Ei{x)=p ", dir.

d

(1.5.1.b) ‘den, p 1=

{M(t)}|g—o=M'(t)'t-o dar.
dt
M (t)=aexplat)r(l - At)-flexp{at)r’ {1-AL)
dir. O halde,
Ba=xr (1) -0Ar (1)
dir. Burada,
E{x)=x—-0r"(1) (Z.11.5.a)
elde edilir.

Simdi r° (1) 'in degerini hesap edelim. (3.11.4.a) ‘dan,
r'(1)y=@(1) (3.11.5.b)
dir.

(3.11.5.b) ‘de, (3.11.4.4) yerine koyuldugunda,
F'(1)=—-0.577216 (F.11.8.c)
elde edilir.

(3.11.5.a) ‘da, (3.11.5.¢) yerine koyuldugunda,

E)=x + 0.577216
bulunur.

TEOREM 3.11.4 Siurekli tipteki bir # r.d, Birinci Tip Ug
Deger dagirlimina sahip ise,

Var (x)=1,6b66672 (3.11.6)

dir.
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(lusulnb) 'den, H’2=
dtz
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{M(t)}lt—o=m"(t)’t—o dir.

M (ty=exnp(at) {x2r{1-At)-2axnr - (1 - ALY +A2 1 (1-At)

dir. O halde,

P z=x2P(1)-2xAr  (1)+A2P "’ (1)
dir. Buradan,
E(x2)=02r(1)-2uAr " (1)+02r° (1)
elde edilir.

(3.11.6.a)

imdi r’ (1) 'in degerini hesap edelim. (3.11.4.b) ‘den,

r ' (1)=@ " (1)+r’'2 (1)
(3.13.5.b)

dir.

bnce @°<(1)'in degerini bulalam.

@) =@ (x+1)—~(1/x)
dir. 0O halde,
@ (a)=0" (x+1)+{1/x2)
dir.
{J.11.6.c) ‘de a=1 icin,
@°i1)=@d"°(2)+1
dir.
(3.11.4.h) ‘de «=2 icin,
@ (2)=0, 66667
elde edilir.

(3.11.6.D)

(Z.11.4.e) ‘den,

(3.11.6.C)

(Z.11.6.d)

(Z.11.6.2)

3.11.6.d) 'de, (3.11.6.e) yerine koyuldugunda,

@' (1)=1.66b667
elde edilir.
(F.11.6.b) 'deki,
re(1)=1.9998483
(3.13.5.b)
dir. 0 halde,
E(x2)=x2+1, 154432ua0+1 . 999848312
elde edilir.
{(3.1.6.a) ‘da, (Z.11.6.h)
koyul dugunda,
Var (x)=1.66667(2
bulunur.

ve

(Z.11.6.4)

(3.11.6.9)

(3.11.6.h)

(3.11.5) yerine
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TEOREM J.11.5 Sidrekli tipteki bir x r.d, Ririnci Tip Ucg
Deger dagilimina sahip ise,

85(x)=1.28254983} (3.11.7)
dir.

ISFAT: (1.5.6) ‘da, (3.11.6) yerine koyuldugunda,
S8 (1) =1.28254983
bulunur.

TEOREM _3.11.6 Sirekli tipteki bir % r.d, Birici Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise, o= ile giosterilen garpiklig:,

axx=1.143548511 (Z.11.8)

dir.
1sFAT: (1.5.1.a) 'dan, E(x™)=p 5 dar.
d-‘!

{1.5.1.b) ‘den p’'== {M(t)}lt-°=M"'(t)|t-o dir.
dt=
M () =exp (at) {x®r (1-At)-3x2Ar- (1 - fAt)
+3xA2 M T (1-At) -0 (1-t) 3

dir. O halde,
B a=xSr(1)=3x2r (1) +3xf2r (1) -A=r° (1)
dir. Buradan,
E{u®)=a=-3x2Ar - (1) +3xA2r " " (1) -0A=r """ {1) (3.11.8.a)
elde edilir.

Simdi r’°°(1)’in degerini hesap edelim. (Z.11.4.c) "den,
el =g () REF T (LI r (L) -2 (L) (3.11.8.)

(3.13.5.h)

dir.

Gnce @° (1) 'in degerini bulalim. {3.11.4.e) "den,
B (x) =@ (x+1)—-(1/x%)
dir. 0 halde,
@ () =@ (ax+1) —(2/0%) (3.11.8.c)
dir.

(F.11.8.c) 'de a=1 icin,
@ {l)=@’ " (2)-2 (3.11.8.d)
dir.

(Z.11.4.1) ‘de =2 icin,
@' {(2)=-0,44444 : (Z.11.8.e)

a

elde edilir.
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(3.11.8.d) ‘de, (3.11.8.e) yerine koyuldugunda,
@' (1)=-2.44444 (F.11.8. )
elde edilir.

(%.11.8.b) ‘deki,
r’*(1)=-5.52283642 (3.11.8.9)

(3.13.5.b)

dir. 0 halde,
E(x™)=x%+1.731648x2 3+5. 999544Fui2 +5. 52283642(4= {(3.11.8.h)
elde edilir.

(3.1.8.a) 'da, (3.11.8.h), (3.11.6.h) ve (3.11.3) yerine
koyuldugunda,
Ha=2. 4444348031

elde edilir. (1.5.7) '"deki esitlik kullamilarak,
xx=1.143548511
bulunur.

TEOREM 3.11.7 Sirekli tipteki bir ® r.d, Ririnci Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise, oga ile gisterilen sivriligi,

Ka=0. 266657556 (Z.11.9)
dair.

ISPAT: (1.5.1.a)°'dan, E(x2)=p 4 dir.

de

(1.5.1.b) ‘den p’,a= ML) ) [emo=M 2V (L) |o=o dir.
dt<
M2V (t)=exp (at) o (1-At) —4x>0Ar " {1 -~ At)
+6x2 (320 {1=-AL) —~4xA™ * C  (1-At)+A4r 2V (1-0At) 3
dir. 0O halde, -
P a=x® T (1) ~4a30r (1) +6x2 A2 ° (1) —-4uA=r "’ " (L) +R4r <2 Vv? (1)
dir. Buradan,
E(x9)=x9—4a™Ar " (1) +6x2 A2 ' (1) —4a0=r """ (1) +39r c2v? (1)
(F.11.9.a)
elde edilir.
Simdi rex~2(1)in degerini hesap edelim.
(3.11.4.d) 'den,
P2V (1)=@° " (L)+4r° (I (1) =-12r° (1) r°241)+3r" "2 (1)
+60 4 (1) (Z.11.9.b)

dir.
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bnce @°°° (1) 'in degerini bulalim. (3.11.4.e) 'den,
Plo) =@ (x+1)—(1/x)
dir. 0 halde,
@ {x)=@" " (x+1)+(6/ ) {(3.11.9.c)
dir.
(3.11.9.¢c) ‘de x=1 icin,
@ o(ly=@° " (2)+6 (Z.11.9.d)
dir.
{(3.11.4.j) 'de x=2 icin,
@ (2)=0.29629629 {(%.11.9.e)
elde edilir.
(3.11.9.d) ‘de, (3.11.9.e) yerine koyuldugunda,
@ (1)=b.29629629 (3.11.9.6)
elde edilir.
(3.11.9.b) 'deki,
rFeav? (1)=23,71632793 (3.11.9.q)
(3.13.5.b)
dir. 0 halde,
E{x9)=x%+2.308864a33+11,9990878u2 A2 +22, 091345681
+23. 716327930 (3.11.9.h)
elde edilir. “
{3.1.9.a) ‘'da, (3.11.9.h), (3.11.8.h), (3.11.6.h0) ve
(3.11.5) yerine koyuldugunda,
Pa=14. 6296628404
elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullan11arak;
Kg=5.266657556
bulunur.
TEOREM 3.11.8 Ririnci Tip Ug Deger dagiliminin modu,
n= (3.11.10
noktasindadar. |
ISFAT: (3.11.1)  'deki o.y.f 'nun, x'e gbre tirevini alip,
si1fira esitlendiginde, x=0 elde edilir. =x degeri igin
(3.11.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alir. O halde, Ririnci
Tip Uc Deger dagiliminin modu,
M=

bulunur.
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TEOREM 3.11.9 Birinci Tip Uc Deger dagilimin medyani,

o-A1ln{ln2) (3.11.11)
dir.
1SPAT: (1.3.3)° deki esitlik kullanmilarak,
w 1 - Lol | 1
—eup{- — -—exp(- —)idus —rv dir. Esitligin sol
j 2 i (3 2
-0
tarafindaki integralde, &nce y={u-x)/fi, daha sonra
u=exp (—y) degisken degistirmeler vapilap integral
hesaplandiginda,
¥ —iX 1
expi{- exp (- )13= dir. EBuradan,
f 2

¥=x—A1ln{ln2)
bulurur.
TEQREM 3.11.10 Siarekli tipteki bir # r.d, Birinci Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise, karakteristik fonksiyonu,
gltra,A)=expliat)ri{l-ift) 3.11.12)

dir.

1SFAT: (1.7.8.a) ‘'daki esgitligi kullanarak, (3.11.3) ‘de
t verine it alindiginda,
gl{tra,N)=expliat)r{i-iat)
bulunur. .

TEOREM 3.11.11 Birinci Tip Ug Deger dagiliminain kimiilant
fonksiyonu,

Fi{tiax,A)=iat+loglir(l-int) s (3.11.13)
dir.

ISFAT: (1.7.9) ‘'daki egsitligi kullanarak, (J.11.12) 'nin
logaritmasi: alindiginda,
Eltra,M=iat+lagir(l-ifit)3
bulunur.

(3.11.1) "de, o=0 ve @3=1 alainirsa, Birinci Tip Standart
Uc Deger dagilim: elde edilir.
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TANIM 3.11.3 Siirekli tipteki bir * r.d’nin o.y.f,

fix)= exp{-x — exp(— »)3} -—@o < % £ + o (3.11.14)
ise ¥ r.d'ne Birinci Tip Standart Uc Deger dagilimina
sahiptir denir.

Birinci Tip Standart Ug Deger dagilimini, S8EVI ile
gésterecegiz.

Birinci Tip Standart Uc Deger dagilimi igin hesaplamalar
ve ispatlar, Birinci Tip Uc Deger dagiliminda oldugu gibi

yapirlir.

TJEOREM 3.11.12 Ririnci Tip Standart Uc Deger dagilaiminin
d.f, |

F(x)=exp{- exp(- )3 {(3.11.15)
dir.

TEOREM 3.11.13 Ririnci Tip Standart Uc Deger dagiliminin
m.G.¥,

Mct)=r({l - t) t<1 (F.11.16)
dir.

TEOREM 3.11.14 Surekli tipteki bir ¥ r.d, Birinci Tip
Standart Uc Deger dagilimina sahip ise,

E(x)=0.577216& {Z.11.17)
dir. ‘

JEOREM S.11.15 Sirekli tipteki bir x r.d, Birinci Tip
Standat Ug Deger dagilimina sahip ise,

Var (x)=1., 66667 (F.11.18)

dir.

TEOREM_3.11.16 Sirekli tipteki bir % r.d, Birinci Tip
Standart Ug Deger dagilimina sahip ise,

88 (x)=1.28254983 3.11.19)
dir.

TECREM 3.11.17 Siirekli +tipteki bir x vr.d, Birici Tip
Standakt Ugz Deger dagilimina sahip ise, o= ile gbsterilen

carpihkligi,
x=a=1.143548511 (3.11.20)
dir.
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TEOREM 5.11.18 Sirekli tipteki bir x r.d, Birinci Tip
Standart Ug Deger dagilimina sahip ise, o ile gidsterilen
sivriligi,

Ka=T. 2664657556 (3.11.21)
dir.

TJTEOREM S.11.19 Birici Tip Standart Ug Deger dagilaiminin

modu,

®=0 {(%.11.22)
noktasindadir. ‘

TEODREM 3.11.20 Birinci Tip Standart Ug Deger dagilimin
medyani,

-1n{ln2) (3.11.23)
dir.

TEOREM 3.11.21 Ririnci Tip Standart Ug Deger dagiliminin
karakteristik fonksiyonu,

S Bit)=r(l-it) , (3.11.24)

dir.

JEOREM 3.11.22 Birinci Tip Standart Ug Deger dagiliminin
kumilant fonksiyonu,

Eit)=log{r{i-it)> (3.11.25)
dir.

Simdi Ikinci Tip Ug Deger dagilimim inceleyelim.

TANIM 3.11.4 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

T -t R
Fluta,R,r)=— | )=+ expi-( b B (3.11.2&)
A * 0
® oF oo >0 T *0

ise ¥ r.d'ne oo , A ve v parametreli, fkinci Tip Uc Deger
dagilimina sahiptir denir.

tkinci Tip Ug Deger dagilimini, EVII(x:x,A,r) veya
EVII (x,3,7) ve ilgili degiskeni, EVIItx,fd,7 ile
gisterecegiz. Burada ¢, (@ ve 1 parametreleri, sirasiyla
dagilimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.
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TEOREM 3.11.23 Ifkinci Tip Ug Deger dagilaiminin d.f,

M-
Fixra,N,T)=aup{-~( ) i (3.11.27)
%
dir.
ISFAT: (1.1.5) 'deki egitligi kullanarak,
®ooT u—ix u-x
Fiximafhyrd=f — ( }Jmr—taxp{- }7T3du {(F.11.27.a)
J 3 2 {3
X
dur.
F.11.27.a) 'da, bnce y={u-x)/A , daha sonra usy~T

degisken degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,
M

) B

Fixzoa,Ryr)=eupli—{

()
bulunur.
TEOREM 3.11.24 fkinci Tip Uc Deger dagiliminin e

etrafindaki r—-inci momenti,

B e=ArTil = r/7) ra (3.11.28)
dir.
1SFAT: (1.5.3) ‘deki egitligi kullanarak,
+® T M= WX
Pe= i—-x)" < ymr—ltenp{—~( ) e ¥ 114 (3.11.28.a)
I 1 r f
X
dir.
(3.11.28.a) "da, bnce y=x-x)/4 , daha sonra usy™="

degisken degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,
PIe=0rTril - r/v)
bulunur.

TEOREM 3.11.25 Sirekli tipteki bir # r.d, Ikinci Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise,

E(x)=o + Ar(i—-i/7a) 1<~ (3.11.29)
dir.



ISPAT:
E(x)=p +x
dir. (3.11.28) de r=1 icin,
Ra=Ar{1-1/7)
elde edilir.
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(3.11.2%9.&a)

(5.11.29.b)

(3.11.29.a) ‘da, (3.11.29.b) yerine koyuldujunda,

E()=a + Ar(1-1/v)

bulunur.

TEGREM 3I.11.26 Sirekli tipteki bir % r.d, lkinci Tip Ug

Deger dagilimina sahip ise,

Var (x)=A2{r{1-2/v)-r2 (1-1/+)%
dir.

1SPAT:
E(x2)=p  a+20E (}) —x2
dir. (3.11.28) ‘de r=2 icin,
P ==A2r{1-2/7)
elde edilir.

(3.11.30.a) 'da, (3.11.30.b)
koyuldugunda,
E(x2)=A2r (1-2/7)+2xAr {1—-1/7) +o?
elde edilir.

(F.1.6.3) ‘da, (3.11.30.¢)
koyul dugunda,
Var GO =2 {r{i-2/v)-r2 (1-1/+)%

bulunur.

ve

ve

247 {(3.11.30)

(3.11.30.a)
(3.11.30.b)
(3.11.29) yerine
(3.11.30.c)

(3.11.29) yerine

TEOREM 3.11.27 Sirekli tipteki bir » r.d, Ikinci Tip Ug

Deger dagilimina sahip ise,
S5(x)=AJ{r{1-2/7)-r2(1-1/v)3

dir.

24 (3.11.31)

1SFAT: - (1.5.6) 'da, (3.11.30) yerine koyuldugunda,

SS(x)=Ad{r(1-2/7)-r2 (1-1/v)3

bulunur.
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TEOREM =.11.28 Sirekli tipteki bir % r.d, tkinci Tip Ucg
Deger dagilimina sahip ise, x= ile gosterilen carpikliga,
F1-3/x)-3r(1-2/a)r(1=-1/+)+2r=(1-1/v)
o= r:3 (3.11.32)
{r1-2/x)-r2(l-1/v) ==

dir.

1SFAT:
E(x®)=p x—3xE (%2 ) +3x2E (%) —a™ (3.11.32.a)
dir. (3.11.28) 'de r=3 igin,
B ==ASr{1-3/7) (3.11.32.b)
elde edilir.

(3.11.32.8) 'da, (3.11.32.b), (3.11.30.b) wve (3.11.29)
yerine koyuldugunda,
EG™) =A3r (1-3/7)+3x02 " (1-2/7) +3x2 Ar (1~1/7) +a= 3.11.32.c)
elde edilir.

(3.1.6.a) 'da, (3.11.32.c), (3.11.30.c) ve F.11.29)
yerine koyuldugunda,
Pa= AFL{r(1-3/7)=-3r{1-2/7)r{l-1/v)+2r={1-1/v)3
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanilarak,

F1=-3/7)=3r (1-2/x)r{1-1/4) +2r={1-1/v)

Km=
{r(1-2/v)-r2 (1-1/v)3=s=
bulunur.
TEOREM 3.11.29 Sirekli tipteki bir % r.d, lkineci Tip Uc
Deger dagilimina sahip ise, %a ile disterilen sivriligi,
P l-4/x)=4r(1=-2/x)r(1—=1/4)+6r {(1-2/7)r2 {1—-1/7)=-3r2{1-1/)

Xq=
r(1-2/4)-r2 {(1-1/r)32

Tr4 (3.11.33)

dir.
I1SFPAT:

E(u®)=p ' q+4aE (x=F) =62 E (%2 ) ~4xZE (%) +x* (3.11.335.a)
dir. (3.11.28)°'de r=4 igin,
B 4= (1-4/7) (3.11.33.b)

elde edilir.
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(3.11.33.a) ‘da, (3.11.33.b), (3.11.32.b), (3.11.30.b) ve
(3.11.29) yerine koyuldugunda,
E(x®) =029 (1-4/7) 4P (1-3/4)r (1-1/7v)+bx2 32T (1-2/7)T2 (1—-1/7)
=4x=Ardl-1/7)r=(1-1/7) +x4 (F.11.33.¢c)
elde edilir.
(3.1.9.a) ‘'da, (3.11.33.c), (3.11.32.c), (3.11.30.c) ve
(3.11.29) yerine koyuldugunda,
Pa=02{r {1-4/)=4r{1-3/7)r1-1/x)+6r{1~2/v13r2 (i-1/x)
=3r4(1-1/v)
elde edilir. (1.5.8) 'deki esitlik kullanilarak,
F{1=-4/7)=4r{1=-3/7) T (1=-1/7) +6P (1-2/7) M2 (1-1/7) =302 {(1-1/v)

NG =
{r{1-27v)-r2{1-1/) 32
bulunur.
TEOREM 3.11.30 Ikinci Tip Ug Deger dagiliminin modu,
u=a+3lr/ (r+1) 1277 (3.11.34)

noktasindadir.

I1SFAT: (3.11.3) ‘deki o.y.f 'nun, % ‘e gire tirevini alip,
si1fira esitlendiginde, w=x+ALr/ (v+1) ]2/ elde edilir.
w=x+HAly/(r+1) 1277 degeri icin (3.11.3) ‘deki o.y.f maksimum
degerini alir. O halde, tkinci Tip Ug Deger dagiliminin
modu,
w=+Alyr/(r+1) 337
bul unur.

TEOREM 3.11.31 tkinci Tip Ug Deger dagilimin medyahl,

1
x4+ ¢ yarw (3.11.35)
in2

dir.

ISFAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
X T U= u—x 1
r —_— ymriexp{—- ( }=7*rdu= dir. Esitligin sol
J B0 f 4 2
o

tarafindaki integralde, 8nce y=(u-a)/i, daha sonra u=sy—"

degisken degistirmeler yapi1lip integral hesaplandiginda,
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N 1
exp{-~( )= dir. Buradan,
A 2
1
w=o+{3 ( yrsr
in2
bul unur.
$imdi de Ugincii Tip Ug Deger dagilaimini inceleyelim.
TANIM 3.11.5 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
T xX—¥ XX
FlsxtyfByr)=—r | )~ 1exnp{-—( )T (3.11.36)
fs ¢ £
X kK f >0 T ¥ 0

ise » r.d'ne x , # ve v parametreli Ucincii Tip Uc Deger
dagilimina sahiptir denir.

Ucincii Tip Ug Deger dagilimini, EVIII(x:ax,3,7) veya
EVITII(xyfiy7) ve ilgili degisghkeni, EVIII:x, 3,7 ile
gésterecegiz. Burada o, # ve 1 parametreleri, sirasiyla
dagilimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.

TEOREM 3.11.32 Uclinclli Tip Ug Deger dagiliminin d.¥f,

x—3
Fixzox,fiyr)=exp{-( ) 3 o (3. 11.37)
()
dir.
ISFAT: (1.1.5) ‘deki esitligi hkullanarak,
¥ T u— -
Fixroy)=f — « )T renpi~ )7T3du (Z.11.37.a)
j 3 £ ft
o
dur.
(Z.11.37.a) "da, bnce y={ox—u) /4 , daha sonra u=yY

degisken degistirmeler yapilip, integral hesaplandaginda,
-

FixexyBy7)=exp{—( 1T

bulunur. .
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TEOREM 3.11.33 Uclncld Tip Ug Dedger dagirliminin o

etrafindaki r—-inci momenti,

P =T {1l + r/v) r>— (X.11.38)
dir.
I6FAT: (1.5.3) ‘deki egitligi kullanarak,
+m T L B X=X
B =0 (x=x)" ( Y rtexnp{~( YT 3dxu Z.11.38.a)
) s o .
o
dir.
(3.11.38. a) ‘da, énce y={x-x) /A , daha sonra u=sy~Y

degigken degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,
P =0l 4+ /)
bulunur.
TEOREM 3.11.34 Sirekli tipteki bir » r.d, lUglncii Tip Ug

Deger dagilimina sahip ise,

Eis)=xt + Arci+1sv) 15— (3.11.39)
dir.

1SFAT:
Ef{x)=p 1+x {3.11.39.a)

dir. (3.11.38) ‘de r=1 igin,
Pas=Aril+l/v) (3.11.39.b)
elde edilir.
3.11.392.a) ‘da, (3.11.39.b) vyerine koyuldugunda,
E(xx)=a + Ar{i+l/«)
bulunur.
TEOREM 3.11.35 Sirekli tipteki bir % r.d, UOglnci Tip Ug

Deger dagilimina sahip ise,

Var{x)=A2 {r(1+2/4)-rz2 (1+1/4)3% 2y (Z.11.40)
dir.

1SPAT:
Ef(u2)=p o+2aE (%) -m2 (3.11.40.8a)
dir. (Z.11.38) ‘de r=2 icgin,
P a=R2ri1+2/7) (3.11.40.b)

elde edilir.
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(3.11.40.4a) 'da, (3.11.40.b) ve (3.11.39) yerine
koyuldugunda,
E(x2)=02r{(1+2/7) +2xAr (1+1/7) +x2 (F.11.40.¢c)
elde edilir.
{(3.1.6.a) 'da, (3.11.40.c) ve (3.11.39) yerine

koyuldugunda,
Var (x)=A2 {r(1+2/7v)-r2 (1+1/v) 3
bul unur.

TEOREM 3.11.36 Sirekli tipteki bir x r.d, UclGncit Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise,

SS()=AJL{r{1+2/v)-r2 (1+1/v)3 2% (3.11.41)
dir.

I1SFPAT: (1.5.6) ‘'da, (3.11.40) yerine koyuldugunda,
SS()=AJIr (1+2/7)—r2 (1+1/7) 3
bulunur.

TEOREM _3.11.37 Sirekli tipteki bir » r.d, Gciincit Tip Ug
Deger dagilimina sahip ise, o= ile gisterilen carpikliga,

FPOI+3/7)=3r(1+2/v)r (1+1/0) +2r=(1+1/7)
Koy == Ir-y (3.11.42)

{r(1+2/7)-r2 (1+1/x) 3=7=

dir.

I18FAT:

E(x=)=p x—3xE (%2 ) +3x2E (1) ~ox¥ (F.11.42.a)
dir. (3.11.38) 'de r=3 igin,

P === (1+3/7) (Z.11.42.b)
elde edilir.

(3.11.42.a) 'da, (F.11.42.b), F.11.40.b) ve (3E.11.39)
verine koyuldugunda, ‘
E:) =AM (143/7) +3axA2 M (1+2/7) +3x2 Ar{1+1/7) +o™ (3.11.42.¢)
elde edilir.

{(3.1.8.2) ‘da, (3.11.42.c), (3.11.40.c) ve (3.11.39)
yverine koyuldugunda,

Pa= A (1+43/7) =3r (1+2/7) P {1+1/7x) +2r=(1+1/7) 3
elde edilir. (1.5.7) 'deki esitlik kullamilarak,
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FOI+3/7) =3P (142/7) M (1+1/7) +2Mr= (141 /)

K™=
{ri1+2/7v)-r2 (1+1/x)3=7=
bulunur.
TEOREM 3.11.38 Siirekli tipteki bir u r.d, Ugclincd Tip Ucg
Deger dagilimina sahip ise, &4 ile gisterilen sivriligi,
FP1+4/7)=4r (1+3/7) P {141 /7)) 460 UL+2/0) P2 (3 +1/7)=3r2 (1+1/7)

og=
{r{1+2/7)-rz2 (1+1/4) 22
4 p—=y (3.11.43)
dir.
1SFAT:

E(u?)=p " a+4xE (#F) —6x2 E (%2 ) ~4x™E (&) +a* (3.11.43.a)
dir. (3.11.38) 'de r=4 igin,

P a=0er (1+4/7) (3.11.43.b)

elde edilir.
(3.11.33.a) ‘'da, (3.11.33.b), (F.11.32.b), (3.11.40.b) ve
(3.11.39) yerine koyuldugunda,
E(x®)=A9" (1+4/7) +4a AT {1+3/ 1) +6x2 327 (1+2/7)
+4ax=Ar{1+1/v) (3.11.43.¢)
elde edilir.
(3.1.9.a) ‘da, (3.11.43.c), (3.11.42.c), (3.11.40.c) ve
(3.11.39) yerine koyuldugunda,
Ha=A2{r (1+4/7) =4 (14+3/7) P {1+1 /) +6M (1+2/7) T2 {(1+1/7)
-3re(i+1/4)%
elde edilir. (1.5.8) 'deki egitlik kullanmilarak,
PL4+4/7)—4r{1+3/7)P(1+1 /) +60 (142770012 (1+1 /7)) -3r2 {1+1/7)

Xa=
{r1+2/77) -T2 (1+1/7) 32
bulunur.
TEOREM 3.11.39 Ugiinci Tip Ug Deger dagiliminmin modu,
w=x —AL(l-7)/v127~ (3.11.44)

noktasindadir.

ISFAT: {(3.11.4) ‘deki o.y.f 'nun, x’'e giére tirevini alaip,
sifira esitlendiginde, w=x—AL (1-2)/r127™ elde edilir.
u=x=AL{l-r)/7v12/v degeri igin (3.11.4) 'deki o.y.f maksimum

-
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degerini alir. 0 halde, OUglincii Tip Ug Deger dagilaminin
modu ,

w=x—3L(1l-7)/rI2s~
bulunur.

TEOREM 3.11.40Q Ucincd Tip Uc Deger dagilimin medyani,

x—R{In2) 27T (3.11.45)
dir.
ISPAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
N7 o—u x=L 1
— YT leup{~ Y Tidu= dir. Egitligin sol
I 3 * 3 2
x
.taraflndaki integralde, once y={(x—Ww)/A, daha sonra u=yr

degisken degistirmeler yapilip integral hesaplandiginda,

o 1

expi—( )= dir. Buradan,
¢ 2

w=x—RA(1ln2) 17

bulunur.

I.11.1 Ug Deger Dagilimimin Uygulama Alanlara

Bir parcanin vyada sistemin basarisizlig: genellikle,
bzel bir dagilaimdan alimnmig bir otrneklemdeki en bilyik degere
vada en kiclik degere benzer sekilde, ugsal olaylara baglidar.
grnegin, iki devreyi ele alalim. PBEu devreler ayni iretimden
rastgele secilsin. Ririnci devrede parcgalar seri baglansin.
11k parca basarisiz oldugunda vyada bozuldugunda, devre
caligmaz. Ikinci devrede de parcgalar parallel baglansin. Bu
durumda ise tim parcalar basarisiz oldugunda, bozuldugunda
devre calismaz.

Sabit bir gerilim uygul anan dayaniklilik testide
basarisizlik, verilen maddedeki tiim elemanlarin en
dayaniksizainin mukavemetine direk olarak bagladar.

Kapasitérlerin incelenmesi sonucu, bu maddelerin dzerine
kusurlarin vada hatalarin rastgele dagilmigs ve bozulma
voltajimin-direk olarak en biayilk kusurun yada hatanin hacmine -

-

bagli oldugu bulunmustur.
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Bu durumlarda biz ilk baslangic dagilaimindan alinms
trneklemdeki en kiglik elemanin yada en en kigik degerin veya
en bityiik elemanin vada en bilylik degerin dagilimiyla
ilgileniriz. Genellikle bu ilk baslangic dagilima bilinmez
ve direk olarak érneklendirilemez. Sabit bir gerilim
uvygulanan dayaniklilaikta ve bozulma voltajlarinda oldugu
gibi. Eu durumlarda sadece minimum veya maksimum degerler
gézlenir. En kicldk veya en biyik elemanin dagilimi, Grneklem
hacmine ve baslangic dagiliminin yapisina baglidir. Bununla
birlikte, drneklem hacmi bilylkse biz baslangic dagilimiyla
ilgili baz: 51n1f1and1r11m1§ varsayimlara dayali bazxi genel
asimtotik sonuglary kullanabiliri=z.

1) Maksimum degerler icin Ririnci Tip Asimtotik dagilim.
2) Minimum degerler icin Ririnci Tip Asimtotik dagilaim.
2) Minimum degerler icin dUctincl Tip Asimtotilk dagilim.

Birinci Tip Asimtotik dagilima, Uc Deger dagilimi denir.
Minimum degerler igin Uglincl Tip Asimtotik dagilim, Weibull
da§111m1d1f. (Hahn ve Shapiro, 1967 s:l111)

Maksimum degerler icin Ug Deger dagilimi, n eleman:
paralel bagli bir devre igin zamana karsi: dayanmayl gbstermek
igin kullanilir. Burada n 'nin biyilk bir sayi1 oldugy,
parcalarin basarisizliklari ayni, Ustel tip dagilimdan
geldigi ve basarisizliklarin birbirinden bagimsiz olduklar
varsayilir. Ug Deger dagilami, belirlenmis bir 6lciim
noktasindan bHzel bir nehir igin ginlidk su bosaltiminin,
yillik maksimum dagilimini gistermek igin bagsarili gekilde
kullamilmistir. (Hahn ve Shapiro, 1967 =s:112)

Bu uygulama asagidakileri varsayar:

a. Banliik bogaltimlarin degerleri bir Ustel tip
dagilima uyar.

b. Elemanlarin orijinal numarasi 365 gin Asimtotik
teorinin uygulanmasi icin yeterlidir.

c. BGianliik bosaltimlar bagimsizdirlar.

Maksimum degerler icin Birinci Tip Asimtotik dagilimn
yani Ug Deger dagiliminin, kullanildigy diger olaylara

- érnekler olarak:



1 Bir ucagin maruz kaldiga vada kalabilecegi
riizgarlarin esme hizlar: (Fress, 1949)

2) Bakteriler igin imha, bir neslin tikenmesi zamanlara
{(Velz, 1947)

3) HKorozyon ¢gukwlarinin derinligi (Aziz, 1955 ve
(Eldredge, 1957)

4) Benel meteoroloji verilerine uygul amalar.
(Jenkinson, 1935) ve (Thom, 19254)

verilebilir.

J3.11.2 Ug Deger Dagiliminin Farametre Tahminleri

Birinci Tip Ug Deger dagilaiminin x ve {3 parametrelerinin
tahmin edicilerini, maksimum likelihood metodunu Ekullanarak
hesaplayalim.

HasMms¥mgnen gin bherbiri o ve A parametreli Birinci Tip
Uc Deger dagilima sahip rastgele bir &rneklem olsun.

HagMmadmgeesa ¥ ‘lEerin o.o.v.f,

1 Mo g — g} Ky~
Flageneginte,f})=S—expi- I ( Yiexp{—- Zexup{—( 133
fn i=1 f i=1 0
Lx,A)=F(Xayauaynix,) olsun. O halde,
i N XNi—X n Mg~
L, f3)=—-=eupi{- & ( Yiexp{— Zexpi{—( 1y 3 (Z.11.2. 1)
fan i=1 13 i=1 s
dir. (3.11.2.1)'in logaritmasini alalim.
Mmoo oMg— n Mg i
In{b(x,M)I=-nlnfAi—- Z )—LEexpi{-{ )31 (3.11.2.2)
i=1 i i=t i
dir.
(3.11.2.2) 'de sirasiyla, o ve A gére tirev alinip sifira
esitlendiginde,
I n s
S=Rln{— I expi- )3 (3.11.2.3)
noi=1 ?

ve



1 n n Ka n My

f= —— E x4-[ Exsexp(~ )1/C £ exp(~———1)1 (3.11.2.4)
ni=1  i=t ? i=1 0y

bulunur.

3.11.3 Diger Dagilimlarla tligkileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:54-57)‘'de
verilen bagintilar.

1) Siirekli tipteki bir X r.d, « ve A parametreli Ririnci
Tip Uc Deger dagilimina sahip ise, Y=exp{—(X—x) 2, f
parametreli Ustel dagilima éahiptir.

2) Sirekli tipteki bir X r.dy, £ parametreli Ustel
dagilima sahip ise, Y=o—-logX, x ve (} parametreli Ririnci Tip
Uc Deger dagilimina sahiptir.

3) 8irekli tipteki bir X r.d, « ve 3 parametreli Ririnci
Tip Ug Deger dagilimina sahip ise, Y=(X-x)/0, Birinci Tip
Standart Ug Deger dagilimina sahiptir.

4) Sirekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise, Y=a+liX, o ve f parametreli
RBirinci Tip Ug Deger dagilimina sahiptir.

5) X, ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’ler ve herbiri « ve
A parametreli Birinci Tip Ug Deger dagirlimina sahip ise,
Y=X3s~X=2, =0 ve A parametreli Lojistik dagilima sahiptir.

&) Birinci Tip Standart Ug Deger dagilami, « ve 3
parametreli Birinci Tip Ug Deger dagiliminin «=0 ve fi=1 &dzel
halidir.

7) Sirekli tipteki bir X r.d, Ririnci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise, Y=exp{-exp (-X)3, Standart
Dértgensel dagilimina sahiptir. * A

8) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dértgensel
dagilimina sahip ise, Y=-log(-logX), Birinci Tip Standart Ug
Deéer,dé§111m1na sahiptir.

?) S8iurekli tipteki bir X r.d, BRirinci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise, Y=exp(-X), Standart Ustel
dé§111m1na sahiptir. gt



10) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilimina
sahip ise, Y=-logX, Birinci Tip Standart Uc deger dagilimina
sahiptir.

11) Siwrekli tipteki bir X r.d, Ririnci Tip Standart Ucg
Deger dagilimina sahip ise, Y={exp(~X)}2/v, v parametreli
Standart Weibull dagilimina sahiptir.

12) S8irekli tipteki bir X r.d, ~r parametreli Standart

Weibull dagilimina sahip ise, Y=-vrlogX, Birinci Tip Standart
U§ Deger dagilimina sahiptir.

13) Sirekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise, Y={flexp(-X)}:’T, fA ve =~
parametreli Weibull dagilimina sahiptir.

14) Sirekli tipteki bir X r.d, ff# ve 7 parametreli
Weibull dagilimina sahip ise, Y=-vlog(X/(A), Birinci Tip
Standart Ug Deger dagilimina sahiptir.

15) Sirekli tipteki bir X r.d, Ririnci Tip Standart Uc
Deger dagilimina sahip ise, Y=a+X, o ve @ parametreli
Birinci Tip Uc Deger dagilimina sahiptir.

16) Surekli tipteki bir X r.d, o« ve {# parametreli
Birinci Tip Ug Deger dagilimina sahip ise, Y=(X-a)/fi, Birinci
Tip Standart Ug Deger dagilimina sahiptir.

17) Sirekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Uc
Deger dagilimina sahip ise, Y=A{l-expl-exp{(-X)1}—27%, 3 ve k
parametreli Pareto dagilimina sahiptir.

18) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k pa?ametreli Pareto
dagilaimina sahip ise, Y=-log{-logl1-(A/X)*1} , Birinci Tip
Standart Ug Deger dagilimina sahiptir.

19) Sirekli tipteki bir X r.d, Birin;i Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise, Y=exp{-exp(-X)/pl, p parametreli
Standart Kuvvet fonksiyon dagilimina sahiptir.

| 20) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli 6tandart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=[-log(-plogX)l,
Birinci Tip Standart Uc Deger dagilimina sahiptir.

21) Surekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise,
LY=—logtexp{—exp(—X)}/[i-exp{—expﬁ—X)}JJ, Standart Lojistik =~

»

- dagilimina sahiptir.



' 22) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilimina sahip ise, Y=—-log{-loglexp({-X)/L1+exp{(~X) 312,
Birinci Tip SBtandart Ug Deger dagilimina sahiptir.

23) Xy, ve Xz birbirinden bajimsiz r.d ler ve herbiri
Birinci Tip Standart Ug Deger dagilimina sahip ise, Y=Xi—Xa,
Standart Lojistik dagilima sahiptir.

24) Sirekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise, Y=exp(-x)lexp{-exp(-X)3-1]32/", «
ve f parametreli Log-Lojistik dagilimina sahiptir.

25) Sirekli tipteki bir X r.d, o ve 3 parametreli
Log-Lojistik dagilimina sahip ise, Y=-log{loglexp(xf)X*+11}
Birinci Tip Standart Uc Deger dagilimina sahiptir.

Sekil 3&. PBirinci Tip Uc Deger Dagiliminin o=0 (=1, «=1
f=0.5 ve ao=1 @B=1 parametre degerleri icin D.yY.f ‘'nNun

grafikleri.

FI.B T T T T
0.7 | - A -
0.6 o= -
0.5

0.4 - ¢=0

0-3 - =1 .

f(x)—ékseni

011 ™ :
0 L. S~ ST




Sekil

Sekil 38. Ugluncl Tip Ug Deger Dagilamimin o=0 @(B=1 ve
r=1 r=2 r=3 parametre degerleri igin o.y.f 'nun grafikleri.

‘f(:t)-—eﬂcsuarti

Fl(xy)—akseni

1.4 | e=0 g=1

0.8 [r=2 }~
!

0.6

0.4

37'

1.6

1.4

1.2
1
0.8

0.4

tkinci @ Tip Ug Deger Dagiliminin =0 @3=1 ve
. Tél‘T#E v=3 parametre degerleri igin o.y.f'nun grafikleri.

=0 =3 -

o
S )

-3 2.5 -2 -1.5 -1 -0.5. 0

x-ekseni



3.12 Lojistik Dagilam

Llojistik dagilimii Lojistik dagilim, Standart Lojistik
dagilam ve log~Lojistik dagilim olarak inceleyecegiz.
JIANIM 3.12.1 Siurekli tipteki bir x r.d’'nin o.y.f,

K= N =
Fixsa,A)=(1/3)exp (~- )/Li4+exyp (- ) ]2 (3.12.1.a)
(3 3
veya,
b S *
fixeax,A)=(1/43)sech2 ( ) (3.12.1.b)
20
-—o { 3 £ + o - { x < + o ff >0

igse x rad'ne o« ve @ parametreli Lojistik dagilimina
sahiptir denir.
Lojistik dagilimi, LG(xsza,fA) veya LG,{a,R) ve ilgili

degiskeni, LBGix,A# ile gisterecegiz. Burada o ve (3
parametreleri, si1rasiyla dagilimin konum ve yayilaim
parametreleridir. ‘

Lojistik dagilaima, Sekant Hiperbolik Kare

{sech—square(d)) dagilimi da denir.

Biz hesaplamalarda, (3.12.1.a) ‘daki o.y¥.-f'nu
kullanacagiz.

TEOREM 3.12.1 Lojistik dagiliminin d.¥f,

K=~
Finta,f)= 1/[1+exp(- )3 (3.12.2.a)
o
veya
1 ®—
Fixta,)=—1[1+tanh( )1 (3.12.2.b)
dir. 2 20 '
1SPAT: (1.1.5) 'deki esitligi kullanarak,
: ‘ x u-x u-x ,
F(x:u,ﬂ)=j(1/ﬂ)exp(— ——) /L 1+exp (- ) 32du  (3.12.2.0)
o - n 0 |

- ;



(3.12.2.¢) ‘de, bnee y=(u-«)/f , daha sonra u=1;exp(—y)
degisken degistirmeler yapilip integral hesaplandiginda,
K =0

Fixto,)= 1/01+exp(— 331

L)
bulunur.

Eger o.y.f olarak (3.12.1.b) 'yi alms olsaydik, d.f
olarak (3.12.2.b) ‘yi elde edecektik. (Johnson ve Kotz, 1970
stl)

TEOREM 3.12.2 lLojistik dagilimin m.g.f,

M(trox,3)=exp(axt)r(1-At)r (1+at) (3.12.3)
dir.
1SFAT: (1.7.7.a) ‘daki esitligi kullanarak,
+m H— K=
Mitrax,A)=lexp (tx) (1/A)exp(——) /L1+enp (——) J2dx (F.12.3.a)
j 3 3
~—{D
dir.
(3.12.3.a) ‘da, dnce y=(x-x) /{3 , daha sonra

u=i/L1+exp(-y)l degisken degistirmeler vapilaip integral
hesapland1§1nda,
M(t:x,)=exp(at)r(1-At)r (1+at)
bulunur.
NOT: Beta fonksiyonunun tanimindan,
1
1) B(u,ﬁ)=ju“‘*(1—u)“-=du

o]
2) B(x,3)=R({i,a)
dir.
TEOREM '3,12.3 Sirekli tipteki bir % r.d, Lojistik
dagilimina sahip ise,
E{n)=a - : (3.12.49)
dir. ~



16PAT:  (1.3.1) 'deki esitligi kullanarak,

+a exp{-(x—a) /33
Edx)=[ u ' dn (3.12.4.a)
j ALitexp{-(x—-x)/(A} ]2 :
- .
dir.
(3.12.4.a) ‘da, y=(x—-a)/} degisgen degistirmeyi vyapalim.
+o exp (-y) +o exp(-y)
EGH=0AP ¥ -dy+ dy (Z.12.4.b)
j Ci+exp (~y) 12 S Ci+exp(-y) ]2
- ol + 1

+w exp(-y)
(3.12.4.b) 'de,

I,=0 vy dy - olsun. Egitligin
I Ll+exp(~y) 2
-
sag tarafindaki integralde, dnce u=l/Cl+exp{-y)] degisken
degistirmeyi yapalim.

1 1

I;=j lnudu - I In(i—-wdu = A - E (3.12.4.¢c)
Q 4]

dir.

1
(3.12.4.c) ‘de, A=f1nudu olsun. Egitligin sag tarafindaki

¢
integiralde, u=exp(t) degisken degistirmeyi yapip kismi
integrasyon metoduyla integral hesaplandiginda, p=-1 elde
edilir.
‘ 1
(3.12.4.c) "'de, B=I1n(1—u)du ﬁlsun. Egitligin sag
O

‘taréfxndaki integralde, 1-u=exp(t) . degisken degigtirmeyi
yapip kismi integrasyon metoduyla integral hesaplandiginda,
B=-1 elde edilir. O halde, 1,=0 dir. ‘



S dir.

+m exp (-y)

(3.12.4.b) ‘de,

Iz=j dy olsun. Egitligin
Ci+exp(-y) ]2

-0
Bs8ag tarafindaki integralde, u=i+exp (~y) degisken
degistirme yapilip integral hesaplandiginda, I==1 dir.
D halde,
E(x)=x
bulunur.

TEOREM__3.12.4 Sirekli tipteki bir »x r.d, Lojistik
dagilimina sahip ise,

(22

Var (x)= (3.12.5)

3

tar. _

t1SPAT: (3.12.1.a3) °'daki o.y.f’'na,
y={x—o) /3 (3.12.5.a)
dbnigiimii uygulandiginda, y r.d’'nin o.y.f,

exp (-y)

gl{y)= -y £ + o

El+exp(~y) 12
elde edilir.
y r.d'nin daglim, y=0 etrafinda simetriktir. r>0
plmak lzere,
+o exp (~y)
E(|y|")= 2 j Yy~ -dy
[1+exp (-y) 12

o
+o [ .
=2 fy- E (-1)i—2iexp(-iy)dy
7
o
@
= 2 PAr+1) T (-1)s—2iji—r
i=1 :
= 2 r(r+1)[1-2-¢—223z2(r) ret g . (3.12.5.b)



z{r)=F i™, Riemann zeta fonksiyonudur.

i=1
2%2+8,4u+21. 6

Z{n)=1+2—¢x+2? X > 1 (3.12.5.¢)

(x~1) (x+7)
dir.
(3.12.5.c) ‘de bzel olarak,
=(2)=n2/6 (F.12.5.d)
2(4)=n2/90 (3.12.8.e)
dir.

, Eger r tek bir sayi1 ise, E(lyl")=0 dir. (Johnson ve

Kotz, 1970 s:4)

(3.12.5.a) ‘dan, x=fiy+x dir. 0O halde,
E(x2)=A2E(y2 ) +2axAE (y) +x2 ' (2.12.5.F)
dir. '

(3.12.5.b) ‘den r=2 igin,
E(y2)=n2/3 (3.12.5.9)
tir.

(3.12.5.b) ‘den r=1 igin,

E(y)=0 (3.12.5.h)
dir.

(%.12.5.F) "de, (3.12.5.9) ve (3.12.5.h) verine
koyuldugunda, ]
E(x2)=0272 /3+x2 (3.12.5.1)

elde edilir.
(3.1.6.a) ‘da, F.12.5.1) .ve. (3.12.4) yerine
koyul dugunda,
A2 w2

Var (%)=
3

S bulunur. N : )

- TEOREM 3.12,5 Sﬁrek1i~ftipteki‘ bir x r.d, Lojistik

dagilimina sahip ise, Lo

. ssGo= pw/ds S B (3.12.6)

tﬁr.,

IS




18FAT: (1.35.6)°da, (3.12.5) yerine koyuldugunda,
88({x)= QAn/J43
bulunur.

TEOREM 3.12.6 Sitrekli tipteki bir x r.d, Lojistik
dagilimina sahip ise, ax ile gésterilen garpiklig:s,

Am=0 (3.12.7)
dir.

ISFAT: (3.12.5.a) ‘dan, x=fiy+x dar. O halde,
E(x=)=ASE(y=S)+Iaff2E(y2 ) +3x2 AE (y) += (3.12.9.a)
dir.

(3.12.5.b) ‘den =3 igin,

E(y=)=0 (Z.12.7.b)
dair.

(3.12.7.a) ‘'da, (3.12.7.b), (3.12.5.g9) wve (3.12.58.h)
vyerine koyuldugunda,
E (=) =xf}2 w2 +x™ (3.12.7.¢c)
elde edilir.

(3.1.8.a) ‘da, (3.12.7.c), (3.12.5.i) ve (3.12.4) yerine
koyuldugunda,
R==0
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullan:lgrak,
%x==0
bulunur.

~ TEOREM _3.12.7 Sirekli tipteki bir x r.d, Lojistik

dagilaimina sahip ise, oq ile gisterilen sivriligi,
Xa=4 .2 (3.12.8)
dir. ’

ISFAT: (3.12.5.a) ‘dan, n=fiy+x dir. O halde,
E(x9)=A2E (y?) +4aAE(y=) +ba2 A2 E(y? ) +4aSRE (y) +a*° 3.12.12.a)
dir.

(3.12.5.b) ‘'den r=4 igin,
E(y?)=7n2 /15 (2.12.8.b)
dir. ,

(3.12.58.a) 'da, (3.12.8.b), (3.12.7.b), (5.12.5.9) ve
(3,12.5.h)“yerine:koyuldugunda,
CEM®)=(70%19+3002 32 w2 +15a4) /15 (3.12.8.¢)

. elde edilir.



(3.1.9.8) "da, (3.12.B.c), (3.12.7.c), (3.12.5.i) ve
(3.12.4) yerine koyuldugunda,
Pa=7047°/15
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullamlarak,
Ka=4.2
bulunur.
. JEOREM 3.12.8 Lojistik dagiliminin modu,

n= (3.12.9)
noktasindadir.

I8PAT: (I.12.1.a)‘'daki o.y.f'nun, x‘'e gire tirevini
alip, sifira esitlendiginde, x=a elde edilir. x=o degeri
icin (3.12.1.a) ‘daki o.y.f maksimum degerini alir. 0 halde,

Lojistik dagilamin modu,

n=o
bulunur.
TEOREM 3.12.7 Lojistik dagilimin medyani,
x (3.12.10)
dir.
1SPAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
" u— e, ¢ 1
(1/8)exp (-~ y/C1+exp(—- )l12du=—— dir. Esitligin sol
J " Yy
-0

tarafindaki integralde, ©donce y=§u-a)/ﬁ, daha sonra

u=i+exp(—y) degisken degistirmeler yapilip integral
hesaplandiginda,
¥ - 1
1/C1+enp (-~ ) = dir. Buradan,
' e 2
K=o
bulunur.
JEOREM _3.12.10 Lojistik dagilimin karakteristik
fonksiyonu, SRR o ﬂ ) o
Btra,f)=exp (iat) F(1-ift) M (1+iAt) o (3.12.10)

dir.




A

1SPAT: (1.7.8.a) 'daki esitligi kullanarak, (3.12.3)°'te,
t yerine it alindiginda,
gtrax, M) =expliat)rdd-ifgt)rdl+int)
bulunur.

TEOREM 3.12.11 Lojistik dagilimin r—inci kimilant

fonksiyonu,
r:*1 ve rr bir gift say:r ise, 2@ —22(1)
Ve-={ (F.12.12)
r bir tek sayi1 ise, O
div. (FPatil, Edswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:3)

Burada,
(als d
@er—i (1) =— - {m(a)}l.-; ve @{a)= {logr{a)3
dar da

dis.
$imdi Standart Lojistik dagilimi inceleyelim.
TANIM J.12.2 Siirekli tipteki bir # r.d’'nin o.y.{,

fix)=exnp{—xn)/Li+exp(—x) 12 —o 3 +m (3.12.13.a)
veya
£{)=(1/4)sech2 {(x/2) —@ e (5.12.13.b)

igse ¥ r.d’'ne Standart Lojistik dagilimina sahiptir
denir.

Standart Lojistik dagilimini, 8LG ile gisterecegi=z.

Standart LDjistik dagilim, Lojistik dagilimin o=0 ve (3=1
tzel halidir.

Standart Llojistik dagilim icin hesaplamal ar ve
ispatlar, Lojistik dagiliminda oldugu gibi yapilar.

TEOREM 3.12.12 Standart Lojistik dagilamimin d.f,

1

Fiu)= - 34 o (Z.12.14.3)

1+exp (-x)

veya
i %
Fix)=——7JI1+tanh(—~—) 1 ~@ 3 +m (Z.12.14.b)
2 2

dir.
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TEOREM 3.12.13 Standart Lojistik dagilimin m.c.¥,
M(t)=r<(1-t)r(i+t) (3.12.15)

veya

M{t)=ntcosechnt
dir. (Fatil, Hoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:3)

TEOREM 3.12.14 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart
Lojistik dagilimina sahip ise,

E{x)=0 (3.12.186)
ditr.

TEOREM _3.12.15 Sirekli tipteki bir »x r.d, Standart
lLojistik dagilimina sahip ise,

Var (#)=w2 /3 (3.12.17)

tir.

TEOREM 3.12.16 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart
Lojistik dagilimina sahip ise,

8S{x)=u/J43 (3.12.18)
tdr.

TEOREM =.12.17 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart
Lojistik dagilimina sahip ise, o= ile gbsterilen carpiklig:,

Ko =0) (F.12.19)

dir.

TEOREM 3.12.18 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart
Lojistik dagilimina sahip ise, oa ile gisterilen sivriligi,

Ka=4,2 {(3.12.20)
dir.

TEOREM 3.12.192 Standart Lojistik dagilimimin modu

®=0 (3.12.21)
noktasindadir.

TEOREM 3.12.20 Standart Lojistik dagilimin medyani,

¢] (Z.12.22)

dir.
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Simdi de Log-Lojistik dagilimi inceleyelim.
TANIM 3.12.5 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
exp (xfR) xr—1
Finix,A)= (3.12.23)
Cexp(xA)xr+1]2
® >0 - @ < x £ + o > 0O

ise x r.d'ne Log-Lojistik dagilima sahiptir denir.
Log-Lojistik dagilami, LOLG(x:e,3) veya LOLG, (x,1) ve
ilgili degiskeni, LOLG:x,? ile gisterecegiz. Burada x ve
parametreleri, sirasiyla dagilimin konum‘ ve yayilaim
parametreleridir.
TECREM 2.12.21 lLog-lLojistik dagiliminin d.¥f,

1
Fixix,A)= 3.12.24)
l+exp (—at)x—"*
dir.
ISFAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
® fexp (x)ur—?
Fixzo,fA)= du (3.12.24.8)
j [exp(xA)unr+l1]2
0
dur.

(3.12.24,2) ‘de, y=l+expiaf)u® degisken degistirme
yapilip integral hesaplandiginda,
1

Fixrea,fA)=
l+exp (—xfl)xn—e
bulunur. ‘

TEOREM 3.12.22 Sirekli tipteki bir 2 r.d, Log-Lojistik
dagilima sahip ise, merkez vyada sifir etrafindaki r-inci
momenti ,

B emexp(—ar)r(1—-r/8)r(1+r/}) (3= ) <

e

. 12.28)

dir.
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15FAT: (1.5.1.a) "daki esitligi kullanarak,
by flexp (aft) xn—2

P = nr —ci (3.12.25.a)
j Lexp(xfA)xm+1132
O

dii.

(Z2.12.25.a) 'da, y=l/[1+exp(aflu®] degisken degistirme
vapilip integral hesaplandiginda,
Pemexp(—xr)r{(l-r/A)r{l+r/N)>
bulunur.

TEOREM Z.12.2% Sirekli tipteki bir » r.d, Log-Lojistik
dagilima sahip ise,

E{x)=exp(-x){1-1/0)r{1+1/0) 31 Z.12.26)

dir.
1SFAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x)=p", dir. (3.12.25) 'de  r=l
igin,
Plamexp{-x)r{l-1/8)r{1+1/0)
elde edilir. O halde,
EG)=exp(-)r(1-1/8)r(1+1/03)
bulunur.
TEOREM 3.12.24 Sirekli tipteki bir % r.d, Log-Lojistik
dagirlima sahip ise,
Var () =exp (=20 {r{1-2/0) r{1+2/80) -r2 {1-1/4r2 {(1+1/33 3

ax2 (3.12.27)
dir.

I5FAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x2)=p°'z dir. 3.12.25) 'de r=2
igin,

P ia=enp (=200 {1-2/0) P {1+2/03)
dir. 0O halde,

E{x2)=exp(-20) M {1-2/0) M {1+2/03) (3.12.27.a)
elde edilir.

(Z.1.6.8a) ‘da, (3.12.27.3) ve (3.12.26) yerine
koyul dugunda,

Var (1) =exp (-2} {r{1-2/0) r{1+2/8)-r2 {1-1/0)r2 {(1+1/0) 3

bul unur.



TEOREM S.12.25 Surekli tipteki bir x r.d, Log-Lojistik
dagilima sahip ise,

SS(x)=exp (o) JL{r(1-2/A)r (1+2/0)-F2(1-1/3)Tr2 (1+1/3) }
fA>2 (3.12.28)
dir.

1SFAT: (1.5.6) 'da, (3.12.27) yerine koyuldugunda,
SS(x)=exp(—x)J{r{1-2/R)r (1+2/8)-r2 (1-1/8)rz (1+1/4) 3
bulunur.

TEOREM 3J.12.26 Sirekli tipteki bir » r.d, Log-lLojistik
dagilima sahip ise, ax ile gésterilen garpiklig:,
i
A=

r1=2/0)r1+2/8)-r2 (1-1/0)r2 (1+1/0)
{r(1=-3/70)r (1+3/8)-3r{1-2/0) r (1+2/0)r (1=1/R0)r (1+1/0)
+2r31-1/70)r=(1+1/0) 3 (A>3 (3.12.29)
ISPAT: (1.5.1.a) ‘dan E(xS)=p"'s dir. (3.12.25) 'de  r=3
icin,
P ==exp (-3x)r{1-3/8)r(1+3/04)
dir. O halde,

E(xﬂ)=éxp(—3m)r(1—3/ﬁ)r(1+3/a) (Z.12.29.a)
elde edilir.
(3.1.8.a) ‘da, (3.12.29.a), (Z.12.27.a) ve (3.12.26)

yvyerine koyuldugunda,
Pa=exp (=3x) {r{1-3/8)r (1+3/()
=3Ir1=-2/0) r{14+2/0) T CL~-1/70) PL+1/78) +2r=31-1/0) rS(1+1/03) &
elde edilir. (1.5.7)'deki esitlik kullanilarak,
1

Ax™= -
Fri1=-2/78)r (1+2/3)-r2 ¢{1-1/48)1rz2 (1+1/4)
(r1~-3/0)r(L+3/0) -3r(1-2/8)r(1+2/0)r(1-1/04)1 (1+1/0)
+2r=2(1-1/0)r=(1+1/3) 3
bulunur.




TEOREM 3.12.27 Sirekli tipteki bir x r.d, Log-Lojistik
dagilimina sahip ise, s ile gisterilen sivrilisgi,
1

g™
rl-2/0) P(14+2/0)-r2 (1-1/0) M2 (1+1/703) 32
rl=4/0)r (144/03)-4r(1-3/3)r (143/0 " (1=-1/0) 1 {1+1 /(%)
+6r (1-2/0)F1+2/3) M2 (1-1/0)r2 (1+1/70)
—3re(i-1/4)re(1+1/04>% (3.12.30)
dir.
ISPAT: (1.5.1.a) ‘dan E{x?)=p 4 dir. (3.12.25) ‘'de r=4
igin,
P az=exkp(-4x) {14/ r{1+4/01)
dir. 0O halde,
E(x2®)=exp(-4x)r{1-4/0) T (1+4/(}) (3.12.30.a)
elde edilir.
(3.1.92.a) ‘'da, (3.12.30.a), (3.12.29.a), (3.12.27.a) ve
(3.12.26) yerine koyuldugunda,
Ra=exp (-4} {r{i-4/0)rci+4/08)
=“4r(1-3/8) r1+3/8) r{l-1/708) r1+1/703)
+6 (1-2/8)r {142/ 1r2 (1-1/3)1r2 (1+1/4) -3r2(1-1/403re{1+1/M4) 3>
elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullanilaral:,
1

P
rdi-2/0)r{1+2/80)-r2{1-1/p3r2 {1+1/0) 32
{r{1-4/0r(1+4/0)-4r(1-3/0)r{1+3/00r(1-1/0)r (1+1/0)>
+6M(1=-2/70) M (1+2/8)r2{1-1/70)r2 (1+1/0)
-3r4(1-1/8)re(1+1/3>) >
bulunur.

TEOREM Z.12.28 Log-Lojistik dagiliminin modu,

w=exp(-a) L(A-1)/{(A+1) ]2 > (3.12.31)
noktasindadir.

ISFAT: (3.12.23) ‘deki o.y.f 'nun, » ‘e giére tiurevini alaip,
s1fira esitlendiginde, x=exp(-«)L(3—-1)/(+1)]12/" elde edilir.
w=exp () L(R-1) /7 (A+1)12/n degeri igin (3.12.23) ‘deki o.y.f
~maksimum degerini alair. O hélde, Log-Lojistik dagilimin modu,
w=exp (—x) L (A—1) / (A+1) 21/ ’
bulunur. »



JEOREM 3.12.29 Log-Lojistik dagilimin medyan:,

exp (-x) {(3.12.32)
dir.

ISFAT: (1.3,3) ‘deki esitligi kullanarak,
® fiexp (i) unr—12 1

du= dir. Esitligin sol tarafindaki

I Cexp (x)urr+ll2 2
0
dir.

integralde, y=l+exp(xf)ur—? degicsken degistirme degisken
degistirme yapi1lip integral hesaplandiginda,
1 1 -
= dir. Buradan,
l+exp (—ap)x—e 2
®=exp (-«)

bulunur.

3.12.1 Lojistik Dagilimin Uygulama Alanlara

Lojistik dagilaim, Normal dagilim igin bir wvekil veya
Normal dagilimin vyerine gegebilecek bir dagilim olarak
kullanilir.

Lojistik dagilim, Normal dagilimin dogruluk analizinde
kullanilir. Kitle tolerans dagilimini gédstermek igin Normal
dagilim yerine bir Lojistik dagilim kullamlirsa, dogruluk
analizi yerine yanlislig:r hesaplanir. (Berkson, 1951)

Lojistik dagilim, biyimeyi tanimlamada kullanilair.

3.12.2 Lojistik Dagilimin Parametre Tahminleri

lojistik dagrliman o ve { parametrelerinin tahmin
edicilerini, maksimum likelihood metodunu kullanarak
hesaplayalim.

HagXzsXmyeeeg¥n herbiri o wve @f parametreli Lojistik
dagilima sahip rastgele_bir grneklem olsun.

N;,Xa,%a,- LN ) ’Xn'IErin D-D-y-f,



n Xyg—0

exp(—~ & ——)
i=1 @

FiRayNamgasa g Xni&X,A)=
n
fnn 7 [l+exp(—(xq~x) /)32
i=1
Lo, B)=F(MayX2yessy¥atx,) olsun. O halde,
n  Ma—o
exp(~ I ——)
i=l f
L({x,A)= (3.12.2.1)
n
A g Dltexp (-Oy—x) /() 12
i=1

dir. (3.12.2.1)°in logaritmasini alalaim.
(3.12.2.1) 'in logaritmasi alindiktan sonra sirasiyla, «
ve A gbre tirevi alinip sifira esitlendiginde,

1 n
A= — z N‘ = N (3. 12.2-2)
n i=1
ve
n
I (%y-0)
i=1
A= (3.12.2.3)
A Py
n PR n ¥ X
nfi+20exp(-  ( Yt+exp(-2 £ ( )31
. A A
i=1 7 i=1 1y

bulunur.

Ayrica, « ve (3 parametreleri,; sirasiyla dagilimin konum
ve yayilim parametreleri oldugundan,

1 'n

X = —— I M,
n i=l1

a2

ve



1 n
ﬁ'= J{ —— I (%4-%)23}
n i=1
alinabilir. (Johnson ve Kotz, 1970 s:7)

3.12.3 Diger Dagilaimlarla lligkileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Raoc 1984, s:85-91) ‘de
verilen bagintilar.

1) Standart Lojistik dagilim, o ve A parametreli
Lojistik dagirlimin o=0 ve fi=]1 &Gzel halidir.

2) Biurekli tipteki bir X r.d, o ve (A parametreli
lojistik dagilimina sahip ise, Y=(X-«)/f3, Standart Lojistik
dagilaima sahiptir.

3) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik dagilaima
sahip ise, Y=a+AX, o« ve # parametreli lLojistik dagilimina
sahiptir.

4) Xa ve X= birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri o ve
n parametreli PRirinci Tip Ug Deger dagilaimina sahip ise,
Y=X1~-X=, x=0 ve f# parametreli Lojistik dagilima sahiptir.

5) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik dagilima
sahip ise, Y=[l+exp(-X)J—*, Standart Dirtgensel dagilima
sahiptir.

&) SBirekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima - sahip ise, Y=log{X/(1-X)3, 6Standart Lojistik
dagirlima sahiptir.

7) Siarekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik dagilaima
sahip ise, Y={-loglexp(—-X)/[l4+exp(-X)132’T, s parametreli
Standart Weibull dagilima sahiptir.

8) Sirekli tipteki bir X r.d, 7+ parametreli Standart
Weibull dagilima sahip ise, Y=-loglexp(-XT)/{l-exp(-X*)11,
Standart Lojistik dagilima sahiptir. '

2) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik dagilima
. sahip ise, Y=—loglexp (-X) (1+exp(-X)1, Standart Ustel
dagilimina sahiptir.
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10) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart uUstel dagilima
sahip ise, Y=-loglexp(-X)/(l-exp(-X)1, Standart Lojistik
dagilima sahiptir.

11) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=—log{-loglexp(-X)/{1+exp(-X)13,
Standart Birinci Tip Ug Deger déglllmlna sahiptir.

‘12) X1 ve Xa birbirinden bagimsiz r.d’'ler wve herbiri
Standart Ririnci Tip Uc Deger dagilimina sahip ise, ¥=Xi—X=,
Standart Lojistik dagilima sahiptir.

13 X, ve Xg birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
Standart Ustel dagilima sahip ise, Y=-log(X./Xz), Standart
Lojistik dagilima sahiptir.

14) Sirekli tipteki bir X r.d, GStandart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=AX+x, x ve @ parametreli Lojistik
dagilima sahiptir.

15) Sirekli tipteki bir X r.d, o« ve A parametreli
Lojistik dagilima sahip ise, Y=({X-x)/f, Standart Lojistik
dagilima sahiptir.

16) BSirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=expX/A-x), x wve A parametreli
Log-Lojistik dagrlima sahiptir.

17) Siirekli tipteki bir X r.d, o« wve @/ parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise, Y=0{(logX+x), Standart
Lojistik dagilima sahiptir.

18) Sirekli tipteki bir X r.d, 8Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=A(l+exp(-X))17¥, @ ve k parametreli
Fareto dagilimina sahiptir.

19) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Pareto
dagilimina sahip ise, Y=-logl(X/f)*-11, S8tandart Lojistik
dagilaimina sahiptir.

20) Surekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
Deger dagilimina sahip ise,
¥Y=—loglexp(-exp(-X))/{il-exp(exp(-X))3}1, Standart Lojistik
dagilima sahiptir. 4

21)  Siurekli tipteki bir X r.d, GStandart Lojistik
dagrlaima sahip ise, Y=-X, Standart Lojistik dagilima-

sahiptir.



22) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=(l+exp(-X))—2ispP, parametreli
Standart Kuvvet fonksiyon dagilimina sahiptir.

23) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Kuvvet fonksiyon
dagirlima sahip ise, Y=-log{(X—"-1), S8tandart Lojistik
dagilima sahiptir.

24) Siurekli tipteki bir X r.d, o wve {3 parametreli
Log~-Loijistik dagilima sahip ise, Y= {logX+x), Standart
lLojistik dagilima sahiptir.

25 Sirekli tipteki bir X r.d, B8tandart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=exp(X/fAi-a), o ve 1 parametreli
Log-Lojistik dagilima sahiptir.

26) Sirekli tipteki bir X r.d, = ve (3 parametreli
lLog-Lojistik dagilima sahip ise, Y=ALl+exp{xfA)X"li sk, 1 ve k
parametreli Fareto dagilimina sahiptir.

27) Sirekli tipteki bir X r.d, % ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=lexp(-axf) (X/A)¥-131/(3, ve i)
Log-Lojistik dagilimina sahiptir.

28) Siarekli tipteki bir X r.d, o ve (3 parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise,
Y=L {1+exp (x3) X®) /{exp (xA) X)) J1rk, t) ve k
parametreli Fareto dagilimina sahiptir.

29) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=exp(-o)L(X/A)k-1]2/7%, o ve
 parametreli Log-Lojistik dagilimina sahiptir.

30) Sirekli tipteki bir X r.d, o wve A parametreli
Log-lLojistik dagilima sahip ise, Y=[lexp(af)X?+13—2, Standart
Dértgensel dagilima sahiptir.

31) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dortgensel
dagilaima sahip ise, Y=exp(—«x)(1/X-1)2/", x ve (3 parametreli
Log-Lojistik dagilima sahiptir.

32) Surekli tipteki bir X r.d, o ve 3 parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise,
Y=Lexp (afi) X*+13—27P, p parametreli Standart Kuvvet

fonksiyon dagilimina sahiptir.
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33) Bilrekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagirlaimina sahip ise,
Y=exp(—x)[X—P-1]12/n, x ve ) parametreli
Log-Lojistik dagilima sahiptir.

34) Siuarekli tipteki bir X r.d, o« ve # parametreli
Log~Lojistik dagilima sahip ise, Y=loglexp(xfi)X®*+1]3, Standart
Ustel dagilimina sahiptir.

38) Siarekli tipteki bir X r.d, Standart uUstel dagilima
sahip ise, Y=exp (-x) (expX—-1)1r-7, | ve (# parametreli
Log-Lojistik dagilima sahiptir.

36) Sirekli tipteki bir X r.dy, o ve { parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise, Y=-logllog(exp{(x?)X™+1)1,
Birinci Tip Standart Uc deger dagilimina sahiptir.

37) 8Birekli tipteki bir X r.d, RBirinci Tip Standart Ug
deger dagilimina sahip ise, Y=exp(-X)lexpl{exp(-X)-11*/7, o ve
A parametreli Log-Lojistik dagilima sahiptir.

38) Sarekli tipteki bir X r.d, o= ve { parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise, Y=[llog{(exp(xA)X?+1)J2- v, ~
parametreli Standart Weibull dagilimina sahiptir.

39) Surekli tipteki bir X r.d, 1+ parametreli Standart
Weibull dagilima sahip ise, Y= exp(—x)lexp(XT)-112/7, x ve
parametreli Log-Lojistik dagilima sahiptir.

Sekil 39. Standart Lojistik Dagilamin o.y.f nun
grafigi.
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Sekil 40. Lojistik Dagilimin x=0 ve @A=0.5
parametre degerleri icgin o.y.f nun grafikleri.
Sekil 41. Loglojistik Dagilimin o=0 ve

parametre degerleri igin o.y.f 'nun grafikleri.
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3.13 Laplace Dagilim

TANIM 3.13.1 Siwrekli tipteki bir # r.d'nin o.y. ¥,

1 |x—u|

Fixso,fA)= exp (- ) (Z.13. 1)
20 i

—o < X ¢ 4w - o < x < 4+ o f >0

ise % r.d'ne x ve f parametreli Laplace dagilimina
sahiptir denir.

Laplace dagilimimi, L{xix,R) wveya L, {(x,A) wve ilgili
degishkeni, Lrx,fd ile gisterecegiz. Burada % ve fi
parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve vayilaim
parametreleridir.

Laplace dagilimina, Laplace'min BRBirinci kurali, €ift
Ustel, Foisson'un Birinci hata kural:i da denir

(3.13.1) 'de, =0 ve (=1 alindiginda, Laplace dagiliminin
standart gekli elde edilir.

TANIM J3.13.2 Siirekli teki bir % r.d'nin o.y.f,

1

F ()= exp (— le) (F.13.2)
]
a“

- < ¥ 4 4@ - @ % x % + o 6 » 0

ise % r.d'nme Standart Laplace dagilimina sahiptir denir.

TEOREM 3.13.1 Laplace dagiliminan d.f,

1 [ S
—up (-~ ) PR
2 [t
Fixsa,p)={ (F.13.3)
1 W=
1 - —— eupi- ) %o o
2 [

divr.
18FAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
w 1 |u—u|

F(::a,ﬂ)=j )du ‘ (3.13.3.a)

Hp{—
20 fs

-0

dur.
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(3.13.3.a) ‘'daki integrali, iki kisimda ele alacagiz.

1- u ¢ « oldugunda,

b 1 u—ix

I;=I exp (- ydu olsun. Esitligin sag tarafindaki
20 r <

integralde, y=(u—x)/% degisken degistirme yapilip, integral
hesaplandiginda,

1 M-
)

exp (-

I:,"—'

k3

3
elde edilir.

2- u ¢ o oldugunda,

1 » 1 u—
o= —aup (- Jdu olsun. Esitligin sag tarafindaki
2 I 20 (3
x

integralde, y=(u-«)/ degisken degistirme vyapilip, integral

hesaplandiginda,

1 H—X
Ie=1 - —— enp(- )
2 f
elde edilir. 0O halde,
1 X=X
— exp (- ) ¥4 X
2 0t
F{xro,3)={
i M-
1 = — eup(- ) RN |
2 A

bulunur.
TEOREM 3.13.2 Laplace dagiliminmin m.g.f,

1
Mit:ox,f)=exp(at) ——— |[t] < 1/8 3.13.4)
1-A2t2

dir.



=58
ISFAT: (1.7.7.a) 'daki esitligi kullanarak,
1 Pl | 1 4o H—
M{tsax,fl)=——fexp(t)exp (- —)du+—-fexp (tx)exp (~ ) dx
20 t 20 f 3
- X (3.13.4.a)
dir.
x 1 PRl |

I,=f———exp (tu)exp{~ Jd® olsun. Esitligin sag tarafindaki
|2 .
-@m
integralde, 6nce y=(x-x)/f}, daha sonra u=(ft+l)y degishken
degigtirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,
1 exp (xt)
.= (Z.15.4.b)
2 fit+1

elde edilir.

+o 1 P eds §

Iz=f —expi{txl)exp (- Jdx olsun. Egitligin sag tarafindaki
| A
X
integralde, 6nce y=(x-x)/f, daha sonra us{(l-atly degisken
degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,

1 exp(at)

(3.13.4.c)
2 1-4t
elde edilir.
3.13.4.a) ‘da, (3.1%.4.b) ve (3.13.4.¢) verine
koyuldugunda,

M(t:ox,)=exp(at) — ltl < 1/¢
1-p2t2

bulunur.



TEOREM =.13%.3 Sirekli tipteki bir = r.d, Laplace

dagilimina sahip ise, o etrafindaki r-inci momenti,

r gift ise, A"r!
pe=1{ (3.1%.5)

r tek ise, O

dir.
ISFAT: (1.5.3) ‘'deki esitligi kullanarak,
1 ®—X 1 +o ¥ =
P s {—x) Texp (- Ydu+ (i—a)Texpl(- —)dn (3.13.5.a)
20 I i 20 j :
-@ x
dir.
x 1 -l
I,= {(x—a)rexp (~ Jdx olsun. Egitligin sag tarafindaki
j 20 3
-

integralde, ©&nce y=(x-a)/i, daha sonra u=-y degisken
degistirmeler yapilip, integral hesaplandiginda,
1

I,= A (-1)r r! (3.13.5.b)

o)
£

elde edilir.

+o 1 M-

Iz=f —(x—x)"exp(- —)dx olsun. Esitligin sag tarafindaki
y 20 :
x

integralde, y={x-a)/A degisken degistirme vapilap,
integral hesaplandiginda,
1
Io= — (" ! (3.13.8.¢c)
2
elde edilir.
(3.13.5.a) ‘da, (3.13.5.b), (3.13.5.¢c) yerine

koyuldugunda,



r cift ise, A r!

r tek ise, O
bulunur.
TEOREM =S.13.4 Surekli tipteki bir
dagilimina sahip ise,
E{x)=x

dir.
ISPFAT: (1.5.23) 'den p ' 1=E(x-o) dar.
E{x)=p " 3+x
dir. (3.13.5) ‘de r=1 igin,
pa=0

elde edilir.
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¥ r.d, Laplace

(3.13.8)

(3.13.6.a)

(3. 13.6.b)

(3.13.6.a8) "da, (J.13.6.b) yerine koyuldugunda,

E()=xx

bulunur.

TEGREM 2.13.5 8irekli tipteki bir

dagilimina sahip ise,

Var (x) =212
dir.

I1SFAT: (1.5.3)'den p ' ==E[l{x—x)2]3 dir.
E(x2)=p  a+2aE (3 ) —x2
dir, (3.13.5) ‘de r=2 igin,
P ==202
elde edilir.

(3.13.7.a) ‘da, J.13.7.b) ve
koyuldugunda,
Ex2)=2012 +x2
elde edilir.

(3.1.6.2) ‘da, (3.13.7.c) ve
koyuldugunda,
Var () =202
bul unur .

TEOREM Z.13.6 Sirekli tipteki bir
dagilimina sahip ise,

SS(x)=J20

dir.

# r.d, Laplace

(3.13.7)

(3.13.7.a)

(Z3.13.7.b)

(3.13.6) verine

F.13.7.c)

Z.13.6) yerine
¥ r.d, Laplace

(F.135.8)



I1SPAT: (1.5.6) 'da, (3.13.7) yerine koyuldugunda,
8§S(x)=J20
bulunur.

TECOREM Se13.7 Sirekli tipteki bir x r.d, Laplace

dagilimina sahip ise, o= ile gisterilen garpiklig:,

Xm=0 (3.13.9)
dir.

ISPAT: (1.5.3) ‘den p 'm=EL{(x—-ax)>] dir.
E(x=)=p "m+3xE (%2 ) =Sx2 E () +xF (3.13.9.a)
dir. (3.1%.5) ‘'de r=3 igin,
B ==0 (3.13.92.b)

elde edilir.

(3.13.9.a) "da, (3.13.92.b), (3.13.7.c) ve (3.13.6) yerine
koyuldugunda,
E{x™) =baf +a™ (3.13.9.c)
elde edilir.

(3.1.8.a) ‘day, (3.13.9.c), (3.13.7.¢c) ve (3.13.5) yerine
koyul dugunda,
pz=0
elde edilir. (1.7.95) ‘deki esitlik kullanmilarak,
Ko =0
bulunur.

TEOREM 3.15.8 Sirekli tipteki bir » r.d, Laplace

dagilimina sahip ise, xg ile gisterilen siviriligi,

Ka=b (3.13.10)
dir.

ISFAT: (1.5.3) ‘den p 'a=EL{(x—x)<2] dir.
E(x9%)=p "g+4aE (%) —6x2E (12 ) +4aE (X ) +a® (Z.13.10.a)
dir. (3.13.5) 'de r=4 igin,
B a=0 (3.13.10.b)

elde edilir.

(3.13.9.a) ‘'da, (3.13.92.b), (3.13.7.c) ve (3.13.6) yerine
koyul dugunda,
CE{n9) =602 +u> (3.13,10.c)
elde edilir.
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(Z.1.9.a) 'da, (Z.13.10.c), (3.13.%.c) . (3.13.7.c) wve
{(3.173.86) yerine koyuldugunda,
pa=24n"
elde edilir. {(1.5.8) ‘deki egsitlik kullanilarak,
Xa=b
bulunuek.

TEOREM 2.13.9 Laplace dagiliminin modu,

M= (F.13.11)
noktasindadir.

ISPAT: {3.13.1) '"deki o.y.f nun,

1- % & = oldugunda x'e gdre tirevini alip, sifira

esitlendiginde, #=% elde edilir.

2- & o oldugunda x’'e gire tirevini alip, sifira
esitlendiginde, x=x elde edilir.

w=x degeri icin (3.13.1) 'deki o.y.f maksimum degerini
alir. 0 halde, Laplace dagiliminin modu,
M=
bulunur.

TEOREM 3. 13.10 Laplace dagilimin medyanl,

0] (3.13.12)
dir.
ISFAT: {1.3.3) "deki egitligi kullanarak,
¥ 1 |u—u| i
®p{— Ydu= dir. Egitligin sol tarafindaki
el 1]
integral, # < x v ¥ & x oldugu durumlarda ayri ayiri

-r

hesaplandiginda, bher iki darum iginde, (1.3.3) ‘deki ssitligi
saglayan deger olarak,

M=

bulunur.

TEOREM Se13.113 Laplace dagilimimin karakteristik

fonksiyonu,

Bitim, M =exp (ixt) ——— e} = 174 (F.13.13)
i+r2te

dir.
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1SPAT: (1.7.8.a) ‘daki esitligi kullanarak, (3.13.4) ‘de
t yerine it alinirsa,
1
Bltro,M)=explixt) —eur ltl < 170
1402 ¢2
bulunur.
TEOREM 3,13.12 Laplace dagrliminin kimidlant fonksiyonu,
El(tsx,A)=ixt-log(1+32t2) (3.13.14)
dir.
18FAT: (1.7.%) ‘daki esitligi kullanarak, (Z.13.13) d4n
logaritmasi alindiginda,
E(tra,A)=iat-log(l+A2t2)
bulunur.
Simdi (F.13.2) 'deki Standart Laplace dagilimys ele
alalim.
Standart Laplace dagilimini 8L ile gisterecegi=z.
Standart Laplace dagilimi igin hesaplamalar ve ispatlar,
Laplace dagiliminda oldugu gibi yapilar.
TEDREM I.13.13 Standart Laplace dagiliminin d.f,

1
—_— exp (- %) ¥ <0
- X
Fiy={ (3.13.15)
1
1 - — eup(~ ) ® 20

dir.
TEOREM J.13%.14 Standart Laplace dagiliminin m.G.f,
1
Mit)= —— ltl <1 (3.13.16)
1-t2

dir.



" TEOREM _I.13.15 Stirekli’ tipteki bir x r.d, Laplace
dagilimina sahip ise, x etrafindaki r—-inci momenti,
r gift ise, r! .
R == (3.13.17)
r tek ise, O
dir.
JEOREM 3.13.16 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart
Laplace da§111m1na sahip ise,
E{x)=0 {Z.13.18)
dir.
TEOREM 3.13.17 Sirekli tipteki bir % r.d, BStandart
Laplace dagilimina sabhip ise,
Vair (x)=2 (Z.13.19)
dir.
TEOREM 3.1%.18 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart
Laplace dagilimina sahip ise,
88 (xn)=J2 (Z. 13, 20)

dir.

TEOREM 3.13.19 Sirekli tipteki bir = r.d, Standart
Laplace dagilimina sahip ise, ws ile gidsterilen garpikliga,

xz=0 " (3.13.21)
dir.

JTEOREM J.1Z%.20 Siwrekli tipteki bir %« r.d, Standart
Laplace dagilimina sahip ise, xgs ile gésterilen sivriligi,

Xa=b (F.13.22)

dir.

JTEOREM 35.13.21 Standart Laplace dagiliminin modu,

w=0 (3.13.23)
noktasindadir.

TEOREM 3.13.22 Standart Laplace dagilimin medyani,

o (3.13.24)
dir.



TEOGREM "3.1§L2§ Standart Laplace dagiliminan
karakteristik fonksiyonu,
1
gt)= —— ltl <1 {(3.13.25)
1+t2
diyr.
TEOREM 3.1%.24 Standart Laplace dagiliminin kimilant
fonksivyonu,
Eit)=-log{1+t2) (. 13.26)
dir.

3.13.1 Laplace Dagiliminin Uygulama Alanlari:
Laplace dagilim:, 1774 vyilinda Laplace tarafindan
bulundu. Laplace, birbirinden bagimsiz dagilmis rastgele

degiskenlerin, tek sayidaki gdzlenen dedgerlerinin medyanina

konum parametiresini egsitleyerek dagilimin sekli idigin
likelihood fonksiyonunu maksimize etti. Ayrica Laplace,
medyani aritmetik ortalama ile degisgtirerek likelihood

fonksiyonunu maksimize eden deger olarak aldir ve buna

karsilik gelen dagilimin Normal dagilim oldugunu buldu.
Normal dagilimla, Laplace dagilim: arasindaki farklardan

bir tanesi, Laplace dagiliminin keskin .bir tepeye sahip

olmasidir.

3.13.2 Laplace Dagiliminin Parametre Tahminleri
HagHmaHmansa gk herbiri o ve A parametreli Laplace
dagilima sahip rastgele bir orneklem olsun.

HaisH2a¥mxennng¥n lerin o.o.y.+,

1 n
L{xy,A)= —nln{(2) - ——— £ |x‘—a| (3.13.2.1)
fn i=1
dir.
(3.13.2.1) ‘'deki fonksiyona ayn: zamanda likelihood

fonksiyonu da denir.
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Eger n tek ise, ‘Q, HasXMmeHmsenes¥a lerin tek olarak
tanimlanan medyanina esittir. Bu sonucg (Keynes, 1911)  ‘de
elde edilmistir.

Eger n cift ise, &, Hashmalmsense g% arrasindaki
degerlerden (1/2)n-inci ve (1/2)n+l-inci degerler arasindaki
en biiylk degerdir. Bu iki degerin aritmetik ortalamasa,
x‘nin yansiz bir tahmin edicisidir.

A'nin maksimum likelihood tahmin edicisi,

1 n
ﬁ=‘ L |x149|

n i=1

dir. (Johnson ve kKotz, 19270 s5:26)

3.13.3 Diger Dagilimlarla lliskileri

(Fatil, FEoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:80-81) ‘de
verilen bagintilar.

1) Standart Laplace dagilimi, o ve (A parametreli Laplace
dagiliminin, x=0 ve (=1 dzel halidir.

2) Siarekli tipteki bir X r.d, o ve 3 parametreli Laplace
dagilimina sahip ise, Y=|X—al, t parametreli Ustel dagilima
sahiptir.

3) Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
parametireli idstel dagilimina sahip ise, Y=X1-Xz, x=0 ve {}
parametreli Laplace dagilima sahiptir.

4) Sirekli tipteki bir X r.d, = ve A parametreli Laplace
dagilimina sahip ise, Y=|(X—a)/ﬁ,, Standart iUstel dagilima
sahiptir.

3) Xa ve X= birbirinden bagimsiz r.d'ler ve herbiri o=0
ve ( parametreli Laplace dagilimina sahip ise, Y=|X;/X2|,
vi=2 ve ve=2Z parametreli F—dagilima sahiptir.

6) XaysXz3Xzx ve Xa birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve
herbiri =0 Standart Normal dagilima sahip ise,; Y=XiXa—X=2X=,
x=0 ve =1 parametreli Laplace dagilimina sahiptir.

7) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Laplace dagilima
sahip ise, Y='X|, Standart Ustel dagilima sahiptir.



8)
Standart
dagilima

N
Standart
Standart

1)
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X, ve Xz -birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri.
Ustel dagilima sahip ise, Y=X,—-X=z, Standart Laplace
sahiptir.

Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’ler ve herbiri
Dértgensel dagilima sahip ise, ¥=log{X1/X=2),
Laplace dagilima sahiptir.

Xa ve X= birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri p

parametreli Standart Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise,

=plog(X./X=), Standart Laplace dagilima sahiptir.
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.14 Beta Dagilimi

Beta dagilaimini, Ririnci Tip yada Dort parametreli Beta
dagilimi, Standart Beta dagilaimi olarak ele alacagiz.

TANIM S.14.1 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.¥f,

1 (x—a)P~1(b-x)a—2
fi{xta,b,p,q)= (3.14.1)
EB(p,q) (b—a)rP+=—2
a<xn b p >0 g > 0

ise » r.d’'ne Birinci Tip Reta dagilima sahiptir denir.

Dért parametreli Beta dagilimini, B(x:a,b,p,q) veya
B, (a,b,p,g) ve ilgili degiskeni, B:a,b,p,q ile gisterecegiz.
Burada a, b parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve
yayilaim, P ve q parametreleri dagilimin sekil
parametreleridir.

{(3.14,1) ‘de a=0 ve b=1 alinirsa, Standart Beta dagilim
elde edilir.

Biz Standart Beta dagilaiminin tzelliklerini
inceleyecegiz.

(3.14.1) "deki o.y.f 'na y=(x-a)/(b-a) doniigimil
uygulandiginda da Standart Beta dagilimi elde edilir.

TAONIM 3.14.2 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

1
fixip,q)=—— uP"2{l-n)a"2 (3.14.2)
B(p,q)

O < n <1 p > 0 q » O
ise % r.d’'ne Standart Beta dagilima sahiptir denir.

Standartvﬁeta dagiliminiy, 8BSR{x:p,q) wveya 6S5HB,{(p,q) ve
ilgili degiskeni, SB:p,q ile gisterecegiz. Standart BReta
dagiliminin p ve q parametreleri dagilimin gekil
parametreleridir. ’

JEOREM _3.14.1 Standart Beta dagiliminin d.f,

® 1
Fixip,q)= j — P2 (1 ~u) s 2du (3.14.3)

B(p,q)

0
dir. a
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I1SPAT: (1.1.5)'deki egitligi kullanarak,
] 1 ’
Fixip,q)= e {P 2 (] ) G 2 (3.14.3.2)
j Bi(p,q)
Q
dur.
J.14.3.a) ‘da,
1 ¥
I.{(pygl= —— uP— (1-u)a—1duy {(3.14.3.b)
B(p,q) I
Q
veya
¥
B, (p,q)= ]‘up-iu-u)rldu 3.14.3.¢c)
o)

seklinde tanimlanmis fonksiyona, tamamlanmamis (incomplete)
EBeta fonksiyonu denir.

Tamaml anmami s Reta fonksiyonu igin tablolar
olusturulmustur.

TEOREM 3.14.2 Strekli tipteki bir # r.d, Standart BHeta
dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki r-inci

momenti,
r{p+r)r{p+q)
P = (3.14.4)
r(p+q+r)rip)

dir.
1SFAT: (1.5.1.a) ‘daki egitligi kullanarak,
1

P j HPrroi({-n)aT2 du

Q
dir.
1 Bi(p+r,q) r(p+rir{p+q)
®yP+rr—=i (j-x)a—2 gu= = dir. 0O halde,
j Bi{p,q) P{p+g+r) i (p) .

4]
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r(p+r)r(p+q)

r{p+g+rir{p)
bulunur.
TEOREM 3.14.3 Siurekli tipteki bir » r.d, Standart Eeta

dagilimina sahip ise,

=}
E(x)= 3.14.5)
P+q
dir.
ISFAT: (1.5.1.a) ‘dan E)=p°'; dir. 3.14.4) ‘de r=1
igin,
ful
pa=
P+q
dir. 0O halde,
P
E(x)=
p+q

bulunur.
TEOREM 3.14.4 Sirekli tipteki bir x r.d, 8Standart Reta

dagilimina sahip ise,

Pq
Var (x)= (Z.14.6)
(p+g)2 (p+g+1)

dir.

1SFAT: (1.5.1.a) ‘dan E{x2)=p’'m dir. (3.14.4) de =2
icin,

pi{p+l)

p2=

(p+q) (p+q+1)
dir. 0 halde,
p(p+1)
E(x2)= (F.14.6.2)
(p+q) (p+q+1)
elde edilir. ol
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(F.1.6.a) 'da, (3.14.6.a) ve (3.14.5) yerine
koyuldugunda,
P9
Var ()=

(p+q)2 (p+q+l)
bulunur.
TEOREM 3.14.5 Sirekli tipteki bir ¥ r.d, Standart Beta

dagilimina sahip ise,

J{pg)
88(x)= (3.14.7)
(p+g) J(p+g+1)
dir.
I1SFAT: {(1.5.8) ‘'da, (3.14.6) vyerine koyuldugunda,
J(pg)
85(x) =
(p+q) J(p+g+l1)

bul unur.
TEOREM T.14.6 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart BReta

dagilimina sahip ise, o= ile gésterilen garpiklig:,

2(g—p) 1 1. 1
Rm= JL + + 3 (3.14.8)
p+q+2 q P Pq
dir.
ISFAT: (1.5.1.a)'dan E(x®)=p's dir. (3.14.4) ‘de r=3
igin,
P (p+l) (p+2)
p==

(p+q) (p+g+1) (p+q+2)
dir. O halde,
pi{p+1) (p+2)
E(x=)= (3.14.8.a)
(p+q) (p+g+1) (p+q+2)
elde edilir.
(3.1.8.a) ‘da, (3.14.8.a), (3.14.6.a) ve (3.14.5) vyerine

koyul dugunda,
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2pg(q-p)

Pa=
(p+q) = (p+q+1) (p+g+2)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki egitlik kullanilarak,

2(g-p) 1 1 1
Ol = J{ + + ¥
p+q+2 q9 P Pq
bulunur.

JEOREM Z.14.7 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart Beta
dagilimina sahip ise, g ile gisterilen sivriligi,
3(2p2 +p2 q-Zpq+pq2 +2q2 ) (p+q+1)
Kg= (3.14.9)
(p+q+2) (p+g+3) pg

dir.
ISFAT: (1.5.1.a) 'dan E{x®)=p"'4 dir. (3.14.4) ‘'de r=4
igin,
pi{p+1) (p+2) (p+3)

(p+q) (p+g+1) (p+q+2) (p+q+3)
dir. 0O halde,
pip+1) {p+2) {(p+3)
E{x®)= {3.14.9.a)
{(p+qg) (p+g+1) (p+g+2) (p+q+3)

elde edilir.

(3.1.9.a) ‘da, (3.14.9.a), (3.14.8.a), (2.14.6.&8) ve
(3.14.5) yerine koyuldugunda,

Zp (2p2q+p2 g2 —2pq? +pq™+2q7)

Pa=
{p+g) 9 (p+g+l) {(p+q+2) (p+g+3)

elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,
3(2p2+p2q-2pq+pq2 +2q2) (p+q+l)

» P
(p+q+2) (p+q+3)pq
bulunur.
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TEOREM 3.14.8 Standart Beta dagiliminin modu ,
p-1

4 = e (3.14.10)
p+q-2

-

noktasindadair.

ISFAT: (3.14.2) 'deki o.y.f'nun, ‘e gire tirevini alip,

p-1 p-1
sifira esitlendiginde, »x=——— bulunuwr. xN=——— degeri
p+q-2 p+q-2
igin (3.14.2) 'deki o.y.f maksimum degerini alir. 0 halde,
Standart Beta dagiliminin modu,
p—1

0
S

>
il

p+q-2
bulunur.

J.14.1 Beta Dagiliminin Uygulama Alanlara

(3.14.2) ‘deki Standart Beta dagiliminin o.y.f ele
alalaim. p ve q parametreleri dagilamin sekil
parametreleridir.

p-1

1) p>»1ve g % 1 oldugunda, dagilimin x=

p+q-2
noktasinda tek bir tepesi vardir.

2) p< 1 ve g« 1 oldugunda, dagirlam U sekillidir.

X p<1lveqg 2 1 oldugunda, dagilim ters J sekillidir.

4) b 2 1 ve g < 1 oldugunda, dagrlim J sekillidir.

5) p=q oldugunda, dagilim simetriktir.

Beta dagilim: cok sekilli olmasindan dolayir, degerleri
belirli bir aralikta bulunan fiziksel degiskenlerin
gosteriminde kullanilair. ornegin, bir tretim anindaki
kusurlu birimlerin ginldk orani gibi. (Hahn ve SBhapiro, 19&7
s:94)

Beta dagilami si1k sik tanimlanmig bir isi vyapacak bir
uzay aracinin basarisinin olasiligin: tanmamlamak igin ERayes
analizinde kullanilar.
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(3.14.2) ‘deki Standart Beta dagiliminin d.f’'nu, v ve @

parametreleri cinsinden ifade edelim.

8 ® £ 0
Finsr,@)={ (Z.14.1.1)
rFiy,@) x
uP—2(l-u)s~tdu x z Q
rir)r @ I
0
dir.
*+ ve @ parametreli, (3.14.3.c) ‘deki tamamlanmamig Eeta
fonksiyonunun degerleri (FPearson, 1948) ‘de

tablolagtirilmistir. Bu tablolari kullanmak igin:

1) » 2 @ oldugunda, p=r ve g=@ alinir ve tablodan
B,i{p,q)=Fixer,d) degerine bakilir.

2) v < @ oldugunda, p=#, g=rv ve x’'=1-% alinéir. Sonra
tablodan B*  (p,q) degeri bulunwr. Istenen birikimli olasilik
Fixza,@)=1-B>"(p,q) dur.

Beta dagiliminin bir uygulamasini ele alalim.

BRNEK, 3.14.1.1 n bagimsiz rastgele gbzlemin, herhangi

bir o0.y.f'na sahip y oclayindan alindigini varsayalim. Sonug
degerleri buyilikliklerine gdre sirayalaim. Ye VvV Yr—m+1
sirasiyla r—inci en kigiuk ve s—-inci en biyilk gézlem olsun.
Y V& Ym—w+1 arasindaki orjinal kitlenin # orani, v=n-r-s+l
ve @=r+s parametreli BReta dagilimina sahiptir. (Hahn ve
Shapiro, 1967 s:194)
o.y.f ise,
rin+l)
fixin—r—~s+l,ri+s)= $OATrTE (] -y ) rreel (3.14.2.2)

rin-r-s+l)rir+s)

0 & x 21
dir.

Bir radyo alicis:, degisik voltajdaki sinyalleri almasi
igin dizenlenmisgtir. 50 bagimsiz sinyal, herbiri yeni bir
kaynaktan olmak dzere rastgele alinmstair, trnekleme
vapilmistir. Daha sonra alici, bu drneklemdeki en disik ve

en yisek drneklem degerleri arasindaki sinyalleri almasi igin
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yeniden duzenlénmistir, ayarlanmistir. Buna gére,
diizenlemeden sonra verilen bir kaynaktan sinyallerin blyik
bir sayisinmin en az yizde doksanbesini alma clasiligim
hesaplayalam.

Yukaridaki aciklamaya gére, v=50-1-1+1=49 ve @=1+1=2 dir
o halde, Frob[X»>0.951=1~-F (0.95:49,2) dir. . v=49:@=2
oldugundan Bo.es(49,2)=F(0.95:49,2)=0.279 dur. Sonuc olarak,
Frob[X>0.951=1-0,279=0,.721 bulunur.

X.14.2 Beta Dagilaiminin Farametre Tahminleri

(3.14.2) "deki Standart Beta dagiliminan P ve q
parametrelerinin tahmin edicilerini, momentleri karsilastirma
metodunu kullanaralk hesaplayalaim.

HaigHzsHmgess9¥n herbiri p ve q parametreli Standart Beta
dagirlima sahip rastgele bir 6rneklem olsun.

Standart Reta dagilimin ortalamasi ve varyansi sirasiyla
(3.14.5), ve (3.14.6) gibidir. Bunlar: sirasiyla, (1.6.2) ve
(1.6.3) ‘'deki orneklem ortalamasi ve varyansi olan, m,=x ve

m==82 'ye esitledigimizde,

aqma
p=
1-m,
(1-my)
= ——————I[ma{l—-m;y)—-m=1]
Mz

dir. Buradan,

(=13
A
p=
1-%
(1-3)
4= —— [¥(1-3)-821
g2

bulunur.
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3.14.3 Diger Dagilimlarla tlisgkileri

(Patil, PBoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:12-15) 'de
verilen bagintilar.

1) p ve q parametreli Standart Beta dagilimr, a,b,p ve g
parametreli Beta dagiliminin a=0 ve b=1 dzel halidir.

2) A wve p parametreli Kuvvet fonksiyon dagilimi, a,b,p
ve g parametreli Beta dagiliminin, a=0, b= ve g=1 ©odzel
halidir.

F) p parametreli Standart FKuvvet fonksiyon dagilimi,
a,b,p ve g parametreli Beta dagiliminin, a=0, b=1 ve gq=1 dzel
halidir.,

4) Arc-Sine dagilim, a,b,p ve q parametreli Beta
dagiliminin, a=0, b=1 ve p=q=1/2 dzel halidir.

3) x ve 4 parametreli Dirtgensel dagilim, a,b,p ve q
parametreli Beta dagilimimin, a=x, b=~ ve p=q=1 dzel halidir.

&) Standart Diértgensel dagilim, a,b,p ve q parametreli
Beta dagiliminin a=0, b=1 ve p=q=1 dzel halidir.

7) Sirekli tipteki bir X r.d, a,b,p ve q parametreli
Beta dagilima sahip ise, Y=(X-a)/(b-a), p ve q parametreli
Standart Beta dagilimina sahiptir.

8) p parametreli Standart Kuvvet fonksiyon dagilimi, p
ve q parametreli Standart Beta dagiliminain g=1 dzel halidir.

9) Standart Dirtgensel dagilim, p ve q parametreli
Standart Beta dagiliminin p=qg=1 dzel halidir.

10) Arc—-Sine dagilaimi, p ve q parametreli Standart EBeta
dagirliminin, p=q=1/2 Gzel halidir.

14 p - @, q -» @® wve p/fg=sabit oldugunda,
Standartlastirilmis Heta dagilimi, Standart Normal dagilaima
vakinsar.

12) X2 ve Xz birbirinden bagimsiz r.d ‘ler ve herbiri
sirasiyla, ka ve k= parametreli Standart Bamma dagilimina

Xa
sahip iseler, Y=——————- , ki ve ka parametreli Standart Beta
X1+Xa

dagilimina sahiptir.
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"13) Siirekli tipteki bir X r.d, vi ve va parametreli
vaiX
F-dagilimina sahip ise, Y= — —— , p=v1/2 ve g=va/Z
vatvaiX

parametreli Standart Beta dagilimina sahiptir.

14) X, wve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
sirasiyla ayri ayri, psgas ve p+gi,q= parametreli Standart
Beta dagilimina sahip iseler, Y=Xi1X=, p ve gitqg= parametreli

Standart Beta dagilimina sahiptir.
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3.15 Kuvvet Fonksiyon Dagilima

Kuvvet Fonksiyon dagilimini, Kuvvet fonksiyon dagilimi
ve SBtandart Kuvvet Fonksiyon dagilimi olarak ele alacagiz.
TANIM S.15.1 Sidrekli tipteki bir % r.d'nin o.y.¥f,
P
fi{x:ft,pl= ———— nuP—1 {(3.15.1)
e
Q5o L@ ¢t ¥ 0 p » 0
ise ¥ r.d'ne EKuvvet Fonksiyon dagilima sahiptir denir.

Fuvvet Fonksiyon dagilamini, POF(x:d,p) veya FOF, {(i,p)
ve ilgili degiskeni, FOF:fi,p ile gosterecegiz. Kuvvet
Fonksiyon dagirlimimnan i ve p parametreleri, sirasiyla
dagilaimin yayilim ve gsekil parametreleridir.

-

TEOREM 3.15.1 Kuvvet Fonksiyon dagirlaiminin d.f,

b

Faeeiyapl= = (3.15.2)
ﬂ
dir.
ISFAT: (1.1.5) ‘deki egsitligi kullanarak,
% P
uP—1dgu

ﬂ,ﬂ

Fisspt,pl= ( e
()
bulunur.
TEOREM 3.15.2 Sirekli tipteki bir u r.d, FEuvvet

Fonksiyon dagilimina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki

r-inci momenti,

i p
P = (3.15.3)
p+r

dir.
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ISPAT: (1.5.1.a)°'daki esitligi kullanarak,
) p P [t

R nr ®uP~L du = ®eer—igy
(- - |

0 0
yvukaridaki integral hesapland:iginda,
t-p
B =
p+r
bulurnur.,
TEOREM _3.15.3% Siwrekli tipteki bir = | ol = I Fuvvet

Fonksiyon dagilimina sahip ise,
pe

E(x)= (3.15.4)
p+1
dir.
1SFAT: (1.5.1.a) ‘'dan E(x)=p", dir. {3.15.3) ‘de r=1
icin,
pi

pa=
p+1
dir. O halde,
B
E(x)=

p+i
bul unur.
TEOREM 3.15.4 Sirekli tipteki bir # r.d, - KEuvvet
Fonksiyon dagilimina sahip ise,
phi2
Var (x)= {(3.15.5)

(p+1)2 (p+2)

dir.
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1SPAT: (1.5.1.a)'dan E(x2)=p"'a dir. (3.15.3) 'de r=2
igin,
pR2

p+2
dir. O halde,

pii2
(3.15.5.a)

E(u2)=
p+2
elde edilir.
(3.1.6.a) ‘day (3.15.5.a) ve (3.15.4) verine

koyuldugunda,
pn2

Var ()=
(p+1)2 (p+2)
bulunur.
TEOREM =.15.5 Siurekli tipteki bir x r.d, Kuvvet

Fonksiyon dagilimina sahip ise,

¢ p
58(x)= < > {3.15.6)
p+1 p+a
dir.
I1SFAT: {1.8.8&) 'da, (3.15.3) yerine koyuldugunda,
B P
88({x)= 44 >
p+1 p+2
bulunur.

TEOREM __ 3.15.6 Sirekli tipteki bir % r.d, Kuvvet

Fonksiyon dagilimina sahip ise, xs ile gbésterilen carpikligi,
2(1-p) p+2

Am= J{ 3 (3.15.7)

p+3 P
dir.
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ISFAT: (1.5.1.a) ‘dan E(xS)=p'x dir. (3.15.3) ‘de r=3
igin,
pR=

R ==
p+3
dir. 0O halde,
pA=
El{x®)= e (3.15.7.a)
p+3
elde edilir.
(3.1.8.a) 'da, (3.15.7.a), (3.15.5.a) ve (3.15.4) vyerine
koyuldugunda,
21 -p)phi=

K==
(p+1)=(p+2) (p+3)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullamilarak,

2(1-p) p+2
A= U 3
p+3 P
bulunur.

TEOREM Z.15.7 Sirekli tipteki bir % r.d, HKuvvet

Fonksiyon dagilimina sahip ise, oga ile gdsterilen sivriligi,

I(p+2) (3p2—p+2)
o= . (3.15.8)

p(p+3) (p+4)

dir.

I1SFAT: {(1.5.1.a)'dan Ex®)=p's dir. (3.15.3) ‘de r=4
igin,

PR
dir. 0 halde,

P a=
p+4
dir. 0 halde,
pfis

E{xu®)= (3.15.8.a)

p+4
elde edilir. ) a
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(3.1.9.a) 'da, (3.15.8.a), (3.15.7.a), (2.15.3.a) Ve
(3.15.4) yerine koyuldugunda,
3INp (Sp+p+2)

Pa=
(p+1)4(p+2) (p+3) (p+4)
elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilarak,

I(p+2) (3p2—p+2)

Rg=
p{(p+3) (p+4)
bulunur.
TEOREM 3.15.8 Kuvvet Fonksiyon dagilaminin modu
r p 1

4

(3.15.9

L4
o~

o p <1
noktasindadir.

I1SFAT: (Z.15.1) ‘deki o.y.f’'nun, % ‘e gbre tirevini alip,
si1fira esitlendiginde, kritik nokta vyoktur. 0 balde uc
degerlere bakalaim.

eger p *» 1 ise, %=

eger p < 1 ise, x=0
icin (3.15.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alir. O halde,
kuvvet Fonksiyon dagiliminin modu,

f p » 1

bulunur.

TEOREM 3.15.9 Kuvvet Fonksiyon dagiliminin medyani,

A/ (2r78) (Z.15.10)
dir.
1SFAT: (1.3.3) ‘'deki esitligi kullanarak,
® =} i
j urP—-idy = —— dir. Egitligin sol tarafindaki integral
((1od 2
0

hesaplandi g1 nda,



¢ Ip= dir. Buradan,

w=f/(217")
bulunur.

Simdi Kuvvet Fonksiyon dagiliminin fA=1 dzel hali olan
Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimini inceleyecegiz.

TANIM 3.15.2 Sirekli tipteki bir = r.d’'nin o.y.f

f(xip)=puP—2 O < xn <1 p * 0 (3.15.11)
ise u r.d’'ne Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir
denir.

Standart Kuvvet Fonksiyon dagrlimim, SPOF{(x:p) veya
SPOF.(p) ve ilgili degiskeni SFOF:p ile gisterecegiz.
Standart Fuvvet Fonksiyonu dagiliminin p parametresi,
dagilimin sekil parametresidir.

Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimi igin hesaplamalar ve
ispatlar, Kuvvet Fonksiyon dagilaiminda oldugu gibi yapilir.

TEOREM 3.15.10 Standart Kuvvet Fonksiyon dagiliminin

d.f,

k)
¥
[y
w
[y
I':.z

Fixxzp)=
dir.

TEOREM 3.15.11 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart
Fuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise, merkez yada sifair

etrafindaki r—inci momenti,

[}
T (3.15.13)

p+r
divr.
TEOREM J.15.12 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart

Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise,

p

El{x)= (3.15.14)

p+i
dir.
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TEOREM 3.15.13F Sdrekli tipteki bir =% r.d, Standart
Fuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise,
p
Var (x)= (3.15.13)
{(p+1)2 (p+2)

dir.
TEOREM =.15.14 Surekli tipteki bir # r.d, Standart
Fuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise,
1 P
885 = I{ ¥ (3.15.16)
p+1 p+2

div.
TEOREM _3.15.15 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart

Fuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise, oxs ile gosterilen

carpiklig:s,
2¢1-p) p+2
A= J{ ¥ (3.15.17)

dir.

TEOREM 3.15.16 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart
Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise, ®e ile gidsterilen
sivriligi,

J{p+2) (Fp2-p+2)

Xa= {(3.15.18)

p(p+3) (p+4)

dir.

TEGREM Z.15.17 Standart FKuvvet Fonksiyon dagilaimimain

modu
1 p » 1
u={ (3.15.19)
0 p <1
noktasindadir.

TEOREM 3.15.18 Standart FKuvvet Fonksiyon dagiliminin
medyani ,
2irm . (3.15.20)

dir.
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3.15.1 Diger Dagilimlarla tligkileri
v (Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rac 1984, s5:1&-19) ‘da
verilen bagintilar.

1) p parametreli Standart Kuvvet Fonksiyon dagilaim:, @
ve p parametreli Kuvvet Fonksiyon dagilimimin @aA=1 §zel
halidir.

2) Standart Dértgensel dagilimy,  ve Kk parametreli
Fuvvet fonksiyon dagiliminin fA=k=1 dzel halidir.

3 N ve p parametreli Kuvvet fonksiyon dagilimi, a,b,p
ve g parametreli Kuvvet Fonksiyon dagiliminin, a=0, b=} ve
g=1 dzel halidir.

4) Sarekli tipteki bir X r.d; 0 ve p parametreli Kuvvet
fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=(X/)P, Standart Kuvvet
Fonksiyon dagilimina sahiptir.

5) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=AX27P, (A ve p parametreli Kuvvet
Fonksiyon dagilimina. sahiptir.

6) Sidrekli tipteki bir X r.d, A ve p parametreli kKuvvet
fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=AL[1-(X/A)RPI-2/", 3 ve k=p
parametreli Fareto dagilimina sahiptir.

7) Sirekli tipteki bir X r.d, & wve k parametreli
parametreli Pareto dagilimina sahip ise, Y=AL1-(A/X)k]r7%,
ve p=k parametreli Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir.

8) Sirekli tipteki bir X r.d, v ve p parametreli Kuvvet
fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=1/X, =1/~ ve k=p
parametreli Fareto dagilimina sahiptir.

?) Silrekli tipteki bir X r.d, 1+ ve k parametreli
parametreli Pareto dagilimina sahip ise, Y=1/X, =1/ ve p=k
pérametreli Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir.

1) p parametreli Standart Euvvet Fonksiyon dagilama,
a,b,p ve q parametreli Beta dagiliminin a=0, b=1 ve q=1 {zel
halidir.

11} p parametireli Standart Fuvvet Fonksiyon dagillml, p
ve q parame&reli Standart Beta dagiliminin gq=1 dzel halidir.

12) Standart Dértgensel da§111m,‘p parametreli Standart

Kuvvet fonksiyon dagiliminin p=1 dzel halidir.
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13) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Fuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, ¥Y=1/X, k=p parametreli
Standart Pareto dagilimina sahiptir.

14) Siarekli tipteki bir X r.d, k parametreli Standart
Fareto dagilimina sahip ise, Y=1/X, p=k parametreli Standart
Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir.

15) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Euvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=XP, Standart
Diortgensel dagilimina sahiptir.

146) Surekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilimina sahip ise, Y=X*~P, p parametreli Standart Kuvvet
fonksiyon dagilimina sahiptir.

17) Sarekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=[-log(X®)1r/7, ~
parametreli Standart Weibull dagilaimina sahiptir.

18) Sirekli tipteki bir X r.d, v parametreli Standart
Weibull dagilimina sahip ise, Y=eup{-Xv7®}, p parametreli
Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir.

19) Siwrekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=-log{(-plogX),
Birinci Tip SBtandart Ug deger dagilimina sahiptir.

20) Slrekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Ug
deger dagilimina sahip ise, ¥=Lexp{-exp(-X)1}]lr7P, p
parametreli Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir.

21) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Euvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=-log(X—P-1),
Standart lLojistik dagilimina sahiptir.

22 Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=[1l+exp(~-X)1~27®, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahiptir.

23) Surekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=-logX, @A=1/p
parametreli Ustel dagilima sahiptir.

24) Sirekli tipteki bir X r.d, A/ parametreli Ustel
dagilimina sahip ise, Y=—exp{(-X), Standart Kuvvet fonksiyon

dagilimina sahiptir.
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23) X1 ve Xa birbirinden bagimsiz r.d’ 'ler ve herbiri =]
parametreli Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahip ise,
Y= -plog(X.1/X=2) Standart Laplace dagilimina sahiptir.

26) Siwrekli tipteki bir X r.dy p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=exp(-x)I[X—P-1121/%,
ve k parametreli log-lLojistik dagilima sahiptir.

27) Siirekli tipteki bir X r.d, o ve k parametreli
Log-Lojistik dagilima sahip ise, Y=[exp(uk)X<+l1l—217/®, p

parametreli Standart Kuvvet Fonksiyon dagilimina sahiptir.
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3.16 Duzgin ya da Dértgensel Dagilim

TANIM S.16.1 Strekli tipteki bir % r.d’'nin oc.y.f,

1
f—x
[+ SEC A TR A -m < o <y £ 4o

ise % r.d’'ne Dortgensel dagilima sahiptir denir.

Dértgensel dagilim, o, , p ve q parametreli BReta
dagiliminin p=g=1 &zel halidir.

Dértgensel dagilam:, Ui{x:o,) veya U,(x,A) wve ilgili
degiskeni, U:x,f ile gisterecegiz. Dirtgensel dagilimin, «
ve (A parametreleri, 51r351y1a' dagirlimin konum ve vyayilim
parametreleridir.

TEOREM F.16.1 Dértgensel dagiliminmin d.f,

(n~x)

Fi{xeayf3)= —mmn— (3.16.2)
3~

x < X <%0 —@ < x4 fi 1 4w

dir.
ISFAT: (1.1.5) ‘deki esitligi kullanarak,
® 1

Fixep,yg)= I du

A—x
x
yukaridaki integral hesaplandiginda,
(3 —x)
Fistax,fp)=
-
bulunue-,
TEOREM 3.14.2 Dirtgensel dagilimin m.g.f,
exp (Gt) —exp (at)
Mi{texx,fA)= (3.16.3)
(fi-x) t

dir.
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ISFAT: (1.7.7.a) 'daki esitligi kullanarak,
1 f

Mitia,A)= f exp(tx)dx

3~
4
yukaridaki integral hesaplandigida,
exp (At)-exp (xt)
M{tzox,A) =

(A~x) t
bulunur.
TEOREM _3.16.3 Sirekli tipteki bir x r.d, Dbrtgensel

dagilima sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki r-inci

momenti,

fAr+tr—xr+2 .
B X.16.4)
{(A—x) (r+1)
dir. {Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:120)
TEOREM 3.16.4 Sirekli tihteki bir % r.d, Dortgensel

dagilimina sahip ise,

X+
E{x)= (3.16.5)
2
dir.
ISFAT: (1.53.1.a) ‘'dan E(x)=p’; dir. (3.16.4) 'de r=1
icin,
e
R 2=
2
dir. O halde,
L T¢8
E(x)=
2

bulunur.



TEOREM _3.16.5 Sirekli tipteki bir » r.d, Dirtgensel
dagirlimina sahip ise,

(A-wo)2
Var (%)= J.16.6)
12

dir.

1SFAT: (1.5.1.a)°'dan E(x2)=p’'s dir. (3.16.4) ‘de r=2
igin,

32 +xfi+x2
p==

-
-

dir. O halde,
32 +orfd+x2
E(x2)= (Z.16.6.8)

3

elde edilir.

{(Z.1.6.a) ‘da, (3.16.6.a) ve (%.16.5) verine
koyuldugunda,

' (o) 2
Var (1) =

bulunur.
TEOREM 3.14.6 Surekli tipteki bir » r.d;, Dortgensel
dagilimina sahip ise,

(R—x)
8S({n)= 3.16.7)
243
dir.
ISFAT: (1.5.6) 'da, (3.16.4) yerine koyuldugunda,
(A—x)
S8 ()=
243

bulunuwr.



TEOREM 3.16.7 Sirekli tipteki bir x r.d, Diortgensel

dagilaimina sahip ise, ax ile gisterilen garpikligi,

X== O (3.16.8)
dir.

I1SFAT: (1.5.1.a) ‘'dan E{x=)=p'x dir. (3.16.3) ‘de =3
igin,

(A= %2 A+x2 +0S
ps=

.1
dir. O halde,
A=+x2 d+x32 +x=
E{x=)= : (3.16.8.a)

alde edilir.
(Z.1.8.a) "da, J.146.8.a), (F.1&6.6.a) ve {(3.16.3) yerine
koyul dugunda,
p== 0
2lde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanilarak,
Kex= O
bulunur.
TEOREM 3.16.8 Sirekli tipteki bir x r.d, Dirtgensel
dagilimina sahip ise, %e ile gisterilen sivriligi,
Xa= /5 3.16.9)

dir.
icin,

XIFXFAHX2 A2 +xAZ+R2

3
dir. O halde,
X*+AZ A+ A2 +afAF+0A2
E(x9)= (3.16.9.a)
5

elde edilir.
(3.,1.%9.a) ‘'da, (3.16.%2.a), (3.16.8.a), (2.14.6.a) ve
(3.16.5) yerine‘koyuldugunda,



295

(x—3)<
Ha=
80
elde edilir. {1.5.8) ‘deki egitlik kullanilarak,
Xaq= 9/3
bulunur.
TEOREM 3.16.9 Dirtgensel dagilimin medyani,
(x+(3) /2 (3.16.10)
dir.
1SFAT: (1.3.3) ‘deki egitligi kullanarak,
% 1 1
du= dir. Egitligin sol tarafindaki integral
j fA—x 2
5]

hesaplandiginda,
(—x) 1
= dir. Buradan,
i 2
®={x+R) /2
bulunur.
TEOREM 3.16.10 Dbrtgensel dagiliminin karakteristik

fonksiyonu,

gltex,A)= ———— [{sinxt-sinfpt)-i (cosxt—cosnit)] (F.16.11)
{x—3) t
dir.
I1SFAT: {1.7.8.a) ‘daki esitligi kullanarak, (3.16.3) de
t yerine it alindiginda,

i
gt M) =® ———— [(sinuat—sinfit)—i (cosxt—-cosnt) ]
{x-3)t
bul unur.
TEOREM J.16.11 Dortgensel dagiliminin kiamilant

fonksiyonu,
K{tzx,A)==log{{A-x)it}+loglexp(ifit) ~exp(iat) > (3.16.12)

dir.
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ISPAT: (1.7.9)'daki esitligi kullanarak, (3.16.11)°'in.
logaritmasi alindiginda,
E(tixaA)=—log{(A-a)itli+log{exp(ift)—exp(iat) >

bulunur.
TANIM J.16.2 Sturekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f
f(x)=1 0O < u <1 (3.16.13)

ise ¥ r.d’'ne Standart Dirtgensel dagilima sahiptir denir.
Standart Dértgensel dagilim, Dortgensel dagilimin «=0 ve
=1 Bzel halidir.
Standart Dbrgensel dagilim, 353U ile gisterecegiz.
Standart Dirgensel dagilim igin hesapl amal ar Ve
ispatlar, Dértgensel dagilimda oldugu gibi yapilir.
TEOREM =.16.12 Standart Dértgensel dagiliminin d.f,

Fix)= n O < x < 1 F.16.148)
dir.
JEOREM 3.16.13 Standart Dirtgensel dagilaimin m.g.f,
exp(t)-1
M{t)= {(3.16.13)
t
dir.

TEOREM 3.16.14 Siwrekli tipteki bir x r.d, Standart

Dértgensel dagilima sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki

r—inci momenti,
1
B = (F.16.16)
r+1

dir. - (Patil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1784, s:121)

TEOREM 3.16.15 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart
Diértgensel dagilimina sahip ise,

E(x)= 1/2 (3.16.17)

dir.
TEOREM 3.16.16 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart

Diértgensel dagilaimina sahip ise,
Var ()= 1/12 (3.16.18)

dir.



TEOREM 3.16.17 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart

Dértgensel dagilimina sahip ise,

1
58 (¢)= — (3.16.19)
2d3
dir.
TEOREM 3.146.18 Siirekli tipteki bir x r.d, Standart
Daértgensel dagilimina sahip ise, b £ ile gdsterilen

carpirhkligy,
| Xzx= O (3. 16.20)
dir.

TEOREM 3.16.19 Sirekli tipteki bir x r.d, Btandart
Dértgensel dagilimina sahip ise, xe ile gbsterilen sivriligi,

Xa= /5 F.16.21)
dii.
TECOREM 3.16.20 Standart Dértgensel dagilimin medyani,
1/2 (3.16.22)
dir.
TEOREM 3.16.21 Standart Dirtgensel dagiliminin
karakteristik fonksiyonu,
1
g{t)= —— [-sint+icost] {(3.16.23)
t
dir.

TEOREM 3.146.22 Standart Dirtgensel dagiliminin kimidlant
fonksiyonu,
Ki{t)=-log(it)+log{exp{it)-13 {(3.16.24)

dir.

3.16.1 Dértgensel Dagilimin Uygulama Alanlara
Tekrar Dirtgensel dagilimin o.y.f 'nu ele alalim.

i
Flik,A)= L I T A ) -0 £ x < A < +ta
=
h>0 olmak idzere,
fixh)=1/2h a-h 2 x 2 «x+h (3.16.1.1)

dir.
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Flb.2.1)'de x=0 ve h=({1/2)10"% , k&Z*™ alindiginda,
Dirtgensel dagilim k ondalik noktaya en yakin degerlerin
tablolandirilmasindaki "yuvarlama”, {(round-off) hatalarinin
dagilamini gistermek icin kullanilir.

Ayni  teknik ikilik {(Binary) dizende uygulanmirsa, =0 ve

=gtk alinir. (Johnson ve kKotz, 1970 s:58)

Dértgensel dagilim, herhangi bir zaman aralig: esnasinda
benzer gsekilde olusan olaylarin olusumunun =aman: igin uygun
bir modeldir. {Hahn wve Shapiro, 1947 s:98)

Doértgensel dagilim, yasam testi (Gupta ve Sobel, 1938)
ve trafik akisi uygulamalari (Allan, 19646) icin kullanilan

bir dagilimdir.

3.16.2 Dértgensel Dagilimin Parametre Tahminleri

Z.16.1)° deki Dértgensel dagilamin o ve (:
parametrelerinin tahmin edicilerini, momentleri karsilastirma
metodunu kullanarak hesaplayalim.

HagHmoHmganogm NErbiri o ve (3 parametreli Dirtgensel
dagilima sahip rastgele bir drneklem olsun.

Dértgensel dagilimim ortalamasi ve varyansili sirasiyla
(Z3.16.4) ve (E.146.3) gibidir. HBunlari sirasiyla, (l.b6.2) ve
{1.46.3) 'deki brneklem ortalamasi: ve varvyansi olan my=x ve
m==52 ‘ye esitledigimizde,

X= Mg ~-JE5Me
fi= mai+d3m=
dir. 0 halde,
B= W3S

f= w+d38

bulunur.

%.16.3 Diger Dagilimlarla Iligkileri

(Fatil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:119-123) de
verilen bagintilar.

1) Standart Dértogensel dagirlaim, o wve 3 parametreli
Dirgensel dagilimin, x=0 ve (=1 dzel halidir.



2) x ve A parametreli Ddrtgensel dagilim, a,b,p ve g
parametreli Beta dagiliminin a=x«, b=} ve p=q=1 dzel halidir.
3) Siirekli tipteki bir X r.d, =—nw/2 ve (=u/2
parametreli Dértgensel dag:lima sahip ise, Y=tanX Standart
Cauchy dagtlimina sahiptir.
4) Siwrekli tipteki bir X r.d, Standart Cauchy dagilimina
sahip ise, Y=tan—X, x=-n/2 ve A=n/2 parametreli Dirtgensel
dagirlima sahiptir.
5) X, ve Xz birbirinden bagimsiz r.d ‘ler wve herbiri
Standart Dértgensel dagilima sahip iseler, Y={(X,+X2)/2,
Standart Simetrik iUcgensel dagilima sahiptir.
&) Standart Dirtgensel dagilim, p ve q parametreli
Standart Beta dagiliminin p=q=1 dzel halidir.
7) SBtandart Dértgensel dagilim, p parametreli Standart
Kuvvet Fonksiyon dagiliminin p=1 dzel halidir.
8) Standart Dértgensel dagilim,  ve p parametreli
Kuvvet Fonksiyon dajiliminin (=p=1 &zel halidir.
?) SGiarekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=-ilogX, # parametreli OUstel dagilima
sahiptir.
10) Sirekli tipteki bir X r.d, @0 parametreli Ustel
dagilima sahip ise, Y=exp(-X/f), Standart Dirtgensel dagilima
sahiptir.
11) Siwrekli tipteki bir X r.d, Standart Ustel dagilima
sahip ise, Y=exp(-X),.Standart Diértgensel dagilima sahiptir.
12) Sirekli tipteki bir X r.d, v=2 parametreli Kikare
dagilima sahip ise, Y=exp(-X/Z2), Standart Diértgensel dagilima
sahiptir. ‘
13) X4, 1i=1,2,3,...,n birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve
herbiri Standart Dértgensel dagilima sahip iseler,
n

Y= £ (-logXs), Birinci 'Tip Standart Ug Deger dagilimina
i=1

sahiptir.
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14) 8irekli - tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, =-]log{(-logX), Birinci Tip Standart Ug
Deger dagilima sahiptir.

15) Siirekli tipteki bir X r.d, Birinci Tip Standart Uc
Deger dagilima sahip ise, Y=expi{-exp(-X)1, Standart
Diértgensel dagilima sahiptir.

16) Siirekli tipteki bir X r.d, Standart Lojistik
dagilima sahip ise, Y=1/Ll+4+exp(-X}1, Standart Dirtgensel
dagilimina sahiptir.

17) Siwrekli tipteki bir X r.d, S8Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, =—1loglX/(1-X)1, Standart Lojistik
dagilima sahiptir.

18) X, ve Xz birbirinden bagimsiz r.d ler ve herbiri
Standart Dértgensel dagilima sahip iseler, Y=—-logi(X./Xz),
Standart Laplace dagilimina sahiptir. '

19) Sirekli tipteki bir X r;d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=(-logX)*/v, o+ parametreli Standart
Webull dagilimina sahiptir.

20) Sarekli tipteki bir X r.d, 7 parametreli Standart
Webull dagilimina sahip ise, Y=exp(—X7), Btandart Dirtgensel
dagilima sahiptir.

21) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dértgensel
dagilima sahip ise, Y=-logX, k=1 parametreli Standart Gamma
dagirlimina sahiptir.

22) 8irekli tipteki bir X r.d, Standart Dértgensel
dagilima sahip ise, Y=A(1-X)"27«, A ve k parametreli Fareto
dagilimina sahiptir.

23) Sirekli tipteki bir X r.d, # ve k parametreli Fareto
dagilimina sahip ise, Y=1-(A/X)*, Standart Ddrtgensel
dagilima sahiptir.

24) Sirekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=AX2“P, @ ve p parametreli Kuvvet
Fonksiyon dagilimina sahiptir.

25) Siirekli tipteki bir X r.d, f# ve p parametreli Kuvvet
Fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=(X/2)®, Standart Dirtgensel

dagilima sahiptir.



26) Siurekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=X27P, p parametreli Standart Kuvvet
Fonksiyon dagilimina saﬁiptir.

27) Sirekli tipteki bir X r.d, p parametreli Standart
Kuvvet fonksiyon dagilimina sahip ise, Y=XP, GStandart
Diértgensel dagilimina sahiptir.

28) X1 ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri 03
parametreli Ustel dagilima sahip iseler, Y=X,/(X1+X=2),
Standart Dértgensel dagilimina sahiptir. ‘

29) siurekli tipteki bir X r.d, Standart Dirtgensel
dagilima sahip ise, Y=exp(-«)L[(1/X)-112/", x ve (A parametreli
Log-Lojistik dagilimina sahiptir.

30) Surekli tipteki bir X r.d, o ve A parametreli
Log~-lojistik dagilimina sahip ise, Y=1/Cexp (x3) X*+11,

Standart Dértgensel dagilima sahiptir.
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3.17 Standart Uggensel Dagilim

TANIM Z5.17.1 Siwrekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
28 /0 0O < x < f
fiu)=4 (3.17. 1)
2(1-%) /7 (1-3) < xn <1
ise x r.d'ne Standart Uggensel dagilima sahiptir denir.
Standart OUcgensel dagilimi, ST(x:f}) veya 8T,.(») ve
ilgili degiskeni, 8T:f} ile gisterecegiz. ‘ Standart Ucgensel
dagilimin, A parametresi dagilimin yayilim parametresidir.

TEOREM 3.17.1 Standart Ucggensel dagilimin m.c.f,
2ri1-A+lexp (t)—exup (At) ]

M{t:fi)= (2.17.2)
fll-fR)t2
dir.
ISPAT: (1.7.7.8) ‘daki esitligi kullanarak,
20 2 1 1
M(t:ﬂ)=———jxexp(tx)dx+———[jexp(tx)dx—ijfp(tx)dx] {(Z.17.2.a)
i 1-02 .
0 ﬁ 0
dir.
2N
I,= wexp (tx)dx olsun. Kaismi integrasyon metodunu
ol
0
kullanarak bu infegral hesaplandiginda,
(] 1 1
I,5—— eup(fit) — —expifit) + —0 {(F.17.2.b)
t t2 t2
elde edilir.
1

Io= I exp(tx)dx olsun. Direk integrasyon metodunu kullanarak

)
bu integral hesaplandiginda,



1 b

Io=—— exp(t) - —exup(fit) (3.17.2.¢c)
t t

elde edilir.

1
13=I exp(tx)dx olsun. FKaismi integrasyon metodunu kullanarak

n
bu integral hesapland1§16da,
1 A 1 1
In=——eup(t)- —exp(Ait)— —expit)+ —eup(fit) {(Z.17.2.d)
t t t2 t2
elde edilir.
(3.17.2.a) 'da, (3.17.2.b), (3.17.2.c) ve (Z.17.2.d)

verine koyuldugunda, sadelestirmelerden sonra,
2L1-p+lexp(t) —exp{(3t) ]

Mtz =
ﬂ(l—ﬁ)tZ’

bulunur. ;

TECOREM 3F.17.2 Siwrekli tipteki bir » r.d, Standart

Ucgensel dagilima sahip ise, merkez vyada si1fir etrafindaki

r—inci momenti,

2(1-r+2)
P = ' {(3.17.3)
(1-02) (r+1) (r+2)
dir.
ISFAT: (1.5.1.a&) ‘daki esitligi kullanarak,
20 2 1 1
P S ridu+ Ciurdu—Pur*2duld (J.17.3.a)
A Y L
o (] 0
dir.

(3.17.3.a) ‘daki integraller, direk integrasyon metodunu

kullanalanarak hesaplandiginda sadelegtirmelerden sonra,



2(1-fr+1)

(1-) (r+1) (r+2)
bulunur.
TEOREM S.17.3 Sirekli
Ucgensel dagilimina sahip ise,
(3+1

tipteki bir

E(x)=

dir.

ISFAT: (1.5.1.a&) ‘dan dir.

icin,

El{x)=p’,

i+l

Ba=
-
p

O halde,
A+l

dir.

E(x)=
’

t

bulunur.

TEOREM 3.17.4
Ucgensel dagilimina sahip ise,
32 ~(+1

Sirekli tipteki bir

Var (s)=
i8
dir.
ISFAT: dir.
icin,
12 +0+1

(1-5- 1-&\) 'dan E(%2)=H02

[
0 halde,
A2 ++]1

dir.

El(u2)=
6
elde edilir.

305

®» r.dy Standart
(3.17.4)
(3.17.4) ‘de r=1
® r.d, Standart
(3.17.5)
(3.17.4) ‘de r=2

(3.17.5.a)
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(3.1.6.a) ‘da, (Z.17.5.a) ve (3.17.4) yerine
koyul dugunda,
2 —A+1

Var {x)=
i8
bulunur.
TEOREM 3.17.5 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart
Uggensel dagilimina sahip ise,

Sz —-+1)
S8(x)= {3.17.6)
32

dir.

ISFAT: (1.5.6) ‘da, (3.17.5) yerine koyuldugunda,

J (A2 —-3+1)
S85(x)=
342

bulunur.

JEOREM 3.17.6 Sirekli tipteki bir x r.d, Standart

Ucgensel dagilimina sahip ise, as ile gosterilen carpiklig:,

J2 20=-302 -3+2
Rn= (2.17.7)
S (A2 —3+1)=/=
dir.
1SFAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x™?=r"yx dir. (3.17.3) ‘"de r=3
igin,
A=+A2 ++1
R==
10
dur. O halde,
A=+02 +04+1
E(x=)= (3.17.7.a)
10

elde edilir. '
(Z.1.8.a) ‘da, (3.17.7.8), (3.17.5.a) ve (3.17.4) yerine

+» koyul dugunda,
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2RF=3(2 -3JR+2

K==
270
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanilarak,
42 20>-312 -3+2

[» &0

S (R2—+1)=7=
bul unur.

TEOREM 3J.17.7 Sirekli tipteki bir » r.d, Standart
Ucgensel dagilimina sahip ise, %xa ile gisterilen sivriligi,

oa= 12/5 (3.17.8)
dir.
1SFAT: (1.5.1.a) ‘dan E(#®)i=p’', dir. (3.17.3) ‘de r=4
icin,
AA+AZ+A2 +4+1
R a=
15
dir. O halde, ,
A24+0A5+02 +3+1 /
E(x?)= (3.17.8.a)
15

elde edilir.

(3.1.9.a) 'da, (3.17.B.a), (3.17.7.a), (2.17.35.a) ve
(3.17.4) yerine koyuldugunda,

A2-20=+302 —2A+1

Pa=
135

elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullanilaralk,
Xaq= 12/3
bulunur.

TEOREM 3.17.8 Standart Ucgensel dagilaimin modu,

w=p (3.17.9)
noktasindadar.

ISFAT:

= Q.. & #.. € A oldugunda, (3.17.1)°'deki o.y.f’'nun, ®’e
gére tlurevini alip sifira egitledigimizde, herhéngi bie
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kritik nokta yoktur. 0O halde ug noktalar:i kontrol edelim.

=3 bulunur. x=G noktasinda, (JF.17.1) ‘deki o.y.f maksimum

degerini alir.

>

2- A < » < 1 oldugunda, (3.17.1) ‘deki o.y.f 'nun, x’e

gire tirevini ala

p sifira esitledigimizde, herhangi bir

kritik nokta vyoktur. 0 halde ug noktalari kontrol edelim.

#»=f bulunur. x=0 noktasinda, (3.17.1)°'deki o.y.f maksimum

degerini alir.

0 halde sonug olarak Standart Uggensel dagilimin modu,

n=f
bulunur.,
TEOREM 3.17.9 Standart Ucggensel dagilaimin medyan:,
f £ 1/2 ise, J(B/2)
{ (Z.17.10)
2 1/2 ise, 1-J4{(1-03) /23
dir.
1S8FAT: (1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
1- 4 2 1/2 oldugunda: ,
®»  2u 1 ’
du= dir. Egitligin sol tarafindak: integral
v
Q
hesaplandiginda,
ne 1
=— dir. Buradan ¥i,==%J(3/2) elde edilir.
B 2

w=Jd(A/2) istenen degerdir.

2= £ 1/2 ol
1 2¢(1-u) 1

f du= dir
1) 2

®

hesaplandiginda,
1-2u+x2 1
. = dir.
1-0 2

dugunda:

. Esgitligin sol tarafindaki integral

;o Buradan: sy ye=12F{(1-01) /2} elde edilir.:- .



=1-J(A/2) istenen degerdir.
Sonugc olaralk Standart Uggensel dagilimin medyani,
f 2 1/2 ise, JR/2)

(4

e
bulunur.
TANIM 3.17.2 Sitrekli tipteki bir » r.d'nin o.y.f,
4x 0O < n < 1/2
£ 0 =¢ ' (Z.17.11)
4(1-%) 172 < w < 1

ise ¥ r.d'ne Standart Simetrilk Uggensel dagilima sahiptir

172 ise, 1-J4{C1-03) 723

denir.

Standart Simetrik Ucgensel dagilim, Standart Ucgensel
dagilimin, (A=1/2 6zel halidir.

Standart Simetrik Ucgensel dagilimi, SsyT gosterecegiz.

Standart Simetrik Ucgensel dagilam igin hesaplamalar ve
ispatlar, Standart Ucgensel dagilimda oldugu gibi yapilair.

TEOREM 3.17.10 Standart Simetrik Ucgensel dagilimin
m.c.f, ;

4fl+exp(t)-2exp(k%t) ]
M(t)= (3.17.12>

dir.
TEOREM 3.17.11 Siarekli tipteki bir » r.d, Standart
Simetrik Uggensel da§1i1ma sahip ise, merkez yada sifair

etrafindaki r—-inci momenti,
{4(2r+2-1)
H = (3.17.13)
2T (r+1) (r+2)

dir.

TJEOREM__3.17.12 Siirekli tipteki bir % r.d, Standart
Simetrik Uggensel dagilimina sahip ise,

E(xi= 1/2 . {(%.17.14)
dir.
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TEOREM J3.17.13 Siurekli tipteki bir % r.d, Standart
Simetrik Ucgensel dagilimina sahip ise,
Var (x)= 1/24 (3.17.15)

dir.
TEOREM 3.17.14 Sirekli tipteki bir »® r.d, Standart

Simetrik Ucgensel dagilimina sahip ise,

8S(xn)= 1/(246) (3.17.16)
dir.

TEOREM 32.17.15 Siarekli tipteki bir ® r.d, Staﬁdart
Simetrik Ucgensel dagilimina sahip ise, a=x ile gdsterilen

carpikl:ga,

K== O (3.17.17)
dir.

TEOREM 3.17.1&6 Sirekli tipteki bir % r.d, Standart

Simetrik Uggensel dagilimina sahip ise, Xa ile gisterilen

sivriligi,
Xg= 12/5 {3.17.18)
dir. ,
TEOREM 3.17.17 Standart Simetrik Uggensel dagilimin

modu,

w= 1/2 (3.17.19)
noktasindadir.

TEOREM =.17.18 Standart Simetrik Uggensel dagilimin

medyant ,
1/2 (3.17.20)

dir.

Z.17.1 Standart Uggenéel Dagilimin Uygulama Alanlara

Bu tir dagilimlar, cok karmasik, simetrik veya simetrik
olmayan dagilimlara basit yvaklasimlarda bulunmak igin
kullanilair. (Hahn ve Shapiro, 1967 s:97)

ornek olarak, bu dagilaim sinifindan ve Standart Beta
dagiliminin ézel hali olan dagilimlardan Sag Ucgensel
dagilimi ve Farabolik dagilim verilebilir.

.. £5,14.2) ‘deki Standart. Beta.dagiliminin, p=2 ve g=1 #bzel

»

halini ele alalim.
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TANIM 3.17.1.1 Siirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
£ (3)=2u ¢ fx 21 (3.17.1. 1)
ise ¥ r.d'ne B8ag uUcgensel dagilima sahiptir denir.

Renzer sekilde, (3.14.2) ‘deki Standart Beta dagiliminin,
p=g=2 dzel halini ele alalim.

TONIM 3.17.1.2 Strehkli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,

f(x)=bu(l-xn) 0O 2 x 21 (3.17.1.2)

ise % r.d’'ne Farabolik dagirlima sahiptir denir.

Burada Farabolik dagilim, Normal dagilima gok basit bir
vaklasimda bulunmak igin kullanilir. 8Sag idggensel dagilim
ise, bazi Gamma degigkenlerinin vyaklagik gdsterimleri igin

kullanilar.

3.17.2 Diger Dagilimlarla llighkileri

(Fatil, BRoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:124-125) ‘de
verilen bagintilar. .

1) Standart Simetrik Ucgensel daélilm, A parametreli
Standart Ucgensel dagilimin, (A=1/2 d=zel halidir.
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3.18 Rayleigh Dagilim

Bu kesimde, fizikte ve mihendislikte &nemli uygulamalari
olan Rayleigh dagilimini ele alacagiz.
IANIM 3.18.1 Sirekli tipteki bir % r.d’'nin o.y.f,
®

>
s

h4

fiif)) = ) {Z.18.1)

exp (-

Rz
x >0 >0

ise # r.d'ne Rayleigh dagilima sahiptir denir.

b
w
s

Rayleigh dagilimini, R{x:fi) veya R.(%) ve ilgili
degiskeni, FR:f? ile gisterecegiz. Rayleigh dagilaimin [
parametresi, dagilimin yayilim parametresidir.

TEOREM 3.18.1 Rayleigh dagiliminin d.f,

n2
Fixsp)= 1- expi- ) {3.18.2)
272
dir.
ISFAT: (1.1.5) ‘deki esgitligi kullanarak,
¥ U u
F(xed)= exp(— ddu 3. 18.2.a)
I 2 23
0
dur .
(F.18.2.a) "daki integralde, y=u2 /{(202) degisken
degigtirme yapalaip integfal hesaplandiginda,
w2
Fieft)= 1- eup (- )
202

bulunuir.
TEOREM 3.18.2 Rayleigh dagiliminin m.c.f,
Az t2

Mit:3)=exp( YL1+AEI(w/2) ] (3.18.3)

2

dir.



TEOREM 3.18.3 Sirekli tipteki bir

¥

r.d, Rayleigh

dagirlamina sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki r—-inci

momenti ,
Re= (42 M) P( r/2 + 1) (3.18.4)
dir. .
ISPAT: (1.5.1.a)°'daki esitligi kullanarak,
+m e+l Me
p'p='f —_— eup (- Ydx (3.18.4.a)
A2 202
e}
dir.
(3.18.4.a) ‘daki integralde, y=x2/{(2i2) degisken

degistirme yapilip integral hesaplandiginda,
Riw= N2 )" M r/72 + 1)
bulunur.

TEOREM 3.18.4 Sirekli tipteki bir
dagrlimina sahip ise,

E(x)= AJ{n/2)

dir.
I1SFAT: (1.5.1,.a) ‘dan E{x)=p"; dir.
igin,
pa= Adus2)
dir. 0 halde,
E(x)= A4 (n/2)
bulunur.
TEOREM _3.18.5 Siarekli tipteki bir
dagilimina sahip ise,
A2 (4-m)
Var ()=

2

dir.

1SPAT: (1.5.1.a)‘'dan E({x2)=p’'n dir.
igin,
P == 202
dir. 0 halde,
E(x2)= 22
elde edilir.

r.dy Rayleigh

(3.18.5)

(Z.18.4) ‘de r=1

r.d, Rayleigh

(3.18.6)

(3.18.4) ‘de r=2

(3.18B.6.a?



(3.1.6.a3) ‘da, (3.18.5.a) ve (3.18.4) verine

koyul dugunda,
iz (4—m)
Var (x)=
2

bulunur.

TEOREM 3.18.&6 Sirekli tipteki bir x r.d, Rayleigh
dagilaimina sahip ise,

4-m

88i{x)= fAJ( ) 3.18.7)

2
divr.
I18FAT: (1.5.6) 'da, (3.18.6) yerine koyuldugunda,
4-v ‘ '

85 ()= fAd¢ )

k3

bulunur.

TEOREM 3.18.7 Sirekli tipteki bir = r.d, Rayleigh
dagilimina sahip ise, ox ile gbsterilen carpiklig:,

x=m= 0,631 (3.18.8)

dir.

ISFAT: (1.5.1.2) ‘dan E{u™)=p’'x dir. (3.18.4) ‘de r=3
igin,
P a= 3AS3I(n/2)
dir. O halde,
E{x=)= 3nZJ{n/2) {%.18.8.a)
elde edilir.

(Z.1.8.a) ‘da, (3.18.8.a), (3.18.6.a) ve (3.18.5) vyerine
koyuldugunda,
P== A= (n/2) (n—-3)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanilaralk,
x= 0.631162691
bulunur.

JEOREM S.18.8 Sirekli tipteki bir x r.d, Rayleigh
sdagilimina:-sahip ise, x4 ile gdsterilen sivriligi, Cl
xe= 3.245 (3.18.9)

dir.
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I18PAT: (1.5.1.a) 'dan E(u®)=p‘'gq dir. (3.18.4) ‘de r=4
icin,
pa= BMA2
dir. 0O halde,
E(x®)= 8% (3.18.9.a)
elde edilir.

{(F.1.9.a) ‘da, (3.18.9.a), (3.18.8.a), (2.18.6.a) ve
(3.18.5) yerine koyuldugunda,

A2 {32-3n2)

Ra=
4
elde edilir. {1.5.8) ‘deki egitlik kullamilarak,
Agq= I.2451
bulunue.
TJEOREM 3.18.9 Rayleigh dagilimipain modu ,
w= fi (Z.18.10)

rnoktasindadir.

I8FAT: (3.18.1) ‘deki o.y.f'nun, x’'e gére tirevini alaip,
sifira esitlendiginde, ¥=%R bulunur. =R degeri icin
(2.18.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alair. 8] halde,

Rayleigh dagiliminin modu,

n=0
bulunur. )
TECOREM 3.18.10 Rayleigh dagiliminin medyani,
A (1n4) (3.18.11)
dir.
ISFAT: {1.3.3) ‘deki esitligi kullanarak,
¥oou us2 1
— eup{- Jdu =——— dir. Esitligin sol tarafindaki
I, k2 202 2
8
integral hesaplandiginda,
w2 1
1- exp(- )= dir. Buradan,
272 2
=4 (1n4) *

bulunur.
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TEOREM 3.18.11 Rayleigh dagilimin karakteristik

fonksiyonu,

pzt2

Gt:N)=eupi- JC1+ifdtd(w/2) ] (3.18.12)

o
dir. -
1SFAT: (1.7.8.a) ‘daki esgitligi kullanarak, (3.18.3%) ‘de,
t yerine it alindiginda,
f2t2

g(t:R)=expi- JL1+ifAEd(w/2) 3

2
bulunur.
TECREM 3.18.12 Rayleigh dagilimin kimidlant fonksiyonu,
22

kit:fd)= -

+log{l+ifftd(n/2) 3 (3.18.13)

r3

dir.
ISFAT: (1.7.9) ‘daki esitligi kullanaray, (3. 18.12) ‘'nin

i

logaritmas: alindiginda,
f2t2

KitefA)= - +log{i+ifdtd(na/2) 3

2

bulunur.

3.18.1 Rayleigh Dagilimin Uygulama Alanlara
Rayleigh dagilim, bir dizlemdeki yarigapsal (radial)
hatanin dagilaimini gostermek igin kullanilair. Bu diizlemde,
eksenler biribirinden bagimsizdirlar ve egit varyansli, sifir
ortalamalar Normal dagilaima sahipt}rler. Yani Xa ve
X= herbiri sifir ortalamalil ve esit varyansli bir Normal
dagilaimdan ai1nm1§ bagimsiz 6rneklemlerin degerleri iseler,
Y=d{X12+X=22) r.d,
Y y?
fly:f})= — exp{ -
f2 : 202

) y £ 0 f >0 (3.18.1.1)



o.y.f '1lu Rayleigh dagilima sahiptir. Burada i
parametresi, dagilimin vyayilim parametresidir. (Hahn ve
Shapiro, 1947 s:100)

Rayleigh dagilimin uygul ama alanlarin: soyle

siralayabiliriz.

1) Askeri alanda, bir dizlemde sifir ortalama ve egit
varyansli Normal dagilima sahip birbirinden bagimsiz X ve Y
yénlerinde bir yerden, hedeflenen yada nigan alinan bir
noktaya atilan bombanin, hedeflenen yada nigan alinan nokta
ile bombanin distigli vyer arasindaki uw=zakligin dagilimini
gbstermek igin kullanilir. Burada, nigan alma hatalarinin
oldugu varsayilmaktadir. Bu Rayleigh dagiliminin iki boyutta
bir uygulamasidir.

Rayleigh dagilimin ¢ boyutta da uygulamalari vardir.
(Hahn ve Shapiro, 1967 s:188-190) &8rnegin bir denizalti avcl
gemisinin dogrulugunun hesap edilmesi isteniyor. Yani

denizalti avcr gemisinden, bir denizalt: gemisine atilan

bombanin, denizaltiya isabet etmes} hesap edilecektir.
Bombalama sistemi, ortalama patlama vyada infilak hatalara,
derinlik, uzaklik ve genislik olmak idzere ¢ boyutun
herbirine gére olacak sekilde ayarlanmig ve si1firdir.

Bombalama sisteminin standart hatas: yada standart sapmasa
ise, dlcimiin bir birimi kadardir. Ornegin 8lgim deniz mili
cinsinden ise standart hata vada standart sapma 1 mil olarak
alinacaktir.

Eurada amac: Bu bombalama sisteminde, hedeflenen yada
nisan alinan nokta ile bombanin patlama noktasi arasindaki r
varicapsal uzakligin dagilimin: bulmaktir. Yani

r=d(X2+Y24+Z2) (3.18.1.2)
nin dagilimini bulmaktair.

Eurada X, Y ve Z sirasiyla hedeflen en yada nigan alinan
noktadan derinlik, uzaklik ve genislikteki hatalari yada

sapmalari gbstermektedir. '



Herbir eksen, si1fir ortalamal: (p=0) ve bir standart

sapmali (e=1), birbirinden bagimsiz Normal dagilima sahiptir.

fFalep,o)=L1/Jd(2w) Jexp{ —nu2/23 -0 ¢ ® 4 +o (3.18.1.3.a)
faly:p,0)=L1/J(2w) Jexp{ -y2 /23 —o £y & +4w (Z.18.1.3.b)
fxlzetp,0)=L1/4(2w) Jexpl —=2/23 -o < 2 4 4o (%.18.1.3.¢c)

Eksenlerin bagimsizligindan dolayi, %,y ve z r.d’lerinin
0.0.Y.f,

M, YyZ P 0)=fa(xn2p,0)fal(ysp,0)fs(zsp,0)

=01/ (2m)=lexp{ —(1/2) [x2+y2+2213 (3.18.1.4)

dir.

Bu ayni zamanda, korelasyon katsayilari sifir olan bir
¢ degiskenli Mormal dagilimdar.

(Z.18.1.2) ‘deki r’'nin dagilimin:y bulmak igin dnce uygun

iki yardimci degigken bulmamiz gerekir. Yaricapsal uzaklikla

ilgilendigimizden, kutupsal koordinatlariy segmemiz uygun
olacaktir. Bu nedenle vyardimci degisken oclarak, €@ ve #'yi
kullanalim. Bunlar ilgili vyarigap vektori ile ilgili

acilardar.,

& ve @'yi iki degisken olarak kullanabiliriz. r, © ve

#'den bagimsiz oldugunda, bu kullanim uygundur.

wir ,9,8)=rcose (%.18.1.5.a)
yi{r,e,0)=rsin@cosf . (3.18.1.5.b)
=2{r,8,8)=rsindsing 3.18.1.5.c>

[
=2
[N
=

0O 28 <7 0 £ r X 4o 0
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Yukaridaki éistemin Jacobiani,
|J|=r25in9 (3.18.1.68)
dir.
{(3.18.2.2) ‘den r2=x2+y2+z2 dir. r,6 ve @'nin o.o0.y.f
n(r,e,m)=m[x(r,e,@),y(r,e,m),z(r,e,@)llal

=(1/2m)%exp{ - r2/2% r2sine (2.18.1.7)
028 iw 0 2fr & 4o 0O 2@ 2w
elde edilir.
Ftr)= I nir,e,d)dodd (3.18.1.8)

D
sistem hatalarinin yaricapsal uzaklig:r icgin o.y.f gostersin.

Burada D problemin tanim kdmesidir. O halde,

i r W
F{r)=¢( )®/Zeupi{- —3ri sinededd (3.18.1.9)
2m 2 f f
00
ry © ve #'den bagimsiz oldugundan, (3.18.1.9) ‘daki F () ‘yi
Fir)=texp{-r2/23ir2 0 2 r I +o (3.18.1.1)
seklinde yazabiliriz. (1.1.4.b) 'den dolayi,
+a@
b= L j exp{-r2/2r2drl—? =J{2/m) (%.18.2.11)

O

dir. Sonuc olarak,

2 r2
F(r)=Jd{—)exp{- —=3r2 - (3.18.2.12)
1] 2 '
bulunur.
2) Istatistiksel haberlegsme teorisinde, rastgele

seslerin bir lipeer tarayici: ile taranmasinda, seslerin
olusumunun genisligini gbstermede kullanilir. (Middleton,
1960)



’Ms.ia.z‘Rayiéiéhfﬁaeilxmiﬁ Parametre Tahminleri E _
Rayleigh dagilimin f parametresinin tahmin edicisini,
maksimum likelihood metodunu kullanarak hesaplayalim.
Ny yXzyMmsees gXn herbiri A parametreli Rayleigh dagilima
sahip rastgele bir 8rneklem olsun.

X;,Xz,)(a,.-. ’xn'IEFin o-Ouy-f,

n Ma Mgl
FXaogXmyXmgans g Xnifd)= T — etpl - ——)
i=1 1 202
LA)=f (M3 X2’y eaeginifn) olsun. O halde,
n Xa Hal
L= exp( - ) (3.18.2.1)
i=1l @ 202
dir.
(3.18.2.1)'in logaritmasini alalim.
n Ma . n K2
InfL(f)3I=E 1n( ) - E (3.18.2.2)
i=1 A i=1 22
dir. ’ f
(3.18.2.2) ‘'nin ) gére turevi alimip si1fira
esitlendiginde,
1 n
fi= J(— £ x.2)
n i=1
bulunur.

3.18.3 Diger Dagrlamlarla tligkileri

(Patil, Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:40) ‘da verilen
bagintailar.

1) X3 ve X=» birbirinden bagimsiz r.d'ler ve herbiri p=0
ve ¢ parametreli Normal dagilima sahip iseler, v=4(x.i+xzz>,
‘f,yﬁﬁc parametreli Réyleiéh dagilimina sahiptir. :




Flx) ~akseni

Sekil 50. Raxleigh pa§{11m1n f#=Q.5 #=0.75 (=1 parametre
. degerleri icin o.y.f 'hun grafikleri.
o f
Sekil ©51. Rayleigh Dagilimin (3=1.5 f3=3 =4 parametre
degerleri icin o.y.f'nun grafikleri.

0.6 o1
0.5} e=1.5 -
0.4
0.3
0.2

0.1
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3.19 Manwell Dagilimi

TANIM 3.19.1 Siirekli tipteki bir % r.d’nin o.y.¥f,
®n x2

fixefd)= J(2/W) ) (3.19.1)

exp (-
= 202

® >0 >0
ise x r.d’'ne Maxwell dagilima sahiptir denir.

Maxwell dagilamini, Mx:@d) veya M. () wve ilgili
degigkeni, M:f ile gisterecegiz. Maxwell dagailamain ¢
parametresi, dagilimin yayilim parametresidir.

TEQREM 3.19.1 Sirekli tipteki bir x r.d, PMaxwell
dagirlimina sahip ise, merkez vada sifir etrafindaki r-inci

momenti,
1 _ r+3
ﬁr 2r/2+1 r(

g 2

) (3.19.2)

dir.
ISFAT: {1.5.1.a) ‘'daki egitligi kullanarak,
2 -+ ur b M 2
Ple= () —_— eup (-
{3-3 2(3,2

Jdx (3.19.2.a)

L
o

dir.
(3.19.2.a) ‘daki integralde, y=x/ff degisken degistirme

vapilip integral hesaplandiginda, bazi diizenlemelerden sonra,

1 r+3
B e= fir 2rs=+1 | )
S 2
bulunur.

TEOREM 3.19.2 Sirekli tipteki bir x r.d, Maxwell
dagilimina sahip ise,

E(x)= 204(w/2) ' (3.19.3)
dir.

1SPAT:  (1.5.1.a)‘dan  E(x)=p°, dir..  (3.19.2) 'de r=1
icin, ' .
pas= 204(n/2)



dir. O halde,
E{x)= 204{n/2)
bulunur.

JEOREM 3.19.3

dagrlimina sahip ise,

fiz2 {3n-8)
Var (%)=
n

dir.

ISFAT: (1.5.1.a)°
icin,
pi== 32
dir. 0 bhalde,

E(x2)= 3f2

elde edilir.

Siirekli

dan

tipteki bir x r.d, Marxwell

(3.19.4)

Ei{x2)=p"» dir. (3.19.2) ‘de r=2

(3.19.4.8)

(3.1.6.a) ‘da, (3.19.4.a) ve (3.19.3) verine
koyuldugunda,
fi2 (3n-8) .
Var (x)= )
w
bulunur. .
TEOREM 3.19.4 Surekli tipteki bir » r.d, Maxwell

dagilimina sahip ise,
3-8

E§8(n)= AJ( )

dir.
ISFAT: (1.5.6) ‘da,
3n-8

8SS(x)= fAJd¢ )

bulunur.

(3.19.5)

{3.19.4) yerine koyuldugunda,



A
K
i}

TECREM 3.19.5 Sirekli tipteki bir x r.d, Maxwell
dagilimina sahip ise, o=m ile gisterilen garpikligi,
J2(32-10m)
K= (3.19.6)

(Zn-B)=s=

dir.
ISPFAT: (1.5.1.a)°'dan E(x®)=p'x dir. (3.19.2) 'de  r=3
igin,
P == 8A=JI(n/2)
dir. O halde,
E(x™)= 8AFI(n/2) (3.19.6.a)
elde edilir.
(3.1.8.8) ‘da, (3.19.6.a), (3.19.4.a) ve (Z.19.3) yerine
koyul dugunda,
p== (AF/m)J{n/2) (Z2-10m)
elde edilir. (1.5.7) ‘deki esitlik kullanmilarak,
xx==0.48369284
bulunu.
TEOREM 3.19.6 Sarekli tipteki bir » r.d, Maxwell

dagilimina sahip ise, xa ile gisterilen sivriligi,

Xa= 3. 1082 Z.19.7)
dir.

1SFAT: {(1.5.1.a) ‘'dan Euxn®)=p’', dir. (3.19.2) 'de r=4
igin,
P a= 150
dir. O halde,
E(x%)= 1504 (3.192.7.a)

elde edilir.
(3.1.9.a) ‘'da, (3.19.7.a), J.19.6.a), (2.19.4.a) ve
(3.19.3) yerine koyuldugunda,
A2 (1Sm2 +161—-192)

Pa=
e

elde edilir. (1.5.8) ‘deki egitlik kullamlarak,

Ka=3. 1081463835

bulunur.
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TEOREM 3.19.7 Maxwell dagiliminain modu ,
w= J20 (3.19.8)
noktasindadir.

ISFAT: (3.19.1) ‘deki o.y.f nun, #'e gbére tirevini alip,
sifira esitlendiginde, =420 bulunur. u=J20f degeri icin
(3.19.1) ‘deki o.y-f maksimum degerini alir. 0 halde, Maxwell
dagiliminin modu,

M= J20

bulunur.

3.19.1 Maxwell Dagilimin Parametre Tahminleri
Maxwell dagilaimin £ parametresinin tahmin edicisini,
maksimum likelihood metodunu kullanarak hesaplayalaim.
HisMzeHzyaeng¥n herbiri A parametreli Maxwell dagilima
sahip rastgele bir bdrneklem olsun.

Has¥asHmsans g lEFin o.0.y.f,

n 2 Ma Mgl
f(x;,ﬁz,xs,...,xn=ﬂ)= T f () exp(- —— )
“ i=1 w = 2n2

LIB)=F (M1, 8o, Mmyenasyinif’) olsun. O halde,

n 2 ®a2 Wl
L= T o {—) expl — ————) (Z.19.1. 1)
i=1 o n= 202
dir.
{(3.19.1.1) 'in logaritmasini alalim.
n 2 Mg ® [y My 2
In{b ()= E In{d{—-){ ¥y - E (J3.19.1.2)
i=1 i (= i=1 2n2
dir.
{(3.19.1.2) 'nin ) gére tirevi alimp sifira

esitlendiginde,

1 1 n

A

iz J{—)dJ (e T %42)
b n i=1

bulunur.
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F.20 F Dagilim
Xy ve Xz birbirinden bagimsiz r.d ‘ler ve herbiri
sirasiyla, va ve vz serbestlik dereceli FKikare dagilimina
sahip iseler,
Xa/vy Vz X1
Y= = 3.20.1)
Xz2/vVa Vi Xz

Vi ve V= serbestlik dereceli F dagilimina sahiptir.
(Johnson ve Kotz, 1970 s:77)
TANIM 3.20.1 Sirekli tipteki bir % r.d'nin o.y.¥f,

Vs t"vl) vz(’ﬁvz) % "‘vﬂ.‘"l)

F(ivayva)= (3.20.2)
Bi{%va ¥va) (vatvain)Eiv, +va)

® * 0 VasVa € &7
ise % r.d'ne F dagilima sahiptir denir.

F dagilamini, F(xivi,va) veya Felva,v=) ve ilgili
degigkeni, Fiva,v= ile gisterecegiz. F dagilimin vi ve v=
parametreleri, dagilamin sekil parametreleridir. Bu
parametrelere, serbestlik derecesi de denir.

TEOREM 3.20.1 Sirekli tipteki bir » r.d, F dagilimina

sahip ise, merkez yada si1fir etrafindaki r-inci momenti,

Ve P isve+r ) M va—r)
Br= yr (3.20.3)
va P (4v)r{¥vz)

dir.
I1SFAT: (1.5.1.a) "daki egitligi kullanarak,
F dagiliminin (3.20.1) deki geklini alalim. O halde,
+o

P r=E(y™)= r y© f{y)dy olur.

YrE (g 2)dridie (3.20.3.a)

R
va Ve

¢
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Burada ¥ :"CHS(xi1tvi) ve Xa2"CHS(xz:va) dir. i ve xX='nNnin

0.0.y.f,

f(x;,xz)= x;‘“vl“’exp(—%x;)

2¢8v, o (¥vy)

KatBvYa—2eup (~Mxap) (3.20.3.b)
2eava P (va)
dir. ®s ve x= birbirlerinden bagimsiz olduklarindan,
Vg 1 1

ple= | s

Va 28V, (Mvy) 2EVLIT (va)

+o@ +o
rx;‘"*‘Vl‘l’exp(—%x;)dx;fxz‘"vz“"‘l’exp(—%xz)dxa (3.20.3.2)
J
0 Q
seklinde yazilabilir.

+a _

£

I;=jx;"*“V;‘*’exp(fﬁx;)dx; 1 (3.20.3.d)

O
olsun.

(2.20.3.d) ‘deki integralde, z=x1/2 degisken degistirme
yapilaip integral hesaplandiginda, :
I,=2 ¢V, +rp (Hv,+r) (3.20.3.e)
elde edilir.
+o

Iz=§xz(uv2—r—l>exp(—%Mz)d%z (Z.20.3. )

Q
olsun.
(3.20.3.F) ‘deki integralde, z=xa»/2 degisken degistirme
yapilip integral hesaplandiginda,
In=2¢va*tm? I (Yve—r) (3.20.3.9)

elde edilir.



(3.20.3.c) 'de,

S30

(3.20.3.e) ve (3.20.3.9) yerine

koyuldugunda, sadelestirmelerden sonra,

Va FPgvs+r)r (Yva—r)

)r

.
-

T
i

Vi P(%V;)F(%vg)

bulunur.
TEOREM 3.20.2

sahip ise,

E(x)=

dir.

Sirekli tipteki bir % r.d, F dagirlimina

Ve » 2 (3.20.4)

I1SFAT: (1.5.1.a)‘dan E(x)=p°'; dir. (3.20.3) ‘'de r=1

igin,

Ve

Va—2
dir. 0O halde,
Va
E(x)=
va—2
bulunur.
TEOREM __3J.20.3

sahip ise,

Sarekli tipteki bir % r.d, F dagilimina

2V22(V;+V2-2)

varl (3.20.5)

V1(V2'2)2(V2—4)

15FAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x2)=p’'> dir. (3.20.3) 'de r=2

Var (x)=
dir.
igin,
sz(V1+2)
R=2=

vi(va—2) (va—4)
dir. 0O halde,



val (vai+2)
E(n2)= (3.20.5.a)

v;(v=—2)(v=f4)

elde edilir.
(F.1.6.a) ‘da, (3.20.5.a) ve (3.20.4) yerine
koyul dugunda,
2va? (vatva—2)

Var (x)=
Valvae—2)2 (va-4)
bulunur.
TEOREM 3.20.4 Surekli tipteki bir # r.d, F dagilimina

sahip ise,

Vi 2{vi+ve—2)
85(x)= JL 3 Va4 (3.20.6)
(va—2) vilva—4)
dir. i
18FAT: (1.5.6) ‘da, (3.20.5) yerine hoyuldugunda,
Va2 2{vatva~2)
85 (x)= K4 > p
(va—2) valva—4)

bulunur.
TEOREM 3.20.5 GSirekli tipteki bir x r.d, F dagilimina

sahip ise, s ile gdsterilen carpiklig:,

2(2va+ve-2) 2(v=—4a)
A= K ¥ va > b (3.20.7)
(va—6) vil{vitvae—2)
dir.
ISFAT: (1.59.1.2) ‘'dan E{u®)=p°'x dir. (3.20.3) ‘"dee r=3
igin,
vaT{vai+2) (v, +4)
=

Va2 {va~2) (va—4) (va-6)
dir. O halde,
VaS{va+2) (va+4)
E(x?)= - - (Z.20.7.&)
vi2 (va—-2) (va—4) (va-6) ' .

elde edilir.




(3.1.8.a)'da, (F.20.7.a), (3.20.5.a) ve (3.20.4) yerine
koyul dugunda,

BvaT (vit+tva—2) (2v,+ve—2)

P==
vi2 (va-2)ZF(va—4) (va—6)

elde edilir. (1.5.7) '‘deki esitlik kullamlarak,

2{vaitva—2) 2({va-4)
Km= 4L -3 v ¥ b
(va—é&) vilvaitve—2)
bul unur.

TEOREM 3.20.6 Sirekli tipteki bir # r.d, F dagilimina
sahip ise, ua ile gisterilen sivriligi,

1Z2C (Vz‘E)z (Vz"q') +v3 (V;"“Vz—E) (5\/2"4.2) ]

Ag =3I+ var8 (3.20.8)

vi (ve—6) (va—8) (vi+va—2)

dir.
ISFAT: (1.5.1.a) ‘'dan E{x?®)=p‘4 dir. (%.20.3) ‘de r=4
igin,
va® (vi+2) (vi+4) (v, +8)
B a=

VaT(vz—2) (va—4) {vae—5) (va—8)
dir. 0O halde,
va®(vy+2) (vyi+4) (v1+6)
E(x2)= {(3.20.8.a)

V1T (va—2) (va=4) (va—6) (va—-8)
elde edilir.
(3.1.9.a) ‘da, (3.20.8.a), (3.20.7.a), (2.20.5.a) ve
(3.20.4) yerine koyuldugunda,

12\’24

Fa=
ViZ{va-2)9({va—4) (va—&) (va—8)
{ViSVat2vi2vai+16vi2vatv, va™+10v,iva2 ~52v, ve+10v, &
~40V 32 +546V 41 +4VvaT~24va2 +48Bva—-32)

elde edilir. (1.5.8) ‘deki esitlik kullamlarak,



i
]
4

120 (va—2)2 (Va—4) +v; (Vi +ve—2) (Sva—22) ]

Ng =3+ vz 8

v (va—6) (va—8) (vi+tva=-2)

bulunur.
TEOREM 3.20.7 F dagilaiminain modu ,
valv,—2)

H= vy 2 (3.20.9)
vi (Va+2)

noktasindadir.
ISFAT: (2.20.1) 'deki o.y.f'nun, x’'e gdre tirevini alap,
valvi—-2) vaivyi—2)
s1fira esitlendiginde, x=~——————— bulunur. =
vi{va+?) vy (vatd)
degeri igcin (3.20.1) ‘deki o.y.f maksimum degerini alair. O

halde, F dagiliminain modu,

Valvi—2)

Hu= V;;'* 2
vy (vat?)

bulunur. r

3.20.1 F Dagilimin Uygulama Alanlara

Istatistiksel islemlerde, F dagiliminin &n yaygin
uygulamasi, varyvans analizi ile 1ilgili testlerdedir. Eul
testlerin cogu, Normal kalanli: (residuw) bir genel lineer
modelin parametreleri hakkinda, bir genel Hea hipotezin
likelihood oraninin, Ho gecerli oldugu durumunda, F
dagilamina sahip bir istatistik cinsinden ifade edilebilir.
(Kolodziejczylk, 19335)

Thki Normal kitlenin, varyansinmin esitliginin testi, F
dagiliminin bir wygulamasidir. "

F dagilimi, testlerin gig fonksiyonlarinin
hesaplanmasinda ve normal kitlelerin varyanslarinin oranlari
igin given limitlerinin hesaplanmasinda kullanilir.

Tki normal ’ kitle alalim. Birinci kitle,
HazgMameHamyeasg¥1aad JFa Ortalamalyr ve oy standart sapmala

Normal dagilimdan alinmig na hacimlik rastgele bir drneklem
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ve ikinci kitle,AMz;,Xzz,Mzs,.--,inz; K= ortalamaly wve o2
standart sapmali Normal dagilimdan alinmis ne hacimlik diger
bir rastgele drneklem olsun.

Bu iki normal kitleyi sirasiyla, Naszpa,0ora H

i=1,2,3,.00,3N1 VvE Nastipa, 0= § J=1,2,3,...;n= ile gisterelim.

Na Nagspa,os Nz Nasipz,02
®a= I y Mz= L
i=1 Na i=1 Nz
ve
Ma [Naigtpy 03-%3132 Nz [Najipz,0~Ha12
S2,= I y S2z= I
i=1 Na i=1 ' na
ise,
naS2, n=52 o
Fenai,n= = [ / J
tna—-1)eo2, (Nne—-1)oiz

dir. (Hastings ve Feacock, 1975 s:67)

3. 20.2 Diger Dagilimlarla lligkileri

{Fatil, Eoswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s5:139-140) ‘da
verilen bagintilar.

1) Sdarekli tipteki bir X r.d, va ve vz parametreli F
dagilimina sahip ve ve —¥ +o ise, Y=v.X'in dagilimi v=v,
parametreli Kikare dagilimina sahiptir.

© 2) sirekli tipteki bir X r.d, vi ve vz parametreli F
dagilimina sahip ise, Y=viX/(vatva X)), p=v=/2 ve g=v./Z2
parametreli Standart Beta dagilimina sahiptir.

3) Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d ‘ler ve herbiri
si1trasiyla, va ve vz parametreli Eikare dagilima sahip iseler,
Y=(Xa/va)/{Xa/va), Vvi ve vz parametreli F dagilimina
sahiptir.

4) Sirekli tipteki bir X r.d, vi ve vz parametreli F
dagilimina sahip ise, Y=1/X, va= ve v3 parametreli F.

dagirlaimina sahiptir.
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5) Sirekli tipteki bir X r.d, vi=va=v parametreli F
dagilimina sahip ise, Y=Av (IX-1/d0X) /72, v vparametreli T
dagilimina sahiptir.

&) Siurekli tipteki bir X r.d, v parametreli T dagilaimina
sahip ise, Y=X2, vi:=1 ve v=a=v parametreli F dagilimina
sahiptir.

7)) X3 ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
Standart, Normal dagilima sahip iseler, Y=Xia/Xza, wva=l ve
va=1 parametreli F dagilimina sahiptir.

8) Siurekli tipteki bir X r.d, Standart Cauchy dagilimina
sahip ise, Y=X2, wvi=1 ve v==v parametreli F dagilimina
sahiptir.

?) Sirekli tipteki bir X r.d, vai ve vz parametreli F
dagilimina sahip ise, Y=[1+(v./v2)X]I~2, p=va/2 ve q=va/2
parametreli Standart Beta dagilimina sahiptir.
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3.21 T Dagilim

Xi, Standart Normal dagilima, X= v, parametreli Kikare

dagilimina sahip ve, X1 ve X= birbirinden bagimsiz iseler,
Xa
Y= ————— (3.21.1)
J(X=/V)

v parametreli T dagilimina sahiptir.

TANIM 3.21.1 Sirekli tipteki bir % r.d'nin o.y.+,

C{l+n2/v)—Ecv+12]
fixrv)= (3.21.2)
JvE(1/2,v/2)

-0 < ¥ & 4o v=1,2,%,...

ise ¥ r.d'ne T dagilima sahiptir denir.

T dagilamini, Ti(x:v) veya T,{v) ve ilgili degiskeni, T:v
ile gésterecegiz. T dagiliminin v parametresi, dagilimin
sekil parametresidir. Bu parametreye, serbestlik derecesi de
denir. '

T dagilimina bazen Student s t-dagilimi da denir.

TEOREM 3.21.1 T dagiliminin d.f,

FixivI=l=Ia, cvenar (V/2,1/72) (3.21.73%)
dir.

tzel olarak, (3.21.2) de v=1 alinirsa,

Fexav)=(1/2)+tan—1x (Z.21.3.a)
dir.

IsPAT: (1.1.95) ‘deki esitligi kullanarak,

1 ® v
Fixsv)= { Y svriar2hn {(3.21.3.b)
JvR(1/2,v/2) j v+uz
-

dur.

1 1 » v
Filxiv)= + ' ( ) ev+ir rzgy (3.21.3.0)

2 vE{(1/2,v/2) f v+ul

0

oclur. : .
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(3.21.3.c) 'deki integralde, y=v/ {v+u) degisken
degistirme yapilip integral hesaplandiginda,

1 v/ (v+x2)

Fixsv)=1- yiveoEr—i(]l—y) s2rs22-20y (3.21.3.d)

B(v/2,1/2) I

O
Fixav)=1-Iw/cvernar (V/2,1/2) (3.21.3.e)

bulunur.

(3.21.3.e) ‘deki I/ cwanary (V/72,1/72) 'Nnin * degeri,
(3.14.3.b) ‘deki tamamlanmamig Beta fonksiyonunun deger

tablosundan bulunabilir.
(3.21.3.a) "y1 ispatlayalaim. (F.21.2) ‘de 6zel olarak v=1
alipirsa,
1w 1

Fixesv)= f it
w 1+u2

dur. Yukaridaki integral hesaplandiginda,
F(ev)=(1/2)—-tan—u
bulunur.

TEOREM 3.21.2 Sirekli tipteki bir % r.d T dagilimina
sahip ise, merkez yada sifir etrafindaki r inci momenti,

r tek ve vir ise, 0
pe={ (3.21.4)
B{{r+1)/2, (v=-1)/2)

r cift ve vir ise, v/=

B(1/2,v/2)

dir.

1SFAT: (1.5.1.a) ‘daki egitligi kullanaralk,

1 +@ v

P = N ) Svyr1o sy {(Z.21.4.a)

SvR(1/2,v/2) j v

-

dir.

(3.21.4.a) ‘daki integralde, y=v/ {(v+x2) degisgken

degistirme vapailaip integral hesaplandiginda, -~ birtakim

islemlerden sonra,
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r tek ve vir ise, O

B((r+1)/2,(v-1)/2)

r cift ve v ise, v~ =
B(1/2,v/2)
veya acik sekilde ifade edersel,

r tek ve vir ise, O

(r=1)(r-3) (r-5) (r-7) . ..531

r cift ve vir ise, v©7=
(v=r) {v=r+2) (v—r+4) ... (v=-2)
bul unur.
Eurada dikkat edilecek husus, eger r tek ise, p =0
ol dugudur. ‘
TEOREM 3.21.3 Sirekli tipteki bir » r.d, T dagilimina

sahip ise,
E(x)= 0 ¢

-21.

)

m

i

dir. ;
I1SFAT: (1.5.1.&)‘dan E(x)=p°, dir. (3.21.4) ‘de r=1
igin,
Ppra= 0
dir. O halde,
E(x)= 0
bulunur.
JEOREM 3.21.4 Sirekli tipteki bir % r.d, T dagilamina

sahip ise,

v
Var (x)= v » 2 (3.21.6)
v—-2
dir.
ISFPAT: (1.85.1.a)°'dan E({x2)=p’'» dir. (3.21.4) ‘de r=2
icin,
v
p2=
v—2

dir. O halde,
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v
Ei{x2)= (Z.21.6.a)
v—2
elde edilir.
(3.1.6.a) ‘da, {(3.21.6.2) ve (3.21.5) verine
koyuldugunda,
v

Var (x)=

bulunur.
TECQREM 3.21.5 Sirekli tipteki bir v v.d, T dagilimina

sahip ise,

v
S5{n)= J¢ ) v » 2 (3.21.7)
v—-2
dir.
ISFAT: (1.5.6) ‘da, (3.21.6) yerine koyuldugunda,
v
85 Ge)= J( ) !
v—2

bulunur.
TEOREM 3.21.6 Siirekli tipteki bir # r.d, T dagilaimina
sahip ise, o= ile gésterilen garpiklig:,

Xzm= O . (3.21.8)
dir.

ISFAT: (1.5.1.a) ‘dan E(x™=p°'x dir. (3.21.4) ‘de  r=3
igin,
p'== 0
dir. O halde,
E(x=)= 0O (3.21.8.a)

elde edilir.

(3.1.8.a) ‘'da, (3.21.B.a), (3.21.6.a) ve (3.21.3) yerine
koyuldugunda, |
pa= 0
elde edilir. (1.5.7) ‘deki egitlik kullanilarak,
xx= 0O : .
bulunur.
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g

TEOREM 3.21.7 Sirekli tipteki bir ¥ r.d, T dagilimina
sahip ise, 4 ile gbosterilen sivriligi,

v >4 3.21.9)

v=4
dir.
I1SFAT: (1.5.1.a) 'dan E(x®)=p "4 dir. (Z.21.4) 'de r=4

igin,

Jva
P a=
(v=2) (v—-4)
dir. 0 halde,
3ve
E(xe)= (3.21.9.&)
(v—2) (v—4)
elde edilir.
(3.1.92.a) ‘'da, ((3.21.9.a), (3.21.8.=a), (2.21.6.a) ve

(3.21.5) yeripe koyuldugunda,

3v2
Pa=
{v—2) (v—-4)
elde edilir. (1.5.8) 'deki esitlik kullamilarak,
6
Hg= F + ———— v > 4
(v—-4)

bulunur.

TEOREM 3.21.8 T dagaliminin modu
®= 0 (F.21.1Q0
noktasindadar.

ISFPAT: (3.21.1) 'deki o.y.f 'nun, * ‘e qbre tirevini alap,
si1fira esitlendiginde, =0 bulunur. ®=0 degeri igin
(3.21.2) 'deki o.y.f¥f maksimum degerini alir. 0 halde, T
dagiliminin modu,

#=0
bulunur.
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3.21.1 T Dagilimin Uygulama Alanlara

T da§111mlﬁ1n en cok uygul andi ga alan, Normal
dagilimlarin beklenen degerlerine bagla olarak given
araliklarinin ve testlerinin olusturulmasidir.

Varyans analizi testlerinde, kareler toplaminin biri, 1
serbestlik derecesine sahip oldugunda uygun Heo hipotezinin
dagilimi, 1 ve v serbestlik dereceli F dagilimidir. Bu
dagilim da, (3.21.1)’in dagilimiyla aynidir. (Patil,
Boswell, Ratnaparkhi, Rao 1984, s:134)

p ortalama ve o standart sapmal:i n normal degiskeni ele

alalim. Nytp,oe 3 i=1,2,3,...,4Nn

n Myzpygq 0
Ha= I

i=1 n
ve

n [Nsspa,0a-%,32

82 ,= I

i=1 n
ise,

R

Tin—-1)=

L 8/4(n—-1) 1
dir. (Hasting ve Feacock, 1973 s:122-1273)

Tki normal kitle alalim. Birinci kitle,
MarsHarmsHameanegMana)d Ra Ortalamalil ve o, standart sapmala
Normal dagilimdan &alinmis na hacimlik rastgele bir drneklem
ve ikinci kitle, XzisMezHexye e sdlz2n2) HFa Ortalamaly ve oz
standart <sapmali Normal dagilaimdan alinmis ny hacimlik diger
bir rastgele drneklem olsun. ‘

Etu iki normal kitleyi sirasivyla, Magspaa0a H
i=1,2,5,00a3N1 VE Naysipz,0=2 § J=1,2,3,...,N= ile gdésterelim.

My Niatpa,a0s Nz Nzyip=,0=

7 K™

1
™

-—
Ma=

i=1 Ny J=1 N



L
B
“

ve
Na ENagspa,04-%132 Ne [Najipo,0z-Rael?
S2,= L gy S2a= L
i=1 Ma j=1 Nz
ise,

—

(Ha=X=) — (Ha—p=)

T(nai+n=-2) =

n182;+n252= 1 1
q¢ B, N QU
Na+ne—-2 Na Nz

dir. (Hastings ve Feacock, 1975 s:647)

3.21.2 Diger Dagrlaimlarla llighkileri

(Fatil, PBEoswell, Ratnaparkhi, Rao 17984, s:134-133) 'de
verilen bagintilar.,

1) v - 4o , v parametreli T dagilami, Standart Normal
dagilima yakinsar

2) Standart Cauchy dadgilima, v parametreli T
dagiliminin, v=1 ézel halidir. ’

) Sirekli tipteki bir X r.d, v parametreli T dagilimina
sahip ise, Y=X2, wvi=1 wve va=Vv paramétreli F dagilaimina
sahiptir.

4) Siarekli tipteki bir X r.d, vai=vae=v parametreli F
dagilimina sahip ise, Y=JIv{(dX-1/4X)/2, v parametreli T
dagilimina sahiptir.

=) Xa ve Xz birbirinden bagimsiz r.d’'ler ve herbiri
Standart Normal dagilaima sahip iseler, ¥Y=Xa/ Xz, v=1
parametreli T dagilimina sahiptir.

6) Xa Standart Normal dagilima, Xz v parametreli Kikare
dagilimina sahip ve, X1 ve Xz birbirinden bagimsiz iseler,

Xa
Y=o, v parametreli T dagilimina sahiptir.

J(X=2/V)
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a.3 T r - r
0.45 v -
0-4 I -

0.35

a.3

0.2

Fixd—ekseni

g.135

0.1

0.05

x—-ekseni

Sekil 55. T Dagaliminin v=1 v=2 v=5 parametre degerleri
igin o.y.f'nun grafikleri.



XIX

8ZET

Gunimilze kadar insanoglu degisik alanlarda, cegitli tip
problemlerle kargilasmis, hala da karsilasmaktadir.
Karsilasilan bu problemlere paralel olarak cézimler aranmis,
yeni teknik ve metodlar gelisgtirilmistir. Insanoglu sadece
karsilastiklariy degil, karsilasabilecekleri problemleri de
dnceden tahmin etme ve bu problemlerle kars:ilasmadan Gnce
gerekli planlama yoluna gitmigtir. Su bir gercektir ki, en
iyi planlama istatistik kullanilarak yapilan planlamadir.

Her alanda, kargilasilan yada karsilasilabilecek
problemleri en iyl sekilde karakterize edebilen modeller
gelistirilmis wve bu modellerin tim Szellikleri agiklanmaya
calisilmistir. Bu anlamda dagilim modelleri, insan yagaminda
cok &nemli bir yere sahiptir. Ginilmilzde degisik alanlarda
karsilasilan yada karsilasilabilinecek problemler icin
dagilim model leri kullan:ilmaktadir. Bu alanlara &rnek
Dlarakﬁ biyoloji ve tip, mihendislik, genel teori, dilbilim,
kalite kontrol , fiziksel bilimler, givenirlik, sosyal
bilimler, kazalar ve dlimler, askeri alanlar verilebilir.

Bu alanlarda bilinen tek degiskenli olarak, yaklasik 300
degisik dagilim modeli vardir. BRiz bu calismada, bu dagilim
modellerinden.gekirdek dagilamlar olarak nitelendirilebilecek
168 modelden 58 dagilim modelini ele aldik ve dzelliklerini

inceledik.
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SUMMARY

Human beings faced and still facing different problems
in many areas up today. Farallel to these problems, new
technice and metods are developed for the solution of these
problems. Human beings deal with not only the faced
problems, but may face problems in the future. Humans want
to predict the problems which they face in the future and
they make some plans for that kinds of problems. The best
way of making the best plan is to use statistics.

For the problems that faced or may face in the futuwre in
many areas, new models which characterizes problems well are
developed and for these models all properties are studied.
In this manner distribution models have an important place in
humarn life. Today in different areas such as, biology and
medicine, engineering, general theory, linguistcs, gquality
control, physical sciences, reliability, social sciences,
accident, absenteeism, ballistics, floods, many distribution[
models are used.

There are approxzimately 300 different univariate
distribution models. In this work we studied the properties
of 58 distribution models out of a class of distribution

models having 168 models.
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