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Onsoéz

Her bir kigi gelecek hakkinda planlar yapar ve bir takim beklentilere sahiptir.
Fakat bu planlarin her zaman gerceklesmesi miimkiin degildir. Bu nedenle sigortalar,
insanlanin  gesitli  beklentilerinin  gergeklesmesini  engelleyen tesadiifi olaylann
kayiplarim azaltmak icin olugturulmus sistemlerdir. Bugiin ekonomi diinyasinda riskin
bulundugu her yerde sigortanin girdigi goriilmektedir.

Bu tez cahgmasi, Aktilerya Matematiginin ve bubun Bireysel Emeklilik
Modellerine uygulanmasinin incelendigi bir derleme niteligindedir. Bu konularla ilgili
teorik yapt matematiksel olarak ele alinip temel kavram ve ozellikler detayh bir gekilde
ornekleriyle incelenmigtir,

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlanyla ve katkilanyla beni her zaman
destekleyen degerli hocam sayin Prof. Dr. Mehmet H. ORYAN ’a tesekkiir ederim.

M. Dilek AKCAY
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Bagslica Simgeler Listesi

. Servet fayda fonksiyonu

: Moment olugturma fonksiyonu

. Olim yagim gosteren tesadiifi degigken

. Xtesadiifi degiskeninin olasihk (veya olasilik yogunluk ) fonksiyonu
: Xtesadiifi degigkeninin dagihm fonksiyonu

X tesadifi degiskenin x degerini almasi olasih

:  x yasindaki canli

. x segilme yag1

: Yasam fonksiyonu

: (%) in gelecek hayat siiresini gosteren tesadiifi degigken
. (x) in 6lene kadar gecirecegi tam yillarin sayist

. x yagindaki bir canhinin x+7 yilinda yagama olasihif

: x yagindaki bir canlimin ¢ yil iginde dlmesi olasih

. x yagmdaki bir canlimn x+¢ ile x+#+u arasinda 6lme olasihif

: Oliimiin etkisi

. I, yeni dogan canli grubundan x yaginda canl olanlarnin beklenen sayisi
. xile x+¢ yillant arasinda 6lenlerin beklenen sayist

. Serviste x yaginda olup x+1 yagina kadar 6len aktif iiye sayst

: x yagindaki bir iiyenin maag biyukliga

. Serviste x yaginda olanlardan x+1 yagina kadar aynlan aktif tiye sayis1

: Serviste x yaginda olup x+1 yasina kadar maluliyetten ayrian aktif tiye

say1si

: Serviste x yaginda olanlardan emeklilik yagina gelip emekli olan

aktif tye sayist

: Simdiki deger fonksiyonu

: Tazminat fonksiyonu

: Iskonto fonksiyonu

. Faiz etkisi

. Yillik faiz oram

: nyil siireli (x) in 6liim anminda bir birim 6demeli sigortanin net tek primi

: (¥) in 6lim amnda bir birim édemeli sigortamn net tek primi

: nyillik vade sonunda 6denen sigortanin net tek primi

: nyillik 6lim halinde ve vade sonunda 6denen sigortanin net tek primi
. m yl ertelenmis 6liim amnda bir birim 6demeli sigortamin net tek primi
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: Degisken tazminath 6lim aninda 6demeli hayat sigortasmin net tek primi
. nyl streli yillik artan 6liim aninda 6demeli sigorta igin net tek prim

: ¢t anindaki 6lim halinde ¢ 6demesi yapan sigortanin net tek primi

: nyl siireli yilik azalan 6liim aminda 6demeli sigortanin net tek primi

: nyil sireli 6lim yilimin sonunda 1 birim 6demeli sigortanin net tek primi
: Olim yihinin sonunda bir birim 6demeli sigortanm net tek primi

: Yilda m kez 6demeli sigortanin net tek primi

. n yillik 6lim halinde ve vade sonunda 1 birim 6liim yili sonunda 6demeli
sigorta i¢in net tek prim

: Yillik bir gekilde artan 6lim yih sonunda édemeli sigortanin net tek primi
: nyl sireli yilik azalan 6liim yili sonu 6demeli sigorta igin net tek prim
. nyd streli yilhk artan 6lim yih sonu 6demeli sigorta igin net tek prim

: Her w1l bir oranminda ddenebilen rantlarin gimdiki deger tesadiifi degiskeni
: Stirekli tam hayat rant1 i¢in aktiieryal simdiki deger

: nyil stireli hayat rant1 igin aktiieryal simdiki deger

: n yll ertelenmis hayat rant: i¢in aktiieryal gimdiki deger

. nyil garantili hayat rant1 igin aktiieryal simdiki deger

: Strekli 1 birim 6demeli rantlarin » yil sonundaki aktiieryal toplam degen
: Her yilin baginda 1 birim 6demeli rantin simdiki deger tesadiifi degigkeni
: Devre bag1 6demeli rantlarin aktiieryal simdiki degeri

. nyil siireli devre bagi 6demeli rantlarin aktiieryal simdiki degeri

: nyil ertelenmis devre basi 6demeli rantlarin aktiieryal simdiki degeri

: nyil garantili devre bast 6demeli rantlarn aktiieryal simdiki degeri

. Yilda m kez devre bag1 6demeli rantlarin aktiieryal simdiki degeri

: Devre baginda bir birim 6demeli rantin 7 y1l sonundaki aktiieryal toplam
Degeri

: De%re sonu ddemeli rant igin simdiki deger tesadiifi degiskeni

: Devre sonu 8demeli rant i¢in aktiieryal simdiki deZer

: nyihk devre sonu 6demeli rant i¢in aktiieryal simdiki deger

: P primi igin poligenin finansal kaybimn simdiki deger tesadiifi degigkeni
. Strekli bir gekilde 6denen prim miktari

. Yilhk bir gekilde denen prim miktan

: Yilda m kez ddemeli prim miktan

. Gelecekteki finansal kaybin # y1l sonraki simdiki deger tesadiifi degiskeni
. t zamamndaki siirekli rezerv

.k zamamndaki kesikli rezerv
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Ozet

Aktiierya Matematigi ve Bireysel Emeklilik Modelleri

Aktiierya Matematifi Olasthk ve Istatistigi, Risk Teorisini ve Fayda Teorisini
kendi binyesinde birlegtirerek sigorta sistemlerinin matematiksel yapisim inceleyen bir
bilim dahdir. Bu nedenle finans ve ekonomi diinyasmda énemli bir yer tutmaktadir.
Tezimizde aktilerya matematiinin temel kavram ve ozellikleri detayh olarak
incelenmistir. Sigortada Fayda Teorisi, Bireysel Risk Modellei , Canhlik
fonksiyonlari, Hayat Tablolari, Hayat Sigortas: ve Rantlart, Primler ve Rezervler
tezimizde ele alinan baghca konulardir. Aynica iilkemizde yeni uygulanmaya baslanan
bireysel emeklilik planlarina yardimei olmasi icin aktilerya matematiginin bireysel
emeklilikle ilgili uygulamalat Coklu Azalma (Dekrament)Teorisi kullamlarak
tezimizde ele aimmustir. Bu uygulamalara ait gesitli 6rnekler tezimizde yer almigtir.



Summary

Actuarial Mathematics and Individual Retirement Models

Actuarial Mathematics is a science which studies the mathematical structure of
Insurance Systems using Probability and Statistics, Risk Theory and Utility Theory.
Because of this it has an important place in finance and economics. In this thesis the
main concepts and properties of actuarial mathematics are studied in detail. Utility in
Insurance, Individual Risk Models, Survival Functions, Life Tables, Life Insurance ,
Life Annuities, Premiums and Reserves are the main topics in the thesis. Besides, the
individual retirement plans are studied by using the multiple decrament theory and the
examples are given for these plans in the thesis.



Giris

Aktiierya matematigi sigorta sistemlerini matematiksel olarak inceleyen bir
bilim dahdir. Ulkemizde aktilerya matematigine ait az sayida yazilms kitap vardir
[11, [2]. Buna paralel olarak aktiierya matematiginin iilkemizde sigorta sektoriindeki
kullammi ¢ok azdir. Bu nedenle, bu tezimizde, aktiierya matematiginin temel kavram
ve ozelliklerini detayh olarak incelemeye calistik. Aynca yeni uygulanmaya baglanan
bireysel emeklilik planlarma gk tutmasi igin aktilerya matematiginin bireysel
emeklilikle ilgili uygulamalanim ekledik.

Bolim 1 de sigortacilik ile ekonomi, fayda teorisi agisindan incelenmigtir. Bu
boliimde sigortacibikta kullamlan fayda fonksiyonlan ele alinmaktadir. Optimal sigorta
ile ilgili Teorem 1.1 ispat edilmektedir. Bu teorem ilk defa Arrow [3] tarafindan 1963
de saghk sigortast igin ispat edilmigtir. Fayda teorisi geni olarak De Groot [4], [5],
Friedman ve Savage [6] tarafindan incelenmistir. Fayda teorisinin temel esitli§i olan
1.2.1 esitligi de ilk defa Pratt [7] tarafindan incelenmigtir.

Boliim 2 de kisa siireli bireysel risk modelleri incelenmektedir. Bu bolimdeki
temel bilgiler olasilik ve istatistik' kitaplarinda bulunabilir. Bu bolimde kullamlan
(2.1.1) ve (2.1.2) formullerinin ispatlar [8] da mevcuttur.

Bolim 3 de canlihik dagilimi ve hayat tablolan ele almmaktadir. Bu bolimde
kullandigimiz kavram ve gosterigsler Bowers [9] ve Neill [10] kitaplarinda mevcuttur.
Hayat tablolant aktiieryal bilimin kose taglandir. Bu boélimde segme, nihai ve toplam
tablolar incelenmigtir. Hayat tablolart ayrica bioistatistikte de kullandmaktadir (Chiang

(11]).

Boliim 4 ve Boliim 5 de sirasiyla hayat sigortast ve hayat ranti modelleri ele
alinmigtir. Bu boliimlerde yalmz yasam siiresi tesadiifi degisken olarak ahnmugtir. Bu
yaklastma bireysel risk teorisi adi verilmektedir. Paramin degeri tesadiifi olarak
alinmamigtr. Bununla beraber paramin degerinin de tesadiifi degigken olarak alindig
modeller son yillarda ilgi bulmugtur (Bowers [9], Boliim 21).

Bolim 6 da primler anlatilmaktadr. Bu bolimdeki primlere belirsizlik
ekonomisi literatiiriinde aktileryal prim adi verilir ve aktiieryal denklik prensiplerine
gore hesaplanmaktadir.

Bolim 7 de rezervier denklik prensibi kullanitarak hesaplanmaktadir. Siirekli ve
kesikli rezervler ayn ayn ele alinmaktadir.

Bolim 8, 9, ve 10 da bireysel emeklilik planlannda uygulan aktieryal
yontemler ele almmaktadir. Bolim 8 de ¢oklu azalma teorisinin bireysel emeklilik
planlarina uygulanmas: anlatilmaktadir. Bélim 9 da belirlenmis maas esash emeklilik
programlanmin  Bolim 10 da ise belirlenmis katki esash emeklilik programlanmn
aktiieryal degerlendirilmesi anlatilmaktadir. Bu bolimiin hazirlanmasinda [9] ve [10]
numarah kaynaklardan yararlamlmgtir.



Boliim 1
Fayda Teorisi

1.1 Fayda Teorisinin Temel Ozellikleri

Insanlar, efer verdikleri kararlarin sonuglanm daba oOnceden kesin olarak
bilebilirlerse, hayatlann onlar i¢in daha basit, fakat daha az ilging olur. Insanlar,
kararlanim genellikle ortaya gikabilecek sonuglarma gore verirler, fakat higbir zaman
sonuglarin ne olacagi kesin olarak belli degildir.

Belirsiz durumlarda karar verme probleminin bir ¢oziimii, tesadiifi sonuglu bir
ekonomik olayin sonucu olarak onun beklenen deferinin alinmasidir. Bu beklenen
deger prensibi ile miimkiin olan biitiin sonuglarin dagihim: tek bir say ile, yani tesadiifi
sonucun beklenen degeri ile yer degistirilmis olunur. Bu prensibe gore, bir karar verici
igin, bir sigorta olayinda X tesadiifi zararin gergeklesebilecegini kabul etmesi ile
miimkiin olan bir kaybi kargilamak igin E[X] miktarim édemek arasinda bir fark yoktur.
Sigortacilikta, para odeme ile ilgili tesadiifi durumlarin beklenen degerine durumun
aktileryal degeri denir.

Baz: karar vericiler tarafindan beklenen deger prensibi kabul edilmez. Onlara
gore, onlarn servet seviyesi ve olaylann dagilimmin goriniigii kararlarna etki
etmektedir.

Asagida karar verici igin beklenen deger prensibinin yetersiz kaldigh bir kaza
sigortas1 6rnedi ile agiklanmaktadir. Bir kazann olma olasiifimn 0.01 ve olmama
olasiiginmn 0.99 oldugu kabul edilsin. Bir kazadan ortaya ¢ikan kayip miktarma gire
3 hal s6z konusu olsun:

Durum Miimkiin kayiplar Beklenen kayiplar
1 0-1 0.01

2 0-1000 10

3 0-1000000 10000

1 birimlik kayip karar verici igin az ilging olabilir, bu nedenle beklenen degerden
daha fazla 6deyip de sigorta sahibi olmak istemeyebilir. Bununla beraber 1000000 luk
kayip oldukga felaket bir seydir. Dolayistyla karar verici 10000 birimlik beklenen
degerden daha fazla ddeyerek sigorta sahibi olmak ister. Dolayisiyla bu 6rnekte karar
verici igin beklenen degerin 6nemi yoktur.

Karar vericinin beklenen deferden daha fazla 6demek istemesinin bir nedenini
agiklama, agafidaki gibi yapilabilir. Once karar vericinin w degerindeki bir servete



verecedi deger u(w) ile gosterilsin. u(w) ye fayda fonksiyonu denir. Karar vericinin
20000 degerinde bir serveti olsun. Bir lineer transformasyon

u*(w)=au(w)+b , a>0

ile elde edilen u *(w)fonksiyonu u(w) ya denktir. a ve b oyle belirlenecek ki 0 noktas:
ile bireyin fayda fonksiyonun bir bagka noktas: verilsin. #(0)=-1 ve #(20000)=0
olsun. Fayda fonksiyonunun tespiti Sekil 1.1.1 de gosterilmektedir.

“u{w)

w zenginlik
(x 1000)

Fayda fonksiyonunun tespiti
Sekil 1.1.1

Simdi karar vericiye su soru sorulsun: 0.5 olasiikli 20000 lik bir kayipla
kargilashgim ve gegerli servet seviyesini muhafaza etmesinin 0.5 olasiikla miimkiin
oldugu kabul edilsin. Bu taktirde, bu tesadiifi kayba kargilik komple bir sigorta i¢in
odemek isteyebilecedi’ maksimum G miktari nedir? Bu soru goyle formiile edilebilir:
Hangi G degeri igin

#(20000 - G) = 0.5u4(20000) + 0.5 u(0)
= (0.5)(0) + (0.5)(-1) = -0.5?

Karar verici G dderse, serveti 20000-G kalacaktir. Yukandaki ifadede “=" isareti sunu
ifade etmektedir: Karar verici igin G yi ddemekle, sag taraftaki servetin beklenen
faydasim kabul etmesi farksizdir. Karar vericinin cevabimun G=12000 oldugu farz
edilsin. Bu taktirde

#(20000 -12000) = %(8000) = 0.5

dir. Bu sonu¢ Sekil 1.1.1 de gosterilmigtir. (0 <w <20000)olmak iizere [w,u(w)]
noktalanm kullanarak karar vericinin servet fonksiyonundan yararlanmasina tatmin
edici bir yaklagm elde edilebilir. (0.<w, <w, <20000) olmak tzerew, vew, servet
seviyeleri herhangi bir sekilde belirlenmis olsun. Karar vericiye su soru sorularak ilave

L. YiKSEKOCRETIM KURULY
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nokta belirlenebilir: Eger yapacaginiz sigortanin sizi w., zenginlik seviyesinde birakma
olasiift p veya w, seviyesine indirgemesi olasihif: 1-p ise bu sigorta durumuna karst
hangi maksimum sigorta bedelini 6demek isterdiniz? Karar vericinin bir G degerini

u(w, —=G)=(1-p)u(w,) + pu(w,)

olacak sekilde belirlemesi istensin. w, ~G =w, bulunur ve [w,,(1— p)u(w,)+ pu(w,)]
noktas: belirlenir. Bunun yardmmyla (12500, -0.25) noktast bulunur. Bu tiirki
Onceliklerin' istenmesi karar vericinin fayda fonksiyonu lizerinde bir takum noktalarm
elde edilmesine yol agar. Bu noktalardan gegen bir diizleme (smoothing) fonksiyonu
yardimiyla bir yarar fonksiyonu belirlenmis olur.

Bu sekilde karar vericinin servet fayda fonksiyonu belirlendikten sonra, bu
fonksiyon iki tesadifi ekonomik durumu kargilastrmak igin kullamlir. Iki ekonomik
durum X ve Y tesadiifi deZiskenleri ile g6sterilsin. Bir karar verme kurah araniyor, oyle
ki bu kural, daha 6nceki tercihlere uygun olarak hazirlanan servet fayda fonksiyonu ile
tutarh olsun. Boylece karar verici w servetine sahip ise, X ve Y yi su sekilde
kargilagtinlsin: E[u(w+X )]> E[u(w+Y )] ise karar verici X i segsin
Eger Elu(w + X)|= E[u(w + ¥)] ise karar verici X ve ¥ arasinda kayitsiz kalsin. Bu
model daha genig bir goriis ile ele alinirsa, karar vericinin servetine etki eden X ve ¥
olaylan igin, bunlann dagthm hakkinda E{u(X)]> E[u(Y)] biliniyorsa X i tercih etsin.
Eger, E[u(X)]= E[u(Y)] ise kayitsiz kalsin. Bu model w=0 i¢in yukandaki ile aymdr.

Fayda ile ilgili agagidaki gézlemler yapilabilir:

1) Fayda teorisi ortaya ¢ikan sonuglarin olasiik dagihmlarina baghdir, tercihlerin
uygun olmasi varsayimu iizerine kurulmustur.

2) Fayda fonksiyonu gergekte, tek tiirlii belirlenmek zorunda degildir. Ornegin eger
u*(wy=a u(w) + b , a>0 ise E[u(X)]> E[u(Y)] ifadesi E[u*(X)]> Efu*(¥)]
ifadesini gerektirir. Yani fayda fonksiyonu bir artan lineer transformasyon ise
tercibler korunmaktadir.

3) u(w)=awt+b, a>0 olsun. Eger,
E[X]=p, ve E[Y]= p,ise E[u(X)]=au, +b> Eu(Y)]=au, +b ifadesi
My > [y ye denktir. Yani, artan lineer fayda fonksiyonlar igin , sonuglarm
dagilimuina gore tercih yapmak yerine , kargilagtirilan dagilimlann beklenen
degerlerine bakarak tercih yapilabilir.

1.2 Sigorta ve Fayda

Bir karar verici igin , gelecek zaman iginde servetinin zarara ugrayacagmin
miimkiin oldu@u kabul edilsin. Kaybin miktan X ile gosterilsin. X bir tesadiifi degisken
olup, degeri O olabilir. X in dagihmimin bilindigi kabul edilsin. Eger zarara uframa
Ozelligi aym kosullar altinda bir ¢ok kereler go6zlenebiliyorsa E[X], gelecek
periyottaki kaybin beklenen deBeri, uzun siireli bir ortalama kayip olarak



yorumlanabilir, Agikar ki boyle bir deneme siireci bir bireysel. karar verici tarafindan
yaganamaz.

Bir sigorta organizasyonu (sigortact) malin zarara uframasmm  finansal
sonuglannin  indirgenmesine yardimeci olmak igin kurulmug olsun.  Sigortaci, miilk
sahibinin malmn zarar gérmesi halinde, finansal kayba egit veya daha az bir 6demeyi
temin eden poligeyi satiga sunsun. Kayba kargi yapilacak olasi ddemeye hasar talebi
(claim) 6demesi denir. Poligedeki teminata karsihk , miitkiin sahibi (sigortal) bir prim
oder. Primin miktan, her iki tarafin kabul ettifi bir ekonomik karar prensibine gore
tespit edilir. Miilk sahibinin sigorta i¢in Odemek isteyebilecegi maksimum prim
miktarindan daha az olan bir primi gerektiren bir police yapilmas: halinde, her iki taraf
iginde karsihklt avantajlari iceren bir firsat ortaya ¢ikar.

Bir bireysel sigorta poligesi igin ortaya cikabilecek finansal sonuglarn simrlan
arasinda, sigortactnin fayda fonksiyonuna bir dogru ile yaklaglabilir. Sigortaci tam
sigorta teminatt icin temel fiyatim beklenen kayip E[X]= polarak koyabilir. Bu
durumda uz ye l-periyotluk sigorta poligesi igin pir veya net prim denir. Masraflari,
vergileri, v.s. karsilamak icin sigorta sistemi net prime bir miktar yiikleme yaparak asil
prime  karar  verir. Omegin  yiklenmis prim, H ile gosterilsin.
H=(1+a)u+c ,a>0,c>0 olarak yazlabilir. Burada ay diger masraflan gosterir
ki bu ug ile degismektedir. ¢ sabit terimi ise uile beraber defismeyen masraflan
gostermektedir. Daha sonra sigortaci tarafindan prim hesaplanmasinda kullamlan diger
ekonomik prensipler gosterilecek.

Simdi miilk sahibinin miilkiiniin zarara ugramasmna karst karar verme
problemine fayda teorisi uygulansin. Miilk sahibinin servet fayda fonksiyonu #(w) olup
w, servetin parasal birimlerle olgilmesidir. Miilkin ugrayacagy kayiplarm tesadiifi
degiskeninin dagihmmin bilindigi kabul edilsin. Milk sahibi tesadiifi finansal kayb:
Odemeyi kabul eden sigortactya G miktarini 6demekle ve riski kendisinin 6demesine
aym gozle baksin. Bu durum §éyle ifade edilebilir {7]

#(w -G)=E[u(w - X)] 121

Esitligin sol tarafi sigortayr satin almasi hali, diger tarafi ise sigortayr satin almamasi
halidir. Miilk sahibinin artan bir lineer fayda fonksiyonu olsun, yani u(w)= b w+d
(b>0) olsun. Miilk sahibi beklenen deger prensibini kabul edecektir. Bu durumda
eger,

u(w-G)=bw-G)+d = Eju(w- X)|= Ep(w- X)+d] <
bw-GQ)+dz2bw-u)+d =>G=<u

ise milk sahibi ya sigortayr tercih eder, veya sigortaya karsi kayitsizdir. Boylece,
~ sigorta s6zlegmesinde kargihkl avantaj firsat1 goziikmektedir.

Fayda fonksiyonu genellikle su ozellikleri gosterir:a'(w)>0ve u'(w)<0.
u(w) fonksiyonunun artan oldugunu kabul etmek tabii olarak gelmektedir. Ikinci
esitsizlik #(w) nin kesin agagtya dogru konkav bir fonksiyon oldugunu gosterir. Kesin



asaftya konkav fayda fonksiyonlan sigortadaki karar vermelerde goz 6niine alindifinda,
Jensen egitsizliinin biri kullambr. Bu egitsizlikler bir X tesadiifi degiskeni ve u#(w)
fonksiyonu igin

Eger u''(w) <0 ise Efu(X)}<u(E[X]) (1.2.2)
Eger u''(w)> 0 ise Efu(X)] 2 u(E[X]) (1.2.3)
Jensen eyitsizligi, iki beklenen degerin var olmasmn ister. Yukandaki esitsizliin

1.sinin ispati agsagida veriliyor.

y
() + u'(l) (w-p)

u(w)

up) e e o

T = o e

u'"'(w) <0 ve u'(w) > 0 icin Jensen esitsizliginin ispati
Sekil 1.2.1

Eger E[X]= umevcutsa, u(w) ya (u,u(u)) de teget olan y=u(p)+u'(p)(w— p)
tegeti dilsiintilsiin. %(w) nin kesin asaf konkav olusundan u(w) efrisi teZetin altinda
kalir, yani Vw igin

u(w) Su(p) +u'(w) (W - 1) (1.2.4)

gegerlidir. w yerine X konulsun ve her iki tarafin beklenen degerini alnsin.
Elu(X)]<u(u)elde edilir. Bu basit egitsizlifinin aktiieryal matematikte bir gok
uygulamas) vardir. Jensen esitsizlifi yukandaki karar verme problemine uygulansin,
Karar vericinin tercihlerinin #'(w)> 0 ve#''(w) <0 seklinde oldugu kabul edilsin.
Jensen egitsizliinden

u(w-G) = Efu(w - X)] < ulw — u) (1.2.5)

elde edilir. #'(w)>0 oldufundan #(w) artan bir fonksiyondur. Dolayisiyla buradan
w-G<w-u < G2u elde edilirr X sabit degilse G>udir.  Ekonomik
terimlerle, efer u'(w)>O0veu"(w) <O ise, karar verici, sigorta igin, beklenen kayiptan
daha fazla bir degeri 6deyecektir. Eger G, en az sigortacimin koydugu prime esitse,
sigorta policesinde her iki taraf i¢in avantaj olma firsati vardir. EZer u(w) igin,
u'"'(w) <0 ise karar verici igin risk sevmeyen denir. Simdi sigortac: igin genel bir fayda
fonksiyonu kullamlsm. u,(w) sigortacimin zenginlik fayda fonksiyonu olsun vew, de



sigortacimin gegerli zenginliginin parasal karsiligs olsun. Bu taktirde X tesadiifi kaybim
kabullenmesi igin minimum kabul edilir prim H, sigortacimn goriis agisindan

u,(w,)=EJu,(w, + H - X)] (1.2.6)

esitliginden elde edilir. (1.2.6) mn sol tarafi sigortacinin gimdiki durumuna ait faydayi,
sa§ tarafi ise H primini ahp, X kaybmmn &denmesinin beklenen faydasmi
gostermektedir. Diger bir deyimle, sigortaci, bugiinki durumu ile A primli X igin
sigortayt vermesi  arasmda  kayiusizdir.  Sigortacmin  fayda  fonksiyonu
u'(w)>0 veu," (W) <0 gartm saghyorsa, jensen esitsizlifinin (1.2.6) ifadesine
uygulanirsa

u,(w,) = Elu,(w, + H - X)| < u,(w, + H - )

elde edilir. Buradan benzer sekilde H > u elde edilir. Eger karar vericinin , (1.2.5) i
¢ozmek igin belirledigi G igin G>H > u ise sigorta poligesinin kabul edilmesi
miimkiindiir. Yani s6zlesmede her iki tarafin da beklenen faydas: azalmamugtir.

1.3 Fayda Fonksiyon Cesitleri

Ustel Fayda Fonksiyonu

Bir iistel fayda fonksiyonu
uw)y=—" (@>0)
formundadir ve su 6zelliklere haizdir:

Duw)y=ae™ >0

2) u'(w)=-a’e™ <0

Dolayistyla, #(w) risk sevmeyen birey i¢in fayda fonksiyonu olarak kullamlabilir.

3) E[-e™ ]=-E[e ™ ]=-M ()

Burada M, (f) = E[e¢® ], X in moment olugturma fonksiyonudur.

4) Sigorta primi karar vericinin servetine bagh degildir. Bunu gérmek igin u(w) , (1.2.1)
de yerine yazilirsa

— e a0 E[— e—a(w~X)] e =M (@) G= lOgAZ x (@)

= G, w ya bagh degildir.

Sigortaci agsindan kontrol etmek igin iistel fayda fonksiyonunu (1.2.6) da yerine
yazilirsa
—e ™ = El_ e*w:(WfrH-X)]



—e M = _g a(mtH) Mx (al)
_ logM, (a,)
Q,

< H
bulunur.
Kesirsel Uslii Fayda Fonksiyonu
Kesirsel uislii fayda fonksiyonu

u(w)=w’ ,0<y<l ,w>0

sek_lindedir. Bu da riski sevmeyen bir karar vericiyi géstermektedir, ¢linkii
#W)=mw"! >0 ve u"(W)=y(y-Dw'? <0dur.
Bu fonksiyonlar igin primler karar vericinin servetinin durumuna baghdur.
ikinci Dereceden Fayda Fonksiyonu
Ikinci dereceden fayda fonksiyonu

uwy=w-aw’> w<Qa)', a>0

seklinde tammlamir. Bunu kabul eden karar vericinin risk sevmedigi soylenebilir,
ginkii #''(w) =22 <0 dir.

Ornek 1.1: Bir gelecek periyotta bir miilkiin zarara ugramama olasiig 0.75 ve bir
pozitif kaybmn olasilik yogunluk fonksiyonu £ (x) = 0.25(0.01e™°**) , x> 0 olsun.

Miilk sahibinin fayda fonksiyonu u(w)=—e*®" ile verilsin. Beklenen kaybi ve mal
sahibinin tam sigorta i¢in ddeyecedi maksimum sigorta primini hesaplaymiz.

Coziim: Beklenen kayip
E[X]=0.75(0)+0.25[ x(0.01e™"*)dx = 0.25
0
Maksimum primi hesaplamak i¢in (1.2.1) i kullamisin.

u(w—G) =0.75u(w) + Tu(w - x) f(x)dx

.__e—0.00S(w—G) - _0.756-0.00539 _ O.ZSTe—O.OOS(w—x)(O.O1e—0.01x)dx
’ 0

= e"™% =0.75+0.25(2) = 1.25
= G =2001og(1.25) = 44.63



Ornek 1.2 : Omek 1.1 deki milk sahibine zarann yansm odeyen bir sigorta teklif
edilsin. Kismi kaybin beklenen degeriE[i;] =12.50 dir. Miilk sahibinin 6deyecegi
maksimum primi bulunuz.

Coziim:

0.75u(w—G) + Tu(w ~G- %) F(x)dx
]
= 0.75u(w) + Tu(w —x)f ()

Bu egitligin sol tarafi, kismi sigorta teminati igin beklenen fayday: gostermektedir. Sag
tarafi ise olmamast halindeki beklenen faydayr gostermektedir. Ustel fayda fonksiyonu
ve kayiplann olasilik yogunluk fonksiyonu ornek 1.1 de verildigi gibi ise G=28.62 elde
edilir. Yani miilk sahibi, beklenen kismi kayiptan G ~ u = 28.62-12.50=16.12 kadar

daha fazla 6demeyi kabul edecektir.
1.4 Optimal Sigorta

Bir karar vericinin servetinin miktar1 w olsun ve gelecekte bir kayip ile yiiz ylize
geisin. Bu kayp bir X tesadiifi degiskenidir. Karar verici, x kaybina karsihk I(x)
Odemesini yapacak bir sigorta sozlesmesi satin alabilir.  Biitlin uygun sigorta
sdzlesmeleri igin 0<I(x) < xoldugu kabul edilsin. Aynca, E[I(x)]=p olan, biitin
uygun sigorta sdzlegmelerinin aym P fiyatina satildigt kabul edilecek. Karar verici,
olaylarin dagihmina gore yapacad: tercihlere uygun olan bir fayda fonksiyonunu u(w)
ile formiile etsin. - Karar vericinin risk sevmedigi, yani #''(w) <0 oldugu kabul edilsin.
Ayrica karar vericinin sigorta igin P degerini 6demeyi kabul ettigi farzedilsin. Simdi su
soru sorulsun: # beklenen hasar talepli ve P primli uygun sdzlesmelerden hangisi karar
vericinin beklenen faydasim maksimum yapar?

Uygun olan sigorta sézlesmelerin bir alt simfi agagidaki gibi tammlansin:

0 ,x<d

14.1
x—d ,x2d ( )

Id(x)::{

Bu sozlesmelerde hasar talebi 6demeleri, kaybin belirli bir deferi gegmesinden sonra
baglamaktadir. 4 ye muaf tutulan (deductible) miktar denir. Bu tiirlii sozlesmelere

kesintili sigorta (stop-loss ) denir. .

fx) ile X tesadiifi kayiplarin olasiik yogunluk fonksiyonunu, F(x) ile dagihm
fonksiyonunu ve de g ile beklenen hasar talepleri gosterilsin.

B =[(x-d)f(x)dx (1.4.24)
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B = T[l - F(x)ldx (1.4.2B)

dir. Ikinci esitlik birinciden kismi integrasyon ile elde edilir. Bu boliimiin temel bir
sonucu bir teorem olarak agagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 1.1

Serveti w ve risk sevmeyen (yani #(w) fayda fonksiyonu igin #''(w) <0 olan) bir
karar verici, X tesadiifi kayipla kars1 karstya olsun, sigortaya P miktarim 6demeyi kabul
etsin. Sigorta pazari, P ddemesine karsilk 0<I(x)<x ve E[I(x)]=/ kosullanm
gergekleyen uygun sigorta sozlesmeleri teklif etsin. Bu taktirde karar vericinin
beklenen faydasi su sigorta poligesini satin alarak maksimize edilebilir:

0 x<d*
La®) —{x-d* ,xzd*
burada d* ,
B=[(x-d)f ()
d
esitliginin ¢oztimudir.

Bunun ispatt i¢in dnce agagidaki lemma ispatlansin:

Lemma: Eger
Vwela,b] i¢in ,u" (w) <0 ise,

W,z e [a,b] lan u(w)—u(z) < (W _ z)u'(z) ] (IA_].)

ispat: Sekil 1.2.1° e bakism. (z, u(z)) noktasmda u(w) ye teget olan dogrunun
denklemi y-u(z)=u'(z)(w-1z) dir.  y2u(w) oldugundan y, u(w) fonksiyonu
tizerindedir (z,(u(z)) noktasi hari¢). Boylece u(w)—u(z) <u'(z)(w-z)elde edilir.
Sekil 1.2 de #'(w) >0dir. Aym sonuglar #'(w) <0 i¢in de dogrudur.

Teorem 1.1° in ispati;
Yukarnidaki lemmadan,

u(w—x+I(x)—P)—u(w—x+ld,(x)—P)
<[I(x)—1 (' (w—x+1 . (x)—P) (1.A2)
elde edilir. Aynca, '

) - GOB' W —x+ ()~ P) <) - [ o' (w—d*-P) (1.A3)

oldugu iddia ediliyor. Bunu gostermek i¢in 3 durum incelensin:
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1.Hal: I, (x)=I(x)

Bu durumda egitsizligin her iki tarafi 0 oldugu i¢in iddia dogrudur.
2.Hal: 1,.(x)>I(x)
Bu durumda 7,(x)>0 olup (1.4.1) den x~7,.(x)=d* elde edilir. Bu durumda
(1.A.3) Uin her iki tarafi da [1(x) -] ,.(x)}'(w ~d *—P) ye esit olur.
3.Hal: 1,.(x) <I(x)

(1.4.1) den I,.(x)-x2-d* ve I.(x)-x-P2-d*-P elde edilir. u"(x)<0
oldugundan u'(x) azalan bir fonksiyondur, dolayistyla
w(w—x+1,.(x)-P)<u'(w-d*-P) gergeklesir. I(x)—1,.(x)>0 olup her iki tarafi
bununla garpilirsa (1.A.3) elde edilir.

Boylece her ii¢ halde de (1.A.3)’ii elde edilmis olur. (1.A.2) ve (1.A.3) esitsizlikleri
beraber kullanir ve beklenen deger alinirsa

Efuw- X + (X))~ P)- Efu(w - X + I ,.(X)—P]
<E[I(X) -1 (X)W (w~d*~P)=(B- By (w-d*~P)=0

elde edilir. Bundan dolay1

Elu(w— X +1(X) - P]< Ejuw - X +1,.(X) - P]

olur. Yani/,.(x) secilmekle beklenen fayda maksimize edilmis olur.
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Boliim 2

Kisa Siireli Bireysel Risk Modelleri

Bolim 1 de karar vericinin tesadiifi olaylar sonucunda meydana gelebilecek
parasal kayiplan azaltmak icin sigortayr nasil kullanabileceSi agiklanmigti. Bunun igin
bir olasiik modeli gerekir. Iste burada yaygin bir sekilde kullamlan iki modelden biri
incelenecek.  Sigortaci kurulug igin tesadiifi kayiplar S ile gosterilsin. Bu taktirde S
tesadiifi deBigkeni i¢in bir olasihk dagihimi aranmasi gerekir. Tarihsel olarak S nin
dagiimi i¢in iki durum s6z konusudur. Bunlardan bir tanesi olan bireysel risk modeli
su sekilde tanimlanir:

S=X,+X,++X,

Buradaki X ler i.sigortalanmug birim igindeki kayiplant 7 de sigortalanms risk birimleri
sayisim gosterir. Genellikle X, lerin bagimsiz tesadiifi deZigkenler oldugu kabul edilir,

Cinki bunun matematii daha kolaydir ve bagimlilikta oldugu gibi gegmisteki datalar
bilinmek zorunda degildir. Diger model ise kollektif risk modelidir. Bu boliimde
bireysel risk modeli incelenirken paramin zaman igindeki degeri dikkate alimmayacaktir.
Bu basitlik igindir ve kisa vadeli olmasimin bir sonucudur. Yine bu béliimde sadece
kapali modeller incelenecek. Bundan ise gu anlagihr: Sigortalanmug birimlerin sayisi ()
bilinmekte ve periyodun baginda sabit tutulmaktadir. Eger sigorta sistemine giris ve
¢ikislar dikkate ahmirsa bu taktirde bir agik modelden bahsedilebilir.

2.1 Bireysel Hasar Talebi Tesadiifi Degiskenleri Igin Modeller

Once hayat sigortast @iriinii igin bazt temel kavramlar gozden gegirilsin. 1 yillik
hayat sigortasindan gu anlagilir: Eger sigortalanan kisil yil iginde &liirse sigorta sirketi b
miktar 6demeyi kabul etmekte aksi taktirde hicbir ey 6dememektedir. Bir yil boyunca
bir hasar talebinin gerceklesme olasthii g dur. X hasar talebi tesadifi degigkenin
dagihimi ya onun olasiik fonksiyonu p.f ile ya da dagihm fonksiyonu d.f ile ifade
edilir. X in olasilik fonksiyonu:

1-g ,x=0
fr(®)=PiX=x)=1q ,x=b
0 , dy.
buradan d.f. su gekilde elde edilir:
BC YOKSEROGRETIM KURULY

DOKIMANTASYON MERKETZ
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0 x<0
Fe(x)=Pr(X <x)=41-g 0<x<bd
' 1 x2b
momentin tanimu ve p.f.den
E[X]=bq
E[X*]=b’q

Var(X)=b’q(1-q)
elde edilir. Aynca bu formiiller agagidaki sekilde de elde edilebilir:
X=Ib

denilsin. Burada b 6liim halinde 6denecek sabit miktar, 7 tesadiifi degiskeni ise 6lim
olaymn olmas: halinde 1, olmamas: halinde 0 degerini alr. Bundan dolayr Pr(/=0)=1-
q ve Pr(/=1) =q olur. I mn beklenen degeri ve varyans: sirastyla ¢ ve g(1-g) dur.
Dolayisiyla X in beklenen degeri (ortalamas)) ve varyansi  sirastyla bg ve

b*q(1- g) olarak bulunur.

Aktiteryal modellerde {0,1} degerini alan / tesadifi degiskeni ¢ok yaygm bir
sekilde kullanilir. Bu tesadiifi degiskenine gosterici (indicator) denilir. Ciinkd verilen
bir olay igin /=0 olayin ortaya ¢ikmamasim , /=1 ise olayin ortaya ¢tkmasin1 gosterir.

Hasar talep miktarimn bir tesadiifi degisken oldugu ve bir periyot i¢inde birkag
- tane hasar talebinin meydana gelebilecegi daha genel modeller ele alinsin. Yangin, kaza,
dolu, hastalik bu ¢egitten sigorta 6rnekleridir. X=Ib genigletilerek

X=IB

yazilabilir. Burada X belirli bir periyot igin hasar talebi tesadifi degiskeni, B o periyot
i¢inde maruz kalmabilen toplam talep miktarim, 7 ise en az bir hasar talebinin ortaya
cikisint gosteren gosterge olarak kullanilacak. /=1 periyot i¢inde en az bir olaymn
meydana gelisini /=0 ise highir olaym meydana gelmemesini gosterir. Yani periyot
iginde meydana gelen hasar sayistm kastetmez. Bu ¢ok olayh poligede de Pr(/=1)=¢q
olarak gosterilecek.

Bir model i¢inde / ve B nin dagihimlanm tespit etmek igin birka¢ duruma
bakilsin. Once su 6rnek incelensin: Kaza ile 6kimiin olmas: halinde ekstra bir 6deme
saglayan bir yillik bir hayat sigortasi satin alinsin. Mesela kaza ile 6lim halinde
faydalanma miktar: 50,000 dier o6liim sebepleri halinde 25,000 olsun: Belirli bir yas,
saghk ve meslek grubu icin su farz edilsin. Bir yil i¢inde kaza ile 6lme olasilign 0.0005,
diger sebeplerden dolay1 6lme olasilif1 0.0020 olsun. Kisaca; '

Pr( =1, B = 50,000) = 0.0005
Pr(I =1, B = 25,000) = 0.0020
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B nin miimkiin degerleri iizerinden toplanirsa Pr(/ =1) =0.0025 elde edilir. Daha
sonra Pr{l =0)=1-Pr(/ =1)=0.9975 elde edilir. /=1 olmas: halinde B nin sarth

dagilim
Pr(B =25000,] =1) _0.0020 _

Pr(B =25,000| =1) = = =0.8
Tt 1= Pr(l =1) 0.0025

Pr(B = 50,000] [ =1y = LB =500007=1) _ 0.0005 _
Pr(Z =1) 0.0025

Bir kasko otomobil sigortast g6z Oniine alnsin. Yapilan poligeye gére sigorta
sitketi, her hasar bagmna misgterinin katihm paymn 250 oldugu en fazla 2000 lik bir
hasar talebini kabul etmektedir ve bir periyot igerisinde bir tane hasar talebi olmasi
olasihi 0.15, daha fazla sayida hasar talebi olmasi olasihFi 0 kabul edilsin. Dolaysiyla
hi¢ bir hasar talebinin olmamasi olasilig1 0.85 olur. Bir periyot i¢inde birden fazla hasar
talebinin olmamas: gergek¢i bir kabul degildir. Bu kabuliin segimi B nin dagihimim
basitlestirmek icindir. B arabadaki gergek zarar miktanindan ziyade sigortacinin maruz
kaldigi hasar talebi oldugundan I ve B nin iki karakteristik sonucuna varilabilir. Ik
olarak; /=0 olay1 250 miktarlik veya daha az hasarin olmas:1 olayim kapsar. Digeri ise B
nin dagihimmn 2000 maksimum hasar talebi biiyiikliigiinde bir olasilik kitlesine sahip
oldugudur. Bu olastlik kiitlesinin degeri 0.1 olsun. Ayrica O ve 2000 arasindaki hasar
taleplerinin  bir sirekli dagihm ile modellesebilecegi kabul edilsin.  Oyle ki bu
yogunluk fonksiyonu 0<x<2000 igin 1-x/2000 ile orantih olsun. (uygulamada
secilen siirekli egri bir evvelki periyot igerisindeki hasar taleplerinin incelenmesiyle elde
edilen dagilimdan secilmelidir.) Bu kabuller toplamrsa /=1 olmas: halinde B , 0 dan
2000 e kadar pozitif yogunlugu ve 2000 de bir kiitleye sahip olan bir karma dagilima
sahiptir. Bu sarth dagihimin d.f. si Sekil 2.1.1 de gdsterilmektedir.

0 x<0
x 2
Pr(B<x|I=1)=409 1—(1— 0 < x <2000
‘ 2000

1 x 2 2000
104 F5¢)
091

} pd
0 2,000

I=1 verildiginde B nin dagilim fonksiyonu
Sekil 2.1.1
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Bu otomobil sigortasi igin beklenen deger ve varyans iki ayn metotla hesaplansin.
Once X in dagilum bulunsun ve o kullanilarak E[X] ve Var(X) hesaplansin. Xin
dagihm fonksiyonu olarak Fx(x) gosterilirse

Fy(x)=Pr(X < x) =Pr(IB<x)=Pr(IB< x,I =0)+Pr(IB< x,I =1)

=Pr(/B < x|I =0)Pr(I =0)+Pr(JB< x| I =1)Pr(I =1)
x<0 igin

Fx(x)=0(0.85)+0(0.15)=0
0<x<2000 igin

. - - X 2
Fi(x)=1(0.85)+ 0.9{1_ (1 2000) }(0.15)

x22000 igin
Fx(x)=1(0.85)+1(0.15)=1
Bu bir karma dagilimdur.
Fx(x)
1
1.000 L
0.850
j 1 x
0 2,000
X=IB nin dagilim fonksiyonu
Sekil 2.1.2
Bu dagilim fonksiyonundan
£, (0) =Pr(X =0)=0.85
£ (2000) = Pr(X = 2,000) = 0.015
ve
. x
F. =0.000135(1-——) 0<x<2000
fr(x)= x () 2000

0 dy.
elde edilir. X in momentleri

FLX*]= 0, (0)+(2000)* £, (2000) + [ £, (x)ake
formiiliinden hesaplanirsa

k=1 igin E[X]=120.
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2000
k=2 igin ELX*]= 0, (0)+(2000)* £,,(2000)+ | x*(1- 5%6)(0.000135)&
0
=150,000
buradan
Var(X) = E[X*]- (E[X])? =135,600
elde edilir.

X tesadiifi degigkeninin beklenen degeri ve varyansi su sekilde de bulunabilir.
Tesadiifi degiskenlerinin gsarth momentleri ile ilgili genel formiiller vardir. Beklenen
deger ve varyans igin bu formiiller agagida verilmigtir [8], [12] .

EW])=ELEW |V]] (2.1.1)
Var(W) =Var(EIW |V)+ EVar(W | V)] 2.1.2)
Bu formiiller kullanilan modele uygulanirsa yani X=IB i¢in W yerine X, V yerine /
yazilirsa
E[X]=EEX|I]] (2.13)
Var(X) =Var(E[ X | I1)+ E[Var (X | I)] 2.14)
simdi
u=E[B|I=1] (2.1.5)
o’ =Var[B|I=1] (2.1.6)
olsun. Sarth ortalamalara bakildifinda
E[X|I=0]=0 @.1.7)
EX|I=11=E[B|I=1l=pu (2.1.8)

(2.1.7) ve (2.1.8) formilleri kullamlarak E[X|/], / mn bir fonksiyonu olarak
yazilabilir.

EX|IN=pul 2.1.9)
bundan dolay1 E[EIX |INN=uE[l]=pugq (2.1.10)
ve
Var(ELX |IT) = p*Var(l) = p*q(1-q) (2.1.11)
I=0 i¢in X=0 oldugundan
Var(X|1=0)=0 (2.1.12)
=1 igin X=B olup
Var(X\I =1)=Var(B|I =1) =" (2.1.13)

(2.1.12) ve (2.1.13) formiillerini birlestirilirse

Var(X |I)=oc’I (2.1.14)
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ElVar(X |D]=oc*E[I}=0c"q (2.1.15)
elde edilir. (2.1.3) ve (2.1.4) igine (2.1.10), (2.1.11) ve (2.1.15) U yerlestirilirse

E[X]=uq (2.1.16)
ve
Var(X) = u*q(1-q)+o’q (2.1.17)

bulunur. Simdi bu formiiller kullamlarak E[X] ve Var(X) bulunabilir.
=1 verildiginde B nin p.d.f si (olasilik yogunluk fonksiyonu)

X
0.0009(1 ——— 0<x <2000
Ja(x|D= ( 2000)
0 dy.

ve Pr(B=2000]7/=1)=0.1 olup

2000
X
= | 0.0009x(1 - ——)dx + (0.1)(2000) = 800
= [ 0.00093(1 - ordk +(0.1)2000)

2000
E[B*|I=1]= j 0.0009x2(1——2%666)dx+(0.1)(2000)2 =1,000,000
0

o’ =1,000,000 - (800)* = 360,000

elde edilir. ¢=0.15 oldugu i¢in (2.1.16 ) ve (2.1.17) den

ETX1=800(0.15) =120

Var(X) = (800)*(0.15)(0.85) + (360,000)(0.15) = 135,600
bulunur.

2.2 Bagimmsiz Tesadiifi Degiskenlerin Toplami1

Bireysel risk modelinde hasar talepleri bir ¢ok bireysel sigortalannmg hasar
taleplerinin toplamm olarak modellesebilir. Bir ¢ok uygulamada her bir hasar talebi
bagimsiz olarak kabul edilir. Bu boliimde bagimsiz tesadiifi degiskelerinin toplaminin
dagdimmin belirlenmesi Once $=X+Y toplami géz onine alinsm, Burada X ve ¥
tesadiifi degiskenler olup ek uzaylan Sekil 2.2.1 de gosterilmektedir.



{X +7 < s} olays
Sekil 2.2.1

X+Y=s dogrusu ve onun altindaki bolge [S =X +Y <s] olaymu gosterir. Bundan
dolay1 S nin d.f, si

Fo()=Pr(§<8)=Pr(X +Y <) 22.1)
iki kesikli negatif olmayan tesadiifi degigken igin toplam olasilik kuralina gore

Fy(s)=YPrX +¥ <s5¥ =y)

Vyss

Fy()= Pr(X +¥ <s|¥ = y)Pr(¥ = )

Vyss

=Y Pr(X <s~y|Y = y)Pr(Y =y) (222)

Vygs

X ve Y bafumsiz olduklari igin en son toplam

Fy(s)= Y Fx(s=-0f ) 223)
Vs

seklinde yazlabilir. Bu d.fye uygun olan p.d.f. ise -

[ =Y fr (s~ 0f, ) (2.2.4)
Vyss
seklindedir.

Siirekli ve negatif olmayan tesadiifi degiskenler iginde formiller yukandakine
benzerdir.- Buna gére

Fy(s)= [Pr(X <s-y|Y =) f, )dy @29

Fy®)= [Fe(s= 1, )y 226)
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1) = [ fr =31, 0y @2.7)

X ve Y nin en az biri karma dagilim oldugunda formiiller benzerdir fakat daha
kangiktir.  Tesadiifi degigskenler ayrica negatif degerlerde alabilir. Bu taktirde
yukandaki formiillerdeki integral ve toplammn smmrlan igin y, —o ile o arasinda
degisecektir.  Matematik analizde (2.2.3) ve (2.2.6) islemlerine F,(x) ve
F,(y)dagihm fonksiyonlari ¢iftinin konvoliisyon’u denir ve F, *F;ile gosterilir.
Ikiden daha fazla tesadifi degigskenin toplaminin dafihmim bulmak igin tekrarh bir
sekilde konvoliisyon yontemi kullandabilir. =X, +X, +---+X, olmak lizere X,

ler bagimsiz tesadiifi degiskenler, F, ler X, lerin dagihm fonksiyonu ve F® lar ise
X, + X, +--++ X, mn dagihim fonksiyonu ise

F® =F, LY 2O =F, *F
F® = F3 * ()
F® = F4 * )
Fs = F®™ :;Fn ® frin-1)
dir.

Ornek 2.1: X , (0,2) arahfinda dizgin dafihma , Y ise X ile bagimsiz ve (0,3)
arahfinda diizgiin dagilima sahip olsun. Bu taktirde S=X+¥ nin d.f. sini tespit ediniz.

Coziim: X ve Y siirekli tesadiifi degiskenler oldugu igin (2.2.6) kullamhr. X ve Y nin
p.d.fsi agsafidaki sekildedir:

O<x<2

day.

O0<y<3

1
. f0N=43
0 dy.

1
Jr(®) =12
0

Buna gore Xin d.f si agagidaki sekildedir:

0 , x<0
Fx(x)*—-% ,0<x<2

1 ,x2=22
Fy(s)= IF ¥ (5= Y)fy(¥)dy den yararlanarak § nin dagilim fonksiyonu bulunabilir.

0
Sekil 2.2.2 de X ve Y nin 6rnek uzaylan gosterilmektedir.
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A B C D

=N (2.3)

AN . -X
RN
A B C D E

Iki diizgiin dagihimh tesadiifi degisken i¢in konvoliisyon
Sekil 2.2.2

Sekildeki dikdortgen bolge X ve ¥ nin biitiin olasiliklanin igermektedir. X +Y <s
olay1 s nin 5 farkli durumu igin incelenecek.

(0 5<0 A gizgisi
rs—yl s? P
—dy =— 0<s<2 B
-!‘ 2 303’ 12 e
-2 s
1 1s—y s-1 ..
F.()={ | =dv+ | = = 2<s<3 C ¢izgisi
5(5) OIB@ s'—"z?’ ST == gizgi
5~2 3 2
1 1s~y (5-9) o
~dv+ | = =1- 3<s5s<5 D ¢izgisi
-(!'3dy 2.3 2 Y 12 s
1 5§25 E cizgisi
elde edilir.

2.3 Toplam Dagilimlar I¢in Yaklagimlar

Bagimsiz tesadifi degiskenlerin toplamlanmin dagihmmin niimerik degerlerini
elde etmek igin merkezi limit teoremi bir metot vermektedir. X,,X,,...,bagimsiz ve

iginX, =(X, + X, ++++X,)/n olmak uzere n(X,-u)/o , ortalamast 0 ve
varyansi 1 olan bir dagihma sahiptir. #=1,2,... igin dagilimlann dizisinin standart
normal dagihma yaklagtg bilinmektedir. Eger » bityiikse merkezi limit teoremi ile X,
nin dagihmina ortalamasi g varyanst o>/n olan bir normal yaklagim ile yaklagiabilir.
Buna denk olarak 7 tesadifi degigkeninin toplammn dagihmm da ortalamast nu
varyansi no’ olan bir normal dagihma yaklagr. Bu yaklagik hesaplann gegerliligi
yalniz degiskenlerin sayisina bagh olmayip her bir toplamaya giren terimin
dagiimlarmin normallikten sapmalarma da baghdir. Bir ok elamanter istatistik ders
kitaplarinda yaklagimun anlamh olabilmesi i¢in 7 nin en az 30 olmas: gerektifi soylenir.
Bireysel risk modelinin uygulamasim gostermek i¢in bafimsiz tesadiifi degiskenlerin
toplaminin dagiimuna bir normal yaklagim kullandlacak. Eger
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S=X, +X, ++X, ve EIS]= Y E[X,]

k=1

ise bagimsizlik kabulii altmda

A

Var(S)=> Var(X,)

olur. Bir uygulama igin agagidakilere ihtiyag vardir.

e Her bir bireysel zarar tesadiifi degigkeninin varyanst ve ortalama degeri
hesaplanacak.

e Biitiin olarak sigorta edilen zarann varyansim ve ortalamasim elde etmek
i¢in onlar toplanacak. '

e En sonunda bir normal yaklagim uygulanacak.

2.4 Sigortaya Uygulamalar
Bu boliimde boliim 2.1 nin sonuglan ve normal yaklagim incelenecektir.

Bir hayat sigorta sirketi bir yil siireli hayat sozlesmelerinde 1 ve 2 birimli
faydalanma miktarlart vermektedir. Poligeye hitap eden sahislarin 6lim oranlan 0.02
veya 0.10 dur. Agagida bu bilgiler toplu olarak verilmigtir.

q,, hasar talep olasthklanm ; b,, faydamlan miktan ve #,, birey sayisim

gostermektedir.

k ' b, n,

1 0.02 1 500
2 0.02 2 500
3 0.10 1 300
4 0.10 2 500

Firma 1800 kisilik bu topluluktan toplam hasar talep dagiimunmn % 95 ne esit bir
miktarim para olarak toplamak istemektedir. Ayrica firma her bir miigteriden alacag:
miktarin bireyin talep edecegi hasar miktannin beklenen degeri ile orantih olmasim

istemektedir. j. bireyinin payt (1+60)E[X,] olacaktir. S nin dafiimi normal
oldugundan, en ¢ok %95 olasilikla hasar talebinin {ist siunt E[S] den biiyiiktiir.
Dolayisiyla 6>0 olmahdir. GE[X ;] ekstra miktanina giivenlik yiiklemesi denir. 6 ya
da izafi giivenlik katsayisi denir. @ y1 agagidaki gibi hesaplayabiliriz:

8 igin Pr(S <(1+0)E[S]) =0.95 dir. Burada § =X, + X, +++++ Xyq0 dilr.

Pr(S_E[S]s 151 ):ops
JVar(S)  \Var(S)
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boliim 2.3 de bahsedilen merkezi limit teoreminden (§ —E[S])/ ,/Var(S) nin daglimina

standart normal dagiim ile yaklagilacak. Standart dagiim tablosundan yararlanarak
lineer interpolasyon metodu ile
5] =1.645

yVar(S)

elde edilir. @ y1 hesaplamak igin S nin ortalama degerini ve varyansim hesaplamak
gerekir. Sigortalanmug bireylerin 4 sinifi igin

Ortalama Varyans

k q: b, b, g, blq,(1-q,) n,
1 0.02 1 0.02 0.0196 500
2 0.02 2 0.04 0.0784 500
3 0.10 1 0.10 0.0900 300
4 0.10 2 0.20 0.3600 500
1800 4
E[S]=2 EIX,1=) mum,
= k=1
=500(0.02)+500(0.04)+300(0.10)+500(0.20)=160
1800 4
Var(8) =) Var(X,) =) n.o} =256
J=t k=1
buradan gtivenlik yiikleme katsayist
6=1.645Y7 ) _ 0 1645
ETS]
olarak bulunur.

Bir otomobil sigorta sirketi polige sahiplerini iki simifa ayirsin:

Hasar talep miktarlarinin
Simflardaki Hasartalep  dagilimi igin kesilmig {istelin
Simf polige sayis1 olasihklars parametreleri
k n, 9. A L
1 500 0.10 1 2.5
2 2000 0.05 2 5.0

Bir kesikli tistel dagilimu asagidaki gibi tammlayalim:
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0 x<0
F(x)=<1-¢*™ 0<x<L
1 xz=L

bu p.dfsi f(x)=de™®, 0<x<L ve L de e™* olasilik yifinma sahip olan bir karma
dagilimdir. Sekil 2.4.1 de d.f. nin grafigi verilmektedir.
F(x)

1.0
1~

Kesilmig Gistel daghimin grafigi
Sekil 2.4.1

Bir 6nceki uygulamada oldugu gibi toplam hasar talep miktarlarinin polige
sahiplerinden toplanan miktann gegme olasilifi 0.05 olsun. Ayrica her iki smif icinde
relatif gtvenlik katsayist aym kabul edilsinn. Buna gore 8 wn asafidaki sekilde
hesaplayabiliriz.

Once kesikli tistelin dagihm icin verilen parametreleri kullanarak moment
fonksiyonu ¢ikarilsi. -

l1-¢ %

L
p=EB|I=1]=[xlePdx+ Le™ =
0
AY L
E[B* |1 =1]=Ix22e""‘abc+[,2e"‘ :%(1_(“)__2;{13—%
0

- -iL _ ,-24L
o* = E[B" |1 =1]-(E[B|I =1}y’ = w‘} e

(2.1.16) ve (2.1.17) de bulunan formiillere bagvurularak ve verilen parametreler
kullamilarak agagidaki sonuglar elde edilir.



24

Ortalama Varyans
k 9 Hy O‘: 9l l‘zf‘lk(l"%)"'o':qk n,
1 0.10 0.9179 0.5828 0.09179 0.13411 500
2 0.05 0.5000 0.2408 0.02500 0.02436 2000

Hasar taleplerinin toplami olan S igin

E[S]=500(0.09179)+ 2000(0.02500)=95.89
Var(S) = 500(0.13411)+2000(0.02436)=115.78
Pr(S <(1+6)E[S])=0.95
tekrar normal yaklagim ile

GEIS] _) o45 = o LOASVIISTE

JVar(S) 95.89

=0.1846

elde edilir.
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Boliim 3
Canlilik Dagilimi ve Hayat Tablolar

3.1 Yagsam Fonksiyonu

Yeni dogmus bir gocuk diigiiniilsin. Bunun 6lim yagim gosteren X, stirekli bir
tesadiifi degigkendir. F, (x) ile X in dagilim fonksiyonu (d.f.) gosterilsin.

Fy(x)=Pr(X <x), x20 ve s(x)=1-F,(x)=Pr(X >x), x=20

olsun. Daima F,(0)=0 kabul edilecek, yani s(0)=1 dir. s(x) e yasam fonksiyonu
denir. Her x>0 igin s(x), yeni dogan bir ¢ocugun x yagina gelebilmesinin olasthgm:
gosterir. X in dagihmu F, (x) ve s(x) tarafindan tammlanabilir. Yeni dogmug bir
gocugun x ve z (x<z) yaslan arasinda 6lme olasilit

Pr(x < X £2) = F,(2) - F; (x)
= 5(x) - 5(2).
x yasindaki bir insanin dlene kadar gecen zamam
x yagindaki bir insanin x ile z yaglan arasinda 6lmesinin olasilif

Fy (2)~Fy(x) _ 5()—s(z) (.1.1)

Prx<X<z|X>x)= - Fo (0 )
X

(x) sembolii x yagindaki bir canly1 gostermektedir. (x) in gelecekteki hayat siiresi olan
X-x , T(x)ile gosterilecek.

9, =Pr[T(x) <] t>0
Pr=1-,q, =Pr[T(x) >1] t20

.4, sembolii (x) in ¢ wil iginde lmesinin olasihgim vermektedir. Yani ,q,, T(x) in
dagihm fonksiyonudur. Diger taraftan ,p,, (x) in x+# yagina gelebilmesinin olasthiini
gostermektedir, yani, p_, (¥) in yagama fonksiyonunu gostermektedir. Ozel bir hal
olarak x»=0 i¢in 7(0)=X ve _p,=s(x) , x20. Eger 1 ise , ¢ indeksinden
vazgegilebilir. Soyle ki ¢,, (x) canhsmmn 1 yil iginde olmesi olasthfm, p,,(x)
canlisinin x+1 yagina basmasi olasilifini gosterir. '

Ayrica (x) in x+¢ ve x+#+u yaglan arasinda 6imesi olasilig

¥
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qudz =Pl <T(x) < t+u)
S 2919 TP~ 11uPx

Eger u=1 ise sadece , ¢, yazilir. Yukandaki ifadeler /=0 i¢in x yagindaki bir canlmn x
ile x+u arasinda 6lmesinin olastligim verir.

Teorem 3.1: Yukandaki tammlar altinda

s(x+1)
1. =
tPx (%)
s(x)—s(x+1
2 q=SE)ZsCtD)
s(x)
3' tluqx=tpx uqx+t
dir.
Ispat:
p - x+tp0 =s(x+t)
V xpO S(x)
s(x+1)
=1- =1-
th tpx s(x)
Bu yaklagimlar aitinda

_s(x+0)—-s(x+1+u)
e s(x)

_S(x+17) S(x+1)—s(x+t+u)
s(x) s(x+1)
=tp¥ uqx+t'

x) icin gelecekteki yasam siiresinin tam kism (curtate -future -lifetime)

(x) in 6lene kadar gegirecedi tam yillarin sayisi bir tesadiifi degigken olarak
dustnilebilir. Bu K(x) ile gosterilsin. K(x) in olasilik fonksiyonu

Pr{K(x)=k]=Pr[k <T(x) <k +1]
=Prlk<T(x)<k+1]
=P~ enPs=iP:len=ud: (F=0123,.)
1{(x) siirekli bir tesadiifi degisken oldugu igin

Pr[T(x) = k] = Pt[T(x) =k +1]=0.
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Buradan K(x) in d.f si su merdiven fonksiyon olur:
k
Zh[qxzkﬂqx H k=0,1,2,...
h=0

Bazen I(x) yerine 7, K(x) yerine X yazlabilir.

3.2 Oliimiin Etkisi
(3.1.1) deki formiil kullamlarak z = x+ Ax yazilirsa

Fy(r+Ax)=Fy (x) _ fr()Ar

X<x+Ax|X = =
Pr(x < x | X >x) F. (%) 1= F, (%)

olur. Buradaki t ;': ( () ) fonksiyonu x canhbik yagi i¢in, X'in sarth p.d.fsinin tam x
-F,(x

yasindaki degenm Vverir.

_ S(x) _ s
e e G20
=>u, 20

bulunur. g, ’e olimin etkisi (siddeti) denir. Giivenilir olma teorisinde sistemlerin ve

iiretilen nesnelerin canli olma olasiliklan incelendiginde u e basamsiziik veya riziko
oram veya riziko oran fonksiyonu da denmektedir.

Teorem 3.2: Asagidaki 6zellikler gegerlidir:
I nPx= exp(—fluxﬂdg)
0

2. D= exp(—Iﬂsdv)
3. () =pom,.
Ispat: (3.2.1) de x yerine y yazilirsa
~ p,dy = d logs(y)

elde edilir. Bu ifade x den x+» e kadar integre edilirse

I“ [ ())} o8-

€C. YOKSEKOGRETIM KURULD
DOKITMANTASYON MERKEZI
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=>,P, = eXP(—Tﬂydy) ., $=y-xigin _p, = exp(—J:ﬂmdf)
elde edilir. Ozel olarak, bu gosterilis x yast yerine 0 ve yasanan siirede x olarak alinirsa
. Py = 5() = exp(~ | 1,d5)
yazilabilir, Ayrica 0
Fy()=1-s50)=1- BXP(—Eﬂsdf) ve Fy(x) = f () = eXp[~Iﬂst] “,
=.Pol, -

() in gelecekteki yagam siiresini gosteren 7(x) in d.f. ve p.d.f si sirasiyla G(#) ve
2(?) ile gosterilsin,

_s(x+8)| s'(x+8)
s(x) s(x+1)
=P M. » 120 3.2.2)
Bundan dolay1 ,p u. . dt, (x)canlsimn ¢ ve t-+df arasinda 6lme olasihfidir ve

T 1 Pebenidt =1.
0

d d
(322) = "d—t(l—tpx) = Etpx ) 4 .

elde edilir.  lim , p, = 0 oldufundan
lim(-log,p,) = =lim [udy=w.
3.3 Hayat Tablolar

Yagam fonksiyonu ile hayat tablo fonksiyonlan arasimdaki baglanti

Bir hayat tablosunda g, ,d, gibi temel hayat fonksiyonlan belirli yaglar icin
gosterilirler. (x) in ¢ yil iginde 6lmesinin olastlift Teorem 3.1 de goyle gosterilmisti:

q __:I_S_(x_t{_)_

t1x s(x)
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Yeni doganlann /, gibi bir grubu digiinilsin. Ormnegin /,=100,000 olsun. Her yeni

doganmn 6liim yagmn dagimm s(x) hayat fonksiyonu tarafindan belirlenir. X£(x), x
yasmndaki canlilarm sayisim gostersin. Bu hayatlar j=12,...,/, ile indekslensin.

= £(x)=lzolj

=

burada I,, eger j.canh x yasinda yagarsa 1, aksi taktirde O degerini alsm. E[I}=s(x)
b

oldugundan E[L(x)]=D Ell,]=1I,s(x)dir. E[L(x)] says: L ile gosterilir. Yani [,
F=] ‘

I, yeni dogan canhi grubundan x yagina kadar canh kalanlarin beklenen sayisidir.
=1 =15(x) 3.3.1)

Ayrica 7 lerin birbirlerinden bagimsiz olduklan1 kabul edilirse, £(x), #=I, ve p=s(x)
parametrelerinin bir binom dagilimudir.

Teorem3.3: x ile x+n yaglar arasinda 6lenlerin beklenen sayist , d. igin

xtn

,d,= (1,

dir.
Ispat: ,D_, x ile x+n yaglan arasinda olenlerin sayisit gostersin. E[,D,] sayisi

,d_ile gosterilir. Bir yeni doganimn x ile x+n yaslan arasinda dlmesinin olasilif1 s(x)-
s(x+n) oldugundan

X2

nd.t:E[an]:lO [S(X)-S(x+n)]= lx —lx-!-n
elde edilir. »=1 igin ,d, = d,_ yazilir ve (3.3.1) den logaritmik tirev alimirsa

tdl, 1 ds)_
Ld s d ¢

x x

~dl, =1.p.dx

elde edilir. Madem ki Lu =1[,, pup, =1,fr()dir. [ p faktori (x,x+dx) yas
araligindaki dliimlerin beklenen yogunlugu olarak yorumlanabilir. Ayrnca
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1, =1, expl=J 1,

x+n

n =1, exp(- [ 1,

lx _Ix+n = Ily:uy@

elde edilir.

Insanlar igin 110 yagimn astinde ¢ok az gozlemler oldugundan, oyle bir w
yasimn varhg kabul edilir ki x<w igin s(x)>0 ve x >w igin s(x)=0 dir. Bu kabul edilen
w yagina limit yagt denir. Her biri s(x) canlibik fonksiyonuna sahip olan /;yeni dogan
insan grubuna tesadiifi canlilik grubu denilecek.

Hayat Tablosu Ornegi
- Tablo33.1
A.B.D 1979-81 Hayat Tablosu
€)) ¢)) 3) @ )] ©® ™
Yag aralifa o
x-x+1 q, lx dx Lx Tx €x
0-1 0.01260 100 000 1260 98973 | 7387758 73.88
1-2 0.00093 98 740 92 98 694 | 7288 785 73.82
2-3 0.00065 98 648 64 98 617 | 7190 091 72.89
34 0.00050 98 584 49 98 560 | 7091474 71.93
4-5 0.00040 98 535 40 98 515 | 6992914 70.97
5-6 0.00037 98 495 36 98 477 | 6 894 399 70.00
6-7 0.00033 98 459 33 98 442 | 6 795 922 69.02
7-8 0.00030 98 426 30 98 412 | 6697 480 68.05
8-9 0.00027 98 396 26 98383 | 6599068 67.07
19-10 0.00023 98 370 23 98 358 | 6 500 685 66.08
10-11 0.00020 98 347 19 98338 | 6402 327 65.10
11-12 0.00019 98 328 19 98319 | 6303 989 64.11
12-13 0.00025 98 309 24 98297 | 6205670 63.12
13-14 0.00037 98 285 37 98266 | 6107373 62.14
14-15 0.00053 98 248 52 98 222 | 6 009 107 61.16
15-16 0.00069 98 196 67 98 163 | 5910885 60.19
16-17 0.00083 98 129 82 98 087 | 5812722 59.24
17-18 0.00095 98 047 94 98 000 | 5714635 58.28
18-19 0.00105 97 953 102 97902 | 5616635 57.34
19-20 0.00112 97 851 110 97796 | 5518733 56.40
20-21 0.00120 97 741 118 97 682 | 5420937 55.46
21-22 0.00127 97 623 124 97 561 | 5323255 54.53
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Tablo 3.3.1
A.B.D 1979-81 Hayat Tablosu
c (l)ah‘ (2) (3) ) (5) (6) )
ar 0

aj-x"'l s qx lx dx Lx T:t €x

22-23 0.00132 97 499 129 97435 | 5225694 53.60
23-24 0.00134 97 370 130 97306 | 5128259 52.67
24-25 0.00133 97 240 130 97175 | 5030953 51.74
25-26 0.00132 97 110 128 97046 | 4933778 50.81
26-27 0.00131 96 982 126 96919 | 4836 732 49.87
27-28 0.00130 96 856 126 96793 | 4739813 48.94
28-29 0.00130 96 730 126 96 667 | 4643 020 48.00
29-30 0.00131 96 604 127 96 541 | 4 546 353 47.06
30-31 0.00133 96 477 127 96414 | 4449 812 46.12
31-32 0.00134 96 350 130 06284 | 4353398 45.18
32-33 0.00137 96 220 132 96155 | 4257114 44 .24
33-34 0.00142 96 088 137 96 019 | 4 160 959 43.30
34-35 0.00150 95 951 143 95880 | 4064 940 42.36
35-36 0.00159 95 808 153 95731 | 3969 060 41.43
36-37 0.00170 95 655 163 95574 | 3873329 40.49
37-38 0.00183 95 492 175 95404 | 3777755 39.56
38-39 0.00197 95317 188 95224 | 3 682351 38.63
39-40 0.00213 | 95129 203 95027 | 3587127 37.71
40-41 0.00232 94 926 220 94 817 | 3492100 36.79
41-42 0.00254 94 706 241 94 585 | 3397283 35.87
42-43 0.00279 94 465 264 94334 | 3302698 34.96
43-44 0.00306 94 201 288 94 057 | 3 208 364 34.06
44-45 0.00335 93 913 314 93756 | 3114307 33.16
45-46 0.00366 93 599 343 93427 | 3020551 32.27
46-47 0.00401 93 256 374 93069 | 2927124 31.39
47-48 0.00442 92 882 410 . 92677 | 2834055 30.51
'48-49 0.00488 92 472 451 92246 | 2741378 29.65
49-50 0.00538 92 021 495 91773 | 2649132 28.79
50-51 0.00589 91 526 540 91256 | 2557359 27.94
51-52 0.00642 90 986 584 90 695 | 2 466 103 27.10
52-53 0.00699 90 402 631 90086 | 2375408 26.28
53-54 0.00761 89 771 684 80430 | 2285322 25.46
54-55 0.00830 89 087 739 88717 | 2195892 24.65
55-56 0.00902 88 348 797 87950 | 2107175 23.85
56-57 0.00978 | 87551 856 87122 |2019225 23.06
57-58 0.01059 | 86695 919 86236 | 1932103 22.29
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Tablo 3.3.1
A.B.D 1979-81 Hayat Tablosu
¢)) (2) (3) 4) (%) (6) )
Yas aralig o

'x-x+l qx lx dx Lx Tx €x
58-59 0.01151 85 776 987 85283 1 845 867 21.52
59-60 0.01254 84 789 1063 84 258 1760 584 20.76
60-61 0.01368 83 726 1145 83 153 1676 326 20.02
61-62 0.01493 82 581 1233 81 965 1593173 19.29
62-63 0.01628 81 348 1324 80 686 1511208 18.58
63-64 0.01767 80 024 1415 79 316 1430522 17.88
64-65 0.01911 78 609 1502 77 859 1351 206 17.19
65-66 0.02059 77 107 1587 76 314 1273 347 16.51
66-67 0.02216 75 520 1674 74 683 1197 033 15.85
67-68 0.02389 73 846 1764 72 964 1122 350 15.20
68-69 0.02585 72 082 1864 71 150 1 049 386 14.56
69-70 0.02806 70218 1970 69 233 978 236 13.93
70-71 0.03052 68 248 2083 67 206 909 003 13.32
71-72 0.03315 66 165 2193 65 069 841797 12.72
72-73 0.03593 63 972 2299 62 823 776 728 12.14
73-74 0.03882 61 673 2394 60 476 713 905 11.58
74-75 0.04184 59 279 2480 58 039 653 429 11.02
75-76 0.04507 56 799 2560 55 520 595 390 10.48
76-77 0.04867 54 239 2640 52919 539 870 9.95
77-78 0.05274 51 599 2721 50 238 486 951 9.44
78-79 0.05742 48 878 2807 47 475 436 713 8.93
79-80 0.06277 46 071 2891 44 626 389 238 8.45
80-81 0.06882 43 180 2972 41 694 344 612 7.98
81-82 0.07552 40 208 3036 38 689 302 918 7.53
82-83 0.08278 37172 3077 35634 264 229 7.11
83-84 0.09041 34 095 3083 32 553 228 595 6.70
84-85 0.09842 31012 3052 29 486 196 042 6.32
85-86 0.10725 27 960 2999 26 461 166 556 . 5.96
86-87 0.11712 24 961 2923 23 500 140 095 5.61
87-88 0.12717 22 038 2803 20 636 116 595 5.29
88-89 0.13708 19 235 2637 17917 95 959 4.99
89-90 0.14728 16 598 2444 15376 78 042 470
90-91 0.15868 14 154 2246 13 031 62 666 4.43
91-92 0.17169 11 908 2045 10 886 49 635 4.17
92-93 0.18570 9 863 1831 8 948 38 749 - 3.93
93-94 0.20023 8 032 1608 7228 29 801 3.71
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Tablo 3.3.1
A B.D 1979-81 Hayat Tablosu
1) 2 3 @ ©)] ©) )
Yas aralif R

x‘x"']. qx lx dx Lx Tx €x
94-95 0.21495 6424 1381 5733 22573 3.51
95-96 0.22976 5043 1159 4463 16840 3.34
96-97 0.24338 3884 945 3412 12377 3.19
97-98 0.25637 2939 754 2562 8965 3.05
98-99 0.26868 2185 587 1892 6403 2.93
99-100 0.28030 1598 448 1374 4511 2.82
100-101 | 0.29120 1150 335 983 3137 2.73
101-102 | 0.30139 815 245 692 2154 2.64
102-103 | 0.31089 570 177 481 1462 2.57
103-104 | 0.31970 393 126 330 981 2.50
104-105 | 0.32786 267 88 223 651 2.44
105-106 | 0.33539 179 60 150 428 2.38
106-107 | 0.34233 119 41 99 278 2.33
107-108 | 0.34870 78 27 64 179 2.29
108-109 | 0.35453 51 18 42 115 2.24
109-110 | 0.35988 33 12 27 73 2.20

ABD igin 1979-81 hayat tablosunda (Tablo 3.3.1) ,q,.l,,,d, fonksiyonlan

X2t x
[,=100,000 igin gosterilmigti. Burada /=1 alinmustir. Bu tablo 100,000 kisinin

dogumundan olimiine kadar gézlem yapilarak insa edilmemigtir. Bunun yerine 1980
yillan civarindaki 6lim olasihikian dikkate alinarak hazirlanmigtir.

Bu tablo ile tesadiifi canlihk grubu kavram kullanilarak, bu tablonun gikanlan
olasiliklara uygun oldugu varsayilmistir. Bu tablo hakkinda baz: gézlemler yapilmgtir:

1) Yeni doganlann yaklagik olarak %1 inin ilk yilda 6lmesi beklenmektedir.
2) %77 si 65 yagina kadar yasayabilmektedir.
3) Maksimum 6liim sayis1 83 yaginda beklenmektedir.

4) Limit yap tammlanmamaktadir. Bir canhnin 110 yagina kadar yasama olasili1
vardir. Fakat tablo s(w)=0 olan w yagim géstermemektedir.

5) Beklenen dliim sayilarmin lokal minimum oldugu yaslar 11 ve 27 dir.

3.3.1, 3.3.2 ve 3.3.3 sekilleri yardimiyla hayat tablosu fonksiyonlarim daha iyi anlamak
miimkindir.
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Sekil 3.3.1 den
1) Oliim etkisinin pozitif ve f 4. dx = okosulunu sagladig gorilmektedir.
0

2) Oliim etkisi oldukga yiiksek bir degerden baglar ve 10 yas civarinda bir
minimum degere diger.

Sekil 3.3.2 ve 3.3.3 den

1) I u fonksiyonu yeni doganlarn olim yagmin p.d.f si ile orantihdir. / g, , x
yasinda olmenin beklenen yogunlugu oldugundan / g in grafifine olim egrisi de
denebilir.

2) 10 yagi civarinda / g, in bir lokal minimumu vardir. Olim dagihmimn modu,
yani en ¢ok &liim olan yag 80 civarindadir.

3) 1_ fonksiyonu s(x) e paraleldir. Bu, /,lik bir gruptan x yasmna kadar yasayanlann

beklenen sayisini géstennektedir.
2

4) %( ) = —-(— — )= d 1. den dolay1 /_u, in lokal ekstramum noktalan
/. in bukiim nokta.lanna tekabul eder.

3.4 Deterministik Canlilik Grubu

Simdi hayat tablosunun ikinci bir, probabilistik olmayan bir yorumu ele alinacak.
Tabiat: itibariyle deterministik olan canlihk grubuna deterministik canhlik grubu denir
ve agagidaki dzelliklere sahip bir hayat tablosu ile belirlenir:

1) Grupta baslangigta O yaginda /, canl vardur.

2) Grup iiyeleri, her yas igin yillik azalma (veya 6liim) oranlarninin etkisi altinda
kalmaktadir. Bu oran hayat tablosunda g, degeri ile gosterilir.

3) Grup kapahdir. Baglangigtaki /, canhdan bagkasinin gruba girmesine miisaade
etmez. Ancak yillik azalma orammin etkisiyle grupta azalma olur.

L=1,(0-¢q,)=1 —4d,
L=L{1-q)=] —dl =1, -(d, +d1)

x-1

.=l _(-q._)=1_, Zd
o x-
2.4,
=1, 1—%— =1,(1-.9,)

0
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burada 7/, x yaginda grupta yasayanlann sayisim gostermektedir. /, tarafindan
olugturulan bu esitlik zincirine radiks denir.

I =1p,
lz =lLp = (N9)2

x-1

lx =lx—1px—l =IOpr :lo xp0'
y=0

Tablo 3.3.1'in gq,,/,ve d, baghkh situnlan, deterministik canhlik gruplarn

yorumuyla ilgilidir.  Tesadifi canlilk grubu ile deterministik canhlik grubunun
matematiksel temelleri farkhdir. Sonug fonksiyonlan ¢,/ ve d, aym matematiksel

ozelliklere sahiptir. Tesadiifi canlihk grup kavramu, biitiin olasihk teorisini kullanmaya
miisaade ettifinden daha avantajhdir. Deterministik canllik grubu kavram olarak
uygulanabilme bakimindan daha basit ve kolaydir. Bununla beraber canh sayisindaki
tesadifi degigme dikkate alinmaz.

Diger hayat tablosu fonksiyonlar:
Teorem 3.4: T siirekli bir tesadiifi degigken ve onun dagihm fonksiyonu G(f) olsun,

oyle ki G(0)=0 ve p.d.£si G'(£)=g(?) olsun. z(f) negatif olmayan , monoton , tiirevi olan
bir fonksiyon ve E[z(T")] mevcut olsun. Bu taktirde

@©

Blz(D)] = [2()g@)dt = 2(0)+ [ )1~ ()t .

Ispat: Kismi integrasyonla
[2(s)g(s)ds = ~[ 2(s)d[1- G(s)]

0

=—2(s)[1~ G()1l; +[[1- G(s)]2' (s)ds.

Eger lim z()[1-G(#)]=0 ise teorem ispatlanms olur. Iki durum incelensin:

a) z(¢) artmayan bir fonksiyon olsun. Bu taktirde agikar olarak

lim z(#)[1-G(1)] =0
gerceklesir.

b) z(¢) azalmayan olsun.

0< 2~ G()] = z(i)f g(s)ds < Tz(s)g(s)ds (Yani 7 < s => z(f) < 2(5))
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E[z(T)] mevcut oldugu i¢in 11_131 Tz(s)g(s)ak = 0 oldugundan %1_1)2 zO[1-G(@)]=0

elde edilir.

Teorem 3.4 den E[T(x)] i¢in iki formiil elde edilir. Bu beklenen deger eax ile
gosterilir ve hayatin tam beklentisi olarak adlandinhr.

= &, =ET(D]=[1,0, 4.0t
0

Teorem 3.4 kullanilarak z(f)=t ve G(¢) =1-,p,i¢in

0 0

ex =I,pxdt

0

elde edilir. Aynica z(f) = #* igin yine Teorem 3.4 kullamlarak
E[T(x)*]= th ¢ Pullendit = ZTtpxdf
0 0
elde edilir. Bu sonug Var(T(x)) in hesaplanmasinda faydahdir.
Var(T(x)) = ZTt,pxdt ~(es)?.
0

(Teorem 3.4 in bu uygulamalarinda E[T(x)] ve E[7(x)?] nin var oldugu kabul edildi.
Bunun dogru olmadig1 s(x) = (1+x)' gibi yasam fonksiyonlan inga edilebilir.)
T(x) in dagihm diger karakteristikler tarafindan belirlenebilir. (x) in medyan
gelecek hayat zamam m(x) ile gosterilsin. Bu
PAT() > m(x) =

veya
sx+m(x)) _1

5(x) 2
m(x) e gore ¢ozilerek bulunabilir. Ozellikle m(0) 1 bulmak igin s[m(O)]=-;— ¢Oziilir,

Kesikli tesadiifi degiskenler i¢in Teorem 3.4’e paralel bir teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.5: K kesikli tesadifi degiskeni yalmz negatif olmayan tam sayilar igin
olasihga sahip olsun. d.fsi G(k) ve p.f si g(k)=AG(k—1)olsun. z(k) ise negatif
olmayan , monoton bir fonksiyon ve E[z(K)] mevcut olsun. Bu taktirde
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EL2(K)] = 3. 2(0)g(k) = 2(0) + 3.1~ GUOAz().

k=0 k=0

Ispat:
k- k-1

" 2(DgL) =-3 ()M~ G~ )]

J= j=0

——2()L- G- DIE +3 - G(NA()

Eger ll(lm z(k)[1 - G(k -] =0 ise ispat gergeklesmis olur.

Su iki hal g6z Oniine alinsin:

1) z(k) artan olmasm , bu taktirde £1m z(k)[1 - G(k —1)] = 0 gergeklesmis olur.
2) z(k) azalan olmasm, bu taktirde

0 2(B)1-Glk~D]= 2(HY gD < > 2(Ng())

j::k j:k

dir.  Fakat E[z(K)] mevecut oldugundan E_I};Zz(j)g(]‘) =0dir.  Boylece

=

},iﬂ z(k)[1 - G(k —1)] = 0 gergeklesmis olur.

Eger ozel olarak K, (x) in gelecekteki yagam siiresinin tam kismu ise Teorem 3.5%%
kullanarak z(ky=k igin E[z(K)] = z(0)+ D" Az(k),..p, esitligi ispat edilebilir. Buradan
k=0

HK1=Y kP90 =2 o1 Px
k=0

k=0

elde edilir. E[K]=e, canlimn x yagindan sonra tam kag¢ yil yasayacafinin beklenen

degerini verir ve beklenen yagam siiresinin tam kismi (curtate expectation of life) diye
adlandirilir. Siirekli degiskenlere ait modellere paralel olarak agafidakiler yazilabilir:

E[K2] = Zkzkpquﬂk = Z(2k+1)k+lpx‘
k=0

k=0

Var(K) = EIK*]- EIKT = 32k +1),,p, -¢7.

k=0

/[, baglangic grubu canhlan tarafindan x ile x+1 yaglan arasinda yasanan yillanin
toplam beklenen sayis1 L, ile gosterilsin.
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L, j byt +1, (3.4.1)

Burada integral x ve x+1 yaglan arasinda olenlerin yasadifa yillan saymaktadr. /.,

terimi ise x+1 yaginda canh olanlar tarafindan x ile x+1 yaglan arasinda yasanmig
yillar saymaktadir. Kismi integrasyonla

jzdlm =1 ,1O+jz dt+1,,

x+t

(3.4.2)

o'_‘.-
]
+
-~

T sembolii x yihimin ardindan yasanan toplam yil sayisim gostersin:

= J.t ity At =_Ttdlx I x+t
0

Son ifade /_,,canh tarafindan x+¢ ile x+#+dt yaglan arasmda yasanan toplam zamanin

x4t
integrali olarak yorumlanabilir. x yasinda bir kiginin gelecek hayat siiresinin ortalama
il sayisi cinsinden ifadesi asagidaki sekildedir:

jl dt

X+t

te,

3.5 Kesirsel Yaslar

Aktiteryal bilimde genisge kullamlan ¢ kabul asagida ele almacaktr. Bu
kabuller canlilik fonksiyonu cinsinden ifade edilecektir. Burada x bir tam say1 ve
0< <1 dir. Kabuller sunlardir:
1) Olumlerin ditzgiin dagihmi

s(x+)=0-6)s(x)+es(x+1).
Bu durumda , p, lineer bir fonksiyondur.
2) ' Oliimiin etkisinin sabitligi
s(x+1) = s(x)e™,

burada u =-logp, dir. Bu kabul altinda , p, ustel bir fonksiyonudur.

3) ~ Balducci kabuld
1 l t t

s(x + t) s(x) s(x+1)
Bu kabul altinda , p_ hiperbolik bir egri gosterir.
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Bu temel formiller yardimiyla difer standart olasihk fonksiyonlan hayat
tablosunda kullanilan fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilirler. Bu sonuglar Tablo
3.5.1 de ifade edilmistir. Bu tabloda 0<#<1, 0<y <1, y+£<1 dir.

Tablo 3.5.1
Kesirsel yaslar i¢in olasibk fonksiyonlar
Kabuller
Fonksiyon | Diizgiin Dagilim Sabit Etki Balducci
t g
T “s 1-p: 1=(-1y,
qx _ qx
/ux+t l_th 1°gpx 1_(1_t)qx
—t
-t D x+t gi’j;;gx— 1- P,lc_t (l. -1 )qx
Yy Y5
» et 1-1g, -7 1-(1-y-1)q,
= ! —Px
tPx 1-14, Px 1=0-5g.
qu
t Px Hers 9x - P; lo@x '{_1—___({___7)_;‘-2_
Bu 6liimlerin diizgiin dagihmi i¢in gosterilsin:
g, = SE)=sx+8) o, )

s(x)

S(x+t) yerine kabuldeki esiti konulsun.

= g = s(x) - [(1-1)s(x)+s(x + 1)]
t9x @

_Hs(x)—s(x+1) _ q
s(x) *

2.ifade igin (3.2.1) kullamlirsa ve s(x+) yerine yazilip pay ve payda s(x)’e boliiniirse

= [5)=sCerD] g,
OIA-Ds(x) +es(x+1)] 1-1g,
elde edilir.
3. ifade y=1-7 i¢in 4. ifadenin 6zel bir durumudur.
4 ifade igin
_S(x+t)-s(x+t+y)
yIxrt

s(x+1?)

de s(x+f) ve s(x+#+y) nin esitlikleri yerine konulsun:
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_[A-Ds(x) +ts(x + D]-[A~ 1 - p)s(x) + ¢ + y)s(x + 1]
yim o (1-)s(x) +15(x +1)
s - s+DY/s(x)
{s(x) —fs(x) — s(x + D]}/s(x)
A
1-1q,

elde edilir. 5.ifade 1.nin tiimleyenidir. Son ifade ise 2. ve 5. ifadelerin garpimina
esittir.

x tam sayisi igin yeni bir tesadifi degigken S=S(x), 7=K+S olarak tamimlansm.
Burada T 6lume kadar gegen zamam , K gelecekteki yagam siiresinin tam kismi ve S ise
olum yilinda yaganan kesirsel kismn gésteren tesadiifi degigkendir.

Prif <T <k +s]=Pr{(K =k)n (S <5)]
=kls qx
=kp xs qx+k .

Tablo 3.5.1 de gosterilen Sliimlerin diizgiin dagilimi kabulii altinda

DPIK =k)N(S <80, 59,

=9 S
=Pr(K =k)Pr(S < s)

elde edilir. Dolayisiyla K ve S arasindaki birlegik olasilik X ve S nin ayn olasiliklanna
aynlabilir. Buna gore Olimlerin diizgiin dagilimu kabulii altinda K ve S tesadiifi
degiskenleri bagimsizdir,

Pr(S<s)=s, (0,1) tizerinde bir diizgiin dagilimin d.fsi oldufundan § de diizgiin
dagilima sahiptir.

Teorem 3.6: Oliimiin etkisinin sabit olmasi kabuli altnda K ve S tesadiifi
degiskenlerinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter kosul p,,, nin, & dan bagimsiz
olmasidir.

Ispat: Tablo 3.5.1 den
Pr((K = k) M (S < s)]’:kpx sqx+k

=kpx [1 - (px+k )s]
elde edilir.

1) K ve S tesadiifi deBigkenleri bafimsiz ise p,,,, k dan bagimsizdir. Aksi taktirde
P..i» k dan bagimsiz olmasa X ve S nin birlesik olasiliklan ayri olasiliklara ayrilamaz
ve K ,.S den bagimsiz degildir sonucu ortaya ¢ikar.
- < ERETTR TR
e il N O BT

e A T G
A HTAS!
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2) Eger p.,,=p, sabitise

)= (1-p)p.A-p;)
(1-p,)
=Pr(K = k)Pr(S < ).

Pri(K =k) (S <5)]= p; (1~ p;

bulunur. Buradan X ve § nin bagimsiz oldugu sonucuna varir.

3.6 Olumiin Analitik Kurallar

Oliimiin veya hayat fonksiyonlarmm bir analitik formunu postiile etmenin iig
temel avantaji vardir. Birincisi felsefidir. Fizikte incelenen bir ¢ok fenomen basit
formiillerle etkili bir sekilde ifade edilirler. Bu yiizden biyolojik argiimanlar kullanarak
bazi yazarlar insan canlihinin da benzer gekilde basit kurallara uydugunu ileri
siirmiglerdir. Ikinci avantaji pratikliktir. Birkag¢ parametreye bagli olan bir fonksiyonu
anlatmak, 100 parametreli veya 6lim olasthkli bir hayat tablosunu anlatmaktan daha
kolaydir. Ayrica , baz analitik ifadeler birden fazla hayati ilgilendiren olasihk
ifadelerini hesaplama da uygun olan giizel 6zelliklere haizdir. Basit bir analitik hayat
fonksiyonunun igiincii avantaji, fonksiyonun birkag parametresinin 6lim datasindan
kolayca hesaplanabilmesidir.

Basit analitik hayat fonksiyonlarina olan destek son yillarda azalmigtir. Birgok
insan, olimin evrensel kurallanmin olduguna inamgin daha denenmedigini
ditginmektedir. Bugiinkii Izl bilgisayarlar sayesinde, hesaplamada analitik
fonksiyonlarin fazla bir onemi kalmadigi goriigiindeler. Bununla beraber biyolojik
argiimanlar 6limiin analitik ifadesi i¢in bugiinlerde bazi ilging arastirmalarda tekrar
kullanilmaktadir.

Tablo 3.6.1
Cesitli kanunlar altinda yagam ve 6liim fonksiyonlar
Kanun 4, s(x) simirlamalar
De Moivre w-x) x O<x<w
(1729) a—
Gompertz Bc* exp[—m(c* —1)] B>0,c>1x20
(1825)
Makeham A+ Bc* exp[~Ax —m(c* -1)] B>0,42-B,c>1x20
(1860)
Weibull Jxc" exp[—ux™ ] k>0,r>0x20
(1939)

Tablo 3.6.1 de bazi analitik 6liim ve canhhk fonksiyonlar: verilmektedir. Bunlan bulan
kisiler ve yaymn tarihleri beraber verilmektedir. Bu tabloda kullamlan baz &zel
semboller ve ilgili sonuglar sdyle yazilabilir:
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N B k
m=——_ u= .
loge (n+1)
* Gompertz in kurah Makeham’in kuralinin 4=0 i¢in 6zel halidir.
* Gompertz ve Makeham kurallarinda c=1 ise iistel dagilim elde edilir.

* Makeham kuralinda 4 sabiti kaza ile 6liimiin riskini ifade ediyor ve Bc™terimi ise
yaslanma rizikosunu ifade ediyor olarak yorumlanabilir.

Tablo 3.6.1 in s(x) situnundaki ifadeler p, =s(x)= exp(—-J- pds) esitligine
[
yerlestirilerek elde edilebilir. Ornegin Makeham kurali igin
s(x) = exp[- [ (4+ Be* )ds]
0

= exp[—4x—~ B(c™ - 1)/ loge]
= exp[-Ax—~m(c* -1)]

elde edilir, burada m = B dir.
oge

3.7 Sec¢me ve Nihai Tablolar

Hayat tablolan kullanilan aynntilara gore ya ilkedeki toplam niifus Gizerinden ya
da sigortah kisiler iizerinden yapihrlar. Ug gesit hayat tablosu incelenir: Segme
(select), Nihai (ultimate), ve Toplam (aggregate) hayat tablolar.

Se¢cme Tablolar:

Se¢me tablolarda yagam fonksiyonlan iki degigkene baghdwrlar. Birisi poligenin
yapildify (kisinin segildifi) yas, [x], ve ikinci degigken police esnasinda gegen siire ¢
dir. Bu ytizden kullamlan hayat tablolan iki boyutlu bir yap: gosterirler. [ ] gosterilisi
secilen yag1 ifade eder. Asafidaki tabloda 30 yag grubu hakkinda elde edilen &zel
bilgilerle g,,,,; , (f=0,,2,...) olastiklan 1.satira yerlestirilmistir.

Tablo 3.7.1
4 yillik segme periyodu i¢in segme, nihai ve toplam tablo

[x] 1. 2. 3. 4, 7 5.

[30] G301 9130111 Q3012 9130343 Lqm]%;q34
[31] 131 (S Q3132 diaps /J1 9311442935
[32] 932 U En Q32142 U IETE /} Q1321142936
[33] 9133 Q133111 933342 Gy //k D31 a=937
[34] | 9 (e Q134142 q134343 ’ D314 38




2.satirda 31 yaginda olan kisiler hakkinda elde edilen 6zel bilgilerle hesaplanan 6liim
olasthiklan yani gy, , (f=0,,2,...)yer almaktadir. Bu gekilde elde edilen tabloya

segme hayat tablosu denir,
Secme ve Nihai Tablolar:

Segme tablosunda aym yasa gelen farkh olasibiklar s6z konusudur.
EgerVj >0ve her [x] igin lq[x]_” — s jors;| Tarks belirli bir pozitif sabitten kigiik
kalacak sekilde en kiigiik bir 7 tamsayis1 mevcutsa, varolan iki boyulu segme tablosunun
r+1. situndan sonraki parcasim kesip atmak suretiyle bir segme ve nihai tablo elde
edilmis olunur. Ik » yillbk sireye segme periyodu denir. Buna gore
Qojpirs Spapr  » (J>0) ifadesi gegerli olur. Nihai tabloda belirli yag icin 6lim

olasilif olarak q;,,,, =q,,, alinabilir.

Toplam Tablo:

Hayat fonksiyonlarimin yalmz yasa bagh olarak ifade edildigi hayat tablolarina
toplam tablo denir. Segme ve nihai tablonun son siitunu 6zel bir toplam tablodur. Buna
ekseri nihai tablo adi verili. Bu konuda yapilmg gergek bir tablo olarak 1979-1982
yillan1 arasinda yaymnlanan AF80 tablosunu verilebilir. Bu tablodan alinmug bir kesit
Tablo 3.7.2 olarak agagida verilmektedir.

Tablo 3.7.2
AF80 segme ve nihai tablosundan bir kisim

(M) ) ®3) 4) ) (6) (7
[x] 1,000q, 1,000g,, 1000q., I, L I, x+2

30 0.222 0.330 0.422 9906.7380 9904.5387 9901.2702 32
31 0.234 0.352 0.459  9902.8941 9900.5769 9897.0919 33
32 0.250 0.377 0.500 9898.7547 9896.2800 9892.5461 34
33 0.269 0.407 -0.545  9894.2903 9891.6287 9887.6028 35
34 0.291 0.441 0.596 9889.4519 9886.5741 9882.2141 36

Bu tablo 2 willik segme periyoduna sahiptir. Bu tabloda 32 yagt i¢in i¢ ayn olim
olasihifx goriilmektedir. Bu olasiliklar arasinda

G2z = 0.000250 < gy, =0.000352 < g, = 0.000422.

siralapis  agikardir.  Hayat sigortast yaptirdiktan sonra olim olasiif hemen
azalmaktadir. Bu tablodaki 3.siitun nihai 6liim olasiliklan olarak goz 6niine alinabilir.
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Bolim 4
Hayat Sigortasi

Hayat sigortasi kiginin 6limii halinde geride biraktify kisilerin ugrayacag
kayiplann riskini biiyitkk sayida bir grup insanla paylagmasidir. Riskin paylagiimasi
genellikle bir sigorta girketi aracilif: ile olur ve hayat sigortas, kiginin 6liimi halinde
yakinlanina belirli bir miktar paramin édenmesini saglar. Bu miktara tazminat (benefit)
denir.

Bu bolimde tesadifi wvakitsiz o©liimlerin finansal etkisini azaltmak igin
diizenlenen hayat sigortalart modelleri ele alinacaktir. Bu tiir sigortalarin uzun zamanh
olmas: nedeni ile 6deme zamamna kadar olan yatinm kazanglarinin tutan bir belirsizlik
elemant olugturmaktadir. Bazi sigortalarda hasar talebinin ortaya gikigt ve buyiiklugit
belirlidir, model iginde hasar talebinin sadece zamam belirsizdir. Bu bélimde incelenen
hayat sigortalarinda 6demelerin buytkligii ve zamam yalmz sigortalimn 6lim zamanina
baglidir. Diger bir deyisle model T nin, yani sigortalimn gelecekteki hayat zamaninin
bir fonksiyonu olarak, insa edilmektedir.

Bu bolimde her sey canhlarin sigortasi iizerine inga edilmektedir. Bununla
beraber kullamlan fikirler diger objeler i¢inde, Ornegin; makineler, icretler ve i
kazalan i¢inde aymdir. Gergekte genel model, finansal kayiplarin biyiikliga ve
zamammn, yalmz tesadiiffi olaymn zamanma bagh olarak ifade edilebildigi hallerde
faydahidir.

4.1 Olim Aninda Odenebilir Sigortalar

Bir hayat sigorta tazminatimn 6denme zamam ve miktan, sigorta baglangicindan
sigortalimn oliimiine kadar gegen zaman arahfna baghdir. Modelde b, tazminat
fonksiyonunu, v, ise iskonto fonksiyonunu goésterir. v, fonksiyonu 6deme zamamindan
geriye dogru polige baglangi¢ zamanina kadar gegen faiz iskonto faktoriidiir. £ ise polige
baglangicindan o6liime kadar olan zaman aralifini gostermektedir. Bu bolimde, 6lim
halinde ve vade sonunda 6denen sigortada # siiresi polige baglangicindan 6demeye kadar
gecen sireden daha biyilk ve esit olabilir. Iskonto fonksiyonu i¢in faiz etkisinin
deterministik oldugu kabul edilecek, yani model faiz etkisi igin bir olasiik dagilim
icermeyecek.
z,ile simdiki deger fonksiyonunu gosterilsin:

z, =by,

yani z,, Odenecek olan tazminatin polige baglangicindaki degeridir.  Polige
baglangicindan sigortalinin  dliimiine kadar gegen zaman sigortalmn gelecek hayat
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zaman tesadiffi degiskeni 7=7(x) dir. Boylece tazminat degerinin polige
baglangicindaki degeri bir z, tesadiifi degiskenidir. Bu tesadifi degisken Z ile
gosterilsin. Model

Z=bv,

esitliine dayanmaktadir.

Hayat sigortasi analizinin ilk adimi b, ve v,nin tammlanmasidir. Ondan sonraki

adimda, Z nin olasiik dagiliminin bazi karakteristiklerini belirlemek olacaktir. Bu
karakteristikler 7 nin kabul edilen dagiiminin sonuglandir. Bu adimlar birkag
geleneksel sigorta igin yapilacak.

n Yil Siireli Hayat Sigortasi (Level Benefit Insurance)

n yillik hayat sigortasi, sadece sigortalinin polige tarihinden itibaren » yil i¢inde
oliirse 6deme yapmay: tahakkuk eder. Eger (x) in 6limii halinde bir birimlik 6deme
yapilirsa

t<n r T<
bt=1’ ;v =vh 120 g7 "
0, t>n 0, T>n

dir. Bu tammlar iki kabulii varsayarlar: Birincisi, gelecek hayat zamam negatif
olmayan bir degisken oldugundan, b,,v, veZ sadece negatif olmayan deZerler i¢in
tammlamr. Ikincisi, 5, nin O oldugu bir ¢ degeri igin v, nin degeri s6z konusu olmaz.
Bu nedenle, v, nin tamim uygun oldufu zaman kullanlir.

Z nin beklenen de@erine net tek prim denir. Buna net denir ¢inki diger
yiiklemeler burada eklenmemigtir. Ayrica yillik, yanyilhk, aylk gibi primlerden farkh
olarak tek bir primdir. Bu daha kesin olarak “tdemelerin simdiki degerlerinin
bekleneni” geklinde ifade edilebilir.

n yilik ve (x) in 6limii amnda bir birim 6demeli sigortamn net tek primi E[Z]
olup 4. . ile gosterilir. Bu E[Z]= E[z,]olarak hesaplanabilir. Bu taktirde T nin 3.
boliimde verilen p.d.f. si kullamlarak

A\ T EZ]= Flz, 1= (2, £, Odt = [V pops,..dt
0 0

yazilir. Z nin dagihminin j. momenti

n

EZ'1= [0'Y ottt = [ pp,. di
0

4]

ile hesaplamir. Ikinci integralden su elde edilir: Z nin j. momenti, aym zamanda (x) in
oliimii halinde bir birim ddemeli » yillik sigortann, verilen faiz etkisinin j katina egit
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faiz etkisi kullamlarak elde edilen net tek primdir. Yiiksek momentlerin bu ozelligi
genel olarak bir birim &demeli sigortalarda faiz etkisi deterministik ise gegerlidir.
Asagidaki teoremde bunun igin yeter bir sart ifade edilir.

Teorem 4.1: (x) iizerine yapilan bir hayat sigortas: i¢in # zamaninda faiz etkisi J,ve
tazminat ve iskonto fonksiyonlan b, ve v, olsun. Her ¢ igin b/ =5, ise, &, faiz

etkisinde hesaplanan E[Z’] degeri, ;>0 i¢in j&, faiz etkisinde hesaplanan E[Z]
degerine esittir. Yani

E[Z71@0, = E[Z]@ j6,
ispat:
E[Z7]=E[(b;v, )]
- ETBv]]
= E[b,v]]
Genel olarak v, = exp(—j&sds) dir. Burada ¢ zaman: polige baglangict ile sigortalinin
0

oltimt arasinda ge¢en zamandr.
t
=>v] = exp(~[ j&,ds)
0
Buise jo, faiz etkisi altinda v, yi verir.

Teorem 4.1 den Var(Z)="A' 5~ (4. ;) elde edilir. Burada *4.; 25 faiz etkisinde

hesaplanan »n yillik ve bir birim 6demeli sigorta i¢in net tek primi gostermektedir.
Teorem 4.1 , ¢ 6lim amnda 6demenin yapildi: sigortalar igin ispat edildi. Bu teorem,
odemenin 6lim ammm bir fonksiyonu olan bir zamanda da 6denmesi haline de
genigletilebilir.

Tam Hayat Sigortast

Tam hayat sigortasi, sigortalimn gelecekte herhangi bir zamanda 6ltimi halinde
Odeme yapar. (x) in 6liimii halinde 6deme bir birim olsun, bu taktirde

b, =1,120
v, =v',120
Z=v',T20

dur. Net tek prim
4, =EZ]= [V p.u.at.
0

x yasinda segilmig su an x+# yasinda olan bir canh igin net tek prim §dyledir:
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L]

4 pn = EZ]= I"t zP[x]+hﬂx+h+:dt

0

Tam hayat sigortasi » yil siireli sigortanin 7 — oo igin limit halidir.
Ornek 4.1: 100 bagimsiz canhdan her biri

* x yaginda

* p=0.04sabit 6liim etkisine haiz

* Oliim aminda 6denecek olan 10 birimlik tazminatla sigortalanms olsunlar.
Tazminat ddemeleri & = 0.06 kazandiran bir yatinm fonundan gekilerek yapilacaktir.
=0 aninda elde en az ne kadar fon olmalidir ki her bir bireyin 6ltiimii halinde yeterli fon
0.95 olasihikla temin edilmig olabilsin?

Coziim: Her bir hayat i¢in

b,=10 ,£>0
v,=v' ,£20
Z=10w",T>0

dir. Sigortahlar numaralamrsa, biitiin 6demelerin #=0 igin gimdiki degeri
100
§=3Z,
J=1

Burada Z,, j. hayatin 6limia halinde yapilacak o6demenin /=0 ammndaki simdiki
degeridir. Ortalama degier ve varyansi hesaplamak igin, Z, bir birimlik 6demeli tam
hayat sigortasinin gimdiki de@erinin 10 katidir. Sabit faiz etkisi & ve 6lim etkisi # igin
bir birim $demeli tam hayat sigortasinn net tek primi

o0

A =fe eyt =—t_
'! H+o

Bu 6rnek igin E[Z]1=104_ =1 0)(%%4;) =4

0.04

Z*1=10**4_ =100 —————— =
Bz’ * 0.04 + 2(0.06)

= Var(Z)=9.

E[S]1=100(4) = 400, Var(S)=100(9) =900 bulunur.
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Analitik olarak istenilen minimum miktar 4 igin

Pr(S <h)=0.95
veya buna denk olarak

P{S —EI81 h__ 4°°J =0.95
o(S) 30

h—-400

olmalidir. Normal dagilim kullanarak =1.645 = h =449.35 elde edilir.

Baslangic fonu 449.35 ile butiin ddemelerin gimdiki degerlerinin beklenen degeri 400
arasindaki fark 49.35 olup, bu risk yiiklenmesinden kaynaklanmaktadir. Hayat bagina
yiklenme miktari 0.4935 dir veya net tek primin %12.34 diir veya birim dédeme bagina
%4.935 dir.

Bu Ornekte, 2.bélimde oldugu gibi S nin olasiik dagilimma bir normal
yaklagm kullamimaktadir. Kisa periyotlu orneklerde, toplanan gelir beklenen hasar
talebi artt risk yiiklemesine egit idi. Bu toplam gelir, hasar taleplerinin agin olmasi
olasilif1 altinda belirlenmigtir. Uzun periyotlu hayat sigortas: 6rneginde, toplanan gelir
art1 faiz geliri tazminat 6demelerini drtmeye yetecek miktarda belirlenmigtir. Baglangic
fonu, 449.35, muhtemel olan 1000 lik 6demenin %45 ini 6rtmekten daha azdir. Fondaki
ilk iki yildaki 6deme semast asagidaki sekilde gosterilmektedir.(Sekil 4.1.1) Burada 1/8,
7/8, 9/8, 13/8 ve 15/8 zamanlannda 1 6liim ve 10/8 de 2 &6liim olmasi farzedilmistir.
Sigrama noktalan ile temsil edilen tazminat 6demeleri arasy, & =0. 06 ile fonun
bliyimesini karakterize eden tistel egrilerdir.

Fon

]
Miktan
463.11
460 - /459 96
453.35
452.73
450 b | i
443.21
440 + l l I ; l 439.75
| | '/j
432.99
430 | | | l e’
| | |
| I
2 | .
| b
L ! 1 ) ] -
0 1/8 7/8 9/8 10/8 13/8 15/8
1 ] 2 Zaman
Fon igin gelir grafigi

Sekil 4.1.1
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n Yillik Vade Sonu Odenen Sigorta (Pure Endowment Insurance)

n yihk vade sonu 6denen sigortada, eger sigortall, sigorta baglangicindan n yil
sonra yagarsa, kendisine 6deme yapilir. Odenen miktar 1 birim ise

n

v, T>n

0 ,t< 0, T<n
b,={ ’ n; v,=v" ,£20 ; Z={
1 , t>n

Vade sonu 6denen sigortada belirsiz eleman yalmiz bir hasar talebinin ortaya gikip
cikmamasidir. Odemenin biiyiikliigii ve zamani, hasar talebinin ortaya ¢ikmasi halinde
onceden belirlenmigtir. Bunun ic¢in net tek prim A4,; ile gosterlir Z=v"Y
ifadesindeki ¥ , x+n yasinda canli olma olayinin gostergesidir. Eger sigortali x+# de
yagarsa Y nin degeri 1, aksi taktirde O dur.

A= EZ]=V"EIY1=v", p, ve Var(Zy=v*"Var(X) =v*"" , p, ,q.="A .;— (4.)".
r Yillik Oliim Halinde ve Vade Sonunda Odenen Sigorta (Endowment Insurance)

n yillik 6liim halinde ve vade sonunda 6denen sigorta ise sigorta baglangicindan
n yil iginde sigortali oliirse varislere veya » yil sonunda sigortah yasarsa kendisine bir
odeme yapiir. Eger sigorta ddemesi 1 birim ise ve olim tazminati 6liim aninda
Gdenebilir ise

t T

V' ,t<n v , T<n
b=1,1t20, v, = , Z=

v t>n v, T'>n

dir. Bu halde net tek prim A4, .ile gosterilir. Bu sigorta, » yillik sigorta ile n yilhk
vade sonu ddenen sigortanin kombinasyonu olarak diginulebilir. Z,,Z,,Z,ile sirasiyla

n yillik siireli, » yillik vade sonu ve » yillk 6lim halinde ve vade sonunda &denen
sigortamn gimdiki degerlerinin tesadiifi degigkenlerini gostersin.  Daha 6nceki
tanimlardan

{vT , T<n 7 {0 , T<n {v’ , T<n

v , T>n

n

v T>n

=Z,=Z,+Z,
Her iki tarafin beklenen degeri hesaplanirsa

Axﬂ.—.Z;:erAx:;, (4.1.1)
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elde edilir. n yillik o6lim halinde ve vade sonunda &denen sigorta igin
b, =1oldugundan teorem 4.1 kullamlarak

BZ{1@5 = F1Z,1@ j5
Var(Z,)="4,.a~(4..7)° (4.1.2)
elde edilir. Var(Z,) i hesaplamak igin Z, = Z, + Z, esitligi kullanihirsa
Var(Z,) =Var(Z,) +Var(Z,)+ 2Cov(Z,,Z,).

Cov(X,Y) = E[XY]- E[ X E[Y] formilii yardumyla ve her T igin Z,Z, = 0 oldugu goz
ontine alinirsa
Cow(Z,,Z,)=-EZ,)E[Z,]= -4, ;4,5

elde edilir. Bu sonuglar yerine konulursa Var(Z,) igin bir formiil elde edilmis olur.
Net tek primler pozitif olduklarindan Cow(Z,,Z,) negatiftir. Bu beklenen bir seydir,
ginkii biri O iken diferi pozitif bir sayidir. Diger taraftanZ veZ, nin korelasyon
katsayilar —1 degildir, ¢iinkii birbirlerinin kesin lineer fonksiyonlan degildir.

Ertelenmis Hayat Sigortas:

m yillik ertelenmis sigorta, sigortalinin polige baglangicindan ez az m yil sonra
oliimii halinde 6deme yapar. m yil ertelenmis ve 6liim aminda birim miktar ddemeli tam
hayat sigortasinda

1 ,t>m T
b =1 ~ ;o w=v | >0 ; Z= oo tem
0, t<m 0 ,T<m

?

bunun net tek primi A, ile gosterilir ve asagidaki sekilde ifade edilir:

m| Zx =j.vt t px.uxﬂdt .

Degisken Tazminath Hayat Sigortas:

Yillik bir sekilde artan tam hayat sigortasy; birinci yilda 6liim halinde 1 birim
odeme, ikinci yil 6lim halinde 2 birim 6deme ve bu sekilde devam eden bir artan tam
hayat sigortasidir. Bu sigorta agagidaki fonksiyonlarla ifade edilebilir:

b =[t+1] ,t20 ;, v, =v , t20 ; Z=[T+1p" , T=20

3

(Burada koseli parantez tam deger fonksiyonudur. [f]=k, k<t<k+1 , k=07Fl...)
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Boyle bir sigortanin net tek primi
(M), = E1Z]= [[t +1V , Pt
0

Artma oranlan bir yil oldugu gibi 1/m yilda bir de olabilir. m artigh tam hayat
sigortasinda, birinci 1/m yilda 6lim halinde 6denen tazminat 1/m; ikinci 1/m yilda 6kim
halinde denen tazminat 2/m ve bu sekilde 1/m yil igin tazminat 1/m artinlir. Béyle bir
sigortanin fonksiyonlart

a 1 .
_ L +1] , 120 v,=v | 120 ; Z=—V—E’rl———] , T'20

b,
m m

dir. Net tek prim ise agagidaki sekildedir:
(I™4), = E[Z]

m —> ooigin limit halinde bu sigorta, ¢+ aminda olim halinde ¢ 6demesi yapan bir
sigortaya doniigiir. Bunun fonksiyonlan

bunun net tek prim semboli (7 A),dir. Bu sekilde sirekli olarak artan tam hayat
sigortas1 bir takim ertelenmig tam hayat sigortalari kiimesine denktir. Bu denklik
teminatlar i¢in net tek primlerin esit oldugunu gosterir. Bu denklik asagidaki gibi
gosterilebilir. Tammdan

(‘f Z)x = J‘tvt tpxluxﬂdt
0
integraldeki ¢, 0 dan ¢ ye kadar integral alinarak yazilirsa
wft ‘
a4, = [ | dsjv‘ Dbt
o\oO

integrallerin siras1 degistirilirse her bir s degeri igin ¢ lizerinden s den oo kadar integre
edilirse
(j Z)x = J‘_"vt tpxtuxﬂdtdg = I slzxds
0s 0

elde edilir.

Eger m li artigh hayat sigortasinda tazminat 6demesi 6liimiin » yil iginde olmasi
halinde yapilirsa, sigorta bir artan » yillik hayat sigortas: olur. Artan # yihk hayat
sigortasiin tiimleyeni olarak azalan » yillik hayat sigortast s6z konusudur. Bu
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sigortada birinci yilda 6lim halinde » birim édeme, ikinci yilda oliim halinde #-1 birim
O6deme yapiir. Bu gekilde azalarak teminat ». yil sonunda sona erer. Béyle bir
sigortanin fonksiyonlan sunlardir:

-t t< T (n— T
bz = " [] ’ " ’ vt=v’ ’ >0 ;Z—‘-'— v (l’l [T]) ? =n
0 , I>n 0 , I'>n

Bu sigortamn net tek primi asagidaki gekildedir:

(DAY= [v' (1= 11) P11,

0

Bu sigorta ile n yillik artan sigortanin toplam # yil igin toplam tazminati 7+1 olan bir
sigortaya doniigiir.

4.2 Olim Yihnin Sonunda Odenebilir Sigortalar

Simdiye kadar kullamlan modeller T cinsinden inga edildiler. Buna gére 6deme
6lim amnda yapilmaktaydi. Fakat bir ¢ok hayat sigortalarinda 7 nin dagilmi kesikli
hayat tablolan geklinde verilmektedir, yani K mn dagihm olasihigi cinsinden
verilmektedir. Bu boslugu doldurmak i¢in kullanlacak modelde, 6liim tazminatt
odemesinin buyiikliigii ve zamam, sigortahmin polige baslangicindan 6liim zamanina
kadar gegen tamamlanmug yil sayisina bagli olacaktir. Buna &lim yih sonunda
6denebilir sigortalar denir.

Model, sigortahmin gelecekteki yasam siiresinin tam kistm fonksiyonuna bagh
olacaktir. [Eger sigortali, sigortamn 4+1 . yiinda olirse b,,, tazminat fonksiyonu ve

v,, iskonto fonksiyonu, 6deme zamamndan polige baglangic zamammna kadar olan

periyoda baghdir. & ise sigortalmn gelecekteki yasam siiresinin tam kismum
gostermektedir. Bu tazminat 6demesinin polige baglangicindaki degeri olan z,,, i¢in

Zpa = bk+1vk+1
yazabilir. z,,, tesadiifi degiskeni tekrar Z ile gosterilecek.
Oliim yilimin sonunda bir birim 6demeyi temin eden 7 yillik sigorta igin

v K=0L...,n-1

1, £=012,....n-1
bk+l= 0 dy

> vk+l = vkﬂ > Z= {
Bu sigorta igin net tek prim
n—1

AL:iﬂ = E[Z] = ka+l k Peeir -

k=0
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Teorem 4. 1, uygun degisiklikler yapilarak 6liim yih sonunda 6denen sigortalar iin de
gecerli hale getirilir. Omegin yukaridaki 7 yillik sigorta igin

Var(Z2)="A.n—(4..)

n-1
olup, burada 4, ;= e>*Y pgq,,dr. (x) igin tam hayat sigortasi modeli
=0

k+1

n — wigin yapilarak elde edilir. Bunun net tek primi ise 4, = Zv ¢ P:4... Olarak

k=0
elde edilir.
=14 = Z v"*‘dﬁk
k=0

Bu egitlik polige baslangic zamamndaki bir dengeyi gostermektedir. Bu denge, x
yaginda sigortalt / canh igin toplam net tek prim ile onlarin beklenen olimleri halinde
Odenecek fonu arasindadr.

3 vd,, 4.2.1)

k=r

ifadesi, ». sigorta yihindan sonraki beklenen oliimler igin yapilacak 6demelerin
baglangigtaki degerini gostermektedir. Fonda r yil sonra yigilmasi beklenen deger

4

k~r+l
Z 4 d x+k

k=r

dir. Ciinki yukandaki beklenen deger (4.2.1) r yil sonrasmna yiSilirsa

@0 ®
-r k+1 — k—r+1
v z :V dx+k - 2 :v dx+k
k=r

k=r

elde edilir. Bu ifade ile / 4_ifadesi karglagtinlirsa bunun 7, A4,,, oldugu goriilir. Bu
miktar ile gergek fon arasindaki fark, gergek oliimlerin hayat tablosundan hesaplanan
beklenen éliimlerden sapmalarindan ve gergek faiz gelirlerinin kabul edilmis orana gore
yapilan faiz gelirlerinden sapmalarmdan dolayidur.

Ornek 4.2: 30 yaginda 100 canhdan olugan bir grup igin, 8lim yih sonunda her biri igin
1,000 6deme yapilacak sekilde bir fon kurulmaktadir. Bunun igin kargtikhh yapilan
anlagmaya gore faiz oram %6 esas alinarak hazirlanan hayat tablosuna ([9], sayfa 678-
680) gore hesaplanan tam hayat sigortast net tek primi odenecektir. Fomun gergek
deneyimi ikinci ve besinci yillarda 1 er oliimdiir. Gergek faiz oram ise birinci yilda %6;
2.ve 3. yillarda %6)%; 4. ve S.yllarda %7 dir. 5 yil sonunda fonun plana gore
hesaplanan beklenen biiyiikliigii ile gergek fon arasindaki fark nedir?
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Coziim: 10004,, =102.4835. 100 canl igin fon 10,248.35 ile baghyor. Aynca
A4, =0.1287194 ve L, /I, = 0.9915040.
30 yagindaki 100 canh i¢in fonda 5 yil sonra beklenen miktar

(1,000)(1 00)%5—1435 =12,762.58.

30
dir ve ger¢ek fonun gelisimi ise sdyle olacaktir:

k=0= F, =10,24835.
k=1= F, =(10,248.35)(1.06) = 10,863.25

k=2= F, = (10,863.25)(1.065) — 1,000 = 10,569.36
k=3= F, = (10,569.36)(1.065) = 11,256 37
k=4= F, = (11,25637)(1.07) = 12,044.32
k=5= F, = (12,044.32)(1.07) - 1,000 = 11,887.42.

Boylece istenilen fark 12,762.58-11,887.42=875.16.

Bu yatinm ve oliim tecriibesinin 5 yillik petiyot i¢in toplam bir sonucudur. Faiz
artiglarindan yatiim gelirlerinin fazla olmasi gerekirken, 5 yilda 0.8496 oraninda olmasi
beklenen 6lim sayist 2 olarak gergeklesmistir. Bu da beklenenden fazla kayiplara
neden olmugtur.

Olim yimin sonunda 6denebilen 1 birimli # yilik 6liim’ halinde ve vade
sonunda ddenen sigorta bu paragrafin » yillik sigortasi ile daha 6nceki paragrafta
incelenen bir birim ddemeli » yillik vade sonu sigortanin bir kombinasyonudur. Bunun
i¢in fonksiyonlar agagida oldugu gibidir:

b, =1, k=0]L...

v k=012,...,n-1
Vi =
S Y k=nn+l,...

vt K=0]1,...,n-1
V" , K=nn+1,...
Bunun net tek primi

n—1

k+1
Ax:r‘z]: ZV ¥ k PeDeik +vnnpx.

k=0

Sigortalinin k+1. yilda olmesi halinde, (4+1). sigorta yihnin sonunda k+1 birim
Odemeli, artmah tam hayat sigortas: fonksiyonlar:
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by, =k+1 , £=012,...
ol k=012,...
Z=(K+1p*, K=012,...

v = vk+l

2

Bunun net tek primi (J/4) ile gosterilir. Buna kargilk azalan n willik sigortamn

fonksiyonlan
n-k , k=0]1...,n-1
bk+1

- 0 , k=nn+l,...
Vg =V, k=0],...
Zz{(n—K)vK“ , K=0]1...,n-1

0 , K=nn+l,...

Bu sigortamn net tek primi (DA4)', zdir. Olim aminda 6denebilir sigortalarda oldugu
gibi, itim yilimn sonunda ddenebilir artan sigorta, her biri bir birim 6demeli ertelenmig
sigortalarin bir kombinasyonuna esittir. Benzer sekilde, azalan sigortalar ise siireli
sigortalarin bir kombinasyonuna esittir. Sekil 4.2.1, 8 yillik azalan sigorta igin bunu

agiklamaktadir.
bk+l
8 4 1 yl ertelenmis,7 birimlik 1yil stireli sigorta
7 .
6 : 2 yil ertelenmis, 1 birimlik 1 yil sireli
sl // sigorta
4 1 birimlik 6 yd siireli sigorta
3
-
1
> k

0 1 23 45 6 7 8

8 yil siireli ynlhik bir gekilde azalan sigorta
Sekil 4.2.1

Teorem 4.2: Sireli sigortalarin kombinasyonu ile ertelenmis sigbrtanm
kombinasyonlarinin net tek primleri arasinda s6yle bir bagmt1 vardir:

n—1

n—-l
Z (n - k)klA'lxﬂ=Z Alx:n—-j
J=0

k=0
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ispat:
n-1
(DA)Ix:ﬂ = z (n - k)vk+l k pqu+k
k=0
n-1
=2 (=B, P)Vi) (422)
k=0
n-1
= ;(n - k)k|A]x:T|
n—k-1
(4.2.2)de n—k = ) (1) konulursa
J=0
n-1 n—-k-1
DAY 7= D (V" PG
=0 j=0

elde edilir. Toplam siras1 degistirilirse

n-l n—j-1

Z Z (1)vk+l kP ik
j=0 k=0
n1"

elde edilir. Buradan 4, ;ile kargilagtiritirsa (DA)', 5= > 4..-5;yazilabilir.

=0

43 Olim Anmda Odenebilen Sigortalar ile Olim Yilimin
Sonunda Odenen Sigortalar Arasindaki BaZinta

Once, 6liim halinde 1 birim tazminat 6demeli tam hayat sigortasi ile baglansm.

Zx = jvttpxzuxﬂdt
0
" o kH

= Z Ivt t pxlux-q-tdt

k=0
1

©
- k+1 s~1
- ZV kpxj.v spx+ktux+k+sds‘

=0 0
Bir yag aralifinda 6liimlerin diizgiin dagildi: kabul edilirse
oPribusies = Qo (0S551).
Bu yukanda yerine yazlirsa
4 =3, P4 ](1 +i)"*ds
k=0 0
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= — i
=ka+l k pqu+ksﬂ= EAJ;
k=0

Bu egitlik tam yaglar arasindaki 6liimlerin diizgiin dagildigi kabulii altinda gergeklenir.
Bu kabuliin etkisi, 6liim amnda bir birim 6demenin, 6lim yih boyunca siirekli olarak bir
birim 6demeye denk olusudur. Faiz dikkate alindifinda, yil boyunca siirekli olarak bir
birim 6deme 6kiim yih sonunda #; 6demesine denktir.

Yukandaki en son esitlife, daha énce gosterilen bilgilerle ulagilabilir. 7=K+S§
yazilsin, burada S, 6lim wyilinda yaganan kesir kisrmmn  tesadufi deSiskenidir.
Olimlerin dizgin dagildift kabulii altinda, K ve S bagmsizdir ve § birim arahik
tizerinde diizgiin dafilima sahiptir. Buradan X+1 ve 1-S’ nin bagimsiz oldugu ve 1-§°
nin birim arahk iizerinde diizgiin dagilima sahip oldugu sonucu ¢ikar.

A, =EV 1= EV 1+ )]
=E[vK+1 ]E[(1+i)1—5]
sagdaki 1. carpan A _dir. 1-$" nin birim arahk Uzerinde dizgin dagihma sahip
1 .
olmasindan ikinci ¢arpan igin E[(1+i)°]= _[(1 +i)1dt = é yazilabilir. Buradan tekrar
0

4. =1 4 elde ediir.

Qo

Simdi yillik artigh ve 6liim amnda 6demeli » yillik sigorta ele alinsin. Bu sigorta
i¢in simdiki deger tesadiifi deSiskeni

7= [T+1p" , T<n
0 , I'zn

dir. [T+1]=K+1 oldugundan, T=K+S esitligi kullantlabilir. Buradan

7o K+t T<n
0 , I'zn

elde edilir. W, yilhk artigh 6liim yihnin sonunda ddenecek » yillik sigortamn gimdiki
degerinin tesadiifi degiskeni géstersin.

&+ K=01,...,n-1
0 , K=nn+l,...
Z=W(+i)"*

E[Z]= EV (1 +i)~"]

’
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W, K+1 in bir fonksiyonu ve K+1 ve 1-S bagimsiz oldugu igin
- i
E[Z]= EWIEIQ+i)~"]= (IA)lx:ﬂ-g

elde edilir.  Oliimlerin diizgiin dagilum kabulii altinda tam hayat ve artan sigorta igin
elde edilen bu sonuglar gok benzerdir.

="

i - i
x 'gAx ve (IA)lx:'rﬂ=_5‘(M)lx:7ﬂ

Benzerligin temellerini bulmak igin genel modele bakilsin:
Z=byv, 43.1)
yukaridaki iki sigorta igin , kullanilan kosullar:

v, =V ve b, ise yalmz T nin tam kismimn yani X min fonksiyonudur. Bu son 6zellik
bT = bI:+l olarak ya‘Zlhrsa Z= b;nVT = b;{‘ﬂvxﬂ (1 +i)l-s den

E[Z]=E[b ,v*" (1+)]

elde edilir. Olumlerin diizgiin dagiim kabulii altinda K ve $” nin bagimsiz oldugu ve
1-§” nin de dizgiin dagildig: elde edilir. Yukandaki beklenen deger

E[Z]= Kby ,v©" ]E[(1+i)“S]=E[b2+1vK*’]§ (4.3.2)

olarak yazilabilir.

K nin bir fonksiyonu olmayan ve 6liim aninda 6deme yapacak olan bir sigortayr
6lim yih sonunda Gdenen bir sigortanin degerleri cinsinden ifade etmek igin daha ileri
analiz gerekir. Ornegin; 6liim amnda 6denebilir, stirekli olarak artan bir tam hayat
sigortasi ele alnsin. Bunun fonksiyonlan

idi. (I 4), ibulmak igin
Z = (K +SWv* = (K + W5 — (1 -SW*' A+
=K+ A+ D7 —vE1 Q-5+
Olimlerin ditzgiin dagilimlaninin kabulii altinda, beklenen deger hesaplamirsa

E[Z]= E[(K + 1" B[ +1)* 1~ Epy* 1E[1 - $)(1+) ]
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=(1A),,§—A,,E[(1—sv(1+i)'-°‘]

1-§ “nin dagilim diizgiin oldugundan

E[(1-$)1+i)~]= j'u(l +i) du

- 11
> 4), == [(IA) —(;,—-‘EJA}

bulunur.

4.4 Zincirleme Esitlikler

Sigorta modellerinin degerleri i¢in zincirleme (recursion) esitlikleri daha &nceki
paragraflanin ifadelerinden dogrudan elde edilir. Omegin;

A ka+l kPeberr =Vq, T Z: vkﬂ Pe9ee = V4, T W"Zv k1 PenDere

k=0

w
— J+l
- vqx + sz 4 jpx-H qx+1+j

J=0
= vqx + ‘pr x+1

Bu egitlikten s6yle bir yorum yapilabilir: (x) i¢in tam hayat sigortanin net tek primi olan
A, hem bir yil i¢inde 6lim halinde bir birimlik 6demenin iskonto degerini icermeli
hem de s6z konusu yagta canh olunmast halinde bir birimlik tam hayat sigortanin net
tek primini icermelidir. Aym eysitlik olasiik goriigii agisindan da elde edilebilir.

4, = E[Z]= E[v*"'] = E[y™ | K 20]

E[Z] , (x) in birinci yilda 6lmesi halinde, yani k=0 i¢in ve tiimleyeni olan (x) in birinci
yilda yagamasi halinde yani K > 1igin hesaplanrsa

E[Z]= E[v*" | K = 0]Pr(K = 0)+ E[vF" | K 2 1]Pr(K 21)

yazihir. Burada E[v*" |K =0]=v, Po(K =0)=g¢,, Pr(K >21) = p, konulabilir. Geriye
kalan terim icin
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EVY | K 21]=vEyE M | K-120]

yazilabilir. K, (x) in gelecek yagam siiresinin tam kismu olup K 21 oldugunda, K-1 de
(x+1) igin gelecek siiresinin tam kismudir. Eger x+1 yag i¢in (K-1) in sarth dagihmi
olasihiginin aynm oldugu kabul edilirse

EvE M | K-120]=4,, 4.4.1)

Bu yukarida yerine yazilirsa
A, =vq, +vA P, (4.4.2)

elde edilir. Segme tablolarin ifadelerine gore (4.4.1) un sag tarafi 4, olacaktir.
(4.4.2) deki her x, [x] olacaktir. Burada p_ yerine 1—¢, yazhrsa ve her iki taraf
(1+19)l, ile garpilirsa

lx(l+i)Ax :le +dx(1_Ax+])

x+1

elde edilir.
Bu esitlik /_ile boliiniirse ve her iki taraftan 4, +¢q,(1- 4,,,) ifadesi gikartihrsa

A, -4 . =id —q.(1-4,)

x+1

elde edilir. Bu esitlik sunu gostermektedir: x ile x+1 yaglanindaki net tek primlerin
farki, x yagindaki net tek primin faizinden yibk bir birim sigortamn maliyetinin
farkidir. Yukaridaki esitligin her iki tarafindan i4, ¢ikarilirsa ve sonra v*ile carpilirsa

vax-i—l - vx—IAx = ~vqu (1 - Ax+l )
elde edilir. g

Bu ifade x=y den oo kadar toplanirsa

—v74, =3 vq,(1-4,,)

=y

ve buradan

Ay = zvx—yﬂ qx (l - Ax+l)

x=p

elde edilir. Bu ise (y) igin net tek primin, sigortalimn hayat: boyunca yillik sigorta igin
maliyetinin gimdiki degerlerinin toplamudir. Benzer ifadeler, 6lim aninda 6denebilen
sigortalar iginde elde edilebilir. (x)’ e uygulanan bir tam hayat sigortast i¢in

2 A=+ A G+ p) =8 A - 0-1)
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yazilabilir. Bu ifade A_in tammndan sarth beklenen deger kullanilarak elde edilebilir.

4, = Ev']= BV | T <hIPr(T <)+ Ev" |T > hP(T > h)
Pr(T <h)=,q, . PrT>h)=,p,

T'nin T < hkogulu altinda p.d.fsi

fT(t) tpxlux-!-t

= , (0<t<h)
Jr @ T <h)y={F(h) n9x
0 , dy.
Boylece
h
EV' |T<h]= v Lebee gy
0 hqx
ve r
EV' |T>hl=v*EV"™ |T-h>0]=v"4,,
elde edilir.
— h p .‘.—
= Ax =J‘Vt t_iu'_xﬂ!-dthqx +thx+h hpx
0 hqx
Ad.,-4,  -1% - 1-v",p,
= —_HL-— = —h_'!’vt lpxﬂx+tdt+ Ax+h _—i"l_
LY (P NPT
h—’oho tPrHsis —dsovtpx:uxﬂ s=0— My
ve
. 1-v".p. d
hhglo_'—};i"L = "g(vt tpx) |t=0='.ux +0
oldugundan
d ~ —
—A =-u,+4 +d
o e = H A (u, 4 0)

elde edilir.
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Bolim 5
Hayat Rantlari

Hayat rantlan (aniiteleri), belirli bir canlinin yasadif: siirece, siirekli olarak veya
esit araliklarla (ayhk, 3 ayhk, yillik gibi) yapilan 6demeler serisidir. Hayat rantlan
gegici olabilir, yani belirli bir yil saysiyla smirlandirilabilir  veya hayat boyu
odenebilir.  Odemeler hemen baglayabilir, veya ertelenebilir,  Odemeler, 6deme
araligimin baginda veya araliin sonunda olabilir.

Hayat rantlan hayat sigorta iglemlerinde onemli rol oynar. Hayat sigortalan
ekseri, net tek prim yerine rant halindeki primlerle satin ahmrlar. Talep halinde
6denecek miktar belirli bir hesapla rant haline gevrilir. Baz hayat sigortalan da 6lim
halinde tek bir 6deme yerine gesitli gelir imkanlart saglar. Ornegin, yasayan ese veya
emekli olan sigortaliya ayhk gelir gseklinde 6deme yapihr. Rantlann emeklilik
sistemlerinde de merkezi bir yeri vardir. Gergekte, emeklilik planlan, aktif servis
esnasinda Odenen katkilarla satin alinmug bir ertelenmis hayat rant1 gibi diistiniilebilir.
Yapilan katkilann gegici rant olarak degerlendirilmesinde yalmz faiz ve oliim degil
maag artigi, sistemden ayrilma gibi faktorlerde dikkate alinmahdir. Bu daha ileriki
bélimde anlatilacaktir.

Hayat rantlanmin iggilerin maluliyet ve tazminat sigortalarnda da bir rolii
vardir. Rant ; maluliyet sigortas: halinde ig¢inin tekrar i gorebilir olmasi durumunda,
ailelere 6denecek tazminat sigortasi ise dul esin tekrar evlenmesi durumunda sona erer.

5.1 Surekli Hayat Rantlan

Siirekli yonteme gore odemelerin siirekli olarak, yani sonsuz derecede kiigiik
araliklarda yapildifi varsayihir. Bu teorik yaklagimdir. Zaten siirekli yontem teorik
yonden Onemlidir, incelenmesi bu bakimdan aktiierya bilimi icin ilgi ve 6nem
konusudur.

Her yil bir oraninda siirekli olarak 6denebilen rantlar ile baglansin. Tam hayat
rantt Oliinceye kadar ddemeyi temin eder. Dolayisiyla yapilacak 6demelerin simdiki
degeri her T 2 0igin ¥ = a5 dir. Burada 7, (x) in gelecekteki yagam zamamdir. Y nin
dagihm fonksiyonu buradan asagidaki sekilde elde edilir:

F,(3) =Pr(Y <) =Pr(@, < y)=Pr(1-V" <5 )
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=Pr(vT21—5y)=Pr(T£:1—°—g(—;:§—Xl]

:FT(:_ICLM) (0<y<é)

]
Y nin p.d.fsi
_d g d o (~log-8))_ f;(Hog-5))1/9) 1
R L 0<y<d)

Siirekli tam hayat rant icin aktiieryal simdiki deger a ile gosterilsin. . Burada x sabit

indeksi, (x) in liimii halinde rantin sona erecegini gostermektedir ve 7(x) in dagilim x
yasinda elde edilen bilgilere baglidir. Toplam 6liim (mortalite) alinda 7' nin p.d.f. si

D.M.,, dir. Buna gore aktiieryal simdiki deger

C_lx = E[Y] = _‘.Ziﬂt px:ux+tdt
0

olarak hesaplanabilir. Kismi integrasyonla

f@y=ay, dgO)=p.p,. 4 , §t)=—p, ve df(f)=v'dt kullaniirsa

X

a, = Tv‘ D dt= ]: JE . dt
0 0

elde edilir.

Genel olarak bir rant i¢in aktiieryal simdiki degerin belirlemesi icin gegerli ddeme
teknifi agagidaki sekildedir:
APV=fv’Pr [6demenin # zamaninda yapilmast] x [¢ deki 6deme orant] df
0

a, in yukandaki ifadesi pargalanirsa

a,= jV‘ Pt +TV’ Pt
0 1

:ax:ﬂ-l-‘pxj‘vsspxﬂds (511)

0
= ax:ﬂ+ Wxa 241

Bu ifade bir geriye doniig (backward) zincirleme formiiliidiir. Tam hayat rant1 igin
baglangic degeri @, =0dir. @ terimini hesaplamak igin gesitli yollar vardir. Basit bir
yaklagim, integral i¢in trapez kuralim kullanmaktir.
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1+wp,
2

1 .
C_lx:ﬂ=_“vt tp.tdt =
0

Bilesik faiz teorisine benzer bir bagint1
1=6a n"‘ vt

dir. Bu esitlik goyle yorumlanabilir: Simdi bir birim yatiim yapildiginda, bu yatinm #
yil boyunca siirekli olarak denebilen & yilhk faiz oramindan ve ¢ zamaninda faiz sona
erdiginde yatinmin geri 6denmesinden olugur. Bu bagint1 butin ¢ deBerleri igin
dogrudur dolaywsiyla T tesadiifi degiskeni i¢in de dogru olur. Her iki tarafin beklenen
degeri alinirsa '

1=6a,+4,
elde edilir. Bu esitlik de yukandakine benzer gekilde yorumlanabilir: Simdiki yatirilan
bir birim, (x) in yasadik¢a siirekli olarak édenebilen & yillik faizden ve 6liim aninda faiz
sona erdifinde 1 birimlik yatinmin geri 6denmesinden olusur.

Bu modelde 6liim riskini 6lgmek igin Var(an) yi hesaplanabilir.

Var(@=) = Var£1~VT ) _Var(V") _’4,-(4,)’ '

o &2 5?

Ayrica 1=8am+v" oldugundan Var(Sam+v")=0dr. Boylece her yil Shk bir
siirekli hayat ranti ile Olim amnda Odenecek 1 birimlik hayat sigortasimn
kombinasyonunda 6liim riski yoktur.

Teorem 5.1: Oliimiin etkisinin (4 ) ve faiz etkisinin (& ) sabit oldugu kabuli altinda,

1

a)a, =

S+u
b) Var(@x)= £

(28 + p)(6 + )’
u ulé
‘@mnin a_i iolasthg | ——| dir

©) ag nin a_i gegmesi olasihig: (5+”]
ispat

@« o0 1
a)a,=|v,pdt=\|e?etdt= :

> 3[ O+u

b) 4, =1-6a, = £ ve moment kuralina gore 24, = £__ .
H+O n+26
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e (e Y| £
Var(@n) = 5zLa+u (5+uj ] (26 +u)S+p)*

- &
c) Pr(Zz‘-T-,>c‘zx)=Pr(1 csv >E‘)=PI[T>_%IOg(6:u):'

1
wPx > toz_EIOg( £ J

S+u
plé
=~ .
[5+/J

Simdi gegici hayat rant1 ele alinsin. (x) yagadig siirece her yil bir birim olmak
tizere 7 yil boyunca siirekli olarak 6denecek olan, » yillik gegici hayat rant1 tesadiifi
degiskeninin simdiki degeri asagidaki sekildedir:

¥ apn , 0<T<n
Eﬂ 5 TZ”.

n yilhik gegici hayat rantinmn aktieryal simdiki degeri @, 5 ile gosterilir ve
d,5=EY]= @y p.p, . dt+37,p,.
' 4]
Buradan kismi integrasyonia

ax:ﬂz V! tpxdt

O ey

~.

elde edilir. Bu, » yilk gegici rant icin aktiieryal gimdiki degerin gegerli 6deme
formudur. Bunun icin de (5.1.1) formiiliine benzer bir formiil elde edilir. Burada n=y-x
almr. Burada defigecek olan sadece baslangig degerleridir. @, 5=0 baslangig degeri

olarak alimir. Tekrar yukaridaki ¥ ye déniliirse

1-

N

ag= 0<T<n

b

, I'z2n

Q
K1)

el
%!l o
&

burada
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Yukandaki Z, # yillik 6liim halinde ve vade sonunda ddenen sigortanin simdiki deger
tesadiifi degiskenidir.

1—2}_.1—1,;,

E[Y]zax:rﬂ:E[ S S5

ve B 3
Var(Z) _ zAx:;ﬂ-—(Ax:ﬂ)z
5 52

Var(¥) =

1-26 %@ ,-(-6a, )’
= e

2 . — —
=g(a x:m_zax:ﬂ) - (a x:;])2 .

n yillik ertelenmig tam hayat rant1 i¢in analiz benzer sekilde yapihr. Y simdiki
deger tesadiifi degiskeni su sekilde tanimlansin:

¥ 0 =amn—dyg , 0<T<n
- Vvam=ag-a; . Tzn

Y nin beklenen degeri alinirsa

w8 = EI¥)= (V'8 ppr,, 08

8

= J.vnaﬂms p xﬂx+n+sd8‘

0

=y” nPx jaﬂs px+n”x+n+sdg
0

= .4.=,Ea

Burada ,E_, x yaginda bulunan bir kimsenin x+n yagina gelince, kendisine yapilacak 1

n—x?

birimlik 6demenin iskontolu degeridir. Ayrica su yazilabilir:

( n y1l ertelenmis tam hayat rant1 igin ¥)=(tam hayat rant: igin ¥)~(n yilbk gegcici hayat
rant1 i¢in ¥)

beklenen deger alinirsa



a,=4a, —ax:;ﬂ

n|

elde edilir. Bunun aktiieryal simdiki degeri

nlax = J‘v,tpxdt = thxdt
geriye doniis zincirleme formiilleri #=y-x>1 i¢gin yazilirsa, baglangi¢ degeri olarak
u(y) = a, kullanlsr.

Ertelenmig rantlar i¢in ¥ nin varyansinin hesaplanmasinin bir yolu agagidaki gibidir:
Var(¥) = [v’" @)’ P pors ~(,@,)*
=" P (@ s Drsnbbeonssds —(uy.)
0

Kismi integrasyon kullanarak

=v> nPx Izaﬂvs s pi+nds _(;1[5.1:)2

0
= —Z-VZ" rtp:c]e(vs > vzs spx+ dS' _(nl Zix)z
] ° ?
- 2 2n = 2= = N2
F Ev nPx (ax+n - ax+n) '—(nlax) .

n yilhik garantili ve hayat rant1

By, ilk 7 y1l i¢in 6deme garantili hayat rantidir. Burada » yil iginde sigortah 6lse
de olmese de tam » yil 6deme yapilacak.. Sigortali » yildan daha fazla yasarsa élene
kadar 6deme yapilacak anlamindadir. Rant 6demelerinin simdiki degeri

¥ am , IT'<n
apg , T>n

dir. Bunun aktileryal simdiki degeri a7 ile gosterilir. Bu sembol 6demelerin
max(7(x),n) e kadar devam ettiZini géstermektedir.

a;—i] =E[Y]= Ia'r—x]t p x#x+tdt + J.E?,t p xlux+tdt
0 n

= qxaﬂ-"' Iaﬂt pxﬂxﬂdt
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kismi integrasyonla
a;m=axnt _fv’ , D dt

elde edilir. Bu aktiieryal simdiki degerin gegerli 6deme formudur, ¢linkii 0 dan #
zamamna kadar 6deme garantilidir, » den daha fazla 6deme (x) yasarsa miimkiindir.

_ Em+0 ) T<n
@+ @q-ay . T>n

Burada ¥, @ sabit terimi ile n yillik ertelenmig rantin tesadiifi degiskeninin toplamudir.
a—;_;i = arnlax = a7:']+nl;.u'a-xﬂx = E'ﬂ+ (a_x - a.:c:;l)

Bundan baska Var(Y —c_lﬂ) =Var(Y) oldugu igin » yilhk ve garantili hayat rantinn
varyanst, 7 yilik ertelenmis rantin varyansi ile aymudir.

Finans matematiginde

Sp= A+ at
0

fonksiyonuna benzer gekilde hayat rantlarinda da

Ex;,,=a":m=j' L
nEx On—tEx+t

yazilabilir. Bu ifade, siirekli yillik 1 birim 6demeli » yillik gegici hayat rantinin
sonunda, aktiieryal yigilan toplam degeri gostermektedir. Bdyle bir toplam deger (x)
canlisi i¢in x+7 yaginda yasarsa elde edilir.

5.2 Kesikli Hayat Rantlari

Kesikli hayat rantlan teorisi, adim adim siirekli hayat rantlannin benzeridir.
Burada integraller yerine toplamlar, integrant yerine toplam terimleri ve diferansiyelier
yerine farklar gelecektir. Siirekli rantlarda, 6demenin ¢deme arahinin baginda veya
sonunda ddenmesi arasinda fark yoktur. Kesikli rantlar igin fark anlamhdir. Once,
baglangigta &denen rantlarla baglansin, ¢iinkii bunlar aktiieryal uygulamalarda daha
bityitk rol oynar. Ornegin bir ¢ok bireysel hayat sigortalari, periyodik primler halinde
devre baginda 6denen rantlar olarak satin alimrlar.

(x) canlis1 yagadikca, her yilin bagina 1 birim ddemeli bir rant ele alinsin. Buna
devre bagt 6demeli tam hayat ranti denir. Boéyle bir rantin ¥ gimdiki deger tesadufi

defiskeni ¥ =dgm ile verilir, burada K tesadiifi degigkeni (x) in gelecek yagam
stiresinin tam kismudir. Bu tesadiifi degiskenin miimkiin olan degerleri dq=1 den &
e kadar kesikli deger kiimesinin elemanlandir. Bu degerler 1/d den kugiiktir. iy
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degerine ait olasihkk Pr(K =k)=,p.q,,, diw. Rantin aktiieryal simdiki degeri olan
d  ele alnsin.

ax =E[Y]=E'[ii,aﬂ]=2dmkpqu+k, (521)

k=0

Af(k):kpqui-k =kpx ~k+1px ve g(k) = am()lsun Ag(k) = A C.ik-»] = vk+l ve f(k) =—kpx
olur. Kismi toplama kullanilirsa

0 ©
os k+1 - k
ax=1+zv k+1px_zv kpx'
k=0 k=0

Yukandaki ifade, devre bami Odemeli tam hayat sigortasimn aktiieryal gimdiki
degerinin gegerli 6deme formudur. Burada , p,terimi, £ zamamnda 1 birimlik

ddemenin yapilabilmesinin olasihifidir.

L] o
. k+l k — "
d, =1+ v"" . p, =1+vpx2v w Do =1+Wp d .
k=0

k=0
(5.2.1) den
1-v¥1 | 1-4
:E = X
R
elde edilir ve
d,=dz—-dzA,,
1=dd_ +A,.

bulunur. (Bu formiil siirekli haldekil = & @, + A, formiiliine karyt gelmektedir.)

Yukaridaki formiili §6yle algilanabilir. Simdi 1 birim yapilan yatinm (x) yasadik¢a her
yil d faiz oram kadar gelirle (x) in 6liimii halinde 6denecek olan 1 birimlik $demenin
birlesiminden olugmaktadir. Varyans ise

.. 1-vEY)  Var(v®™) 24,-(4.)°
Var(aKH = Var( d ]: ;2 ) = d2 )

seklinde bulunur.

Her yil bir birim devre bapn 6demeli » yillik gegici hayat ranti igin simdiki
degerin tesadiifi degiskeni

¥ dym . 0<K<n
B c'i.,,_l , K>n,
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Bunun aktiieryal simdiki degeri

n-1

ax:ﬂ= E[Y] = Za'lz_-l-ﬂkpqu+k +éi7|npx

k=0

seklindedir. Kismi toplam yardimiyla yukandaki ifade s6yle yazilabilir:
. n-1 A
a x:ﬂ = Z v k p x
k=0

Buna gegerli 6deme formundaki aktiieryal simdiki de@er denir. Buradan tekrar
zincirleme formiilii olarak

ax:y_—;’ = 1+dex+1:m
elde edilir. Bu formiil yukanda elde edilen gibidir, fakat baslangic degeri farkhdir,
Burada d . 5= 0dir.

v 0<K<n
Z=
v? , Kzn

olmak tzere Y =1-Z/ddir. (Z, 6lim halinde ve vade sonunda 1 birim &demeli
sigortanin simdiki degerini gstermektedir.)

. _I_EIZ]__I—AJ::;J
Gm= T g T 4

]':d&x:?l-‘_Ax:ﬂ

Var(Z) _ Az~ (4,2"

Var(Y) = - 7

(x) yasadikga # yillikk ertelenmis devre baginda bir birim édemeli tam hayat rant1
icin simdiki deger

0 , 0<K<n
Y=<
T K2n

ve bunun aktiieryal simdiki degeri

E[Y]=n|dx=nEx&x+n = c.ix —&x:ﬂz kakpx;

k=n

Benzer sekilde varyans hesaplanirsa
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Var(Y) = %Vz” n px(éix+n_2ax+n)+”| Zﬁx _("l &-")2 :

elde edilir.

nyillik garantili ve devre bag1 ddemeli hayat rant:

En az n yil 6deme garantili hayat rantidir. Simdiki deger

Yz{éim , 0K <n

dgm » K2n

a7 BV 1= d5,q, + ) G5 Pednt -
k=n
Burada kismi toplama yapilirsa aktiieryal simdiki deger

©
ol k
ax:ﬂ—aﬂ‘}_zv ¢ Px

k=n

drm=dntd, —d g

elde edilir. (x) yasadik¢a » yillik gegici devre baginda 1 birim &demeli hayat rantimn
siiresinin sonunda biriken aktiieryal deger § , ;dir.

.

n-1 1

o dx:n
Sx:;’= E-':Z

n'x k=0 n-k Ex+k

Yukarida devre bast hayat rantlarina gore yapilan iglemler devre sonu ddemeli
hayat rant1 i¢inde yapilabilir. Omegin devre sonu 6demeli tam hayat rant: igin gimdiki
deger tesadiifi degiskeni ¥ = ag dir. Bu taktirde

ax = E[Y] = Z kpqu+kak
k=0
kismi toplamaya gore aktiieryal simdiki degerin gegerli 6deme formu
ax = Z vk k p x

k=1

olarak bulunur.

1-vK  [1-Q+ivET]
i i

Y=
oldugundan beklenen degeri alinirsa
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bulunur. Bu formiill 1=ia, +(1+i)4, olarak ifade edilebilir. Bu, (x) yasadign siirece
her yilin sonunda i lik bir faiz 6demesi ve 6liim yilmin sonunda mecburen 6denen 1
birimlik ana parann i ile faizlendirilmesidir. Diger devre sonu ddemeli hayat rantlan
benzer gekilde yapilabilirler.

Devre sonu ddemeli gegici hayat rant1 igin simdiki deger tesadifi degiskeninin
beklenen deger ve varyansim agafidaki gibi hesaplayabiliriz:

1-v¥

, 0<K<n

o
Y=
1-v"

= Kzn

n . 3

1

ise
{(1+i)v"“, 0<K<n
Z, =

0 , K2n
0, 0<K<n
Z,=4 ,
v', K2n

Z,

olmak tizere ¥ = l:—-—:——gz— yazilabilir. Her iki tarafin beklenen degeri alinirsa
i

_1-Q+)4, 5-4,5
i

E[Y]'—’ax:'ﬂ

bulunur. Buradan
1=j ax_.;;,+ i Ai_.;,-rl‘ Ax:h-,

elde edilir. Varyans hesaplanirsa

Var(Y) =

Var(Z, +Z,) _Var(Z,)+2Cow(Z,,Z,) +Var(Z,)
.2 -

l-2

Var(Z,) = (1+1Y A (44,91 ve Var(Z,)=v",p,(-,p.) gerceklenir.

Ayrca VK igin Z,Z, =0 oldugundan Cow(Z,,Z,)=~(1+))4, +",p, elde edilir.
Yukanda yerine yazlirsa

(l +i)2[2A1x:FI— (A.{xzﬁpz]— 2(1 +1)ALrTV" npx + v‘zn npx (l—‘npx)
)
]

Var(Y) =
elde edilir.



74

Yilda m kez 6demeli hayat rantlar:

Bu model i¢in sadece devre bast Odemeli hayat rantlanndan lkisaca
bahsedilecektir. Pratikte hayat rantlan aylik, 3 aylik veya yan yillik olarak 6denir. Her
yil 1 birim ddemeli hayat rantmin (x) yasadigy sirece yilda m kez yani 1/m yillik
araliklarla, bu araliklann baginda 1/m lik 6deme yapilmasinn aktiieryal simdiki degeri
d™ dir. Y nin dagim igin K ve J=[ (T —~ K)m] tesadiifi degiskenleri kullamlacaktir.
Burada “[ ]” en biiyiik tam say1 fonksiyonunu géstermektedir, dyle ki J, 6lim yihnda
yasanan m li periyotlann sayisim g6stermektedir. Devre bagt 6demeli hayat ranti igin
her K tam yilt igin m 6deme ve olim yiinda 1/m degerinde J+1 6deme olacaktir.
Boylece

LS y - l_vK+(J+1)/m
y=3 Lyim o gm -
K+(J
; m +( +1)/m| d(m)

o m-l
(m) _ k+(j+1)/m
Ax —sz k+j/mpx1/qu+k+j/m

k=0 j=0
k+1

m-1
—(—(j+1)/m)
14 kpxzv " j/mpx+k l/qu+k+j/m
J=6

1
8 T[Ms

m-1
k4l ~(1-(j4+1)/m)
v kpxzv j/mll/qu+k
0 7=0

=
I

1- (m)

oldugundan E[Y]=da™ = _d—é;_— elde edilir. Yukaridaki ile ayn gekilde

Var(v“”*”’"‘) 2A£m) _ (Aim))z
(d(M) )2 = (d(m) )2

Var(Y) =

ve 1=di, +A, =d™d™ +A™ elde edilir.

Yukandaki esitlikten
ad . 1

--(m) - _
Az =g % T gm

= a§d, -G (AP - 4,)

AP - 4,)

sm 2T A am) _ a(m) g(m)
=4, = o =dz —dzg A',r

elde edilir.
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Bolim 6

Primler

Pratikte, bireysel hayat sigortast hayat rantlan geklinde olup, sigorta
s6zlesmesinde, 6denecek primler belirtiimektedir. Bu primler; sigortanin baglamast ve
muhafaza edilmesi igin giderleri, sigortaci kurulug igin kazanci, bekienmeyen olaylart
dengelemeyi karsilarlar. Bu boliimde hesaplanan primler yalmz tazminati (benefiti)
karsilamak igindir. Giderleri, kazanci ve beklenmeyen olaylan karsilamak i¢in degildir.

Sigorta primlerinin belirlenmesinde bir prim prensibi kabul edilmektedir. 3 ayn
prim prensibi agafida uygulama izerinde agiklanacaktir. Biitiin bu prensipler sigortaci
kurulugun  zenginlifi esasina dayanmaktadir. Sigortamin belirli bir prim sayesinde
yapilmasi halinde, sigortacinin kaybinin bugiinkii degerinin tesadiifi degiskeni, modelde
prensipler i¢in bir anahtar olugturmaktadir. 1. Prensip, zarar tesadifi degiskeninin
pozitif olmasim ve belirli bir olasiligi agmamasim ister. II. ve II. Prensipler,
sigortacimin beklenen faydasma dayanmaktadir. II. Prensip, bir lineer fayda fonksiyonu
kullanir ve zarar tesadiifi degiskenin sifir beklenen degerli olmasim ister.

Bir sigortaci, hayat yast 0 ve gelecek yasam siiresinin tam kismu K olan bir canlt
i¢in bir polige yapmay: planlamaktadir. Bunun olasihik fonksiyonu (p.f))

09 =02 k=01234

olarak verilsin. Poligeye gore, oliim yiinin sonunda sigortaci 1 birim ddeyecek, P primi
ise sigortall tarafindan yasadifi siirece 6denecektir. K=k ve keyfi bir P primi igin
poligenin finansal kaybinin simdiki degeri agafidaki gibidir:

1) = v+ - Pa=[ 1+ 2 2 (k=01234)
& d d

Buradan zarar tesadiifi degiskeni
L=vE1_ Zim
olarak elde edilir.

P yillik primini

a) I.Prensip: Sigortaclmxi bir pozitif finansal kaybinin olmas: olasthigimin en ¢ok 0.25
olmasi durumunda en az olacak gekilde hesaplayalim(#=0.06):

k arttikga I(k)azaldigindan, 1. Prensibin istefi, P nin v’ — Piy= Oesitligini
saglayacak sekilde ahnmasi halinde miimkiin olur. Bu taktirde finansal kayip yalmz
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K=0 i¢in olur. Bunun olasilif1 ise 0.2 dir, boylece 0.2<0.25 temin edilmi§ olur. Bu
prensibe gére
v v? (1.06)7

P=-—= —= = - = 0.45796.
dz 1-v 1+v 1+(1.06)

b) ILPrensip: Sigortaci, #(x)=x fayda fonksiyonunu kullandiginda, riski kabul edip
etmemesi halinde fark olmayacak gekilde hesaplayahm(i=0.06):

P primi u(w)=E[u(w~L)] olacak sekilde belirlenmek isteniyor.
u(x) = xoldugundan w = E[w—L]=w - E[L]dir. Boylece II. Prensip E[L]=0 olacak
sekilde P nin segilmesine denk olur.
Bunun igin

4
> (v~ PigPr(K =k)=0

k=0
olmas: isteniyor. Buradan P=0.30272 elde edilir.

c) IN.Prensip: Sigortaci, u(x)=-—e"'*fayda fonksiyonunu kullandiginda riski kabul
edip etmemesi halinde farkli durum ortaya gikmayacak gekilde hesaplayalim(7=0.06):

Tekrar (1.2.6) dan #(x) = —e ™ oldugu igin —e ™" = E[-e *'*] elde edilir.
O halde III. Prensibin gergekiesmesi demek Efe®'’]=1olacak sekilde P nin bulunmast
demektir.

4
> exp[0.1(v"" — Papp)]Pr(K = k) = 1= P = 0.30628
k=0

bulunur.

I. Prensip ile tanimlanan primlere yiizdesel primler denir. II.Prensip pratikte bir
¢ok uygulamaya sahiptir. Buna denklik prensibi denir. E[L]=0 olmalidir. Burada

E[Tazminatin Simdiki Degeri]=E[ Primlerin $imdiki Degeri]
esitligi s6z konusudur. IIL prensibe gore hesaplanan primlere iistel primler denir. Ustel

primler su anlamda orantih degildir. 10 birimlik tazminat igeren bir polige igin prim , 1
birim tazminat igeren bir poligenin priminin 10 katindan daha fazladur.
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6.1 Siirekli le'imler

(x) canhsmin 6limiinde hemen &denecek bir birimlik tam hayat sigortast igin
sirekli yillik primler denklik prensibi kullamlarak belirlensin. Surekli olarak Gdenen

P primi igin
I(ty=v" - Pay

goz oniine almsin. Bu, Olimin 7 aninda olmas: halinde sigortacmmn kayblm_n simdiki
degeridir. /(f) fonksiyonu 7 ye gére azalan olup, /(0)=1. 7 — wigin /() = ——g dur.
I(t,) =0 olan t,icin, eZer oliim #,dan 6nce olmusgsa, pozitif bir kayip; eger olim?, dan
sonra olmugsa negatif bir kayip, yani sigortaci igin bir kazang s6z konusudur.
L=KT)=HV" —-P’aﬂ
random kayip degiskenini ‘gostersin. Eger sigortact primini denklik prensibine gore
belirliyorsa, prim P(4,) ile gosterilsin. Bu taktirde E[L]=0 oldugu i¢in yukandaki
ifadenin beklenen degeri almrsa A, —P(4,)d, =0 ve buradan P(4)) =é elde
ax

edilir. Z nin varyansi kayiplarin dlgiisii olarak kullamilabilir. E[L]=0 oldugundan

Var(L) = ETL*]

olur.

- — _ T — —
Var(v* —Fc—zﬂ) =Var| v - -Ii(lguil = Var[v’ (1 + %j - %}

I IPTORD A Y IR G ) D S es [
__VCITBV (l-l—gﬂ—Var(v )(].'I--E] —[ Ax_(Ax) ][l‘i‘g}

8 @, + A, =1oldugundan yukandaki ifade su sekilde yazlabilir:

ZZx _ (Zx)fl

Var(L) = Ga)

Denklik prensibi kullamlarak siirekli hayat sigortasimn farkli tirleri igin stirekli
yillik primlerin formiilleri elde edilebilir.
Genel olarak kayip

b,v, —PY =Z-PY
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dir. Burada b, ve v, sirastyla tazminat miktan ve iskonto faktoriidar. P siirekli net

yillilk prim igin genel bir semboldiir. ¥ ve Z ise daha 6nceki bolimlerde tammlandif
gibidir. Denklik prensibi uygulanirsa

_PY1— 0 7 = Elbrvr]
Elbv, —PY]=0>P Y]

bulunur. Bu formiille elde edilen primler Tablo 6.1.1 de verilmektedir.

Tablo 6.1.1
Stirekli primler
Kayip Bilesenleri Prim Formiilii
' 5 _ Elbrvr]
b P=
Plan TVr Y EY]
. T —_ D7 A Zx
Tam hayat sigortast 1v ar Pd,)= =
.. . . 1VT ‘EﬂsTsn = — Z‘Ixm
n yilhk sureli sigorta 0 .7 >n P(Ay:5 “F.n
y — —
n yllllk. endowment 1v ?_H’T sn F(Z oy = x:7}
sigortasi 1w amT>n o dm
h 5demeli tam hayat v’ SR Py A=
sigortas: 1 an, T >h T E e
) T ag. T <h _ vl
h 6demeli n yillik Y & WP =253
. 1w’ a,;|,h<TSn a,n
endowment sigortast v x:h
1v" ap,T >n
nyllhkpur 0 ap,T<n F(— 1y _ Zx:?zl'l
endowment " az.T>n R
n yillik ertelenmig 0 an,I'<n B(,7.) Ay 7fxin
= n - a,)=—"——
tam hayat ranti amv a;,-‘,T >n (n[ ¥ 27

n yibk ¢lim halinde ve vade sonunda Odenen sigortaya ait L kaybmin varyansim
asagidaki sekilde hesaplayabiliriz:

Z,=Z,+Z den

e ) 2

P(4.. ’ 25 A4 -)?
=(:1+_'£"‘§f—'m‘)‘] [,Aac:;f_(A":;D ]

ve 1=8a s+ A, 5 kullamlarak
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Var(L) = Az:;'c_: (‘:) *;'79

elde edilir.

1=6a,+A4, ve 1=8a 5+4,5 esitlikleri sirekli primler arasindaki bafmtilan
bulmak iin kullamlir. Ornegin, 1=5a_ + 4, kullamlarak

7 s 1-6a, _ 84
5+P@A)=L »P@)=1"0% 0%
a, a, 1-4,
elde edilir.
1=6ax:;’]+ Zx:q kunamlarak
5+F(me = _1 :)}—)(me - l——fax:ﬂ= 6{;;;’
ax:;l ax:;, ].-Ax:;-'

bulunur. Simdiye kadar incelenen primler denklik prensibinden elde edilen primler idi.
Simdi yiizdesel primlere 6rnek verilsin.

Ornek 6.1: 55 yaginda bir sigortali igin yiizdesel primi, pozitif kaybmn olmasi
olasihimn %25 i agmamas: halinde agaidaki sigorta planlarina gére belirleyiniz.

a) 20 yillik 6liim halinde ve vade sonunda 6denen
b) 20 yillik siireli

c) 10 yillik siireli
(6 =0.06 ve oliim tablosu ([9], sayfa 676) kullamlacak)

Coziim:
a) 20 yillik 6liim halinde ve vade sonunda $denen sigorta igin kayip fonksiyonu

I - vT-}—’_Zt'ﬂ , T<20
v’°—PE§5, , T=20

T nin artmayan bir fonksiyonudur. L kaybinin pozitif olmasi olasthfim en fazla 0.25
yapan 7T degerleri £)%”in altinda kalan degerlerdir. I, =86,408.60 ve

L1617 = 64,806.45 oldugundan Pr(7" <15.617)=0.25 dir. Buna gore yiizdesel prim

15.617

ae)

hesabina gore istenilen prim =0.03865 olup, bu primle 7=15.617 de kayip
sifirdyr.

b) 20 yillik sigorta icin kayip fonksiyonu
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- vT_—Faﬂ , T<20
-Pay , T=220

dir. Bu da 7 nin artmayan bir fonksiyonudur. Madem ki Pr(7 <15.617)=0.25 dir. O

15.617

halde yiizdesel prim hesabina gore istenilen prim tekrar~ =0.03865 bulunur.

5617
Burada elde edilen prim giivenilir degildir ¢iinki (a) ve (b) deki planlarda aym prim
elde edildi. Halbuki 20 yillik 6liim halinde ve vade sonunda &denen sigorta igin prim
20 yillik siireli sigortada ki priminden daha fazladur.
c) 10 yllik siireli sigortamn kayip fonksiyonu

5= v ~Pas , T<I10
-Pay , Tz10

Prim sifira esitlenirse, Pr(Z>0)=Pr(7<10) olur. Bu olasilik igin hayat tablosundan

ls_siﬁ:o.lzsl

55

bulunur. Sigortacinin finansal kaybimin en fazla 0.25 oldufu en az negatif olmayan

yilik prim sifirdir. Bu durumda Pr(£>0)=0.1281 ve yiizdesel prim P =0 dir. Bu
omekten sunu gikarmak mimkiindiir. Yiizdesel prim prensibi bireysel sigortalarda
celigkili sonuglar verir.

Tam hayat sigortast i¢in,
L=VT—ﬁc_iﬂ , I'20

dir. Lnind.fsi agagidaki sekilde bulunabilir:

= 1-v" Su+P
FL(u)=Pr(L$u)=Pr[vT —-P( 5 JSu]zPr[vT < 6+Fj

1 Su+P 1 Su+P P
=P T>-11 Ploi-g[-L £ £ 6.1.1
r[ 5°g( 5+P ﬂ ! F’( 5l°g[ 5+P D ( 5<"J 6.1

L nin p.d.fsiise

d _ _ (1, [su+P]) 1 P
EJFL(”)‘fL(”)’fT( al°g[a+P‘D5u+F ’ (5“‘)‘
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6.2 Kesikli Primler
Burada sigorta edilen tutar, 6lim yihmin sonunda ve ilk prim ise poligenin
baglamas1 ile ddenecektir. Diger primler police baglangicnin  yil doniimlerinde,
sigortah yasadikca odenecektir. Yillik primlerin kiimesi bir devre bagi 6demeli hayat
ranti olustururlar. Bu sartlar altinda bir birimlik tam hayat sigortasmun yilik primleri
P ile gosterilsin. Bu sigorta igin kayip fonksiyonu
L=v*" ~Pdgm, K=0123,..

Denklik prensibi E[L] = 0olmasim istemektedir. Buradan

EIV*']- PEliigs] = 0=> P, ==

ax
bulunur. Bu formiil P(4,)= éi nin kesikli benzeridir. Varyans iin asafidaki ifade
ax
elde edilir.
24 _ 2
Var,(L) - Ax “(142x)
(dd,)

Denklik prensibini kullanarak kesikli primli hayat sigortalanin yilhk primleri
icin formiiller agagidaki gibi elde edilir. Genel kayip ifadesi su gekildedir:

bK+1vK+l -PY

Burada b,,, ve v, swrasiyla tazminat ve iskonto fonksiyonlari, P sigortah kiginin

yagadikca periyot baginda 6deyecegi prim, Y ise kesikli yilbik simdiki deger tesadifi
degiskenidir. Denklik prensibi kullamirsa

by Vinl
Elbg,,vgn —PY )= 0:>P—£[—:‘-‘E{—Y1§L‘—

elde edilir. Bu formil yardimiyla elde edilen kesikli sigortalar igin prim formilleri
Tablo 6.2 .1 de verilmektedir.
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Tablo 6.2.1
Kesikli yillik primler
Kayip Bilesenleri Prim Formiilii
5 _ Elbgyveal
Plan by v Y =
E+1YK+1 E[Y]
. w A
Tam hayat sigortast 1vX+ dgpK =012,... P, = = x
. « . 1VK+1 b'm,K=0,l,...,rl—l 1 Alxm
n yillik stireli sigorta 0 G K =mn+l... P,;;q:__jam
n yilik endowment 1vK* dgK=0L...,n-1 p - Axm
sigortasi 1" dp K =nn+l,... wA i
h 6demeli tam hayat 1wk agp K =0L....h-1 b As
sigortas 1+ ap K =hh+l,... e
) K+l dgm, K =0),...,h—1 ~
h 5demeli 7 yillik v & WPy =z
¥ &+ dmK=h,...,n-1 i
endowment sigortasi . ¥
1v" ap, K =n,n+l...
n yillik pir 0 dgmpK =0L,...,n-1 AL
endowment 1v" a-m,K =n,n+l,... Px:'r'il_ P
. x:n)
n yilhk ertelenmis 0 dgmpK=0L...,n-1 - )__Ax:IL"Hn
tam hayat rant1 dp" dmp K =n,n+1,... " x d 7

n yillk 6lim halinde ve vade sonunda 6denen sigorta igin L kaybimin varyansim

hesaplayalim:

Tablo 6.2 .1 deki notasyonla baslansin:

7 VB K=012,...,n~-1
v, K=nn+1,...

A x:n (Ax'iﬂ)z
(3 ,z)"

1-7 P, P °
L=Z-P = Var)=Var[ZQ+—=R )——~—1d 1=

Ornek 6.2: 10000 birimlik kesikli primli tam hayat sigortasi gz 6niine alinsin. Bu
polige icin yilhk prim sz ve her bir polige igin kayip tesadifi degiskeni L()olsun.
Police yas1 35 almacak ve %6 faizli agiklayici hayat tablosu ([9], sayfa 678)
kullamlacaktir.

a) L(z,) nn daglmimn ortalamasi 0 olacak sekilde =, primini bulunuz. L(z,) mmn
varyansini hesaplayimz.

b) L(m,)nin pozitif olmasi olasiifimn 0.5 ten kicik olmast igin en kiigiik negatif
olmayan 7, primini hesaplaymiz. L(x,)nin varyansm: bulunuz.
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c) 100 tane bagimsiz policede toplam kaybin normal dagihma gore pozitif olmasimn
olasithimin 0.05 olmast igin#, primini hesaplayiniz.

Coziim: Denklik prensibine gére

2) 7, =10000P,, = 10000 A 1287194
4, 1539262

83.62

2 2
Var[L(z,)] = (10000)? —ATZE%%)— 2,412,713

35
b) PrL(z,) > 0] < 0.5 => Pr[(10000v**' — 7, dz) > 0] < 0.5

hayat tablosundan ,, p,; =0.5125101 ve ,, p,, = 0.4808964 goriilmektedir. Buradan
7, , 10000v* —7,d,, =0 olacak gekilde segilirse

P[L(r,) > 0]=Pr(K <42) < 0.5 = 7z, = 5031

bulunur.

1 2
—) =2171630.

r 2724 _ 2 Ty
Var{L(z, )] = (10000)"["4y5 — (4s5) ](1+10000 .

¢) z,,primi ile bir poligedeki kayip

L(x,) = 10000v5* — 7 dz—m= (1 oooquu-’-’j—}ﬂ‘*1 _%

7[0

7[6‘
ElL(z,)]= (1 0000+ 7),435 -

Var[L(z,)] = (l 0000 + %) [2 Ags ~(4;5)? ]

2
= (10000 + %) (0.01831562).

100
elde edilir. Her bir polige i¢in L (z,)=L(x,), (i=12,...,100) olup §=>"L(x,)

i=l

toplam kayip tesadiifi degiskenini géstermektedir.
E[S]=100E]L(z,)]

ve poligelerin bagimsiz olmas: kosgulu altinda
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Var(S) =100Var[L(z )]

dir. Pr(S > 0) = 0.05 olacak sekilde z, yi belirlemek igin normal yaklagim kullamlirsa,

0[] _ 645 = 10d —ELL)]
Jar(§) ,/Var[L(n

— A5 10000+ + -
35[ d]

(10) [ =1.645= 7, =100.66

10000+ %J,/ZA35 ~(As,)?

l=dd, +A4, ve 1=di + 4,5 ozdeslikleri kesikli primler arasinda bagmnt: bulmak
i¢in kullamilabilir. Tam hayat sigortalan igin
l=di, + A, > d+ P, =~ =P =%
d 1-4

X X

n yillik 6liim halinde ve vade sonunda 6denen sigorta igin

l=dd q+A4,.57 =>d+P,. =_.1 =P, _ A
il W T -4

elde edilir.
Yilda m kez 6demeli primler

Eger primler bir polige yilimda m defa 6denirse, buna kesirsel prim denir. Olim
yih sonunda 1 birim 6demeli tam hayat sigortasi igin her m lik periyodun baglangicinda

odenebilen primler P{™ile gosterilsin. P (4,) sembolii ise sigortanin 6lim amnda
6denmesi durumunu gosterir. m=2,4 veya 12 tipik 6rneklerdendir.

Tablo 6.2.2 de hayat sigortalari igin kesirsel primleri gostermektedir. Prim formiilleri
denklik prensibi kullamlarak gosterilebilir.
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Tablo 6.2.2
Kesirsel primler
Odeme yontemleri
Plan Police y1]1mn sonunda Oliim aninda
my _ As 4,
Tam hayat sigortas P™ = am P™M 4= P
o v 1 Al : (m) (1 Azlt'n[
n yllik siireli sigorta pi= =—T’°,;§ P (A= ii(”;)-,
n yilhk endowment P PO (T = A x:7}
sigortas Ao ('”l, e )
h 6deme yilli tam hayat WP = A, ,P™ ()= 4,
sigortasi ""L, P ;«7
0 m X7 = Z
h ddeme yill 7 yillik WP = __(;'_'l WP =25
endowment sigortasi a x:%l ay. %L

Bazi uygulamalarda yilda m kez 6demeli primleri, yilhk primin garpam olarak
ifade etmek uygundur. Bu genel sigorta primi olan, ,P i¢in gosterilsin. Diger

sigortalar i¢in primler benzer sekilde hesaplanabilir.

ve

oldugundan

olarak yazlabilir.

A
P = x: 5l
Ax:;zT:hPx:ﬁﬁ x:ﬂ
P(m) P ‘ﬁx 7]
a(rn)
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Bolim 7

Rezervler

Bir hayat ranti veya bir hayat sigorta poligesi, belirli ( smuh veya simrsiz) bir
siire boyunca gegerli bir anlagmay: belirler. Boyle bir anlagmamn degeri, sigortalanan
kiginin anlagma yapildig1 tarihteki yagina dayanarak hesaplanan sigorta tutarmin pesin
degeri idi. Buna net tek prim de denilmigti. Rezerv (matematik karsiik) kavramu
anlagma tarihini izleyen zamanlarda police degerini hesaplama gereksiniminden

dogmustur.

Net primlerin hesaplanmasinda sigortahnin 6deyecegi net primlerin pesin deferi
ile sigortactmn yiikiimliliiklerinin pegin deferinin denklifi esas alimur. Eger sigorta
pohc;es1 net tek primle alinmigsa, sigortalt sigortaciya karst sorumlulugunu bagslangigta
yerine ge’urmls olur. Ornegin, x yaginda bir kiginin yasam boyu devam eden bir hayat
sigortas: igin sigorta poligesi net tek primle alinmgsa, baglangig aninda (#=0) sigortanin
degeri, kisaca A4, net tek prim olur. Bu deger x yagindaki kiginin 6ldigt yiin sonunda
1 liralik tazminat &demesi igin, sigortacimun o tarihteki sorumlulugunu belitler. 7 yi
sonra (r=n ammnda) sigortah hayattaysa , anlagma yirirliktedir ve sigortacimn
sorumlulugu, sigortah x+n yagmna girdiginde 4, ,degerinde olmahdir. Tek primli
sigortalarda 7= amndaki bu sorumluluk rezerv olarak adlandinhr ve x+n yagmndaki
kisi i¢in sigorta tutarimin pesin degeridir.

Yasam boyu devam eden hayat sigortass 4, miktarinda net tek primle degil de
P, miktaninda yillik prim 6demesiyle alindiinda, yilhk net prim

Pa =A,
denkligine dayanarak hesaplamr. Bu denklik sigorta poligesinin satigt amnda
sigortalinin deyecegi primlerin pesin degeri ile sigortacimn yiiktmitlikierinin pegin
degerinin esitlifini ifade eder. Bagka bir deyisle, baslangic aminda (#=0) sigortacinn
gelecekteki yikiimliilitklerini yerine getirmek icin elinde bir miktar para bulundurmasi
gerekmez; ciinkii sigortalidan almayr umdugu primler ile sigortahya Odeyeceklerinin
degeri denktir,

A ~Pa_ =0
Buna kargin, # yilin sonunda (#=n) sigortali hayattaysa sigortalimn 6deyecefi primlerin
degeri Pd,,,, sigortacimn yiikiimliiliiklerinin degeri A,,,olur ve bunlar birbirine denk

x+n?

degildir. Dolayistyla sigortact gelecekteki yiikiimliiliiklerini karsitamak igin
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Ax+n - an

x+n

miktarda parayr elinde bulundurmak zorundadir. Bu deger =n amnda police degeri
veya rezerv olarak adlandinlir. Yukandaki orneklere dayanarak, rezerv herhangi bir ¢
am igin gelecekteki sigorta tutanmin pesin deBerinin, gelecekteki primlerin pesin
degerini agan kismu olarak tammlamir [1].

Bu boéliimde baglangi¢ tarihinden sonraki periyotlarda s6z konusu olan 6demeler
ele alinacak. Bunun igin bir dengeleme unsuru gerekmektedir. Denge unsuru, daha
onceden Bolim 6’da II. ve IIIL  prensiplerden elde edilen primler kullamlarak
aciklansin.

Bir sigortaci, 6lim yimn sonunda Odenecek 1 birimlik Sdemeyi, her yiin
baginda sigortali yasadik¢a odenecek P primi &demesine karsihk, satmug olsun.

Sigortalimin, sigorta baslangicindan bir yil sonra hala yasadigy kabul edilsin. Aynca
i=0.06 ve K igin agagdaki olasilik fonksiyonu kabul edilmis olsun.

ndo =02 , (£=01234)

K >1olmasi halinde kosullu olasilik fonksiyonu

Pr(K =k|K 2D =2 =22 =025, k=1234
( [K=1) Pr(K =1) 08 (k=1234)

sigortacinin gelecekteki finansal kaybimn 1 yil sonraki simdiki degeri
V' rezervini agagida belirtilen sekillerde hesaplayalim:

a) IL Prensip; u(x)=x servet fayda fonksiyonunu kuilanan sigortact igin, 0.30272
primini alarak riske devam etmesi ile , ,J miktarim bir reastirére 6deyerek riski ona
devretmesi arasinda fark olmasin.

Oyle bir /' miktan aramyor ki u(w—,V) = E[u(w—,L)|K 21] olsun. IL Prensibe gore
u(x)=x oldugu i¢in w— ¥V =Ew~ L |K21]=w-E[,L|K21]. Buna gore
I Prensip,V in

V=ELL|K>1]

olacak sekilde secilmesine denktir. Buradan

4
V=3 (" - 0302726 —)Pr(K =k | K 21)=0.1511.
1 (f—1)+1

k=1

elde edilir.
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b) IIL. Prensip; u(x)=—e*'*servet fayda fonksiyonu kullanan sigortaci igin, 0.30628
primini alarak riske devam etmesi ile bir reasiirdre ,J/ miktarim édemesi arasinda fark
olmasin.

. Prensip kullanirsa (1.2.1) den

_e‘0~I(W‘1V) - E[_e—o.l(w—lL) |K > l] = _e-O.le[eO‘llL IK > l]
Buradan III. Prensip, ,/ in su sekilde segilmesine denktir.
Y =10logEle®"" | K >1].
0.30628 primi kullanilarak J'=0.14925 elde edilir.

Bundan sonra, rezervier yukanda (a) kisminda da agiklandigi gibi denklik
prensibine dayandirlacaktir. Buna gore ¢ zamamndaki rezerv, gelecekteki tazminatin
simdiki degeri ile gelecekteki primlerin simdiki degeri arasindaki farkin kosullu
beklenen degeridir. Buradaki kosul, # zamaninda sigortalimn yastyor olmasidir.
Yukarida (b) kisminda bulunan rezerv tipine iistel rezerv denir. Bu béliimde, primlerin

hesaplanmasinda kabul edilen 6liim ve faiz oranlan rezervlerin hesaplanmasinda da
kabul edilmeye devam edilecektir.

7.1 Sirekli Rezervler

_ Denklik prensibi kullamlarak rezervler incelensin. (x) i¢in 1 birim 6demeli ve
P(4,;) yllik primli sigortalimn # yil daha yasadigim kabul eden tam hayat sigortas:
i¢in rezervler ele alinsin. Bu durumda beklenen kayip

L= Vet _p (/—I[x] )Zir(x)—t-
Buna gore rezerv
" V(44)=ELL|T(x)>f]= EV'™" | T(x) > 1] - P(4,)Elargsy| T(x) > 1]

=Z[l']+t - F (Z'[x] )Z—l[x}+t'

Polige yapidiginda tek bilinen (x) yast olmasi durumunda ve gelecek yasam siiresi
dagihinm igin toplam olim tablosunun kullanilmasi durumunda 7(x)-# nin sarth dagilim
da T(x+f) in daghlim ile aymdir. Buradan yukandaki ifadeyi

tV(Zx) = Zx+t - }_j (Zx )a._x+t

olarak yazilabilir.
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Yukandaki rezerv ifadesi sunu soylemektedir:

( Rezerv)=(x-+t yagindaki tam hayat sigortasinn aktiieryal simdiki degeri)
- ( xtt yagindan sonra odenecek yillik P(4,) primlerinin aktieryal simdiki
degeri)

P(4,) ve 7 (4,) formillerle baghdir. =0 igin yukanda 7 (4,)=0 elde edilir. Bu
sozlesmenin yapildif1 tarihte denklik prensibinin uygulanmasiyla elde edilir. ,L nin
varyansi hesaplamrsa

tL — vT(x)—t[l + P-(Zx)jl__ _(Zx)
) o

Var[,L|T(x)>t]= [l F(f ] Var[v”"’“ | T'(x) > t]

=[:1 + _?_%4—3)_:] [zzxﬁ r- (Zx-«-t )2]

elde edilir. Siirekli rezervler gesitli sigortalar igin Tablo 7.1.1 de gosterilmektedir.

Tablo 7.1.1
x police yast, ¢ siiresi ,1 birim tazminath stirekli rezervler
Plan Notasyon Formiil
Tam hayat sigortast V) 4., -P(4,)a,,,
T A e i E<H
V A] X+ g T?] 2+t 1)
n yilik siireli sigorta (0 g {0 t=n
n yillik endowment P A i~ P g t<n
sigortasi £ 1 t=n
h ddeme yills, tam hayat T AP A Vo i 1SH
sigortasi g A, t>h
4, PUA,.a tsh<n
" Apirw =/ x: AP A+t et
h bdeme yllll.n yilhk P o) Aorim h<t<n
endowment sigortasi ' ] fen
n yillik piir endowment V(4,2 {1 o A R i <';
Tam hayat rantt J_i( g ) n-t ax+t —P (n[ax)ax+t n—f t<n
" x+t . t>n




7.2 Kesikli Rezervler

Yillik prim 6demeli ve tazminatin Olim yihmm sonunda 6denmesi kogulunu
tagiyan sigortalar incelensin: Ornegin (x) canhs: igin primli bir tam hayat sigortas: ele
abnsm. Sigortalmn %k yil yagamas: halinde, rezerv ,V, ile gosterilsin. [V, k siiresi

sonunda beklenen , L kaybimnin kogullu beklenen degeridir. Yani
kL — V(K(x)—k)ﬂ __I)xd (m
V. =E[,LIK(x)=kk+1,...]

dir. Buradan
ka = Ax+k - P xéx+lc

olarak elde edilir. Bu formiil gelecekteki tazminatin aktiieryal simdiki degerinden
gelecekteki primlerin aktiieryal simdiki degerin farkudir.

& =E[,L|K(x) =k,k+L...]=Var[v[""‘*““(l+%)IK(x) = k,k+1,..}

P 2
2(1 + —dij [zAx+k - (Ax+k )2]
elde edilir. Kesikli rezervler gegitli sigortalar igin Tablo 7.2.1 de gosterilmektedir.

1 birim tazminath kesikli » yillk 6lim halinde ve vade sonu odemeli sigorta icin
Var [ ,.L|K(x)=Fk,k+1,...] ifadesini agafidaki sekilde hesaplayahim:

vK(x)—k+1 1+th-ﬂ-( __}_)"!_EE , K(x):k,k‘l-l,...,n"l
, d d
L=
vn~k(1+_fixd;a]__%ﬂ , K(x)=n,n+1,...

Var[kL l K(x) = k’k + l’"‘]= (l +-Pi:f1) [zAx+k:71:E[— (A¥+k:;:q)2]'
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Tablo 7.2.1
x polige yagi, k siiresi, 1 birim tazminath kesikli rezervler
Plan Notasyon Formiil
Tam hayat sigortasi e Am Pk
T e x x nEex- n k <n
n yillik siireli sigorta Ve e H
0 k=n
n yilik endowment y Ao Pen "x,,,,:,,—_q k<n
sigortast T xm 1 k=n
h 6deme yilhi,tam hayat h Y Ry N B k<h
. v,
sigortast ¥ A, k>h
o, k<h<n
" x+k:;'z:k" h x.ﬂFHk.h'-_—H
h 6deme yllll.n yilik ka.n_( Ax+k:n—:q h<k<n
endowment sigortasi : ) ben
Ayt —Podicir: k<
n yillik piir endowment g {1 S 1 e+ e n”
. - —~P(d. )8, 0.5 k<
VI i n—k x+k n%x ) xy _E'[
Tam hayat rant1 F(d) { i, i>n

Ornek 7.1: 50 yagindaki kisilerden olusan I, kisilik bir grubun her birisine kesikli bazli

5 yilhik 1000 birimlik hayat sigortasinin yaplldlgl kabul edilsin. Bu grup i¢in beklenen
para akigini ve rezervleri belirleyiniz. Bunun igin hayat tablosunu ( [9], sayfa 675) ve

%6 faiz orammi kullamniz.

Coziim: Once yillik prim 7 hesapiamr.

7 =1000P}, 5= 6.55692

Buna gore istenilen degerler asagidaki toplu olarak verilmektedir.

) @ 3) “4) 3) ©) M ®)
Yilin
sonunda
Yilin yasamasl
baglangicinda Yilin beklenen 1.000
beklenen baglangicinda  Beklenen ~ Beklenen Yilin sonunda canh ’1
Yil  prim beklenen fon faiz oliim sayis1 _ beklenen fon LY
h lsosna?® @y +©6)y  006)3), 1000dso,ny  On+@®n~Ch lsown 61/
1 586903 586903 35214 529884 92233 88979.11 1.04
2 583429 675662 40540 571432 144770 88407.68 1.64
3 579682 724452 43467 616416 151503 8779126 1.73
4 575640 727143 43629 665065 105707 87126.20 1.21
5 571280 676987 40619 717606 0 86408.60  0.00
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Rezerv degerleri formiillerle hesaplanabilir: Ornegin 2 periyot sonrast i¢in
10004, 51=20.09 , dy,37=2.81391
Buradan
1000,V 5= 20.09 - (6.55692)(2.81391) = 1.64

elde edilir.
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Bolim 8

Coklu Azalma Teorisinin Ozel Emeklilik
Planlarina Uygulanmasi

Coklu Azalma (Dekrament) Teorisi ' nin amaci, tek bir canlimn belirli bir
statiide bulunma stiresinin sona ermesini ve sona erme nedenlerini ilgilendiren iki veya
daha fazla tesadiifi degiskenin olasilik dagilimini inga etmektir. Bu sekilde elde edilen
model birgok uygulama sahasina sahiptir. Aktiieryal bilimde , verilen bir statiiniin sona
ermesine azalma denir. Dolaysiyla bu teoriye de goklu azalma teorisi adi verilir.
Bioistatistikte bu teoriye risklerin rekabeti teorisi denir. Bu teorinin temelleri 1874 de
Makeham tarafindan atilmig, daha sonralart 1932 de Menge ve 1948 de Nesbitt ve Van
Eenam tarafindan geligtirilmigtir. 1964 de Hickman bu teoriyi stokastik model dili
kullanarak yeniden geligtirmigtir.

Coklu azalma modeli bir ¢ok finansal giivenlik sistemlerinin incelenmesi i¢in
bir yontem verir. Ornegin hayat sigorta poligeleri , sigortalimin kaza ile 6limii halinde
veya sigortahmin cahsamaz duruma diigmesi halinde 6zel tazminatlar (benefit) temin
ederler. Tek azalma modelleri ile , yani tek bir sebebe dayanarak insa edilen olasihk
dagihmlan yardimuyla boyle ¢ok tazminath poligeler igin bir matematiksel model
olusturmak mimkiin degildir. Aynica sigortahmn prim &deme esnasinda gekilmesi
halinde kayba ugramamas: i¢in temin edilen tazminatlarn hesabi da goklu azalma
modelinin bir uygulamasidir.

Coklu azalma modelinin en ¢ok kullamldifi yerlerden biri de emeklilik
planlandir. Bir plamin katithmeilan bir galisanlar grubu veya tek bir ¢alisan olabilir veya
bir grup isverenin iscilerinden olugabilir. Bir emeklilik plam, katiimcilanna yaghhik
halinde emeklilik tazminati ve maluliyet haline emeklik tazminati veya belirli bir
servis temin eder. -Isten aynlmalarda , {iyenin yapmig oldugu katkilanin birikimini veya .
bir ertelenmis emeklilik tazminat: temin eder. Efer bir 6lim hali ortaya gikarsa, ya
toplu bir para 6demesi veya dul ese veya ¢ocuklarina belirli bir devamh gelir temin
. eder. Tazminatlarin maliyetinin kargilanmas igin ddenmesi gereken 6demelere katkilar
denir. Bu katkilar belli bir oranda galigan ve igveren tarafindan kargilamrlar.

Bir emeklilik plam, ertelenmis hayat rantim (emeklilik esnasimda 6denen) ve
belirli. yardimer rantlan, aktif servis esnasinda gegici olarak ddenen katki rantlan
karsiifinda  satilan bir sistem olarak diigiintilebilir. Tazminatlann ve katkilann
aktiieryal bugtinkti degerlerinin dengelenmesi bireysel bazda oldugu gibi biitiin servis
iiyelerinin toplam bazinda da yapilabilir. Bu dengelenmeyi gergekleyen
metotlara emeklilik fonlama teorisi ad1 verilir [9], [10].
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Bu ve bundan sonraki bolimlerde emeklilik planlarina ait tazminat ve katkilann
aktiieryal degerlendirilmesi  tipik bir katihmct esas alnarak yapilacak ve bu
degerlendirme biitiin katihmcilar lizerinden toplanarak toplam degerlere varilacaktir.

8.1 Coklu Azalma Tablolar

Farkli fonlar, tazminatlann farkli cegitleri nedeniyle farkli yapilar
arzedebilirler. Bununla beraber biitiin hallerde gelecekteki tazminatlann ve katkilann
degerlendirilmesi, bir ¢oklu azalma tablosuna dayanan parasal fonksiyonlari ve maag
artiy oranlanm gosteren cetveller yardimiyla yapiir. Coklu azalma tablolarma servis
tablosu da denilir. Bu tablolarda su semboller kullanilir:

I = Serviste tam x yaginda olan aktif iiye sayist,

wy = Serviste x yaginda olanlardan x+1 yagina kadar aynlan aktif tiye saysi,

dy = Serviste x yaginda olup x+1 yagina kadar dlen aktif ilye say1si,

ix = Serviste x yaginda olanlardan x+1 yagina kadar maluliyetten ayrilan aktif iiye
sayisl,

Serviste x yaginda olanlardan emekli yagina kadar gelip emekli olan aktif
Uye sayisi.

i

Py

Bu degiiskenlere ait bir azalma tablosu 6rnegi olarak Tablo 8.1.1 verilebilir.
Bu bolimde verilecek orneklerde bu tablo kullamlacakti. ~ Buna gére, burada
incelenen 6zel emeklilik modelinde 4 ayn azalma nedeni s6z konusu olmaktadir. Bu
tesadiifi degiskeler yardimiyla sistem hakkindaki bitiin olastliklar hesaplanabilir.

Bu modele gore sistemi x yaginda terkeden toplam insan sayis1 asagidaki
sekildedir.

l.-1

x X+

=W, d, i +r,

x yasmdaki bir aktif Giyenin tam bir yil iginde geri gekilme, 6liim, maluliyet ve
yashhiktan emeklilik nedeniyle sistemden aynlmasinin olasiliklan  sirasiyla
q7.92,9.,q. ile gosterilsin. Buna gore x yagindaki aktif bir tyenin sistemde 1 yil
kalmasmin olasihi

p. =1-(q; +95+q, +q2)
olur. Asagdaki esitlikleri - kolayca yazlabilir:
lx—l-l = xpx! pxz x+l/lx

Aym zamanda x yagindaki bir aktif iiyenin sistemde & yil kalmasmnm olasihd su
sekilde ifade edilebilir:

kpx = x+k/lx
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Ornegin Tablo 8.1.1’e gére tam 18 yaginda olan bir aktif iiyenin 3 yil sistemde
kalmasinm olasth:
3 Py =1y [lg = 72706/100000 = 0.72706.

Tablo 8.1.1
Emeklilik azalma tablosu ve maag cetveli
Yas x 1, w, d, i, 7 S,

18 100000 10000 80 1.00
19 89920 8992 72 - 1.10
20 80856 8085 65 1.21
21 72706 6907 58 1.33
22 65741 5917 59 146
23 59765 5080 54 1.59
24 54631 4371 49 1.73
25 50211 3766 50 1.87
26 46395 3248 46 2.02
27 43101 2802 47 2.16
28 40252 2415 44 2.29
29 37793 2079 45 242
30 35669 1784 46 2.55
31 33839 1557 47 3 2.67
32 32232 1354 49 3 2.78
33 30826 1171 49 3 2.88
34 29603 1007 50 6 2.98
35 28540 | 856 51 6 3.08
36 27627 746 52 6 3.18
37 26823 644 54 8 3.28
38 26117 548 55 8 3.38
39 25506 459 56 8. 3.48
40 24983 375 57 10 3.58
41 24541 295 61 10 3.68
42 24175 218 65 12 3.78
43 23880 143 69 12 3.88
44 23656 71 76 14 3.98
45 23495 82 14 4.08
46 23399 92 16 4.18
47 23291 100 19 4,28
48 23172 108 21 4.38
49 23043 120 23 447
50 22900 130 28 4.56
51 22742 143 32 4.65
52 22567 156 39 4,73
53 22372 170 44 4.81
54 22158 184 53 4.88
55 21921 200 61 4.95
56 21660 217 71 5.01
57 21372 236 83 5.07
58 21053 254 99 5.13
59 20700 276 118 519
60 20306 297 146 | 4061 | 524
61 15802 253 153 | 2370 | 5.29
62 13026 228 178 | 1303 | 5.33
63 11317 216 217 {1132 | 5.37
64 9752 203 265 | 975 | 5.40
65 8309 8309
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Tam 18 yaginda olan bir aktif iyenin sistemi 1 yil iginde terketmesinin olasithg

@s = (g —L5)/1s = (100000 —89920) /100000 = 0.1008

olarak elde edilir. Tam 20 yasinda olan bir iiyenin gelecek yilda sistemden geri
gekilmesinin olasihif
G =Wy /lzo = 8085/80856 = 0.09999
dir.
8.2 Azalmanin Etkisi

Bir ¢oklu azalma tablosundaki azalmamn toplam etkisi asagidaki sekilde
tammianir:

#. = (1/1,).dl, [dx)
Bu fonksiyon tekli azalma modellerindeki ile aymdir. Azalma etkisi yardimyla azalma

sebeplerinin olasihk dagihmlanimi ifade etmek mumkiindir. Benzer sekilde x yasinda
her bir azalma sebebinin de etkisi tammlanabilir. OrneSin maluliyet sebebiyle olan

azalmanin etkisi
pl = (=1/1,).(dr, /dx)

olarak hesaplamir. Burada /. fonksiyonu agagidaki sekilde hesaplanr:

[+ ]
i _ .
lx _zlxﬁ
=0

Bu ifade; x yasinda olup, sistemi maluliyet sebebi ile terkedecek olanlarin
toplam sayisidir. Benzer sekilde diger degiskenlerinde azalma etkileri hesaplanabilir.

Pratikte /! fonksiyonuna nadir rastlanr ve bu azalmamn kismi etkilerinin
hesaplanmasi igin kullandir. Bu fonksiyonlar biitiin degigkenler tizerinden toplanmirsa

L=I"+18+1 +1]
elde edilir.

Bu fonksiyonlar yardimi ile x yagindaki bir aktif iiyenin, Ornegin maluliyet
sebebi ile sistemi x ile x+# yaslan arasinda terketmesinin olasiliklan hesaplanir:

i i i 1 < .
nqx = (lx —lx+n)/lx = (TJZ{:H

x /=0
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Buna gére x yagindaki bir aktif Giyenin bir il icinde maluliyet nedeniyle sistemi
terketmesinin olasihg

g, =i/,
dir.

Azalma etkileri ile azalma olasiliklan arasinda 6nemli bir fark vardir.
Olasiliklarda belirli bir zaman arah@ séz konusu olup, bu zaman iginde biitiin azalma
sebepleri iglemektedir, dyle ki herhangi bir sebepten olan azalmanin sayist diferlerinin
biiyiikliiklerinden bagimsiz degildir. Ornegin, diger biitiin azalma cesidi artarsa, bir
tanesinin azalmas: sebebiyle azalma olasilif1 azalabilir. Diger taraftan her azalma etkisi
zaman arah@ma bagh degildir ve diger azalmalarin degigsiminden etkilenmezler.

) Kismi azalma etkileri, azalma tablosundan yaklagik olarak hesaplanabilir.
Ornegin x yagindaki maluliyetten azalmamn etkisi agafidaki sekilde yaklagik olarak
bulunabilir:

:u:ic = (jx—~1 +ix )/(le)

Bir ¢oklu azalma tablosundan her bir azalma sebebi igin tek azalma tablolan
tanimlanabilir. Bu tablo s6z konusu azalmanin digerlerinden bagimsiz olarak iglevini
gosterir. Her tablo, tek bir sebeple sistemde azalan aktif iye sayisint gosterir. Tersine
olarak her bir sebep i¢in tek azalma tablolann verilmis ise bunlar yardimyla goklu
azalma tablosu inga edilebilir.

8.3 Ozel Emeklilik Planlarinin Ozellikleri

Ozel emeklilik plantarimin degerlendirilmesi igin bir goklu azalma tablosuna
ve maag cetveline ihtiyag vardir. Yukarida verilen 4'lii azalma tablosu ve maag cetveli
bu amag igin bir ornektir. Burada s6z konusu edilen 4 ayn tesadiifi degisken ( geri
cekilme, olim, maluliyet ve yastan emeklilik ) igin degisik uygulama ozellikleri s6z
konusu olabilir.

Sistemden geri ¢ekilme durumunda , aktif iiye tarafindan daha 6nce yapilan
katkilar iki tiirlii degerlendirilebilir. Ya bu katkilar belirli bir degerlendirme ile Gyeye
geri 6denir veya bir korunmus emeklilik hakki olarak degerlendirilir. Korunan emek-
lilik sabit bir deger olabilir veya olmayabilir. Ornegin kisi bagma diigen milli gelir
arttikca o da artabilir veya emeklilife kadar sabit bir degerde kalir. Biitiin bu haklar
igin sistemde baz kogullar konulabilir, 6rnefin sistemde belirli bir siire aktif olarak
kalma mecburiyeti gibi.

Bir ¢ok planlarda maluliyetien emeklilik  i¢in baz kosullar konabilir,
Ornegin maluliyetten emeklilik igin belirli bir sireyi serviste gegirme mecburiyeti
istenebilir. Aynica emeklilik tazminati igin oran tespiti farkli yapiabilir. Yani
verilecek emeklilik tazminat: normal yagtaki emeklilikten farkl olabilir.
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Yagstan emeklilikte belirli bir siur konabilir. Omegin emekli olma yast 65
ise r.icin yalniz rgs s6z konusudur. rgs ile lss sayist aymdir. Bazen bu emeklilik
yast bir aralifa yayilir, 6rnegin efer iiye serviste toplam 40 yil gecirmis ise 60 ile
65 yagi arasinda emekli olma hakki verilir. Aynica 65 yaginda emekli olabilmek
icin serviste minimum bir siire gegirmis olmasi , 6rnegin 15 yil gibi, sartt konabilir.
Bu durumda, aktif tye sisteme en ge¢ 50 yaginda girmesi halinde emeklilik
sansina sahip olabilir.

Bazi emeklilik planlarinda tazminatlar maasa bagh olmayrp serviste gegen
sireye bagh olarak hesaplamr. Fakat bir gok planlarda emeklilik tazminatlari ve
katkiar iyenin aldifi maaga baglidir. Bu nedenle bir maas cetveli gerekir. s, ile x
yagindaki bir Uiyenin maag buyiklagiu gosterilirse, 8x+:/8, oram, lyenin x+i,
x+#+1 yag yihndaki kazancimn x, x+1 yas yilindaki kazancina oramm gosterir. Bu
oranlar tablo 8.1 de gosteriimektedir. Bu oranlarda enflasyon etkisi goz ard:
edilmigtir. Eger enflasyon faktorii de dikkate alimrsa, enflasyona ait oran s, ile

arpimalidir. Ornegin her yil ortalama % 30 enflasyon etkisi katilmak istenirse
cetveldeki terimler (1.30)”'® ile garpilarak yeniden diizenlenmelidir.

Bu ve bundan sonra anlatilacak érneklerde Tablo 8.1.1 kullamlacaktir. Bu
tabloya gore emeklilik 60 ile 65 yaglan arasinda olmaktadir. Aynica maluliyetten
emekli olma 31 yagindan sonra miimkiin olmaktadir. Sisteme 18 yaginda iiye
olunabilmekte ve geri ¢ekilme 44 yagina kadar miimkiindiir. Bu tablo igin azalma
oranlan gosterilmemektedir, fakat bunlar teoride olusturulan formiller yardimyla
elde edilebilirler.

Biitiin azalma etkilerinin 60 ile 65 yaglari arast hari¢ diger butiin yaslar igin
siirekli oldugu kabul edilmektedir. 60 ile 65 yaglann arasinda siireksiz olabilir. Geri
cekilme oranlan sistemde gegen siirenin ve yagin bir fonksiyonu olabilir.

Emekli olanlar igin de ayn1 bir oliim tablosu gerekir. Genellikle maluliyetten
emekli olanlarla normal yastan emekli olanlar igin ayn ayn olim tablolarmin
kullaniimasi daha uygundur.

Maag cetvelleri maag artiy hesaplamalarinda  standart bir pratigi
gosterememektedir. Farkh girketlerdeki maag artiglan farkh olabilmektedir.

Bir ¢ok  emekliik  planlaninda kadin ve erkek aynm  yapiimasi
aligilagelmigtir. Ozellikle emeklilik yaginda farklihk vardir. Kadinlar igin emeklilik
60 yagindan Once olabilir. Ayrica kadin ve erkek igin ayr ayn azalma oranlan s6z
konusudur. Dolayistyla kadin ve erkekler igin farkhi emeklilik planlan hazirlanr.

Ayrica birgok sirketlerde yonetici sinuf ile rutin gahsanlar arasinda farkh
servis tablolar: ve maag cetvelleri kullanilmaktadir.

Katki esash emeklilik planlarinda, plan baglayinca g¢ahisan ve igveren katka
oranlarnimn bagta belirlenmesi gerekir. Belirli arahklarla , ornegin yillik , 3 yillik gibi,
gelecekte beklenen tazminat ve katkilarn degerlendirilmesi yapimalidir ve bunlar
plamin varliklan ile karglagtirilmalidir.,
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Asafida bir emeklilik plaminda degerlendirilmesi gereken hususlar
belirtilmektedir:

(1) Katkilar

(2) Uyelerin gelecekte yapacag katkilarm bugiinkii degeri,

(b) Igverenin gelecekte yapacaf katkilann bugiinkii degeri. Isveren katkisi sabit
bir deger olabilir, iiyenin katkismin veya maagiun veya her ikisinin bir
kombinasyonunun belirli bir oram olabilir. Birgok planda , maasa dayal
katkiya ilaveten sorumluluklarin karsilanabilmesi igin sabit bir toplam tutar da
belirlenmektedir.

(2) Tazminatlar

(a) Yaghliktan emeklilik,

(b) Maluliyetten emeklilik,

(c) Sistemden geri gekilme ( Uyenin o vakte kadar yaptig: katkilar kendisine faizsiz
veya daha diigilk faizle birikimlerinin toptan geri 6denmesi veya serviste
belirli bir siireyi doldurmas: halinde emeklilik yas1 gelince kendisine
enflasyonla artacak olan belirli bir emekli maagin baglanmas1 hakk: verilir.)

(d) Oliim halinde, ( Dul ege ve yetim gocuklara ya toplu para odenmesi veya
emeklilik tazminati denmesi )

Emeklilik  fonlanmn  hesaplanmast  6liim  oranlanna, yaghhiktan ve
maluliyetten emeklilik oranlarna, geri ¢ekilme oranlarina ve maas cetveline baghdir.
Plana daha gesitli ve aynntili tazminat ve katkilar ilave edilmesi halinde, bunlara ait
aktileryal hesaplann yapilabilmesi i¢in bunlarla ilgili data gereklidir. Bu datalar ne
kadar aynntih ve fazla ise aktiierin emeklilik planim degerlendirmesi daha iyi sonug
verir.

Bir emeklilik fonunun degerlendiriimesi i¢in agafidaki bilgilerin  elde
bulunmas: gerekir:

(a) Servis tablosu,

(b) Maas cetveli ( Tazminatlarin maaga bagh olmamasi halinde gerekli degildir.)

(c) Yihk 1 birim miktarinda emeklilik tazminatinin rant degerleri. Rant degerleri,
fonun yapisina, tazminat ve katkilann 6denme periyotlarina, enflasyonun
dikkate ahinmasina gore hesaplanrlar.



100

Bolim 9

Belirlenmis Maas Esasli Emeklilik
Programlarinin Aktiieryal
Degerlendirilmesi

Bu emeklilik programinda, katiimer emekli oldugunda ne kadar maag alacagins
onceden bilmektedir. Katthmcimn emekli maasi her ¢ahgma yihna karmbk belirli
miktarda gelire hak kazanma, calisma doneminin sonundaki ayhk gelirin belirli bir
yiizdesine hak kazanma ya da bu iki yoéntemin birlesiminden olusan bir metoda gore
Onceden tespit edilebilmektedir [10].

Belirlenmis maas esash emeklilik programlarinin en 6nemli avantaji, ¢aliganin
emeklilik dénemindeki maasim onceden biliyor olmasi ve bu maagim alamama riskinin
olmamasidir.

9.1 Uyenin Aldig Yillik Maasa Bagli Olmayan Emeklilik

Bu emeklilik tiiriinde katthmcimn servisin her bir yilt igin P miktarmda bir
emeklilik maagina hak kazandif: kabul edilecek.

x yaginda bir iiyenin maluliyetten y yasinda emekli olmasi halinde kendisine
yillik 1 birim emekli maasi ddenmesinin x yasindaki degeri; (Emeklilifin yil ortasinda
oldugu kabul edilecektir.)

1 .
y+—i—x asf

i
v d
I, 7

burada C) =v”" g, (y<65), D, =vl,
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v=(1+))7,
J =yillik faiz oramn,
i, = y ile y+1 yaglan arasinda maluliyetten emekli olanlanin sayist,

I, = x yagmdaki aktif iye sayisidur.

1 1

x y y+i y+1 y+3
a
y+3

eej

- k
a = 14
o 2.V kP ek
k=0

x yaginda bir ilyenin herhangi bir yagta (limit yay: 64 olmak {izere) maluliyetten
emekli olmasi halinde kendisine yibk 1 birim emekli maap Odenmesinin
x yagmdaki degeri; (Emeklilik baglangiglarinin yil ortasinda oldugu kabul ediliyor.)

ia ia ia ia
Cx s Cx+1 + Cx+2 et C64
Dx Dx Dx Dx

I & Cxa

"5, %%

_Mx
D,’
: 64 P’y 64’3' .
burada M*=)C*=YCk dr.
y=x =0

Bu emeklilik tiiri servisin her bir yili igin P emeklilik miktarim 6demeyi kabul
ettiginden ve degerlendirme zamam x’e kadar gegen sire n yil ise gegmis servis
siiresine bakildifinda ortaya ¢ikan emeklilik maagi nP olur. Buna gore bu
6demelerin x yagindaki degert;

Mia
D

X

(nP)

dir. Plandaki x yagindaki biitiin iiyeler igin gegmig servis siresinden gelen toplam
deger;
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ia
M;

TP

olur.

x yasinda bir iiyenin serviste ileride gegirecegi siireden dolay: ortaya gikacak
olan emeklilik tazminatlanm degerlendirmek igin once y ile y+1 yaslan arasinda
servisten ortaya ¢ikan tazminat diginilsin. Bu yillar arasinda maluliyetten emekli

olma olasihi %’— ve emeklilifin yil ortasinda oldugu farz edilirse ilk yan yildan ortaya

¢ikacak emekiligin miktar -g dir. Sonraki yilarda 6megin y+1 ile y+2 yillan

i
arasinda emeklilifin meydana gelmesi olasilif —;i ve y’den y+1’e emekliligin

miktan P olacaktir. Benzer bir sekilde gelecekteki her bir yil igin servisten y ile y +1
yaglan arasinda hak kazanilan miktar P olacak. y ile y+1 yaslan arasinda gelecek
servisten gelen emeklilifin x yagindaki toplam degeri su sekilde hesaplanir:

Ilk 6nce y noktasindaki toplam deger;

~,

64yt Doy oo
( y)_l-zﬁa;ll

2
x

T

Dag epiiig  ipy
1 v ] i
X X

-l—PV
2

dir. Bu toplami x ’e gotiirmek igin v”™" ile ¢arpilirsa;

.

1 L 6 Ul salx Igy ..
—Py"TTLG Py IR e Py B
2 7.0 1. T 1,

P
D,

(—;-c;“ +CB 4ok CH)
P A7 ia
=L 1)

bulunur. Burada A =M —-;—C"“ dir. Biitiin bunlar y ’ler iizerinden toplanirsa

v
(x’den 64’¢ kadar)

P “—xa P64—x___m
='D—'Z y=—5}: e (Y=x+1)
x y=x x t=0
=___£_R'ia
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64-x

burada R = MY, dir. Buifade x yagindaki biitiin iiyeler tizerinden toplanirsa;
t=0

Ry
) P)-B:

elde edilir.

Gelecek: servisten ortaya ¢ikan emekliligin x yagindaki deferini hesaplamak igin
dogrudan bir yaklagim agafidaki sekildedir:

P
DI

1 1., | R 1 .
—Cl +1=C% +2=C¥, ++--+(64=—x)Cg
(2 x 2 x+1 2 x+2 ( 2 )C64)

Yukanidaki model / yerine r yazlarak ve tam 65 yasinda emekliligin
eklenmesi ile yastan emeklilik haline genigletilebilir. 65 yagindan itibaren her yil 1
birim emekli maagi 6denmesinin x yagindaki degeri;

65 ser ra
65-xTes or _V Tos@es _ Ces

I v, D,

x

v

dir. Bu ifadede CZ’ nn CJ =v” +%iyc’i;+l den farkh olmasinin nedeni 65’ in son
2

emeklilik yasi olmasidir. r,, 65 yaypinda yastan emekli olanlann sayisim

gostermektedir. Baz hallerde maluliyet ve yastan emeklilik tazminati bir arada
degerlendirilir. Agafnda %4 faiz kullamlarak hesaplanan yagtan emeklilik fonksiyonlarn
(Tablo 9.1.1) , maluliyetten emeklilik fonksiyonlari (Tablo 9.1.2) ve katk: fonksiyonlart
(Tablo 9.1.3) ([10], sayfa 440-443) verilmektedir.
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Tablo 9.1.1
%4 yillik faizle hesaplanan yagtan emeklilik fonksiyonlan
Yas cr | M7 Er cr M k‘ra sM—ra sR’ra e Zpqra z‘R_ra
x x x "X X x X X X X X X
20 1524 | 65669 16742 | 719370 | 20258 | 2567780 88345 | 3798939
25 1524 | 58049 16742 | 635660 | 31308 | 2445228 88345 | 3357212
30 1524 } 50430 16742 | 551950 | 42462 | 2265084 88345 | 2915486
35 1524 | 42810 16742 | 468240 | 51565 | 2033040 88345 | 2473760
40 1524 | 35191 16742 | 384530 | 59936 | 1758471 88345 | 2032033
45 1524 | 27571 16742 | 300820 | 68307 | 1442047 88345 | 1590307
50 1524 ] 19951 16742 | 217110 | 76344 | 1083936 88345 | 1148580
55 1524 | 12332 16742 | 133399 | 82873 | 688322 88345 | 706854
56 1524 | 10808 16742 | 116657 | 83877 | 605450 88345 | 618509
57 1524 | 9284 16742 | 99915 | 84882 | 521572 88345 | 530163
58 1524 | 7760 16742 | 83173 | 85886 | 436690 88345 | 441818
59 1524 | 6236 16742 | 66431 | 86891 | 350804 88345 | 353473
60 | 379 | 1524 | 4712 | 4520 | 16742 | 49689 | 75887 | 263913 | 23321 | 88345 | 265127
61 |212 {1145 | 3378 | 2459 | 12222 | 35207 | 58152 | 188026 | 12811 | 65024 | 188443
62 | 112| 933 | 2339 | 1258 | 9764 | 24214 | 48686 | 129874 | 6618 | 52213 | 129824
63 1 94 | 821 | 1462 | 1016 | 8505 | 15079 | 42944 | 81187 5397 | 45596 | 80920
64 | 78 | 727 | 688 | 814 | 7489 | 7082 | 38243 | 38243 | 4352 | 40199 | 38022
65 1649 | 649 6675 | 6675 35846 | 35846
Tablo 9.1.2
%4 yillik faizle hesaplanan maluliyetten emeklilik fonksiyonlar
Yos\ i\ mMi | R | ch | ME | RE | chE | CRE | cCE | tME | R
20 189 | 6841 1821 | 64923 | 2203 | 215088 8636 318302
25 189 | 5897 1821 | 55820 | 3404 | 201761 8636 |{275122
30 189 | 4952 1821 | 46718 | 4642 182173 8636 |231941
35 1 185 | 4016 15 1774 | 37699 | 5441 157184 45 8513 188977
40 2 177 | 3111 | 22 | 1688 | 29034 | 6004 128781 75 8243 | 147045
45 2 166 | 2254 25 1572 | 20873 | 6361 97957 98 7819 | 106825
50 4 151 | 1459 39 1421 13367 | 6391 65879 173 7197 | 69159
55 7 127 757 69 1170 6831 5618 35026 335 6036 | 35759
56 8 120 634 {77 1100 5696 5320 29408 377 5700 | 29891
57 19 | 112 | 518 | 85 | 1023 | 4634 | 4972 | 24089 | 424 | 5323 | 24379
58 10 | 103 410 96 938 3653 4566 19117 484 4899 | 19268
59 11 93 312 109 842 2763 4088 14550 554 4415 | 14611
60 14 82 224 127 733 1975 3509 10462 657 3861 | 10472
61 14 68 149 126 606 1306 2871 6953 658 3204 | 6940
62 | 15 | 54 88 | 139 | 480 763 | 2187 | 4082 729 | 2546 | 4064
63 | 18 | 39 41 159 | 341 353 | 1404 1895 844 | 1817 | 1882
64 | 21 21 11 182 182 91 491 491 974 974 487
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Tablo 9.1.3

%4 yillik faizle hesaplanan katk: fonksiyonlan -

Yas D, B, ¥, ‘D, N, 'D,
18 49363 46021 438252 46021 973119 49363
19 42680 39791 392231 43770 927098 46948
20 36902 34404 352440 41629 883328 44651
21 31906 29823 318037 39665 841699 42435
22 27740 259%4 288214 37951 802034 40500
23 24248 22780 262220 36220 764083 38554
24 21313 20074 239440 34728 727863 36871
25 18835 17785 219366 33258 693135 35222
26 16734 15841 201581 31999 659877 33803
27 14948 14186 185740 30642 627878 32288
28 13423 12771 171555 29246 597236 30739
29 12118 11558 158784 27970 567990 29326
30 10997 10515 147226 26813 540020 28043
31 10032 9610 136711 25659 513207 26785
32 9188 8819 127102 24517 487548 25542
33 8449 8126 - 118283 23403 463031 24334
34 7802 7518 110157 22404 439628 23249
35 7232 6982 102640 21505 417224 22276
36 6732 6508 95658 20695 395719 21407
37 6284 6084 89150 19956 375024 20613
38 5884 5704 83066 19280 355068 19887
39 5525 5364 77362 18667 335788 19227
40 5204 5059 71997 18111 317121 18629
41 4915 4785 66938 17609 295010 18087
42 4656 4539 62153 17157 281401 17598
43 4422 4317 57614 16750 264244 17157
44 4212 4117 53297 16386 247494 16763
45 4022 3937 49180 16063 231108 16411
46 3852 3769 45243 15754 215045 16100
47 3687 3607 41474 15438 199291 15778
48 3527 3449 37867 15107 183853 15447
49 3372 3297 34418 14738 168746 15073
50 3222 3150 31121 14364 154008 14693
51 3077 3006 27971 13978 139644 14308
52 2936 2867 24965 13561 125666 13886
53 2799 2732 22098 13141 112105 13461
54 2665 2600 19366 12688 98964 13006
55 2535 2472 16765 12236 86276 12549
56 2409 2347 14294 11758 74040 12068
57 2285 2225 11947 11281 62282 11586
58 2165 2106 9722 10804 51001 11105
59 2046 1988 7616 10318 40197 10621
60 1930 1687 5628 8840 29879 10115
61 1444 1295 3940 6851 21039 7641
62 1145 1051 2646 5602 14188 6102
63 956 874 1595 4693 8586 5136
64 792 721 721 3893 3893 4279
65 649
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Ornek 9.1: Tablo 9.1.1, Tablo 9.1.2 ve Tablo 9.1.3’i kullanarak 30 yasinda emeklilik
planina giren su anda 40 yaginda olan bir iiye i¢in agagidaki emeklilik hallerinin simdiki
degerini hesaplaymniz. ;

(2) Yaglilik ve Maluliyetten emeklilik iizerine yilhik 1000$ emekli maag: almasi

(b) Yaghliktan dolayr emeklilik iizerine gelecek servisin her bir yili igin yillik 1008
emekli maag almast

(c) Maluliyetten dolayr emekli olmas: halinde tiyelik siiresinin her bir yih i¢in yillikk 508
emekli maag1 almasi

(d) Emeklilik halinde serviste ileride gegirecegi her bir yil igin 100$ ve ayrica 65’inden
once emekli olmamas: halinde ilave olarak yilhik 2008 bir emekli maag: almasi

'Cﬁzﬁm:
@
1000 1000
—(MB + M) =——(1688+16742)=3542 %
D, Ma+M3) =5 )
®)
P

—R" = 100 RZ = 100 (384530) = 7389 $
D D, 5204

(c) Gegmiste 10 yilhik bir iiyelik s6z konusu olup;

40)50)
D, Y
Gelecek servis yillan igin;

ia
R,

D

x

bulunur. O halde toplam emeklilik degeri agafidaki gibi bulunur:

50 a | T 30
—(10M 3 + R0 ) = ——((10)(1688) + 29034) = 441§
. A0M3 + RE) =0 (10)1688) + 29034)

(d) Emeklilik igin hig bir sebep verilmedifine gore hem maluliyetten hem yagtan
emeklilik i¢in hesaplama yapilacaktir. Buna goére gelecek servis yillan igin
emekliligin degeri,

100 =0 s
R

40

ve ek olarak 65 yasinda emekli olursa alacag 200§ emekli maasinin degeri;

200
- C ra
D, ®
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O halde toplam deger;
IFOO—(R'“ +RE4+2C7) = io-°-(29034 +384530 + (2)(6675)) = 8204
40
bulunur.

9.2 Calisanin Ortalama Maagina Gore Belirlenen Emeklilik

Bu modelde emeklilik maagr servisin her bir yili igin ortalama maasin 1/K sina
esit olarak alimir. Buna gore servisin her bir yihi igin ortalama maagm 1/K s olan
emeklilik maas1 servis boyunca alman toplam maagin 1/K sina egittir.

x yagindaki bir Gye icin gegmisteki servisten dolay: biriken emekliligin degeri,
(Gegmisteki toplam maag) M
K D,

‘

dir. x yagindaki bitiin dyeler Gizerinden toplam ahmrsa, gecmis servis emekliliginin
toplam degeri;

£’ (IPS) Mm

I

olur. (7PS),, x yagsindaki iiyelerin degerlendirme tarihine (x’ €) kadar olan gegmis
maaglarimn toplamudir.

Gelecek servisten birikecek olan emekliliin deferini bulmak igin gelecek
kazanglari tahmin etmek gerekir. Bunun ig¢inde maag cetveli kullantir. x yagindaki

s
lyenin maagt S ise y ile y+1 yaslan arasmnda almasi beklenen maas S dir. yile
s

x

Yy +1 yaslan arasinda gelecek servisten gelen emekliligin x yagindaki degeri,

burada ‘M7 =sM? ve *D,=s.D, dir. Servisin gelecek bitin yillan igin
emekliligin toplam degeri;
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& . :
burada °R” =) °M¥ dir. Buifade biitiin x yagindaki ityeler tizerinden toplanirsa;
y=x
(48). ‘R’
K D,

elde edilir. (4S5),,x yagindaki iyelerin o yi igerisinde alacaklani maag toplamim
gostermektedir. Yagliliktan emeklilik iginde benzer formiiller i yerine r konularak
bulunabilir.

Ornek 9.2: Yaslan 55 (veya 55° e yakin) olan bir planm iiyelerinin toplam maaslan
15000% ve gegmis maaglan toplamm 2000008 olsun. Buna goére servisin her bir yili igin
ortalama maagin 1/60° 1 kadar tazminat saglayan emekliliklerinin gimdiki degerini
hesaplaymniz. (Tablo 9.1.1, Tablo 9.1.2 ve Tablo 9.1.3%i kullamniz.)

Coziim: (45),; =150008

(TPS),s = 2000008

200000 (M35 +M3) | 15000 (RE+R)
60 Dy, 60 D,

_ 200000 (1170 +16742) + 15000 (35026 + 688322)
60 2535 60 12549

= 37963%

9.3 Calisanin Son Emeklilik Maasmna Gore Belirlenen Emeklilik

Bu emeklilik planinda servisin her bir yili i¢in emeklilik maag1, emeklilige yakin
olan maagin 1/K’ sina esittir. Emeklilife yakin maag olarak emeklilik zamamnda son
maas kullamildigr gibi emeklilikten 6nceki son m yilin ortalamas: almarak elde edilen
maagta kullanilabilir. Tkinci usul daha yaygindr.

x yasinda emekli olacak bir kisinin son m yilin maaglarinin ortalamas: ;

X

1
2, = S+ S+ 510)
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ile gosterilir. Burada kullanilan tablolar #=3 i¢in hazirlanmgtir.
1
m=3 = z, = E(s,t_3 +8, ,+5.,)

Bugiinkii maas1 § olan x yaginda bir iiye igin, efer x+¢ yaginda emekli olursa,
emekliligin dayandif1 maag; (Emekliligin y1l ortasinda oldugu kabul edilirse)

1
Xttty

S

s

X

olur. Eger degerlendirme zamamna kadar gegmis olan siire # yil ise x+7 ile x+7+1
yaslan arasinda maluliyetten emeklilifin simdiki degeri;

Z ia

n et Oy

K s, D,

zvia

e Co
K

D

x

>

burada *Cy =z ,C; dr. Bu ifade emeklilifin miimkiin oldugn biitiin gelecek yillar

tizerinden toplanirsa, gegmig servis siiresinin etkisinin toplam degeri;

n S 64Z_xzcm

Ks X+t
x t=0

n S

z Mia
KD, * ’
64-x . 4 ) . .
burada ‘MY =) ‘Ci, =) *Cy dr. x yagndaki bitin iyeler iizerinden gegmis
t=0 y=x

servis siirelerinin etkilerinin toplam degeri;

nS), ‘M7
K ‘D,
dir. Burada (nS),,x yasindaki Gyelerin o yil igerisinde almasi beklenen maaglarin
-geomis servis siireleriyle garpimlannin toplam degerini gostermektedir.

Gelecek servis yillanmn emeklilife etkisi daha onceki bolimlerde anlatilana
benzer bir gekilde asagidaki formille ifade edilir. x+¢ ile x+7+1 yaslan arasinda
gelecek servisten gelen emekliligin toplam degeri;



110

N ; ia i
XD zcxit zcﬁm sz+t+2+""*'zC6:

x

S
= ZM ia
K D ( x+t

x

L:ia
—ech)

= S ZM—;‘;:’
KD,

burada ‘M*,="M?¥, ;ZC,",‘:, dir. Bu agiklamalar bitin gelecek servis yillan
lizerinden toplamrsa, gelecek servis emekliliginin toplam degeri;
64-x

zy fia
2 M

&
KD, &

= S zR'fa
KD, T’

x

—_—

olur. Burada ‘R”= Z *M*“, dir. x yagindaki biitiin ilyeler icin gelecek servis
=0

emekliliginin toplam degeri;

zRia
x SD

—(AS)

olur. Yagtan emeklilige dayanan durum igin benzer agiklamalar elde edilebilir.

Ornek 9.3; Yaglan 45 (veya 45’ e yakin) olan ve servisin her bir yih i¢in son maagin
1/100° i kadar emeklilik miktan saglayan bir plamin 4 Gyesi agafidaki maaglara ve
geomis servis siirelerine sahip olsunlar.

A 50008 20
B 2000$ 10
C 40008 5

D 3000% 10

Buna gore bu fiyeler igin emekliligin simdiki toplam degerini bulunuz. (Tablo 9.1.1 ,
Tablo 9.1.2 ve Tablo 9.1.3’u kullanimz.)

Coziim; (1S),; =(5000)(20)+2000)(10)*+4000)(5)+(3000)(10)=170000

(48),5s = 5000+2000+4000+3000=14000
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170000 *M2+*M , 14000 RE+RE
100 "D 100  *D,

170000 (7819 + 88345) + 14000 (106825 +1590307)
100 16411 100 16411

= 9962 +14478 = 244403



Boliim 10

Belirlenmis Katki Esasli Emeklilik
Programlarinin
Aktiieryal Degerlendirilmesi

Emeklilik maapn saglanmasinda ikinci yaklagm prim esash emeklilik
programlann da denen belirlenmis katki modelidir. Bu modelde, programa katilan
calisan ve igverenin katkilan ile yatinm kazanglarmin toplandigi bireysel fon hesaplan
bulunmaktadir. Program iyesinin emekli maagti, emeklilik giininde fon hesabinda
birikmig olan paranin tutarina baghdir [10].

10.1 Gelecekteki Katkilarin Bugiinkii Degeri

Uyeler tarafindan 6denen katkilann 6nce her il igin sabit oldugu goz 6niine
almsin.  x yagindaki bir iiyenin x+7 yagt ile x+7+1 yas arasmmda Odeyecegi C
t++1/2

katkisimin bugiinkii degeri C v Z’%’ﬁ olacaktir.

x

Bugitinkii Deger C
{ {
x x+t x+t+3 x+t+1

Burada 6demenin ortalama olarak yil ortasinda yapildigi kabul edilmektedir. Yukanda
hesaplanan bugiinkii deger su sekilde yazlabilir:

-—

CDx+t+112 veya CDx-rt’
D D

burada
D, =v7l,
dir .
N — Dx +Dx+1
2

seklinde pratik olarak da hesaplanabilir.
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x yagindaki bir liyenin servis sonuna kadar yapacaf toplam katlkimn buginki
degeri

olur, burada

dir. Programdaki, bugiin x yaginda olan biitiin tiyelerin yapacaklan toplam katkinin
bugiinki degeri

N
AC), ==
(46). 3

olur. (A4C), ile x yasindaki bitiin dyelerin gelecek yilda yapacadi toplam katkilar
gosterilmektedir.

Birgok hallerde odenen katkilar iiyenin aldi yilhik maasa bagh olarak
hesaplanir. Bir iiyenin x yasinda 6dedifi katkh C ile gosterilirse, aym Uyenin y ile
y+1 yaglan 6deyecegi katka

1.8, D,+D,,; B ‘D,
D, s, 2 ‘D,
bulunur. Burada
— D, +D
°D, =sy£—y—~2——-"+———l) ve ‘D, =s.D,
Uyenin gelecekte yapacag bitiin katkilarn bugiinkii toplam degeri
C SN"
D,
olur, burada
64-x

"N, =2'D,,
=0
dir.
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Bugiin x yaginda olan biitiin iiyelerin gelecekteki yapacag katkilann bugiinkii
deBeri agafida oldugu gibidir:

SNx

(40). 5 D,

Eger isverenin de katkilan hesaba katiirsa, benzer sekilde bir formil ile
hesaplanir. Igverenin katkilar: ekseri yil sonunda yapidifindan iiyelerin katki formiilleri

v!'? ile garpilarak igverenin katkilannn bugtinki degeri hesaplanabilir.

Ornek 10.1: Cabgamin emeklilik fonuna katkdar, maagmdan diger emeklilik
diizenlemeleri de hesaba katilarak 400$ miktarinda sabit bir kesinti yapilarak, kalan
miktarin %5 oramndadir. 30 yaginda ve maags1 70008 olan bir iiyenin 6deyecegi toplam
katkilanin bugiinki degeri nedir? (Tablo 9.1.3%1 kullanimz.)

Coziim:

y ile y+1 yaslan arasinda 6deyecegi katkinmn bugiinkii degeri

1 s r
— 0.05(7000 - 4OOJDy

30 S35

s. D D.
=350+ -20—%
83 Dy D,

t—

D D,
=350-—2-— 20—
Dy, Dy,

olacaktir. Gelecek yillar iizerinden toplam ahnarak, liyenin gelecekte yapacafm biitiin
katkilarin bugtinki toplam degeri

3508 _ 50
D30 D30

540020 20 147226

=350 :
28043 10997

=64728.
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10.2 Emeklilik ve Olim Halinde Toplu Para Odemeleri

Emeklilik halinde toplu bir para odemesi ya ayn bir tazminat olarak
degerlendirilir, ya da emekliligin bir kismma saylir. Eger ayn bir tazminat olarak
degerlendirilirse, kullamlacak model, daha once anlatilan emekli maag rantlanna ait

olan formiillerdeki rant kismm atilarak elde edilir. Yani, 6rnegin; C;° yerine C], M
yerine M kullambr.

Oliim halinde 6denecek olan toplu para, 6liim tarihindeki maas oranmna baghdur.
x yagmdaki bir tiyenin gimdiki maas;1 S olsun ve gelecekte herhangi bir yagta dlmesi
halinde ddenecek olan tazminat 1 birim olsun. Bu takdirde bu tazminatlarin bugtinkii
degeri

& 1/2
i
Z sx+tv dx+t

s,z

xtx =0
S s d
=——-——SD M;
x
olur. Burada
d s d
s s
M x = Z cx+t
t=0
ve

sC: = sxvx+l/2dx
dir. x yagindaki bitiin liyelerin 6liim tazminatlarnn toplam degeri

‘M?

AS
(45), D,

olur. (4S), ile x yagindaki bitiin Gyelerin o yil icinde almay: bekledikleri toplam
maaglar ifade edilmigtir.

Ornek 10.2: 40 yagindaki bir tiye programa 30 yaginda katilmig olsun. Maluliyet veya
yagliliktan emeklilife ayrilmasi halinde, servisteki her yili igin 100$ miktarinda bir
tazminatin toplu O6deme olarak bugiinkii degeri nedir? (Tablo9.1.1, Tablo9.1.2 ve
Tablo9.1.3%1i kullanimz.)

Coziim: Bugiinkii deger, gegmigteki servisten gelen 1000$ miktarindaki tazminatin,
gelecekteki servisin her bir yih ig¢in hak kazanlan 100$ miktara eklenmesi ile
bulunacak. :

1000 My
D

40 40
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177+1524+ 3111+35191

=1000 100
5204

=327+736=1063$.

Burada
. . 64—x . 64-x .
ClL,=v™™4,,, Mi=YC., ve R=YM,-iC,)
=0 t=0
dir.
10.3 Katkilarin Geri Odenmesi

Oliim veya programdan ayrilma halinde iiyenin 6dedigi katkilar ya faiz dikkate

alinarak yada alinmayarak iiyeye tazminat olarak geri ddenir. Faiz dikkate alindifinda,
degerlendirme, gergek faiz oramndan (j) daha diisiik bir () oram kullamlarak yapihr.
x yaginda bir iiyenin x+¢ , x+7¢+1 yaglan arasinda Slmesi halinde o zamana kadar
odedigi katkilar j oraninda faizlendirilerek bir tazminat olarak édenir. Burada élimiin
ortalama olarak yil ortasinda oldugu kabul edilir. Bu tazminat (PC)(1+ j)™''? olarak
ifade edilir. Bu ifadede (PC) , x yagindan evvel iiyenin yapti katkilarn j faiz
oramyla toplam degZerini gostermektedir. Buna gore bu tazminatin x yagindaki bugiinkii
degeri

(Pc)vt+l/2(1+j)t+]/2 glxlt_

x

NXHH1/2 | x4l 2 -
A+ y d,.,

=(PC
(#C) A+ ) v,
de
:(PC)—,H:—
olur. Burada
1+J=—1—ﬂ; ve v=_1+i)"
1+
olmak iizere
D, =@+ j) vl = (4 j) D, = —=
* oA+Jd)
jcd - d =(1+j)x+l/2c;l )

x = (1+J)x+l/2

Programdaki gelecek yillar iizerinden toplam ahmrsa, {iyenin x yagina kadar
odedigi katkilardan elde edecegi 6liim tazminatinin bugiinkii degeri
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fMd

(PC)

bulunur. Burada
jM J Z ij+t

x yagindaki biitiin tiyelerin 6liim tazminatlan toplanirsa

elde edilir. (7PC), ile x yagsindaki tim iiyelerin, deSerlendirme tarihine kadar
katkilarmin geri o6denmesi hesaplamirken birlesik faizle birikmig, toplam gegmis
katkilart belirtilmigtir.

Gelecekteki katkilardan elde edilecek 6lim tazminatim hesaplarken, eger
katkilar maasa bagh degilse, her yil igin C olarak alimrlar. x+7 ile x+7+1 yaglan
arasindaki yil igerisinde 6denen katkilarin, 6liim iizerine, bir 6liim tazminati olarak geri
ddenmesine iligkin x +¢ yagindaki degeri

; (l Uzd +v3/2(l+_]) A 5/2(1"".]) dx+t+2 )

x+t

olacaktir.

(1+j)x+t+ll2vx

x yagindaki aktiieryal degeri de yukandaki ifadenin  v* Lo ve =
l (1 + j)x+t+ vx

x

ile carpimindan géyle bulunur:

C o~ X+ X+ X x
(l+j)x+t+1/2vxl é(“‘]) H41/2 w12 g d., +(1+J) +143/2 +z+3/2d g e }
C 1
= —D—~.———-—~—(l+j)x+t+l - Qij+,+’Cf+,+l +...+ng'4)

C JdeH .”C:-rt
(1+J)x+t+1/2

_C M,
D

i '(1+J)x+t+l/2 :
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Programdaki gelecek yillar igin katkilann toplami almrsa, oliim halinde bir
o6liim tazminats olarak ddenecek gelecekteki toplam katkilarn bugiinkii degeri

C 64~x fﬂd
—_: purs (1+j)x+t+1/2

z.E_jE:'
D

x

olacaktir. Burada
_ 64-x J Md

ipd X+t

x £ (1+j)x+t+”q '

Katkiarin maagsa bagli olmas: halinde ise maag skalasi kullamlacaktir. Yani,
eger x yagindaki katki maagm %C ise, x+¢ yilindan x+7+1 yhna kadarki katks,

aruk 0.01CS3=t  olacakur, Boylece, x+¢ den x+r+1 yhna kadar yapilacak

Sy

katkilarin, 6lim halinde bir 6liim tazminat: olarak geri 6denmesinin bugiinki degeri

Ja d
ooics Sz L Mo
s, D, Q+/)H*

x

_001CS M2,
sDx '(1+])x+t+1/2

olur. Burada M? =s,'M?.

Gelecekteki yillar iizerinden toplam alinarak, 6lim halinde bir oliim tazminati
olarak 6denecek gelecekteki toplam katkilarin bugiinkii degeri

001CS %= M2,
sD pars (l+J)x+t+l/2

x

_0 01CS

Rbbdabudadt ) R R4
D.!
bulunur. Burada
. 64~x s —
s R 4 _ x+t jagd .
x pary (1 + J)x+t+1/ 2 X+

Programdan ¢ekilme halinde odenecek katkilarm bugunku degerlerinin
formiilleri, yukarida, 6lim hali i¢in elde edilenlerle aym olup, sadece ifadelerde
"d"yerine "w" yazilarak bulunacaktir.
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Oliim veya programdan gekilme halinde katkilarin geri 6denmesi hesaplanirken
kullanilan j faiz oram sifir veya i gergek faiz orammna esitse formiillerde sadelestirme
miimkiindiir. Asagidaki 6rnekte Tablo 10.3.1 ve Tablo 10.3.2 den yararlammz.

Ornek 10.3: 40 yaginda ve bugiinkii maagt 4000$ olan bir emeklilik programu iyesi
igin, ¢ekilme veya oliim halinde katkilarin bir tazminat olarak geri Gdenmesinin
bugiinkii degerini bulunuz. Katkilar maagin %2’si oramindadir. Gegmigteki katkilar %3
faiz oramiyla birikmig olup 500$ lik bir miktara ulagmuglardir.
Coziim:

Oliim veya programdan cekilme halinde bir tazminat olarak 6denecek gegmis
katkilarin bugiinkii degeri

%g(’MMM;) . ['Dy =(1.03)* Dy ]
40

500

=2 __(2338+735)
(3262)(5204)

=01
bulunur.

Simdi de 6liim veya programdan c¢ekilme halinde bir tazminat olarak 6denecek
gelecekteki katkilarin buglinkt degeri hesaplamirsa ;

o.o%goom (R
40

=80 (36208+1424)

18629
=162

elde edilir. Boylece olim veya programdan cekilme halinde bir tazminat olarak
ddenecek toplam katkilarin bugiinkii degeri

91+162 =253%

olur.
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Yillik %4 Faizli Emeklilik Fonu Tablolar

Tablo 10.3.1
Yillik %3 birikimli faizli 6liim halinde yapilacak 6demelerin fonksiyonlar
Y;ls J Cf Iz 3 JR; v Rxd
20 53 3110 31397 87726
25 39 2881 23699 76546
30 35 2701 17504 63288
35 36 2525 12495 49451
40 39 2338 8474 36298
45 53 2120 5288 24285
50 80 1803 2859 13927
55 117 1332 1177 5999
56 125 1215 930 4776
57 135 1090 713 3690
58 145 955 526 2743
59 155 810 369 1940
60 165 655 243 1285
61 140 490 147 783
62 124 350 79 423
63 117 226 34 181
64 109 109 3 43
Tablo 10.3.2
Yillik %3 birikimli faizli geri ¢ekilme halinde yapilacak ddemelerin fonksiyonlan

Y& o ey |y IRy IRy
20 6633 43550 119400 207911
25 2944 19045 42211 98740
30 1328 .8041 13391 38289
35 608 3007 3281 10741
36 524 2399 2334 7826
37 448 1875 1608 5516
38 378 1427 1063 3729
39 313 1049 666 2389
40 253 735 389 1424
41 197 482 205 766
42 144 285 93 352
43 94 140 32 124
44 46 46 6 24
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Tartisma ve Sonug

Aktilerya matematifi sigorta sistemlerinin matematiksel yapisim inceleyen bir
bilim dahdir. Sigorta sistemlerinde degigkenlerin tesadiifi olmasi. nedeniyle aktiierya
matematifi olasihk ve istatistik teorisi ile yakindan ilgilidir [5], [12]. Yasam siiresi,
kayiplar surekli tipte tesadiifi degiskenlerdir. Bu nedenle tesadiifi degiskelerin dagihim
fonksiyonuna, olasilik yogunluk fonksiyonuna, beklenen deger, varyans ve moment
olugturma fonksiyonlarna ihtiyag vardir.

Sigorta sistemlerinde, riskin bulunmast nedeniyle, aktiierya matematii Risk
Teorist [13] ile ve sigorta sistemlerinin ekonomik ozellikler tagimas: nedeniyle Fayda
Teorisi [6] ile de yakindan ilgilidir.

Tezimizde Aktiierya Matematii en son yapilan aragtirmalarda kullamlan
kavram ve yontemlerin 131 altinda incelenmigtir. Tezimizdeki prim, rezerv ve rant
hesaplan i¢in Fayda Teorisinin temel 6zelligi olan

u(w—-G)=E[u(w - X)]
esitlifinden yararlandmugtir.
Tezimizde ele aldigimiz Bireysel Emeklilik Modelleri, Coklu Azalma Teorisi
yardimiyla incelenmistir. Bu modellere uygulama olarak iki esas emeklilik plam soz

konusu edilmigtir. Bunlar Belirlenmis Maag Esasl ve Belirlenmis Katki Esash
Emeklilik plantandir.

Tezimizde ele alman konular finans ve ekonomi diinyasinda 6nemli bir yer
tutmaktadir.

5
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