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Onsoz

Bu tez caligmasi, tartigmasiz bigimde, Genel Topoloji'nin en iinli ve en
giiclii Ortiiliis Ozelligi olan tikizligin, en az onun kadar siradigt bir ortiiliig
ozelligi oldugu, Jean Dieudonne tarafindan tamimlandig 1944 yilindan bir
kac yil sonra anlagilan {inli genellegtlrmem yantikizlik ile onun en 6nemli {i¢
genellegtirmesi olan Alt yantikizlik, Otetikizlik ve f-incelebilme kavram-
lar1 lizerine, artik klasiklegen ve temel nitelikte olduklar: evrensel olarak kabul
goren ozelliklerinin, ayrintili bigimde ele almip kanitlandig1 bir derlemedir.
Hem tikiz uzaylar sinifini hem de sézdemetriklenebilir uzaylar sinifini kap-
sayabilen Yantikiz Uzaylar simifinin 6nemi, ozellikle Arthur Stone’un 1948
yilinda kanitladig: iinlii teorem ile (bkz. Stone Teoremi, Bolim 2), R.H.Bing’in
1951 yihinda kamitladign ve, ancak ve yalmiz, yantikiz Moore Uzaylarinin
metriklenebildigini séyleyen iinlii Bing Metriklenebilme Teoremi ile agiga
cikmigtir. Dolayisiyla, sozi edilen tiim bu simiflarin, siradigi birer ortiiliis
ozelligini belirlemelerinin yanisira, Metriklenebilme Teorisi'nde onemli
gorevleri vardir.

Girig niteligindeki Birinci Boliimde, bu tez caligmasinda kullanilacak olan
tiim temel 6rtiiliig 6zellikleri ve topolojik bilgiler saglikli ve ayrintili bicimde
kamitlanmigtir. Bu ayrintili ve saglikli hazirhk sonucunda, bu tezin kendi
icinde yeterli bir biitinlige kavugtugu sOylenebilir. Ikinci Béliim, Yantikiz,
Otetikiz ve Derlemsel Normal Uzaylarin, Ugiincii Boliim ise, Otetikiz Uzay-
larin en dogal genellegtirmelerinden birisi olan #-incelebilir Uzaylarin temel
ortiiliig ozelliklerini kanitlamaya ayrilmigtir. Bu bélim ayni zamanda ahgil-
madik baz1 taban tiirlerinin ve A¢inir Uzaylarin Genel Topoloji’deki 6nemini
de agiga gikaracaktir. Dordiincii Boliim’de, Alt yantikiz uzaylarin, yantikizh-
ga benzeyen ve benzemeyen 6zgiil niteliklerini belirleyen temel sonuclar ayrin-
tili bicimde kamtlanmakta, Beginci Bolim’de ise, tikizligin, tiim bu ortiilis
ozellikleri yoluyla, ¢ogunlugu 1970’lerde kanitlanmis olan gesitli giincel ve
onemli karakterizasyonlar elde edilmektedir. Altinci Bolim, yari-acik ortiilig-
ler yoluyla yantikizlik ve Otetikizlik karakterizasyonlarina ayrilmigtir.



Dolayisiyla, i¢inde toplam olarak 73 tane, ayrintih bigimde kanitlanmig
Onerme, Yardimer Teorem ve Teorem bulunan bu tez caligmasi, en 6nemli
ortiiliis ozelliklerinin 1980’lerin bagina degin gelisim ve evrimini elden gel-
digince kapsaml bicimde sunan 111 sayfalik bir derleme olmaktadir. Tezin,
herhangi bir yerde yayimmlanmamig biricik 6zgiin sonucu ise, Bélim 3’de yer
alan Onerme’dir. Bu 6zellikleri nedeniyle, bu tezin, neredeyse, bu konular
istiine okuyucular i¢in yararh bir ders kitabi niteligine kavugmug oldugunu
diisiniiyorum.

Bu tez caligmasi boyunca, gerek Kaynakga’da yer alan makalelerin pek
cogunun Seminer Caligmasi olarak anlatilmasi ve gerekse tezin yazilmas:
agamalarinda goriis ve yardimlarindan yararlandigim Danigman’im, sayin
Prof.Dr. Nurettin Ergun’a, ayrica Latex yazimin 6grenmemde bana yardimeci
olan sevgili arkadaglarim Yrd.Do¢.Dr. Halidun Giirses, Giilseren Cigek ve
Temha Erkoc’a ictenlikle tesekkiir ederim.

Ayse Sénmez
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(")zet

Yantikiz Uzaylar ve Bazi1 Genellestirmeleri

Bu tez (_;ahgmaa tartigmasiz bicimde, Genel Topoloji’nin en iinli ve en
giiclii Ortiiliig Ozelligi olan tikizhigin, en az onun kadar siradig bir ortiiliig
ozelligi oldugu, Jean Dieudonne tarafindan tanimlandig 1944 yilindan bir kag
yil sonra anlasilan inli genellegtirmesi yantikizlik ile, onun en 6nemli ii¢
genellegtirmesi olan Alt yantikizlik, Otetikizlik ve -incelebilme kavram-
lar lizerine, artik klasiklesen ve temel nitelikte olduklar: evrensel olarak kabul
goren Ozelliklerinin, ayrintili bicimde ele alinip kanitlandig: bir derlemedir.
Hem tikiz uzaylar sinifim1 hem de soézdemetriklenebilir uzaylar sinifini kap-
sayabilen Yantikiz Uzaylar sinifinin 6nemi, 6zellikle Arthur Stone’un 1948
yilinda kanitladigi iinld teorem ile (bkz. Stone Teoremi, Boliim 2), R.H.Bing’in
1951 yilinda kanitladigi ve, ancak ve yalmz, yantikiz Moore Uzaylarinin
metriklenebildigini séyleyen {inlii Bing Metriklenebilme Teoremi ile agiga
cikmigtir. Dolayisiyla, sozi edilen tiim bu simiflarin, siradigi birer ortiiliig
ozelligini belirlemelerinin yanisira, Metriklenebilme Teorisi’nde 6nemli
gorevleri vardir.

Yedi boliimliik bu tezde, sozii edilen bu uzaylarin 6énemli hemen tiim
ozellikleri ayrintili bigimde incelenip kanitlanmaktadair. ﬁgﬁncii Boliim iginde
yer alan Onerme, bu tez caligmas: icindeki biricik ézgiin sonugtur. Ayrica bu
caligmada kullanilacak olan tiim temel ortiiliig 6zellikleri ve topolojik bilgiler
ayrintili bir bigimde, giris niteligindeki Birinci Boéliim’de anlatildig: igin, bu
tezin kendi iginde yeterli bir biitiinliige ve anlatima kavugtugu séylenebilir.
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Summary

Paracompact Spaces
And Some Of Their Generalizations

This thesis with the survey character, is devoted mainly the meticulous
investigation of those properties, which have already been accepted univer-
sally as classical and fundemental of Paracompactness, a covering property
defined first by Jean Dieudonne in 1944, which is undoubdetly the most out-
standing and fruitful generalization of the most powerful covering property
called compactness. Some generalizations of paracompactness such as Sub-
paracompactness, Metacompactness and f-refinability and their spe-
cific properties are also investigated in detail. The class of Paracompact
Spaces contain both the class of Compact Spaces and the class of Pseu-
dometrizable Spaces and their importance is clearly understood after the well
known Stone’s Theorem proved in 1948 and the classical Bing’s Metriza-
tion Theorem proved in 1951 which emphasize that a topological space is
metrizable iff it is a paracompact Moore space. Therefore all of these spaces
have important duty and function both in the Theory of Covering Properties
and in the Metrization Theory. Their most important properties are proved
in detail in this thesis. The Proposition given in Chapter 3 (page 58) is
the unique original result of this study. This thesis has the self-containment
character and the sufficient wholeness, since all the fundemental covering pro-
perties and the basic topological knowledge, which is necessary for a complete
comprehention are given in the first chapter.



Bolum 1

TEMEL ORTULUS OZELLIKLERI

Genel Topolojide belirli tiirde ortiiliiglerden belirli nitelikte alt rtiiliigler
ya da incelmeler elde edebilme tiiriindeki 6zelliklere kisaca Ortiiliig Ozellik-
leri denir. Topolojinin hi¢ kuskusuz en iinli ortiilig ozellikleri tikizlhik ve
yantikizlik’dir. Bilindigi gibi, her agik oOrtiiliigiinden sonlu bir alt ortiiliig
(sirasiyla, yerel sonlu bir incelme) elde edebilen topolojik uzaylara tikiz (sira-
siyla yantikiz) denilir. Yantikiz uzaylarla Béliim 2’de ilgilenecegiz. Ote yan-
dan, herhangi bir uzayda bile belirli tiir agik ortiiliislerden yerel sonlu acik in-
celmeler elde edilebilir. K.Morita’nin bu iinlii sonucu agagida kanitlanacaktir.
Bu béliimde, bagta normal uzaylarin olmak {izere cesitli temel 6rtiiliis ozellik-
leri incelenecektir. Once, bu tez calismasinda kullanacagimiz cesitli incelme
tiirlerini tanimaliy1z:

Bir X topolojik uzayinda G bir ortiiliis olsun. Bir ¢/ ortiiliigiine, her U € U
icin U € Gy kogulu gergeklenecek bicimde en az bir Gy € G varsa G'nin
bir incelmesi denir. Genellikle bir ortiiliiglin incelmesinin de ortiiliis ol-
masl istenir ve bu durumda U < G yazilir. U = Uyl U, < G yazihs1 ise
U incelmesinin, uygun sayilabilir tane U, alt ailesinin birlegimi bigiminde
yazilabilmesi demektir. Bir A ailesinin her A € A iyesi igin, A C By
gercekleyen en az bir By € B var oldugunda da, bu ailelerin ortiiliig ol-
malarina bakilmaksizin A < B yazacagz. Pek ¢ok yazar bu durumda, A
ailesine B’nin kismi bir incelmesi adini vermektedir. X uzayinda herhangi
bir A alt kiimeler ailesi ve £ C X alt kiimesi i¢in

=J{A€eA:EnA#0}

birlegim kiimesine E’nin A ailesine gore yildiz kiimesi denir. Ozel olarak,
herhangi z € X noktas: igin st(z, A) = U{A € A : z € A} olur. Kolayca
8t(Uaear Eay A) = Uaea 5t(Ea, A) ve dolayisi ile st(E, A) = Ugeg st(z, A)
gozlenir. O halde z € st(y,.A) ve y € st(z,.A) iddialarimin egdeger olduguna
dikkat edilmelidir. A bir ortilig ise E C st(E,.A) ve Ozel olarak A agk



bir 6rtiilii ise E C st(E, A) gerceklendigi gozlenmelidir, ¢iinkii ikinei id-
diada, her z € E elemam icin st(z, A) N E # 0 gecerli olacaktir. Tim
bu tez caligmasinda, herhangi bir A ailesi igin Ugeq A ve Nacs A kiimeleri
yerine kisaca |JA ve A yazilacaktir.Eger G ortiiliiginiin ¢/ incelmesi igin
{st(z,U)}gex < G kogulu gergekleniyorsa, kisacas: her z € X icin uygun bir
G, € G aracihg ile st(z,U) C G, kosulu gegerli oluyorsa, U ailesine G’nin
bir barisantrik incelmesi ya da agirlik merkezli incelmesi denir. Cok
daha giicli olan {st(U,U) : U € U} < G kogulu gergeklendiginde ise U aile-
sine G’nin bir yildiz incelmesi denir. Ornegin, normal uzaylarda sayilabilir
iiyeli ve noktasal sonlu agik ortiiliiglerin bu tilirde incelmelerinin var oldugu
agagida kamtlanacaktir. Son olarak ord(E, A) = card{A € A: ANE # 0}
kardinal sayisina E kiimesinin 4 ailesine gére derecesi denir. A Ortiiligil
i¢in ord(z, A) < wp (Vz € X) kosulu gergeklendiginde, bu ortiiliige noktasal
sayilabilir 6rtiiliig denir. Noktasal sonlu 6rtiiliig benzer bicimde tanimlanir;
burada wy ile, bilindigi gibi ilk sonsuz ordinal say1 yazilmaktadir.

Ote yandan, bir X uzayinda bir A = {As}aen alt kiimeler ailesine, ancak
ve yalnmiz, her z € X noktasinin, bu ailede sonlu tanesi diginda tiim iyelerle
ayrik olabilen bir acik civar: varsa, kisacasi

Vz € X,3G; € By, FAz € Pewy(A), Gz N Ay =0 (Va € A — Ay)

kogulu gerceklenecek bicimde sonlu elemanlh bir A, C A alt indis kiimesi be-
lirlenebiliyorsa, yerel sonlu aile denir; burada herhangi bir A kiimesi igin
Pu(A) = {B C A : cardB = wp} ve Peyo(A) = {B C A : cardB < wg}
yazilmaktadir. Ozel olarak bir G ortiiliisii, eger ord(G,G) < wgo (VG €
G) kosulunu gerceklerse apagiktir ki yerel sonlu olur, bu durumda G agik
Ortiligline yildizil sonlu(=star-finite) denilir. Yildizil sonlu olmayan
yerel sonlu agik drtiiliigler vardir. Ornegin d, iki boyutlu Eukleides metriginin
belirledigi metrik uzayda, Go = R x (—00,0), G1 = R x (},00) ve ayrica
Ue = (k— 1, k+ %) x (-1,1) (Vk € Z) agik kiimelerinden olugan U =
{Go, G1} U {Uk}rez agik ortiiliisi, kolayca goriilebilecegi gibi yerel sonludur,
ciinkii uzayin herhangi bir (z1,z9) € Rx R noktasi igin Sg,((z1, 22), 273) acik
yuvarl U ailesinde en fazla g iiye ile kesigebilmektedir. Oysa ord(Go,U) =
wp = ord(Gy,U) nedeniyle U Ortiiligli yildizil sonlu degildir. Ote yandan
bir A = {A4,} alt kiime ailesine, A’ C A alt indis kiimesi ne olursa olsun
Uaenr Ao = UQGA,A_Q kogulunu gerceklerse kapanis koruyan aile denir.
Tim yerel sonlu ailelerin bu nitelikte oldugu agagida gosterilecektir. Ayni



bir A indis kiimesi ile indislenmisg, kapanig koruyan X = {Kg}aer ve F =
{F,}aea kapali kiime aileleri igin {K,N Fy}aeca kapall kilme ailesi de kapanig
koruyandir, ¢iinkii A’ C A ne olursa olsun Uyep/(Ko N Fa) € Ugepr (Ko N
F,) gozlemek giic degildir; gercekten herhangi bir z € Uyea (Ko N Fy) el-
eman: .alindiginda, bu son kapams kiimesi (Ugen’ Ka) N (Uacar Fo) kesigimi
tarafindan kapsandigindan, bog olmadiklar: apagik olan A; = {a € A’ : z €
Ko} ve Ag ={a € A': z € F,} alt indis kiimeleri araciligiyla, A; = Ag = A’
durumunda iddia apagik oldugundan, A’ — A; # 0 ve A’ — Ay # 0 varsa-
yarak, K ve F ailelerinin kapanig koruyanlik nitelikleri geregi ve Grnegin
Uaea’—a, (Ko N Fa) € Unenr—a, Ko # © gerceklestigi igin, sonugta

2 € JEanFo)=( U (KaNF)U |J (KaNFy))

a€N’ ach—A; a€A’—Aq
= |J E.NF) - U @EenF)C | (KanF,)
ach! a€N —(A1NA2) a€(A1NAz)

olur ve zorunlu olarak A;N Ay # @ bulunur,giinki bos indis kiimesi {izerinden
alinan birlesim bostur, kisacasi var olan en az bir o, € A; N Ay C A’ indisi
araciigiyla z € Ko, NFy, C Uaep(KaNFy) istenen sonug bulunur. Yukaridaki
yerel sonluluk taniminda yazili olan kogulu, A, C A alt indis kiimesinden
bagimsiz olarak

Vz € X, 3G, € By, ord(G4, A) < wy

bigiminde de yazabilecegimize dikkat edilmelidir. Buna karsilik eger, bu son
yazili koguldan daha gii¢lii olan

Vz € X, 3G, € By, ord(Gg, A) <1

kogulu gergekleniyorsa A ailesine X uzaymnda kesikli aile(ya da diskret
aile) denilir. Kolayca goriilecegi gibi 4 ailesinin kesikli olabilmesi icin g.y.k.
A ailesinin yerel sonlu olmasi ve Z;ﬂA_g =0 (a+# B, a,8 € A) gerceklenme-
sidir. Yine kolayca gozlenebilecegi gibi A ailesinin yerel sonlu olabilmesi igin
g.vk. A = {Ay}ac ailesinin yerel sonlu olmasidir, ¢iinkii iyi bilindigi gibi bir
G acik kiimesi icin GNA = @ ile GNA = 0 iddialar egdegerdir. A = {Aq}aen
ailesi yerel sonlu ise, A’ C A alt indis kiimesi ne olursa olsun

U 4= U 4«
ach’

acl!




gerceklendigi unutulmamalidir, ¢linkii z € Ugepr A ise, sonlu bir A4(C A)
indis kiimesi aracihiiyla ¢ ¢ Ugear_a, Ae = K olur ve sonugta Uyepr Aa

K U Uag(ana,) Aa gdzleyerek ve A’ N A, indis kiimesinin, bog olmadifim ve
sonlu elmanli olduguna dikkat ederek z € Uae(A’ﬂAz) A, bulunacag kolayca
gorilmektedir. Demek ki Uyepr Ao € Ugenr Ao bulunur, ters kapsama zaten
dogrudur. O halde yerel sonlu kiime aileleri kapanig korurlar.

Ortiiliis dzelliklerine iligkin neredeyse tiim teoremlerde, indis kiimeleri iyi
siralanmig ortiiliiglerle galigilir. Bilindigi gibi her kiime {izerinde en az bir
iyi siralama bagintisinin tanimlanabildigini séyleyen iinlii Zermelo Teoremi,
iinlii Segme Aksiyomuna ya da Zorn Lemmasina egdeger oldugu igin, Teorik
Matematigin vazgecilmez temel dogrularindan birisi olarak kabul edilir.

Simdi, tlimi de normal uzaylarin ortiiliis ozelliklerine iligkin ¢ok Onemli
baz1 sonuclarn birarada gorelim. Bilindigi gibi, ayrik iki kapal kiimenin iki
ayrik acik kiime tarafindan kapsanabildigi bir topolojik uzaya normal uzay
denir. Boyle bir uzayda K kapali, G agtk ve K C G ise, iyi bilindigi gibi,
K CU CU C G kosullar gerceklenecek bicimde bir U agik kiimesi vardir.

Normal Uzaylarin Ortiiliis Teoremi: Asafidaki iddialar esdederdir:

1)X wzayr normaldir.

ii)(Lefschetz Teoremi:)X uzayinin noktasal sonlu her agtk ortulisunin bir
tam daralmas: vardsr.

iii)(Micheal Teoremi:)X uzayinin her yerel sonlu acik ortulisunun agik bir
barisantrik incelmesi vardar.

iv)(Morita Teoremi:)X uzayinin noktasal sonlu ve sayulabilir uyeli her U
agik Ortiliginin sayilabilir dyeli, agik ve W < U gergekleyen yildizl sonlu
bir W incelmesi vardar.

v)(Morita Teoremi:)X uzayinin noktasal sonlu ve sayilabilir uyeli her agik
ortulisuniun yerel sonlu, agik bir yildsz incelmest vardar.

vi)(Bing Teoremi:)X uzayinda sayulabilir iyeli ve kesikli her kapal: kumeler
ailesinin acik ve kesikli bir tam genislemesi vardar.

Kanitlama:i) = 4i)Normal X uzayinda, indis kiimesi iyi siralanmig A olan
noktasal sonlu G = {Gq}aca agk Ortiiliigii verilsin. cardA = & ise, genelligi
bozmaksizin A = [0, k) = & alinabilecegini blhyoruz Once, normallik kogulu-
nun bir geregi olarak ve X = UG = GoUUpcack Ga ger¢eginden yararlanarak




X —Ugcacs Ga © Wy C Wo C Gy gerceklenecek bigimde bir Wy agik kiimesini
belirleyelim. O halde X = WoUUpcqcr Ga bulunur. Sonlu dtesi tiimevarimla
caligarak, bir ag < & verildiginde,

a(i) X = |J WU | Ga(Va < ap), a(ii) Wa C G (Va < ag)
B<La a<f

kosullar: gergeklenecek bigimde {W, }a<a, agik kiimeler ailesi tanimli oldugun-
da, X = Upgcas WU Gap UUgy<p G gergeklendigini gdstermek istiyoruz. Bu
gl¢ degildir. Herhangi bir z € X elemam alindiginda z € Ugcy, Wg U
Uao<p G gerceklendigini gostermeliyiz. Eger € Uy,<p G ise sorun yoktur;
eger ¢ Uyo<pGp ise, Ay = {a € A : z € G4} alt indis kiimesinin sonlu
elemanli olmasinin geregi olarak, sonlu elemanli iyi siralanmig bu kiimenin
elemanlar: arasindaki siralama

a1(z) < ag(z) < ... < ay(z)

olmak iizere, z ¢ Uq,<s Gp varsayimi nedeniyle an () < aq gergeklendiginden,
hem z ¢ Ua,(z)<a Go Olur ve hem de a = an(z) < ap ordinal sayis: icin
yukarida gegerli oldugunu varsaydigimiz «(i) kogulu nedeniyle z € X =
Up<an@ W8 U Ua,(z)<g Gp bulunur ve z ¢ U,, ()< Gp oldugu icin z €
Us<an@) Wi € Ugcas Wi U Uqe<p G istenen sonucu bulunur. O halde yine
uzayin normal olugunun bir geregi olarak

X — (U W,BU U Gﬁ) gWaogWaogGao:
B<an ap<f

X = U WgU U G
B<La0 ap<p

kogullan gerceklenecek bicimde bir W, acik kiimesi var olur. Sonugta, sonlu
Otesi tiimevarimla hem )X = Upg<o W5 U UacgGp (Vo € A) ve hem de
i1)Wao C Go (Ya € A) kogullar: gergeklenecek bigimde W = {W,}aea acik
kiimeler ailesi belirlenmis olur. Ustelik, herhangi bir z € X verildiginde,
o = anp(z) < k ordinal sayisi araciifiyla, yukaridaki «(i) kogulu ve ayrica
z ¢ Uqa<pGp bilgisi kullanilarak z € Ug<, W € UW bulunacag icin, W
agik kiimeler ailesinin ortiiliig oldugu anlagilir. W acik ortiiliigiine, her a € A
icin W, C G, kosulunu gercekledigi icin, G agik 6rtiiliigiiniin bir tam daral-
masi (=precise shrinking) denir.



1) = 1) X uzayl i1) kosulunu gergeklesin ve bu uzayda U = {Uas}taea
yerel sonlu ve agik Ortiiliisii verilsin. Her yerel sonlu ortiiliis noktasal sonlu
oldugundan, W, C U, (Vo € A) kogulu gerceklenecek bicimde W = {Wy}aen
tam daralmas: vardir. O halde W ve dolayisiyla W = {Wq}aen aileleri yerel
sonlu ve dolayisiyla noktasal sonlu olurlar. Simdi, herhangi bir z € X veril-
diginde, A, = {a € A : z € Wa} olmak iizere, A, C A alt indis kiimesinin
sonlu elemanl oldugu ve

GAz)= N Ua=- U Wa (VzeX)

acA, acA—Ag

acik kiimesinin z € G(A;) gergekledigi apagiktir, ¢iinkd W ailesi yerel sonlu
oldugundan z ¢ UaeA_AwWa = Ugea—a, Wao gegerlidir. Amacimiz G =
{G(Az)}zex acik Ortiliginin {st(z, G)}zex < U gercekledigini gostermektir.
Gergekten, kisalik amaciyla, her z € X igin G(A;) yerine G, yazacak olur-
sak, herhangi bir zg € X verildiginde, z¢ € W,, gergekleyen ve sabit tu-
tulmug ag € A indisi araciligiyla st(z,G) = U{Gz : 2o € Gz} C Uy, olur,
ciinkii z9 € G, ise ap € A, gerceklesmek zorundadir (eger oy ¢ A, ol-
saydi, ag € A — Ay ve Wy, C UaeA_AzWa ve sonugta zg € G, = G(Az) C
X — UaeA_Am_VV_a C X — Wy, bulunurdu), kisacas1 zg € G5 € G ise ag € Ay
nedeniyle Gy € Naep, Ua € Uqg bulunur. O halde § = {G:}zex acik
ortiillisi, U’nun barisantrik incelmesidir. Aslinda, dikkat edilirse, burada
verilen kanitlamada

GA)= NUa— U Wa (VA € Peyld))

ach’ acA—A

acik kiimelerinin ailesinin, I/’nun noktasal sonlu ve barisantrik incelmesi
oldugu kanitlanmig olmaktadir, ¢iinkii dikkat edilirse, ord(z,U) = n ve
T € Uy NUgy N ... N Uy, ise A € {ay,aq,...,an} gergekleyen herhangi bir
sonlu A’ alt indis kiimesi i¢in z ¢ G(A’) oldugundan G(A’) kiimelerinin ailesi
G = {G(A) : A € Peyyo(A)} noktasal sonludur. Bu 6nemli gozlem agagida
kullanilacaktir.

i11) = 1) X uzaymnda ayrik K; ve Ky kapall kiimeleri verildiginde U; =
X — K;(i = 1,2) agik kiimeleri aracihfiyla Uy = {U1, Uz} agik ortiiliisiine
kargilik {st(z,G)}zex < Up kogulu gerceklenecek bicimde bir G agik ortiiliisi
vardir. O halde K ve K5 kapali kiimelerini kapsayan st(K1,G) ve st(Kq,G)
acik yildiz kiimeleri ayrktir, ¢iinkii K1 NGy # 0 ve KoN Gy #  gergekleyen



herhangi G1,G2 € G i¢in G1 N Gy = B gergeklegir, ¢iinkii zo € G1 N Gg e-
lemani var olsaydi ve sozgelimi st(zg, G) C U; gergeklegseydi, sonugta G C
st(zg,G) C Uy = X — K1 nedeniyle § # K1NG1 = ( geligkisi dogardi. Demek
ki X uzay1 normaldir.

v) = 1) Yukaridaki gibi kamtlanir.

i1) = iv) X uzay1 44) kogulunu gerceklesin. O halde yukarda gozlendigi gibi,
i4) = ii4) = 1) nedeniyle X uzay1 normal olur. §imdi X uzaymnin sayilabilir
tiyeli ve noktasal sonlu U = {U,}nen agik Ortiiliigleri verilsin. i) nedeniyle
V, C Uy, (Vn € N) olacak bigimde bir V = {V,}nen tam daralmasi ve uzay
normal oldugu igin, her (n,m) € N x N siral: ikilisi icin

Vn g Gn,l g Gn,l g g Gn,m (_: Gn,m g Gn,m+1 g Gn,m+1 (_: .G Un

kosullar1 gerceklenecek bigimde Gy, m, agik kiimeleri tiimevarim yoluyla tanim-
lanir. Simdi

Wi1=G12, Wam=Gnmi1— | Gim-1 (2<m,n<m)
1<i<m

olmak iizere sayilabilir iiyeli W = {Wy, : 1 < n < m,m € N} acgik kiime
ailesini tammlayalim. Apagiktir ki Wp,, C U, (Vn € N) gergeklenir.Bu
ailenin ayrica

D) U G CUW, ii)WinNWim=0 (n+3<mise)

1<k<n

kosullarini gercekledigini kolayca gorebiliriz. i) kogulu, n = 1 i¢in G131 C
G12 = W11 € UW nedeniyle dogrudur; bu iddia n dogal sayisi i¢in dogru
oldugunda

1<i<n

Gint1 © Gente = (Gk,n+2~ U Gi,n) N (Gk,n+2ﬂ U Gi,n)

- Wk,n+1 u U Gi,n C UW

1<i<n

nedeniyle n + 1 icin de dogru olmaktadir. i) kogulu ise, n + 3 < m igin

Wk,n g Gk:,n+1 _g Gk,n+2 g Gk,m—l (_: U Gi,m—l g X - Wi,m
1<i<m



nedeniyle gecerli olmaktadir. Ustelik X = U2, V, € U2, (UZ=1 G_km) -
UW C X nedeniyle W ailesi bir ortiiligtiir ve her W € W i¢in ord(W, W) <
wp gergeklendigi igin W yildizil sonlu bir incelmedir ve istelik W < U kogulu
gerceklenmektedir.

iv) = v) X uzay1 iv) kogulunu gerceklesin ve sayilabilir iiyeli noktasal sonlu
U = {Uy, }nen acik ortiiliigii verilsin. O halde U/ 6rtiiliigiiniin yildizil sonlu ve
dolayisiyla yerel sonlu olan ve iistelik W* < U gercekleyen acik bir W* in-
celmesi vardir ve Yardime: Teorem 4 kullamilarak sonugta W, C Uy, (Vn € N)
kogulunu gergekleyen bir W = {W,, },en tam daralmas: tanimlanir. Yukarida-
ki i) = i44) kamitlamasinin sonunda gozlendigi gibi, herhangi bir A € Nsonlu
alt kiimesi igin G(A) = Npea Un — Unen—a Wr olmak tizere G = {G(A) : A €
P<wo(N)} acik ailesi U’nun noktasal sonlu ve sayilabilir iiyeli barisantrik in-
celmesi olur, ¢iinkii bilindigi gibi P, (N) kilmesi ile N egkuvvettedir. O
halde yeniden iv) kogulu kullanilarak G noktasal sonlu, sayilabilir iiyeli acik
ortiiliisiiniin G* gibi sayilabilir {iyeli, noktasal sonlu ve barisantrik incelmesi
tamimlanir. Sonucgta G* agik ortiiliigii, Yardimc: Teorem 3 nedeniyle U/’nun
bir yildiz incelmesi olur.

i) = vi) Sayilabilir diyeli K = {Kn}nen kapah kilmeler ailesi i) kogulunu
gercekleyen X uzayinda kesikli olsun. O halde n # m icin K, N Ky (D
gergeklesir. X uzayl normal oldugu igin sirasiyla, birinci adimda K3 € G1 C
G1 € X — Uj<n Kn gergekleyen G agik kiimesini tanimlarsak X = Gy U
Ua<n K7 olur, sonra n—inci adimin ardindan, X = Ui<p<n GrU Unt1<m Em
gozleyerek

Kn+1an+1an+1gX_( U _é—]:U U Km)

acik kiimesini belirlersek, tim G, acik kiimeleri tiimevarimla tanimlanmig
olur ve kolayca n # m i¢in G, N Gy, = § bulunur, ¢iinkii sézgelimi n < m
1se Gm N (U1<k<m GrUUnti1<i K ) = ( gergeklesmektedir. Fakat, UK =

1 K kiimesi kapali oldu§u igin yine uzayin normal olugunun bir geregi
olarak varolan ve UK CU C U C Une; Gn kogulunu gergekleyen agik U
kiimesinden yararlanarak, U, = UNG,, (Vn € N) acik kiimelerini tanimlarsak,
Kn C Uy, (Vn € N) olur ve iistelik & = {Un}nen acik ailesi X uzayinda ke-
sikli olur, ¢iinki herhangi bir z € X alindiginda, ister = ¢ Uisterz € U
gerceklegsin, bu noktanin U ailesinde en fazla bir iiyeyi kesebilen bir acik
civar kolayca tammlamr, ¢iinkii z € U ise tek bir n, € Naraciligiyla z € G,



ve Gp, NU, = 0 (Vn # ny) olur. U kesikli ailesine K kesikli ailesinin bir tam
geniglemesi denir.
v1) = 1) Apagiktir. O

Jones Yardimci Teoremi:Bir X uzayinda, k = cardA gercekleyen yogun
bir A kumesi ile 2° < cardK gercekleyen kapali-kesikli bir K kumesi varsa,
uzay normal olamaz.

Kanmitlama:Kapali K kiimesi iizerindeki alt uzay kesikli(=diskret) oldugu
igin, K’nin tim alt kiimeleri bu uzayda birer kapali kiimedirler. Dolayisiyla,
eger X uzayl normal olsayds, herbir E C K alt kiimesi igin, ayrik F ve K — E
kapali kiime ciftine kargilik uzaymm, E C Gg, K — E CUgve GgNUg =0
kogullarim gergekleyen Gg ve Ug acik kiimeleri var olurdu. Dikkat edilirse
E1 # E3 (C K) alt kiimeleri i¢in Gg N A # Gg, N A gergeklesir, ciinki,
sozgelimi § # E; — Ey ise E1 — E9 C Gg, N (K — Ey) C Gg, N Ug, ne-
deniyle Gg, N Ug, agik kiimesi bogtan farkl olur ve A yogun oldugu igin
0#£Gg NU,NAC (G, NA)N(X —Gg,) = (G NA)— (ANGEg,) elde
edilir. O halde ¢(E) = Gg N A bigiminde tanumlanan ¢ : P(K) — P(A)
fonksiyonu bire-bir olur ve sonugta 2® < cardK < |[P(K)| < |P(4)| = 2*
celiskisi elde edilirdi . Demek ki X uzay: kesinlikle normal bir uzay degildir.
0O

Herhangi bir (X, 7) topolojik uzay1 ve f : (X,7) — (R, R") fonksiyonu igin,
bu fonksiyonun sifir kiimesi Sif(f) = f~40) = {z € X : f(z) = 0},
tiimleyen sifir kiimesi ise X —Sif(f)={z € X : f(z) #0} = {z € X :
0 < |f(z)|} biciminde tanimlanir. Benzer bicimde, herhangi bir ¢ € R igin
[a < f] = FH{a,0)) = {z € X : a < f(z)} yazalir. [a < f] ve [f < 4]
kiimeleri benzer bi¢cimde tamimlanir. f fonksiyonu siirekli ise [a < f] ve
X — Sif(f) = [0 < |f]] kiimelerinin acgik [a < f] ve Sif(f) kiimelerinin kapali
oldugu gozlenmelidir. Ustelik Sif(f) N Sif(g) = Sif(|f| + |g|) nedeniyle, sonlu
sayida sifir kiimesinin kesigiminin yine bir sifir kiimesi ve dolayis: ile sonlu
tane tiimleyen sifir kiimesinin birlegiminin yine bir tiimleyen sifir kiimesi
oldugu anlagilir. Topolojide, aksi agikga vurgulanmadikga, yalnizca siirekli
gergel degerli fonksiyonlarin sifir ve tiimleyen sifir kiimeleri gézoniine alinir.
Simdi Morita’nin agagidaki tinli sonucunu gorelim.

Morita Teoremi: Herhangi bir topolojik uzayda, tumleyen sifir kimelerden
olugan saylabilir uyeli her agik ortulusun yerel sonlu bir agik incelmesi vardur.
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Kanitlamal: Once Morita’mn 6zgiin kanitlamasini gérelim. U = {Up,}nen
agitk Ortiiliiglintin ﬁyeleri bir X uzayinda birer tiimleyen sifir kiimesi olsun.
O halde [0 < f,] = U, (Vn € N) kosulu gergeklenecek bigimde siirekli gercel
degerli f, fonk31yonlar1 vardir. Dolayst ile Ky, = X — Uj<g<n Ur (Vn € N)
kapali kiimeleri birer sifir kiimesidirler, azalirlar ve kesigimleri bogtur. Oysa
X — K, = [0 < gn] (Vn € N) gergeklenecek bigimde siirekli ve gercel degerli
gn : X — R fonksiyonlar: vardir ve €, = % (Vn € N) dizisi yardimiyla
[6m < gn] = Gn,m c [em < gn] = Fn,m C Gn,m+1 c Fn,m+1 ve X — K, = [O <
gn] = Uno—y Gnm = Upe1 Fnm olur. Gp ., kiimelerinin agik, F, , kiimelerinin
kapali ve bu kiimelerin ikinci alt indislerine gore artan olduklarini gézleyerek
ve bog indis kiimeleri iizerinden alinan birlegimlerin bog kiime oldugunu u-
nutmadan
Won=Un— |J Fin (¥neN)
1<k<n

acik kiimelerinin olugturdugu W = {Wp,}nen ailesinin, aranan yerel sonlu
acgik incelme oldugunu gosterebiliriz. Gergekten her n € Nve 1 < k < n
icin Fgpn € X — Ki = Ui<i<k Ui € Ui<icn Ui ve sonugta Un, — Ui<icn Ui ©
Un, — Ui<ken Fin = Wy gerceklendiginden, herbir z € X igin n, = min{n €
N:z € U,} tanimlayarak, W ailesinin ¢/ ailesini incelten bir ortiiliis oldugu
anlagihr. Ustelik n +m < N ise Gpm N Wy = 0 olur, ¢iinkii

Grm CFam CFunC |J Fin € | Fen S X —Wn
1<k<n 1<k<N

gecerlidir. Ustelik X = X — N2 Kn = UZ4(X — Ky) = U2, U, Gam
nedeniyle G = {Gpnm : (n,m) € N x N} ailesi bir acik ortu1u§ oldugundan,
W ailesinin yerel sonlu oldugu anlagilir.

Kamitlama 2: Daha kisa bir kanitlama soyle verilebilir. Her n € N igin
Un = 10 < fu = USiilem < fal = UZslém < fal gorgeklendiginden,
kisacast Upm = [em < fn] agik kiimeleri aracilifiyla, Upm C [em < fn] C
Upnm+1 (V(n,m) € N x N) gozleyerek U, = Up—; Unm = Upee1 Un;m gegerli
oldugundan, sonugta

U={U- U U Ukm:neN}

1<k<n 1<m<n

acik kiimeler ailesinin Ortiiliis ve istenen yerel sonlu incelme oldugunu, n +
m < N i¢in Up N (Un — Uk NUmen Uk,m) = @ nedeniyle gérmek kolaydir. O
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9imdi, ortiiliis 6zelliklerine iligkin, bu tez boyunca kullanacagimiz toplam
olarak 15 temel bilgiyi sirasiyla gorelim:

Yardimci Teorem 1:Bir X uzaywnda C alt kumeler ailesi verilsin. Eger
A ailesi bu uzayda yerel sonlu bir ortilis ise ve ord(A,C) < wy (VA € A)
kosulu gercekleniyorsa C ailesi de yerel sonlu olur.

Kanitlama: Dikkat edilirse, her z € X igin, sonlu iyeli 6yle bir 4, C A
alt ailesi ve G, € B, vardir ki Go N Ugcy_u, A =0 ve sonugta X =JA =
Uses, A U Uses—ua, A nedeniyle G, C A, bulunur. Oysa A, ailesindeki
sonlu sayidaki liyenin herbiri yalnizca sonlu tane C {iyesi ile kesigebildiginden,
sonlu iiyeli yle bir C, C C alt ailesi vardir ki U Az N Ugec—c, C = 0 olur ve
sonucta G, NC =0 (VC € C — C,) elde edilir. O

Yardimci Teorem 2:Bir X uzayinda her acik ortulusun yerel sonlu ve ka-
pal bir incelmest varsa uzay yantikizdar.

Kanitlama: X uzayinda bir G acik ortiiliigii verilsin. A < G gerceklenecek
bicimde yerel sonlu bir A kapali kiimeler ortiiliigli ve A ailesinin yerel son-
lulugu nedeniyle, var olan ve her B € B igin ord(B,.A4) < wy gerceklenecek
bicimde B agik ortiiliisii araciligl ve hipotez nedeniyle, X < B gercekleyen
yerel sonlu ve kapali K ortiiliigi vardir. O halde her K € K i¢in ord(K, A) <
wq gergeklenir. Simdi

Ka={KeK:KNA=0},Us=X—-|JKa (VA€ A)

tanimlanirsa, K kapali kiimeler ailesinin yerel sonlulugu nedeniyle U 4 kiimesi-
nin agik oldugu ve her A € A igin ANUK4s = 0 nedeniyle A C Uy
gerceklendigi anlagilir. Ustelik, herhangi bir K € K verildiginde K N A # §
icin g.yk. KNUy # 0 gergeklenmesidir; gercekten K N A C K N Uy ne-
deniyle gereklik apagiktir, tersine K NU4 # 0 gegerli fakat K NA = 0 olsayd,
sonugta K € Kg ve K C UK4g = X — Ug nedeniyle § # K NU4 =
celigkisi bulunurdu. O halde Uy = {Us : A € A} agik kiimeler ailesi,
X = UA = Useuld € UseaUs € X nedeniyle bir ortilliigtiir ve simdi
gozlenen gercekler nedeniyle, her K € K igin ord(K,U4) = ord(K,A) < wy
oldugundan, Yardimci Teorem 1 nedeniyle /4 ailesi, X uzayinda yerel sonlu
olur. Artik herbir A € A igin A C G4 € G olacak bigimde tek tiirli be-
lirli bir G4 kiimesi tamimlayarak, U = {Us4N G4 : A € A} agik kiimeler
ailesinin, A C U4 NGy (VA € A) ve sonugta X = Uygeyd C UU C X
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nedeniyle ortiiliis oldugu ve verilen G Ortiliiglini incelten yerel sonlu bir in-
celme oldugu goriilir. O

Micheal Genigleme Teoremi: Bir X uzayinda K yerel sonlu kapals kumeler
ailesi bir ortulus ve ord(K, A) < wo (VK € K) ise A = {Ag}aca ailesinin,
Ay C Gy (Va € A) kosulu gergeklenecek bigimde yerel sonlu bir G = {Ga}aca
“agik genislemesi” vardur.

Kanitlama:Tipki yukaridaki yardimc: teoremde oldugu gibi, G, = X —
U{K € £K: KN A, = 0} (Voo € A) tamimlamak ve ayrica ord(K, A) =
ord(K,G) gergeklendigini gozlemek yeterlidir. a

Yardimeci Teorem 3:Bir ortulugun barisantrik incelmesinin barisantrik in-
celmesi onun yildiz incelmesidir.

Kanitlama: Bir X uzayinda A bir ortiiliis B < A incelmesi {st(z, B) }zex <
A ve C < B incelmesi ise {st(z,C)}zex < B kogullarini gergeklerse, herhangi
bir sabit Cy € C alindiginda st(Cp,C) C Ap olacak bigimde bir Ag € A’'nin
var oldugunu gosterelim. Bu kolaydir, ¢iinkii sabit tutulmug herhangi bir
zg € Cy alinarak, 6nce st(zg,C) C By € B ve st(zg, B) C Ap € A kogullarin
gergekleyen Bg ve Ag kiimelerini belirleyerek, st(Cy,C) = U{C € C : CNCy #
B} C Ag bulunur. Giinki C N Cy # @ gergekleyen herhangi bir C' € C iiyesi
icin . € C N Cy elemam ve st(z.,C) C Be olacak bicimde Be € B var
oldugundan, sonugta g € C U Cy C st(z.,C) C B ve dolayisiyla C C Bg C
st(zg, B) C Ag bulunur. Demek ki gergekten {st(C,C): C € C} < A gegerli
olmaktadir. O

Ayni indis kiimesini kullanan ve iistelik B, C A, (Vo € A) kogulunu gergekle-
yen B = {Bs}acr Ve A = {Aa}oca Ortilliigleri i¢in B ailesine A’min tam
incelmesi denir.

Yardimei Teorem 4:Bir A ortulusunin yerel sonlu bir incelmesinin varlg
icin g.y.k. yerel sonlu bir tam incelmesinin var olmasidar.

Kanitlama: Yeterlik apagiktir. Simdi bir X uzaymnda bir A = {Ag}aca
ortiiligiiniin B gibi yerel sonlu bir incelmesi verilsin. Daha 6nce de vurgu-
landig gibi A indis kiimesinin iyi siralanmig oldugunu varsayiyoruz. O halde
her B € Bigin A(B) = {a € A : B C Ay} # 0 olur. Iyi swralanmig bir
kiimede bosgtan farkli her alt kiimenin tek tiirli belirli bir minimal elemani
var oldugundan her B € B i¢in a(B) = minA(B) € A(B) iyi tanimhdir. O
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halde B C Aq(p) ve her a < a(B) icin B € A, gergeklenir. Ustelik

Bi= |J BCA, (YaceA)
a(B)=a

gergeklesir. B* = {BX}oen < A ve X = UB = UB* gozlemek kolaydir.
B ailesinin yerel sonlu olugunun zorunlu geregi olarak, herhangi bir z €
X noktasina kargilik 6yle bir W, € B, ve sonlu iyeli B, C B vardir ki
WzNUpes-p, B = B olur. O halde her z € X i¢in A, = {a(B) € A: B € B,}
alt indis kiimesi sonlu elemanhdir ve W, N BX = 0 (Va € A — A;) nedeniyle
B* ortiiliigiiniin yerel sonlu oldugu anlagilir. O halde aranan yerel sonlu tam
incelme B* olur. |

Uyari:Yukaridaki sonug nedeniyle, agik¢a vurgulanmasa bile tiim yerel sonlu
incelmeler tam yerel sonlu incelme olarak alinacaktir. Agagidaki benzer sonug
da, tiimiiyle benzer bicimde kanitlanabilecegi i¢in ifadesini vermek yeterlidir.

Yardimc1 Teorem 5:Bir ortulusun noktasal-sonlu bir incelmesinin varlg
icin g.y.k. noktasal sonlu bir tam incelmesinin varlgidar.

Yardimci Teorem 6:Noktasal sonlu her ortulisun indirgenemez bir alt
ortulusu vardr.

Kanitlama: A = {A,}qen ailesi bir X uzayinda noktasal sonlu bir értiiliis
olsun. Bir A’ C A alt ailesine, ancak ve yalniz, X = (A —A") = Uges_a A
kogulu gergekleniyorsa atilabilir bir alt aile diyelim. Simdi A’nin atilabilir
alt aileleri arasinda, ancak ve yalmz A" C A” gegerli ise A’ < A” yazarak
bir kismi siralama tanimlarsak, bu kismi siralamaya gore bir zincir olugturan
(vani o # B icin ya A, < Aj ya da Ay < Aj, gergeklenecek bigimde) { A/ }oes
gibi bir toplulugun, supremumu vardir ve tek tiirli belirlidir, ¢iinkii A* =
Uaer AL ailesi X = [J(A—.A*) gergeklestigi i¢in atilabilirdir ve apacik bicimde
SUPaer AL, = A* gerceklenir. Gergekten herhangi bir z € X alindiginda, sonlu
tiyeli bir A, C A alt indis kiimesi aracihgiile z € Ngep, Ag Ve z ¢ Ugep_n, Ao
gergeklendigine dikkat ederek, en az bir 8, € A; igin Ag, € A — A* ve
dolayistyla z € Ag, C U(A — A*) gostermek yeterli olacaktir, ¢iinkii eger
Apg € A* (VB € A;) gegerli olsaydi, herbir 8 € A, i¢in Ag € A* = Uper A,
nedeniyle, uygun bir ag € I yardimiyla Ag € Al 5 olur ve {AL}aer ailesi bir
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zincir olugturdugundan, A, = {8(1), 8(2), ..., B(n)} olmak ve sdzgelimi

A < A <. < A

@p(1) @5(2) @p(n)

gergeklenmek tizere, Agw) € Ag,,, (V1 < k < n) nedeniyle z ¢ U(A —
Al ﬁ(n)) = X celigkisi dogardi. Demek ki, iinli Zorn Lemmasi’nin geregi
olarak, atilabilir alt ailelerin en az bir maksimal olani vardir ve bu alt aile
Ag C Aise, hem X = (A — Ag) gergeklesir, hem de A — A4 alt ailesinin bir
tek iiyesinin bile atilamaz oldugu anlagilir, ¢linkii bir Ag € A — Ay iiyesi igin
X = U((A - Ay —{4o}) = U(A— (Ao U {Ao})) gegerli olsayd1 Ag ¢ Ag
nedeniyle Ag’in maksimalligine aykir: digiiliirdi. Bu nedenle A — A (C A)
alt ailesine indirgenemez Ortiiliis denilir. O

Uyarn:Eger A = {Aq}aen Ortiiliigii indirgenemez ise Ao —Ugra Ap # 0 (Va €
A) gergeklestigi gozlenmelidir, ¢linkfi Agy — Ugsao Aa = @ olacak bigimde bir
ag € A indisi var olsaydi Agy C Ugtag Ao = U(A — {Ag,}) olur ve X =
AnUU(A—{An}) = U(A—{Any}) nedeniyle, A ailesinin indirgenemezligine
aykiri diigiilmiis olurdu. O halde her o € A igin z, € Aq — Ugza Ap eleman-
larinin varhg kacginilmazdir. z, noktasina A, kiimesinin, A ortiiliigiindeki
seckin noktasi denir. Herbir seckin noktayi, A indirgenemez ailesinde
igeren tek bir iiyenin bulundugunu ve A ailesinin her iiyesinde en fazla bir
segkin noktamin yer aldigimi gozlemeliyiz. Aslinda, herhangi bir uzayda,
herhangi bir A = {An}aea Ortiiliisi i¢in de benzer nitelikte noktalar be-
lirlenebilir, agagidaki sonug bunu agiga gikartmaktadir. Burada M kiimesine
A ortiilliigliniin seckin kiimesi denilir. A 6rtiiliigiiniin her iiyesinde en fazla
bir M elemani bulunduguna 6zellikle dikkat edilmelidir.

Yardimc: Teorem 7:Herhangi bir uzayda, herhangi bir A ortulusu igin

HX = | stlz, A) =st(M,A), ii)st(z, A)NM ={z} (Vz € M)
z€EM

kosullarins gergekleyen bir M = M (A) C X alt kumesi vardr.
Kanitlama:ii) kogulunu gercekleyen ve kapsama bagintisina gore iyi siralan-
mus bir zincir olugturan bir {M,}aeca ailesinin

st(z, A) N | Mo = {z} (vz € | Ma)

a€A acA
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gercekledigini gormek kolaydir, ¢iinkii bir z € U,ep Mo eleman: alindiginda,
y € st(z, A) N Uger Mo elemani ne olursa olsun, uygun bir v € A aracilig
ile z,y € M., olur ve sonugta y € st(z, A) N My = {z} bulunur. Bu nedenle
Zorn Lemmasi'ni kullanarak, i¢) kogulunu gercekleyen maksimal M C X
alt kiimesi belirlenirse, bu M kiimesi i¢in zorunlu olarak ¢) kogulunun da
gerceklesmesi gerektigi goézlenir, ¢iinki X — st(M,A) # @ olmasi duru-
munda, bir zg € X — st(M,.A) eleman: segerek ve zg ¢ st(M,.A) nedeniyle
hem zo ¢ st(z,A) (Vz € M) ve hem de st(zg, A) N M = 0 godzleyerek
kolayca, st(z,A) N (M U {z}) = {z} (Vz € M U {z0}) bulunacagindan,
M U {zo} kiimesinin 4i) kogulunu gercekledigi anlagilir, bu sonug ise M ’nin
maksimalligine aykiridir. O

Aquaro Teoremi 1:Saylabilir tekiz bir uzayda her noktasal sayilabilir acik
ortulugun sonlu bir olt ortulugy vardar.

Kanitlama: Sayilabilir tikiz X uzayinda, G noktasal sayilabilir ortiiligii
ord(z,G) < wp (Vz € X) kogulunu gergeklediginden ve G ortiiliisiiniin seckin
M kiimesi card(GN M) < 1 (VG € G) gergekledigi igin, bu seckin kiime,
sayilabilir tikiz X uzayinda zorunlu olarak sonlu elemanhdir. X = ¢,/ st(z, G)
oldugundan, G’nin sayilabilir iiyeli ve sonugta sonlu iiyeli bir alt ortiiligi ko-
layca tanimlanir. O

A quaro Teoremi 2:Sayslabilir tikiz bir X uzayinda her G agik ortulugune ve
herhangi A C X alt kumesine karsilik, A C Uyeg st(z,G) kosulu gergeklene-
cek bigimde sonlu elemanly bir S C A alt kumesi vardar.

Kanitlama:A'nin bu nitelikte hic bir sonlu alt kiimesi tanimlanamasayda,
kisacas1 herhangi bir sonlu § C A alt kiimesi igin A — Uzegst(z,G) # 0
olsaydi, tiimevarim yardimiyla, her n € N igin

apt1 € A — U st(ak, g)

1<k<n

gerceklenecek ve dolayisiyla terimleri ikigerli olarak farkli olacak bi¢imde,
bir {a,}s2,; € A“ dizisi tamimlanirdi. Dikkat edilirse her n > 1 igin a, ¢
U1<k<n st(ax, G) olur. Her G € G icin card(GN{a, : n € N}) < 1 gergeklendigi
kolayca gozlenir, c¢linkii n < m ve ay,a, € G olsa, olanaksiz olan a,, €
5t(an, G) € Ur<k<m 5t(ak, G) sonucu bulunurdu. Sayilabilir tikiz X uzaymnda
0 # N2y {ar : n < k} gerceklesmesi gerekirken bu olanaksizdir, ¢iinki bir zg
eleman: bu kapali kesigime ait ve zg € Go € G olsa wg = card(GoN{a, :n €
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N}) < 1 geligkisi dogard. O

Bilindigi gibi bir X topolojik uzay: igin, Ax = {(z,2) 1z € X} C X x X
alt kiimesine X Xx X uzayinin kogegeni denilir. Bazi yazarlar bu kiimeye
X'’in kogegeni demektedirler. Jack Ceder tarafindan kanitlanan agagidaki
kullanigh teorem, bu kiimenin, X x X carpim uzayinda bir Gs tiirii kiime
olabilmesine iligkin bir karakterizasyon belirlemektedir.

Ceder Teoremi:X x X ’in kogegeninin bir Gs turu kume olabilmesi igin
g-y-k., X uzaynda {z} = Ny st(z,Gn) (Vo € X) kogsulu gerceklenecek
bigimde bir {Gn}2, agik ortuligler dizisinin var olmasidar.

Kanitlama:X x X uzaymnda Ax = (y~; Gp, olacak bigimde G, C X x X
acik kiimeleri taniml ise,z € X ne olursa olsun G,(z) = {y € X : (z,y) €
Gn} C X alt kiimeleri X uzaymnda aciktir ve G, = {Gnp(z) : z € X}
agik Ortiiliiglerinin istenen kogulu gercekledigi kolayca goriiliir. Tersine X
uzayinda, sozii edilen kosulu gercekleyen bir {G,}32, agik ortiiliigler dizisi
tanimli oldugunda, G, = Ugeg, (G X G) alt kiimeleri X x X ¢arpim uzayinda
agiktir ve Ax = ooy G € Gs olur. O

Ote yandan, bir topolojik uzaya, iyi bilindigi gibi, bu uzayda tanimli her
siirekli gercel degerli fonksiyon sinirl olmak zorunda kaliyorsa sézdetikiz
uzay (=pseudocompact space) denilir. Sayilabilir tikiz uzaylar boyledir,
¢iinkil herhangi bir 7 : X — (R, R?) siirekli fonksiyonu igin, sayilabilir iiyeli
G = {fY((-n,n)) : n € N}agik ortiiliigiiniin sonlu bir alt ortiiliisii var
ve n < m ise f7{((~n,n)) € f1((-m,m)) gecerli oldugundan, sonucta
X = fY((~ng,n0)) ve dolayisiyla f(X) C [~ng, no| gerceklenecek bicimde
bir ng € N vardir, kisacas: |f(z)| < no (Vz € X) gergeklegir. Tikhonov uza-
ylarmin sézdetikizligs i¢in agagidaki iinlii sonug iyi bilinmektedir, b.k.z.[1].

Bagley&Connell&McKnight Teoremi:Bir Tikhonov uzayimin sozdetikiz
olmast igin g.y.k., bu uzaydaki yerel sonlu ag¢ik kume ailelerinin sonlu uyels
olmasidar.

Kanitlama:Yeterlik kogulunu gergekleyen bir X Tikhonov uzayinda, siirekli
bir f : X — (R,R') fonksiyonu i¢in, G = {f~}((k ~ %,k + 1)) }rez acik
ortiiliigii yerel sonlu oldugu icin (¢linki, Iy = (k — %, k+1) (Vk € Z) agik
araliklarinin ailesi (R, R') uzayinda yerel sonlu bir értiiliistiir ve f siireklidir),
sonlu iiyeli olmak zorundadir ve sonugta f(X) C [—Mo, Mo] gerceklenecek
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bicimde bir My > 0 vardir. Tersine X bir sézdetikiz Tikhonov uzay: ise
ve bu uzayda yerel sonlu olan ve en az sayiabilir sonsuz iiyeli bir agk
kiimeler ailesi var olsaydi, Y = {Up}nen gibi yerel sonlu, bogtan farkh bir
acik kiimeler ailesi var olur ve sonugta, her n € N i¢in z, € Uy, fo(zn) = 1
ve fn(X — Up,) = 0 kogullarini gergekleyen Urysohn fonksiyonlar aracilif: ile,
[0 < fu] € Un (¥n € N) bulunurdu. U ailesi yerel sonlu oldugu icin f =
Y%, nfn, gergel degerli fonksiyonu iyi tanimlidir, negatif olmayan degerler
alir ve stirekli olur ama n < f(z,) (Vn € N) nedeniyle, f(X) C [0, My
kosulu gergeklenecek bigimde bir My > 0 sabiti belirlenemezdi. a

Bu boliimde son olarak kapal ve o-kesikli ortiiliiglere iligkin kullanigh baz:
sonuclar elde edelim. Herhangi bir X uzayinda, bogtan farkh acik kiimelerden
olugan ve ortiilii olmas1 gerekmeyen bir G ailesi verilsin. Her n € N igin

F.(G) = {z € X : ord(z,G) < n}

kiimelerinin bu uzayda daima kapali oldugunu gézlemek kolaydir; gercekten
X —Fo (@) ={z € X:n+1<ord(z,G)} (Vn € N) kilmelerinin acik oldugu
ve Fp(G) C Frt1(G) (Yn € N) gerceklendigi goriilmektedir. Bu tez galig-
masinda, ornegin Yardimci Teorem8 ve Yardimci Teorem10’da oldugu gibi,
pek cok kamitlama sirasinda bu kiimelerden siirekli olarak yararlanacagz.
Bilindigi gibi, 7 C F, kosulunu gergekleyen, yani her acik kiimesi sayilabilir
sayida kapali kiimenin birlegimi olarak yazilabilen, ya da esdeger olarak, her
kapali kiimesi sayilabilir sayida agik kiimenin kesigimi olarak yazilabilen bir
(X,7) uzaymna yetkin uzay(=perfect space) denilir.

Agagidaki Yardimer Teoremi J.M. Worrell ve H.H. Wicke ikilisi 1965 yilinda
kamtlamgtir, b.k.z.]2].

Yardimc: Teorem 8: Yetkin bir uzayda, kapals bir kumenin noktasal sonlu
bir G agik ortuluguniun, agagrdaki kosullar: gergekleyen, kapali ve o- kesikli
bir K = Uney Ky incelmesi vardr:

i)ord(K,G) <wp (VK € K)

K eEK,GeGve KNG #Pise K CG

Kanitlama: Xy C X alt kiimesi, yetkin X uzayinda bostan farkli ve kapal
olsun ve G = {Gqa}aen agik kiimeler ailesi, X igin noktasal sonlu bir acik
ortiiliis olsun. O halde Xo C UG ve her z € Xp igin 0 < ord(z,G) < wq
gegerlidir; érnegin bu z € Xy i¢in, s6z gelimi ord(z,G) = n, € Nise z €
XoNFy,(G) ve sonugta Xo = U2, (XoN Fr(G)) gerceklesir. # # X nedeniy-
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le § # Xo N Fny(G) gergeklenecek ve dolayisiyla her n > np icin @ #
Xo N F,(9) olacak bigimde bir ng € N vardir. Bu nedenle, genelligi boz-
maksizin tiim X N F,(G) kesigimlerini bogtan farkl varsayabiliriz. Simdi,
1 < n dogal sayis1 verildiginde, uzayin yetkin olugunun bir geregi olarak,
Xo N Fp1(9) = Ngoey Un—1,m yazihisi gerceklenecek bicimde Up_1m acik
kiimeleri var oldugundan,

Kom(A) = XoN (Fn(G) — Un-1m) N [) Ga (A € Pa(A)),
ach’

Kom = {EKnom(A):A € Po(A)}

kiimelerini ve ailesini tanimlayalim. XCp, m, ailesi X uzayinda kesiklidir ve tiim
iiyeleri bu uzayda birer kapali kiimedir. Gergekten, herhangi bir z € X
alindiginda,

yaz & XoN (Fu(G) — Upn—1m) ,yadaz € XoN (Fp(G) — Un—1,m)

gegerlidir. Bu segeneklerde sozii edilen kesigim kiimesi kapali oldugu igin,
birinci segenek gecerli oldugunda, = elemammnin K, ,, ailesindeki tiim iyelerle
ayrik olan bir acik civari vardir; eger ikinci secenek gegerli ise Xo N (F,(G)—
Un-1m) C Fn(G) — Fn-1(G) nedeniyle ord(z,G) = n gergeklendiginden, tek
tirld belirli bir A, € Pp(A) indis kiimesi araciligiyla 2 € Noep, Go = Wy olur
ve iistelik A" # A, gergekleyen her A’ € P,(A) igin A’ — A, # 0 oldugundan

WoNKnm(A) CF(G)NWoN [) Goa=10

ach’

gerceklesir. K, ailesinin tiim iiyelerinin X¢ alt uzayinda ve sonugta X
uzayinda birer kapal kiime olduklar, tiimiiyle benzer bir yéntemle (bu iiyeye
ait olmayan bir X elemaninin bu iiyeyi kesmeyen bir acik civarinin varligin
kanitlayarak) gosterilebilir. Ustelik yukarda kanitlandig gibi, Xo N (Fo(G) -
Un-1,m) kiimesinin herhangi bir eleman yalnizca tek bir tane K, iiyesine
aittir ve sonugta Xo N (Fr(G) — Up—1,m) € UKnm € Xo gergeklesir. Ote
yandan n = 1 igin, yalnizca

Ki= {Kl’a:-XoﬂFl(g)nGa o€ A}

kapali-kesikli kiime ajlesi tanimlanir. Apagiktir ki XoNF;(G) = UK, gergekle-
gir. Gerek Knm (1 < n,m € N) ve gerekse K; ailelerindeki herbir {iyenin,
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yalnmzca, bu iiyenin taniminda kullanilan G, € G kiimeleri ile kesigebildigi,do-
layisiyla bu iiyenin, herhangi bir G, € G verildiginde, onunla ya ayrik oldugu
ya da onun tarafindan kapsandigi,ozellikle gozlenmelidir. Ayrica herbir K €
Knm ve 1 < n icin ord(K,G) = m ve her bir K € K; icin ord(X,G) =

gbzlenmelidir. Herhangi sayilabilir tane kiimenin birlesiminin, ikigerli ayrik
yazihgimn Upl; An = Ay U UpZo(An — Ui<k<n Ak) biciminde oldugunu ve
XoNF,(G) kiimelerinin monoton azalmayan olduklarini animsayarak, sonugta

Xo = G(XoﬂFn(g))':(XoﬂFl(g))U G((XoﬂFn(g))—-(XoﬂF—l(g))

n=1 n=2

= (XoNFy(G)U fj G (X0 N (Fa(9) = Un-1m))

n=2 m=1

o0 o0
= UKo U UUKnm)
n=2m=1
bulunur. Kisacasi, Xy kapali kiimesinin, noktasal sonlu G acik ortiiliigiini
incelten, aranan niteliklere sahip, kapali ve o-kesikli ortiiligi £ = K U
Unzo Upei Kn,m olur. O

Yardimci Teorem 9:Derlemsel normal bir uzayda K = {K,}aen kapah
kumeler ailesi kesikli ise, K, C U, (Va € A) gercekleyen agik ve kesikli
U = {Uq}oen ailesi vardar.

Not:U ailesine K'nin agik ve kesikli geniglemesi denir.
Kamitlama:Uzay derlemsel normal oldugundan, oncelikle K, C G, (Vo €
A) gergekleyen ve iiyeleri ikigerli ayrik olan G = {Ga}aca acik ailesi vardir.
Oysa K kapali kiimeler ailesi kesikli ve dolayisi ile yerel sonlu ve uzay normal
oldugundan UX C W C W C UG gergeklenecek bicimde acik bir W kiimesi
vardir. Simdi, her € A igin Uy, = G, N W olmak iizere U = {Us}aea
tamimlayahm. K, C G, NUK C G, NW = U, (Va € A) gerceklestigi ve
U ailesinin kesikli oldugu goriilmektedir; gergekten, herhangi bir z elemam
igin z ¢ ¥ W ise, z’in U ailesinde tiim iiyelerle ayrik olan bir civari, z € W ise,
bu kez W C Uyep Go nedeniyle, en fazla bir U iiyesi ile kesigebilen bir civari
vardir. O

Yardimci Teorem 10:X derlemsel normal bir uzay, K C X kapals bir kume
olsun. G agik ailesi K igin noktasal sonlu bir agik ortulug ise, X uzaywmda
actk ve o-kesikli olan ve K kumesini orten bir U = Upeq Un < G incelmesi
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vardar.

Kanitlama:Dikkat edilirse, her z € K i¢in G, = {G € G : z € G} ailesi sonlu
tiyeli ve bogtan farklidir. G = {Gy}aeca vazalm. Ky = {K N F1(G) NN G, :
z € K} ailesinin kesikli oldugunu, iiyelerinin X uzayinda kapali kiimeler ve
K1 = {K N Fi(G) N Ga}tacar ve K N F1(G) C UK, gergeklendigini gérmek
gii¢ degildir. Her K iiyesi G ailesinde tek bir iiye ile kesigir, tiim &tekilerle
ayriktir. Bir onceki yardimer teorem yardimiyla, K N Fi(G) N Go C Urq C
Go (Va € A) ve K N F(G) C© UU: gergeklenecek bigimde Uy = {U1a}aca
agtk ve kesikli geniglemesi vardir. Simdi K N Fo(G) € Ui<pen(UUs) ola-
cak bicimde, X uzayinda kesikli olan ve G ailesini incelten Uy, Us, ..., U, agik
aileleri tamimlanmig oldugunda

Kng1 = {K 0 (Fn1(G) — U (Uuk))mmgw:xEK}

1<k<n

kapali-kesikli ailesinin aslinda

Knin={KNFua(G) - U Uts)) [) Ga: A € Pra(A)}

1<k<n ach’

oldugunu, bu ailenin varolan agik ve kesikli geniglemesi U, ; olmak iizere,
K N Frt1(9) € (K N Frya(9)) — Ursrcn(UUE)) U Ur<pen(Uli) © UKna U
Urrn(Ut) € Uit (UU) gorgeldondigin ve K = U2, (K N Fa(G)) C

> (UUy) ve ayrica Uge; Up, < G oldugunu goézlemek kolaydir. a
Bu son yardimc teoremin kanitlamasinda kullamilan yontemin benzeri ile,
ileride Bolim2’de iinli Micheal&Nagami Teoremi kanitlanacaktir.

Bu bolimi, Kiimeler Kurami’'ndan alinan ve Bélim 3 ile Bélimb5’de kul-
lanacagimiz ve belirli nitelikteki dizilerin varliklarimi kanitlayan agagidaki
iki yararli sonugla kapatiyoruz. Ozellikle, 1970 yilinda kanitlanan Burke
Yardimer Teoremi (b.k.z.[3]), ordinal sayilara iligkin temel bilgileri bilmenin
Genel Topoloji’de ne denli yagamsal 6nemi oldugu gergegini aciga ¢ikaracaktir.

Yardimeci Teorem 11:Sonlu dyeli, bogtan farkli A, aileleri Api1 < A, (Vn €
N) kismi incelme kosulunu gergeklerse, Any1 C An (Vn € N) gerceklenecek
bigimde A, € A, (Vn € N) dyeleri vardur.

Kanitlama:Dikkat edilirse, herhangi bir n € N ve herhangi bir 4, € A,
alindiginda, kismi incelme kogullar1 nedeniyle, A, C A, 1 C ... C A3 C A;
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kogulu gerceklenecek bigimde, monoton azalmayan sonlu diziler tanimlamak
gii¢ degildir; iiyelerinin ikigerli farkli olup olmadigina bakilmaksizin, boyle
bir diziye, n iiyeli sonlu dizi diyelim. Simdi burada amaclanan, monoton art-
mayan ve A, € A, (Vn € N) gergeklenecek bicimde en az bir sonsuz {A4,}52,
dizisinin tamimlanabildigini géstermektir. Oysa, her n € N i¢in, n kiimeden
tiyesi bu dizinin kiimeleri olan n + 1 iyeli bir sonlu dizinin var oldugunu
gozlemek gii¢ degildir. Bu nedenle, aranilan dizi tiimevarim yoluyla kolayca
belirlenir. O

Burke Yardimc: Teoremi:Her a < wg i¢in Ay, C [0,wq) alt kumeleri
sayilabilir elemanl ise, 1 < oy < ag < a3 < ... < wg ve an & Ay, (n #m)
kogullary gergeklenecek bicimde, artan bir {an}Se dizisi vardar.
Kanitlama:Oncelikle, A, = {8 € [o,ws) : a ¢ Ag} (Vo < wy) alt kiimelerini
tanimlayarak, her @ < wsy igin cardA, < w; gergeklesmesinin kesinlikle
olanaksiz oldugunu kanitlayalim. Olmayana ergi yontemini kullanalim, dolay:
siyla, simdi cardd, < w; (Va < wsy) gergeklegtiini varsayiyoruz. Ko-
layca, herhangi bir sabit ag > w; alindiginda card(Uy<cq, 4a) < oo < wp =
card|ag, wq) gobzleyebiliriz, ¢linkd, cardd, < wy (Va € [0,ap)) varsayimi
nedeniyle var olan ¢, : Ay — [0,w;) bire-bir fonksiyonlar: aracilig: ile, her-
bir € Upcap Aa i¢in a; = min{a € [0,a0) : © € As} < ag ve p(z) =
(02, Yo, () € [0, a0) X [0,w;) olmak iizere, ¢ : Ugcny Aa — [0, a0) X [0,w;)
fonksiyonunun, apacik bicimde bire bir olduguna dikkat ederek, card(Ua<q, Ac)
< card([0, ag) x [0,w1)) = a@pwy = ag < wy bulunur. Sonugta [ag,ws) —
Ua<ao Aa # @ bulunur ve istelik bu fark kiimesinin kardinalitesi wg olur. O
halde bir By € [ag, w2) — Ua<a, Aa segerek, herbir @ € [0, ag) icin o < ag <
Bo < wp yani By € [a,ws) ve fakat By ¢ A, nedeniyle o € Ag, ve sonugta
[0,0) € Ag, gbzlenmelidir. Tim bunlardan wy £ o = card[0,ap) <
cardAg, < wq celigkisi dogardi. Demek ki {a € [0,ws) : wy; < cardA,}
kiimesinin bog olmadig: anlagihir. Bu, iyi siralanmig [0,ws) ordinal sayilar
araligimin bir alt kiimesi oldugundan a; = min{a € [0,ws2) : w1 < cardA,}
minimal elemani iyi tanimhdir ve w; < cardA,, olur. Bundan sonra amacimiz

z')a1<a2<...<an<an+1<...<w2
1) ap & Ag,,, (n £#m,n,m € N)
4it) wy < card(Mi<k<n Aay) (YR €N)
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kogullar: gerceklenecek bigimde a,, ordinal sayilarini tiimevarimla tanimlamak-
tir. a1 yukarida tammmlanmigtir. o7 < @y < ... < ap.1 < a, ordinal

sayilar1 4¢) ve 444) kogullar1 gergeklenecek bigimde belirlenmis oldugunda,

Yo = sup(Ur<k<n Aoy, ) +1 < wo ordinal sayisini tanmimlarsak, wy = Ry kardinal

sayisiun niteligi geregince, her a € [0, w?) igin card|0, o) < wy oldugundan

Eyn = ﬂ Agy, — [0770) = n Ag, N [’707“)2)

1<k<n 1<k<n

kiimesi i¢in wy < cardE, = card(Vi<x<n Ae,) bulunur. $imdi de, en az bir
a € E, igin wy < card(E, N As) gergeklestigini gosterelim. Tipk: yukarda
yapildig gibi, eger card(E, N Ay) < wy (Vo € E,,) varsayimi gecerli olsayda,
card[yo, af) = w1 = card(EnNyo, o)) gergeklenecek bigimde bir af € [yp, wa)
belirleyerek ve

wy < card(En, — | {En N As : @ € EnN [y0, 20)})

gozleyerek, bu son fark kiimesinin, apagiktir ki E, N[y, aq) kilmesi tarafindan
kapsanamayacag icin, aj < ) gergekleyen bir 8f) € E,, elemam vardir ve her-
hangi bir o € E, N [y, ) i¢in @ < af < B < wg yani G} € [ag, ws) ve fakat
By ¢ En0 Ay yani G ¢ Aq nedeniyle a € Ag ve sonugta By, N [y, ap) € Ag
bulunur, tim bunlardan ise wy = card(E, N [yy,ap)) < cardAg < wp
celigkisi dogardi. O halde {« € E,, : wy < card(E, N A,)} kiimesi bogtan
farklidir ve apny; = min{a € E, : w; < card(E, N A,)} tanimlarsak,
ont1 € En C [yo,w2) nedeniyle ani1 > vo > sup(Uick<n Aa,) nedeniyle
ant1 € Uick<n Aoy Olur, ayrica any1 € En C (Ni<k<n Ao, nedeniyle, her-
bir 1 < k < n i¢in o ¢ As,,, bulunur, kisacasi i) ve ii) kogullar: ve
wi < card(En N Ag,,y) < card(Mi<k<nts Aa,) nedeniyle 4ii) gegerli olmak-
tadir. Timevarim siireci ve sonugta kamitlama bitirilmigtir, apagiktir ki
genelligi bozmaksizin 1 < o; ahnabilir. 0O
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Bolum 2
YANTIKIZ VE OTETIKIZ UZAYLAR

Bu béliimde yantikiz ve 6tetikiz uzaylar iizerine bilinen en temel gergekler
biraraya getirilecektir. Bilindigi gibi bir topolojik uzaya, ancak ve yalniz, her
agik Ortiilligiiniin yerel sonlu bir agik incelmesi tanimlanabilirse yantikiz (ya
da parakompakt)uzay ve her agik Srtiiligliniin noktasal sonlu bir agik in-
celmesi tanimlanabilirse otetikiz(ya da metakompakt) uzay denilir.Her
tikiz uzayin yantikiz ve her yantikiz uzayin 6tetikiz oldugu apagiktir. An-
cak ve yalniz yantikiz ve acinir olan T3 uzaylarinin metriklenebilir oldugunu
sOyleyen iinlii Bing Metriklenebilme Teoremi yantikiz uzaylarin olaganiis-
tii Onemini agiga cikartmigtir. Yantikiz uzaylar sinifi aslinda ¢ok kalabaliktir,
agagida verilen ve ilk kez 1948 yilinda Ingiliz matematikgi Arthur Stone
tarafindan kanitlanan c¢ok iinlii teorem (b.k.z.[4]), tim s6zdemetriklenebilir
ve dolayisi ile tiim metriklenebilir uzaylarin yantikiz oldugunu séylemektedir.
O halde tiim Eukleides uzaylarinin bogtan farkh tiim agik alt uzaylari, (bu
uzaylarin baglantililigy nedeniyle kapali olamadiklarindan), tikiz olmayan
yantikiz Hausdorff uzay1 6rnegi olugtururlar. A.Stone’nun bu iinlii teorem-
inin, belli bagh kanitlamalar1 arasinda en kisa olanlarindan birisi agagida
verilen ve Japon K.Nagami’ye ait olan kanitlamadir:

Stone Teoremi:Her sozdemetrik uzay yantikizdir.

Kanitlama:Bir (X, d) sézdemetrik uzayinda indis kiimesi iyi siralanmig bir
G = {Ga}aca acik Ortiiliigi verilsin. Bilindigi gibi A C X alt kiimesi ve
0 < € ne olursa olsun, Sg(4,¢) = {z € X : d(z, 4) < ¢} kiimeleri bu uzayda
aciktir, ¢linkll zg € Sg(A4,¢) ise d(zg, A) + € < € — €p olacak bigimde 0 < €
vardir ve Sy(zo,€0) C S4(A, €) gegerlidir, ayrica A C Sq(A, €) gergeklenir ve
dolayisiyla, tiimleyeni Sg(X — A, €) agik kiimesi olan K 4(e) = A—S4(X — A, ¢)
kiimesinin kapali oldugunu ve iistelik A agtk ve z € A ise z ¢ X — A
nedeniyle 0 < e, < d(z,X — A) gergekleyen porzitif €, sayis1 yardimiyla
z € K a(e,) gergeklendigine dikkat edilmelidir. Simdi, 6nce kisalik amaciyla
en = 2(Vn € N) yazarak
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Kn,a =G4 — (Sd(X — Ga, 6,-,,) U U Gg) (‘v’(n,oz) € NXA)

B<a

kapali kiimelerini tanimlayalim. Burada oOncelikle, €,,1 < €, nedeniyle her
(n,a) € NxA i¢in K, o C Kpy1,0 gergeklendigi gozlenmelidir. Dolayisiyla
0 # Knyo ise § # Kno (Vn > ng) olur. Dikkat edilirse K, o kiimesi aslinda
Ka,(en) = Go—8a(X —Gq, €n) ve X —Up<, Gp kapali kiimelerinin kesigimidir
ve istelik

oo
X = U U K’n.,az U K‘n,a
n=1acA (n,0)ENXA

gegerlidir, ¢iinkii, herhangi bir z € X igin, iyi siralanmig A indis kiimesinin
bogtan farkh A, = {a € A : z € G,} alt kiimesi igin, o, = minA, ol-
mak iizere, z € Gqo, — Ug<a, Ga olur ve yukarida gozlendigi gibi 0 < ¢,, <
d(z, X —G,) nedeniyle z € K¢, _(en,)—Ua<a, Go = Kapn, bulunur. O halde
yukaridaki bu egitlikler nedeniyle K, , kiimelerini bostan farkl: varsayabiliriz
ya da ayni sey demek olan,bogtan farkl olanlar ile galigiriz. Ustelik dikkat
edilirse

KnoaNSy(X —Ga,6n) =0 ve en < d(Kpa, X — Go)

gegerlidir. Ayrica @ # (3 ve sozgelimi 8 < « gegerli ise Ky o © X —Uycoa Gy C
X — Gp nedeniyle

€n < d(Kn,ﬂ,X — Gﬁ) < d(Kn’ﬂ, K‘n,a) (Vn eNa #* ,6)

bulunur. O halde herbir n € Nicin U, = {Sa(Kna,€3n)}aca ailesi kesik-
lidir, ¢iinkii herbir z € X igin Sy(z, €6n) agik yuvar: bu ailede en fazla bir
tek iye ile kesigebilir, ciinki o # 8 iken y € S4(z,€6n) N Sa(Kna, €3n) Ve
z € Sq(z,e6n) N Sa(Knp, €3n) elemanlan var olsaydi €, < d(Kpq, Kng) <
d(Kna y) +d(y,z) + d(z,z) + d(z,Kng) < e geligkisi bulunurdu. Ayrica
KpnaNSa(X — Gy, €n) = B nedeniyle S4(Kn s €n) ile X — G, ayriktir, ciinki
iyi bilindigi gibi A N Sa(B,¢) = 0 ile S4(A,e) N B = @ iddalan esdegerdedir.



25

O halde 0 < €3y, < €, nedeniyle her (n, o) € NxA i¢in Sy(Kp o, €3n) © G bu-
lunur. S6zde metrik uzaylarda, bogtan farkli her agik kiime bir tiimleyen sifir
kiimesi oldugundan (¢linkii G agik kiime ise, fo(z) = d(z, X — G) (Vz € X)
bi¢ciminde tanimlanan diizglin siirekli gercel degerli fonksiyon araciligiyla
G = [0 < fg] gergeklenir), sonugta U, = UUp = Uger Si(Bna, €3n) (Vn € N)
tiimleyen sifir kiimelerinin olugturdugu U = {Up}nen Ortiiliigiiniin, Boliml,
Morita Teoremi nedeniyle {W, },en gibi yerel sonlu bir tam incelmesi var ve
Uy, aileleri kesikli oldugundan ve W, = Wy, N Ugen Sa(Kn,a,€32) (V0 € N)
gerceklendiginden, sonucta

W = {WpNSa(Knas €sn) : (n,a) € NxA}

acik Ortiiliigliniin G’nin aranan yerel sonlu agik incelmesi oldugu anlagilir. O

Uyari:Nagami’nin yukarda verilen kanmitlamasinda, her n € N igin W, =
{WnNSa(Kpa, €3n) }aca yazilirsa, W = Up; W, yerel sonlu incelmesinin o—
kesikli oldugu o6zellikle gozlenmelidir. Demek ki A.Stone’un agagida verilen
teoremi de kanitlanmig olmaktadir.

Teorem 2:Bir sézdemetrik uzayda her agik ortiiliisiin o— kesikli olan yerel
sonlu ve acik bir incelmesi vardir.

Agagidaki teorem ise yantikiz Hausdorff uzaylarinin ¢ok giiclii ayirma 6zelligi-
ne sahip oldugunu agiga cgikartmaktadir. Bilindigi gibi bir uzaya, kapal
kiimelerden olugan her kesikli ailesinin iiyelerini ayiran ikigerli ayrik bir agik
kiimeler ailesi tanimlanabiliyorsa derlemsel normal denir.

Bing Teoremi [5]:Her yantikiz Hausdorff uzay: derlemsel normaldir.

Kanitlama:Bu nitelikteki bir X uzayimin 6ncelikle normal oldugunu géstere-
lim. Once, simdi verilecek olan kanitlamanin tlimiiyle benzeri ile uzayn
diizenli oldugu kamitlanir. Simdi de X uzayinda K; ve Ky ayrik kapali
kiimeleri verilsin. Her z € K igin z € Wy ve Ko C U,(K3) ve W,NUz(K3) =
@ kogsullarmmi gercekleyen W, ve U,(K3) agk kiimeleri var ve istelik her
z € Ky igin Ko N W, C Uyx(K2) N Wy C Uy(K3) N W, = 0 gerceklendigine
dikkat ederek, W = {Wy}zek, U {X — K1} acik ortiiliigliniin yerel sonlu ve
agik incelmesi G ise, her G € g_igin ya G C Wy kosulu gerceklenecek
bigimde bir z(G) € K; var ve GN Ky = @ olur ya da G C X — K; ve
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dolayisiyla G N K1 = 0 olacagindan, sonucta efer GNKy # B ise GN Ky =0
bulunacagmdan K1 C st(K1,G) ve st(K1,G)N Kg = 0 nedeniyle st(K1,G) ve

—st(K1, G) ayrik agik kiimeleri K7 ve K3 ayrik kapali kiimelerini kapsarlar.
Slmdl X uzaynda bir K = {Ko}aea kesikli ve kapal ailesi alindifinda, nor-
mal X uzaynda, Béliim1’deki Normal Uzaylarin Ortiiliis Teoremi icinde
verilen Micheal Teoremi’nin geregi olarak, Uy = X —Ugso Kp (Va € A) olmak
tizere U = {Uy}aeca acik Ortilliigiiniin,var olan acik ve barisantrik G incelmesi
icin, z € X ne olursa olsun, uygun bir o, € A sayesinde st(z,G) C U,,
oldugundan, yani st(z, G) yildiz kiimesi, birisi diginda tiim K, € K kiimeleri
ile ayrik oldugundan, st(Ko,G) N st(Kp,G) = 0 (a # B) gergeklendigini
gozlemek giig degildir, ¢iinkii, sozgelimi a # § iken z € st(Ko, G) Nst(Kg, G)
gerceklegseydi, hem K, N st(z,G) # ® ve hem de Kg N st(z,G) # O bu-
lunurdu, bu yukarda goézlendigi gibi olanaksizdir. G bir értiiliig oldugundan
Ko C st(Kq,G) (Vo € A) apagiktir, kanitlama bitirilmis olur, |

Teorem 4: Yantikiz olmayan otetrkiz Hausdorff wzaylars vardur.
Kanitlama:X = R kiimesi {izerinde, her = # 0 gercel sayisinin yerel taban
ailesinin (R, R*) uzaymdaki gibi oldugu ve z = 0 igin yerel taban ailesinin

Bo = {Bo(en) = (—€n, ) — A 1 €, | 07}

biciminde oldugu Delikli Aleksandroff Uzayi, iyi bilindigi gibi diizenli ol-
mayan bir Hausdorff uzayidir, ¢linkii Bp(e,) € Bo(e1) (Vn € N) gergeklenir.
Burada A = {-,1; : k € Z,k # 0} yazilmigtir ve kolayca gozlenecegi gibi bu
kiime bu uzayda kapali ve seyrektir. Bu uzay diizenli olmadig: icin, Bing
Teoremi nedeniyle yantikiz olamaz, ¢iinkii iyi bilindigi gibi normal Haus-
dorff uzaylar: diizenli(regiiler)dir. Oysa bu uzayda, taban iiyelerini kulla-
narak tanimlanan her U = {U,}aea agik Ortiiliigiiniin noktasal sonlu bir acik
incelmesi vardir. Gergekten X — A kiimesi lizerindeki alt uzay topolojisi,
(R,R") uzayindan edinilen alt uzay topolojisi ile cakigtigindan, {Uy — A}aca
acik kiimeler ailesinin (R,R') uzayinda ve sonugta bu uzayda yerel sonlu
olan ve X — A kiimesini 6rten ve X — A = |JW gergekleyen W gibi bir agik
incelmesi vardir. O halde W bu uzayda acik ve yerel sonlu bir ailedir. Simdi
her a € A igin a € Uy, olacak bigimde tek bir a(a) € A indisi belirleyerek

U:={ (0,2a)ﬂUa(a) ;a>0 (Vo € A)

(26,0)NUqsy ;a<0
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olmak iizere W U {U[}qca ailesinin U Ortiiliigiiniin aranan noktasal sonlu
acik incelmesi oldugu gorilir. Demek ki Delikli Aleksandroff Uzay1 yantikiz
olmayan o6tetikiz bir Hausdorff uzayidir. Bu uzaymn benzerleri (R”,d,) n-
boyutlu Eukleides uzaymnda, 4 = {(0,0,...,0,%) : k¥ € Z,k # 0} kiimesini
kapali ve seyrek yapan topolojileri tanimlayarak kolayca verilebilir. a

Simdi de, tiimii usta matematik¢i Ernest Micheal tarafindan kanitlanmig
olan agagidaki onemli karakterizasyonlar: gérelim, b.k.z.[6],[7].

Micheal Teoremi 1:Duzenli bir uzayin yantikiz olabilmesi igin g.y.k. her
agtk ortulugunun o—yerel sonlu bir agik incelmesinin var olmasidr.
Kanitlama:Gereklik apaciktir. Simdi yeterlik hipotezini gercekleyen diizenli
bir X uzaymn bir G agik ortiiliigii verilsin. O halde W < W < G kosulunu
gercekleyen bir W agik ortiiliigii ve onun o-yerel sonlu olan acik U = Up2, Uy, <
W incelmesi vardir, kisacasi her n € N igin U, ailesi yerel sonludur ve
X = U2, (UU,) gerceklesir. Simdi de

Kn={T- U Uth) :Uecthh} (vneN

1<k<n

kapali kiime aileleri aracilifiyla K = UpZ, Ky, ailesini tanimlayalim. Apagiktir
ki UK, € X — Urcken(UlUk) (Vn € N) olur ve ayrica K < U<W-=<g
gerceklesir. Ustelik K yerel sonlu kapali bir értiiliistiir. Gergekten her z € X
icin £ € Uln, — Upen, (UUx) ve sonugta z € UK,, olacak bicimde bir
ny € N vardir ve ayrica her n < ng icin Gyle bir G,, € B, ve sonlu
bir Up . C Un alt ailesi vardir ki Gzn N Uyey,—u, . U = 0 olur. Sonucta
z € By € (Nn<n, Gzn) N (UUn,) gergekleyen B, € Bz kiimesinin

Ba 0 ngn (U K:n) < nngn Uunz B 1<LkJ<n (UUk) =/

gercekledigi ve tim K ailesinde en fazla sonlu sayida iiye ile kesigebildigi
goriilmektedir. O halde X uzayi, Bolim 1, Yardimci Teorem 2 nedeniyle
yantikiz olur. O

Sonug:Diizenli Lindeldf uzaylari yantikizdir.
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Kanitlama:Sayilabilir tiyeli her agik ortiiliis o- yerel sonludur. O

Uyaru:Bir X uzaymnda tammli, siirekli gercel degerli {fu}aca fonksiyonlar
ailesi, efer Go = [0 < |fol] = {# € X : folz) # 0} (Va € A) ack
kiimelerinin ailesi {Gq}aca yerel sonlu ise, kolayca goriilecegi gibi, f(z) =
Yaca folz) (V2 € X) bigiminde siirekli bir gergel degerli fonksiyon belirler,
¢linkii herbir z € X igin, 6yle uygun bir B, € B, ve sonlu A; C A vardir ki
B:NGo=0 (Va € A— Ap) yani f,(B;) = 0(Va € A — A,) olur ve sonugta

f@)= > faly)  (Vy € By)

a€lAg

gerceklegir, kisacasi f fonksiyonunun, her noktanin uygun bir agik civarinda,
bu noktaya bagl olarak belirlenen sonlu tane ar € A (k = 1,...,,n) indisi
yardimiyla

f—":foq +fa2+-~-+fan

gergekledigi ve sonugta her noktada siirekli oldugu anlagilir. Eger, bir {f,}aca
gercel degerli siirekli fonksiyonlar ailesi

i) 0L fa (MaedA) , i) Y falz) =1  (Vz e X)

a€lN

kogullarini gergeklerse bu aileye birimin bir pargalanisi denir. Dikkat
edilirse, her @ € A i¢in 0 < fo < Yoea fo = 1 gergeklenir. Eger, herbir
z € X igin fo(z) = 0(Va € A — A;) kosulu gergeklenecek bigimde sonlu ele-
manl bir A, C A alt kiimesi varsa { fo }oca fonksiyon ailesine noktasal sonlu
denir. Eger, {[0 < fa]}aea yerel sonlu ve agik bir ortiiliig ise, bu durumda
bu aileye yerel sonlu fonksiyon ailesi denir. X uzayinda, bir G = {Gq}aeca
actk ortiiltigiine karsihik

0<fal=fH(0,1))CGa  (Vaed)

kogulu gerceklenecek bigimde birimin bir parcalanis ailesi { fo }aea tanimlana-
biliyorsa, bu aileye G ortiiliigiiniin ikincil’i ya da ast’1 denilir.



29

Micheal Teoremi 2:Bir Ty uzay: i¢in agagqidakiler esdegerdir:

i) X yantikizdr.

i1) X wuzaywnin her agik ortulusunun ikincili olan yerel sonlu bir birimin
parcalanist vardar.

i) X uzaywmn her agik ortulugunun ikincili olan noktasal sonlu bir bi-
rimin parcalanist vardar.
Kanitlama:X uzay: igin iii) gegerli ve G = {Ga}aea bu uzayda acik bir
ortiilis ve {fu}aca birimin parcalamg ailesi de G’nin noktasal sonlu ikin-
cili olsun. O halde, her z € X i¢in A, = {a € A : 0 < folz)} C A
sonlu indislidir. Her n € Nigin ¢, = i— ve Whna = [en < fo] ve W, =
{Wyo}taen olsun., Kolayca Wpo = [en < fo] € [0 < fo] € Go(V(n,a) €
NxA) nedeniyle W = Uy Wn < G bulunur. Ustelik herbir W, ailesi
X uzayinda yerel sonludur ciinkii zg € X verildiginde, sabit tutulmus n
dogal sayisi ile caligarak, noktasal sonluluk kogulu geregi, uygun bir sonlu
Ay © A aracihfiyla EaeAzo fo(zo) = 1 ve fa(x0) = 0(Va € A — Ay)
gerceklendiginden, siireklilikleri kullanarak

l—€m< Y. fa(3) <1 (V3 € Gapm € Bayy)

aeAwo

bulunur, burada her z € Gy,n ve her o € Ay, icin 0 < fo(z) ve dolayisi
ile Ay, € A, alinabilecegine dikkat edilmelidir. Ustelik Goom M Wha =
f(Va € A—A,,) gerceklendigini gorebiliriz, gercekten, dikkat edilirse, eger bir
BEA— Ay icin z € Gy o N Wh g # 0 gegerli olsaydi, sonugta z € [e, < fg]
yani e, < fa(z) ve Ay U {8} C Ag ve en — €9, = €2, nedeniyle

1= Z fa(z) = Z fo(z) 2 fa(z) + Z fo(z) > 1+ eon

achA achA, ozeA,,,.0

celigkisi elde edilirdi. Demek ki herbir W, ailesi yerel sonlu ve sonucta W
ailesi o-yerel sonludur. O halde diizenli oldugu icin X uzay: yantikiz olur.
Gergekten, iii) kogulunu gercekleyen X uzayinin bir Tikhonof uzay: oldugunu
gostermek kolaydir. zg € X ve By, € By, verilsin. Gy = {X — {20}, By}
acik Ortiiliigiiniin ikincili olan birimin parcalanii {f, g} olsun, kisacasi [0 <
f1 € X —{z0} ve [0 < g] C By, ve f+ g = 1 gergeklessin, kolayca f(zg) =0
ve g(zg) = 1 ve g(X — By,) = {0} gergeklesir. iii)= i) gosterilmig olur.
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Son olarak X uzay: i) kogulunu gergeklesin. G = {Gq}aeca agik Ortiilisi
verildiginde, genelligi bozmaksizin G Ortiiliiglinii yerel sonlu alarak, Bolim
1, Lefschetz Teoremi nedeniyle U, C G,(Va € A) kosulunu gercekleyen
{U,}aecn tam daralmasi ve X uzayl normal oldugu icin f,(U,) = 1 ve
fo(X — Go) = 0 ve dolayisiyla [0 < f,] € Ga gercekleyen siirekli f,
Urysohn fonksiyonlar1 yardimiyla, f = > ,cp fa gercel degerli fonksiyonunun
siirekli oldugunu ve her z € X igin, uygun bir a, € A araciligiyla z €
U,, ve nedeniyle 1 = f, (z) < f(z) ve sonugta daima 0 < f(z)(Vz €
X) gergeklendigini gozleyerek g, = % (Va € A) fonksiyonlarinin {ga}eeca
ailesinin G Ortiiliigiiniin ikincili olan yerel sonlu birimin parcalanig: oldugunu
gormek kolaydir. Demek ki i)=-ii) gésterilmis olur. O

Micheal Teoremi 3:Yantikiz bir To uzayimin surekli ve kapal goruntusu
de yantikizdar.

Kanmitlama: X uzay: yantikiz bir Ty uzay: ve f : X — Y fonksiyonu siirekli,
orten ve kapali olsun. O halde Y uzay: normal bir 7% uzay1 olur. Simdi Y
uzayinda indis kiimesi iyi siralanmig herhangi bir & = {U,}aea agik Ortiliisi
verilsin. Her n € Nigin, tiimevarimla X uzaymda K, = {Kp o }aca kapal ve
yerel sonlu ailelerini agagidaki kogullar gerceklenecek bigimde tanimlayacagiz.

Kosn(i) : Ko C f7HUL) (Va € A),
Kosn(ii) : f(Ena) N f(UJ Kn-18) =0 (Vo€ A,Vn > 1).
B<a

K, olarak, yantikiz X uzayinda, Bolim 1, Yardimc: Teorem 4 nedeniyle var
olan ve G4 C f~}(Us)(Va € A) kosulunu gergekleyen yerel sonlu ve agik G =
{Ga}aen ortiiliisii araciigiyla Ky, = Go(Va € A) alarak K1 = {K1o}aca
olarak tanimlanabilir. Simdi K1, K, ..., K, kapali yerel sonlu aileleri, yukari-
daki kosullar gerceklenecek bicimde tamimlanmig olundugunda, her a € A
icin f(Up<a Kn,3) alt kiimesi Y uzayinda kapali oldugundan

Wa,n+1 = f_l(Ua) - f_lf (U K’n,ﬁ) (O: € A)
B<a

agik kiimelerini tanimlayalim. Herhangi birz € X alhndigindaz € f~1(U,,)—
" (Uaca, Ua) olacak bigimde bir o, € A var ve iistelik ™! f(Ugca, Kna) =
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F HUacap F(Kna)) € f ™ Ua<an Ua) gegerli oldugundan z € W, nyq olur,
demek ki Wp1 = {Whny1a}aen acik kiimeler ailesi X uzayinda bir 6rtiiliigtiir.
Dolayisi ile, tipki yukardaki gibi Gpi1,0 € Wyiao(Va € A) olacak bigimde
yerel sonlu Gpi1 = {Gnt1,0}ach agik incelmesi vardir ve K ntla = Gni1,a(Va €
A) ve Kni1 = {Kni1ataca alimr. Dolayis ile Kog(n + 1)(i) gerceklenir ve
iistelik

Wn+1,a N f_lf( U Kn,ﬂ) =0= f(K'rH—l,a) N f( U Kn,ﬁ) (Va € A)
B<a B<a

nedeniyle Kog(n + 1)(#¢) gerceklegir. O halde tiim yerel sonlu ve kapali
Krn = {Kna}aea ailelerinin tanimlanmas: iglemi tamamlanmig olur. S$imdi Y
uzayinda

Vaa=Y — (f(ﬂy Kn,ﬁ) U f(ﬁU Kn+1,ﬁ)> (V(n, a) € NXA)

agik kiimelerini ve V, = {Vpa}aca ailelerini tanimlayalim. f fonksiyonu
orten ve Kp, Kpny aileleri X uzayinda ortiiliis olduklarindan

F(Ena) UF(U Enp) =Y = f(|J Kns1,8) U F( Knirp),
B#a B<a a<lp

Vn,a g f(Kn,a) N f( U Kn+1,ﬁ) g f(Kn,a) g Ua (a € A)

as<p

gozlenir. Amacimiz, herbir V, ailesinin Y uzayinda yerel sonlu ve V =
Up=1 Vr o-yerel sonlu ailesinin bir értiiliis oldugunu gdstermektir. Herhangi

bir y € Y verildiginde Ay, = {a € A1y € f(Kno)} ve oy = min(U2; Ayp)
tamimlayalim. o, € Ay, gergeklenecek bigimde bir n, € N var oldugundan,

Y€ f(Kny,ay) vey ¢ Uﬂ<ay f(K‘ny+1,,3) = f(U,3<ay Kny+1,,3) vey ¢ Ua<ay f(Kny,a)
bulunur, istelik Ny, = ny + 1 yazlisa, her o > oy i¢in y € f(Kp,0,) =
F(KNy—1,05) € F(Up<a Kn,-1,8) ve Kosny (i4) kullamlarak y ¢ f(K,, o) (Vo >

o) Ve sonugta

yey — (f( U Kny,a) U f( U Kny+1,a)) = Voo © UVny

a;éay a<oy
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olur. Demek ki V ailesi Y uzayinda bir ortiiliigtiir. Ustelik dikkat edilirse,
herhangi bir n € N verildiginde, yukarida belirlenen oy, € A indisi aracihigiyla

Yy EBy=Y— (f( U Kn,a)Uf( U Kn+1,a))
a<ay ay<o

gerceklegir. Bu agk kiime V), ailesinde en fazla bir iiye ile kesigebilir, ¢iinkii
a # ay icin

V- (1Y K UHY )] =0 @<
<oy B#o
ByNVpa C
Y — <f( U Kni1y) UF(U Kn+1,ﬂ)) =0 (<o)
oy <7y B<a
gerceklesmektedir. Kanitlama, Micheal Teoremi 1 nedeniyle biter. O

Agagidaki olaganiistii sonug, 1955 yilinda bagimsiz olarak E.Micheal ve K.Na-
gami tarafindan kanitlanmigtir ve literatiirde Micheal&Nagami Teoremi olarak
bilinir, b.k.z.[8]. Ardisira gelen ise bu teoremin bir bagka sdylenisidir.

Micheal&Nagami Teoremi: Derlemsel normal uzaylarda yantikizlik ve otets-
kwzlek kavramlar egdegerdir.

Micheal&Nagami Teoremi:Bir Ty uzayinin yantkiz olabilmesi icin gyk
derlemsel normal ve otetikiz olmasidar.

Kanitlama:Birinci soylenisi kanitlamak yeterlidir. X derlemsel normal ve
otetikiz bir uzay ve G = {G}aea bu uzayda noktasal sonlu herhangi bir acik
ortiilig olsun. Bolim 1,Yardimc: Teorem 6 nedeniyle G'nin indirgenemez
oldugunu varsayabiliriz. Her x € X i¢in G, = {Go € G : z € Gao} C G alt
ailesi sonlu iiyelidir. Simdi her n € N igin

n(i) )W, kesikli,n(ii))Fo(9) € (U (UWk), n(ii))Fr1(G) N[ JWn =0

1<k<n

kogullarim gercekleyen ve ortiilils olmalar: gerekmeyen W,, < G acik ailelerinin
var oldugunu kanitlayalim. Bilindigi gibi, her n € N i¢in F,(G) = {z € X :
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ord(z,G) O n} yazilmigtir ve bunlar daima kapalidir, F(G) = 0 alimacaktur.
Ky = X — Ugza Gg (Va € A) bogtan farkli kapal kiimelerinin ailesi, o # 3
i¢in G, N Kz = 0 gergeklesmesi nedeniyle kesikli oldugu icin Wy = {Wy}aea
acik ve kesikli ailesini K, C W,(Va € A) olacak bicimde tanumlarz, bkz
Bolim 1, Yardimer Teorem 9. O halde n = 1 igin yukaridaki {i¢ kogul da
gerceklenir. Simdi Wi, W, ..., W,, acgik kesikli aileleri yukaridaki kogullar
gercgeklenecek bigimde tanimh oldugunda

10k0On acA—A’

K(A’)=X—( U Umou U Ga) (VA' € Posa(A))

olmak iizere, K,11 = {K(A') : N € Ppy1(A))} kapall kiimeler ailesini
tanimlayalim. Bu aile kesikli olur, ¢iinkii bir x € X alindiginda

n+1<ord(z,G) ise B, G-
ord(z,G) O n ise B, = |J (UWs)

10k0n
ord(z,G) =n+1 ise B, = (1%

tanimlarsak, ilk iki durumda B, ile K, ailesinin tiim iiyeleri ayriktir, ¢iinkii
ornegin birinci durumda n + 2 O cardG, nedeniyle her A’ € P,41(A) icin
GeN{Go}aca—n 7 0 olur ve sonugta NG, C Usea—ar Gao gergeklesir; sonuncu
durumda, tek tiirlii belirlenen bir A}, € Pr11(A) icin By = NGz = Naea, Ga
olur ve A’ # A/, gergekleyen A’ € P,1(A) igin zorunlu olarak § #£ AL, — A’ C
AL N (A — A’) bulunur ve dolayisiyla uygun bir v € A, — A’ araciligiyla yine
B, € Gy C Usepa_n Go ve B, N K(A') = 0 elde edilir. O halde herbir
A € Ppyi(A) igin K(A') C U(A') olacak bigimde kesikli bir {U(A") : A’ €
Po+1(A)} acik genigleme ailesi vardir. Burada gu ¢ok 6nemli gergege dikkat
edilmelidir:

I

K(A)C ) Ga (VA" € Py1(A))
a€A’
gerceklesir, ¢iinkii, eger bir 2y € K(A’) — Naepr Go elemani var olsaydi, en az
uygun bir 8 € A’ igin 2y ¢ Gg ve g € X —Upep—n Go nedeniyle ord(zg, G) O
n olur ve gegerli oldugunu varsaydigimiz n(ii) kogulu kullamlarak sonugta
zo € Fo.(G) C Uingon(UWh) celigkisi bulunurdu. O halde

Wht1 = {U(A’) N m Go: N € Pn+1(A)}

ach/
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tanimlanirsa (n+41)(i),(n+1)(ii) ve (n-+1)(iii) kogullarimin tiimi gergeklenir.
Gergekten yalnizca Kog(n+1)(iil) yani Fr11(G) € Ur<p<n+1(UWh) gostermek
yeterlidir, bunun icin, kisalik amaciyla sag yandaki birlesim E,, 1 ile yazihirsa,
her z € Fpi1(G) i¢in z € Eyyy gosterilmelidir. Eger z € Uy<pen(UWs) ise
sorun yoktur; eger € U;<x<n(UWhs) ise Kog n(ii) nedeniyle n < ord(z,G) <
n + 1 ve sonugta ord(z,G) = n + 1 olur ve cardAl, = n + 1 gergekleyen ve
tek tiirli belirlenebilen A, C A alt indis kiimesi araciligiyla z € Noe AL Go ve
sonucta

z ¢ ( U Uwwu U Ga)
1<k<n a€A—A]

yani z € K(A}) € U(Az) NNaer, Ga € UWnya € Epyq bulunur. De-
mek ki n + l-inci adimda, gosterilmesi gereken ii¢ kogul da elde edilir ve
sonugta tim W, ailelerinin tiimevarim yoluyla tanimlanmasi iglemi biti-
rilmis olur. Ustelik W, = UWhn(Vn € N) olmak iizere, X = {32, Fn(G) C

o 1(UWh) = U2, Wy, C X nedeniyle {W,,}nen bir agik 6rtiiliis olur. Simdi
bu ortiiliigiin noktasal sonlu oldugunu gosterelim. F,(G) C F,.1(G) ne-
deniyle, n1 < ng < ng < ... gergekleyen {n,,}o>_; dogal say1 dizisi ne olursa ol-
sun, herhangi bir ng € N verildiginde, uygun bir mq € N yardimiyla ng < ny,,
ve sonugta Fp(G) C Fp, (G) nedeniyle X = (s_; Fy,,,(G) ve 6zel olarak
Nm = nm — 1(Vm € N) sayilar igin X = Use_; Fn,,(G) gercgeklendiginden,
z € N1 Wh,, kogulunu gergekleyen bir z € X elemani var olamaz, ¢iinkii
béyle bir eleman var olsaydi, W, N F,,_1(G) = 0(Vn € N) gerceklendigini
soyleyen n(iii) kogullarinin zorunlu bir geregi olarak

z € 6(X—an~l(g)):X— @FNm(g):@

bulunurdu. O halde Boliim1’deki Normal Uzaylarin Ortiiliig Teoremi (iv)
nedeniyle, her n € N igin V,, C W,, gergeklenecek bigimde, sayilabilir iiyeli,
yerel sonlu ve acik bir V = {V,}nen < {Wa }nen incelmesi vardir. Her n € N
icin V;; € UWh = Uwew, W nedeniyle

o0
Vi={VanNW:WeWw,} ve V=]V
n=1
ailelerinin, X = Upl; Vo = Ul Uwew, VaNW)) = Us (UV) = UV*
gercekledigini, V* < G oldugunu ve V* ailesinin yerel sonlu oldugunu gérmek



35

kolaydir. Demek ki X uzayimin her acik ortiiliigliniin agik ve yerel sonlu bir
incelmesi tanimlanabilmektedir. O

Asgagidaki kargi1 ornek uzaylarinin varliklarini kanitlayan da E.Micheal olmustur.

Teorem 10: Her noktasal sonlu a¢ik ortuligunun yerel sonlu agik incelmesinin
var oldugu derlemsel normal olmayan bir normal Ty uzayr vardar.

Kanitlama:Tarihsel 6neme sahip bu ¢ok iinlii uzay 1951 yilinda Bing tarafin-
dan tanimlanmigtir. Sayilamaz sonsuz noktali herhangi bir X kiimesinin
kuvvet kiimesinden {0, 1} kiimesine tanimlanan tiim fonksiyonlarn kiimesi

olan
F = {0,1}PX)

tizerinde ¢ok ilging bir topoloji tanimlayacagiz. $imdi 6nce herbir A € P(X)
i¢in

fo(A)=1 (z€Aise), fz(A)=0 (z¢ Aise)
gercekleyen tiim ozel f, € F’lerin kiimesini Fy ile gosterelim. Acgiktirkiz # y
ise fy # fy olur. Aymca herhangi bir f € F — Fg i¢in, herbir z € X i¢in
uygun bir A, € P(X) vardir ki f(Az) = 1 — fz(Az) gerceklegir. Ustelik

Ry < |X]| =k < |P(X)] = 2" < 2% = |F|

gecerli oldugu kolayca gozlenir. Simdi, F' — Fy kiimesinin tiim elemanlarinin
yalitilmig oldugu ve herhangi bir f, € Fjy icin ise

B(fs,R)={fe€eF:VAeR i¢gn  f(A)=f(A)}

olmak iizere

B(fz) ={B(fs,R) : R € [P(X)]™°}

ailesinin yerel taban oldugu uzay: gozoniine alalim. O halde herbir f, € F
icin

X(fa, F) = |B(fo)] = 2% 2 2™
olur. Apaciktir ki F — Fyp'in tiim alt kiimeleri bu uzayda aciktir. Ustelik
sonlu tane bogtan farkli Ay € P(X) veex =0yadal (1 <k < n) olmak

iizere
E={feF:V(1<k<n)ign f(Ax) = e}
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alt kiimesi F' uzaymda agiktir, ¢iinkid f, € Eise R = {Ar : 1 < k < n} olmak
iizere B(fz,R) C E olur. Bu uzayda tiim tek elemanl kiimeler kapalidir.
Bu uzay istelik normaldir. Ciinkii F' uzaymin ayrik ve kapali Hy ve Hy
alt kiimeleri verildiginde, HY = Hy N Fy ve Hy = Hy N Fy ayrnk kapali
kiimelerinden birisi, 6rnegin H{ bog ise Hy ve F' — H; aynik acik kiimeleri H;
ve Hy kapall kiimelerini ayirir, Eger hem Hi ve hem de HJ bog degilse, bu
kez
Ai={zeX :fyeH{}, Ao={2 € X fy € Hy}

olmak iizere
Ey={feF:f(A1)=1f(A2) =0}, BEa={f € F: f(A1) =0, f(4s) =1}
ayrik acik kiimeleri yardimiyla tanimlanan

(E1— Ho)U (H1 — Hy) ve (Eq — Hq1) U (Hy — HJ)

ayrik acik kiimeleri H; ve Hq kiimelerini ayirir. Simdi de bu uzaymn derlemsel
Haussdorf (ve dolayisiyla derlemsel normal) olmadigini kamitlayalim. Aslinda
daha fazlasini gosterecegiz: Geligigiizel se¢ilmig sayilamaz sonsuz tane taban
iiyesinin olugturdugu

{B(fz;Rz) : ¢ € Xo}

ailesinin noktasal sayilabilir olamayacagini kanitlayacagiz. Genelligi
bozmaksizin tiim bu taban tiyeleri igin |R,| = n gergeklenecek bigimde sabit
bir n dogal sayisinin var oldugunu varsayabiliriz. Simdi herbiri n iiyeli bu
R, kiimelerinin, varli§n Zorn Lemmas ile giivence altina alinan ve iiyeleri
ikigerli ayrik olan maksimal alt toplulugu gozoniine alinsin. O halde 6yle bir
X} C X alt kiimesi vardir ki {R, : z € X} ailesi iiyeleri ikigerli ayrik olan
maksimal alt topluluk olur. O halde bunlarin ikigerli ayrikligindan yararla-
narak kolayca

f € B(fo;Ra) : @ € X5}

gergekleyen f € F' elemanlar1 kolayca tanimlamir. Yukarida alinan taban
iyelerinin noktasal sayilabilirlik kogulu gecerli oldugundan bu son kesigime
en fazla sayilabilir taban iiyesi katilabilir ve dolayisiyla X sayilabilir elemanh
olur. Simdi '

VAER" = {Rs:z€ X(} icin Eg={z € Xo: A€ Ry}
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yazilirsa, kolayca, {R; : x € X} ailesinin maksimalligi nedeniyle
Xo=|J{Esa: A€ R"}

bulunur. Gergekten, eger bir 2o € Xo — Uger+ £4 eleman:i var olsayd: R,
toplulugundaki A kiimelerinin higbiri R* = Uyexs R» ailesine ait olamaz
ve sonugta Ry, N Ry = 0 (Vo € X§) bulunurdu, bu ise R* ailesinin mak-
simalligine aykiridir. R* sayilabilir ve X sayilamaz elemanli oldugundan,
uygun bir A; € R* igin R; < [Ey4,| bulunur. Demek ki uygun bir sayilamaz
sonsuz elemanli X; C X icin, herbir z € X; igin A; € R, gerceklesir.
Yine genelligi bozmaksizin tim z € X elemanlar i¢in f,(41) = ¢; € {0,1}
gercekleyen sabit bir €; vardir. Bu sonug¢ kullanilirsa, ikinci agamada oOyle
bir sayilamaz noktali Xo(C X1) ve As € ({Rs : z € Xa} alt kiimeleriyle
es € {0, 1} sabiti vardir ki Ay # A1 ve her z € X5 igin f,(As) = e gergeklesir.
n-inci adim sonunda , 6yle bir 6zel n iiyeli

Ro = {A1, Ag, ..., An}

ailesi ve sayilamaz sonsuz noktali X,,(C X,,1) alt kiimesinin varli§1 gézlenebi-
lir ki

Vz € X,,VAr € Ro € R* i¢in f,(Ax) = ek
gerceklegir. O halde,

fe{B(fz;Ra) iz € X0}

gercekleyen f € F fonksiyonlari kolayca tanimlanabileceginden, ilk bagta ele
alman {B(f;,R:) : © € Xo} noktasal sayilabilir ailesinin sayilamaz sonsuz
iiyeli olamayacagl gercegi, bu ulagilan celigkiden anlagilacaktir. Demek ki
Fy kapali-kesikli kiimesine ait f, elemanlarinin ikigerli ayrik taban iiyeleri
ile ayrilmas: hi¢ s6z konusu olamaz. Oysa dikkat edilirse F' uzayinda, her
noktasal sayilabilir acik oOrtiiliigliniin yerel sonlu bir agik incelmesi vardir.
Gergekten F' uzaymin noktasal sayilabilir bir G acik oOrtiiliisii verildiginde
Go={G € G:GNFy+# 0} ailesi Fy normal alt uzay1 i¢in noktasal sayilabilir
bir agik ortiiliisiidiir ve yukaridaki sonuglar nedeniyle zorunlu olarak sayilabilir
iiyelidir. Morita teoremi nedeniyle, F uzayinda Gy acik ortiiliigliniin yerel
sonlu bir U acgik incelmesi vardir ve sonugta

UU{{f}: feF-JU}
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ailesi G'nin istenen yerel sonlu acik incelmesi olur ¢iinkii J#/ kiimesi hem
acik hem kapalidir. Apagiktir ki, F' uzaymnin yerel sonlu bir acik incelmesi
varolmayan en az bir agik ortiiliisli vardir ¢iinkli bu uzay derlemsel normal
olmadigr i¢in yantikiz degildir.

Teorem 11:En az bir noktasal sonlu agik ortulusunun yerel sonlu agik bir
incelmesinin tansmlanamadigr normal bir Ty uzays vardr.
Kanitlama:Yukaridaki teoremde tanimlanan F kars: 6rnek uzayindaki Fy
alt kiimesine,

Fi={f€F:3Rs € [P(X)]",VA € P(X)~ Ryicin f(4) =0}

alt kiimesini ekleyerek F* = FoUF kiimesinin iizerindeki alt uzay1 tanimlaya-
him. Oncelikle
|F*| = |F1| = [[P(X)]=°| = 2"

olduguna dikkat edilmelidir. F*'in derlemsel Hausdorff olmayan Gtetikiz bir
normal Hausdorff uzay1 oldugunu gostermek istiyoruz. Fo = {f; : z € X}
kiimesinin bu uzaymn kapali ve kesikli bir alt kiimesi oldugunu biliyoruz.
Bu kiimenin elemanlarinin ikigerli ayrik esas civarlarn tamimlanamaz. z #
y(z,y € X) igin B(fz, Rz) N B(f,, R,) = 0 gergekleyen B(f,, R,) esas civar-
lar1 var olsaydi, oncelikle zorunlu olarak, uygun bir sayillamaz X; C X
alt kiimesi ve sabit bir n dogal sayis1 vardir ki, z,y € X; igin [R,| =
IR,| = n olur. Ustelik R, ve R, kesismelidir, aksi halde F* kiimesinin
f € B(fz, Rz) N B(fy, Ry) N Fy gergekleyen en az 2* tane eleman: kolayhkla
tammlanirdi. Sonugta dyle uygun sayilamaz sonsuz elemanl Xo(C X1), sabit
bir A; C X alt kiimesi ve sabit bir e; € {0,1} vardir ki

Ve € Xyicin A1 € R, fa;(Al) =€

gergeklesir. Simdi yukaridaki sonucu, herbiri n — 1 iiyeli olan R,(1) = R, —
{A1} aileleri ve ikigerli ayrik B(fs, R(1))(z € Xa) esas civarlar i¢in ikinci
kez yinelersek bu kez uygun bir sayillamaz sonsuz elemanli X3 C X, sabit
bir As C X alt kiimeleri ve sabit bir e; € {0,1} buluruz ki

Vz € Xgicin Ag € Rw(l) , fm(Az) = €9
gergeklesir. Bu iglem ist tiste n kez yinelenirse, sonugta

Vz,y € Xpy1 igin  B(fz, Rz) = B(fy, Ry)
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gerceklenecek bigcimde sayilamaz sonsuz elemanlh bir X3 C X, C Xg alt
kiimesinin varlig1 sonucunu elde ederek bir geligkiye varirdik. Demek ki F*
alt uzay1 derlemsel Hausdorff olamaz. F* alt uzay: F’nin kapali bir kiimesi
oldugundan normal ve Hausdorff’dur. Bu alt uzay listelik metakompakttir,
¢iinkii herhangi bir ¢/ acik ortiiliisii verildiginde, herbir z € X i¢in

We={feF" :f({z}) =1} i¢n foclUselU
gercekleyen agik kiimeler yardimiyla tanimlanan
W={W,NUg:ze XIU{{f}: feF}

agik incelmesinin noktasal sonlu oldugu kolayca goriilecektir. Demek ki bu
normal uzayda yerel sonlu bir agik incelmesi tanimlanamayan en az bir nok-
tasal sonlu agik Ortiililg vardar.
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Bolum 3

TETA INCELMELER VE TETA
TABANLAR

Bu boélimde, agirhkli olarak John M. Worrell ve Howard H. Wicke iki-
lisinin, 6tetikizlik kavramini genellegtiren 1965 tarihli iinlii ve tarihsel makale-
sindeki sonuglar: gorecegiz, b.k.z.[2]. Son ikisi diginda bu béliimdeki tiim
sonuclar bu ikiliye aittir. Son Uyari’nin icinde verilen Onerme ise, bu tez
caligmasinin biricik 6zglin sonucudur. Bu bolimdeki en énemli ii¢ kavram,
sayilabilir mertebeli taban, §-incelme (s6zle:teta incelme) ve §-taban (sozle:te-
ta taban) olacaktir.

Tanim 1:Bir X topolojik uzayinda bir B tabanina, ancak ve yalmz, yetkin
azalan ve tekdiize bir aile olan ve z € B’ kogulunu gergekleyen herhangi
bir B’ C B alt ailesi, z € X noktas: i¢in bu uzayda bir yerel taban gorevi
goriiyorsa, sayilabilir mertebeli taban denilir.

Burada su kavramlar kullanilmigtir: I"Jyeleri bos olmayan alt kiimeler olan bir
A ailesine, ancak ve yalniz, her A € Aicin A* C A yani A*C Ave A*# A
kogulunu gercekleyen en az bir A* € A iiyesi tanimlanabiliyorsa, yetkin aza-
lan aile ve herhangi iki A {iyesi kapsama bagintisina gore kiyaslanabiliyorsa
tekdiize (ya da monoton) aile denilir. Kolayca goriilebilecegi gibi, yetkin
azalan bir aile sonsuz iyeli olmak zorundadir. Sayilabilir mertebeli tabanlar
aliglagelen tabanlardan ok farklidir. Ornegin, B = {(r —e,7 +¢€) : 7 €
Q,¢ € Q™Y ailesinin (R, R!) uzaymnda bir taban oldugunu biliyoruz. Oysa,
0 < € ve 7o rasyonel sayilar sabit ve €, = ¢p + 27" (Vn € N) olmak iizere,
B = {(ro — €nyr0 + €n) : n € N} C B alt ailesi, yetkin azalan ve tekdiize
ve rg € (B’ kosullar gergeklenmesine kargin, kolayca goriilebilecegi gibi, g
gercel sayis1 igin (R,R') uzayinda bir yerel taban degildir, kisacasi, B bu
uzayda sayilabilir mertebeli bir taban olamaz. Oz Ty ve dolayisiyla T7 uzay-
larinda bu nitelikteki tabanlar: tanimlamak daha kolaydir, b.k.z. Teorem 2.
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Agagidaki sonug, bu bélimde yagamsal 6nemi olan bir yéntemi kullanacaktr.
Onun uzun kamitlamasinin kavranmasi, ardisira gelen teoremlerin kavran-
masini kolaylagtiracaktir.

Worrell&Wicke Teoremi 1:Bir (X, ) uzayinda, her z € X noktass igin,
z € By gercekleyen bir B, agik kumesinin tzerindeki alt uzaywn, sayilabilir
mertebeli bir tabant varsa, bu uzayda tum alt uzaylarn bu nitelikte bir tabans
vardsr.

Kanitlama:Herbir z € X i¢in, B, {izerindeki alt uzayda sayilabilir mertebeli
taban goérevi géren ve B, = UB, ger¢ekleyen bir B, agik kiime ailesi tanimh
olsun. §imdi, tiim bu ailelerin toplulugunda, bir ag < & igin, eger herbir
a < ap igin By, aileleri taniml ve X — Uycq,(UBz,) # 0 gergekleniyorsa,
belirli bir 2aq € X — Uacae(U Bz.,) noktasi segerek, By, < B, (Vo < ag)
bigiminde bir iyi siralama tanimlansin. Kugkusuz bu stire¢, X = Uy<(U Bz, )
gerceklenecek bicimde, tek tiirli belirli bir x(< cardX) kardinal sayisinda
sonlanir. Simdi de

B;,, = {B€B;,:B- U(UBmﬁ)aé@} (o < k),
B<a
B = B,
a<k

ailelerini tamimlayalim. B* ailesinin X uzay1 icin bir taban oldugunu gozlemek
gii¢ degildir, ¢iinkil, y € G € 7 ise ve y € U B, gercekleyen en kiiciikk o < &
ordinal sayis1 sozgelimi 3 ise yani, y € U Bz, — U,<s(U Bz,) gergekleniyorsa,
y € UBy, = By vey € GN By, € 7 olur ve By, ailesi By, acik alt uzayinda
taban gorevi gordiigiinden, y € B C G N By, gercekleyen bir B € B, vardir
ve kolayhkla B C G ve y € B — U,<s(UBz,) # 0 nedeniyle B € B;ﬁ C B*
bulunur. §imdi de sirasiyla sunlari gozleyelim.

1) B* tabam, X uzay: i¢in sayilabilir mertebeli bir tabandir. Gergekten,
B** C B* alt ailesi tekdiize, yetkin azalan ve z € N B** olsun. Oncelikle
B = B*™ N B* = Ups(B* N B} ) C Uac(B** N By,) nedeniyle, ag =
min{a < £ : B* N B, # 0} ordinal sayis: belirlensin. O halde B*N B, # 0
olur. Apaciktir ki z € NB** C N(B** N B,,. ) gergeklesir. Once B* n Bz,
ailesinin z noktasi i¢in bir yerel taban oldugu gostermeliyiz. Herhangi bir
By € By,, N B*™ alinsin. B** yetkin azalan oldugu i¢in By C By gergekleyen
By € B* vardir. B; € Ug«, B;, nedeniyle, uygun bir 8 < & yardimiyla,

Zag
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By € B;, € By, ve sonugta By € B** N By, # @ nedeniyle ap < 3 olur.
Aslinda, kolayca ag = 8 gozlenir, ¢iinkii o9 < B varsayimi gegerli olsaydi
UBz., € Uy<s(UBz,) olur ve sonugta By € By, ve B1 € B3, gercekleri kul-
lamlarak, @ 7£ Bl - U’y<ﬁ(U B:Lx\,) C BO - U7<ﬁ(U an,) C UBa:ao - UBxao = 0
celigkisi bulunurdu. Demek ki, herhangi bir Bo € B* N B, alindiginda,
uygun bir By € B*N B, = B™NB,,, sayesinde By C By gergeklenmektedir.
Apagiktir ki B* N By, (C B*™) ailesi tekdiizedir. Demek ki, bu aile, B,, =
U B,,, alt uzayinda, sayilabilir mertebeli B,,, tabaniin, tekdiize, yetkin aza-
lan ve z € N(B™ N By,,) kosulunu gergekleyen bir alt ailesi oldugundan, z
noktasi icin bir yerel taban olur. O halde, B** ailesi de ayn1 noktada bir yerel
taban olur.

2) Simdi, herhangi bir @ # X C X alt uzay: alinsin. B* ailesinin, herbirisi iyi
siralanmig indis kiimeleriyle ile indislenmis B} = {Bn a}acA, alt ailelerinin,
agagidaki kogullar gerceklenecek bigimde tanimlanabildigini gostermek isti-
yoruz. Asagida, B} (Xo) ile kisaca {B N Xo: B € B};} ailesi yazilacaktur.

i)Br < B, (VneN)

ii) Her (n,a) € Nx Ay, i¢in p o € (Bn,a N Xo) — Ugcq Bn,p vardir (sozle:
B:(Xy) ailesinin her iyesinin bir seckin noktas: vardir),

i) Bir z € X i¢in, z € (Bna N Xg) — Ugca Brnpg Ve n < N ve
£ € (Bpy N Xo) — Ugey Bnyg ise, Bya C Bny olur, (sdzle: Bir z € X
elemanini, n < N olmak iizere B} ailesinde ilk iceren kiime, B;, ailesinde
ilk igeren iyenin alt kiimesidir). Ustelik z € G C B, , olacak bigimde bir
G agik kiimesi varsa By o C By, gergeklenir.

Gergekten, birinci agamada B3 (X) C B* alt ailesinin tanimini, seckin nokta-
larinin taniminin iyi siralamay1 koruyacak bigimde yapilmas: saglanir. Ikinci
agamada, B1g € Bi kiimesinin, en az bir 6z acik alt kiimesi bulunan alt
kiimelerinden (eger varsa) yararlanarak B3(X,) ailesinin {yeleri tanimlanir,
ornegin bir g € Ag igin, tiim Bo, (o < ap) lyeleri tanimlanmig ve (B o N
X0) — Uacag B2,o # 0 ise, bu bogtan farkl kiimenin noktalar: arasinda, onlar:
igeren ve B o tarafindan kapsanabilen bir 6z alt agik kiimesi tanimlanabilenler
varsa, aym nitelikte bir B € B* iiyesi var olacagindan, bu tiir noktalar-
dan belirli birisi 294, olarak ve Bs,, = B olarak tanimlanarak 22, €
(B2,ap N X0) — Ua<ap B2,e olur, eger (Bio N Xo) — Us<ao B2,e kiimesinin
bu tiir noktalar: yoksa Bgo, = Big almir. Sonugta, Byg N Xo kiimesini
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orten Bj iiyeleri tanimlanmig olur. Sonra benzer iglemler, (By; N Xo) —
Bi,g, .., (B1,a N X0) — Up<a B1,g, - kilmelerinin noktalari igin yinelenerek
stirdiriilir. B;(Xp) ailesinin tamimindan sonraki agamalarda, tiimevarimla
B} (Xy) ailelerinin iiyeleri tamimlanir. Kolayca

Xo=|JBi(X0) (¥neN)

gozlenir. Bu ailelerin istenenleri gergekledigi kolayca goriiliir. Simdi By, =
o0 1 B (Xo) ailesini tanmimlayalim.

3) Bu son agamada BY, ailesinin, Xo alt uzayinda sayilabilir mertebeli bir
taban oldugunu gosterelim. Bu amacla, G € 7 ve z € G N X alinsin. Bu
elemana karsilik, iyi siralanmig her A, indis kiimesinde 2 € (Bnp,a,(z) N Xo0) —
Ua<an(z) Bn,o kosulunu gercekleyen ay(z) € A, indisini belirlersek, dncelikle
#ii) kogulunun bir geregi olarak, her n € Nigin Bpi1,a,,:@) € Bnan(z) OlUr.
Once {Bn,an(:z:) N Xo}oo, ailesinin z € Xy igin X, alt uzayinda bir yerel
taban oldugunu gozleyelim. Su irdelemeyi yapalim: Eger, Bmiiamii@) =
Bm,am(z) ©lacak bigimde bir m € N varsa, yine iii) kogulu geregi, z € U C
Bm,am(z) 8er¢eklenecek bicimde bir 6z agik U kiimesi tanimlanamayacagindan
, sonugta G N Bpom@) C Bmam(z) gerceklesemeyecek ve Bio,,(z) = G N
Brmam@ € G Ve Bman(x) N Xo € G N X olacaktir; yok eger bu nitelikte bir
m dogal sayis1 bulunamiyorsa, Bri1a,.:(@) C Bran@) (Yn € N) olur ve B*
ailesinin, yetkin azalan, tekdiize ve z € N;2; Bra,(z) kogulunu gergekleyen
{Bnan@) o2, ailesi, z igin, X uzayinda ve sonucta {Bp,q,(z) N Xo}n; ailesi
ise X¢ alt uzayinda bir yerel taban olur. Simdi, son olarak, B, C B, alt
ailesi yetkin azalan, tekdiize ve x € M By, gergeklerse, bu ailenin z € X
noktasi i¢in X alt uzayinda bir yerel taban oldugunu gostererek kanitlamay:
bitirelim. Bu aile, yetkin azalan oldugu i¢in sonsuz iiyelidir ve her iyesi z
noktasini igerir. Bir Ny (C N) sonlu alt kiimesinin

gergekledigini varsayalim. o, = min{a € A, : BpoNXo € BY,} (Vn € Np)
indislerini belirleyelim. O halde Bpqo, N Xo € BY, (Vn € Ny) ve ayrica
BnoaNXo ¢ B, (@ < an,a € Ay) olur. Tekdiizelik kosulu geregi Bp,qa,, N
Xo € Bna, N Xo (Vn € Np) olacak bigimde bir m € Ny ve yetkin azalanlik
varsayimi geregi BY, 3 Bnyy N Xo C Bma, N Xo kogulu gerceklenecek
bicimde bir N dogal sayis1 ve yx € Ay indisi vardir. Simdi N € N—- N
gosterelim. Gergekten, eger N € Ny olsaydi, dncelikle biraz 6nce gozlendigi
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gibi B, o,, N X0 & BnayNXo gegerli olur ve biraz 6nce tanimlanan ay € Ay
minimal indisi araciligiyla ay < vy olurdu ve ay < vy varsayimi bize

ZNaw € (Buaw NXo0) ~ U Byg = By NXo)— U (BwsN Xo)
B<IN B<n
- (Bm,am N XO) - (BN,aN n XO) = @

celigkisini verecegi icin, énce ay = vy ve sonra @ # By N Xo = Byay N
X0 C B, N X0 © Bn,ay N X celigkisi elde edilirdi. Demek ki, her n € Ny
i¢in Bpa, N Xo € BY, kogulunun gergeklendigi Ny (€ N) sonlu kiimesi ne
olursa olsun, yetkin azalanlik hipotezi geregi var olan ve BY, > By, NXo C
Bhr.a,NXo (Yn € Ny) kogulunu gergekleyen By, NXo € BY, liyesinin birinci
indisi kesinlikle Ny kiimesine ait olamaz. Tiim bunlardan ve #14) kogulundan
su ¢ok onemli gozleme ulagiriz:

Vn eN, 3(n, E) € Ay x B, , E C By, ().

O halde her n € Nicin B}, ailesinde, bir B, iiyesini kapsayan en kiigfik indisli
iiye iyi tamimhdir; bu iiyeyi yukaridakilerle uyum gostermesi igin By, o, € B}
ile gosterelim. Ayrica BY, ailesi yetkin azalan oldugu icin, n < N oldugunda,
oyle bir N < M ve By q,, € By, vardir ki,

B;;o 2 BM,aM N Xy C Bra, NXy ve BM,aM NXyC BN,aN N Xyp

olur. Dikkat edilirse 27,0y, € (BMay N X0) — Ua<ay, BM,o seckin noktasinin
aracih§l ve i4i) kogulu yardimiyla B} ailesinde zpsq,, noktasmi igeren ilk
liye Bpg, ise¢ Buyay & Bng, ve sonugta BY. 2 Bua, N Xo € Bypg, ne-
deniyle a, < B, olur ve o, < (B, varsayilmasi durumunda, yine i) ne-
deniyle, hem zuq,, & Up<p, Bnpg ve hem de zara,, € Buey N Xo C
Bna, N Xo © Bpa, € Upg<ps, Bnp celisik sonuglar: dogacag igin o, = 8,
bulunur. O halde yine 4i7) kogulunun geregi olarak, sonugta n < N ise
Bnay C Bn,a, bulunacag anlagilmig olur, kisacasi, belirlenen bu kiimelerin
dizisi {Bn,a, }oe; yetkin azalan ve tekdiizedir ve sonugta {Bpq, N Xo}oo,
dizisi, tstelik z € N1 (Bn,a. N Xo) gerceklendigi icin, z € Xo noktas: igin
Xy alt uzayinda bir yerel taban olur, o halde yukaridaki (*) kosulu geregi
BY, ailesinin, aym alt uzayda z € X icin bir yerel taban oldugu anlagilr.
Kanitlama bitirilmigtir. O
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Asagidaki sonug igin gerekli olan gu kavrami tanimaliyiz: Bir X topolojik
uzayina, ancak ve yalniz

ya L)mzm ,ya da ii)mﬂm=@ (Vz,y € X)

kosulu gergeklenirse, bir 6z Ty uzay1 denilir. Tim 77 uzaylarinin bu nitelikte
olduklan apaciktir ve metriklenemeyen aginir uzaylarin, T uzay1 olmayan
birer 6z T3 uzay1 olduklar:1 birazdan gozlenecektir.

Worrell&Wicke Teoremi 2:Bir X oz Ty uzayinan saylabilir mertebeli bir
tabananin var olabilmesi icin g.y.k., bu uzayda, asagidaki kogullars gercekleyen
bir {Bn}ply tabanlar dizisinin varbgqidir: i) Bpy < Bn(Vn € N), i) z €
B, € B, (Vn € N) ve Bpy1 C B, (Vn € N) kogullarina gercekleyen herhangi
bir {Bp}oo, dizisi igin By, = {Bn}S2, olur.

Kanitlama:Gereklik: X bir 6z 77 uzay1 olsun ve sayilabilir mertebeli bir B
tabani var olsun. Bir 6nceki kanitlamada oldugu gibi, B} aileleri, X yerine
X ile caligilarak tamimlanirsa, onlar yardimiyla tamimlanan

B,=B,UB, UB; ,U.. (vn € N)

ailelerinin herbirinin X uzay: igin bir taban olacag apagiktir. Bu tanimdan
hem Bry1 C By, (Vn € N) ve hem de Bpy1 < B, (Vn € N) gergeklendigi
anlagiir. {B,}22, tabanlar dizisinin, aranan dizi oldugunu gostermek isti-
yoruz. Bu amacgla, 6ncelikle, bir 6nceki kanitlamada yapildig: gibi, her n € N
i¢in, iyi siralanmig A, indis kiimeleri araciligiyla indislenmis B}, = { By, o }aca..
yazalim. Bu ailenin herbir iiyesinin seckin noktasimi yine z,, ile yazahm.
Simdi sabit bir g € X elemam verildi§inde, 29 € Bpo, € B, (Vn € N)
ve Bnilay C Bna, (Vo € N) kosullarim gercekleyen By = {Bp a0},
dizisini gdz 6niine alahm. Genelligi bozmaksizin, Bn ., € B (Vn € N)
gerceklendigini varsayabilecegimize dikkat edilmelidir. Amacimiz artik, bu
dizinin z¢ noktasi icin bir yerel taban oldugunu gostermektir. Once iyi
tanimh
an =min{a € Ay, : 3B € By, BC Bro} (VneN)

indislerini belirleyelim. O halde, bir By iiyesi kapsayan en kii¢iik indisli B
liyesi Bpa, Olur. Bpiia,,, € Bre, (Vn € N) gergeklendigini gézlemek
gii¢ degildir. Gergekten, By dizisinin azalanligi nedeniyle, herhangi n € N
verildiginde, Oyle bir (m,B) € N x B}, vardir ki By 3 B C By,, ve
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B C Byi1,anq, Ve n+1 < m kogullan gerceklenir. Varsayalim ki B = By, ,,, €
By, N By ve segkin noktasi ., olsun. O halde, bir 6nceki kanitlamada
gozlendigi gibi, s, ,, noktasim By ve By, ailelerinde iceren en kiicik in-
disli iiyeler, sirasiyla By a, Ve Bniia,,, olurlar ve bir 6nceki kamtlamadaki
i41) kogulu nedeniyle, istenen Bpiia,,; & Bna, (Vn € N) kapsamalan bu-
lunur. Simdi gu irdelemeleri yapalim: Eger uygun bir n € Nigin Bpiia,,, =
Bn,a, gergekleniyorsa, B, kiimesi, z,,,, seckin noktasini iceren hi¢ bir
oz acik kiimeyi kapsayamayacaktir ve dolayisiyla uzayin 6z T; olmasi ve
yine 4ii) kogsulu nedeniyle ve 29 € By q, oldugu igin, z,,,, noktasini igceren
her agik kiimede zg bulunacaktir, kolaylikla {zo} N {Zm,,.} # @ ve sonugta
{zo} = {#mp,} bulunur. O halde, bu uzayda z, noktasini igeren her acik
kiime, 29 € {Zm,,, } nedeniyle, B, ,, ile kesigir ve sonugta bu kesigim By, 4,
kiimesine egit olacagindan, sonugta bu agik kiime bir By iiyesini kapsar. Eger
Bnti,any C Bra, (Vn € N) gercekleniyorsa, {Bna, }52, dizisi, yetkin aza-
lan, tekdiize ve zy € y; Bn,a, Dedeniyle ve gereklik varsayimi geregi, B
sayilabilir mertebeli bir taban oldugundan, zg icin bir yerel taban olur ve
sonugta bu dizinin her iiyesi uygun bir By iiyesini kapsadig icin, By ailesi, bu
nokta icin bir yerel taban olur.

Yeterlik: X uzayinda, hipotezdeki kogullar: yerine getiren bir {8,}°2; taban-
lar dizisi tanimli olsun. Bu taktirde, tipki bir 6nceki teoremin kanitlamasinda
yapildig1 gibi, indis kiimeleri iyi siralanmis olan ve agagidaki kogullar gercek-
leyen Uy, = {Up,ataca, (Yn € N) agk ortiiligleri tanimhidir:

i) U, CB, (VneN),
i) Itne € Una — UscaUnp  (V(n,a) € Nx Ap)
ZZ'L) n < m, z G Um’a_Uﬁ<a Um,ﬁ vexr E Un,"/_UB<’7 Un’ﬁ iSG Um,a g U'n,,'y-

B = Upe Uy ailesinin X uzay: icin bir taban oldugu apaciktir. Bu ta-
ban X uzay: igin sayilabilir mertebeli bir tabandir, ¢iinkii B’ C B alt ailesi
yetkin azalan, tekdiize ve z € N B’ ise, her n € N i¢in, U, ailesinde, bir B’
liyesini kapsayan en kiiciik indisli {iye B, 4, € Uy, iyi tanimh oldugundan, ko-
laylikla, tipki bir 6nceki teoremde yapildigi gibi Bpi1,6,,, C B, (Vn € N)
kanitlayarak, B’ ailesinin = noktasi i¢in bir yerel taban oldugu gériiliir. 0O

Tanim 2:Bir X topolojik uzaymna, ancak ve yalmz, her U acik ortiiliigiine
kargihk, agagidaki kogul gergeklenecek bigimde bir {G,}52, acgik incelmeler
dizisi tanimlanabilirse §-incelebilir uzay ve {G,}52, acik ortiiliigler dizisine
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ise Y ortiiliigiiniin bir #-incelmesi denir:
Vze X, 3ng e N, ord(z,Gn,) < wp .

Uyari:Her Gtetikiz uzaymn #-incelebilir oldugu apaciktir. Otetikiz olamayan
§-incelebilir T uzaylarinin varlig icin, Handbook of Set-Theoretic Topo-
logy basglikh ansiklopedik kitabin, Dennis Burke tarafindan yazilan dokuzun-
cu bolimiine bagvurulmalidir. #-incelebilir uzaylar, olaganiistii kalabalik bir
sinif olan alt yantikiz uzaylar sinifin1 bile kapsamaktadir, bkz. Bélim 4,
Burke Teoremi 2.

f-incelebilir uzaylarin, o6tetikiz uzaylarin pek cok ozelligini genellegtirdigi,
agagidaki sonuglardan anlasilacaktir:

Yardimci Teorem 1:Bir uzayin 0-incelebilir olabilmesi igin g.y.k., uzayn
her agik U ortulugune karsilik,

i) Gn < U , i3) ord(z,G,) < wo (Vz € K,) (Vn € N)

kosullar:y gerceklenecek bigimde bir {Gn}o2, agik ortilugler dizisi ile sayalabilir
uyeli bir K = {Kp,}nen kapals ortuliginun varhgudar.

Kanitlama:X uzay: f-incelebilir ve U bu uzayda agik bir 6rtiilis olsun.
{Gn}52, acik ortiiliigler dizisi ¢ ortiiligiiniin f-incelmesi ise, her (n,m) €
N x Nigin, Kpm = Fn(Gn) = {z € X : ord(z,G,) < m} kapali kiimelerinin
olugturdugu sayilabilir {iyeli ortiiliis = {Kpnm}(nm)enxy aranandir, ¢iinki
apaciktir ki, her (n,m) siral ikilisi ve her z € K, ,, igin ord(z,G,) < wp
gerceklenmektedir. Tersine, X uzayimin her U/ acik ortiiliigiine kargi, sozil
edilen ) ve 44) niteliklerine sahip kapal bir K ortiiliisi ile {G,}32, ortiiliigler
dizisi tamimlanabiliyorsa, X = U;2; K, ve K, C {z € X : ord(z,Gn) <
wo} (Vn € N) nedeniyle, {G,}32, ortiiligler dizisinin, ¢/ ortiiliigiiniin bir -
incelmesi oldugu anlagilir. O

Yardimci Teorem 2:0-incelebilir bir uzayda, kapal bir kimenin tikiz ola-
bilmesi igin g.y.k. saylabilir tikiz olmasidur.

Kanitlama:Yalnizca yeterlik gosterilmelidir. X sayilabilir tikiz ve 8-incelebi-
lir bir uzay olsun. Bu uzayin tikiz oldugunu gostermek yeterli olacaktir,
ciinkii kolayca gozlenebilecegi gibi §-incelebilir bir uzayin kapali alt uzaylan
da f-incelebilirdir. X uzayinda herhangi bir U agik ortiiliigliniin sayilabilir
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iyeli bir acitk incelmesinin varligini kanmitlamak kolaydir, ¢ilinkii, yukardaki
yardimc teorem nedeniyle, U ortiiliigiine kargilik belirlenen K = { K, }nen ka-
pali ortilliigiiniin herbir K, iiyesi icin, sayilabilir tikiz K, kapal alt uzayinda,
Gn(Kyn) ={GNKy,:G € Gy} acik ortilligiiniin, noktasal sonlu oldugundan,
Bélim 1, Aquaro Teoremi 1 nedeniyle, sonlu bir alt 6rtiiliisii vardir ve apagik-
tir ki bu alt ortiiliis ¢/’ nun kismi bir incelmesidir. O halde /’nun sayilabilir
iyeli bir alt ortulusu belirlenir. O

Yardimeci Teorem 3:0-incelebilir bir uzaywn, her agik ortulusunun indirge-
nemeyen bir acik incelmesi vardar.

Kanitlama: X bir #-incelebilir uzay ve ¢ acik bir ortiiliis olsun. Yukar-
daki Yardime: Teorem 1 yardimiyla belirlenen K ve {G,}32, ortiiliigleri igin,
Gr = {G € Gn : GN K, # 0} agik ailesinin, K, alt uzay: i¢in noktasal
sonlu bir 6rtiiliig oldugundan, Boliim 1, Yardimc: Teorem 6 nedeniyle, bu alt
uzay icin, indirgenemeyen bir GX*(C G;) alt ortiilligi vardir. US2, G2 < U
incelmesinin, aranan indirgenemeyen incelme oldugu apacgiktir. O

Yardimc: Teorem 4:Bir uzaywn yantikiz bir Ty uzaye olabilmesi i¢in g.y.k.
derlemsel normal, 9-incelebilir bir Ty uzay: olmasidar.

Kanitlama:Yeterlik kogullarini gergekleyen bir X uzayinin, 6éncelikle nor-
mal bir Ty uzay1 oldugu igin diizenli oldugunu gozlemeliyiz. Bu uzayin her-
hangi bir U acik ortiiliisiine karsilik, yukaridaki kamtlamalarda yapildig: gibi,
varligy kamtlanan K = {K,}32; kapal ortiilisiiniin herbir K, fiyesi igin,
Gr={G € G,: GN K, # B} agik ailesi bir agik ortiilig oldugundan, Bolim
1, Yardimer Teorem 10 nedeniyle, X uzayinda o-kesikli ve agik Gyle bir U, =
Une—y Unm < Gy < U incelmesi vardir ki, K, CUU, CUG: CUGn (Vn € N)
gerceklesir. O halde Up2; Ui Un m < U incelmesi, diizenli X uzayinda, o-
kesikli ve agik bir ortiiliistir, dolayisiyla Boliim 2’deki Micheal Teoremi 1
nedeniyle X uzay1 yantikiz olur. a

Sonug: X bir Ty uzays ise, asagidakiler egdegerdir:

i) X yantikizdar.

i1} X derlemsel normal ve otetikizdur.

ii1) X derlemsel normal ve alt yantikizdar.

1w) X derlemsel normal ve 8-incelebilirdir.
Kanitlama:Her alt yantikiz uzayin f-incelebilir ve her yantikiz Ty uzayinin
ise alt yantikiz oldugu Boélim 4’de kanitlanacaktir. O
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Upyar1:Simdi sirasiyla aginir uzaylarin, énce #-incelmeler ve ardindan 6-taban-
lar yoluyla iki 6nemli karakterizasyonunu gorelim. Bilindigi gibi, bir X
topolojik uzayina, ancak va yalmz, agagidaki esdeger kogullardan birisini (ve
dolayisiyla ikisini de) gergekleyecek bigimde bir {G,}52; agik ortiiliigler dizi-
sine sahip ise aginir(=developable)uzay, bu agik ortiiliigler dizisine ise bu
aginir uzayin aginimai denilir:

i)Her z € X i¢in B, = {st(z, Gn)}32, ailesi, X uzayinda yerel tabandir,
i)z € Gn € Gn (Vn € N) kogulunu gergekleyen G, € G, iiyeleri nasil
secilirse segilsin, By = {Gr}52; = € X igin bir yerel tabandir.

Dikkat edilirse i) = 41) apagiktir, tersine i7) gegerli iken, bir z9 € X elemam
i¢in {st(zq, Gn)}52; ailesi (X, 7) uzayinda yerel taban gorevi géremeseydi, uy-
gun bir Up € Tu, i¢in Uge(g,)a, G = $t(%0,Gn) € Uo (¥ € N) olur ve sonugta,
her n € Nigin G,, € Uy gergeklenecek bigimde G, € (G )y, liyeleri var olurdu,
bu ise, bu belirlenen fiyelerin belirledigi {G,}52, dizisinin, o € X igin bir
yerel taban olamamasi demektir, kisacasi ii) varsayimina aykin diigilmiis
olunurdu. Yukaridaki egdegerlik nedeniyle, aginir bir uzayda, aginimin, bu
uzay icin bir tabanlar dizisi gorevi gordiigiinii soyleyebiliriz.

Tim sozdemetrik uzaylar birer aginar uzaydir, gergekten (X, d) sbzdemet-
rik uzayinda G, = {S4(z,27") : z € X} (Vn € N) agik ortiiliiglerinin dizisi
bu uzay i¢in bir agimimdir, ¢iinki z € X ve n € N ne olursa olsun

2,

2’!1
gegerlidir ve sonugta 0 < e verildiginde, var olan ve 27" < £ gercekleyen
n € N araciligryla st(z,Gn) C Sa(z, 2) C Sa(z,€) gegerli olur.

t(z,Gn) = U{Sa(y,27") 1 2 € Sa(y,27™)} C Sz,

Ote yandan herhangi bir aginir uzayda, agagida Teorem 4’iin kanitlamasin-
da goriilecegi gibi, her z € X igin {z} = Mi2, st(x,Gn) gergeklestigi igin,
béyle bir uzayda eger y € {z} ise, y € st(z,Gn) (Vn € N) olur ve sonugta
z € st(y,Gn) (Vn € N) kisacasi z € Moo, st(y,Gn) = {y} ve sonugta
{z} C {y} yani {2} C {y} C {z} nedeniyle {z} = {y} bulunur. Demek
ki aginir bir uzayda, z, y elemanlar1 ne olursa olsun ya_} J;y} ya da
{z} N {y} = 0 kosullan gergeklesir, ¢iinki, eger bir z € {z} N {y} elemam
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varsa {z} = {z} = {y} gegerli olacaktir. O halde tiim agnir uzaylar birer
6z Ty uzayidir. T uzay: olamayan acinir uzaylarin var oldugunu gormek ko-
laydir. Gergekten metrik olamayan bir d sézdemetriginin, 6érnegin R kiimesi
lizerinde, her z,y € R icin d(z,y) = |sinz — siny| biciminde tanimlanan
sozdemetrigin belirledigi (X,d) uzayi, Ty uzay: olamayan bir aginir uzay
ornegidir, ¢iinki bu sézdemetrik uzayda

{z}={y € X :d(y,z) =0} = {,z F 2r,z F 4,z F 6m,...} (Vz € R)
nedeniyle, higbir tek nokta kiimesi kapali degildir.

Cok onemli bir ayrinti, {G,}32; aginimina sahip aginir bir uzayda bu
aginimin
On+1 < Gn (Vn € N)

kogulunu gergekledigi varsayiminin yapilabilecegini sdylemektedir. Gergekten,
X uzay: igin, {Gn}52; bir acinim ise Gf = Gi, G5 = Gi A G, G5 = G5 A
Gs,... bigiminde tamimlanan {G}}>°, acik ortiiliigler dizisinin, G ; < G} <
Gn (Vn € N) ve her z € X icin st(z,G;) C st(z,G,) (Vn € N) gerceklendigi
icin, X uzayinda bir agimim oldugu anlagilmaktadir, istenilen nitelikte aginim
olarak bu yeni dizi alimir; burada, bilindigi gibi, herhangi bir uzayda, her-
hangi G ve U acik ortiiliiglerinin, G A U igareti ile yazilan ortak incelmesi,
{GNU : G € G,U € U} agk ortilligiine denilir. Bundan béyle, tiim
aginir uzaylarin agimumlarinim Gn,1 < G, (Vn € N) kogulunu gergekledigi
varsayilacaktir. Bu Uyarimin baginda belirtilen ve aginimlarin gercekledigi
i1) kogulu ve Teorem 2 nedeniyle, tiim acinir uzaylarin, sayilabilir mertebeli
bir tabanlarinin var oldugu anlagilir.

Asgagidaki iki siradigi teoremin kanitlanmasi boyunca, her zaman oldugu
gibiz e UAise A, = {4 € A: z € A} yazmlacaktir. Agagidaki ilk teorem,
Bing Metriklenebilme Teoreminin aginir uzaylar i¢in benzeridir.

Worrell&Wicke Teoremi 3: Bir uzayn acinir olabilmesi igin g.y.k., sayilabi-
lir mertebeli bir tabans olan, 8-incelebilir bir 0z Ty uzay: olmasidar.
Kanitlama:Acginir uzaylarin, tiim alt yantikiz uzaylar gibi #-incelebilir oldugu
Boliim 4’de kanitlanacaktir. O halde Teorem 2 nedeniyle gereklik apacgiktir.
Simdi amacimiz, yeterlikte belirtilen ii¢ kogsulu gergekleyen bir X uzayinin
bir agimiminin varligini kamitlamak olacaktir. Bu amacla, 6nce bu uzayin,
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Teorem 2’de kamitlandigy gibi, sayilabilir mertebeli tabani varolan her 6z T}
uzayl i¢in yapildify gibi, B,11 < B, (Vn € N) gergekleyen bir dzel {B,}2,
tabanlar dizisine sahip oldugunu animsayarak, tiimevarim yoluyla, bu uzayda
agagidaki kogullar: gergekleyen bir {G,}2 ; agik ortiiliigler dizisi ile, herbirisi
sayllabilir iyeli K, = {Kpnm}men kapali Ortilliigler dizisinin var oldugunu
gostermek istiyoruz:

i)gn+1 < g'n. c B’n (VTL € N),

1) {Un,m} =1 aGik ortiiliigler dizisi, G, = {Gn a}aca, Ortiiliigiinin §-incel-

mesidir,

114)X = Uprey Knm = UKy (Yn € N),

iv)Her z € Ky m, icin 1 < ord(z, Unm) < wo,

v)Her Gn o € Gy, icin Syle bir 7,4 € Gy, segkin noktas: vardir ki

Tna € Kijvei<n,j<niseGna CNUs)ona
Tna ¢ Kijvei<n,j<niseGpaNK;;=0.

Her n € Nigin G, = {Gna}aecr, ve A, indis kiimesi iyi siralanmig bir
kiime olmak iizere, Gy, Gy, ..., Gy, Ortiiliigleri ile K1, Ko, ..., K, kapali 6rtiiliigleri
tanimlanmig oldugunda G,y; < G, incelmesi gdyle tanimlanir: Once Gno €
Un kiimesine ait noktalari, tipki, bu boliimdeki Teorem 1’de anlatildig: gibi,
Grt1,a € Bnyy lyelerinden birer seckin noktayi, v) kogulunu gercekleyecek
ve Gpi1,0 © Gpp oOlacak bicimde (2Zny1,0 € Gpii,e seckin noktasi igin, v)
kogulunu, yalmzca, Zni10 € Kni (i < n) ya da zni10 € Kin (1 < 1) du-
rumlarn ile ¢ durumlar: i¢in gergeklemenin yeterli olacagina dikkat ederek)
orteriz. Sonra G 1 — Gpo kilmesinin noktalar ile, herbirini Gn,1 tarafindan
kapsanacak ve seckin noktalar: benzeri nitelikleri gercekleyecek bigimde yeni
Gnitl,a € Bpyy tyeleri ile 6rtme iglemini, sonlu Gtesi tiimevarim yéntemiyle
siirdiiriiriiz. Iyi siralanmig Any; indis kiimesiyle indislenmis aqik Gpp1 =
{Gni1,0}aeh,,, Ortillisiint boylelikle tammladiktan sonra onun {Upi1.m}_,
gibi f-incelmesi ile, bu #-incelme tarafindan belirlenen K,y = {K ntlm )} et
kapall kiime dizisi tamimlanir. Sonugta, tiimevarnim yoluyla, hem {G,}%2,
ve hem de {K,}32; dizilerinin yukaridaki kosullar gerceklenecek bigimde
tanimlanmas: iglemi bitirilmis olur. Simdi, son agamada, {G,}., dizisinin,
bu uzayin aranan aginimi oldugunu gosterelim. Bunu, olmayana ergi yéntemiy-
le yapacagz. Var olan uygun bir zg € X noktast igin {st(zg, G,)}%2, dizisinin
bu nokta igin bir yerel taban olamadig1 varsayiminin, bizi bir celiskiye ulagtir-
mast gerektigini kanitlayacagiz. Demek ki, 6yle bir Wy € 7, vardir ki
st(xg, Gn) € Wo (Vn € N) olur, yani, her n € N icin, Gram) £ Wp ola-
cak bicimde en az bir Gp o(n) € (Gn)g, liyesi vardir. Tiim kanitlama boyunca
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zg artik sabit tutulmugtur. Simdi 6nce, nq = 1 olmak iizere, herbir i > 1 icin

N; = Z nE ve m;= N;+n;
1<k<i

dogal sayilarini tlimevarimla belirleyelim. nq,ng,...,n;—1 dogal sayilan belir-
lenmis oldugunda, N; = 3 J1<k<; Nk yazarak, zo € X = UKy, = 1 K N, m
nedeniyle, zo € Kn,m gerceklenecek bicimdeki en kiigiik m dogal sayisina
n; ve m; = N; + n; diyelim. C)zellikle, 1 <iiginm;.1 = Nj_1+ni1=N;
nedeniyle m; = m;_1 + n; gergeklendigi gozlenmelidir. O halde, tim n;
ve m; dogal sayillarinin tiimevarimla tanimlanmas: iglemi bitirilmis olur ve
tistelik z9 € Kn;n; — Um<n; Knym Ve 2o € N2y KN, n; gegerli olur. Yukarda
belirlenen ve G, om;) € Wo gergekleyen G, a(m) € (Gm;)s, iyesi icin
o € Knyn, N Gmyaim) # O nedeniyle zm, o(m;) € Gmia(m;) seckin nok-
tasmin, N; < m; ve n; < m; bilgileri nedeniyle, v) kogulunun bir geregi
olarak Tm;a(m;) € Kn;n; gerceklemek zorunda oldugu ve sonugta her 7 > 1
icin Gomya(ms) © NUNim:) T, aem;y 8ecerl oldugu anlagilir. Simdi, zo € K,
nedeniyle, iv) kogulunun geregi olarak (Un,n;)s, alt ailesinin sonlu iyeli
olduguna dikkat ederek

u]t’i,ni = {U € (uNi;ni)a?O U g WU}

sonlu iiyeli ailesini tanimlayalim. G, a(m;) € Wo ve G a(m;) © NUNiini)wpm, amy)
kapsama bagntisi nedeniyle, kolaylikla @ # (Un; n;) 2, agmy S UN; n; Dulunur.
UN;n; < GN; = Gm,—1 gergeklendiginden, herbir U € Uy, ,,, liyesini kapsayan
tek bir tane Gy, iyesi belirleyerek, bu belirlenen iist iiyelerden olugan, sonlu
tiyeli Gy, € (Gn;)so 8lt ailesini tanimlayalim. Su 6nemli ayrintiya dikkat
edilmelidir: Gy, ailesinin sonlu sayida iyesinin higbirisi Wy tarafindan kap-
sanamaz ve dolayisiyla Gy, ailesinin herbir iiyesi, uygun bir Uy, ,, iyesi
tarafindan ve sonugta uygun bir Gy, iiyesi tarafindan kapsanir, ¢iinki Gy, .o €
On,,, ise 20 € GNyyy0 N Knjn, # @ ve N; < Nip1 ve n; < N;;1 nedeniyle
& = TN.,0 € GNipie seckin noktas: araciligiyla ve v) kosulunun geregi
olarak zg9 € Gny0 € NUN;m;)e; olur ve sonugta her U € (Un;m,;)e; icin
U € Wy bulunur, kisacast U € Uy, ,,, gergeklesir. O halde her : > 1 igin
z € NGy, ve Gx,,, < Oy, kismi incelme kogulu yerine geldigi i¢in, Boliim
1’deki Yardimc: Teorem 11 nedeniyle, her 4 > 1 icin

[0 o]
Gieg}kviaGi+1gGi;x0€mGi

i=1
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kosullan gerceklenecek bicimde bir {G;}52; dizisinin var oldugu anlagilir. Bu
boliimdeki Teorem 2 nedeniyle, bu dizi zp € X noktas: icin bir yerel taban
gorevi goriir ve sonugta G;, C Wy ve ig > 1 gercekleyen bir iiye var olmak
zorundadir, bu sonug ise Gy, ailesinin iyelerinin higbirisinin Wy tarafindan
kapsanmadi gercegiyle geligmektedir. Ulagilan bu geligki kanitlamay: bitirir.
O

Tanim 3:Bir (X, 7) uzayinda, bir B = U;2; B, tabanina, ancak ve yalniz,
agagidaki kogulu gergeklerse, bu uzay icin bir -taban denilir:

Vo € X,YU € 74, 3(ng, Bz) € Nx By, 1 < ord(z,Bp,) <wg, By CU .

Worrell&Wicke Teoremi 4:Bir uzayin aginir olmas igin g.y.k. 6-tabanl
yetkin bir uzay olmasudar.

Kamitlama:{G,}2; aginimina sahip olan aginir bir X uzaymda her A C X
alt kiimesi igin A = N, st(A4,Gn) gergeklenir, ¢iinkii z € A icin gyk.,
her n € Nigin § # A N st(z,G,) yani z € st(4,G,) gergeklenmesidir. O
halde, acinir uzaylarda her kapali kiime bir Gs tiirii kiimedir. Ustelik her
n € Nigin, {Unm}oo; actk ortiiliig dizisi, G, Ortiiliigiiniin bir #-incelmesi
ise, £ € X ve W € 7, verildiginde st(z,G,,) C W olacak bigimde bir
ng € N vardir ve {Up, m}oo_; Ortiiliis dizisi, Gp, Ortiilligliniin bir f-incelmesi
oldugundan ord(z,Uy, m,) < wo gergeklenecek bigimde bir m, € N var ve
her U € (Unym,)s i¢in, z € U C st(z,Un,m,) C st(z,Gn,) € W bulunur,
kisacast S Use_y Unm ailesi X uzayi icin bir #-taban olur. Simdi, tersine,
X uzayinda, B = U, B, ailesi bir f-taban olsun ve iistelik X uzay1 yetkin
olsun. O halde tiim alt uzaylar da birer yetkin uzay olur. Bilindigi gibi

Xnm = Fn(By) = {z € X : ord(z,B,) <m} ((n,m)e NxN)
kiimeleri kapalidir ve iistelik herbir B, taban ailesi Xy, 1, X7, 2, ... kapali kiimele-

.....

Yardimci Teorem 8 nedeniyle, her (n,m) € N x N dogal say: ikilisine kargilik
ve her z € X, , igin ord(z, B,) < m gergeklendigine dikkat ederek

Kn,m,l U Kn’m,2 U LU ICn,m’m =< Bn 3

Xrn,,m - U (U K:n,m,k)

1<k<m

kogullar1 gergeklenecek bigimde, X, alt uzayinda ve dolayisiyla X uzayinda
kapali-kesikli olan K, m i aileleri vardir ve iistelik K € Ky mx i¢in ord(K, By) =
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k olur ve B € B, ve K N B # { ise K C B gergeklesir. Simdi son agamada,
B, = {Bna}tach, (¥n € N) olmak iizere

gn,m’k = { U Bn,a A e Pk(A)} U {X — UK:n,m,k}
achA
acik kiime ailelerini tanimlarsak, bunlarin herbirisinin X uzayi i¢in bir 6rtiiliis
oldugunu gorebiliriz, ¢linkii her z € U Ky, m x icin, tek tiirli belirlenebilen bir
K € Knmx ve MK) € Pr(Ay) aracilifiyla z € K C Naeax) Bra S UGnmk
olur, ¢linkii Nyep(x) Bne € Gnmx gergeklenir. Ustelik her z € UKnmx igin
ord(z, Gnmi) = 1 gegerlidir. Artik, {Gnmyi : (n,m) € Nx N1 < k < m}
agik oOrtiiliigler dizisinin, X uzay: igin bir aginim oldugunu gozlemek giic
degildir. Gergekten z € X ve U € 7, alindiginda, {B,}32, tabanlar dizisi
X uzayinda bir f-taban oldugundan, &yle bir (n,, B;) € N x (B,,), iki-
lisi vardir ki ord(z,Bp,) = m; ve B, C U olur. O halde z € Xy, m, Ve
z € UK, ms,m, olur ve tek tiirli belirlenebilen bir A, € P, (A, ) araciligiyla
S, Gnpmayme) = Naeh, Broe € Bz C© U bulunur. Demek ki X bir acimir
uzaydair. O

Bu bolimii §-tabanlarin varligina iligkin ve H.Bennett&D.Lutzer ikilisi tara-
findan 1972 yilinda verilen agagidaki karakterizasyonls kapatiyoruz, b.k.z.[9].
Teorem 4’iin, bu sonucun kolay bir ¢ikarsamasi oldugu 6zellikle gozlenmelidir.
Simdi, gerekli olan su tanimi verelim: Bir X uzayinda bir {G,}52 ; acik aileler
dizisine (burada G, ailelerinin birer 6rtiiliig olmalar gerekmemektedir), an-
cak ve yalmiz, her z € X igin, N; = {n € N: z € UG,} olmak iizere,
Bz = {st(z, Gn)}nen, ailesi, z eleman igin bu uzayda bir yerel taban oluyorsa,
bir s6zde agmim denilir ve bir sézde aginimi var olan bir topolojik uzaya
ise sozde aginir uzay denilir. Burada, U,2; G, agik ailesinin X uzayinda
bir ortiiliis oldugu ve ayrica her aginir uzayin sézde aginir oldugu apaciktir.
Ayrica sozde aginir bir uzayda tiim alt uzaylarin da sézde aginir oldugu ko-
layca gorillmektedir.

Bennett&Lutzer Teoremi:Bir uzayin bir 6-tabaminin varhgs icin g.y.k.
sozde aginir uzay olmasidar.

Kanmitlama:B = |J,2 B, ailesi, bir X uzayi igin , bir #-tabani ise, hern € N
icin, Bp, = {Bn,a}eca, 0lmak lizere

Brm=1{() Bna: A€ Pn(A)} ((n,m)eNxN)

acA
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ailelerinin olugturdugu {Bnm}nm)enxn acik aileleri dizisinin, uzay igin bir
sozde acimm olacag! apagiktir. Bu nedenle, yalnizca yeterlik gosterilmelidir.
Simdi, X s6zde acinir uzayinda {G,}52, acik aileleri dizisi bir s6zde aginim ol-
sun. Bir ka¢ agsamal bir kanitlamanin sonucunda bu ailelerden yararlanarak,
bu uzayin bir §-tabaninin tanimlanabildigini gorecegiz. Once, ilk agamada,
her n € N igin, indis kiimeleri iyi siralanmig A, olan G, = {Gnal}aeca,
aileleri araciigiyla agagidaki kogullar1 gercekleyen bir A = ;2 A, ailesinin
tamimlanabildigini gosterelim:

i)Her n € Nigin, A, ailesi U A, kiimesinde kapali-kesiklidir,

1i)WVz € X, VU € 74, I(ns, Az) ENX A, ,z€ A, CU.

Gergekten de, herbir (n,a,m) € N x A, x N sirali {igliisii i¢in

An,a(m) = (Gn,a - U Gn,ﬁ) N ((U gm) - U{G €EGn:G¢L Gn,a})

B<a

kiimelerini ve Anm = {Ana(m)}aca, ve A = Upli Up—i Anm ailelerini

tanimlayalim. Dikkat edilirse, herbir (n, a,m) tiglisi igin

Apo(m) = GpaD (GLg (G ~ ﬁU Gng)) N (X — |G € Gm:G & Gnul)

gerceklegir. Qimdi z € U € 7 olsun. Uzaymn sozde aginirligi nedeniyle
st(z,Gn,) € U olacak bicimde bir n, € N; var ve a, = min{a € A,, : 7 €
Gy} olmak iizere, var olan ve st(z,Gm,) C Gn,q, gercekleyen m, € N,
araciigiyla gsunlar gozlenir:Herhangi bir G, o € G, iyesi i¢in, eger z €
Gme,a € m, ise, zorunlu olarak G, o C st(z,Gm,) C Gn, o, gerceklendigin-
den, sonugta z ¢ U{G € Gp, : G € Gn, o, } ve dolayisiyla z € A, o,(my) €
An,,m, bulunur ve ayrica x € An, o,(Mmz) C Gn,ap — Usca, Groa © Gn, C
st(z,Gn,) C U gergeklegir. Demek ki yukaridaki 4¢) kogulu gegerlidir. Simdi
de A, ailesinin, U Ap, kiimesi iizerinde taniml olan alt uzayda kapah-
kesikli oldugunu gosterelim. Bir z € UA,m, elemani alinsin. O halde
T € Ay, (m) olacak bigimde bir a, € A, indisi var ve ayrica

S An,aw(m) c U (G— U G'ﬂ,a) = U (Gm,ﬂ_ U Gn,a)

GeGm, a<log BEAm a<loy

oldugundan, z € Gmg, — Uaca, Gna 7 0 yani Gmga, € Uaca, Gna Ve z €
Gmg, kogullari gerceklenecek bicimde bir g, € Ay, vardir. Ayrica herhangi
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bir o < ag i¢in Gmg, Z Gne gegerli olacagindan (¢iinkii aksi durumda
olanaksiz olan G, C Ug<a, Gno bulunurdu), Grp, € {G € G : G &
G} ve dolayisiyla G g, N Us<a, Ana(m) = 0 gerceklesir, ¢iinkii, apagiktir
ki Apo(m)NU{G € Gm: G € Gpnat = 0 gegerlidir. Ote yandan Apa(m) C
UGegm(G ~ Up<a Gnp) € X — Ug<a Gn.8 nedeniyle

G'n,,az n U An,a(m) C_: U (Gn,aw - U G'n,,'y) =®

Gz < Qp<e <o

gecerlidir. O halde, bu sonuglardan z € W; = Gpo, N Gmg, € T ve
WeNUgta, Ane(m) = 0 yani ord(Wy, Apnm) = 1 bulunur, kisacas1 A, ailesi
U Anm kiimesinde hem kesikli bir ailedir, hem de iiyeleri bu alt uzayda birer
kapali kiimedir, bagka bir deyigle yukardaki ) kogulunun da gerceklendigi
anlagilir.

Simdi, U bu sozde agimir uzaymn herhangi bir acik ortiiligli olsun. A
ailesinin gergekledigi 4) 6zelligi nedeniyle, her n € Nigin A,(U) = {A € A, :
AU € U,A C U} olmak iizere, AU) = U2 An(U) ailesi, X uzay1 icin bir
ortiiliistiir. Simdi, herbir A € A,,(U) iyesi i¢in iyi belirlenmis ve A C Uy €
U gercekleyen U, belirlensin.  Yukarida gozlendigi gibi A,U)(C A,) alt
ailesinin, herhangi bir iiyesinin herhangi bir noktasimin, A, (U/) ailesinde, bu
iiye diginda tiim Gtekilerle ayrik olan agik bir yerel taban iiyesi var oldugundan,
herbir A € A,(U) igin A C Wy C Ug ve WanUA,(U) = A kogullan
gerceklenecek bicimde, X uzayinda agik olan bir W4 vardir. O halde

Wa={Wa: A€ Au(U)} (VneN)

olmak fizere, W = US>, Wy, < U ve ayrica X = sl (UA-U)) C U1 (UWn)
= UW C X nedeniyle, W’nin X uzayinda, U oOrtiiliigiini incelten agik bir
ortiiliis oldugu anlagilir. A, ailesinin iiyeleri ikigerli ayrik oldugundan, her
r € UA,(U) icin kolayca ord(z, W,) = 1 gozlenir, ¢iinki 2 < ord(z, Wy)
olsaydi, uygun ve farkl A1, A2 € A,(U) iyeleri igin z € Wy, N Wy, gegerli
olur ve sonugta 2 € Wa, N W, N (UAU)) = (Wa, N (UALU))) N (Wa, N
(UAU))) = A1 N A = 0 bulunurdu. O halde W = {32, W), acik ortiiliigii-
niin agagidaki ozelliklere sahip oldugu anlagilir:

i1i)Vz € X, 3ny € N, 1 = ord(z, Wh,),

iw)Vz € X, VU € 14, A(ng, W,) € Nx W, 1 =ord(z, W,) ve W, CU
Simdi, artik kanitlamanin son agamasina gegebiliriz. S6zde aginir X uzayinda,
her n € Nigin, G, ailesi, X, = G, acik alt uzayinda bir acik ortiiliigdiir. X,
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alt uzay1 sozde aginir oldugundan, yukaridaki sonuglarin geregi olarak, X,
acik alt uzayinda ve dolaysiyla X uzayinda 6yle uygun bir W, = Upr—i Wam
actk ailesivardir ki W,, < G, olur ve yukaridaki 4ii) ve iv) kogullar1 gerceklenir.
O halde X = U2, (UGn) = U2, X, nedeniyle, kolayca, B = Ui ; Use_; Wim
ailesinin X uzayinda bir §-taban oldugu anlagilir. O

Uyari:Yukaridaki son teoremde, herhangi bir sézde aginir uzayda, herhangi
bir U agik Ortiiligiiniin, asagidaki kosul gergeklenecek bigimde bir W =

1 Wr < U agik incelmesinin var oldugu da kamitlanmigtir, bu gercek
ozellikle gozlenmelidir:

Ve X, dn, e N, 1 <ord(z, Wy,) < wp .

Her acik ortiiliisiinden, bu nitelikte bir incelme elde edebilen topolojik uzay-
lara zayif alt 6tetikiz uzay ya da zayif f-incelebilir uzay denilir. Demek
ki, tum sozde a¢imar uzaylar, zayif 0-incelebilirdir.

Uyari:Bennett&Lutzer, yukaridaki teoremin kanitlamasini verdikleri ve Kay-
nakca’da belirtilen makalelerinde, agagidaki sagirtici yanhsi yapmaktadiriar.
X = R kiimesi tizerinde, tiim irrasyonellerin birer yalitilmig nokta ve herbir
r € Q rasyonel sayisinn yerel taban ailesinin ise, I, = (r — €,7 +€) ve
Bre = {r} U (Inc — Q) olmak iizere, B, = {B. : ¢ € Q*} oldugu topolojik
uzay gozéniine alinsm. B, N Q = {r} (¥(r,e) € Q x Q") nedeniyle, Q
kiimesi bu uzayda, kapali-kesikli olup, (R, R') uzayinin tim G acgik kiimeleri
icin G ve G — Q kiimelerinin, bu yeni uzayda acgik olduklar: goriilmektedir.
Bu uzay, diizenli olmayan, 6tetikiz, yerel tam metriklenebilen bir Hausdorft
uzayidir. Irrasyonellerin tam metriklenebilen yerel taban fiyelerinin varhg
apaciktir. Ote yandan (r,e) € Q x Qt ne olursa olsun, B, . yerel taban
kiimesi iizerindeki alt uzay topolojisi, bu kiime tizerinde

dr(xay) = |$ - ’f‘| + |y - Tl (V(xay) € B"‘,ﬁ)

biciminde tanimlanan d, postane metriginin belirledigi metrik uzay topolojisi
ile cakigir ¢iinkii, d.(z,r) = |z — r| (V& € B,) ve her z € B, — {r} noktas
icin 0 < ¢, < %Iw — r| olmak iizere, Sy (z,€,) = {z} gerceklestigi apagiktir.
(B, dr) metrik uzayinda tiim Cauchy dizilerinin r rasyonel sayisina yakinsa~
diklarim gérmek kolaydir. Simdi, agagidakini kanitlayalim. Bu, ayn:i za-
manda bu tez caligmasinda yer alan biricik 0zgiin sonugtur.
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Onerme: Yukaridaki X yantikiz olmayan, yerel tam metriklenebilen, dtetikiz
bir Ty uzayidar.

Kanitlama:Her (r,¢) € Q x Q" igin [r — ¢,7 + ¢] = B, nedeniyle bu uzay
diizenli (ve sonugta yantikiz) olamaz. Oysa bu uzay Otetikizdir. Gergekten,
bu sagirtict uzayin, herhangi bir G acik értiiliisii alindiginda, her r € Q icin
B,.. C G, € G olacak bigimde bir (,,G,) € Q" x G ikilisi vardir. Simdj,
(R, Rl) metrik uzaymin Xo = U,eq Ire,. 8¢k alt uzaymi tamimlayahm. X
bir metrik uzayin alt uzay: olarak metriklenebilirdir ve sonugta yantikizdir,
dolayisiyla, bu alt uzayda U = {I . }rco acik Ortiiliigiiniin, bu alt uzayda
yerel sonlu (ve sonucta noktasal sonlu) ve sayilabilir diyeli W gibi bir agik
incelmesi vardir. O halde Q C Xo = UW olur ve W < U gergeklegir. Ayrica,
her r € Q igin r € W, ve 6, < ¢, ve dolaywsiyla r € W, N Brgs. C Bys, C
B,.. C G, olacak bicimde bir (6,, W,) € QT x W ikilisi vardir. Ustelik her
W eWigin W - Q C Lwye.ow) — Q C Brw)e,(w) € Grw) kapsamalar
gergeklenecek bigimde, iyi tanimlh bir 7(W) € Q rasyonel sayist vardir. O
halde

Wi={W—-Q: W €W}, Wa={W,N Bys.}re

aileleri, X uzaymin bir agik alt uzay: olan X iizerinde, noktasal sonlu ve
agik ailelerdir ve Q = Xo N Q C UW, ve Xg — Q = UW,; nedeniyle
Xo CUWeUulUW; C UW C X ve sonugta Xo = UW; U UW, bulunur.
Dolayisiyla Wy = {{z} : z € X — X} olmak {izere Wy = W1 U Wy U Wj
ailesinin, X uzay icin yukarida verilen G ortiiliisiinii incelten ve iistelik her
z € X — X i¢in ord(z, Wy UW,) = 0 < 1 = ord(z, W,) ve her z € X
icin ord(z, Ws) = 0 < ord(z, W1 U Ws) = ord(z, Wp) < wp gerceklestigi icin,
noktasal sonlu bir agik ortiiliig oldugu anlagimaktadir. O

Bennett&Lutzer ikilisi, bu uzayin f-incelebilir olmayan zayif -incelebilir
bir uzay oldugunu iddia etmiglerdir, oysa, bilindigi gibi her oOtetikiz uzay
f-incelebilirdir.
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Bolim 4

ALT YANTIKIZ UZAYLAR

Bu béliimde, yantikizlik kavraminin en 6nemli genellestirmelerinden birisi
ve belki de birincisi olan alt yantikizlik ile ilgili belli bagli sonuglar1 gorecegiz.
1966 yilinda Rus matematik¢i Alexander Arkhangelskii o-yantikizlig1 agagida-
ki bicimde tanimladi. Bir X topolojik uzayna, ancak ve yalniz, her U agik
ortiiliigiine karsilik, asagidaki kogul gergeklenecek bicimde bir {G,}S2; acik
ortiliigler dizisi tamimlanabilirse o-yantikiz uzay denir:

Ve € X, I(ng,Uzy) € Nx U, st(z,Gn,) CU, .

Kolayca goriilecegi gibi, yukaridaki tamimda, GX = G, AGX_; AU (Vn € N)
acik ortiliiglerini tiimevarimla tamimlayarak

i) Gn=<Gr<gr<U
i) Vo € X, Ing, Uz) € Nx U, st(x,G) ) C Uy

kogullarinin gerceklendigi kolayca goriileceginden, genelligi bozmaksizin, o-
yantikizhigin taniminda U acik ortiiliigline kargihk tanimlanan {G,}22 ; dizisi-
nin, daha bagtan, tamimda verilen kogulun yanisira Gp41 < G, < G; <
U (Vn € N) gergekledigini varsayabiliriz.

Ote yandan, her agik ortiiliigiiniin o-yerel sonlu ve kapali bir incelmesinin
tanimlanabildigi uzaylara ise alt yantikiz uzay(=subparacompact space)
denilir. Bu kavrami 1969 yilinda Amerikali Dennis Burke tanimlamustir.
Agagidaki Burke Teoremi 1, alt yantikizlik ve o-yantikizlik kavramlarimin
aslinda egdeger oldugunu agiga gikartmaktadir. Alt yantikiz uzaylarin sinifi
olaganiistii kalabaliktir, ¢iinki tiim aginir uzaylar, tiim yari-metriklenebilir
uzaylar ve tiim diizenli yantikiz uzaylar alt yantikizdir. Aslinda o-yerel sonlu
ve kapali incelmeler 1950’lerden beri Topolojinin gindemidir. Agagidaki iki
iinlii ve taninmig sonug 1950°lerde kanitlanmigtir. Burke bu nedenle bu yaygin
kavrama ozerk bir kimlik kazandirmig, bir ad bulmus ve bu sinifa iligkin
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onemli sonuglar1 kanitlamigtir, b.k.z.[10]. Burke, her alt yantikiz uzayimn 6-
incelebilir oldugunu da kamitlamigtir. Bu nedenle #-incelebilir uzaylara alt
otetikiz da denilir.

Bing Teoremi:Her acinar uzay alt yantikizdar.

Kanitlama:X uzaymnda {G,}52, acik ortiiliigler dizisi bir aginim olsun. Bu
uzayimn, indis kiimesi iyi siralanmig olan herhangi bir U = {Uas}aer acik
ortiiliigii verildiginde,

Knoe=K{UaGn)— [JUs  ((n,a) e NxA)

B<a

olmak iizere, K, = {Kna}aca kapall kiime ailelerini tanimlayalim. Dikkat
edilecek olursa, herhangi bir uzayda herhangi bir G acik ortiliisii ve A C
X alt kiimesine karsihk, K(A4,G) = {z € X : st(z,G) C A} biciminde
tamimlanan alt kiime kapahdir, ¢linkii = ¢ K (A, G) yani st(z,G) = U(G)s &
A ise, var olan ve G € A gergekleyen G € (G), kiimesi, apaciktir ki G N

K(A,G) = 0 gergekler, tiim bunlardan K (A4,G) C K(A,G) bulunur. Ustelik
dikkat edilirse, G bir ortiiliis oldugundan

K(A,G) Cst(K(A,G6),0)= |J st(z,g)CA

z€K(A,G)

gecerlidir. Bu nedenle, yukaridaki kapali kiimeler icin K, o = K(Uqs, Gn) N
(X = Up<aUp) € Ua — Up<a Up gergeklesir. Ayrica herhangi bir G € Gy
icin ord(G, K,) < 1 gegerlidir. Gergekten, bu G € G, igin G N Kpq # 0 ve
B8 # a, B€Aise GN K, g =0 gozlemek gii¢ degildir, ¢iinkii z € G N Ky q,
y € GN Kppg ve o # B gegerli olsaydi, sozgelimi @ < ( durumunda,
hem y € Kng C Ug — UycpUy ve hem de 2 € Kpo C K(Ua, Gn) ne-
deniyle y € G C st(z,Gn) € Ua € Uy<pUy gegerli olurdu! G, bir acik
ortiiliig oldugundan, K, = {Kna}aea ailesinin X uzayinda kesikli oldugu
ve Kno C Uy (V(n,a) € N x A) nedeniyle K = UpZ; K < U gergeklestigi
anlagilir. Ustelik K bir ortiiliigtiir, ciinkii herhangi bir z € X verildiginde,
A iyi siralanmig bir indis kiimesi oldugundan, uygun bir a, € A araciligiyla
T € Uy, — Uaca, Ua olur ve 6te yandan, {Gn}se; dizisi uzay icin bir agimm
oldugundan, st(z,Gn,) C U,, gergeklenecek bigimde bir n, € N vardir,
sonucta z € K (Ua,, Gn,) — Uaca, Ua = Knpor © UKy, olur, kisacas1 X =

> 1(UK,) = UK bulunur. a
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Bilindigi gibi, bir (X,7) topolojik uzaymna, ancak ve yalmz, X iizerinde
taniml ve liggen esitsizligini gerceklemesi gerekmeyen, buna karsihik

i) d(z,y) =0 i¢in g.yk. z =1y,

i) d(z,y) = d(y,z) (Vz,y € X)

iii) = ¢ A igin g.y.k. 0 < d(z, A)
kogullarini gercekleyen bir d : X x X — [0, 00) fonksiyonu tanimlanabilirse
yari-metriklenebilir topolojik uzay ve d fonksiyonuna ise yari-metrik
denilir. Bu tiir uzaylarda ¢) ve iii) kogullar: nedeniyle, tiim sonlu alt kiimelerin
kapali ve sonugta uzayin bir T; uzay: oldugu goriiliir. Uggen esitsizligi kosulu
kogulmadig: i¢in S4(z,¢) = {y € X : d(z,y) < €} alt kiimelerinin birer
acitk kiime oldugu iddiasi, ne yazik ki kanitlanamaz. Buna karsilik, boyle
bir uzayda bogtan farkli herhangi bir G acik kiimesi icin G = Uzeq Sa(z, €z)
yazilig1 gergeklenir, ¢iinkii her z € G i¢in, z ¢ Kg = X — G = K¢ nedeniyle
e = d(z,Kg) > 0 ve sonugta § = S4(z,€,;) N K yani Sg(z,e;) C G olur.
Ustelik, z € X ve 0 < e ne olursa olsun ¢ < d(z, X — Sy(z,€)) nedeniyle
z ¢ X — S4(z,e) = X — i¢S4(z,€) ve sonugta z € igSy(z,€) € T gegerlidir.
Bu nedenle kolayca B, = {i¢S4(z, €,) : €, | 07} ailesinin, yari-metriklenebilir
X uzaymnda z € X igin yerel taban oldugu goézlenir. Ayrica, her A C X alt
kiimesi ve 0 < € igin A C S4(A4,¢€) olur, dolayisiyla €, | 0% gercekleyen
{en}2, dizisi araciligiyla ve A = N2, S4(A, €,) bulunur.

McAuley Teoremi [11]: Her yari-metriklenebilir uzay alt yantikizdar.
Kanitlama:U = {U,}aeca agik ortiiliigii, yar-metriklenebilir X uzay: igin bir
agik ortiiliig olsun, burada A iyi siralanmigtir. X {izerindeki topolojiyi yari-
metrikleyen yari-metrik d olsun. Simdi, sabit bir €, | 07 dizisi ile caligarak

Apo={x €Uy— U Ug: Si(z,en) C Uyt ((n,a) € Nx A)
B<a

kiimelerinin olusturdugu A, = {Ana}aea (Vn € N) ailelerini tamimlayalim.
Apagiktir ki Ano NUpeoUs =0 = AnaNUgeqUp olur. Her (n,a) € Nx A
i¢in _A_'n,—; Cc Sd(An,on En) = UmeAn,a Sd(xy en) C U, ve m C U, — Uﬁ<a Uﬁ
ve ayrica Ug N UgcgAng = 0 ve X = USZ| Unep Ano g0zlenir. Herhangi
bir z € X alindiginda, var ve tek tiirlii belirlenebilen o, € A yardimiyla
z € Us, — Ua<a, Ua oldugundan, sonugta z € i¢S4(z, en) N Uy, (Vn € N) ve
kolayca, her a # a; icin, ister a < a, isterse a; < a olsun (i¢S4(z,€,) N
Ua,) N Apo = @ gozlenir, ¢iinkil o, < « igin apagik olan bu iddia & < ay
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igin, bir y € Apqo Ni¢Sy(z,€,) elemanimn varh@ varsayimi, y € S4(z, €y,)
nedeniyle z € S4(y, €n) C Ua € Unca, Ua 0lanaksiz sonucunu doguracag icin
gecerlidir. Bu nedenle, herbir A, ailesi ve sonucta K, = A, = {Anataca
ailesi X uzayinda kesiklidir. X = U;2; Ky, kapali ve o-kesikli ailesi, apaciktir
ki bir ortiiliistiir ve An o C Uy (7, @) € Nx A) nedeniyle &/ nun incelmesidir.
O

Simdi de Burke’iin 6zgiin sonuglarim gorelim. Anahtar sonug kugkusuz Burke
Teoremi 1’dir. Once, gerekli oldugu i¢in agagidaki yardimei sonuglar: kanitla-
maliyiz.

Yardimci Teorem 1:0-yantikiz bir uzayda, her U agik ortulugine karsilik,
agagidakileri gercekleyen bir {Up}oo, ortulis dizisi varder:

’i)un+1 <U, U =U (Vn € N)

ii)Her (z,n) € X x Nigin st(z,U,,) C U, olacak bigimde bir m > n dogal
sayis1 ve U, € U, vardir.
Kanitlama:Béliimiin baginda, o-yantikizlik tanimindan sonra yapilan uyari-
dan yararlanarak ve o-yantikizlik hipotezi kullanilarak, tiimevarim yardimiy-
la, her n € N igin, Up(n),Uns1(n), Unia(n), ... agik ortiiltgleri

h(1) =U,

WUnsr(n +1) =Uppa(n) (Vn €N),

mz)b{n(n) - Mn+1(n) - Un+2(n) bl (Vn € N)

iv) m > n+ 1igin Up(n) > Un(n+1) (Vn eN)

v) Her (z,n) € X x Nigin st(z,Un(n)) C U, olacak bicimde bir m > n

ve U, € Up(n) vardir.
kogullar1 gergeklenecek bigimde tanimlanabilir, dolayisiyla, her n € Nigin U,
olarak U,(n) Ortilisiini almak yeterli olacaktir. |

Yardimci Teorem 2:X uzayinda, her agik ortulusun o-kapanis koruyan
kapaly bir incelmesi var olsun ve her n € N igin U, = {Upnalaecr agik
ortuligleri Upt1,a C Uno (Vo € A) gerceklesin. Her n € N igin, asagidakiler
gergeklenecek ve Ky, = Uy Knm yoazhise gegerli olacak bicimde K, kapale
ortulugleri vardr:

1) Knm = {Knma}eca ailesi kapanig korur,

1) Knma € Knmita C Una (V(m,a) € Nx A),

i11) Kniima C Knma (V(m,a) € Nx A).

Kamitlama:Her n € N igin U, acgik ortiiliginiin, o-kapanig koruyan ka-
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pali incelmesi F,, = U Fn,m olsun. Kapamg koruyan sonlu sayida kapal

kiime ailesinin birlesimi de ayn1 nitelikte oldugundan, genelligi bozmaksizin,
tanimlanan bu ailelerin Fp 1 C Fra C ... gergekledigini varsayabiliriz. Simdi
de

Kn,m,a =0 (m <nac A),
Kn,m,a = U{K € U fk,m K C U’n,a} (n < m,a € A)

n<k<m

kiimelerinin, kolayca kapali olduklarini gozleyerek, Kpm = {Knmatacs Ve

Kn = U Knym = Upyep, Kn,m ailelerinin istenilen nitelikte olduklar: anlagilir.
(!

Burke Teoremi 1:Bir X uzay: i¢in asagidaki iddialar esdegerdir:

1)X o-yantikizdor.

2)X alt yantkizdor.

3)X ’in her agik ortulusunin o-kesikli ve kapali bir incelmesi vardar.

4)X ’in her agik ortulusunun o-kapanss koruyan ve kapaly bir incelmesi
vardsr.
Kanitlama:1) = 3) X uzay1 o-yantikiz olsun. X uzayinin, indis kiimesi
iyi siralanmig herhangi bir U = {U,}aeca acik Ortiiliisli verilsin. Yukaridaki
Yardimci Teorem1 nedeniyle, orada sozii edilen 1) ve i) kogullar: gerceklenecek
bigimde bir {U,}52, ortiiliigler dizisi vardir. §imdi sirasiyla

Ay ={aeA:3neNst(z,U,) CU} (Vz€X)
Ane ={z€X :st(z,Uy) CUyvea=minA;} (V(n,a) e NxA)
E'n,m,a = {17 S An,a : EIU'n, € un: St(mau'm) g Un} (m Z ’I’L)

kiimelerini tammlarsak, U, < U (Vn € N) gercegi ve ii) kogulu nedeniyle
Az # 0 (Vz € X) oldugunu ve dolayisiyla a, = minA; indislerinin her z € X
icin iyi tanumlandigina dikkat edilmelidir. Ayrica, o # B icin ApoaNAng =0
ve X = U2 Uaen An,e kolayca goézlenir. Ayrica i) kogulunu kullanarak ko-
layca X = Ui Une—,, Uaea Enm €lde edilecegi gozlenmelidir. Ustelik, bir
z € Ang ve v < a igin st(z,Uy) C U, gergeklenecek bigimde bir m € N
dogal sayisinin varolamayacagina Ozellikle dikkat edilmelidir. Agyrica her-
bir U € U, kiimesi, en fazla, tek bir o € A i¢in E, ., ile kesigebilir.

Gergekten, z € UN Epme vey € UN Eppmp ve a # B, sozgelimi a < 3
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gegerli olsaydi, sonugta uygun bir U, € U, araciigy ile, z € U N A, ne-
deniyle U C st(y,Unm) C Un C st(z,U,) C Uy ve a < B olurdu, oysa
yukarida vurgulandigy gibi y € Epmp C Ang nedeniyle st(y,Um) C Uy
ve o < [ gerceklegmesi kesinlikle olanaksizdir. Demek ki m > n olmak
iizere {Enmatach V€ Knm = {Enma}aca aileleri kesiklidir ve tstelik Uy,
acik bir ortiiliis oldugu igin Epme C st(EnmaUm) = Uze Enma S8, Um) C
Un € U, nedeniyle, K., < U, < Uy = U gergeklendigi anlagilir. Ayrica
U]Cn,m = UaGA En,m,a 2 UaeA En,m,a ve X = U;.;1 U%o:nuaeA En,m,a c

1 Unen (UKpm) = UK € X nedeniyle kapali ve o-kesikli olan K =

oot Upep, Knym ailesinin ¢ ortiiliiglinii incelten bir ortiiliis oldugu anlagilir.

4) = 2)Her agik 6rtiilisiiniin o-kapanig koruyan ve kapal bir incelmesinin
var oldugu bir X uzay1 ve bu uzayda, her zaman oldugu gibi, indis kiimesi
yine iyi siralanmig bir ¥ = {Ugs}aea acik Ortiiliigii alalim. Yardime Teo-
rem2’den yararlanarak ve oncelikle her n € N igin Uy = Up4(1) (Va € A)
ve Up(1) = {Un(l)}aca tanimlayarak, bu agik ortiiliislere kargilik, hipotez
geregi o-kapamig koruyan va kapali Kn(1) = Uj_; Knm(1) incelmelerinin
tanimlandig ve sonra, tiimevarim yardimiyla, bir £ € Nicin, Uy, x = {Un a(k)}aca
olmak iizere {U,(k)}S, agik ortiiliiglerine karsilik, kapali ve o-kapams ko-
ruyan Kn(k) = Upey Knm(k) incelmelerinin

i) Knm(E) = {Knma(k)}acs kapamss korur,

“) K'n,,m,a(k) C Kn,m+1,a(k:) C Un,a(k) € Ua (Va € A);

i11) Knt1,malk) € Knmal(k) (Vo € A) yani Kpy1(k) < Kn(k),

gerceklenecek bicimde tanimlanmas: durumunda, U, (k+1) agik ortiiliigi-

nin,

i) Unalk +1) = Uy — Ugco K1n,8(k)  (V(n,a) € Nx A)
biciminde tanimlandig: siireci tiimevarimla siirdiirerek, tiim k& € N dogal
sayilari igin {U,(k)}52, ve {K,(k)}32, ortiiliig dizileri belirlenmis olur. Her-
hangi bir z € X verildig§inde, z € U,, — Us<a, Ua gerceklenecek bigimde
bir a; € A var ve i) kogulu nedeniyle Uy, K1,na(k) € Ugca, Ua gegerli
oldugundan =z € Upq,(k + 1) C Uln(k + 1) bulunur, kisacast Upn(k + 1)
ailelerinin gercekten birer agik ortiiliis oldugu goézlenmis olur. Simdi

Fama(k) = Kina(k) N Knmao(k+1) (V(k,n,m,a) € Nx Nx NxA)

kapali kiimelerinin ailesi Fpm(k) = {Fpma(k)}aca tammlansin. Dikkat
edilirse, a < B icin Kipo(k) N Kpmp(k + 1) = @ oldugu ve dolayisiyla
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sonugta
Fn,m,a(k) N Fn,m,ﬁ(k) =0 (a v /3)

gerceklendigi kolayca goriiliir, ¢iinkii o < 8 ise, K1 pna(k) N Knmg(k + 1) C
Kina(k) N Upg(k + 1) € Kina(k) = Uycg Kiny(k) = 0 olur. Dolays ile
(n,m) € N x N jkilisi ne olursa olsun, ikisi de kapanig koruyan K ,(k) =
{Kinalk)}acar ve Knm(k + 1) = {Kpmae(k + 1)}aca kapali kiime aileleri
araciigiyla tanimlandif icin, Boliml’de kamitlandig gibi, Fpnm(k) kapal
kiime ailesi de kapanig korur, istelik iiyeleri ikigerli ayrik oldugu igin bu aile
kapali-kesikli olur. O halde F = Up2; Up—1 Ure; Fnm(k) kapall kilme ailesi
o-kesikli olur ve Fpm(k) < Knm(k + 1) < Un(k + 1) < U nedeniyle F < U
gerceklegir. Son olarak bunun bir oOrtiilig oldugunu gosterelim. Herhangi
bir z € X verildiginde £ € K p0, (k) ve k',n',m’ dogal sayilan ile o < a,
indisi ne olursa olsun = ¢ Kp (k') gerceklenecek bicimde bir o, € A ve
n,m, k dogal sayilar iyi tammh ve ii3) kogulu ve ayrica X = JK,(k) =
m—1(U Knm(k)) = Upei Uaea Knm,o(k) gecerli oldugundan, sonugta

(o ¢]

z € Km,n,aw(k)_ U U Kn,’m,a(k)
'rn,_lcz<o¢;c
o0
g Kl,n,am U U Knma k) Klnam( )_ U U Kn,m,a(k')
m=1 a<az m=1 aFoy,
c U (Kl,n,am(k) n Kn,m,aw(k)) = U 'nmam C U'F
m=1 m=1

bulunur, yukarda, Kin.a,(k) N Up—i Ua,<a Knma(k) = 0 nedeniyle gegerli
olan

Kl,n,ax(k) = Kl,n,am(k) - U U Kn,m,a(k)
m=1 az<a

esitligi ile, X = Up—1(Uasta, Knma(k) U Knm,a,(k)) nedeniyle gegerli olan

X - G( U Kn,m,a(k)) - G Kn,m,ax(k)

m=1 oa#tog m=1

bagintilarindan yararlanilmigtir.

3) = 2) = 4)Apagiktir.
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2) = 1) X alt yantikiz uzayinda herhangi bir ¢/ agik ortiiliigii verilsin. Z/’nun
K = Unz; K., gibi o-kesikli ve kapali bir incelmesi vardir. Herhangi bir uzay-
da, kolayca gozlenecegi gibi, kesikli-kapali bir 6rtiiliiglin tiyeleri birer kapacik
kiime olduklarindan, her n € Nigin K, = {Kp o}aca, ve Kn = UK, olmak
iizere, Xy, ailesi K, kapali alt uzayinda kesikli-kapali bir 6rtiiliig oldugu i¢in,
X uzayinda, Kno = KN Gre (V(n,a) € N x A) gergeklenecek bigimde
Gne agik kiimeleri vardir ve her (n,«) ikilisi icin Kpo © Upe € U ola-
cak bicimde tek tiirlii belirli bir Uy, o belirleyerek, G, = {Gna N Una}taca, ve
Uy ={U—-K,:U €U,U—K, # 0} aileleri ile G = G,,UU,, acik rtiiliiglerini
tanimlayalim. o # §igin K,NGnoNGnp = KnoNKng = 0 gozleyerek, her
z € K, ve her n € Nigin ord(z, G;;) = ord(z, G,) = 1 oldugu ve tek tiirlii be-
lirlenebilen uygun bir a; € A, indisi sayesinde st(z, G) = st(z,Gn) = Gn,a,N
Unar C Unyq, bulunacag: gorillir. X = K, U(X — K,) CUG.UUU, C X
nedeniyle herbir G bir agik ortiiliistiir. O halde {G;:}52, agik ortiiliigler dizisi
o-yantikizlik tanimindaki kogulu gercekler. O

Sonuc:Her yantikiz 75 uzay: alt yantikizdir.
Kanitlama:Bolim?2’deki ilgili sonuglardan kolayca elde edilir.

Burke Teoremi 2:Her alt yantikiz uzay §-incelebilirdir.

Kanitlama:Yukaridaki teoremin 2) = 1) kanitlamasinda gozlendigi gibi,
alt yantikiz bir X uzayindaherhangi bir ¢/ agik ortiiliisiine kargihik, her
z € Ky, igin ord(z, G) = 1 kogulu gergeklenecek bigimde, sayilabilir tiyeli K =
{Kn}nen kapall ortiiligi ve {G;:}52, agik ortiiliigler dizisi tanimlanabildigi
icin, Boliim 3, Yardimci Teorem 1 nedeniyle, X uzay: f-incelebilirdir. O

Uyari:Daha once, yantikiz olmayan otetikiz T9 uzaylarmnin var olduklarini
gormiigtiik, asagidaki sonuglar ise, yantikizlik, otetikizlik ve alt yantikizlik
kavramlarinin ikiger ikiger farkli oldugunu aciga cikartmaktadir. sttelik,
yantikiz olan her Ty uzaymin normal (hatta derlemsel normal) olmasina
karsin, alt yantikiz olan her T uzayinin normal olmas: gerekmedigi de anlagila-
caktir. Demek ki alt yantikizhik, yantikizliktan ¢ok daha zayif bir ortiiliig
ozelligidir.

Burke Teoremi 3:Alt yantikiz olmayan yerel tikiz ve otetikiz Ty uzaylar
vardar.
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Kamtlama:X = (wg X wg) — {(0,0)} kiimesi iizerinde agagrdaki topolojiyi
tammlayahm. Her 0 < a < wy icin, (0, @) ve (e, 0) elemanlarimin yerel taban
aileleri sirasiyla

Boa = {(wax{a})—8:8 € Peu(ws x {a})}
B = {({a} xws)—8:5€Pay{a} x wa)}

olsun, tiim 6teki noktalar birer yalitilmig nokta olsunlar. Kolayca goriilecegi
gibi, her 0 < o < wy icin G4 = wy X {a} ve U, = {a} X ws alt kiimeleri
bu uzayda birer kapacik kiimedir, G, € B,a) ve Uy € B(q,) gergeklenir
ve Ustelik bu kiimeler bu uzayda birer tikiz kiimedir, ¢iinkii (0,a) € G,
oldugu i¢in, G, kiimesini bu uzayda orten her agik ortiiliig, zorunlu olarak
G kiimesini iiye bulundurmak zorundadir, bu nedenle béyle bir 6rtiiliigiin
{G4} gibi tek iiyeli bir alt ortiiliigii vardir. O halde bu uzay yerel tikiz bir
T uzayidir. Bu uzayda, herhangi bir agik ortiiliigiin, yerel taban iiyelerinden
olugan ve her z € X icin ord(z, W) < 2 gerceklenecek bicimde W gibi bir
agik incelmesi var oldugundan bu uzay ayni zamanda otetikizdir. Simdi, bu
uzayin alt yantikiz olamadigini gosterebilmek igin gu ara bilgiyi gorelim:

Ara Bilgi:A,B C X alt kiimeleri, her o € ws igin card(4 N U,) < wy
ve card(B N Gq) < wq gergeklerse X # A U B olur.
Gergekten, A C X alt kiimesi bu nitelikte olmak tizere By = {8 € wy :
(a,8) € ANU, ve a € wi} ordinal saysi apagiktir ki, m((e, 8)) = 8
gergekleyen izdiigiim fonksiyonu ve her o € w; igin B(a) = supm(4 N
Ua) < wp olmak fizere, By = Sup,e,,B(a) < wo gergekledigi icin sonugta
(w1 X [Bo+1,w2)) N A = 0 olur. Bu nedenle, eger X = AU B gecerli olsayda,
w1 X [Bo+1,wz) € B bulunur ve sonugta her v € [Bp+ 1, ws) igin wy x {7} C
GyN(w1x[Bo+1,ws)) € GyNB olur ve w; = card(wix {7y}) < card(G,NB) <
wp geligkisi dogardi. §imdi bu Ara Bilgi'nin yardimiyla G = {Gqa}a<w, Ve
U = {Us}a<w, Olmak fizere, X uzaymin, G U U agik ortiiliigiinden, hicbir
o-kesikli incelme ortiiliis elde edilemeyecegini gosterelim. Varsayalm ki A =
he1An < G UU incelmesi o-kesikli bir 6rtiiliig olsun. O halde herbir A,
ailesi X uzayinda kesiklidir ve Ap1 = {4 € A, : Ja < w9, A C G4} ve
An2={A € Ay : da < wy, A C Uy} alt aileleri aracihiyla, A, = A, 1UAn2
ve X = UpZ; (U An,1UU An2) gergeklesir. O halde her n € Nigin A, = U Apn1
ve B, = UApg yazilirsa X = J32;(An U By) bulunur. Ustelik o # B icin
UaNUg = 0 = Go N Gg oldugundan, sozgelimi herbir A € A,,; iiyesi, tek
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bir G, tarafindan kapsanir. Herbir 0 < o < ws igin, (o, 0) elemaninin A, ;
ailesinde en fazla tek bir iiye ile kesigebilen bir yerel taban iiyesi var ve bu
iiye, sonlu bir S(C U,) alt kiimesi yardimiyla U, — S bigiminde oldugundan,
sonugta card(Uy N A,) < wg (V(n,a) € N x (0,ws)) ve benzer bigimde
card(G, N By) < wg (V(n,a) € N x (0,wy)) olur. O halde A = U2, A, ve
B =2, B, yazilirsa, her a < ws igin card(ANUy) < card(Us(AnNU,)) <
wo ve card(B N G,) < wg ve Ara Bilgi nedeniyle X # A U B bulunur,
bu ise, yukarida bulunan X = A U B sonucuyla celismektedir. Demek ki
yerel yikiz ve otetikiz Ty uzayr X alt yantikiz degildir. Bu kanitlamadaki X
uzaymi, 1 < « gercekleyen ordinal sayisi i¢in, w, kardinal sayisi aracihigiyla
tamimlayabilecegimize ve dolayisiyla bu niteliklere sahip, esyapili olmayan
pek ¢ok uzay tanimlayabilecegimize dikkat edilmelidir. O

Burke Teoremi 4: Yerel tikiz, otetrikiz ve alt yantikiz olup yantikiz ve normal
olmayan Ty uzaylar: vardr.

Kanmitlama:Bir onceki teoremde tamimlanan X uzay1 araciigiyla Y = X N
(wa X wp) = (wgxwp)—{(0,0)} alt uzaymin tiim bu niteliklere sahip oldugunu
gormek gii¢ degildir. Y C X alt kiimesinin X uzayinda kapagcik bir alt kiime
oldugu igin, Y uzayimin otetikiz ve yerel tikiz bir Ty uzay: oldugu goriiliir
ve Ko = Y — (wg X (wg — {0})) = (ws — {0}) x {0} ve her n € N i¢in
K, = wg x {n} olmak lizere Y = U,>, K, gerceklestiginden ve birlegime
katilanlar, kapali yantikiz ve Ty niteliklerine sahip alt uzaylar oldugundan,
Y alt yantikiz bir uzay olur. K,’ler tikiz alt uzay ve K| ise kesikli topoloji
ile donatilmig yantikiz bir uzay oldugundan, Y uzayinin alt yantikiz oldugu
kolayca goriiliir. Oysa, bu uzayda Fy; = {0} x (0,wq) ve Fy = (0,wq) x {0}
ayrik kapali kiimelerini ayiran iki ayrik agik kiime tanimlanamadig igin bu
T5 uzay1 normal degildir, dolayis: ile kesinlikle yantikiz olamaz. O

Bu béliimde, bundan sonra amacimiz, alt yantikizhgin J. Chaber tarafindan
1979 yilinda verilen karakterizasyonunu kanitlamak olacaktir, b.k.z. Chaber
Teoremi. Bunun igin, oncelikle alt1 tane, hazirlik niteliginde ve tiimi de J.
Chaber tarafindan kanitlanmig olan yardimeci teoremi gormeliyiz. Asagidaki
tim sonuclarda, her zaman oldugu gibi, herhangi bir X uzayinda bir U
ortiiliigii ve A C X alt kiimesi igin 2/(A) isareti ile, A kiimesi icin bir ortiiliig
olan {U N A : U € U} ailesi anlagilacaktir. Ayrica herhangi bir uzayda,
kapall bir alt uzaydaki yerel sonlu (sirasiyla, kesikli) bir ailenin, uzayda da
yerel sonlu (sirasiyla, kesikli) olacag unutulmamalidir.
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Yardimc: Teorem 3:Bir X wuzayiman alt yantikiz olabilmesi icin g.y.k.,
her U agik ortulisune karsilik, uzayin, herbir K, alt uzaywnda U(K,) acik
ortilugiunin kesikli ve kapaly bir incelmesinin var oldugu, sayilabilir tyeli bir,
Ky = {Kn}32 kapals ortulusinun tanimlanabilmesidir.

Kanitlama:Yeterlik apaciktir. Gereklik ise, X alt yantikiz bir uzay ve U
bu uzayin herhangi bir agik ortiiliigii oldugunda, var olan o-kesikli ve kapali
U, Ky, < U incelmesi araciligiyla, K, = UK, (Vn € N) kapal: kiimelerinin
ailesi {Kp}nen icin, istenilenlerin gerceklestigine dikkat ederek elde edilir,
¢linki, apagiktir ki her n € N igin, K, < U(K,,) incelmeleri K,, alt uzayinda
kesikli ortiiliiglerdir. O

Yardimci Teorem 4:Duzenli bir uzaywn alt yantikiz olabilmesi igin g.y.k.
her U agik ortulisune kargilik, uzayn, her K, alt uzaymda U(K,) agik
ortulustinin, bu alt uzayda acik ve kesikli bir incelmesinin var oldugu, sayilabi-
lir dyeli bir Ky = {Kn}nen kapale ortilisunun tanimlanabilmesidir.

Kanitlama:Gereklik, bir 6nceki yardimc teorem ile, U agik ortiilligline kargi-
ik belirlenen sayilabilir iiyeli {K,}nen kapall ortiligi ve her n € N igin,
K, alt uzaymda, K, < U(K,) ve K, = UK, gercekleyen K, incelmesinin
iiyelerinin, K, kapali alt uzayinda birer kapagik kiime olmasinin kolay bir
sonucudur, ¢iinkii bilindigi (ya da kolayca gozlenebilecegi) gibi, herhangi bir
X uzayinda eger F = {Fa}aen kesikli-kapal bir ortulus ise, F, = X —
Ugsa F8 (Va € A) ortiiliis kiimeleri, X uzayinda birer kapagik kiimedir.
Yeterlik uzayin ve sonugta herbir K, alt uzayinin diizenli olusundan kolayca
elde edilir. O

Yardimec: Teorem 5:Bir X wuzayinin G-incelebilir olabilmesi igin g¢.y.k.,
her U agik ortultigune kargilk, uzaywn, herbir K, olt uzayinda, U(K,) agtk
ortilisunin noktasal sonlu ve agik bir incelmesinin var oldugu, sayilabilir
dyeli bir Ky = {Kn}nen kapals ortuligunin tanimlanabilmesidir.

Kanitlama:Yukaridakiler gibi yapilir. O

Tanim:Bir X topolojik uzayina, ancak ve yalmiz, herhangi iki ayrik Fy ve
Fy kapali kiimesine kargilik, uzayin, herbir K, alt uzayinda, K, N Fy ve
K, N Fy ayrik kapali kiimelerini, iki ayrik agik kiime ile ayirabilme kogulu
gerceklenecek bicimde, sayilabilir dyeli bir K = {K,}nen kapali ortiiliisi
tamimlanabilirse alt normal uzay denir. X uzayina, ancak ve yalniz, kapali-
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kesikli herhangi bir F ailesine kargilik, uzayin herbir K, alt uzaymda F(K,)
kapali-kesikli ailesinin iyeleri, ikigerli ayrik acik kiimelerle ayrilabilme kogulu
gergeklenecek bigimde sayilabilir iyeli bir K = {K,}neny kapal ortiiliigi
tanimlanabilirse, derlemsel alt normal uzay denir.

Yardimc: Teorem 6: i) Bir uzayin alt normal olabilmesi i¢in g.y.k. her
ayrik kapals kume ciftinin ayrik Gs kumeleriyle ayrilabilmesidir.

1) Tum yetkin vzaylar ve tum olt yantikiz uzaylar derlemsel alt normaldir.
Kanitlama:i) X uzayi alt normal ve F; ve Fy bu uzayda iki ayrk ka-
pali kiime olsun. O halde uzayin 6yle bir sayilabilir dyeli K = {K,}nen
ortiligli ve her n € N igin, uzaymm G,1 ve Gn2o acik kiimeleri vardir ki
Ko.NF;CKpNGy; (i=1,2) ve KnN Gp1 NG =0 gergeklegir. Sonugta
Fl = (Fl—Kn)U(FlﬂKn) Q (X—Kn)UGnJ (Vn € N) nedeniyle Fl g E1 =
N1 (Gp1 U (X — Kp)) ve benzer bicimde Fy C Ey = o1 (Gr2U (X — Ky))
olur ve kolayca, birer G kiimesi olan E; ve Ej kiimeleri igin E1 N Es = @
olur, ¢linkit AU (X — B) = (AN B) U (X — B) ozdegligi nedeniyle, bu son
kesigim

ﬂ [(GraiNEr)U(X — K3))N((Gr2NKn)U (X — Ka))] = ﬂ (X —Kn)=0
n=1 n=1

kiimesine egittir. Simdi tersine, X uzayinda, iki ayrik kapal kiime iki ayrik
Gs kilmesi tarafindan kapsanabiliyorsa ve Fy ile Fy kapali kiimeleri ayrik
ise, onlar1 kapsayan ve ayrik olan Gs kiimeleri E; = N2 Gp; (1 = 1,2) ol-
mak tizere § = E1 N Ey = Noe1(Gn1 N Gp2) nedeniyle, K, = X — (Gp1 N
Gn2) (Vn € N) kapal kiimelerinin { Ky} nen ailesi X uzayinda bir ortiiliig olur
ve KnNGriNGra=0,KnNF; CKyNE; CKnoNGry (VneNji=1,2)
oldugundan, K, alt uzayinda, ayrik K, N F; ve K, N Fy kapali kiimeleri iki
ayrik agik kiime ile ayrilir.

i1) X yetkin bir uzay, F = {Fa}aea bu uzayda kapali-kesikli bir aile olsun.
Eger F bir ortiiliis ise X = Fo U Upgya Fg Ve Fo 0 Ugyze Fg = 0 ve sonucta
Fo = X — Upsta Fp (Vo € A) nedeniyle, bu ailenin iiyeleri, uzayda birer
kapacik kiime olacagindan, A indis kiimesinin, ikigerli ayrik sayilabilir tane
alt kiimesine bir pargalamigi A = 32 ; Ay, olmak ve Ky, = Ugep, Fo (Vn € N)
olmak flizere, uzayin sayilabilir iyeli kapali ortiligi £ = {K,}ren icin, der-
lemsel alt normallik tanimindaki kogullar yerine gelir, ¢iinki her n € N igin,
F(Kn) = {Kn N Falaca = {Fa}ach, ailesinin iyelerini K, alt uzaymmda
kendileri ile ayiririz.



71

Eger F ailesi bir ortiiliis degilse, bu kez, Ky = UF ve uzayin yetkin olugu
nedeniyle var olan ve X — UF = U;2; K ger¢ekleyen kapal K, kiimeleri
araciligiyla, sayilabilir diyeli K = {Kj, K1, Ko, ...} kapal ortilisi, tanimdaki
kogulu apagik bigimde yerine getirir, ¢iinkii F(Ky) = F olur ve F ailesinin
tiim {iyeleri Ko alt uzayinda birer kapacik kiimedirler ve ayrica F(K,) =
{0} (vn € N) gergeklesir.

Simdi, son olarak, X alt yantikiz bir uzay ve F = {Fu}aca kapal kiimeler
ailesi bu uzayda kesikli olsun. Her a € A igin Uy = X —Uppq Fg tanimlansin.
Apagiktir ki ord(Ug, F) < 1 (Va € A) kogulunu gergekleyen U = {Uu}aca
acik Ortiiliigiiniin, X uzayinda var olan o-kesikli kapali incelmesi K = s> K,
< U ise, ord(K,F) < 1(VK € K) gergeklegir. Simdi her n € Nigin K,, =
UK, olmak iizere, X, kapali-kesikli ailesi K, alt uzayinda bir ortiiliigtiir ve
apagiktir ki, F(Kp) = {Kn N Fa}aca olmak iizere ord(K, F(K,)) < 1(Vn €
N,VK € K,,) gergeklegir. O halde Bé6liim 1’deki Micheal Genigleme Teoremi,
her n € Nigin, K, alt uzayinda, K, kapali-kesikli 6rtiiliisi ile F(K,) ailesine
uygulanirsa, K, N F, C K, N G, (V(n,a) € N x A) olacak ve ayrica her
K € K, i¢in ord(K,F(K,)) = ord(K,G(K,)) < 1 gergeklenecek bigimde,
G(Ky,) = {KnN Ga}loaca ailesini belirleyen, uzayin G = {Gq}aca actk ailesi
vardir. O halde her K € K, i¢in ord(K,G(K,)) < 1 nedeniyle, G(K,)
ailesinin iiyeleri ikigerli ayriktir, ¢iinkii s6zgelimi K, = {Kpn~}yes. (Vn € N)
olmak fizere, @ # 3 ise, her v € A, indisi i¢in ord(Kn,,, G(K,)) < 1
gergeklesmesi nedeniyle K, ,NGoNGg= Ky N (KN Ge) N (KnNGg) =0
olur ve sonugta Kn N Go N Gg = Uyep,(Kny N Ga N Gg) = O bulunur.
Tim bunlar, {K,}ren kapal kiimeler ortilligiiniin, derlemsel alt normallik
tamimindaki kosulu gergekledigini sdylemektedir. O

Asgagidaki cok onemli yardime:r teoremlerde, bir X uzayinda, herhangi bir
G agik kiimeler ailesi ve her n € N igin, alisageldigi gibi, F,,(G) = {zr € X :
ord(z,G) < n} yazilacaktir. Bu kiimelerin kapali oldugu unutulmamalhdir.

Uyari: Yukaridaki yardimer teorem, tiim acginir uzaylarin, birer yetkin uzay
(ve ayn1 zamanda birer alt yantikiz uzay) olarak derlemsel alt normal oldugu-
nu soylemektedir. Ote yandan, Burke Teoremi 4’de varliga kanitlanan alt
yantikiz Ty uzayl normal olamadig: icin derlemsel normal olmayan bir der-
lemsel alt normal uzay érnegi olugturmaktadir. Ote yandan, X = R x [0, c0)
kiimesi izerinde, agagidaki bigimde tanimlanan topolojik uzayin, derlem-
sel normal (hatta normal) olmayan, agnir (ve sonugta derlemsel alt nor-
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mal), diizenli bir T3 uzay: oldugu iyi bilinmektedir. Bu kiimenin elemanlar:
olan (z,y) swrali gercel say: ikililerinin ikinci bilegenlerinin negatif olmadig:
gozlenerek, yerel taban aileleri

0<y ise By = {Bayle) = Sa,((z,y),¢): 0 <e <y},
y=0 ise B, ={Bwo(e) = Su((z,€),e) U{(2,0)} : 0 < ¢}

biciminde tanimlanir, burada ds ile iki boyutlu Oklid metrigi yazilmaktadir.
Bu uzaya, iyi bilindigi gibi Moore-Niemytzki Diizlemi denilir. (z,0)
noktasinin yerel taban ailesinin {iyelerinin, O eksenine (z,0) noktasinda
teget olan acitk yuvarlara, bu noktadan olugan tek elemanl kiimeyi ekleyerek
olugturuldugu ve Bz (e) N (R x {0}) = {(x,0)} gergeklendigi, dolayisiyla,
bu uzaydaki tiim yerel taban kiimeleri arasinda (z,0) noktasini igerenlerin,
ancak ve yalmz By, o) iiyeleri oldugu gériilmektedir. Bu nedenle Xo = Rx {0}
alt kiimesi kapali-kesiklidir. Bu uzayda, A = Q x {0} ve B = (R— Q) x {0}
ayrik kapali kiimelerini iceren ayrik acik kiimeler tanimlanamadig i¢in, bu
uzay normal (ve sonugta derlemsel normal) olamaz. Bunu, iinlii Baire Kate-
gori Teoreminden yararlanarak kanitlamak olasidir; oysa, bu uzayin normal
olmadif1 gercegi, cok daha kolay bir bicimde, Q x Q" yogun kiimesine sahip
oldugu icin, ayrilabilir olan bu uzayin, 2%° kardinaliteli kapal- kesikli bir
alt kiimesi tanimlanabildigi icin, Boliim 1’deki Jones Yardimci Teoremi’nden
kolayca elde edilir. Oysa, yine kolayca gozlenebilecegi gibi

On ={By(2™): 27" <y} U{Ben(2™) :z€R} (VneN)

agik ortiliisler dizisi, bu uzayda bir a¢inim oldugu igin, Moore-Niemytzki
Diizlemi aginir (ve diizenli) bir T uzaydir ve sonugta derlemsel alt normaldir.

Yardimc: Teorem 7:Bir X uzay: igin asagidakiler esdegerdir:

i) X derlemsel alt normaldir.

1) X wuzayinda, herhangi bir F kapali-kesikli ailesine kargilik, uzayn,
herbir K, aolt uzayinda F(Ky,) kapali-kesikli ailesinin kesikli-a¢ik geniglemesi
var olacak bigimde, sayulabilir dyeli bir Kz = {Kp}nen kapals ortuliugi vardar.

i11) X uzaymmdalU agik bir aile, F kapali-kesikli ailesi F < U gercekliyorsa,
uzaywn, herbir Ky, alt uzaynda F(K,) < Un < kapg, (Un) = Uy, < U kosulunu
gercekleyen kesikli-acik bir U, geniglemesi var olacak bigimde, sayilabilir uyeli
bir K = {Kp}nen kapaly ortuligi vardar.

i) X uzayinda, herhangi bir kapali- kesikli F ailesinin, X = Upeq F1(Gn)
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gerceklenecek bigimde, sayilabilir tane Gy, agtk geniglemesi vardsr.
Kanitlama:i) = iv) Eger X uzay icin i) gegerli ve F = {Fo}aea ailesi X
uzayinda kapali-kesikli ise, her n € N icin K, alt uzayinda F(K,) < Uy, ve
U, € Kp ve KnN Fy C Upg (Voo € A) kogullan gergeklenecek bigimde,
uzayin sayilabilir iiyeli bir X = {K,}nen kapal ortiiliisii ve iiyeleri ikigerli
ayrik bir U, acik geniglemesi var oldugundan, e # B i¢in, K,NUpnoNUpnp =0
ve U, = {Kn N Upalacs kosullart gergeklenecek bicimde U, € 7 agik
kiimeleri vardir. Simdi Gp o = UpoU(X —Ky) (V(n,a) € NxA) agik kiimeleri
araciligiyla G, = {Gno}aca ailelerini tanimlayalim. Her z € X igin, z € Ky,
olacak bicimde bir n, € N var ve a # 8 igin (Kn, N Gn,0) N (Kn, NG, 8) =
KoMy Ung o O Un, p = 0 nedeniyle 2 < ord(x,Gn,) gergeklenmesi kesinlikle
olanaksizdir, kisacasi z € Fy(G,,) ve sonugta X = US> F1(Gn) bulunur ve
fistelik Fi = (FaNKp)U(Fa—Kn) C Unal(X —Kp) = Gno (V(n,0) € NxA)
nedeniyle her n € N igin F < G, gegerli olur.

iv) = i)Eger iv) kosulu gegerli ise X uzay1 derlemsel alt normal olur, ¢iinkii
bu uzayda kapali-kesikli F = {F,}aca ailesi verildiginde, iv) kogulu ne-
deniyle, her n € N igin, Fy, C Wypo (V(n,a) € NXx A) ve F < W, =
{Whataecs ve X = U2y F1(Wh) gergekleyen kesikli-acik geniglemeleri vardir.
Her n € N igin, W, aileleri X uzayinda kesikli oldugu i¢in o # /3 ise
Wa N Wy g = 0 gergeklendigi gozlenmelidir. K, = F1(W,) (Vn € N) kapal
kiimelerinden olugan KX = {K,}nen kapali ortiiliigti, derlemsel alt normallik
taniminda belirtilen kogulu gercekler, ¢iinkii F(K,) = {Fa N Fi(Wh)}aca
ailesi igin FNFy(Wy,) C KnNWiy o (¥V(n, ) € Nx A) olur ve bu iist kiimeler
K, alt uzayinda ikigerli ayrik acik kiimelerdir.

iii) = 4i) = i)Apaqktir, ¢iinkil 4ii) gegerli ve F = {Fq}aeca kapali-kesikli
bir aile ise, Uqy = X — Ugga F3 (Vo € A) ve U = {Ua}aen olmak iizere,
Fy C Uy (Va € A) yani F < U gergeklestiginden, her n € N igin, K, alt
uzaymda, F(Kn) < Un < kapg U, = U, < U olacak bicimde, X uzayinda,
sayilabilir diyeli bir X = { K, }nen kapal: Ortiiliigil vardir.

i) = ii4)X derlemsel alt normal bir uzay, F = {Fa}aea bu uzayda kapali-
kesikli bir aile ve F, C U, (Vo € A) olacak bigimde bir & = {Ua}aca acik
ailesi verilsin. Derlemsel alt normallik nedeniyle uzayin 6yle bir, sayilabilir
iiyeli K = {Kn}nen kapal 6rtiliigii vardir ki herbir K, alt uzaymnda F(Kp)
ailesinin W, gibi kesikli-agik bir geniglemesi vardir. O halde X uzayinda,
var olan uygun W, . agk kiimeleri aracihiyla W, = {Kn N Wpa}aen ve
her (n,a) € Nx A igin K, N Fy € Kp N Wy ve Wpo C U, varsaya-
bilecegimizi biliyoruz. Simdi, her n € Nigin Hp; = Kp,NUFve Hpo = Ky —
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UWr = Kn—Uaer Wn,o ayrik kapal kiimelerini ve Ho = {H, 1, Hp 2} ailesini
tanimlayalim. Bu aile K,, kapali alt uzayinda kapali-kesikli ve derlemsel alt
normal bir uzayda tiim kapal alt uzaylar da derlemsel alt normal oldugu igin,
K, alt uzayinda, sayilabilir iiyeli 6yle bir K, = {Kpnm}men kapall ortiiliisi
vardir ki, herbir K, , alt uzayinda Ho(Kpm) = {Hn1 N Knms Hn2 N Knm}
ailesinin tyelerini ikigerli ayiran ayrik acik kiimeler vardir. O halde, uzayda
HpiNKpm C KnmNGrj (i =1,2) ve KnmNGp1NGra =0 gergeklenecek

bicimde G, ; (¢ = 1, 2) acik kiimeleri vardir. Sonucta

Kn,m N Hn,l C Kn,m N Gn,l = kaPKn‘m(Kn,m N Gn,l)
_C_ K'n.,m - (Kn,m N Gn,2) g Kn,m - Hn,2

bulunur. Artik, her (n,m) dogal say: ikilisi ve o € A igin FoNKpm C (WyoN
K n,m) NHp1 C KnmN Wi oNGr i olduguna dikkat ederek X uzaymin W, =
{Whea N Gritaca (Vn € N) acik kiime ailelerini tanimlarsak, F(Kym) <
Wi(Knm) < Wi(Knm) < U gergeklendigini gozlemek gii¢ degildir, ciinki,
Kpnm— Hpa = Knm — (Kn — UWh) = Kpm N UW, oldugu i¢in ve W, =
{Kn N Whna}taea ailesi K, alt uzayinda acik-kesikli oldugundan

Kn,m n Wn,a n Gn,l - Wn,a n Kn,m N G'n.,l C (Kn,m s Hn,2) N W'n.,a

C (Knm NUWn) N Wao = Kpm N Wia C Us
gegerlidir ve X uzayimin sayilabilir iiyeli * = {Kp m : (n,m) € Nx N} kapali
ortiiliigiinin, 447) kogulunda yazilanlar: yerine getirdigi anlagilir. O

Agagidaki son yardimci teorem, derlemsel normal uzaylarin, Bolim 1, Yardim-
c1 Teorem 10°da kanitlanan 6zelliginin benzerinin, derlemsel alt normal uzay-
lar igin gegerli oldugunu aciga cikartmaktadir.

Yardimci Teorem 8:X derlemsel alt normal uvzayinda, herhangi bir nok-
tasal sonlu U agik ortulusune karsilk, ¥V = Uneq Van < Uney YV, < U kosullar
gerceklenecek bicimde o-kesikli bir V incelmesi vardar.
Kanitlama:Once U = {U,}acy noktasal sonlu agik ortiilisii icin X =
o0 L Fu(U) gerceklendigini ve K1 = {F1(U) N Us}aena ailesinin X uzayinda
kapali-kesikli oldugunu ve Fy (i) = U K1 ve K1 < U gergeklendigini gozleyelim.
O halde, Yardime: Teorem 7 44i) kullanilarak, uzayin, X = Up2; K1, gergekle-
yen sayilabilir iiyeli bir {K1n}nen kapal ortiiliigii ve herbir K, kapali alt
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uzaymnda, Ki(Ki,) < Wi, < )/_V; < U kogullar1 gerceklenecek bigimde
kesikli-acik Wi ,, ailesi vardir, dolayisiyla bu ailelerin X uzayinda da kesikli
olacag apaciktir ve iistelik F; (U) = Use; (FL(U)NK 1) € U (UK1(K14)) €
Use1(UWi ) gergeklegir. Simdi, her n € N igin X uzayinda kapali-kesikli
olan

]Cz’n={(F2(U) Kln UW1n ) ﬂ Ua AIEPQ(A)}

acN’

ailelerini tanimlayalim. O halde, yine Yardimer Teorem 7 i44) kullanilarak,
her n € Nigin X = Uy Kam(n) olacak ve herbir Ky.,(n) kapah alt
uzayinda Kopn(Kam(n)) < Wam(n) < Wam(n) < U gergeklesecek ve ayrica
X uzaymnda UKsn = Upo; Kon(Kam(n)) € Ugei(UWam(n)) (Vn € N)
olacak bi¢imde, uzaymn {K3m}-; kapali kiime ortiiliig dizileri ve Kj,,(n)
alt uzaymin kesikli-acik Wy m,(n) aileleri vardir. Bu aileler, apaciktir ki X
uzaymda kesiklidirler. Bu yeni aileleri ve kapali kiimeleri (6rnegin Cantor
kogegen sayma fonksiyonu yardimiyla) yeniden numaralandirarak (bu du-
rumda, ikinci adimdaki tiim kapali kiimelerin yazilig sirasi

Ka1(1), Ka2(1), K2,1(2), K23(1), K2,2(2), K2,1(3), ...
olacaktir), sonugta belirlenecek olan X = U2, Ko, Ortiiliisii aracilifiyla

@< UUwi) U UUWen),

n=1 n=1
oo oo
UWin U UWen=<U
n=1 n=1

gergeklegtigi gozlenir. Bu iglem tiimevarim ile siirdiiriilerek ve 6rnegin bir
sonraki adimda her n € N i¢in

K:3,n = {[F3(U) N (K2’n - (le,n U UWZ,n))] n n U,: N e P3(A)}

ach’

kesikli-kapal1 kiimesi tanimlayarak aranan o-kesikli ve kapal U;;°=1v_n in-
celmesi tanimlanmig olur. O

Asagidaki karakterizasyonun, Bolim 3’deki Yardimer Teorem 4’ii genelles-
tirdigine dikkat edilmelidir, b.k.z.[12].
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Chaber Teoremi:Bir uzayin alt yantikiz olabilmesi igin g.y.k. 0-incelebilir
ve derlemsel alt normal olmasidar.

Kanitlama:Yalnizca yeterlik gosterilmelidir. Yeterlik ise, yeterlik kogullarini
gergekleyen derlemsel alt normal bir uzayda, gézoniine alinan herhangi bir
U acik ortiiligliniin, Yardimc: Teorem 5 nedeniyle, uzayin, herbir K,, kapal
alt uzayinda U(K,) agik Ortilliigiiniin noktasal sonlu bir U, agik incelmesi
var olacak bicimde, sayilabilir iiyeli bir Ky = {K,}32; kapali ortiligiinin
var olugu ve herbir K, kapali alt uzayinin derlemsel alt normal olmasi ne-
deniyle, bu alt uzaylara Yardimci Teorem 8’in uygulanabilir olmasinin kolay
bir sonucudur. O
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Bolum 5
YENI TIKIZLIK
KARAKTERIZASYONLARI

Bu béliimde daha 6nceki boliimlerde verilen kimi ortiiliis 6zelliklerinden
yararlanarak, onlar yoluyla, tikizlik icin gesitli karakterizasyonlarin belir-
lendigi tarihsel 6nemdeki iinlii baz1 teoremlerin kanitlamalar: verilecektir.
Dogal olarak, 6nce bu nitelikteki karakterizasyonlarin birincisi olan ve Gtetikiz
uzaylarin 6nemini agiga gikaran agagidaki {inlii sonugla baghyoruz:

Arens & Dugundji Teoremi: Bir uzayin tikiz olabilmesi icin g.y.k. sayilabi-
lir tikiz ve otetikiz olmasidir.

Kanitlama:Yalmzca yeterlik gosterilmelidir. Oysa yeterlik, Bolim1, Yardim-
c1 Teorem 6’'nin ardindan gelen Uyari’’nin geregi olarak, sayilabilir tikiz bir
uzayda her indirgenemez agik ortiiliigiin sonlu iyeli olmak zorunda kaliginin
kolay bir sonucudur. O

Bundan sonra, yukaridaki teoremdeki 6tetikizlik kosulunu biiyiik olgiide
zayiflagtiran ve Harold H. Wicke ve John M.Worrell tarafindan kamitlanan
agagidaki sonucu gorelim, b.k.z.[13]. Burada, gerekli oldugu icin zay:f 66-
ortiilis tanimini vermeliyiz. Bir G agik ortiillisline ,ancak ve yalniz, agagidaki

o0

kogul gergeklenecek bicimde,sayilabilir sayida G, alt ailelerin G = U, Gn
birlesimi olarak yazilabilirse bir zayif §0- 6rtiiliis denir:

Vz € X, dn, € N, 1 <ord(z,Gn,) < wp

Ancak ve yalmiz her agik ortiiliigiinden bu nitelikte bir acgik incelme elde
edebilen bir uzaya zayif §6-incelebilir uzay ya da zayif altoteLindelof
uzay1 denilir. Her 6tetikiz uzayin ve her yanLindelof uzaymn (= her agk
ortilligiiniin yerel sayilabilir ve agik bir incelmesinin tanimlanabildigi uzay),
bu nitelikte oldugu kolayca goriilmektedir.
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Wicke & Worrell Teoremi: Bir uzayin tikiz olabilmesi icin g.y.k. saiplabilir
tikiz ve zanf altoteLindelof uzays olmasidar.

Kanitlama:Sayilabilir tikiz olan bir X uzayimin, herhangi bir G acik ortiiliisii-
niin yukarida yazili olan kogulu gercekleyen bir G* = >, G, alt Ortiiliisii
var olsun. Bu alt ortiiliisiin uygun sonlu sayida iiyesinin uzay: orttigiini
gostermek istiyoruz; bunun i¢in G*'in sayilabilir sayida liyesinin uzayi orttigi-
nii gostermek yeterlidir.

Apn={z€ X :0<ord(z,G,) < wo} (n € N)

alt kiimelerinin birlegiminin X oldugu apagiktir. Simdi, S(G*) ailesi, uzayin,
sayilabilir sayida G* iiyesi ile ortiilebilen tiim alt kiimelerinin olugturdugu ai-
leyi gostermek iizere X ¢ S(G*) varsayilmasi durumunda bir geligkiye varmak
istiyoruz. Bu varsayim altinda varolan ve A, ¢ S(G*) gercekleyen en kiigiik
indisli A, kiimesinin indisi n; olsun.§imdi, tlimevarimla, Gyle bir mono-
ton artmayan ve tiyeleri bogtan farkli bir kapali kiimeler dizisi {K%}%2 nin
varligini gosterecegiz ki, kesin artan n, dogal sayilar: sayesinde

U@Eend)=0 ,  KinAn, ¢5@G°) (%)

nng

gerceklegecektir. Tim An(n < ni1) kiimelerinin S(G*) iiyesi olmalar1 ne-
deniyle, uygun bir sayilabilir iiyeli G*(1)(C G*) alt ailesi yardimuyla U, ., An
C G*(1) gergeklesir. X ¢ S(G*) varsayimi nedeniyle K1 = X —|JG*(1) kapali
kiimesi bog degildir, istelik

U (KlﬂAn)=0 ’ KlnAnl ¢S(g*)

n<ni

gerceklestigi goriiliir. (*) kogullarim gergekleyen K, kapali kiimesi ve ny dogal
sayisi tamumli olsun. Eger Ky — UGn, ¢ S(G*) gerceklesmeseydi, uygun bir
sayilabilir tiyeli Go C G* alt ailesi igin Kt —UGp, C UG gegerli olurdu. Oysa

(KN An,) — JGo

alt kiimesi G, acik kiimeler ailesi tarafindan kapsandigindan iinlii Zorn Lem-
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masi yardimu ile

M C (KkﬂAnk) — UGO C st(M, Gny,)

ve  Vr € M igin st(z,Gn )N (M - {z}) =10

kogullar: gerceklenecek bigimde bir maksimal M kiimesi vardir. Fakat uzay
sayilabilir tikiz ve M C Kj — U Go C UGn, oldugu icin ,hi¢ bir wg-limit nok-
tas1 varolmayan M kiimesi zorunlu olarak sonlu noktaldir; iistelik M C A,
oldugundan

Kk n Ank g Ugo ) 'St(Ma g’nk)

kullanilarak, sonugta Ki N A,, € S(G*) geligkisi dogardi. Demek ki zorunlu
olarak

Kr = JGn, € S(97)

gerceklesir. Bu son kiimenin en az bir A, ile kesigimi de S(G*) iyesi olamaz;
bu nitelikteki en kii¢iik indisli A, kiimesinin indisini ng ile gosterirsek ,(*)
nedeniyle, oncelikle nj < ng41 gergeklegir ve iistelik

U Kendn) cJg*(k+1)

N<Ng 41

olacak bicimde sayilabilir iiyeli bir G*(k 4+ 1)(C G*) alt ailesi vardir. §imdi

Kgy1 = K — (U Gn, UJG* (K + 1)) (€ K&)
bostan farkh kapali kiimesini tanimlayacak olursak, kolayca

U (Kk+1 n An) = @ ; Kk+1 N Ank+1 ¢ S(g*)

n<Ng41

gerceklestigi gozlenebilecektir. O halde tiimevarimla istenen nitelikte, iiyeleri
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bogtan farkli olan ve monoton artmayan {Kx}s,; kapal kiimeler dizisinin
tamimi bitirilmig olur. X sayilabilir tikiz oldugundan bu dizinin kesigim
kiimesi bogtan farkli olmalidir oysa

G (ﬁ KkﬂAn)E fj ( U (KknAn)> ={

n=1 \k=1 m=1 \n<nm

nedeniyle bu kesigim bogtur; bu celigki kanitlamay: bitirir. O

Simdi de daha da zayiflagtiriimig olan ve bir 6nceki teoremdeki yontemin
benzerini kullanarak Jozef Chaber tarafindan kanitlanan agagidaki sonuclari
gorelim, b.k.z.[14]. Aslinda agagidaki her iki teorem, onun 6zgiin sonuglarinin
daha genellegtirilmig bicimleridir:

Chaber Teoremi 1:Bir uzaywn tikiz olabilmesi icin g.y.k., sayilabilir tikiz
olmast ve her U agik ortulisune kargshk (U ‘nun bir incelmesi olmasi gerek-
meyen ) asagidaki kosulu gergekleyen bir G = Un>q Gn agik ortulisunun var
olmasidar:

Vz € X, JU(z) € PuU), [ stlz,Gn) CJU(z)
neN(z)

Kanitlama:Burada herbir z € X elemamn: i¢in N(z) = {n € N: z € UG,}
ve herhangi bir A alt kiimeler ailesi i¢in P,,(A) = {A’ C A : card A’ < wp}
yazilmigtir. G bir ortiilig yani X = U521 (UGy) gegerli oldugundan, apagiktir
ki N(z) # 0 (Vz € X) gergeklenir. Gereklik apagiktir, yeterlik gosteril-
melidir. Amacimiz, hipotezde sozii edilen arac1 G ortiiliisiinden yararlanarak
U’nun sayilabilir bir alt oértiliginiin varhgin kanitlamaktir. Kanitlamay: iki
agamada yapacagiz.

Birinci Asama:Bu agamada her G, acik ailesinin X i¢in bir acik ortiiliig ol-
masi Ozel varsayimi altinda ¢aligalim. O halde, her z € X igin N(z) = N olur
ve hipotezde verilen kogul bu 6zel durumda M52, st(z, Gn) € UU(z) bicimine
doniiglir. Simdi U’'nun sayilabilir iiyeli herhangi bir U alt ailesi icin X # UUp
calisma varsayim: altinda bir celigkiye varmak istiyoruz. Dikkat edilirse,
bir A C X alt kiimesi eger U’nun sayilabilir iiyeli bir alt ailesi tarafindan
ortilmiiyorsa, Uy, Uy € P.,(U) alt aileleri ne olursa olsun A — Uy Z Ul
gerceklegecektir. Simdi herhangi bir zy € X alisin. N9, st(zo,Gn) C
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UU(zo) gergeklenecek bigimde bir 2(zg) € Pu,(U) var oldugundan, galigma
varsaymminin bir geregi olarak, her Uy € P,,(U) i¢cin X — UU(zo) € Ulhy
gecerli ve X — UU(z0) C U1 (X — st(zo, Grn)) oldugundan sonugta 6yle bir
ng € N vardir ki

X — St(xo, Qno) ,@ Uuo (WO € Pwo(u))

gerceklegir. Bu yOntemi ve caligma varsayimim ard arda kullanarak, sonlu
Otesi tiimevarimla, her @ < wj igin

Kosa(1): z,€ X — | st(zp,0n,)
B<a

Kosa(2) : X - U st(zp, Gng) UZ/{o (VUy € P, (U))

B<a

kosullar1 gerceklenecek bicimde, X kiimesinde bir {z4}a<w, sonlu dtesi dizisi
ile N kiimesinde bir {14} <w, dizisinin tanimlanabildigini gésterelim. zg € X
ile ng € N biraz 6nce belirlenmigtir. Herhangi bir ag < w; verildiginde, her
a < ap igin Koga(1) ve Koga(2) kogullar: gerceklenecek bigimde z, € X ve
ne € N tanimlanmig oldugunda, simdi

Kosg(*) : X - | st(%a:Gna) £ UUo (VUp € Po(U))

a<ap

gecerli oldugunu gosterelim. Eger g bir ardil ordinal ise a9 = 79 + 1
gergekleyen g < wy vardir ve hem 7 < ap Ve Ugcqq 5H{Za) Gna) = Uagne 58 (Za; Gn,)
esitligi ve hem de Kogyo(2) kogulu gegerli oldugundan, bu durumda Kog(*)

elde edilir; eger ag bir limit ordinal say1 ise, bu kez v, < Yp41 < ap (Vn €

N) gercekleyen uygun bir {y,}52, dizisi aracihf ile ag = supny, olur ve
herhangi bir Uy € P,(U) igin, v, < g saylarinin, Kogy,(2) kogullarim
gerceklemesinden yararlanarak

(D#Kn=<X— Ustxg,gnﬁ) Ut (Vn e N)
B<n

olur ve apagiktir ki v, < vp1 nedeniyle Ug<., st(zg, Gns) € Up<ryn " st(zg, gnﬂ)
ve sonugta Kn,y1 C K, (Vn € N) bulunur.X sayilabilir tikiz oldugundan,
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sonugta bu kapah kiime dizisi icin

0 # ﬁ K, = (X — Ej U St(ﬂ:g, gnﬁ)) —UUO

n=1 n=1 <y,

= (X — U St(wlg,gnﬁ)) —UZ/{O

B<ag

olur yani Kog(*) yine elde edilir. O halde

Tao € X — |J 5t(%as Gra)

a<ag

eleman: vardir ve Kog(*) kullanilarak

0# (X~ U st(za, Gn,)) — Uu(xao) Z UUO (VU € Pwo(u))

a<og

oldugundan, sol yandaki fark kiimesinin bir {ist kiimesi olan agagidaki fark
kiimesi i¢in

o

( X - L<J St(xa:gna)) - Olst(xagagn)
= E_jl[X — y 5t(Za, Ona) U 8t(Tag, Gn))] € UUO

ve dolayisiyla var olan uygun bir n,, € N yardimiyla

X — U St(ma, gna) =X — ( U St(xa; gna) ) St(xaoa gnao)) g Uuo

a<lag a<ao

sonucu herbir Uy € P,,(U) igin gegerli olur, yani Kogag(l) ve Kogog(2)
kosullarinin gegerli olduklar: anlagilir. Sonugta sonlu Gtesi tiimevarim ingasi
bitirilmig olur. Simdi ise, var olan sabit ve belirli bir m € N aracilif ile
cardA = w; gergekleyen

A={a<w;:ng=m} Cw =[0,w)
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alt kiimesi iyi tanimhdir. Dikkat edilecek olursa Xg = {zo : a € A}
kiimesi kesiklidir, ¢linkil st(zq,Gm) N Xo = {2} (Yo € A) ve sonugta
card(G N Xp) < 1 (VG € Gp,) gegerlidir; gergekten zg € st(rq, Gm) ise
KogB(1) ve zg € st(za,Gn,) nedeniyle 8 < « olur, istelik 8 < ave 8 € A
gecerli olmas1 durumunda, z € st(zg, Gm) = st(zg, Gng) C Uycq 5t(2y, Gn,)
bulunurdu, bu ise Koga(l) koguluna aykiridir. O halde G,, agik ortiiliigiine
ve Xy alt kiimesine kargilik Boliim 1, Aquaro Teoremi 2’deki sonlu alt kiime
belirlenemez. Bu celigki birinci agamanin kanitlamasini bitirir.

Ikinci Asama:Simdi, herbir G, C G ack ailelerinin birer ortiiliis olmas:
gerekmedigi fakat G = US> ; G, acik Ortiiliigiiniin hipotezdeki kogulu gergekle-
digi durumda bir kanitlama verelim. Bu kez U’nun uygun sonlu bir alt
ortiiliigiiniin varhigini gostermek istiyoruz. U ’nun bu nitelikte hig¢ bir sonlu alt
toplulugu tanimlanamasaydi, bu kez tiimevarim kullamlarak ve P, (U) =
{U' CU : cardU’ < wp} yazarak K9 = X ve her n € N igin

K ={ Kn1-UGn ;Kn—l—UgngUuO (VUOEP<wo(M))

" Kn——l ~ Uun ;aun € P<wo(u) ’ Kn—l F Ugn g UZ/{n
kapali kiimelerinin, tanimlarinda hangi secenek gecgerli olursa olsun, § #
K, C Kno1 (Vn € N) ve K, € Uy (VUy € Pcw,(d)) gergekledikleri
tiimevarimla kolayca gozlenir. O halde uzay sayilabilir tikiz oldugundan @ #
K = p~i K, kapali kiimesi de benzer niteliklere sahiptir, kisacasi her Uy €
PeweU) igin K  UUp olur. Oysa, bunun simdi kesinlikle olanaksiz oldugunu

ve K C UUp gergekleyen sonlu bir Uy C U alt ailesinin tanimlanabildigini,
birinci agamadan yararlanarak gosterebiliriz. Gercekten bu amacla

Nk = {n e N: K nJGn # 0}

kiimesini tanimlayarak ve her n € Ng i¢in § # K N UG, C K, N UG, ne-
deniyle, uygun bir U, € Py, (U) alt ailesi yardimiyla K, = K,,_1 — UU, ve
sonucta K C Kp—1 C UU, UUG, = U(Gn, UU,,) gergeklestigi, kisacas: herbir
n € Ng icin G = G, UU, acik ailelerinin K igin bir agik 6rtiiliis oldugu
ve her z € K i¢in N(z) = {n € Ng : z € UG,} olmasi nedeniyle, U* =
Uneng Un € Puo(U) arac ailesi yardimiyla st(z, G)) = st(z, Gn) U st(z,Un) C
st(z, Gn) U UU* olur ve



84

M stz Gy) cUu*u N st(z,6.) < Jur uJu(z)

n€ENg neNg

bulunur. Dikkat edilirse U*(z) = U*UlU(z)(C U) ailesi apagiktir ki sayilabilir
tyelidir ve Npen st(z,Gy) C U*(z) gegerli olmaktadir. Dolayisi ile U (K) =
{UNK :U € U} ve G"K) = Upnen, G1(K) értiiliigleri ve sayilabilir tikz
K uzay: igin birinci agamadaki tiim hipotezlerin gerceklendigi anlagilir ve
sonugta K'nin U(K) acik Ortiiliigiiniin sonlu iiyeli bir alt ailesi tarafindan
ortildigi gozlenir. Bu geligki, ikinci asamanin ve sonucta tiim kanitlamanin
bitirilmesi demektir. a

Sonug 1:Sozde Gs-kogegenli sayilabilir tikiz uzaylar tikizdir.
Kanitlama:Boliim 1, Ceder Teoremi nedeniyle

{z} = () st(z,0Ga) (Vz € X)

neN(z)

kogulunu gergekleyen uzaylara s6zde Gs-kdsegenli uzay denilir.Bu tiir sayi-
labilir tikiz uzaylarda kolayca goriilecegi gibi, Chaber Teoremi 1 nedeniyle,
her U acik ortiiligiiniin sonlu bir alt ortiiliisii vardir.

Sonug 2:Acimr bir T} uzaymin tikiz olabilmesi igin g.yk. sayilabilir tikiz
olmasidir.

Kanitlama:Ag¢mnir 73 uzaylarimin kdgegenleri bir Gs-tiirdl kiimedir.

Sonug 3:Metriklenebilir uzaylarda tikizlik ve sayilabilir tikizlik kavramlar:
esdegerdir.
Kanitlama:Her metriklenebilir uzay acinir bir T} uzayidir.

Chaber Teoremi 2:Bir uzayin tikiz olabilmesi igin g.y.k. saylabilir tikiz ol-
mast ve her U agik ortuligiune karsik, asagidaki kosul gerceklenecek bigimde
agtk bir G = oo Gn zayif 60-6rtilisin var olmasidar:

Vz € X, 3U(z) € Pu,(U), [ (NGn)) € JU(z)

neNg
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Kanitlama:Burada N = {n € N: 1 < ord(z,G) < wg} ve her n € N},
icin (Gn)z = {G € G, : z € G} yamlmgtir. Kolaylik amaciyla herhangi bir
A alt kiimeler ailesi i¢in de, benzer bicimde A, = {A € A: z € A} ve
Naca, A = NAg yazilacaktir. Yalmzca yeterlik gosterilmelidir. Yeterligin
kamtlanmasini yine iki agamada yapacagz.

Birinci Asama:Bu agamada G = {Gy}aea agik ortiiliigiiniin kendisinin nok-
tasal sayilabilir oldugu 6zel durumu irdeliyoruz. Bu nedenle, varsayimimiz,
her z € X igin NG, C UU(z) kosulu gergeklenecek bigimde bir U(z) €
P.,(U) ailesinin var oldugunu sdylemektedir. Simdi, eger U nun sayilabilir
iiyeli hicbir alt ailesi ortiilii§ olmasaydi, zorunlu olarak w; < cardX = kx
gerceklendigine dikkat ederek,bir geligkiye varilacagini géstermek amaciyla,
sonlu dtesi tiimevarimla

i)1e € Ga— U Gp
B<e

Z’L)X — ,3L<J Gﬁ Z Ul (VUO € Pwo(u))

1)U € Puy(U) , X — U Go CUU*
a<k

kogullar1 gergeklenecek bigimde bir « ordinal sayisi tanimlanir. Gergekten i)
kogulu nedeniyle bu iglem s < kx adim sonunda bitmek zorundadir ve ii)
kosulu nedeniyle bu x sayisi bir ardil ordinal say1 olamaz, kisacasi & bir limit
ordinaldir. Once geligigiizel secilen bir zg € X i¢in, hipotez nedeniyle

b£X-Juz) S U X -Go)ZUth (VU € Po(Uh))

Ga€(G)ag

olur ve card(G)z, < wp oldugundan

X~-GoZJUo  (YUp € Pup(h))

kogulu gergeklenecek bicimde bir Gy € (G)s, vardir.Herbir @ < ag < sy
i¢in z, elemanlar1 z, € G4 € (G);, iyeleri, i) ve ii) kogullar1 gergeklenecek
bigimde belirlenmisg oldugunda, sayilabilir tikizlik kogulu kullamilarak o ister
ardil limit ordinal say: olsun



86

U& -G ZUthe (Vo € Pupth))

a<op

gergeklendigi gosterilerek, bir 2o, € Ug<cao(X — Go) elemamm belirleyip,
NGz, € UU(za,) gergeklestigini animsayarak

b# X~ |J Ga)-UJU(zas) € U X ~-(UJ GaUGqy))

alag G"‘O e(g)a‘,ao a<og

ve sonugta, uygun bir G, € (§)s,, belirleyerek, herbir Uy € P.,(U) igin
gegerli olan

X— J Ga=X-(J GaUGay) Z Jo

aag a<lag

sonucu elde edilir. O halde sonlu Gtesi tiimevarim ingasi bitirilmig olur.
Dikkat edilirse, G* C G alt ailesi G’nin yukaridaki sonlu Otesi tiimevarim
igleminde belirlenen iiyelerinden olugan alt ailesi olmak iizere, iii) nedeniyle
G*UlU™ agik ortiiliistiir, noktasal-sayilabilirdir ve apacik bigimde bir zayif 66—
ortiliig oldugu i¢in Wicke& Worrell Teoremi nedeniyle sonlu bir alt ortiiliigi
vardir. O halde zorunlu olarak, dyle bir 8y < & vardir ki X = Uqa<g, GoUUU™
gerceklegir, bu ise ii) nedeniyle kesinlikle olanaksizdir.

Ikinci Agama:Simdi sayilabilir tikiz X uzaymnda acik bir zayif 66 ortiiliig
olan G = U,2; G, ailesi, hipotezdeki kogullar1 gerceklesin, kisacas: her z € X
igin M, N (N(Gn)z) € UU(z) gegerli olsun. U’nun sayilabilir iiyeli bir alt
ortiiligliniin tanimlanabildigini gostermek istiyoruz. Kanitlamada kullanila-
cag! igin su temel bilgileri animsayalim.

Ara Bilgi:Bir X uzaymda her A C X , igin k(4) = U{B : B € P.,(4)}
biciminde tanimlanan iglemin bir Kuratowski kapanig islemi oldugu ve A C
k(A) C A gergeklendigi goriilmektedir. Bu kapams igleminin X iizerinde
belirledigi uzay X°€ ile gosterilir, dolays: ile bu uzayda, ancak ve yalnz
A = k(A) kogulunu gergekleyen alt kiimeler kapalidir ve bu uzaymn kisaca
7. ile yazilan topolojisi ile ilk uzaymn topolojisi arasinda 7 C 7, bagintis:
gecerlidir. Ustelik, X uzaymn herhangi bir G acik ailesi igin

K(@G)={z€ X :0rd(z,G) <wp}
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alt kiimesi X ¢ uzayinda kapalidir, ¢linkii kolayca goriilecegi gibi

K@) =X-U9u{zeX: :1<ord(zG) < wo} =k(K(G))

gergeklesir, ¢linki ozellikle, her n € N igin z, € K(G) elemanlart 1 <
ord(z,,G) < wg gergekler ve z € {z, : n € N} olursa, ya z € X — UG olur
ya da 1 < ord(z,G) ve sonugta G, C Ul Gy, gozleyerek 1 < ord(z,G) < wp
bulunur. Ustelik X uzayinim sayilabilir tikiz olmas: icin g.y.k. X¢ uzayinin ol-
masidir. Gergekten 7 C 7, nedeniyle yeterlik apagiktir. Tersine X sayilabilir
tikiz ve {K,}52, dizisi X ¢ uzayinda bosgtan farkli ve azalan bir kapal kiime
dizisi ise, her n € N i¢in z, € K, olmak tizere § # N, {zx:n <k} C
N2y k(Krn) = Npeq Ky bulunur.

Yukaridaki bilgiler nedeniyle X ¢ nin sayilabilir tikiz oldugunu bildigimiz-
den ve U ailesinin X ¢ i¢in bir agik ortiliig olmas: gerceginden 6tiird, genelligi
bozmaksizin X = X°€ alabiliriz. Simdi eger ¢/’ nun sayilabilir bir alt 6rtiiliigii
tanimlanamasaydi, Ko = X alarak ve X, = {z € X : ord(2,G,) < wo} =
K (Gr) kiimelerinin X ¢ = X uzayinda kapali olduklarini bildigimiz igin,(ayrica

X = U, X, gozlenmelidir.) timevarim yardimiyla her n € N igin

K. = KninNX, s Kn1NX, g Uiy (VZ’{O € Pwo(u))
"8 K'n,——l - Uun ;Hun € Pwo(u) 3 Kn—l N Xn g Uun

bigiminde tanimlanan kapali kiimelerinin § # K = N2, K, gercekledigi ve K
kiimesinin ¢/ ortiiliigliniin higbir sayilabilir alt ailesi tarafindan ortiilemedigini
anlariz. Aslinda gimdi, K C |JUj gercekleyen uygun bir Uy € P,, (1) ailesinin
var oldugunu, Birinci Asamadan yararlanarak gosterecegiz, boylelikle elde
edilen celigki kanitlamay1 bitirecektir. Gergekten

Ng = {n € N: 3Uy, € Puy(U), Kn = Kn_1 — | JUn}

tanimlanirsa K = (pen, KnN Npgny Kn gergeklesir ve tstelik U™ = Upen, Un
yazilirsa, her n € Ny icin K, = K,1 — UU, ve (K, N X,) — UU, =
(Kp-1N Xn) — Ul = 0 olmas: nedeniyle K C MNpen, (X — Uly) = X —
Uneng (UUn) = X —UU* ve K = K — UU™* ve ayrica her n € Ng igin
KnX, C (K,-UUYnNX, € (K, —UUp) N X,, = @ bulunur. Demek
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ki bir n € Ng i¢cin z € K N UG, olursa w; < ord(z,G,) olur, kisacas:

NxkNN; = 0(Vz € K) ve K = Up21 (K N X7n) = Ungng (K N Xy) bulunur. O
halde

Nog={neN-Ng:Kn{JG.#0} , 6= G

neNp

tanimlamrsa ve n € Ny icin z € K N UG, gerceklegirse z € K, N UG, =
Kn1N(XnNUGy) ve sonugta 1 < ord(z,Grn) < wq olur, kisacas1 G*(K) =
{GNK : G e G*} acik ortiiliigii K alt uzayinda noktasal-sayilabilir olur ve
N; = {z € Ny : z € UGy} nedeniyle N(G*(K)), = nneN;(gn)m C UU(z)
gecerli oldugundan, X°¢ uzaymin sayilabilir tikiz K alt uzay: igin Birinci
Agama kullanilarak istenilen geligkiye ulagilir. O

Uyari1:Wicke& Worrell Teoremi’nin Chaber Teoremi 2’nin kolay bir sonucu
oldugu, baska bir deyimle Chaber’in bu ikinci teoreminin Wicke& Worrell
Teoremi’nin bir genellegtirmesi oldugu kolayca goriiliir, ¢iinkii G = Uneq Gn,
sayilabilir tikiz ve zayif altoteLindel6f X uzayinin, verilen bir ¢/ acik ortiiliigl-
ne karsilik belirlenen bir zayif §6—incelmesi ise, her z € X i¢in var olan ve
1 < ord(z,Gn,) < wp yani n, € N; gercekleyen n, dogal sayisi aracilifiyla,
card(Gn, )z < wp oldugu igin, apaciktir ki

neNg

kosulu gergeklenecek bigimde sayilabilir iyeli bir I (z) C U alt ailesi kolayca
tanimlanir, dolayisiyla Chaber Teoremi 2 nedeniyle X uzay: tikiz olur.

Simdi de Tikhonov (tiimiiyle diizenli T5) uzaylarinin tikizhig igin agagidaki
iinli sonucu gorelim. Bilindigi gibi, sayilabilir sayida acik-yogun kiime-
nin kesigiminin yogun ya da esdeger olarak, sayilabilir sayida kapali-seyrek
kiimenin birlegiminin i¢inin bog oldugu bir uzaya, bu tiir uzaylar ilk tamimla-
yan Fransiz matematik¢i Rene Baire’nin adini vererek Baire uzay: denilir.Bu
tiir uzaylarda, noktasal sonlu bir agik ortiiliige karsilik ilging bir acik ailenin
varlig kanitlanabilir. Burada gerektigi icin once su temel gercegi gozleyelim.
Bir Baire uzayimin bogtan farkl tiim agik kiimeleri iizerindeki alt uzaylar da
birer Baire uzayidir, ¢iinkii, X bir Baire uzay1 ve G bogtan farkh agik kiimesi
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ve G, C G alt kiimeleri bu alt uzayda agik-yogun ise, G = kapgGhr
G N G nedeniyle G, € G C G, yani G = G,(Vn € N) bulunur ve

= G, U (X — @) C X kiimeleri X uzayinda agik-yogun olur ve G alt
uzaylmn bogtan farkli herhangi bir U agik alt kiimesi, hem X uzaymnda agik
olur ve hem de

m;éUnﬂU =UnN ﬂG U(X - G)):Unﬁcn

n=1 n=1

gerceklegecegi icin, oo ; G, kesigiminin G alt uzayinda bogtan farkl tiim acik
kiimelerle kesistigi, yani yogun oldugu anlagihr. Simdi 6nce, gerekli oldugu
igin, agagidaki Yardimci Teoremi gorelim:

Watson Yardimci Teoremi:(X, 1) bir Baire uzays, U bu uzayda naktasal
sonly bir agik ortulis ise, wyeleri bostan farkh olan ve asagidaki kogsullar
gergekleyen bir agik kumeler ailesi B(U) vardar:

iy)yaBNU=0 ya BCU (VB € B(U),VU € U),

i) VG € 7,G # 0 icin 3B € B(U), Bg C G.
Kanitlama:Her n € N igin F,(U) = {z € X : ord(z,U) < n} kapalh
kiimeleri tanimlansin. I noktasal sonlu oldugundan X = {52, F,(U) gegerli-
dir. Simdi @ # G € 7 verilsin ve sabit tutulsun. Yukarida goézlenen temel
gercek nedeniyle, G alt uzay1 da bir Baire uzay1 ve G = U2 (G N F,(U))
nedeniyle, var olan uygun bir ng € N yardimiyla

B # iggkapa(G N Fry(U)) = ig(G N Fry(U) N G) C G NigFy,(U)

olur. Sonucta {n € N: 0 # G NigF,(U)} kiimesi bog olamaz. Bu kiimenin
en kii¢lik elemani, s6zgelimi, ny dogal sayis: olsun. O halde @ # G Ni¢Fy,, (U)
olur ve apagiktir ki her z € G Ni¢F,,(U) elemam igin ord(z,U) < ng bu-
lunur. Dikkat edilirse en az bir g € G N i¢cFp(U) igin ord(zo,U) = ng
olmak zorundadir, ¢linkii aksi durumda G N igFp (U) C Fpy—1(U) olur ve
no dogal sayisinin tammi geregi @ # G NigFu(U) C G NigFpy_1(U) =

geligkisi bulunurdu. O halde Uy = {U €U : 2 € U} ={Ur:1 <k < no}
ve By, 3 Wiy C© G N Fpy(U) olmak iizere zg € Wy N MUy, olur, kisalik
amaclyla Bg = Wy, N NU,, yazalim. Kolayca gunlar gozlenir: § # Bg C G



90

olur ve her U € U icin, eger U € Uyyise Bg C U, yok eger U ¢ U,, ise
BeNU C Fp,(U)NUNN Uz, = O gerceklegir. Bu nedenle, tiim Bg kiimelerinin
ailesi B(U) aranandir. O

Asagidaki teorem 1980 ve 1981 yilinda iki geng¢ matematikgi B.Scott ve
S.Watson tarafindan bagimsiz olarak kanitlanmigtir. Verilen kanitlama S.Wat-
son’a aittir, b.k.z.[15].

Scott & Watson Teoremi: Bir Tikhonov uzaywmn tikiz olabilmesi igin g.y.k.
sozdetikiz ve otetikiz olmasidar.

Kanitlama:X Tikhonov uzay: sozdetikiz ve otetikiz olsun. Bu uzayin her-
hangi bir G acik 6rtiiliigii verilsin. Uzay diizenli oldugundan U < G gergekle-
yen agik bir I/ incelmesi vardir. X otetikiz oldugu i¢in &//’nun noktasal-sonlu
agik bir incelmesi vardir. Genelligi bozmaksizin onu yine U ile gosterelim.
Watson Yardimci Teoremi nedeniyle, ¢ oOrtiiliisiine kargilik orada sozii edilen
kogullar: gergekleyen acik bir B(Uf) ailesi vardir. Simdi kisaca

Up={U el :BCU} (VBeBU))

yazalim. @ # B € B(U) ve U noktasal-sonlu oldugundan sonugta her
B € B(U) iiyesi igin Up alt ailesi sonlu iiyelidir. Herhangi bir B; € B(U)
alalim ve eger X — JUp, # 0 ise ikinci adimda B(U) 5 By C X — UUp,
belirleyelim. Her 1 < k < n i¢in By € B(U) iiyeleri belirlenmis ve agagidaki
tiimleyen kiime bogtan farkli oldugunda

BU)> Bapn CX— | Uiz,

kiimesini belirleyelim. Dikkat edilirse bu iglem sonlu bir adim sonra bitmeli-
dir.Gergekten, eger bitmeseydi, her n € N i¢in B,, € B(U) kiimeleri tanimh
olur ve iistelik herbir U € U iiyesi, en fazla tek bir B, kiimesi ile kesigebilir
¢linkii , U N B, # 0 ise U N By, = B(Ym > n) gegerlidir, ¢iinkii, Watson
Yardimer Teoreminde gozlendigi gibi, U N B, # ® nedeniyle zorunlu olarak
Bn € U yani her m > n igin U € Up, ve U C Up, C Ur<k<m(UUB,) C
X — By, olur ve kamtlanan bu gozlem nedeniyle U N B,, = B(Vm < n) bu-
lunur. Dolayisiyla tanimlanabilmeleri durumunda, sonsuz iyeli {B,, : n € N}
aglk kiimeler ailesi X uzaymda kesikli ve sonucta yerel sonlu olur, bu ise
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Boliim1’de kanitlanan Bagley&Connell&McKnight Teoremi’ne aykiridir. De-
mek ki, uygun bir ng € IN igin, yukaridaki iglem ng¢-mc1 adimda sonlanmahdur,
kisacast X — U<k (UUp,) = @ bulunur, yani U* = Ui<p<ng Up, (C U) sonlu
iiyeli ailesi i¢in X = JU* olur. U* < G oldugundan, sonugta G’nin sonlu iyeli
bir alt ailesinin ortiiliig oldugu anlagilir. O

Bu boliimde son olarak amacimiz Smith Teoremi 2’yi kamitlamaktir, b.k.z.[16].
Once agagidaki sonucu gorelim:

Smith Teoremi 1:Her §-incelebilir uzay zaysf 9-incelebilirdir.
Kanitlama:X uzay1 f-incelebilir olsun. U agik Ortiiliigii verildiginde 6-
incelebilirlik kogulu geregi 6yle bir {G,}32, acik incelmeler dizisi vardir ki,
her z € X icin 1 < ord(z,Gn,) < wo gergeklenecek bigimde bir n, € N
vardir.Simdi, her n € Nicin G, = {Gn : @ € Ay} yazarak, G7 = G, ve

Gt ={Gna— U Fni(Gr):ae A} (Vn>1)

1<k<n

acik ailelerini tammlarsak, éncelikle U Gy NUi<k<n Fn—k(Gk) = @ gergeklendi-
gini gozleyerek, G* = U2, G, acgik ailesinin bir ortiilig oldugu anlagilir,
ciinkii, herhangi bir z € X verildiginde, 1 < ord(z,Gs) < wo kogulunu
gercekleyen en kiigiik n dogal sayisi n, ve ord(z,Gn,) = my ve dolayisiyla
z € Fy,_(Gn,) olmak iizere, ny +m, < n kogulunu gergekleyen her n € N igin

% € F(Gn) € Frng(Gra) © U Fus(Gr) € X —JGn

1<k<n

nedeniyle z ¢ UG:(Vn > ng + my) gozlenir ve sonra, ng = 1 ise z € UG]
yok eger 1 < n, ise, herhangi 1 < k < ng igin wp < ord(z,Gy) ve sonugta
2z & Ur<keny Fro—k(Gr) olur ve @ € Gn,q, olacak bicimde a, € A, indisi var
oldugundan sonugta z € UG}, yanil < ord(z,Gy) < ord(z,Gn,) = ma < wo
bulunur. O halde G* agik Ortiiliigii agagida verilen kosullar1 gercekledigi i¢in
U ortiiliisiiniin bir zay:if f-incelmesi olur. O

Bir X uzayinda asagidaki kogullar1 gergekleyen G = UpZ; G acik Ortiligiine
bir zayif 6-ortiiliis ve her agik ortiiliigiin bu nitelikte bir incelmesinin tanimla-
nabildigi bir topolojik uzaya ise zayif §-incelebilir uzay denir:
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Wz € X,3n, e N1 < ord(z,G,,) < wo,
ii)Vz € X,3N, € Nyord(z,G,) = 0(Vn > N)

Asagidaki teoremde tanimlanan Tikhonov uzayi, Bennett&Lutzer ikilisinin,
Kaynakca’da yer alan makalesinde tanimlanmigtir. Bu uzayin sézii edilen
niteliklerini kanitlamak icin, Bolim 1’deki Burke Yardimci Teoremi kul-
lanilacaktir.

Teorem:0-incelebilir olmayan zaysf G-incelebilir Tikhonov uzaylars vardr.
Kanitlama: we = [0, ws) ordinal sayilar araligindan {0, 1} kiimesine tanimla-
nan tlim fonksiyonlarin kiimesi olan X = {0, 1}*2 iizerinde agagidaki Tikho-
nov uzayini tanimlayalim. Apacgiktir ki cardX = 2“2 olur. Simdi, herhangi
bir f € X ve A € Peylwa) igin B(f,A) = {g € X : g(a) = f(a) (Va € A)}
ve ayrica

Xo={feX:da<wy, fla)=1, f(B) =0 (V8 € ws, B # a)}

tanimlansim. Herbir f € Xy icin f(a) = 1 gercekleyen tam bir tane a < ws
ordinal sayis: var oldugundan, bu fonksiyonu f, ile yazarsak, kolayca f,(a) =

1, fa(8) = 0 (VB € wy, B # @) ve fo & Upsa B(fs,{B}) gerceklesir. Ustelik,

A ={a1,ay,..,a,} ise, f € X ne olursa olsun

B(fa A) = Haewz—A{Ov 1}a X {f(al)}al X {f(a2)}a2 X ... X {f(an)}an

gozleyerek kolayca card B(f, A) = card({0, 1}*2~4) = 2%2 bulunacaktir. Ayr-
ca f1, f2 € X neolursa olsun, Ay, Ag C wsy sonlu alt kiimeleri, eger, AjNAs = 0
gerceklerse, B(f1, A1) N B(fa2, A2) kesisim kiimesinin bogtan farkli ve tistelik
card(B(f1,A1) N B(f2,Ag)) = 2“2 gercekledigine, hatta, sonlu elemanli A
kiimeleri ikigerli ayrik olmak iizere, kesigtirilen B(f, A) kiimelerinin sayisinin
sonlu tane degil w; tane bile olsaydi, kesigim kiimesinin yine 2“2 kardi-
naliteli olacagina dikkat edilmelidir. Simdi, cardXy = wy < cardX =
card(X — Xp) = 2*2 gozleyerek, X — Xo kiimesinin herbir elemanini birer
yalitilmig nokta ve her o < ws igin By, = {B(fa, A) : A € Peyy(wa)} ailesini
fo € Xo elemani igin yerel taban olarak tammlayarak belirlenen topolo-
jik uzayin, timiiyle diizenli bir Ty uzay: ve dolayisiyla bir Tikhonov uzayi
oldugu anlagilir. Ciinkii dikkat edilirse € € {0, 1} tam sayis1 ve a € wy sabit
ordinal sayisi ne olursa olsun X, = {f € X : f(a) = €} alt kiimesinin
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ve sonugta, f € Xo ve A € Peyy(ws) ne olursa olsun B(f, A) = Npep Xa,f(a)
gercekleyen B(f, A) yerel taban iiyesinin ve dolayisiyla bu uzaydaki tum yerel
taban kumelerinin birer kapacik kiime oldugu goriilmektedir. Bu uzayda,
herhangi bir U acik oOrtiiliigii verildiginde, her a € wq igin, f, € Uy € U
gercekleyen bir U, ortiiliig tiyesi ve fo € B(fa,Ala)) C U, gerceklenecek
bigimde A(a) € Pyy(we) kiimeleri belirlenirse, A'(a) = {a}UA(a) (Vo < ws)
tammlayarak f, € B(fa, Ala)) N B(fa, {a}) = B(fa, A'(a)) C Uy (Va € wo)
gozlenir. O halde Wy = {B(fa, A(a@))}acw, ve W2 = {{f} : f € X — X0}
olmak iizere W = W; U Wy < U gerceklestigi ve W acgik oOrtiiliigliniin, her
a < wg igin ord(f,, Ws) = 0 < ord(fa, W) = ord(fa, W1UWs) = 1 ve ayrica
her f € X — Xy igin ord(f, Ws) = 1 nedeniyle, apagik bigimde ¢/ rtiiliigiiniin
bir zayif 6-incelmesi oldugu anlagilir. Burada, wy < ord(f, Wi) gergekleyen
sayllamaz sonsuz sayida f € X — X elemanlarinin var olabilecegine dikkat
edilmelidir, bu durum asagidaki ortiiliig icin gerceklegecektir. Demek ki X
Tikhonov uzay1 zayif 6-incelebilirdir. Simdi, son olarak bu uzayin f-incelebilir
olmadigins gosterelim. Bu amagla, 6zel

Z/[O: {B(fa’{o‘})}a<w2 U{{f} : f €X '—XO}

agik Ortiliigiinden, bir f-incelme elde edilemeyecegini gosterecegiz. U) =
{B(fa, {@}) }a<w, alt ailesi i¢in, card{f € X — X : w1 < ord(f,U})} = 2**
gerceklestigi kolayca goriildiiglinden, eger Uy oOrtiiliisii icin d-incelme kogulu
gercekleyen bir drtiiliigler dizisi tanimlamak istiyorsak, bu dizinin iiyesi olan
ortiiliiglerin hicbirisi iy olmamalidir! Simdi, U ortiiliigiiniin herhangi bir
{V,.}22, agk incelmeler dizisi alinsin. Her a < ws igin, fo € Xo elemanin
iceren biricik Uy tiyesi B(fa, {a}) oldugu igin

fa € B(fa:Aa,n) C Van € Vn, B(faaAa,n) C B(fa, {a}) (V(a,n) € w2 x N)

kogullar gerceklenecek bicimde A, C wo sonlu alt kiimeleri vardir. O halde
a € Mgy ve sonugta a € Ag = USl; Aoy (Vo < wg) gergekleyen, sayilabilir
elemanli alt kiimeleri belirlenmis olur. B6lim 1’deki Burke Yardimeci Teo-
remi nedeniyle 1 < a3 < a3 < a3 < ... < wa ve a, ¢ A, (n # m)
kosullar1 gergeklenecek bicimde artan {a,}32, ordinal sayilar dizisi vardur.
Simdi, g(an) = 1 (Vn € N) ve g(a) = 0(Va € wg — {ap, : n € N})
bigiminde tanimlanan ozel g € X — X elemaninin wg < ord(g, V,) (Vn € N)
gercekledigini gozleyelim. Gergekten, n € N sabit dogal sayis1 alindiginda,

her ¥ € Nigin ap € Agn C A, ve m # k igin am ¢ A,, ve sonugta
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am & Ag,.n oldugundan, kolayca her o € Ag,, igin, ister a = a; is-
terse a # ag olsun, f,, (o) = g(a) olur ve sonucta g € B(fa,,Aayn) C
Vorn(€ Vn) (Vk € N) bulunur; apagiktir ki k& # m icin B(fa,, Aapn) #
B(fams Aan,n) nedeniyle, istenen wy < ord(g, V) (Vn € N) sonucu elde edilir.
Demek ki, Uy Ozel ortiiliiginiin herhangi bir {V,}52, incelmeler dizisinin
g-incelme kosulunu gercekleyemedigi, kisacasi X uzaymmn f-incelebilir ol-
madig1 anlagilmaktadir. Ayrica yukarda tanimlanan X Tikhonov uzayinin,
2“2 < k gergekleyen herhangi bir x kardinal sayisi yardimiyla tanimlayarak,
bu niteliklere sahip ve birbirleriyle es yapili olmayan sonsuz sayida Tikhonov

uzayimn tanimlanabildigi de anlagilmig olur. O

Lindelof uzaylarina iligkin onemli bir gercek, iyi bilindigi gibi, bu tiir uzay-
larda kapali-kesikli kiimelerin ve kesikli, hatta yerel sayilabilir kiime aileleri-
nin sirasiyla sayilabilir noktalh ve sayilabilir iiyeli olmalaridir. Bu gergek
Lindelof’liigiin tanimindan kolayca elde edilir.

Smith Teoremi 2:Zayif O-incelebilir bir uzaym Lindelof uzay olabilmesi
igin g.y.k. bu uzaydaki kesikli ailelerin saylabilir uyeli olmasidar.
Kanitlama:Yalnizca yeterlik gosterilmelidir. X yeterlik kogullarim1 gercekle-
yen zayif 6-incelebilir bir Lindelof uzay: olsun. Bu uzayimn herhangi bir
U acik ortiliisii verilsin. Zayif 6-incelebilirlik kogulu geregi oyle bir acik
G = U2, Gn < U incelmesi vardir ki G* = {UG,}52, acgik ortiililgii noktasal-
sonludur ve ayrica her z € X i¢in 1 < ord(z, G,,) < wo kosulu gergeklenecek
bicimde bir n, € N vardir. Her n € N igin G, = {Gpo}aca, yazilisi
gegerli olacak bi¢imde A, indis kiimeleri vardir. Simdi tiimevarim kullanarak
n,m € N ne olursa olsun, sayilabilir iyeli uygun Uy, ., C G alt ailelerinin, U =

o1 U1 Un,m ailesi Ortiiliig olacak bicimde tanimlanabildigini gstermek is-
tiyoruz. n,m dogal sayilar: ne olursa olsun F,,(G*) = {z € X : ord(z,G*) <
n} ve benzer bicimde F,(G,) = {z € X : ord(z,Gn) < n} kiimelerinin kapali
olduklar: ve US2; Fn(G*) = X = Use; Une_q Fr(Gm) gegerli oldugu bilinmek-
tedir. Birinci adimda Uy alt ailesinin tamimini bagarmaliyiz. Bu amagla,
once, her n € N i¢in

K(1,n, A1) = Fi(G*) N Fi(Ga) N () Gna (VA € P1(Ay))

acA
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kiimelerinin ailesi K1n1 = {K(1,n,A,1) : A € P1(An)} tamimlansin.Bu
aile X uzayinda kesiklidir. Gergekten, tipki Boliim1, Yardimc1r Teorem 8’in
kanitlamasinda yapildig gibi, herhangi bir z € X alindiginda, = ¢ (F1(G*) N
F1(Gn)) ise, apagiktir ki, z elemanminmn Ky, 7 ailesindeki hicbir kiime ile
kesismeyen agik bir civar: vardir; eger z € F1(G*) N F1(G,) ise, G, ailesinde
bu elemani igeren bir tek iiye vardir ve bu iiye Gy, o, ise, apaciktir ki G, o, N
K(1,n,A,1) =0 (o ¢ A) nedeniyle bu kiime K, 5, ; ailesinde en fazla tek bir
tiye ile kesigir, 6tekilerle aynktir. O halde K11 = Up2; K1,n,1 ailesi sayilabilir
iyelidir ve iistelik

U@ i) € Uk

gergeklestigi goriilmektedir. K ; ailesinin herbir tyesini kapsayan tek bir U/
iiyesi belirleyerek U/ ; ailesi tamimlanmig olur. Simdi, herbiri sayilabilir iiyeli
olan Uy 1, U 2, ..U ailelerinin taniminin

[—jl 1<E:_J< (Fl(g*) N Fk(gn)) c 1<EJ< (Uul,k) (*)

kosulu gerceklenecek bigimde yapilmig olmas1 varsayimi altinda Uy 11 ailesi-
nin tamimim bagarmaliyiz. Bu amagla herbir A € Py, 11(Ay) alt indis kiimesi
icin

K(1,n,Am+1) = (F1(G") N Fo1(Gn) — U Ute)) N ) Goe

1<k<m a€A

kiimelerinin ailesi IC1 p m+1 = {K (1,7, A,m+1) : A € Pry1(An)} tanimlansin.
Bu aile X uzayinda kesiklidir. Gergekten herhangi bir z € X elemam
alindiginda, eger bu eleman

kapali kiilmesine ait degilse, bu elemanin K, my1 ailesinde hic bir iye ile
kesigmeyen bir acik civar1 vardir; yok eger = elemani bu kapali kiimeye ait
ise, yukaridaki (*) kapsama bagntis1 nedeniyle ord(z, G,) < m gergeklesmesi
sozkonusu olamayacagindan z € (laep, Gnoe = Wi ve cardA; = m + 1
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kogulu gerceklenecek bigimde bir A, € Ppi1(A,) vardir ve W, agik kiimesi
apagiktir ki Wy N Upza, K (1,7, A,m + 1) = 0 gergekler, kisacast K1 pnm+1
ailesinde birisi digindaki tiim iyelerle ayrik olur. O halde bu aile ve sonugta
Kim+1 = Uneq K1,n,m+1 ailesi sayilabilir iyelidir, herbir iiyesini kapsayan tek
bir ¢/ iiyesini belirleyerek Uy 41 ailesi tanimlanirsa, kolayca

0 U ®@nr@)c U Uy

n=11<k<m+1 1<k<m+1

gerceklestigi gorilir. O halde tim Uiy, (m € N) ailelerinin tiimevarim
yoluyla tanimlanmas) iglemi bitirilmis olmaktadir. Simdi timi sayilabilir
iyeli olan

U, U, ....Us 1, Uz, ... Un 1, Up s, ...

ailelerinin taniminin

n oo

Fa(6%) € U UlUtrs)

k=1i=1

kogulu gergeklenecek bigimde tanimlanmig oldugunu varsayalim. Amacimiz
simdi U411 ailesinin tanimini bagarmaktir. Kolayca goriilecegi gibi, herbir
Ae Pl(Ak) icin,

K(n+1,k,A1) = (Fora(8%) N F1(Gk) — U G(Uuk,i)) N Gia

1<k<n i=1 a€A

kiimelerinden olusan Kni1%; olmak iizere, kesinlikle sayilabilir iiyeli olan
Knt11 = Use: Knta,k,1 ailesi tanimlanir ve

kfj (Frt1(6%) N F1(Gr)) € G UXKnt1,61) € UUns1,1
—1 k=1

gerceklegecek bicimde sayilabilir iiyeli Uy, 11 € U alt ailesi tanimlanir. Simdi
Upi1,1,Un+1,2, - Unt1,m aileleri tanimlanmig olundugunda, herbir A € Ppyi1(Ag)
icin
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(Fn-i-l(g*) N Fm+1(gk)) - (LnJ G(Uuk,z) U O (Uun-i-l,j)) N n Gk,a

k=1 i=1 =1 acA

kiimelerine K (n+1, k, A, m~+1) denilirse, bunlarn olusturdugu kesikli Kni1km+1
aileleri araciifiyla Kn1,m41 = Upes Knt1,kme+1 tanimlanarak, sayilabilir iiyeli
Un+1,m+1 ailesi belirlenir. Tiim bu siirecin sonunda, sayiabilir dyeli U* =

% US_; Unm(C U) alt ortiiliginin

X = Gan(g*) = Ql Gl(Uun,m) = Uu*

gercekledigi anlagiir. O halde U ortilliigiintin sayilabilir fiyeli bir alt ailesi
tanimlanabilmektedir. O
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Boliim 6

YARI-ACIK ORTULUSLER
VE YANTIKIZLIK

Bu béliimde yari- agik ortiiliiglerden yararlanarak, tiimi H.Junnila’ya ait
olan, yantikizlik ve Otetikizlik ile ilgili baz1 karakterizasyonlar verilecektir,
b.k.z.[17]. Bilindigi gibi bir X topolojik uzayinda, A ortiiliigiine, ancak
ve yalniz, her z € X icin z € igst(z,.A) kogulu gergekleniyorsa yari-agik
ortiiliis denilir. Her zaman oldugu gibi A, = {A € A : z € A} yazilacaktir.
Her acik ortiiliigiin yari-acik oldugu apagiktir. Ote yandan her yerel sonlu ka-
pali drtiiliis de yari-aciktir, ¢linkii herhangi bir K yerel sonlu kapali ortiiligi
ve herhangi bir z € X alindifinda X = K, UU(K — K;) gergeklendiginden,
ve herhangi bir uzayda X = AU B ise icX = ilAUB) CigGAUB C X
nedeniyle X = icA U B gegerli ve ayrica K’nin yerel sonlulugu nedeniyle z ¢
UK -K,) = UK — K;) oldugundan, sonugta z € ic UK, C UK, = st(z, K)
gergeklenir. Yine bilindigi gibi U ve V, X uzaymn Ortiiliigleri olmak iizere
V’nin her iiyesi ¢’ nun uygun sonlu sayida iiyesinin birlesimi tarafindan kap-
sanabiliyorsa V’ye, U’nun S-incelmesi denilir. Her tiir incelme apagiktir ki
bir S-incelmesidir. Jimdi bagta s6z ettigimiz karakterizasyonlara gecebiliriz.
Yardimci Teorem 1:X wuzayiman her yerel sonlu, yari-agik ortulisunun yerel
sonly kapaly S-incelmesi vardar.

Kanitlama:A ortiillisii X uzaymnin yerel sonlu, yari-agik bir ortiiliisii olsun.
A’nmin herhangi bir A’ alt ailesinden yararlanarak

K(A) = (A —ig|J(4 - &)

kapali kiimesini tanimlayalim. Dikkat edilirse A’ sonsuz iyeli bir alt aile
ise N A" = 0 oldufundan K(A’') = 0 gerceklesir. N.A" # 0 olsa; en az bir
z € X i¢in ord(z, A) > wp saglanirdy, bu ayni zamanda noktasal sonlu olan
A yerel sonlu ortiiliisi i¢in olanaksizdir. Her A’ C A igin, K(A’) kiimesi
ile A’ alt ailesi arasindaki iligki K(A') ¢ JA’ bigimindedir. Kapsamanin
gergeklendigini gosterebilmek i¢in z € K(A') alalim. z ¢ iclU(A — A’) ve
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A yari-agik oldugundan z € i¢U A, saglanir. Bu durumda 6yle bir 4, € A’
vardir ki Ay € A, saglanir, ¢iinkii A'NA,; = @ olsaydiz € igU A, C ig(A-A")
bulunurdu. Dolaysiyla z € Ay C A’ elde edilir. K = {K(A) : A’ C A} ka-
pali kiimeler ailesi A Ortiiliigiiniin aranan yerel sonlu, S-incelmesidir. Giinkii
A’nin X’in yerel sonlu 6rtiiliigii olmas: nedeniyle A,’in A’nin sonlu iiyeli alt
ailesi olduguna dikkat ederek z € K(A;) oldugu kolayca goriiliir. Yukarida
K’nin her iiyesinin A’nin sonlu iiyeli alt kiimelerinin birlegimi tarafindan kap-
sandigim gosterdigimizden K ortiiliigli A’min bir S-incelmesidir. Dolayisiyla
K’nin X uzaymin yerel sonlu 6rtiiliigii oldugunu gosterirsek kanitlama bitmisg
olur. Bilindigi gibi A yerel sonlu oldugundan A4 = {A}sc4 ailesi de yerel
sonlu dolayisiyla noktasal sonludur. Bu nedenle sonlu olan A* = {A € A :
z € A} alt aile yardimiyla tammlanan O, = X — (A — A*) agik kiimesi z
noktasmt igerir. Ciinkii z ¢ U(A — A%) = Usca—as 4 ve A yerel sonlu alt
ailesi kapamg korudugundan z ¢ (UA — A%) yani 2 € O, bulunur, Simdi
A C Ave K(A)NO # P iken A’ C A* oldugunu gozlemleyelim. Bdylece O,
komsulugu ile kesigen ancak sonlu sayida A’ C A alt ailesi oldugu gosterilmis
olacak. K(A)NO, # Pise NANO, #0ve NANO, CUANO,
oldugundan NA' N O, # 0 bulunur. Dolayisiyla her A € A C UA:
oldugundan, her A € A’ i¢cin AN(UJ.A%) # 0 yani A € A% bulunur, kamitlama,
biter.

U ve V, X uzaymin ortiiliigleri olmak {izere, her bir z € X igin agagidaki
ozellik saglanacak bigimde uygun bir U’ € P, (U,) alt ailesi bulunabiliyorsa
V’ye U ortiiliigliniin zayif noktasal sonlu incelmesi denilir. Her noktasal
sonlu incelme, apagiktir ki zayif noktasal sonlu bir incelmedir.

YV eV, AUy Eul, V CUy

Yardimc: Teorem 2:X topolojfik uzayinan her noktasal sonlu, yari-acik in-
celmeye sahip acik ortiluginin acik, zayf noktasal sonlu incelmesi vardsr.
Kamitlama:l/, X uzayimn A gibi noktasal sonlu, yari-acgik incelmesine sahip
acik Ortiililgii olsun. A, I/ Ortiililgiiniin incelmesi oldugundan herbir A € A
icin A C U4 kogulu gergeklenecek bigimde Uy € U vardir. Simdi herbir z € X
igin; U(z) = {Ua : A € A} sonlu ailesini (A noktasal sonlu oldugundan A,
ve sonugta U, sonlu iiyelidir) ve z noktasmun V(z) = i¢st(z, 4) NNU(z) agik
komsgulugunu (A yari-agik oldugundan st(z, A) z’in komsulugudur, dolayisiy-
la z € igst(z, A) saglanir) tamumlayalim.

X wzaymm V = {V(z) : z € X} agk ortiiliigii ¢/ ortiiliigiiniin aranan zayif
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noktasal sonlu incelmesidir. Herhangi bir z € X i¢in z € V(z) ile birlikte
z € V(y) gercekleyen y € X varolabilir. z € V(z) iken V(z), U(z) sonlu
alt ailesinin herhangi bir iiyesi tarafindan kapsanir. y # z igin z € V (y) ise;
z € st(y, A) bulunur. Boylece z € A’ ve y € A’ kogullarini saglayan A’ € A
bulunur. A, U ortiiliigiiniin incelmesi oldugundan A’ C Uar € U(z) 6zelligini
saglayan Uy € U vardir ve V(y) C Uyg bulunur. Boylece herbir V € V), icin,
U ortiiliigliniin U (z) sonlu alt ailesinin baz iiyeleri tarafindan kapsandigim
gostermis olduk.

Yardimci Teorem 3:A, X uzayinin noktasal sonlu, yari-a¢ik ortulugu ve
herbir A € A igin B(A), X uzaywn A alt uzayinda (noktasal sonlu) yari-
agik ortulis olsun. Bu durumda, B = U{B(4) : A € A} ailesi X uzayinin
(noktasal sonlu) yari-agik ortulusudir.

Kanitlama: A ve B(A) (VA € A) noktasal sonlu oldugundan B ortilliisi-
niin noktasal sonlu oldugunu goérmek kolaydir. B’nin yari-acik oldugunu
gostermek icin herhangi bir z € X alalim. Herbir A € A, igin B(A) X’in
A alt uzayinda yari-agik ortiiliis oldugundan, st(z, B(A)), A alt uzayinda z
noktasinin komsulugudur. Alt uzay tanimindan z noktasinin X uzayinda
O(A) N A = st(z,B(A)) gerceklenecek bigimde O(A) komgulugu vardir.
Simdi z noktasinin O(A) komsuluklarindan faydalanarak O = st(z,.A) N
{O(A) : A € A} kiimesini tamimlayalim. A, X uzayinda yari-agik Ortiiliig
oldugundan O, noktasinin komsgulugudur. Herhangi bir y € O alinirsa
y € st(z, A) oldugundan y € A’ olacak bigimde A’ € A, vardir. Dolayisiyla
z € AANO(A") = st(z,B(A’)) C st(z,B) yani sonugta O C st(z, B) elde
edilir. Ve boylece B’nin , X uzaymin yari-agik ortiiliisi oldugu gosterilmis
olur.

Bilindigi gibi f X’den Y topolojik uzayma bir fonksiyon olmak iizere, eger
herbir y € Y icin X uzaymda f~!(y) kiimesinin U komsulugu ne olursa ol-
sun, f(U) Y uzaymnda y noktasinin bir komgulugu oluyorsa f fonksiyonununa
sozde-acik (=pseudo-open) denilir.

Yardime1 Teorem 4: A, X topolojik uzayiman yari-agik ortulisi ve f, X 'den
Y topolojik uzayr uzerine sozde-agik fonksiyon olsun. Bu durumde B =
{f(A): A € A} ailesi Y wzays igin bir yari-agik ortulugdur.

Kanitlama:B, Y uzayinn bir ortiiligiidiir. Ciinkid A, X uzaymnn ortiligi
ve f, izerine oldugundan, Ugca f(A) = f(Usen4) = f(X) = Y saglanir.
B ayni zamanda yari-agiktir. Bunu gosterebilmek icin herhangi bir y €
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Y alahm. st(y,B) = Uyesa) f(4) = fUperay4) = FUs1g)nao 4) =
f(St(f~1(y)’ A)) = f(Ua:ef“l(y) st(z, A)) = Uzef”l(y) f(st(z, A)) esitligi gecer-
lidir. A, X uzayinin yari-agik ortiiliisii oldugundan st(z, A) (Vz € f~(y))
z noktasinin komsgulugudur ve f sozde-agik oldugundan f(st(z,A)), y nok-
tasinin Y uzayinda komsulugudur. Herhangi sayida komsulugun birlegimi
yine komsuluk olacagindan st(y, B) yildiz kiimesi Y uzayinda y noktasmin
komgulugudur.

Bundan sonra yari-agik kavramindan yararlanarak yantikizlik ile ilgili karak-
terizasyonlar verecegiz. Herhangi bir kiimeler ailesi kapsama bagintisina gore
iyi siral ise, monoton oldugunu hatirlayarak bu karakterizasyonlara gecelim.
Teorem 1:Bir topolojik uzayn yantikiz olmast igin g.y.k. her monoton agik
ortulusunun yerel sonlu agik incelmeye sahip olmasidir.
Kanitlama:Yeterlik gosterilmelidir. X uzaymin her monoton acik ortiilii-
giiniin yerel sonlu yari-agik incelmesi var olsun. Simdi bu kosul altinda
oncelikle su iddiay1 ispatlayalim. X uzayinin her agk oOrtiiliiginiin yerel
sonlu kapali S-incelmesi vardir. U/, X’in sonlu iyeli bir ac¢ik ortiiliisii ise,
X uzaymn yerel sonlu, acgitk (dolayisiyla yari-agik) ortiiliigii olacagindan
Yardimc: Teorem 1’den U yerel sonlu kapali S-incelmesine sahiptir. U/ ortiilii-
siiniin kardinalitesi ne olursa olsun iddianin dogru oldugunu gostermek igin
sonlu otesi tliimevarim kullanacagiz. k her h < k i¢in iddianin dogru oldugu
sonsuz kardinal say1 ve U, X’in |U| = k 6zelligini saglayan agik Ortiiliigii olsun.
v, k kardinal sayisina karsilik gelen ilk ordinal say: olmak iizere ¢/ Ortiliigini
U = {Uqy: @ < v} formunda ifade edecegiz. Herbir a < « igin V, = Ug<a Up
bigiminde tamimlansin. Bu durumda ¥V = {V,, : @ < v} X uzaymin mono-
ton acik oOrtiiliigiidiir. Yeterlik varsayimimiz nedeniyle V’nin X gibi yerel
sonlu kapali S-incelmesi vardir. K, K ailesinin bir iiyesi olsun. K, V’nin §-
incelmesi oldugundan K, V ailesinin sonlu alt ailesinin birlesimi tarafindan
kapsanir ve V monoton artan oldugundan K birlesime katilan kiimelerden
birisi tarafindan kapsamr. Sézkonusu kiime Vyx)(2 K) (a(K) < ) olsun.
W(K) = {X —K}U{Us : @ < oK)} ailesi K C Vo) € Up<ax) Us
oldugundan, X uzaymin W(K) < k ozelligini saglayan agik ortiiliigiidiir.
Iddiamza gére W(K), F(K) gibi yerel sonlu kapall F-incelmesine sahiptir.
Her K e Kigin F/={FNK : F € F(K)} X uzaymin K alt uzayinin yerel
sonlu kapal ortiiliigidiir. F ailesinin herhangi bir FNK (F € F(K)) kiimesi
almsin. F(K), W(K)'nin S-incelmesi oldugundan F, W(K )'nin sonlu tane
tiyesinin birlegimi tarafindan kapsanir. Yani F C {X — K} U UL, Uqs, ve
buradanda FNK C UL, Uy, N K C Uiy Uy, elde edilir. Boylece F ailesinin
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her iyesinin U/ Ortiilligiiniin sonlu iyesinin birlesimi tarafindan kapsandig:
yvani U Ortiiliigiiniin S -incelmesi oldugu gosterilmis oldu. Boylece iddianin
kamitlamas: bitirilmisg olur.

X uzayinda her agik ortiiliigiin kapal yerel sonlu S-incelmesine sahip oldugu-
nu gosterdik. Her yonlii ortiiliig kendisinin S-incelmesidir. Dolayisiyla X’in
her yonli acik Ortiiliigiiniin yerel sonlu kapali incelmesi vardir. Dolayisiyla
X otetikizdir. O

Teorem 2:Bir topolojik uzaywn otetiksz olmass igin g.y.k. wzayin her agik
ortulisunun nokta sonlu, yari-agik incelmeye sahip olmasidr.

Kanitlama: Gereklik agiktir. Yeterligi gostermek i¢in X uzayinin herhangi
bir U agik ortiiliigli alinsin. Varsayimimizdan U/’nun, V gibi noktasal sonlu,
vari-agik incelmesi vardir. Yardimci Teorem 2’den bu durumda U, W gibi
acik, zayif noktasal sonlu incelmeye sahiptir. Bir topolojik uzayin her agik
ortiiliisiiniin agik zayif noktasal sonlu incelmesinin olmas: durumunda 6tetikiz
olacag bilgisiyle teorem kanitlanmig olur. 0

Bu boliimi Teorem 2’nin iki sonucu ile bitirecegiz:

Sonug 1:Bir topolojik uzay her iiyesi uzayin Otetikiz alt uzay: tarafindan
igerilen noktasal sonlu, yari-agik ortiiliige sahip ise otetikizdur.
Kamitlama: A, X uzaymin her A € A igin A C M(A) olacak bigimde
M (A) otetikiz altuzaynin varoldugu, noktasal sonlu, yari-agik ortiiliisii ol-
sun. Bu varsayim altinda U, X uzayimin herhangi bir agik ortiiliisi ol-
sun. Her A € A icin UM (A) = {UNM(A) : U € U} ailesi X uzaynin
M (A) alt uzaymn agik ortiiliigii ve M (A) otetikiz oldugundan sézkonusu agik
ortiligiin M (A) uzayinda V(A) gibi noktasal sonlu, agik incelmesi vardir.
A C M(A) oldugundan V(A), A i¢in de bir noktasal sonlu drtiiliigtiir. Dolay:-
siyla her A € A igin V'(A) = {VNA:V € V(A)} ailesi A alt uzaymin
noktasal sonlu agik ortiiliigiidiir.

V = U{V'(A) : A € A} ailesinin X uzayinin noktasal sonlu, yari-agk
ortiiligi oldugu Yardimci Teorem 3’den elde edilir. Ayni zamanda V, Y
icin bir incelmedir. Cinkii herhangi bir V € V(A) ve A € A igin; V(A)
U|M (A)’nin incelmesi oldugundan V C Uy N M (A) olacak bicimde Uy € U
vardir. Dolaywsiyla, VN A CV C Uy N M(A) C Uy saglanir. Boylece
X uzaymin her agik oOrtiiliigiiniin noktasal sonlu, yari-acik incelmeye sahip
oldugunu gosterdik. Boylece Teorem 2’den X otetikiz bulunur.

Sonug 2:Yantikiz uzayin sozde-agik, tikiz fonksiyon altinda siirekli goriintiisii
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otetikizdir.

Kanitlama: f, X yantikiz uzayindan Y topolojik uzay: iizerine sézde-acik,
tikiz siirekli fonksiyon olsun. U, Y uzaymin herhangi bir acik ortiiliigii
olsun. Bu durumda X = f 1Y) = fYUpesU) = Upe FHU) ve f
siirekli dolayisiyla her U € U icin f~1(U) X uzayinda acik oldugundan Q =
{fYU) : U € U} X uzaymn agik 6rtiiliigli olur. X yantikiz oldugundan
sozkonusu oOrtiiliigiin )V gibi yerel sonlu, agik incelmesi vardir. Simdi V
ortiiliigiinden yararlanarak olugturulan G = {f(V) : V € V} ailesini gbzoniine
alalm. f iizerine oldugundan ¥ = f(X) = f(Uvey V) = Uyey f(V) gercek-
lenir. Ayni zamanda V, X de @’nun incelmesi oldugundan her V € V
icin V C f~YU) olacak bicimde U € U vardir. Bu kapsamadan f(V) C
ffY(U) C U elde edilir. Dolayisiyla Y topolojik uzayinda G, U’nun in-
celmesidir. ¥V, X uzaymin agk dolayisiyla yari-agik ortiiliigii ve f, X’den
Y {izerine sozde-acik fonksiyon oldugundan Yardimc: Teorem 4’den G, Y
uzaymnda yari-acgik Ortiiliis bulunur. G aym zamanda noktasal sonludur.
Bunu gosterebilmek icin herhangi bir y € Y almsin. f tikiz oldugundan
FY{y}) X'in tikiz alt kiimesidir. Her V € ¥V — V' igin f'({y}) NV =0
gerceklenecek bigimde V' C V sonlu iiyeli alt ailesi vardir. Bu esitlikten
F(F{y}) NnV) = f(B) = 0 ve nihayet {y} N f(V) = B elde ederiz. Boylece
her y € Y'nin G’'nin sonlu sayida elemanina ait oldugu gosterilmis oldu. Y
topolojik uzayinin herhangi bir ¢/ acik ortiiliigiiniin noktasal sonlu, yari-agik
incelmeye sahip oldugu gosterildi. Dolayisiyla Teorem 2’den Y 6tetikiz bu-
lunur.
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Bolum 7

TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢aligmasinda, 1944 yilinda Jean Dieudonne tarafindan [18] tanim-
landiktan kisa bir siire sonra, Arthur H.Stone ve R.H.Bing’in iki tarihsel ve
iinlii makalesi aracilifiyla, metriklenebilme teorisindeki temel ve olaganiistii
onemi anlagilan ve tikizlik kavraminin en iinli ve en Onemli genellegtirmesi
sayilan yantikizlik kavraminin ve onun bazi taninmig genellegtirmelerinin
temel ozellikleri iizerine bilinen en 6nemli sonuclar anlatilmigtir. Kendi i¢inde
yeterli biitiinliige sahip bu tez caligmasi, boylelikle yantikizlik ve benzeri
kavramlar tizerine bir tiir girig niteliginde bir kitap olarak nitelendirilebilir.
Yantikiz uzaylarin Genel Topoloji’deki 6nemi kuskusuz, buradaki sonuglarin
Otesine gecer. Ayrica gagdag Diferansiyel Geometri’nin temel uzaylar: olan
Manifold’larin ve daha genel olarak Yerel Oklid Uzaylar’’min yantikiz oldugu
unutulmamalidir.

Yantikiz Hausdorff uzaylarinin derlemsel normal olmalari nedeniyle, yanti-
kizlik kavraminin, Normal Uzaylarin topolojik yapisinin anlagilmasinda da
Oonemli gorevleri vardir. Iki normal Ty uzaylnin ¢arpim uzayinin normal ol-
masinin gerekmedigi, dahas: tikiz bir metriklenebilir uzay ile normal bir Ty
uzayinin g¢arplm uzayinin bile normal olmasinin gerekmedigi bilindiginden,
hangi normal T uzaylarinin ¢arpiminin normal olabildigini sorgulayan arag-
tirmalarin kimisinde, yantikiz uzaylar kilit gorevler iistlenirler. Ornegin, bu
konuda H.Tamano’nun 1960 yilinda kanitladigl iinlii sonug agagidadir:

Tamano Teoremi:X normal bir To uzay: ve tX onun bir tikizlagtirmass
ise X X tX carpim uzaywmin normal olabilmesi i¢in g.y.k. X ’in yantiksz ol-
masidar.

Ote yandan, bu konuda bir bagka énemli sonug, 1975 yihinda Mary Ellen
Rudin ve 6grencisi Micheal Starbird tarafindan kanitlanan agagidakidir:
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Rudin&Starbird Teoremi:X metriklenebilir ve Y yantikiz bir Ty uzays ise
X xY carpum uzayinin normal olabilmesi i¢in g.y.k. bu ¢arpimin yantikiz
olmasidar.

Yantikizlik kavrami ile ilgili bir bagka zorlu ve siradigi problem iinli
Dowker Ongériisii olmugtur. C.H.Dowker, 1951 yilinda yazdig iinlii maka~
lesinde, her normal Ty uzayinin sayilabilir yantikiz oldugunu, kisacas1 bu
uzaylarin sayilabilir iiyeli her agik ortiiliiglerinden, yerel sonlu ve sayilabilir
iyeli agik bir incelme elde edebildiklerini 6ngérdi. Dowker bu 6ngoriyii
yaparken, normal bir 75 uzayinin sayilabilir yantikiz olmasi savi ile, bu uzay-
daki, sayilabilir iiyeli herhangi bir G = {G}nen agik ortiilligiine kargilik,
Un C G (Vn € N) tam daralma kosulunu gercekleyen bir & = {Un}nen
agik ortiiliigiiniin varlig: savinin egdeger oldugu gerceginden esinlenmigti. iyi
bilindigi gibi normal bir uzayda, bir G agik ortiilisliniin, eger noktasal sonlu
ise, bu nitelikte bir agik incelmesi vardir. Bu zorlu ve siradisi ongoriiniin
yanlig oldugu, ortaya atiligindan 20 yil sonra Amerikali Mary Ellen Rudin
tarafindan kanitlanmigtir. Bu usta kadin topolog, sayilabilir yantikiz ol-
mayan normal Ty uzaylarimin var oldugunu kanitlayarak, bu tiir uzaylara
Dowker Uzay1 demigtir. Bu soruyla iligkili ve ilgin¢ bir bagkasi, normal
olmayan, diizenli ve sayilabilir yantikiz T uzaylarinin varlig sorusudur. Bu
nitelikteki Ty uzaylarina Karsit-Dowker Uzay:1 denilir. Bu tiir uzaylarin
varliklarini, metriklenebilme sorusuyla iligkilendiren agagidaki iinlii sonug,
Amerikali Micheal Wage tarafindan 1976 yilinda kanitlanmigtir. Bilindigi
gibi diizenli ve aginir Ty uzaylarina, onlar ilk kez tanimlayan Amerikal: usta
Matematik¢inin adi verilerek Moore uzay1 denilir.

Wage Teoremi: Metriklenemeyen normal bir Moore uzays varsa, bir Kargit-
Dowker Uzay: vardsr.

Yantikiz uzaylar, ayrica, genellegtirilmis metrik uzaylar kavraminin tanim-
lanmasi ve kavranmasinda belirleyici gorevler listlenmigtir. Bir (X, ) topolo-
jik uzaymna, ancak ve yalniz, agagidaki kogullar gerceklenecek bigimde bir
g : Nx X — 7 fonksiyonu tanimlanabilirse yari-katmanlanabilir uzay
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(=semi-stratifiable space) denilir:

i) {z} = [ g(n,z) (VzeX), i)y [)gln z,) ise Jim z, =y,
n=1

n=1

Ustelik, bunlarin yamsira K = Nieqg(n,K) kogulu her K C X ka-
pali kiimesi icin gercekleniyorsa, bu uzaya katmanlanabilir uzay denilir,
burada her A C X icin g(n,A) = Ugea 9(n,z) yazlmigtir. Her katman-
lanabilir uzayin yantikiz ve her yari-katmanlanabilir uzayin ise alt yantikiz
oldugu bilinmektedir, kisacasi bu iki kavram hem metrik uzay ve hem de
yantikizlik kavramlarini genellestirmis olmaktadir. Ote yandan, bir A aile-
sine, bir topolojik uzayda, ancak ve yalmz, B = {igA : A € A} bu uzay-
da bir taban olabiliyorsa s6zde taban denilir. Metrik uzaylarin en Gnemli

genellegtirmelérin birisi olan M, uzaylari, o-kapanig koruyan bir s6zde ta--

banlar1 tamimlanabilen topolojik uzaylara denilir. Asagidaki {inlii teorem,
sirasiyla, bagimsiz olarak 1976 ve 1978 yillarinda Gary Gruenhage ve Heikki
Junnila tarafindan kanitlanmigtir.

- Gruenhage&Junnila Teo,remi:B%r Tikhonov uzayinan katmanlanabilir ola-

bilmesi i¢in g.y.k. bir Mo-uzay: olmasidar.

Yantikiz uzaylar ve genellegtirmeleri ile genellegtirilmis metrik uzaylara
iligkin, yakin yillarda kanmitlanmig pek ¢ok 6nemli karakterizasyon ve ¢oziillme-
mig soru icin Kaynakca’da verilen Handbook of Set-Theoretic Topol-
ogy ve Recent Progress in Topology baglikli, kapsamli vé ansiklope-
dik kitaplarda, ilgili béliimlere bagvurulmalidir, b.k.z.[19],[20]. Sézii edilen
béliimlerin kaynakcalarinda, bu konulara iligkin ¢ok sayida kaynak nitelikli
makale yazilidir. Kisacas: yantikizlik ve benzeri kavramlar iizerine, pek ¢ok

_siradigi soru ve sonug, Genel Topoloji’nin giindeminde 6n siralardaki 6nem
_ve.cekiciliklerini korumaktadir : R
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