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SEMBOL LiSTESI

P, g

M, B

E,F,G

u,v,w

X,Y,Z

: noktalar

: reel sayilar

: karmagik sayilar

: N—boyutlu ve r -yari ¢apl kiire

: manifoldlar

: keyfi vektor alanlari

: diisey vektor alanlart

: yatay vektor alanlart

: baglanti, kovaryant tiirev operatorii

: M tzerindeki vektor alanlar1 kiimesi

: M iizerindeki diizgiin fonksiyonlar kiimesi

: M {izerindeki (s,r) tipinden tensorler kiimesi

: kesitsel egrilik
: Riemann egriligi

: devirsel toplam operatorii

il



OZET

YARI-RIEMANN ALT-KAPSAMALAR

Bu tez c¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu hakkinda
literatlirde yer alan ¢alismalarin genel bir degerlendirilmesi yapilmustir.

Ikinci boliim sekiz alt boliimden olusmaktadir. Boliim 2.1. de tez konusuyla ilgili temel
tanim ve teoremler, Boliim 2.2. de ise tezin asil konusu olan Riemann alt-kapsamanin
tanim1 verilmigtir. Boliim 2.3. de Riemann alt-kapsamalarin ¢aligmasinda 6nemli yer
tutan T ve A tensoOrlerinin tanimlar1 ve temel O6zellikleri, bir sonraki boliimde ise bu
tensorlerin kovaryant tiirevleri ile ilgili denklemlere yer verilmistir. Bir Riemann alt-
kapsamanin, daldirmalardaki Gauss ve Codazzi denklemlerine benzer olan alti tane
temel denklemi Bolim 2.5. de verilmektedir. Bolim 2.6. da bir Riemann alt-
kapsamanin liflerinin tiimel jeodezik alt manifold olma durumu irdelenmistir. B6lim
2.7. de ise bir Riemann alt-kapsamanin, tiimel uzayini ters-de Sitter uzay segerek, bu
durumda liflerinin tiimel jeodezik olma kosulu incelenmistir. Tez konusunun daha iyi
anlagilmasini saglayacak ornekler son alt boliimde sunulmustur.

Tez calismasinin bulgularini igeren ii¢lincli boliimde; tez konusunu agik olarak ifade
eden basit ve 6zgiin iki 6rnek, Yardimc1 Teorem 2.4.1., Teorem 2.7.2 ile Yardimci

Teorem 2.7.3. {in genellestirilmeleri ve bes tane de konuyla ilgili sonug yer almaktadir.

Son boliimde ise tezle ilgili bir tartisma ile konunun genel bir degerlendirilmesine yer
verilmistir.
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SUMMARY

SEMI-RIEMANNIAN SUBMERSIONS

This thesis contains four chapters. In the first chapter, it is given a general literacy
evaluation about the thesis.

The second chapter contains eight sections. In section 2.1., fundamental definitions and
theorems used in content of the thesis are given. Section 2.2. includes the definition of a
Riemannian submersion that is main topic of the thesis. Definitions of tensors T and A
which are main tools for study a Riemannian submersion are included in section 2.3.
Next section covers covariant derivatives of T and A and the relations between them. In
Section 2.5,, we defined six equations for Riemannian submersion which play role like
Gauss and Codazzi equations for embeddings.The Riemannian submersion whose fibers
being totally geodesic are investigated in section 2.6. In section 2.7., considering the
total space of submersion as anti-de Sitter space, the necessary conditions for the fibers
to be totally geodesic are examined. Examples that clarify the topic of thesis are shown
in the last section.

Third chapter including the original part of the study contains two interesting examples
which clarifying the topic. This chapter also covers a lemma and a generalization of
Theorem 2.7.2. and Lemma 2.7.3 and also five results.

In the last chapter, a discussion about the thesis and a general evaluation of the topic are
given.



1. GIRIS

Riemann alt-kapsamalarla ilgili tanimlar ilk olarak 1960 11 yillarin baslarinda B.L.
Reinhart ve R. Hermann tarafindan ortaya atilmasina ragmen bu alanda en temel ve
onemli calisma 1966 yilinda B. O’Neill tarafindan gergeklestirildi. O’Neill bu
calismasinda 6ncelikle bir Riemann alt-kapsamasinin T ve A gibi iki tane (1,2) tipinde
tensorlerini tanimladi daha sonra T nin ve A nin kovaryant tlirevlerini ve bu kovaryant
tirevlerin bir ¢ok oOzelligini ortaya cikararak bir Riemann alt-kapsamanin temel
denklemlerini elde etti. Bu alt1 tane denklemin hepside aslinda daldirmalardaki Gauss
ve Codazzi denklemlerinin alt-kapsamalardaki karsiligidir. Bir yil sonra O’Neill
Riemann alt-kapsamalar teorisiyle ilgili onemli bir ¢calisma daha yayinladi. Riemann alt-
kapsamalar alaninda daha sonra yapilan tiim g¢aligmalar O’Neill’in kurdugu temel
denklemlerin bir sonucu oldugundan  O’Neill, Riemann alt-kapsamalar teorisinin

kurucusu olarak bilinir.

1975 yilinda R.H. Escobales, O’ Neill’in ¢alismalarindan faydalanarak, bir Riemann alt
kapsamanin liflerinin tiimel jeodezik olmasi halinde, yani; T=0 olmas1 halinde temel
denklemlerini irdeledi ve bu kosul altinda bir Riemann alt-kapsamasinin
siiflandirmasint yapti. 1978 yilinda yine R.H. Escobales, Riemann alt-kapsamalar

teorisini kompleks manifoldlara tasiyarak bu alandaki ¢calismalari genisletti.

1981 yilinda M.A. Magid, B. O’Neill’in ve R.H. Escobales’in ¢alismalarindan
faydalanarak alt-kapsama kavramini yari-Riemann manifoldlara tagiyarak yari-Riemann
alt-kapsama teorisini kurdu. Magid bu calismasinda, yari-Riemann alt-kapsamanin
tiimel uzayini, ters-De Sitter uzay ve liflerini tiimel jeodezik segerek yari-Riemann alt-

kapsamalarin bir siniflandirmasini yapti.

1985 yilinda ise Ranjan, Riemann alt-kapsamalarin tiimel uzayin1 kiireler ve liflerini

tiimel jeodezik kabul ederek, Riemann alt-kapsamalarin bir siniflandirmasini yapti.



2002 yilinda ise G. Baditoiu ve S. Ianus bu alandaki calismalari, liflerin tiimel es
bilikiimlii (umbilic) olmasi durumunda irdelediler ve bdylece Riemann alt-kapsamalar

teorisini genisletmis oldular.



2. GENEL KISIMLAR

2.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

V, m—boyutlubir reel vektdr uzayr olsun. V' iizerinde g:V xV —[  seklinde bir
simetrik, bilineer doniisiim verilsin. Eger her veV i¢in g(u,v) =0 olacak sekilde V'

nin sifirdan farkli bir u vektorii varsa, o takdirde g, V iizerinde yoz (dejenere) dur, aksi

takdirde yoz olmayan (non-dejenere) denir. Eger g, V' lizerinde yoz olmayan ise, o

taktirde, her veV i¢in g(u,v)=0=u=0 di.

Sifirdan farkli her veV i¢in g(v,v) >0( g(v,v)<0) ise g ye V lizerinde pozitif-
tanimli(negatif-tanimli ) deriz. Boylece g, bu durumda yoz olmayandir. Eger her ve V'
icin g(v,v)> O(g(v,v) < O) ve g(u,v)=0 olacak sekilde sifirdan farkhi bir ueV
vektorii varsa, o tadtirde g, V' {lizerinde pozitif(negatif) yari-tanimhidir. Boylece g,

yari-tanimli ise yozdur.

W, V nin bir alt uzay1 ise g, W xW ye kisitlanabilir ve g|W kisitlanmigt W iizerinde

yine bir simetrik, bilineer formdur. g|; nin negatif tanimli oldugu en genis alt uzayin

boyutuna da g nin V' iizerindeki indeksi denir ve indV = ile gosterilir.

Simdi M, m—boyutlu bir reel diizgiin(smooth) manifold ve g de M iistinde (0,2)
tipinden bir tensor alani olsun. Bdylece g, M nin her p noktasindaki T,M
teget(tanjant) uzay: lzerinde bir simetrik bilineer g, formunu tanimlar. Duggal ve

Bejancu [1].



Tamm 2.1.1. Bir diizgiin M manifoldu iizerindeki bir g metrik tensorii, sabit indekse

sahip, simetrik ve yoz olmayan (0,2) tipinden bir tensor alanidir. Baska deyisle

g€ Z'g (M ), M nin herhangi bir p noktasina dizgiin olarak T, M iizerindeki g,

skaler ¢arpimini karsilik getirir ve g nin indeksi biitiin p noktalar1 i¢in aynidir.

Tanim 2.1.2. Bir yari-Riemann manifold bir g metrik tensorii iizerine kurulu bir diizgiin

manifolddur.

Tamm 2.1.3. Bir M yari-Riemann manifoldu tizerindeki g, metrik tensoriiniin &

indeksine M nin indeksi denir. M nin boyutu n ise 0 < <n yazilabilir. Eger 6 =0
ise, M bir Riemann manifoldudur. Yani VpeM, g,, T,M iizerinde pozitif

tanimlidir.

Tamm 2.1.4. Tanim 2.1.3. deki M manifolduigcin 6 =1ven>2 ise, M ye Lorentz
Manifoldu denir.

Uyan 2.1.1. g sembolii yerine teget vektorler i¢cin
g (x,y) =(x,y),€l, vektor alanlari i¢in g(X,Y) =(X,Y)e S(M) gosterimini

kullanacagiz.

Tamm 2.1.5. Bir diizglin M manifoldu tizerindeki V baglantisi(connection), asagidaki

kosullar1 saglayan V : X ( M ) XN (M ) —->N (M ) seklinde bir fonksiyondur.

(V1) VW, V ye gore I(M )—lineerdir.
(V2) Vi, W, W ye gore ] —Ilineerdir.

(V3) fe3(M) icin Vy (/W)=(Vf )W+ [V, W

VW ye W nin V' ye gore kovaryant tiirevi denir.



Teorem 2.1.1. Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde tek tiirlii belirli dyle bir V

kovaryant tiirev vardir ki

(V4) [V W)=V, W -V V ve

(VS) XV W)=V yV.W)+{V,V W)

kosullarini saglar. V ye M nin Levi-Civita Baglantisi (Connection) denir ve asagidaki
Koszul Formiil i ile karakterize edilir.

AV W, X)=VW,X)+W{(X,V)-XV,W)

VW, XD+ [ X V] +X,[V. W)

Tammm 2.1.6. M, yari-Riemann manifold ve V, M iizerinde tanimli kovaryant tiirev

olsun .

RyyZ =V[X’Y]Z—[VX,VY]Z

seklinde tammli (1,3) tipinden R:N(M )3 —>N(M) tensor alanma M nin Riemann

egrilik tensori denir.

Eger x,yeT M ise R,,:T,M — T ,M lineer operatrii z yi R,z ye gonderir.

R, ye egrilik operatorii denir.

Yardimei Teorem 2.1.1. Egerx,y,z,v,weT pM ise, bu durumda

DRy, =R,
2) (iﬁxyv, w) = —(Snyw, V)

3) (Ryv,w)=(R,,x,»)

4) Ry z+R x+R_y=0 (Birinci Bianchi Ozdesligi)

T,M nin 2-boyutlu bir alt uzay1 [T ye M nin p noktasindaki teget diizlemi denir.

{v, w} [T nin herhangi bir baz1 olmak iizere;



O (v, w) = (v, v){w,w) =(v,w)? # 0
olmast i¢in gerek ve yeter kosul g, ‘H nin yoz olmayan olmasidir.

Tamm 2.1.7. [, p € M noktasinda yoz olmayan bir teget diizlem olsun.

R,
K(v,w):%

ifadesine  [I nin  p  noktasindaki  kesitsel  egriligi  denir.  Burada

K(v, w), [1 nin {v, w} bazinin se¢iminden bagimsizdir.

Tamm 2.1.8. Eger M yari-Riemann manifoldunun kesit egrilik fonksiyonu sabit ise,

M ye sabit egrilikli denir.
Sonug 2.1.1. Eger M, c sabit egrilikli ise, bu durumda asagidaki esitlik gecerlidir
Rz =c{(z,x)y—(z,1)x}.

Tamm 2.1.9. M nin bir M yari-Riemann alt manifoldunun ikinci temel formu S =0

ise M ye M nin bir tiimel jeodezik alt manifoldu denir.

Tanmm 2.1.10. pe M c M olmak iizere Vv, we TpM,
S(v, w) =(v,w)z
olacak sekilde bir ze T ,M L varsa p ye es biikiim (umbilic) nokta denir.

Tamim 2.1.11. Eger M c M yari-Riemann alt manifoldunun her noktasi es biikiimlii

ise M ye tiimel eg biikiimlii alt manifold denir.



Tanim 2.1.12. M, M nin bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. ¥ eN(M) ve

ZeX(M)" olmak iizere
S(V.Z)=tegetV,Z
seklinde tanimlanan §:N(M)xX(M )" — (M) fonksiyonu I(M)- bilineerdir ve
(S(V,2),wy=~S(V,W),Z)
esitligini saglar. Burada I € N(M) dir.

Tamm 2.1.13. M, M nin bir yari-Riemann alt manifoldu olsun.

VER(M)xR(M)" > N(M)*

ViZ =dikV, Z VeR(M), ZeN(M)",

Yukaridaki sekilde tanimlanan V-+ kovaryant tiirevine M nin dik kovaryant tiirevi

(normal connection) denir.

Tamm 2.1.14. M, M nin yari-Riemann alt manifoldu olsun.

REN(M)xR(M)xR(M)" >R (M)

L i L gl
R X =V 1 X | V7.V | %
seklinde tammlanan R* tensoriine M nin dik egrilik tensorii denir.

R ile R arasindaki iliski asagidaki Ricci Denklemi ile verilir.

Ry XY =Ry X, 1Y +(S(V, X),S(W,Y)) ~(S(V.Y),S(W, X))



Burada V,W e N(M) ve X,Y e N(M)L dir. O’Neill [2].

Tamm 2.1.15. M bir diizgiin manifold olsun. Eger J € 7{ (M) tensér alani, Vpe M ,

Jp:T,M >T,M, T,M ninbir endomorfizmi ve J 2] kosulunu sagliyorsa J

ye M tistlinde bir hemen hemen kompleks yapi (almost complex structure) denir. Yano

ve Kon [3].

2.2 RIEMANN ALT-KAPSAMA iLE iLGIiLi TEMEL BILGILER

Tamm 2.2.1.M"*ve B" 51ras1y1a(n + k) ve (n) -boyutlu diizgiin Riemann manifoldlar

olsunlar, eger 7:M ntk_y g, doniistimii diizgiin ve lizerine olmak lizere asagidaki

(AK 1) ve (AK 2) kosullarini saglhiyorsa 7 ye bir Riemann alt-kapsama denir.

(AK 1) I”Cll’lk(ﬂ') =n,

yani; 7 nin her pe M" k¥ noktasindaki 7z, tiirev doniistimii iizerinedir. Bu ise bize

p
VgeB" i¢in 77! (g) nun M"™* qin, Boy(M"+k ) —Boy(B”) =(n+k)—n=k boyutlu
bir altmanifoldu oldugunu sdyler. M ntk nm, 7 (q) seklindeki bir altmanifolduna

M™* nin bir lif (fiber) i denir. Eger M"™* {izerindeki bir vektor alan1 M™** nin biitiin
liflerine teget oluyor ise, o vektdr alanina diisey (vertical), dik oluyor ise yatay

(horizontal) vektor alani denir.

(AK 2) 7« yatay vektorlerin uzunlugunu korur,
yani; (X,.%,)=(m, (X, )7, (¥, ) dir.
Burada pe 7! (q), geB", X p ve Y,, p noktasindaki yatay vektorlerdir.

n
(,y, M "k izerindeki metrik tensor ve (, )*, B iizerindeki metrik tensordiir.

Literatirde M™* ya z:M"™* — B" Riemann alt-kapsamasinin tiimel uzayi (total

space), B" ye de taban uzayr (base space) denir. Bundan sonra kolaylik olsun diye



M™% yi M ile, B" i de B ile gbsterecegiz. M nin diisey vektor alanlarm

U,V,W,F,... ile yatay vektor alanlarini da X,Y,Z, H,... harfleri ile gosterecegiz.
h ve v ile sirasiyla M nin teget uzaylarinin yatay ve diisey alt uzaylara olan dik

izdlisiimiinii gosterecegiz. Dolayisiyla 7M = h(T M ) @ V(T M ) yazabiliriz.

2.3. T ve A TEMEL TENSORLERI

Tanmm 2.3.1. EveF, M iizerinde tanimh keyfi vektdr alanlari olmak iizere, M

tizerindeki T tensor alani agagidaki sekilde tanimlanir.
TEF = thEVF"'VvahF

burada, V, M ilizerinde tamimlanmis kovaryant tiirev dir.
T in (1,2) tipinden bir tensor alan1 oldugu kolayca goriilebilir. Simdi T nin ¢ok 6nemli
tic ozelligini ifade edelim.

(T1) T, TM lizerinde ters-simetrik bir operatordiir, yani;
<TEF5G> =- <TEG’F>

dir. Burada G, M iizerinde tammli bir vektor alamdir. Ote yandan Ty, diisey vektor

alanlarini yatay , yatay vektor alanlarini da diisey vektor alanlarina cevirir.

(T 2) T diiseydir, yani asagidaki esitlik gecerlidir.

(T 3) Herhangi iki V' ve W diisey vektor alanlart i¢in T simetrik tir, yani asagidaki
esitlik gecerlidir.

TVW = TWV

T in diisey vektor alanlarina kisitlanisi T yi liflerin ikinci temel formuna indirgedigi

(T 3) ten kolayca goriiliir.
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Tanmm 2.3.2. E ve F', M lizerindeki tanimli keyfi vektor alanlari olmak tlizere, M

tizerindeki A tensor alani agsagidaki sekilde tanimlanir.

A daT gibi (1,2) tipinden tensor alanidir ve asagidaki tic 6nemli 6zellige sahiptir.

(A1) Ap, TM tuzerinde ters-simetrik bir operatordiir ve diisey vektor alanlarini yatay,

yatay vektor alanlarini da diisey vektor alanlarina gevirir.

(A 2) A yatay dir, yani asagidaki esitlik gecerlidir.

(A 3) Herhangi iki X ve Y yatay vektor alanlari i¢in A alterneleyici dir,
yani; AyY =— Ay X dir.

Tamm 2.3.3. Eger M iizerindeki bir yatay X vektor alan1 B tizerindeki bir X: vektor
alani ile 7 —bagimli ise, yani; Vp e M, 7, (Xp) = Xay(p) i8¢ X e temel vektor alani

denir.

Yardimei Teorem 2.3.1. Eger X ve Y, M iizerinde tanimhi temel vektor alanlar iseler,

bu durumda

(1) (X.Y)=(X:, ) o
(2) 7[X.Y], [Xs Y] ile z-bagimli temel vektdr alanidir.

3) 7V yY, v’ v, t= 1le 7-bagiml temel vektor alanidir.

Burada V*, B iizerindeki kovaryant tiirevdir.

ispat: Once (1) i ispatlayalim. Vp e z™'(p), ¢ € B igin,

<X*>X*>* oﬂ.(p)=<X*7[(p)’X*7[(p)>* =<7T*p (X),ﬂ'*p (X)>* =<Xp,Yp> =<X,Y>p

Boylece (X,Y)=(Xx, Y;)* ozr oldugu ispatlanir.
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m([X.Y]) =7z (v[X. Y]+ [ X,Y]) =7, (v[X,Y])+ 7. (A X.Y])
Burada (AK2) den B baz uzayiile M nin yatay dagilimlar1 izometrik oldugundan

m (v[X,Y])=0
dir. Dolayisiyla 7, ([X, Y]) =TT, (h [X, Y]) olur. Ote yandan

7 ([X.Y]) =7 (X). 7. (Y)]

olduguindan (2) gergeklenir. Teorem 2.1.1. deki Koszul Formiiliini kullanalim. Keyfi Z

temel vektor alani i¢in

UV Y, 2y = XY, Zy+Y(Z, Xy - Z(X,Y)

~ XY, Z)+(Y,[Z, X ) +(Z,[ X.Y])

Ancak burada X(Y,Z) =X {{Y,,Z.yor} = X,(Y,,Z,yor yazilabilir. Benzer formiiller
parantezler i¢inde yazilabileceginden yukardaki denklemin sag tarafi 2¢V X**Y*, Z) o
olur.  BuradanV yY nin V* x,Yx» ile  z—bagimh  oldugu  goriilir.Boylece

v yY, v* x, Y ile 7 —bagiml temel vektor alani olur ve ispat biter. O'Neill [4].

Yardimci Teorem 2.3.2. M {izerindeki Z; vektor alanlari, B iizerindeki Z;x vektor
alanlar1 ile 77 —bagimli olan temel vektor alanlar1 olsunlar. Farz edelim ki bir X yatay
vektor alant i¢in (X ,,(Z;) ) =(X,(Z;),y) olsun, burada p,p'e 7! (q) ve g€ B. Bu

durumda

7m+(X), B lizerinde iyi—tanimli bir vektor alan1 ve X bir temel vektor alanidir.

Yardimer Teorem 2.3.3. X ve Y yatay vektor alanlari, V' ve W diisey vektor alanlart

olmak tizere asagidaki esitlikler vardir.



12

B)a) V) X =iV, X+TpX
b) Eger X temelise AV, X =AV

¢) Farz edelim ki lifler baglantil1 ve tiimel jeodezik olsun (T =0).

Eger V' vektor alan1igin Vi, X = AV ise X temeldir.

@) ViV = AV +W

5) AXY:%V[X,Y]

Ispat: (1), (2), (3)-a) ve (4) iin ispatlari T ve A temel tensorlerinin tanimlarindan
kolayca elde edilir. Biz (3)-b) yi ispatlayacagiz.

X temel vektor alani ise B {lizerindeki bir X, vektor alani ile 7 -bagimlidir, yani;
7, (X)=X, dir. Buradan , ([X,V]) = [7[* (X), . (V)] =[X.,0]=0 olur. Demek ki

[X.V], 0ile 7 -bagimlidir bundan dolay1 [ X, V] diisey olmak zorundadir. O halde
0=h([X.V])=h(VyxV)=n(VyX)=AxV =n(V,X)=h(V,X)=AyV.

(3)-c) in ispati: VX =A )V ve T=0olsun. Y herhangi bir temel vektor alan1 olmak

tizere V(X,Y) =0 oldugunu gostermeliyiz. AV =haV, X farzedelim
V{X,Y)=(V, X,Y)+(X,V,Y)=(AyxV,Y)+(X,AyV)

burada 6nce (A 1) daha sonra (A 3) o6zelliklerini kullanirsak;

V{X.,Y)=(Vy X, Y)+(X,V,Y)=(AyV,Y) +(X,AyV)=—AyY,V)—(Ay X, V) =0

ve boylece ispat biter. [X,Y]|=V y¥Y —VyX , burada (1) i kullanirsak;
v[X,Y]=AyY -AyX =2A,Y

olur ki bdylece (5) ispatlanmis olur .Escobales [5].



13

2.4. TEMEL TENSORLERIN KOVARYANT TUREVLERI

VT ve VA kovaryant tiirev tensorlerinin T ve A temel tensorleri ile iliskisi asagidaki

Yardime1 Teorem yardimiyla kismen agiklanabilir.

Yardimer Teorem 2.4.1. Eger X ve Y yatayve V' ve W diisey vektor alanlan ise, bu

durumda
©) (VxT), = —Ta,r d) (VyT),= ~Tr,x

Ispat: Biz sadece a) yi ispatlayacagiz, diger siklarin ispatlari benzer yontemle
yapilabilir.

Herhangi E e N(M) igin, tensorlerin tiirev tanimina gore
(VyA), E=Vy (AWE)=Ay,wE~Ay (VyE)
dir. A yatay oldugundan
ApE=0, Ay (VyE)=0ve Ay wE = Ay wE = ApyE.
Boylece
(VyA), E=-Ar,yE
olur ki E keyfi oldugundan istenen elde edilir. O’Neill [4].

Sonu¢ 2.4.1. a) Eger A paralel ise, bu durumda A 06zdes olarak sifirdir, yani;

VEeN(M)igin VEA=0=A=0.

b) Eger T paralel ise, bu durumda T 6zdes olarak sifirdir, yani; VE € N(M ) i¢cin
VET=0=T=0.

Ispat: Benzer ispat olduklaridan biz sadece b) yi ispatlayacagiz.
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V, W disey, X yatay vektor alan1 olmak lizere Yardimci Teorem 2.3.1.-d) den
(Vi T), W, X)= ~( Ty x W, X) =Ty Ty X, X) =(Tyy X, Ty X) = 0= T X = 0.

Boylece T, yataylari sifira génderir.
Ote yandan (T V, X) =Ty X,V)=0=TyV =0
buradan T in diiseyleri de sifira gonderdigini goriiriiz. Ty =T, oldugundan T; =0

olur, £ keyfi oldugundan T =0 olur . Escobales [5].

Yardimcei Teorem 2.4.2. Eger X ve Y yatay ve V' ve W diisey vektor alanlar ise, bu

durumda

a) (VgA), Y.V)=—(VA), X.V)
b) (V ET)V W,X)=((V ET)W V,X)
Yardimer Teorem 2.4.3. Eger V' diisey vektor alan1 ve Q; X,Y,Z yatay vektor

alanlar1 iizerinden degisen devirsel toplami gosteriyorsa, bu durumda asagidaki esitlik

gecerlidir.

2.5. TEMEL DENKLEMLER

Bir 7: M — B seklindeki Riemann alt-kapsamanin, daldirmalardaki Gauss ve Codazzi
denklemlerine karsilik gelen tam alti tane temel denklemi B.O’Neill tarafindan

asagidaki {li¢ teorem yardimiyla kurulmustur.

Teorem 2.5.1. Eger U,V ,W,F diisey vektor alanlar1 ve X yatay vektor alani ise, bu

durumda asagidaki esitlikler gecerlidir.

a) (Ryy W, Fy =Ry W, Fy—(TyW, Ty, F)+(T,W, Ty F)

b) (Ryy W, X) ={(VyT), W, X)=(VyT), W, X)
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(Burada R ve Rswrasiyla M tiimel uzaymn ve 7~ (¢) = M liflerinin Riemann egrilik

tensorii diir). Dikkat edilirse bu iki denklem 7z~ (¢), (g e B)liflerinin Gauss ve
Codazzi denklemlerine karsilik gelir.

Ispat: Ry W =V, W =[Vy.Vy W

Her zaman oldugu gibi Lie parantezlerini sifir kabul edebiliriz, su halde [U , V] =0 dir.

Boylece RyyW ==V ;(VyW)+V, (VW) olur. Burada Yardimer Teorem 2.3.3. deki

esitlikleri kullanirsak

RupW ==V (TyW +V, W )+ Vy (T + V)
=—Vy (TyW) =V (V) +Vy (TyW) + Y, (VI7)
==~V (Ty W) =Ty (TyW) =Ty (VW) =V VW + 5V (Ty W)
+ Ty (TyW )+ Ty (VW) +V, VW

Buradan

BR W = =1V (Ty W) =Ty (VW) + BV, (T W)+ Ty (Vi W)
Boylece <ERUVW’ F> = <‘[‘RUVW’ F>

=~V VW +V N W FY+(T, TyW, F)—(Ty,T,W,F)

Ry W

T, ters-simetrik oldugundan,
(RyyW,Fy =(RpyW,F)—(TuW, Ty Fy+(TyW Ty F)
olur ki a) nin ispati tamamlanir. Ote yandan

RupW, X) =~V (Ty W), X)+(Vy (TuW), X) =Ty (Vy W), X) +(T), (Vi V), X)
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=~(VyT), W, X)—~(Ty, W, X)~(Ty (Vo ), X)—~(Ty (V7). X)

H(VyT)y W, X) +(Ty, g W, X) +(Tyy (V7 ), XY +(Ty (V7 ), X)

Burada
(Ty (VW) X) =(Ty (VW ), X) ve (Ty (VI ), X) =(Ty (VI ), X)

oldugundan gerekli sadelestirmeler yapilirsa

(RyyW, X)=~(VyT), W,X) ~(Ty W, X) H(VyT), W, X)+(Ty,yW,X)

=(VuT), W, X)+(VyT)y W, X)=(Tpy W, X)

0

=~(VyT), W, X)+(VyT), W,X)

olur ki b) nin ispat1 tamamlanur.

Siradaki Teorem M ile B in geometrilerini kiyaslamaya yarayacak iki tane denklem

icermektedir ki bu iki denklem Teorem 2.5.1. deki iki denklemin

dualleridir. B nin R egrilik tensoriiniin yatay liftini tekrar R* ile gosterelim. Eger

M,y hy hy, M nin yatay vektorleri ise

(R, (). hg) = (K (#5),43) dur. Burada 4 =7, ().
Teorem 2.5.2. Eger X,Y,Z,H yatay vektor alanlar1 ve V diisey vektor alani ise, bu
durumda asagidaki esitlikler gecerlidir.

a) (RyyZ,HYy=(RyyZ,HY—=2A Y, A, H)+ (AyZ, A yH) +(A, X, Ay H)

b) (RyyZ,V)=((VzA) , Y.V) +(AxY, Ty Z) —(AyZ, Ty X) = (A X, T, Y)

Ispat: Ispatlayacagimiz denklemler tensér denklemleri oldugundan X,Y,Z vektor

alanlarin1 temel, parantezleri diisey kabul edebiliriz.
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Simdi burada her bir terimi agalim. Yardimci Teorem 2.3.1. den [X Y ]=2A Y

yazabiliriz. Boylece Yardimci Teorem 2.3.3. deki esitlikleri kullanarak

Vixs)Z =28z (AxY)+2T 5,y (2) (2.5.2)

elde ederiz. Yardimec1 Teorem 2.3.1. e dayanarak #V,Z yi VyZ gibi diisiinebiliriz.

Boylece

VyZ=VyZ+AyZ
olur. Yine Yardimci Teorem 2.3.3. ii kullanirsak

ViVyZ =ViVyZ+ Ay (VyZ )+ AxAyZ+ Wy (AyZ) (2.5.3)
elde ederiz. Simdi bu ii¢ denklemi birlestirirsek, asagidaki iki denklemi elde ederiz.

RayZ == Vi, Vy | 24287805 ~ Ay AyZ+ AyAyZ (2.5.4),
WRyyZ =2y y (2) =Wy (AyZ)+ Wy (AxZ)-Ax (V2 )+ Ay (ViZ) 255)
Yardimer Teorem 2.3.1. ve R* tammindan, B nin egrilik tensériiniin M deki lifti

Ry Z =Viy 2| Vi.Vy |2

seklindedir. Burada h[X ,Y ] =0 oldugunu hesaba katarsak; (2.5.4) denkleminin sag

yanindaki birinci terim R’y Z ye esit olur. (2.5.4) denkleminin /H yatay vektor alam

ile i¢ carpimini alirsak kolayca Gauss Denkleminin benzeri olan (a) y1 elde ederiz.

Simdi (2.5.5) denkleminin V' diisey vektor alani ile i¢ ¢garpimini bulalim;

(RyyZ,V)y=2ATy v (Z2),Vy—(Vx(AyZ), V) +(Vy(AxZ),V)
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—(Ax (VyZ). V) +(Ay (VxZ).V) (2.5.6)
T nin temel 6zelliklerinden
(Tawy (2),V)=(TyZ,AxY) (2.5.7)

yazabiliriz. Daha ileri olarak,

(Vy(AxZ) )~V (AyZ).V)=((VyA) , Z,V)—((V xA), Z,V)

HAx (VyZ),Vy—(Ay(VxZ),V) (2.5.8)
(2.5.7) ve (2.5.8) yi (2.5.6) da yerine yazarsak;

RyyZ,V)y={((VyA) v Z V)= (v XA)Y ZVy+2A Y, T)Z)

olur. Bu ise YardimciTeorem 2.4.2. ve Yardimci Teorem 2.4.3. den Codazzi

Denkleminin benzeri olan (b) ye esittir.

Teorem 2.5.3. Eger X ve Y yatay vektor alanlar1 ve V' ve W diisey vektor alanlar ise,

bu durumda asagidaki esitlikler gegerlidir.

a) (R Y. W) =((V XT)V W.Yy+ {(VyA) o LI (T X, Ty Y) +(AxV, Ay )
b) (Ryy X, Y) =((VyA) , Y. W)~ (Vi A) , Y.V) +(AxV, A W)

~( AW, APV (T X, Ty Yy +(Ty X, T)Y)

Eger a ve b lineer bagimsiz vektorler olmak tizere, a ile b in gerdigi diizlemi P, ile

gosterirsek ve temel denklemlerdeki R Riemann egriliginin yerine x kesitsel egriligi

kullanirsak oldukca kullaniglh bir sonug elde ederiz.

Sonu¢ 2.5.1. 7:M — B Riemann bir alt-kapsama ve k, k, ve Kk sirasiyla
M nin, B nin ve liflerin kesitsel egriligi olsun. Eger x vey yatay ve v vew diisey

vektorler ise, bu durumda asagidaki esitlikler gegerlidir.
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(T, T, wm—(T,w,T,w)
W) (W) —((rw))’
((VXT)V v,x) +(A v,Av)—(T x,T x)
(x,x) {(v,v)
B (AYALY)
(x,2) (.2 = (6,9’

a) K(PVW) = IQ(PVW)

b) x(P,,)=

0) K(ny):x* (Px*y*)

burada x, = 7, (x).

Ispat: Dikkat edilirse a) denklemi /iflerin Gauss denklemine karsilik gelir.

v ile w, M nin lineer bagimsiz herhangi iki teget(tanjant) vektorii olmak tizere

K‘(va) = ) >
v, v) (w,w) —((v, w))

oldugunu biliyoruz. Simdi, herhangi p € M noktasinda v diisey x yatay vektor olmak

luzere

(R, v, x)
P — VX
K( VX) (v,v) (x,x)—((v,x>)2

(2.5.9)

olur. Ote yandan Teorem 2.5.3 a-) da vektdr alanlar1 yerine kiigiik harflerle

gosterecegimiz vektorleri yazabiliriz, yani;

Ry w) =((V,T), w2y +(V,A)y.w) —(T,x. T, ) +(A v, Ay w)
Burada y = x ve w=v yazarsak,

R, x,v) = ((VXT)V v, X)+ ((VVA)X x, vy —(T,x, T, x) +(A v,A V)
olur. Bu son denklemi (2.5.9) da yerine yazarsak,

((VVA)X x,vy=0 ve {(v,x)=0

oldugundan
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P ) ((VXT)V v,x)+(A v,Av)—(T x,T x)
K( xv) B (x,x) {(v,v)

elde edilir ki b)ispatlanmig olur. a) ve c) nin ispatlart benzer yontemle yapilabilir.

O’Neill [4].

2.6. LIFLERIN TUMEL JEODEZIK OLMA DURUMU

7:M — B bir Riemann alt-kapsama olsun. 7' (g), (¢ € B) liflerinin timel jeodezik

olmasi T temel tensorliniin M {stiinde 6zdes olarak sifir olmasina denktir. Bu
durumda Bolim 2.5 de karsimiza ¢ikan temel denklemler daha sade ve kullanisli hale

gelirler. Bu boliimde M nin liflerini tiimel jeodezik varsayiyoruz, yani; T=0.

Yardimcei Teorem 2.6.1. 7:M — B bir Riemann alt-kapsama olsun. X,Y,Z yatay

ve V' diisey vektor alanlar1 olmak tizere asagidakiler gegerlidir.

a) v((VxA), Z)=-v(Ry X)

b) h((VxA)y, () =h(RyY)

Ispat: Sadece a) y1 ispatlayalim. Teorem 2.5.2-b) de T=0 kosulunu kullanirsak
(RyyZ,V)= <(VZA)X Y, V)

elde ederiz. Burada X,Y ve Z in yerlerini degistirirsek
Ry, X, V)= ((VXA)Y zZ,V)

olur ki bu da istenen a) denklemine denktir.

Sonug 2.6.1. Eger Yardimci Teorem 2.6.1. deki M manifoldu c¢ sabit kesit egrilikli

ise, bu durumda
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a) v((VxA), Z)=0

0

b) h((VxA), V)
Ispat: M manifoldu c sabit kesit egrilikli oldugundan
Ry, X =c{(Z,X)Y —(Y,X)Z}
yazilabilir. Burada Y ve Z yatay oldugundan
Ry, X =Ry, X
olur, dolayisiyla v(Ry,X)=0 olur ki Yardimct Teorem 2.6.1-a) dan

v ((V ¥A), Z ) =0 ¢ikar. b) in ispat1 da benzer sekildedir.

Yardime1r Teorem 2.6.2. 7:M — B  bir Riemann alt-kapsama olsun. Eger
x,y, p € M noktasinda yatay vektorler ve u diisey vektor ise, bu durumda asagidaki

esitlik gecerlidir.
(AA, +A A ) (1) ==V (Ry+ Ry x) .

Ispat: x vey yatay vektorlerini , p noktasini igine alan lif iizerinde tamimli X ve Y

temel vektor alanlarina genisletelim. Bu durumda p noktasinda;

)x Vo) +(Ap o p,u) +(AA u,u)
) ou) —(A A, u) + (A A ju,u)
)x Vou) + (A u, A — (A, Ayu)

Teorem 2.5.3-a) dan

vV, (Axy),u> =(N,,»,u) —(Axu,Ayu>
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elde edilir. Son denklemin sol tarafi X ve Y ye gore ters-simetrik iken sag tarafi

simetriktir. Buradan
v, (AXY),u> =0 ve (R, y,u)= (Axu,Ayu)
p noktasindaki herhangi x, yatay ve diisey u vektori i¢in;
Ry W)+ (R v,u) = (A u, Ayw)y + (A ow, Ayu)
yada
(R do W) + (R0 w) =~((AA, + AL AL ) (), w)
olur. Buradan
(AA, +AA ) (1) =Ry + R, x)

elde edilir.
Sonug 2.6.2. Yardimci Teorem 2.6.2. de M =S" (1) alirsak;

(AxAy +AyA ) (V) =-2X, )V ve AXV =—| X"V olur.

2 2 2

Ispat: S"(1)= {(xl,xz,...,an) el "™l + x5 +..+x2,, = 1} Riemann kiiresi, sabit

c=1 egrilikli oldugundan

Ry Y =LUX NV +V )X} =(X,Y)V ve

Ry X =1{IV, X)Y H{(X, YW} =(X, )V
olur dolayisiyla Yardimci Teorem 2.5.2. den

(AxAy +AyAy)(V)=-2(X,Y)V bulunur ve burada ¥ = X yazarsak
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2A AV =2A%V =2 X, X)WV = 2| X'V

buluruz ki bu da Ag(V = —||X ||2 V' oldugunu gosterir. Ranjan [6].

2.7. TERS-DE SIiTTER UZAYDA LIiFLERi TUMEL JEODEZIiK OLAN
YARI-RIEMANN ALT-KAPSAMALAR

Tamm 2.7.1. Asagidaki teoremlerde karsilasacagimiz H12”+1 kompleks hiperbolik

uzayina géorecelik teorisi’ nde ters-de Sitter uzay (anti-de Sitter space) denir.

0" {izerinde

n
(Z, W) = —Zowo + ZZka ,
k=1

n
(z,w) =Re(z,w) = —xguy — yovo + Zxkuk + ¥V olsun.
k=1

Burada,

z= (zo,...,zn): (xo +1Yg,..-X, +iyn)

WZ(WO,...,wn):(uO +ivy,..., U, +ivn)

H" = {z en (z,2)=-1= (z,z)}

L2 222 2, .2
:{(xo,yo,...,xn,yn).—xo Vot Xty X, + ——1}

seklinde tamimlanan H{"*' ye kompleks hiperbolik uzay denir. H{"*', -1 sabit kesit

egrilikli ve (1, Zn) isaretli (2n+1)- boyutlu bir Lorentz manifold’dur.

Yardimer Teorem 2.7.1. M{”+k , negatif sabit kesitsel egrilikli Lorentz manifoldu

olmak {izere, eger 7r:M1m+k — B" tiimel jeodezik liflere sahip bir yari-Riemann alt-

kapsama ise, bu durumda £ =1 dir.

Ispat: Sonug 2.5.1-b) den T =0 oldugundan
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(AL ALY
<o) = o <O

yazabiliriz. A V' ile X yatay ve B, Riemann manifoldu oldugundan
(AyV,AyV)>0ve (X, X)>0

dir. Boylece (V,V) <0 olmak zorundadir, yani /' zamansaldir. M, Lorentz manifoldu

oldugundan zamansal vektorlerin uzay1 bir-boyutlu olmak zorundadir, baska deyisle;

diisey vektorlerin uzay1 bir-boyutludur.

Teorem 2.7.1. Eger 7 :H["™ — B™, tiimel jeodezik liflere sahip bir yari-Riemann alt-

kapsama ise, bu durumda m = 2n dir. (bir n > 0 igin).

Ispat: Hi”” nin lifleri tiimel jeodezik ve bir-boyutlu oldugundan liflerin jeodezik

egrilerine teget dyle bir diizgiin V' diisey vektor alan1 vardir ki (V',V') =—1 olur.

X veY, H{”H uzerinde yatay vektor alanlari olsun. A ) nin yatay oldugunu

biliyoruz. Dolayisiyla
0=Y(X,V)=(Vy X, V)+(X,VyV) =(Ay X, V) +(X,AyV)

X ile Y nin yerlerini degistirirsek

A Y +AyX =0 oldugundan yukaridaki son iki denklemi toplarsak
(X,AyV)+(Y,AyV)=0

elde ederiz. Bu ylizden A_V :%hy — hy ters-simetrik bir operatdr olur. $imdi eger 7
yatay alt uzay1 tek boyutlu olursa, bu durumda A_JV nin 6zdegerlerinden biri mutlaka 0

olacaktir. Ote yandan Sonug 2.5.1-b) den
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AV, AxVy
(X, XXV, V)

olur, ancak (V,V') =—1 oldugundan
(AxV,AxV)=(X,X)

dir, baska deyisle; A_V bir izometri dir. O halde 7y kesinlikle tek boyutlu olamaz,

yani; m =2n olmak zorundadir.

V' bir oOnceki Teoremdeki gibi olsun. V' jeodezik vektor alani oldugundan

Vi V=0 dir. E, H12n+1 tizerinde tanimli herhangi bir vektdr alani olmak tizere
¢(E):AEV ve n, V ye dual 1-form olsun, yani; n(V):—l.Bu durumda

asagidaki yardimci teoremi verelim.

Yardimer Teorem 2.7.2. (1) ¢(V)
) n7(4(E))=0.

(3) ¢*(E)=—E-n(E)V.

@) ((E).¢(F))=(E,F)+n(E)n(F).

(5) 77(E) =(E,V).

0.

Ispat: (1), (2) ve (5) agiktir.
(3) E=X+ AV olsun, burada X yataydir. Bu durumda

$(E)=ApV =Ax W

dir. Ancak herhangi yatay Y vektor alan1 i¢in

(Aa gV Y) =~(Ap V1) =(Ay (AxV ). V) =AYV, A V) =< X, Y)

oldugundan A,V =—X olur. Bdylece
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P (X+AV)=-X =—(X+AV)=n(X +AV)V =—E-n(E)V.

4) E=X+AV, F=Y+uV
olsun, burada X ve Y yataydir. Bu durumda

(P(E).B(F))=(AgV,ApV)=(AxV,AyV)=(X,Y)

=(X+ AV Y+ V) +n(X+AV)n(Y +uV).

T len 15 B2 tiimel jeodezik liflere sahip bir yari-Riemann alt-kapsama ve V bir tek

diisey vektor alan1 olmak tlizere asagidaki teoremler gecerlidir.

Teorem 2.7.2. Eger X, H{""! iizerinde bir temel vektdr alam ise, bu durumda A,V

de bir temel vektor alanidir.

Ispat: Bu ispat icin Yardime1 Teorem 2.3.2. den faydalanalim.

Y,, B*" iizerindeki Y, ile 7—bagimh H?"*! iizerindeki bir temel vektor alani ve
X yatay vektor alam olsun. Eger bu sekildeki Y; ler i¢in (X.Y;),=(X.Y), ise

(burada p,p'e 7' (q) ve g € B*"), bu durumda X temeldir. Bu demektir ki herhangi

temel Y vektor alanlari igin V(A yV,Y) =0 oldugunu gostermeliyiz.

VARV, Y)=(Vy (AxV),Y)+(AxV,V,Y)
= (Vi (AyV), )+ (A V, ApV)

=(Vy (AxV).V)+(X.Y)

X in  temel oldugunu  gdstermek  i¢in V) (AyV)=-X oldugunu

gostermeliyiz. H"*'iizerinde

RyyV = VVVXV—VXVVV—V[X’V]VZ—{Q(, VW -y, mXy=-X

dir, ¢iinkii H{"*' nin egriligi —1 dir. Burada V,,7 =0 ve [V, X] diisey oldugundan
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iyl =@Vl =0

olur ( burada o € S(Hf"”)) boylece Ry V =V, VyV=-X

olur. Ancak (V yV,V) = %X(V, V) =0 oldugundan

Vi (ViV )=V (AxV +W V)=V (AxV)

olur ve ispat biter.

Yardimer Teorem 2.7.3. Eger X ve Y, H12"+1 iizerinde yatay vektor alanlari ise, bu

durumda asagidaki esitlik gecerlidir.
W(Vy(AyV))=Aw )V -

Ispat: Z herhangi bir yatay vektor alam olmak iizere
(VxAyV,Z) = (AVXYV, Z)

esitligini gostermeliyiz. Teorem 2.5.2-b) den

Ry, X V) =((VxA), Z,V) = Ry V, X)=~(VxA), Z,V) .

Ry, V = {(Y, VyZ—(Z,V) Y} =0 oldugundan
[N [
0 0
((VXA)Y Z,Vy=0
elde ederiz. Bunu acalim, yani;

0=(Vx(AyZ),V) ~(Ay v Z,V)—(Ay (VxZ),V).

Burada
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yazabiliriz, bunu yukaridaki denklemde kullanirsak;

0=(V y(AyV.Z)V, V)= (Ay yZ.V)~(Ay (VxZ).7)

=AYV, Z)V V. V) +(X(AYV,Z)V.V) =(Ay .y Z,V) —(Ay (VXZ),V>
0

=~(Vx (AyV),2) ~(AyV,VxZ) ~(Ay .y Z,V) ~(Ay (VX Z),V)
=(Vx(AyV),Z) +(AyV.,VxZ)~(Z, Ay V) +(Ay (VxZ),V)

=(Vx (AyV).2)—(Ay V. 2)

olur ki bu da aradigimiz sonugtur.

Yardimct Teorem 2.7.2. ve Teorem 2.7.2. den ¢ nin B*" iizerinde bir hemen hemen

kompleks yapr iirettigini gorebiliriz.

Simdi suna dikkat edelim; B 2n iizerindeki metrik Hermitian dir. Gergekten;Yardime1

Teorem 2.7.2 den VX,Y € H12"+1 temel vektor alanlari igin,

(9X,9Y) =(X.Y) (2.7.1)

gerceklenir. Boylece B 2" hin bir Kaehler manifoldu oldugunu gostermek igin

VX, Y € T(BZ”) icin

Vi, pYs = ¢(VX*Y*) (2.7.2)
esitligini gostermemiz gerekir. Oysa

(V*X*Y*), hV yY ile £ —bagimh ve

V. oY, n(V x¢Y) ile 77 —bagimli oldugundan
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n(VxpY)=¢(VxY)

esitligini gostermeliyiz. Bu ise Yardimci Teorem 2.7.3. te zaten gerceklenmistir.

Sonugta (2.7.1.)ve (2.7.2.)den B 2" bir Kachler Manifoldu olur .

Teorem 2.7.3. B*" iizerindeki bu hemen hemen kompleks yap1 integrallenebilirdir .

Ispat: Bunun igin N (X,,%)=0 oldugunu gdstermemiz gerekir. Burada X, ve ¥,
B*"  iizerinde vektdr alanlari ve N 4> ¢ nin Nijenhuis tensoridir.

Ny (X..Y,) ye karsilik gelen temel vektor alani;
W[ p(X).0(Y)]-n[X.Y]-g[ X.4(Y)]-4[4(X).Y |
= (Ve #Y )= 1(V yy X )= 1(V x ¥ )+ h(Vy X)

—¢(VX¢Y)+¢(V¢YX)—¢(V¢XY)+¢(VY¢X)

(@) () ©) (d)
— /Y
=1(Vaur (AYV))—h(VAYV (AXV))— n(VyY)+7(VyX)

(e) Q) () (h)

Yardimci Teorem 2.7.3 de X yerine A V' yazarsak;

h(VAXV (AYV)) =Ay, V> benzer sekilde h(VAYV (AXV)) = Ay, xV

olur. Ote yandan
Ay ayr) = h(VX (AAYVV)) ——h(VyY)
ve benzer sekilde

Ay, agr) = h(VY (AAXVV)) ——h(VyX)
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Boylece(a) =(g), (b)=(f),(e) =—(c) ve (h) =—(d) olur ve istenen ¢ikar. Magid[7]
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2.8. ORNEKLER

Ornek 2.8.1. M, ve M,, Riemann manifoldlari ve M;xM,, bu manifoldlarin

Riemann ¢arpimi olmak iizere
M xMy, > M;, i=1,2
doniistimleri birer Riemann alt-kapsamadir.
Ornek 2.8.2. M herhangi bir Riemann manifold olsun. 7M, M nin teget demeti
olmak tizere

w:TM - M

bir Riemann alt-kapsamadir. Carmo [8].

Ornek 2.8.3. (Kompleks Izdiigiim Uzayr)

o -{o) :{(ZO""’Z"):Z;tO’ z; =X+, j=0,1.n, i =—1.}

Onl— {0} tizerinde asagidaki sekilde bir esdegerlik bagintisi vardir.

z=(zg,..z, ) w=(wp,...,w, ) eger z; =Aw; ise, burada 4 €lJ —{0}.

[z] =(z den ve orjinden gecen kompleks dogrular ).

P" (1) ={1"*" ~{0}/0} bir diizgiin manifoldtur. P" (1) ye kompleks izdiisiim uzay

denir.

S2n+1 D n+l

tizerindeki birim kiire olsun, yani;

SZ}H—I:{EED}HIzD2n+2:<E’E>:1}.

0™ izerindeki " "bagintisin S {izerine su sekilde indirgeyebiliriz.

0

zOw eger e”’z=w ise.

78 5P (0)
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7 ([z]) = {?Ees™™, Ec[z]ns™, 0<0 <27 | =[z] s>
seklinde tanimlanan 7z doniisiimii bir Riemann alt-kapsamadir.

N, $*"" =" Kkiiresinin birim normali olsun. Eger J, 0" iizerinde dogal hemen

SQ,}’H-I

hemen kompleks yap1 ise, JN vektor alaninin integral egrileri tizerindeki

bliyiik ¢gemberlerdir. 7 nin lifleri tiimel jeodezik oldugundan T 6zdes olarak sifirdir. A

tensorili asagidaki gibi belirlenebilir.

Eger X ve Y, S2™! iizerinde yatay vektor alanlari ise ( yani; JN e dik iseler)
Ay (JN)=hV y (JN)=hJV yN =hJX =JX

olur sonugta A yJN =JX . Ote yandan

(AyY,JN)=—Y, Ay (JN)) =¥, JX) =(X,JY)

AyY=(AyY,JN)JN
oldugundan A Y =(X,JY)JN olur.

Eger X, S21 {izerinde temel vektdr alani ise , bu durumda JX de temel vektor

alanidir. Bu durum P” (D ) tizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 belirler.

Py, p” (D ) ye teget diizlem olmak {izere Sonug 2.5.1-c) den

ny:1+3<x’*’y7 , olur. O’Neill [4].
(B4

Ornek 2.8.4. M =S} (¢) bir (m+1)—boyutlu yar1 uzay form ve F(r) ,

F(t):{xeMcDZ”J"z:DllxDm”:xl=xm+2+t}
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seklinde tanimlanan bir uzaysal hiperyiizey olsun. Bu durumda M = Vo F(1)
1

oldugunu gorebilirizve 7: M — B=1[] 11 doniigiimiinii

z(F(t))=t

seklinde tanimlarsak; =, lifleri tiimel es biikiimlii fakat tiimel jeodezik olmayan bir yar1

—Riemann alt-kapsama olur.

Ornek 2.8.5. M =S}""(c) bir (m+1)-boyutlu yar1 uzay form ve

seklinde tanimlanan bir uzaysal hiperyiizey olsun. Bu durumda M :uqu (cl)

oldugunu gorebilirizve 7: M — B=1[] 11 doniigiimiinii

7Z'(Sm (cl)) =X

seklinde tanimlarsak; 7, lifleri tiimel es blikiimlii fakat tiimel jeodezik olmayan bir

yar1 —Riemann alt-kapsama olur. Kwon ve Suh [9].
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3. BULGULAR

Ornek3.1. 7: [ 3—{0}—> o+

2

(x,y,z) —> X +y2+z2

seklinde olsun. (x, y,z) # (0, 0,0) oldugundan 7, C” - siifindandir, yani; diizgiindiir.

Herhangi bir 7 e[l * igin,

7! (r) =52 (r): {(x,y,z) en? —{O}‘xz +y2 +2% = rz}
(Orijin merkezli ve r - yarigapli, 2-boyutlu kiire, bu kiireye bazi kaynaklarda Riemann
kiiresi de denir). 7! (r), O - {0} n lifidir. Ustelik tiimel es biikiimlii lifidir.

1 1 1
ﬂx(x,y,z):;x, ﬂy(x,y,z):;y ve ﬂz(x,y,z):;z

dir. Dolaysiyla p = ( P> Do, p3) er! (r) noktasinda 7 nin Jakobiyeni

1

r

J”p:[”x(p)’”y(p)’”z(p)] (P15 P25 p3) #(0,0,0)

oldugundan mnk(ﬂ') =1, yani; 7, maksimal ranka sahiptir. Boylece (AK 1) saglanir.

X, =(p1, P2, p3) yer vektori peS ?(r) noktasindaki bir tek yatay vektordiir.

P
1 1
ﬂ*p(Xp):Jﬂp.Xp:;(pl P p3). )2 =;.r2=r.
P3

O halde 7,, (Xp ).ﬂ*p (Xp ) =72 olur. Ote yandan
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(X, X,y =pi+ps+p3=r
oldugundan (AK 2) saglanir.
Sonugta 7:0°={0} - 0" bir Riemann alt-kapsama olur.

Ornek3.2. 7: M — 7]

(x,y,z) — yJx? —y2 —z?

seklinde olsun. Burada M = {(x,y,z) el ﬂxz >+ 22} dir.z, M lizerinde C”-

smifindandir, yani; diizgiindiir. Herhangi bir 7 €[] | igin,

/xz_y2_22 =r:><\/x2—y2—22,\/x2—y2—22>r=<’”,V>T:_Vz

:>—(x2—y2—zz):—r2 =X +y +z0 =1’

(burada (,); , [ | iizerindeki negatif-tanimli metriktir.) oldugundan
72'_1 (]/‘) :H2 (7/) = {(X,y,Z) EM‘_xZ +y2 +ZZ _ _rz}

iki- kanatl1 hiperboloidi, M nin lifidir.

1 1 1
ﬂx(XJJ’,Z)=—;x, ﬂy(x,y,z)=;y ve ﬂz(x,y,z):;z

dir. Dolayisiyla p :(Pl’Pz,P3) e 77 (r) noktasinda 7z nin Jakobiyeni
1
J7Z'p :[ﬂx (p):ﬂ'y (p):ﬂ'z (p)i| :;(_plvp29p3)¢(0,0,0)

oldugundan rank(7)=1, yani; 7, maksimal ranka sahiptir. Bdylece (AK 1) saglanr.
X, = (— DP1>Pa» D3 ) , PE H? (r) noktasindaki bir tek yatay vektordiir.
4!

1 1
xp (XP):J”p'Xp =;(_Pl P2 P3| P =;.(—r2 =7
P3
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O halde (r,, (Xp ) T (Xp ))T =—r?olur. Ote yandan

2 2 2 2
<XpJXp>l :_pl +p2 +p3 =-r

(burada (,), , M lizerindeki metriktir.) oldugundan (AK 2) saglanir.

Sonugta 77: M — [17 bir yari-Riemann alt-kapsama olur.

Sonu¢ 3.1. 7: M — B herhangi bir Riemann alt-kapsama olsun. Eger X ve Y temel

vektor alanlar1 ve V' diisey vektor alani ise, bu durumda V(X,Y) =0 dir. Gray [10].
Ispat: V(X,Y)=(V, X,Y)+(X,V,)Y)=(hV, X,Y)+(X,hVY)
X ve Y temel oldugundan Yardimci Teorem 2.3.3-b) den

Wy X =AyV ve hiVyY = AyV

dir. Boylece V(X,Y)=(A,X,Y)+(X,A;Y)
olur. Simdi, burada 6nce (A1) i daha sonra da (A3) i kullanirsak ;

V{X,Y)=~(AxY,V)—(Ay X, V)=—~AyY,V)+(AY,V)=0

olur ve ispat biter.

Asagidaki iki Yardimci Teorem, VT ve VA tensorlerinin T ve A cinsinden ifade

edilmesinde belirleyicilik agisindan oldukca énemlidir.

Yardimer Teorem 3.1. 7:M — B bir Riemann alt-kapsama olsun. Eger

X,Y,Z,H yatayve U,V ,W,F diisey vektor alanlar1 ise, bu durumda asagidaki
esitlikler gecerlidir.

a) (VxT),Y.2)=(AxY. T, Z)~(Ax Z,T)¥)

b) ((VUT)V X, Y)=(TyX,T,,Y) (T, X, T;Y)
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¢) (VyT), W,F)=(TyW, Ty F)—(T F,T, W)
d) (VyT), Z,H)=0

e) (VyT
f) (VxT),
) (VuT)y
h) (VxT),
) (.

V1) =(Ty X, T, Y)

)
)y Z,U)y=<TyZ,AxY)

VW) =0

)

VyT)
U,r)=0

Y,Z)=0

.

VUT)X

Ispat: d), f) ve h) da Yardimc1 Teorem 2.4.1-c) nin, e), g) ve 1) da Yardimc1 Teorem
2.4.1-d) nin basit sonuclaridir. Biz a) y1 ispatlayalim.

(VxT), Y=V (TyY)=Ty, Y =TV yY
dir. Buradan

(v XT)V Y,Z)=(Vy(TyY),Z)- (Ty ¥, Z)~(TyV xY,Z)

=Vx(T,Y,Z)—(TyY,VxZ) Ty Y, Z) Ty (VxY),Z)
T, yataylar1 diigseylere ¢evirdiginden,
(TyY,Z)=0ve(Ty,,¥,Z)=0
dir. Ote yandan Yardimci Teorem 2.3.3-(3)-a) dan
(TyY,VyZ)=(TyY,AxZ)

ve T ters-simetrik oldugundan

~Ty (AxY),Zy=(TyZ,AxY)
dir. Boylece

(VxT), Y. Z)=(AyY, Ty Z)~(AyZ,T,Y)
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bulunur ve ispat biter. b) ve c) nin de ispatlar1 da tamamen benzer sekildedir.

Yardime1r  Teorem  3.2. 7:M —B bir  alt-kapsama  olsun.  Eger

X,Y,Z,H yatayve U,V ,W,F diisey vektor alanlar1 ise, bu durumda asagidaki

esitlikler gecerlidir.

a) (VyA), V. W)=
(

b) (VyA

(]

=

)y
) <(VUA)V
)

) (VA

(¢

U

) (VyA), W, X)=

VW) =
) (VxA), Z,H)y =

W,F)=

(TyV, AWy —(TuW,AxV)
(AyV, AyWY—(A W, AyV)
(AyZ, AyH)—(AyH,AyZ)

0

Yy =~A U AV)

(AyW,TyV)

g) (VxA),Y.Z)=0

h) ((VUA)V X,Y) =

1) (VyA), V. W)=

0

0

Ispat: d), f) ve h) Yardimc1 Teorem 2.4.1-a) nin, e), g) ve 1) da Yardimci Teorem

2.5.1-b) nin basit sonuglaridir. Biz a) nin ispatini yapalim.

=(Vy (AxV) )~ Ay, x V. W) —(AxV V. IV)
0

=V AV, W)—=(AyV,V W) - (AXh(VUV) W)
0

= AV v(V W) —(Ax (Ty V), W)

olur ve ispat biter. b) ile ¢) nin ispatlar1 da benzer sekilde yapilir.
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Sonu¢ 3.2. Eger U.V,W ve F diisey vektor alanlari ve Q, U,V ve W lizerinden
degisen devirsel toplam ise, bu durumda asagidaki esitlik gegerlidir.

Q(VyT), W,F)y=0.

Ispat: Q((VUT)V W,F)= ((VUT)V W.,F)+ ((VWT)U V,F)+ ((VVT)W U,F)

Burada Yardimci Teorem 3.1-c) yi kullanirsak

(VyT), W,F)=(TyW, Ty F) ~(Ty F, TyW) +(TyV, Ty F)

~Ty F, TyV)+(TyU, Ty F) — (T, F, Ty U)
Burada (T3) 6zelligini kullanirsak ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak kolayca
Q((VUT)V W,F)y=0
oldugu goriiliir ve ispat biter.

Sonug¢ 3.3. Eger X,Y,Z ve H yatay vektor alanlar1 ve Q, X,Y ve Z iizerinden degisen

devirsel toplam ise, bu durumda asagidaki esitlik gegerlidir.

X(VyA), Z,H) =2XA Z,AyH) .
ispat: (V4 A), Z,H) =(VxA), Z,H)+((V,A), Y.H)+ ((VyA), X, H)

Burada Yardimci Teorem 3.2-c) yi kullanirsak

Vv XA)Y Z,Hy=(AyZ,AyH)—(AyH,AyZ)+{A,Y A H)

—(A,H,AyY)+(AyX,A,H)—(AyH, A, X)
Burada (A3) 6zelligini kullanirsak ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak kolayca

U(VyA), Z,H) =2A Z, Ay H)
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oldugu goriiliir ve ispat biter.

Yardimer Teorem 3.1. ve Yardimci Teorem 3.2. de elde ettigimiz bir ¢ok sayidaki

denklemlere ragmen bazi hallerde VT kovaryant tiirevini (benzer sekilde VA ), 6rnegin

(VxT), W.Y)yve (V,A), Y.V

yi T ve A cinsinden yazamiyoruz. Bununla beraber
(VxT), W.Y)ile{(VyA), Y. W)
arasinda bir iligki bulduk ve bunu asagida Yardimci Teorem olarak veriyoruz.

Yardimer Teorem 3.3. Eger V' ve W diisey ve X ve Y yatay vektor alanlar ise, bu

durumda asagidaki esitlik gegerlidir.

((VYT)V w,X) —((VXT)V w.Y)= ((VVA)X Y. W)+ ((VWA)X Y. V) .

Ispat: Birinci Bianchi Ozdesliginden Ry, ¥ + Ry X + Ry V =0

oldugunu biliyoruz. Buradan

G.0)

yazabiliriz. Teorem 2.5.3-a) dan

Ry Y. W)= ((VXT)V wW.Y)+ ((VVA)X Y W) —(Ty X, Ty Y)+(AxV,AyW) (3.2)
yazabiliriz. R egrilik tensoriinlin simetri 6zelliklerini kullanarak;

(Ryy X, W) =~Ryy X, W) =~(VyT), W,X) - ((VVA)Y X, Wy+(T, Y, Ty X)—(AyV, A W)
(3.3) yazabiliriz. Ote yandan

Ry V. W) =~ Ry V. W) = =Ry X, Y)
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dir. Burada Teorem 2.5.3-b) yi kullanirsak;

(RyyV W) =~(VyA) VI + (Vi A) , Y. V) —(AxV Ay W)

AW, AyV) +(Ty X, Ty Y) —(Ty X, Ty Y) (3.4)

elde ederiz. (3.2), (3.3) ve (3.4) deki denklemleri (3.1) de yerine yazip gerekli

sadelestirmeler yapilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.1. 7:M;"" - B" bir yari-Riemann alt-kapsama ve M lifleri tiimel
jeodezik olan zamansal jeodezikli bir Lorentz manifoldu olsun. Eger X, M iizerinde
bir temel vektor alani ve V' bir tek diisey vektor alani ise, bu durumda A V' de temel

vektor alanidir.
Ispat: Y herhangi bir temel vektdr alani olmak iizere Teorem 2.7.2 geregince

Vi, (AyV,Y)=0 oldugunu gostermeliyiz. (A3) 6zelliginden
Vi (AyV,Y)==V,(AyY,V)

olur. Boylece
Vi (AxY,Vy=(Vy (AxY),V)+(AxY,V, V).

V' bir tek diisey vektor alan1 olmak iizere M zamansal jeodezikli ve lifler tiimel

jeodezik oldugundan V' ayni zamanda jeodezik vektor alanidir, yani; V' =0 dir.

Buradan

Vi (AxY,V) :(VV(AXY),V>

= <(VVA)X Y V) +( Ay, x Y.V) +{(Ay (VyY). 1)

X ve Y temel oldugundan V, X = AV ve Vi, Y = AV

dir. Boylece

Vi AxY, V) =(VyA) V.V +(Ay p Y V) +(Ax (AyV),T)
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(ViA), YV —(Ay (AxV), V) —(AxV, AyV)

(VyA), YV AV, AyV) —(AxV, AyV)

(VyA), Y.1)
Yardime1 Teorem 3.3. te W =V yazarsak

(VyT), V., X)=((VxT), V.Y)=((VyA), Y.V)+{(VyA), V.V)
olur. T=0 oldugundan

A(VyA), Y. V)=0 =((V,A), Y.V)=0.

Yardima Teorem 3.4. 7:M;""' — B" bir yar-Riemann alt-kapsama ve M lifleri

timel jeodezik olan zamansal jeodezikli bir Lorentz manifoldu olsun. Eger

X ve Y, M lizerinde yatay vektor alanlari ise, bu durumda asagidaki esitlik gegerlidir.
WV (AyV))=Aw vV -

Ispat: Yardimci Teorem 2.4.3. ten
Q((VXA)Y Z,V)y=AyZ, Ty X)

yazabiliriz. Hipotezden T=0 oldugundan
Q((VXA)Y Z,Vy=0

olur. Ote yandan diisey vektdrler zamansal olduklarindan devirsel toplamdaki her bir
terimin isareti negatiftir. O halde toplam sonug sifir oldugundan her bir terim sifir

olmak zorundadir. Dolayisiyla
((VXA)Y Z,Vy=0

olur. Ispatin geri kalan kism1 Teorem 2.7.2 ile aynidir.
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Teorem 3.2. 7:M{"**(c)— B*" bir yari-Riemann alt-kapsama olsun. MP"**(c)
negatif c-sabit egrilikli, lifleri tiimel jeodezik olan zamansal jeodezikli bir Lorentz

manifoldu ve B>" herhangi bir Riemann manifoldu ise, bu durumda

) k=1
ii) B*" bir Kaehler manifoldu olur.

ispat: i) M7 (c), lifleri timel jeodezik olan zamansal jeodezikli bir manifold

oldugundan, M{"**(c) iizerinde V¥ =0ve (V,V)= 4 olacak sekilde bir diisey

V vektor alam vardir. Ote yandan M{"**(c) nin indeksi 1 oldugundan k =1olmak

zorundadir. Boylece 1) ispatlanir.

i) mpm (¢) tizerindeki ¢ doniistimiinii su sekilde tanimlayalim:

¢:T(M"™ (c)) > (M7 (c))

E = AgV

X ve Y temel vektor alanlar1 olmak iizere ¢ doniisiimii
¢*(X)=-X ve (pX,4Y)=(X,Y) (3.5)

kosullarini gergekler. Boylece B 2" hin bir Kaehler manifoldu oldugunu gostermek i¢in

VXa Yo € T(BZ”) icin

Vit =4(ViX) (3.6)
esitligini gostermemiz gerekir. Oysa

(V}*Y*), hV yY ile £ —bagimh ve

V}* ¢Ye, n(VyxpY) ile 7 —bagimh oldugundan
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h(Vxg¥)=4(VxY)

esitligini gdstermeliyiz. Bu ise Yardimci Teorem 3.4. te zaten gergeklenmistir. B 2n
tizerinde ki J hemen hemen kompleks yapisini
J:T(B")>1(B™)

X > 7« 0¢07Z'*_1 (X*)
seklinde tanimlarsak B*"bir Kaehler Manifoldu olur.

Sonu¢ 3.4. 812"“(1) den B*" ye lifleri tiimel jeodezik olan bir 7 yari-Riemann alt —
kapsama yoktur.
ispat: Var oldugunu kabul edelim. S{"*' (1) zamansal jeodeziklere sahip oldugundan

ViV =0ve (V,V)=-1 olacak olacak sekilde bir V' diisey vektor alan1 vardir. Oysa
Sonug 2.5.1-b) den

(AyV,AxV)

(X, XYV, V) 1= AV, AxV) =X, X)

olur ki bu S7"*! (1) nin indeksinin 1 olusuyla gelisir.

Simdi liflerin dik egriligi ile ilgili bir Teorem verelim.

Teorem 3.3. 7:M — B herhangi bir Riemann alt-kapsama ve 7' (¢), g€ B, M nin

herhangi bir lifi olsun. RE, lifin dik egriligini gostermek {lizere asagidaki esitlik

gecerlidir.

R X, Y)=((VyA), Y.y =(VipA) , Y.V) +(AxV Ay W) (AW, Ay V) .
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Ispat: Tanim 2.1.12. ile Tanim 2.3.1. i karsilastirirsak

S(V,.X)=T,X

elde ederiz. (Burada ¥, 7' (¢) lifinin teget, yani diisey, X ise 7' (¢) ye dik, yani

yatay vektor alanidir.) O halde Tanim 2.1.14 te verilen Ricci Denklemi
(R X, V) =Ry X, V) +(Ty X, Ty, Y) —(Ty X, T Y)

haline doniisiir.Bu denklemde (‘J_%VWX ,Y) yerine Teorem 2.5.3-b) deki esitini yazarsak

kolayca
R X, Y)=((VyA), Y. W) =(VipA) , Y.V +(AxV, AyW) (AW, Ay V)

elde ederiz. Boylece liflerin dik egriliginin sadece A temel tensOrii tarafindan

belirlendigini goriiriiz.

Sonu¢ 3.5. 7:M — B herhangi bir Riemann alt-kapsama olsun. Vg € B i¢in 7! (q)

lifi M nin bir hiperyiizeyi ise bu durumda R* =0 olur.
ispat: VgeBicinz7'(g) lifi M nin bir hiperyiizeyi olsun. Bu takdirde lineer

bagimsiz bir tek yatay vektor alani vardir, bunu X ile gdsterelim. (A3) ten
AyX=0
olur. Ote yandan herhangi V diisey vektdr alan1 icin;

(AyV, X)=(Ay X, V)=0

AV ile X lineer bagimli oldugundan AV =0 olmak zorundadir. Boylece A=0

olur. Sonugta Teorem 3.3. ten istenen kolayca ¢ikar.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada elde edilen sonuglar kisaca asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

Ornek 3.1. ve Ornek 3.2. sirastyla Riemann ve yari-Riemann alt-kapsamalar konusunu

en agik bir bigimde anlamamiz1 saglayacak sekilde ortaya ¢ikarilmislardir.

Riemann ve yari-Riemann alt-kapsamalarda calisirken, tiimel uzaydaki temel vektor
alan1 baz uzaymdaki bir vektdr alani ile 7 —bagimli oldugundan baz uzayinin
geometrisini tiimel uzayin yatay dagilimlarinin geometrisiyle iliskilendirebiliriz. Bu
ylzden bir yatay vektdr alanin temel olmasi tercih edilir. Sonu¢ 3.1. de verilenler
yukarida agikladigimiz ihtiyaci karsilamay1 amaclamaktadir. Sonug 3.1. de verilen ispat

daha 6nce A. Gray tarafindan [10]verilen ispattan daha sade ve aciktir.

Tez konusunun temel yap1 taglar1 olan T ve A tensorlerinin kovaryant tiirevleri ile ilgili
formiiller Yardimci Teorem 3.1. ve Yardimci Teorem 3.2. sayesinde ¢ogaltilarak daha
sonra bu alanda yapilacak c¢alismalar i¢in kolaylik saglanmigtir. Ayrica bu yardimci
teoremlerden konuyla ilgili ¢alismalara uygulama agisindan kolaylik saglayacak olan

Sonug 3.2. ve Sonug 3.3. ortaya ¢ikarilmistir.

Ispat1 Yardimci Teorem 3.3. de verilen
((VYT)V W, X)—((VXT)VW,Y) =((VVA)X Y,W>+<(VWA)X Y,V)

formiilii T ile A nin kovaryant tiirevlerini iligkilendirmesi bakimindan ilging olup,
Teorem 2.7.2. nin genellestirilmesi olan Teoremin 3.1. ve bu ¢aligmanin asil teoremi

olan Teorem 3.2. nin ispatinda énemli bir rol oynamustir.

Yardimci Teorem 3.4. ile Yardime1 Teorem 2.7.3. genellestirilmistir.
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Ayrica, bu ¢alismada bir Riemann alt-kapsamanin liflerinin dik egriligi olan Rte de yer

verilmis olup, R1 nin A temel tensérii tarafindan belirlendigi Teorem 3.3. de

ispatlanmustir ve bu teoremin 6nemli bir uygulamas1 Sonug 3.5. te verilmistir.
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