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{ }1
,...,

ji iGer e e : küme içindeki vektörlerin gerdiği uzay 
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ÖZET 

CHEN EŞİTSİZLİKLERİ VE BAZI UZAY FORMLARINA UYGULAMALARI 
 
Bu tezin temel amacı, Chen eşitsizlikleri ve bazı uzay formlarına uygulamalarını 
incelemektir. 

Dört bölümden oluşan bu çalışmada birinci bölüm, eğrilikler hakkındaki bazı tarihi 
bilgiler yanında B.Y. Chen tarafından tanımlanan ve Riemann değişmezleri olarak 
adlandırılan kavramların genel bir değerlendirmesine ayrılmıştır. 
 
İkinci bölüm beş alt bölümden oluşmaktadır. Bölüm 2.1. de, tez kapsamında gerekli 
olacak tanımlar ve temel teoremler verilmiştir. Bölüm 2.2. de, yeni tip Riemann eğrilik 
değişmezleri sunulmuştur. Bölüm 2.3. te, Riemann uzay formları, Einstein uzayları ve 
konformal düz uzaylar karakterize edilmiştir. Bölüm 2.4. ün ilk kısmında, Riemann 
uzay formları için Chen eşitsizlikleri ve onların eşitlik halleri detaylı bir şekilde ele 
alınmıştır. Burada, ilk olarak ( )1,..., kn nδ  yı içeren kuvvetli eşitsizlikler ve sonra keyfi 
dik boyutlu altmanifoldlar için Ricci eğriliği ve şekil operatörü arasındaki ilişkiler 
incelenmiştir. Ayrıca Chen eşitliğini sağlayan bazı özel altmanifoldlar çalışılmıştır. Bu 
bölümün ikinci kısmında ise keyfi Riemann altmanifoldları için genel bir optimal 
eşitsizlik ele alınmıştır. Bölüm 2.5. te, altmanifold teorisinde özel bir noktasal eşitsizlik 
çalışılmıştır. 
 
Üçüncü bölümde, bir Riemann uzay formuna izometrik olarak dahil edilmiş tümel 
jeodezik Riemann uzay formlarının bazı karakterizasyonları ve bununla birlikte her bir 
karakterizasyon için keyfi dik boyutlu bir Riemann manifoldunun Öklid uzayına bir 
Riemann uzay formu olarak minimal izometrik şekilde dahil edilebilmesi için gerekli 
olan bir koşul elde edilmiştir. 
 
Dördüncü bölümde ise yapılan çalışma ile ilgili bir değerlendirme yer almaktadır. 
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SUMMARY 

CHEN’S INEQUALITIES AND THEIR APPLICATIONS TO SOME SPACE 
FORMS 
 
The main purpose of this thesis is to investigate Chen’s inequalities and their 
applications to some space forms. 
  
The study consists of four parts. In the first part, a general evaluation of some historical 
facts about curvatures and further improvements of them called Riemannian invariants 
which have been defined by B.Y. Chen are presented. 
 
The second part includes five sections. In section 2.1. some definitions and fundamental 
theorems that will be needed in the content of the thesis are given. In section 2.2. some 
new types of Riemannian curvature invariants are presented. In section 2.3. Riemannian 
space forms, Einstein spaces and conformally flat spaces are characterized. In the first 
part of section 2.4. Chen’s inequalities and the equality cases of them for Riemannian 
space forms are examined. In this part, firstly sharp inequalities involving  
and then relations between Ricci curvature and shape operator for submanifolds with 
arbitrary codimensions are investigated. Moreover some special submanifolds which 
satisfy Chen’s equality are studied. In the second part of this section, a general optimal 
inequality for arbitrary Riemannian submanifolds is looked over. In section 2.5. a 
special pointwise inequality in submanifold theory is studied.  

( )1,..., kn nδ

 
In the third part, some characterizations of totally geodesic Riemannian space forms 
isometrically immersed in a Riemannian space form are obtained and also for each 
characterization a necessary condition for a Riemannian manifold to be a Riemannian 
space form and minimal in any Euclidean space regardless of codimension is obtained. 
 
An evaluation of this study is placed in the fourth part. 
 

 vii
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1. GİRİŞ  

Altmanifoldlar, matematik analizin keşfinden itibaren çalışılmaya başlanmış; önce 

düzlem eğrilerinin eğrilikleri hesaplanmış ve sonra  teki yüzeylerin Gauss ve 

ortalama eğrilikleri tanımlanmıştır. Ortalama eğrilik, yüzeyin kapsanıldığı üst uzaydan 

kaynaklanan ve yüzeyin direncine karşılık gelen yüzey gerilimidir. Yüzeyin Gauss 

eğriliği, üst uzaydan bağımsız içsel bir değişmez olmasına karşın; ortalama eğrilik, 

yukarıdaki nedenden dolayı dışsal bir değişmezdir. Gauss eğriliğinin izometrik 

deformasyonlar altında korunmasına karşın, ortalama eğrilik gibi dışsal çoklukların bu 

özellikte olmaması Riemann manifoldlarının varlığını ortaya koymuştur. Bu gerçek, 

Einstein’ın relativite teorisinin matematik temelini oluşturmuştur. 1970 yılında, S.S. 

Chern tarafından Riemann manifoldlarının içsel karakteristikleri Riemann değişmezleri 

olarak tanımlanmış ve bu değişmezlerin bir Riemann manifoldunun genel yapısını 

etkilediği öne sürülmüştür. Eğrilik invaryantları da denilen bu değişmezler fizikte de 

önemli bir rol oynar. Örneğin; bir cismi büyüklüğü sabit bir hızla hareket ettirmek için 

gereken kuvvetin büyüklüğü, cismin hareket yörüngesinin eğriliğinin sabit bir katı 

olmalıdır. Aynı şekilde yerçekimine maruz kalan bir cismin hareketi, Einstein’a göre 

içinde bulunduğu uzay zamanın eğriliği tarafından belirlenir [1]. Sabun köpüğünün 

baloncuklarından kırmızı kan hücrelerinin şekline kadar  teki yüzeylerin belirlediği 

bütün şekiller çeşitli eğrilikler tarafından belirlenir [2]. Bu eğriliklerin başlıcaları 

Riemann manifoldları için tanımlayacağımız ve içsel olan kesit eğriliği, Ricci eğriliği ve 

skaler eğriliktir; dışsal olan ise ortalama eğriliktir. Bu doğrultuda sabun köpüğü 

baloncuklarının veya uzaydaki yıldız ve gezegenlerin en ideal şekillerinin yaklaşık 

olarak küresel olma nedeni, Alexandrov’un kanıtladığı,  te sabit ortalama eğriliğe 

sahip kompakt yüzeylerin küreler olduğu gerçeğidir. Bu gerçek, sonra S.-Y. Cheng ve 

S.-T. Yau tarafından yazılan  “Hypersurfaces with constant scalar curvature” başlıklı 

makalede genelleştirilmiş [3] ve daha sonra A. Ros tarafından 1988 yılında en güzel  

biçimiyle yeniden kanıtlanmıştır [4]. 

3E

3E

3E
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3  te bir  yüzeyinin ,  asal eğrilikleri ile S 1k 2k K  Gauss eğriliğinin önemli bir  

karakterizasyonu,  birim küresi için  Σ

 

( )
:g S
p N p
→Σ

 

 

şeklinde,  birim normal vektör alanı tarafından tanımlanan Gauss dönüşümü 

sayesinde şöyle verilir: 

N

 

( )
{ }

( )  nun alanı
det lim

nun alanıp U p

g U
K dg

U↓
= = , 

 

burada limit p  nin U  komşuluklarının p  noktasına büzülmesi olarak alınmaktadır [2]. 

 

Eğer ,  de bir hiperyüzey; , S n N p S∈  de tanımlı birim normal ve  üzerinde bir 

 eğrisi,  yay uzunluğu ve 

S

( )sα s ( )0α 0=  olacak biçimde verilmiş ise  eğrilik 

vektörü,  doğrultusunda sadece 

( )0α′′

N ( )0 tα′ =  birim tanjant vektörüne bağlı bir bileşene 

sahiptir ve eğri, p  noktasındaki ( )N p  ve ( )t p  tarafından gerilen düzlemin S  ile 

arakesiti olan eğri ise, yani normal kesit eğrisi ise bu eğrilik eğrinin birinci eğriliğine 

eşit olur ve ( ) ( )( )k t s , ,s Nα′′ = α  eğrisinin normal eğriliği olarak adland r ırılı ğer. E

{ }1 1− ğriliğin bu 

tanımından, 

 

,...,e e , p S∈  de tanjant uzayın ortonormal bir bazı ise normal en

( ) ( )1 1 1 1n n− −,...,k k e k k e= =  

 

çoklukları  nin  noktasındaki asal eğrilikleri olarak tanımlanır. Buna göre  nin bir 

 noktas ndaki Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla 

 S p S

p ı

 

( ) ( )1
1 1... 1 detn

n pK k k dg−
−= = −  

 



 3

ve 

 

( ) ( )1 1...
1 1n pH k k1 1 İz dg

n n−= + + = −
− −

 

 

şeklinde tanımlanır. Asal eğriliklerin simetrik fonksiyonlarına yüksek mertebeden 

ortalama ğrilikler denir ve  

j j
⎛
⎜ ⎟

⎠

bağıntısıyla verilen 

 e

 

( )
1

01

1
1

n n
j

jj

n
tk H t

j

− −

==

− ⎞
+ =

⎝
∑∏  

 

1

jH  ler, mertebeden ortalama eğrilikler olarak adlandırılır. . j

Kolayca görüleceği üzere, 1H H=  ve 1nH K− =  iken, 2H  skaler eğriliği 

tanımlamaktadır. 3  teki yüzeyler için  ve 1k , 2k H  içsel çokluklar olmamasına karşın; 

 Gauss eğ inin içsel olduğu, yani yüzeyin birinci tem l formu ile onun 

tür e

a

1 2k k riliğ e

evinden elde dilebileceği gerçeği, Gauss tarafından kanıtlanmış olan ünlü “Gauss’ 

Theorema Egregium” dan başk  bir şey değildir [2]. 

 

m -boyutlu bir M  Riemann manifoldunun, Nash’in embedding teoremine [5] uygun 

rak bulun  için  de bulunduğunu göz önüne alabiliriz ve  deki 

tanjant uzayda bulunan lineer bağımsız  ve  vektörleri tarafından gerilen 

ola acak bir n n p M∈

v w π  

düzleminin kesit eğriliğini, 

v

şeklinde  deki Gauss eğri ği olarak tanımlarız. 

 

),K K wπ =  (
 

li p p M∈  deki tanjant uzayın ortonormal 

bir bazı { }1,..., me e  ise M  nin p  deki skaler eğriliğini de seçilen bu bazdan bağımsız 

olarak, 

( )2 ,K e e

 

i j
i j m

τ
≤ < ≤

= ∑  
1
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şeklinde tanımlarız. Özel olarak n  de bir M  hiperyüzeyi için 1 1,..., ne e −  p M∈  nin 

asal eğrilik doğrultuları olarak seçilirse, ( ),i j i jK e e k k=  olacağından, 
1 1

2 i j
i j n

k kτ
≤ < ≤ −

= ∑  

veya  tanjant  vektörü için ( )( ) 21 2n n Hτ = − −  buluruz. Bir birim x M  nin p  

noktasında x  doğrultusundaki Ricci eğriliği, ( ) ( )
1

1

,
n

i
i

Ric x K x e
−

=

= ∑  bağıntısıyla ve bir 

Einstein manifoldu da sabit Ricci eğriliğine sahip bir Riemann manifoldu olarak 

tanımlanır. 

 

S.-T. Yau, [6] da Nash’in ünlü embedding teoremine işaret ederek, “Soyut bir 

manifoldu izometrik olarak uygun bir şekilde Öklid uzaylarına dahil etmede sorunumuz 

var, Nash’in teoreminin eksik yönü nedir ki, dışsal çoklukları içsel çokluklar 

bakımından kontrol edemiyoruz?...” derken; S.S. Chern, 1968’de [7], pozitif Ricci 

eğriliğe sahip olma dışında, bir Riemann manifoldunun bir Öklid uzayına minimal 

şekilde dahil edilmesini engelleyen başka içsel çoklukların olup olmadığını sorguluyor. 

u soruların kısmi yanıtları ve uygulamaları B.Y. Chen tarafından yazılan bir seri 

ke i n manif  ilmesini engelleyen içsel 

ı da yine, B.Y. Chen [15] tarafından araştırılmış ve ilgili 

onuçları ortaya koyulmuştur. 

 

ezin içeriğinde, [10] da detaylı olarak tanımlanan şu değişmezi ifade edebiliriz: Her 

L

B

makalede detaylı biçimde verilmiştir [1,8-14]. Ayrıca keyfi bir Riemann manifoldunun 

yfi bir R eman olduna minimal şekilde dahil ed

çoklukların olup olmadığ

s

T

( )1,..., kn n  k -lısı için .., kL  lar,  1,. ( )n
pT  nin ikiş şer ortogonal ve i iL nboyM er iki = , 

1,...,i k=  olacak ş i eki alt uzayları olmak üzere, 

 

ek ld

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1,..., inf ...k kn n p p L Lδ τ τ= − + +  τ

nımlansın. Burada  ve  için 

 

ta 2n ≥ 0k ≥ ( ),S n k  lar, 1n n< , 2in ≥ , 1,...,i k=  ve 

n  koşulu altında seçilecek 1 ... kn n+ + ≤ ( )1,..., kn n  k -lılarının kümesi ve  ( )S n  de 

 olmak üzere, bütün 0k ≥ ( ),S n k  ların birleşimidir. ( )S n  de bir -lısı için ( )1,..., kn n  k
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 ( ) ( )
( )

2

1,..., 2k
j

c n n
n k n

=
+ −

1 jn n k n+ − −∑
∑

 

 

ve 

 

( ) ( ) ( )1
1

1,..., 1 1
2

k

k j
j

b n n n n n n
=

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   j

 

dik boyutlu altm işk

pozitif sayıları tanımlansın. B.Y. Chen [10], S.T. Yau’ nun yukarıdaki sorusuna, keyfi 

anifoldlar için 2H  dışsal çokluğu ile içsel çokluklar arasında bir il i 

kurarak, sabit c  kesit eğrilikli m -boyutlu bir Riemann uzay formunun n -boyutlu bir 

altmanifoldu için, m n>  olmak üzere,  

 

( ) ( ) ( )2
1 1 1,..., ,..., ,...,k kn n c n n H b n nδ ≤ +  k c

 

lduğunu kanıtlamak suretiyle ve S.S. Chern’in sorusuna ise, eğer bir np M∈  o

noktasında, ( )S n  de bir ( )1,..., kn n  k -lısı ( ) ( )1,..., 0kn n pδ >  olacak şekilde 

bulunabiliyor ise keyfi dik boyutlu nM  altmanifoldunu Öklid uzayına minimal 

izometrik şekilde dahil edemeyeceğimizi kanıtlamak suretiyle çözüm getirmiştir. 

( )x: n mM c→  şeklinde bir izometrik dahil etme, ( )S n  de bir ( )1,..., kn n  k -lısı için 

 

 ( ) ( ) ( )2
1 1 1,..., ,..., ,...,k kn n c n n H b n nδ = +  k c

 

eşitliğini özdeş olarak gerçeklerse böyle bir dahil etme B.Y. Chen [1] tarafından “ideal 

immersion” olarak adlandırılmıştır. Bu tez kapsamında, bu tür dahil etmeler ile ilgili 

olarak ve bunlardan yararlanarak, son 20 yıl içinde gerek B.Y. Chen ve gerekse diğer 

yazarlar tarafından yapılmış çalışmaların çoğu incelenerek önemli sonuçları bir düzen 

içinde verilmiştir [1,8-11,13,14,16-18].  
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2. GENEL KISIMLAR 

2.1. RIEMANN MANİFOLDLARI İLE İLGİLİ TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, tez çalışmamız için temel oluşturan bazı tanımları ve teoremleri ele 

alacağız [12,18-29].  

2.1.1. Diferansiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1. Bir  ve M ≠ ∅ M  nin alt kümelerinin bir Ω  ailesi verilsin; 

(i)  ve ∅ M , Ω  ya aittir, 

(ii) Ω  nın herhangi sayıdaki elemanının birleşimi Ω  ya aittir, 

(iii)  nın herhangi sonlu sayıdaki elemanının kesişimi Ω Ω  nın elemanıdır 

özelikleri sağlanırsa,  ikilisi bir topolojik uzay ve ( ,M Ω) M  üzerinde bir topoloji 

oluşturan Ω  ailesinin elemanları da M  nin açık kümeleri adını alır. 

Tanım 2.1.2. M  nin bir  noktasının bir komşuluğu,  noktasının ait olduğu bir açık 

kümeyi kapsayan bir (

p p

)U p  kümesidir. 

Tanım 2.1.3. Bir M  topolojik uzayı, A B, ∈Ω  ve A B∩ =∅  olmak üz re, e M A B= ∪  

şeklinde ifade edilemiyorsa M  ye bağlantılı uzay denir. 

Tanım 2.1.4. Bağlantılı topolojik bir uzayın herhangi farklı iki noktasının ayrık 

komşulukları bulunabiliyor ise bu topolojik uzaya bir Hausdorff uzayı denir. 

Tanım 2.1.5. -boyutlu bir n nM  Hausdorff uzayının her  noktasının herhangi bir 

komşuluğu bir 

p U  

ψ  eşyapı dönüşümü (homeomorphism) sayesinde  nin bir açık alt 

kümesine homeomorf yapıla iyor ise 

n

bil nM  uzayına n -boyutlu bir topolojik manifold 

(çokka ı) ve tl ( ),U ψ  ikilisine de nM  üzerinde bir yerel koordinat sistemi (veya yerel 

harita) denir. i
i I

U M
∈

=∪  olacak n şekildeki ( ),i i i I
U ψ

∈
 ailesine de bir koordinat sistemi 

(veya atlas) adı verilir. Bir ip U∈  nokt ı için as ( ) ( ) ( )( )1 ,..., n n
i i ip x p x pψ = ∈  
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olduğundan, )(ix p  sayılarına p  noktasının koordinatları ve iU  kümesine de p  

noktasının bir koordinat komşuluğu adı veri

i i I∈

 lir. 

Tanım 2.1.6. U ψ  ve ( ),i ( ),j j Ij
U ψ

∈
, i jU U∩ ≠ ∅  olacak ş e, ekild nM  topolojik 

manifoldunun iki koordinat sistemi olmak üzere, ,i j∀  için ( )j i jU Uψ ∩  kümesini 

( )i i jU Uψ ∩  kümesi üzerine resmeden 1
i jψ ψ −  dönüşümlerinin eden sük . merteb rekli 

türevleri mevcut ise o takdirde ( ),i i i I
U ψ

∈
 koordinat sistemine nM  topolojik 

manifoldunun C nıfından diferansiye lenebilir bir koordinat sistemi adı verilir. 

Tanım 2.1.7. Üzerinde kC -sınıfından diferansiyellenebilir bir koordinat sistem

tanımlanabilen n -boyutlu bir n

k -sı

i 

l

M  topolojik m

saca -manifold denir. Eğer

anifolduna kC -sınıfından 

diferansiyellenebilir bir manifold veya kı kC  her k N∈  için 
nM  topolojik manifoldu bir C anifold ise k -m nM  ye C -sınıfından 

diferansiyellenebilir bir ma ısaca C

∞

nifold veya k ∞ -m

manifoldlar için bundan böyle sadece manifold sözcüğünü kullanacağız. 

anifold adı verilir. Ancak bu 

Tanım 2.1.8. nM  manifoldu üzerinde kC -sınıfından diferansiyellenebilir bir koordinat 

i i i I∈
nsistemi U ψ  olsun. ( ), U , M  de bir açık küme ve ,  üzerinde tanımlı reel 

değerli sürekli bir fonksiyon olsun. 

f U

p U∈  noktasının, bir Iα ∈  indisi için ⊂ ∩  

olacak 

V U Uα

şekilde yeterince küçük bir V  komşuluğu bulunabilir. Eğer ( ) n
i Vψ ⊂  açık 

kümesi üzerinde tanımlı 1
if ψ −  fonksiyonu, ( )i pψ  nin bir komşuluğunda rC -

sınıfından ( )r k≤  diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise f  fonksiyonuna p U∈  

noktasında rC sın  d eransiyellenebilir den- ıfından if ir. nM  C∞ -manifoldunun np M∈  

oktasının bir komn şuluğunda tanıml  reel değerliı  C∞ -sınıfından tüm fonksiyonlar

ümesi 

ının 

k ( )pℑ  ve nM  manifoldunun tamamı üzerinde mlı reel değerli  tanı C∞ -

sınıfından tüm fonksiyonların kümesi de ( )nMℑ  ile gösterilir. 

Tanım 2.1.9. ( )t , a t b≤ ≤ ,  manifoldu üzerinde ( )0t pα =  olacα nM ak şekilde bir 

eğri ve ( )f p∈ℑ  olsun. 

 

( )( )( )
0

/p t
X f df t dtα=  
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olac k a şekilde,  dönüşümüne ( ):pX pℑ → ( )tα  eğrisinin p  noktasındaki bir tanjant 

,λ µ ∈  ve ( ),f g p∈ℑvektörü denir . Tanjant vektörler,  olmak üzere, aşağıdaki 

özellikleri sağlar: 

( ) ( ) ( )p pX f g X f X gλ µ λ µ+ = + , (a) p

(b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p pX fg X f g p X g f p= + . 

 

Bir np M∈  n daki tüm tanjant vektörlerin kümesi, 

 

oktasın

( )( ) ( ) ( )p p p pX Y f X f Y f+ = + , ( )( ) ( )p pX f X fλ λ=  

 

uzayı olup, 

şeklinde tanımlı toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre  üzerinde bir vektör 
np M∈  noktas daki tanjant uzay olarak adlandırılır ve ın ( )n

pT M  ile 

österilir. Şg imdi 1,..., nx x , p  noktasının bir  koordinat komşuluğunda yerel 

oordinatlar olup,  olmak üzere, 

U

 1 i n≤ ≤ i∀  için ( )/ i

p
x∂ ∂ , ( )pℑ  den  içine bir 

ğlar. O halde

k

dönüşümdür ve Tanım 2.1.9 daki koşulları sa  ( )0t pα =  koşulunu sağlayan 

herhangi bir ( )tα  eğrisi için ( )i ix tα= , 1 i n≤ ≤ , yazarsak her pX  tanjant vektörü için 

( ) ( )( )( )

zincir kuralı yardımıyla 

 

( ) ( )( )
00

/ / /i i
p pt

X f df t dt f x d t dα α= = ∂ ∂
t

t
i
∑  

 

( ){ }yazılabilir. Böylece her tanjant vektör, 
1p i n

/ ix
≤ ≤

 kümesindeki vektörlerin bir 

lineer birleşimi şeklinde yazılır. Buna göre 

∂ ∂

( ){ }/ i

p
x

1 i n≤ ≤

i i j i j

p p
i i

∂ ∂  vektör kümesi lineer 

bağımsız olup, (i ) ( ) ( )gerçekten, / 0 0 /  1x x x j nξ ξ∂ = ⇒ = ∂ ∂ = ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  ξ ∂⎛ ⎞

( )n
pT M  nin bir bazını teşkil eder. Böylece aşağıdaki teoremi ifade ederiz: 
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Teorem 2.1.10.[20] -boyutlu bir n nM  manifoldunun bir p  noktasındaki ( )n
pT M   

tanjant uzayı da -boyutludur. n

Tanım 2.1.11. Her np M∈  noktasına bir ( )n
p pX T∈ getiren : pM  karşılık X p X→  

dönüşümüne nM  üz nM  üzerindeki tüm C∞ -erinde bir tanjant vektör alanı denir. 

( )nMXsını ından tanjant vektör f alanlarının kümesini  ile göstereceğiz. 

Tanım 2.1.12. ( ), nX Y M∈X  için 

 

[ ] ( ) ( ),X Y f X Yf Y Xf= −  

 

şeklinde tanımlı [ ] ( ) ( ), : n nX Y M Mℑ → ℑ  dönüşümüne ,X Y  vektör alanlarının 

braketi adı verilir. 

Teorem 2.1.13.[21] ( ), , nX Y Z M∈X , ,a b∈  ve ( ), nf g M∈ℑ  olsun. Aşağıdaki 

eler doğrudur: 

(a)

önerm

[ ] [ ], ,X Y Y X= −  (antikomutatiflik), 

(b)[ ] [ ] [ ], , ,aX bY Z a X Z b Y Z= +  (lineerlik), 

(c) [

+

] [ ] [ ], , , , , ,X Y Z Y Z X Z X Y⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ cobi zdeşliği), 

(d)[

0=  (Ja  ö

] [ ] ( ) ( ), ,fX gY fg X Y fX g Y gY f X= + − . 

Tanım 2.1.14. ( )n
pT M  den  içine bütün lineer dönüşümlerin kümesi ( )n

pT M∗  

( ) ( ), ,  n n
p p p p pv T M X T Mω ∗∈ ∈  ve λ∈şeklinde gösterilir ve  olmak üzere, 

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ),  p p p p p p p p p pv X X v X Xω ω λω λ ω+ = + =  

 

p X

eklinde tanımlı toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre  üzerinde lineer bir 

vektör uzayı teşkil eder. 

ş
np M∈  noktasındaki tanjant uzaya eş nik (dual) olan bu 

uzaya 

le
np M∈

v

 noktasındaki kotanjant uzay ve bu uzayın bir elemanına da kotanjant 

ektör (kovektör) denir. Kotanjant vektörler, ,λ µ ∈  ve ( ), n
p p pX Y T M∈  olmak 

üzere, aşağıdaki özelliği sağlar: 
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( ) ( ) ( )p p p p p p pX Y X Yω λ µ λω µω+ = + . 

 

2.1.2. Tensör Alanları 

Tanım 2.1.15. ,  üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere, bir 

fonksiyonu her  için 

 

V : kT V →  

i  ( )1 i k≤ ≤

( ) ( ) ( )1 1 1,..., , ., ,...,i i i kT v v v v v T v,..., .. ,..., ,...,k i kv v T v v′ ′+ = , +

( ) ( )1 1,..., ,..., ,..., ,...,i k i kT v av v aT v v v=  

 

oşullarını sağlıyor ise çok lineer olarak adlandırılır. Bir  çok lineer : kT V →k

fonksiyonuna V  üzerinde bir k -tensör denir ve ( )kJ V  ile gösterilen bütün k -

tensörlerin kümesi, S , ( )kT J V∈  ve a∈  için 

 

( )( ) ( ) ( )1 1 1,..., ,..., ,...,k kS T v v S v v T v v+ = + k , 

( )( ) ( )1 1,..., . ,...,k kaS v v a S v v=  

 

şeklinde tanımlı işlemlerle birlikte üzerinde bir vektör uzayı olur. 

Tanım 2.1.16. S J V  ve  ( )k∈ ( ) ( )k+⊗ ∈T J V∈ S T J V ise  tensör çarpımı, 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., . ,...,k k k k k kS T v v v v S v v T v v+ + + +⊗ =  

 

işleminin aşağıdaki özellikleri vardır: 

 

( )S S T S T S T+ ⊗ = ⊗ + ⊗ , 

şeklinde tanımlanır.  ve  çarpanlarının sırası önemli olup,  tensör çarpımı 

S T T S T S T⊗ + = ⊗ + ⊗ , 

S T ⊗

1 2 1 2

( )1 2 1 2

( ) ( ) ( )aS T S aT a S T⊗ = ⊗ = ⊗ , 

) . ( ) (S T U S T U⊗ ⊗ = ⊗ ⊗
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( )S T U⊗ ⊗  ve ( )S T U⊗ ⊗  nun ikisi de genellikle basit olması için S T U⊗ ⊗  

şeklinde gösterilir ve daha yüksek mertebeden 1 ... rT T⊗ ⊗  çarpımları da benzer 

nımlanır. Burada 

şekilde 

( )1J V , V ∗ eta şlenik uzayıdır. 

anım 2.1.17.  ifadesindeki gibi bir indis (bir kez üstte bir kez altta olmak 
1

n
j

j
j

a x
=
∑T

üzere) iki kez tekrarlanırsa ∑ işaretini kaldırıp sadece j
ja x  yazarak, indise alması 

ümkün bütün değerleri vermek suretiyle elde edilen, bütün terimlerin toplanması 

ı denir. 

Tanım 2.1.18.

m

kabulüne Einstein toplam kural

 E , n -boyutlu bir reel vektör uzayı ve E∗  ise E  nin eşlenik uzayı olmak  

zere, ( )r,s -tensör veya . rü ... ...
r s

E E E E∗ ∗⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  üzerindeki bir tensöre bir 

mertebeden kontravaryant ve s . mertebeden kovaryant tensör denir. 
nMTanım 2.1.19. Diferansiyellenebilir bir  manifoldunun bir p  noktasında 

.mertebeden kovaryant bir tensör s ( )( )kısacası bir 0,s -tensör  

 

 ( ) ( ): ...n n
p p p

s

 

D T M T M× × →  

şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönüşüm ve benzer şekilde 1.mertebeden 

ontravaryant ve .mertebeden kovaryant bir tensör  s ( )( )kısacası bir 1,s -tensörk  de 

 

 ( ) ( ) ( ): ...n n
p p p p

s

D T M T M T M× × →  n

n ümdür. 

Diferansiyellenebilir bir 

 

şeklinde tanımla an çok lineer bir dönüş

 
nM  manifoldu için .mertebeden kovaryant bir tensör alanı  s

( )( )kısacası bir 0,s -tensör alanı   

 

( ) ( ) ( ): ...n n

s

nD M M× × →ℑX X  M
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şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönüşüm ve benzer şekilde 1.mertebeden 

e akontravaryant ve s .m rtebeden kovary nt bir tensör alanı ( )(kısacası bir 1,s -tensör  

)alanı  da 

 

( ) ( ) ( ): ...n n n

s

D M M M× ×X X X  

şeklinde tanımlanan çok lineer bir dönü

→

 

şümdür.  

Tanım 2.1.20. ( ) ( ) ( ): ...n n

s

nD M M× × → ( )1,s -tensör  MX  şeklinde tanımlanan 

al er 

X X

{anından, h }1,..., s  ve belirli i∈ jX , j i≠  vektör alanları için elde edilen 

( )1 1 1,..., , , , s...,i iD X X X X− +−  tensör alanı bir ( )1,1 -tensör alanıdır ve iC , i  büzülmeyi 

göstermek üzere, (

.

)nMX  nin ortonormal bir { }1,..., ne e ı için 

 

 baz

 ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1
1

, , , ,..., ,..., , , ,..., ,
n

i i i s i j i s j
j

C D X X X X g D X X e X X e− + − +
=

=∑  

 

...

şeklinde tanımlanan iC D  tensör alanına D  tensör alanından büzülme (contraction) ile 

elde edilen tensör alanı denir. Bu durumda iC D , bir ( )0, 1s − - tensör alanıd . 

Tanım 2.1.21. Her n

ır

p M∈  noktasına bir ( )n
p pTω ∗∈ M  karşılık getiren : ppω ω→  

dönüşümüne nM  üzerinde bir 1-form denir. Her ω  1-formu; 1,..., nx x , p  noktasının 

bir  koordinat komşuluU ğunda yerel koordinatlar ve jf  ler de 1,..., nx x  e göre ω  nın 

bileşenleri olarak adlandırılan fonksiyonlar olmak üzere, j
j

j
f dxω =∑  ş

rlü yazılabilir. 

.1.3. R eman  Man oldlar

 dizisinde değerler alacak şekilde 

eklinde tek 

tü

2 i n if ı 

, , , ,h i j k  indisleri n1, 2,..., n U , M  de bir noktanın  

uluğunu ve bir komş hx , U  üzerindeki yerel koordinatları göstermek üzere, { }, hU x  

koordinat komşuluklarının bir sistemiyle örtülen C∞  sınıfından -boyutlu bir n nM  
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manifoldunu göz önüne alalım. Bun  böyle aksi söylenm dikçe, yalnızca 1 den 

büyük boyutlu bağlantılı manifoldları göz önüne alacağız. 

Tanım 2.1.22. 

dan e

nM  manifoldunu örten koordinat komşuluklarının herhangi bir sistemi 

verildiğinde, bunlardan sonlu sayıda ve manifoldun tamamını örtecek şekilde koordinat 

şulukları seçileb  ikom iliyor se nM  manifolduna kompakt (tıkız) bir manifold denir. 

Tanım 2.1.23. nM  manifoldunun tamamının koordinat komşuluklarının bir sistemiyle 

örtüldüğ ım. Eğer bu sistemin herhangi iki ünü varsayal { }, hU x  ve { }, hU x ′′  koordinat 

şuluklarının boştan farklı  kesişimleri üzerinde, 

 

kom

( )1,...,h h nx x x x′ ′=                

          

ile verilen koordinat dönüşümlerinin 

 

/h hx x′∂ ∂             
                        

şe ima pozi
 

klindeki Jakobi determinantları da tif ise nM  manifolduna yönlendirilebilir 

Tanım 2.1.24. Bir n

bir  manifold denir. 

M  manifoldunun p∀  noktasına, bilin ( )MT× →  

şeklinde ve a ğıdaki koşulları sağlayacak şekilde b

eer, n n
p pMT

şa ir  karşılık getiren bir 

şlemesine 

 ( )
pg g  

e nM  üzerinde bir Riemann m triği ve üzerinde böyle bir Riemann metriği 

tanımlan ş

e

 nMmı  m emann manifoldu denir: 

(a) nMX Y T∀ ∈  için 

anifolduna da bir Ri

 ( ) ( ) ( ), ,p pg X Y g Y X= , , p

(b) 0X ≠  olacak şekildeki ( )n
pT MX∀ ∈  için ( ), 0pg X X >  ve ( ), 0pg X X = ⇔  

0X = , 

(c) np M∈  nin bir komşuluğunda tanımlı her yerel koordinat sistemine göre, 

 

( )
,

. i j
p ij p p

i j
g g p dx dx= ⊗∑  

 

yazılışında yer alacak  katsayı fonksiyonları her zaman diferansiyellenebilirdir. ijg
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Bu tez kapsamında çalışmış olduğumuz manifoldlar Riemann manifoldla  olduğundan, 

bir n

rı

M  manifoldu bir Riemann manifoldu şeklinde anlaşılmalıdır. 

 

{ }, hU x  koordinat komşuluğu üzerindeki / i
i x∂ = ∂ ∂  ile gösterilen baz vektör alanları 

için nM  üzerindeki X  ve Y  vektör alanlarının ye l bile enleri, re ş 1 ,..., nx x⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭
 yerel 

çatı

∂ ∂⎧ ⎫

na göre, sırasısı yla hX  ve hY  olmak üzere, bu vektör alanları 

 

şeklinde yazılır. Buna göre,  metrik tensör alanının yerel bileşenleri  

 
h , h

hY Y= ∂  hX X= ∂

g

 

( ),ji j ig g= ∂ ∂  

ler olmak üzere, 

 

 

( ) ( ), ,j i j
j i jig X Y g X Y g X Y= ∂ ∂ = i           

      

yazabiliriz.  

Tanım 2.1.25. g , nM  üzerinde bir  metrik tensör olmak zere, bir  ü X  vektörünün 

uzunluğu, 

 

( ), X

                     

eklinde ve aynı noktada tanımlı sıfırdan farklı iki 

X g X=             

  

X  ve  vektörü arasındaki Y θş  açısı 

da 

 

 ( ),g X Y
cos

X Y
θ   

                       

=           
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şekli  nde tanımlanır. karesel formu pozitif tanımlı olduğundan, ( ),g X X g  nin jig  

yerel bileşenleriyle oluşturulan 

 

jig g=

determinantı daim  pozitiftir ve 
1,

i
j

j
i j

δ

 

 

a
i0, ≠⎧

= ⎨ =⎩
, Kronecker sembolünü göstermek üzere; 

 
ih h

ji jg g δ=  

 

şekilde metrik tensörün ters (invers) bileşenleri olan  lar bulunabilir.  lar, ihg ihgolacak 

g  metrik tensörünün kontravaryant bileşenleri ve  ler de kovaryant bilejig şenleri olarak 

adland lır. Bir tensörün bileşenlerinin indislerini indirmek veya kaldırmak 

svec g) için 

ırı

(tran tin jig  kovaryant bileşenleri ve  kontravaryant bileşenleri kullanılır, 

örneğin

T T g=  ve hT T g= . 

 

ihg

; 

 
t

jih ji th ji jit
h t

2 jih
jihT T T=  olmak üzere T , T  tensörünün normu olarak adlandırılır. 

anım 2.1.26. ( ), nf g M∈ℑ  ve ( ), , nX Y Z M∈XT  olmak üzere, 

(a) fX gY X YZ f Z g Z+∇ = ∇ + ∇ , 

(b) ( ) ( )X XfY Xf Y f Y∇ = +  ∇

koşullarını sağlayan  

 

( ) ( ) ( )n n n

X

M M M

X Y

∇ × →

∇

X X X
 

( )
:

, Y

eklinde tanımlı lineer bir dönüşüme 

 

ş nM  manifoldu üzerinde bir afin koneksiyon ve 

 operatörüne de X∇ X  vektör alanına göre kovaryant türev operatörü denir. Genel 
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D  ( )0, s -tensör alanı (olarak, bir )( )sırasıyla 

revi, 

  

1,s -tensör alanı  nın X D∇  kovaryant 

tü

 

( )( ) ( )( ) (1 1 1 1,...,
s

X s X sD X X X−∑

şeklinde nır. O takdirde 

)
1

,..., ,..., , , ...,i X i i s
i

D X X D X X X X− +
=

∇ = ∇ ∇  1

 

 ( )(sırasıyla 1,s -tensör   ( )0 ör alanı, s -tensX D∇tanımla  bir 

)alanı  dır ve D∇ ,  

 

( )( ) ( )( )1 1, ,..., ,...,s X sD X X X D X X∇ = ∇  

 

şeklinde tanı lanan bir (m )0, 1s + -tensör alanı ( )( )sırasıyla 1,s+1 -tensör a ı dır. 

n

lan  

Tanım 2.1.27. Bir afin koneksiyona sahip ( )nM  manifoldu üzerinde, ,X Y M∈X  

olmak üzere, 

 

( ) [ ], ,X YT X Y Y X X Y=∇ −∇ −   

 

şeklinde tanımlı -tipinden  tensör alanına burulma tensör alanı denir.  

eorem 2.1.28.[20] Bir 

 ( )1,2 T

nMT  manifoldu üzerinde 

(a) ( ), 0T X Y = , 

(b)

koşulları ğlayan bir ve ancak bir afin koneksiyon vardır ve bu koneksiyona 

Riemann koneksiyonu adı verilir. Bu tez çalışmasında bir 

 0X g∇ =  

nı sa

∇  koneksiyonu bir Riemann 

koneksiyonu şeklinde ele alınmıştır. 

anım 2.1.29. ( ), , nU X Y M∈X  T olmak üzere, 

U X X U U X

 

( ), [ ],R U X Y Y= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇     

 

Y Y      

           

eklinde tanımlı ( )1,3 -tipinden R  tensör alanına eğrilik tensör alanı denir. ş
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( ),R U X ,  ve U X  e göre lineer ve ( ) ( ), ,R U X R X U= −  eşitliğini sağlayan ( )1,1 - 

tipinden bir tensör alanıdır. R  eğrilik tensör alanın  tanım

               

ın ından, 

 

( ) )( ( ), , , 0R U X Y X Y U R Y U X+ = ,                   

  

(

R+

)( ) ( )( ) ( )( ), , ,U X YR X Y R Y U R U X 0+ ∇ + ∇ =                

özdeşlikleri geçerlidir ve bunlara, sırasıyla 1.Bianchi özdeşliği ve 2.Bianchi özdeşliği 

dı verilir.  olmak üzere, 4. mertebeden kovaryant tensör alanı

∇

 

( ), , , nU X Y Z M∈X  R , 

şeklinde tanımlanırsa 

a

( ) ( )( ) { }1,..., ne e , ( )nMX, ; , , ,R U X Y Z g R U X Y Z=   uzayının 

ıbir baz  olmak üzere; ( ),R  ve U X Y ( ), ; ,R U X Y Z  bileşenler cinsinden, sırasıyla 

( ),i j k ( ), ; ,i j k h ijkh ijk hR e e e ijkR e=  ve R e e e e şeklinde ifade edilir. O halde 

n

 

R R g= =  

eğrilik tensör alanının tanımı dan, 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

, ; , , ; ,

, ; , , ; ,

, ; , , ; ,

ijkh jikh

ijkh ijhk

ijkh khij

R U X Y Z R X U Y Z R R

R U X Y Z R U X Z Y R R

R U X Y Z R Y Z U X R R

= − ↔ = −

= − ↔ = −

= ↔ =

           

kijR =

j hikR =  

fad

             (2.1.1)   

 

yazarız. 1. ve 2. Bianchi özdeşlikleri bileşenler cinsinden, sırasıyla 

 

ijk jkiR R+ + , 

 

h ijk i jhkR R∇ +∇ +∇

0

0

 

şeklinde i e edilir.  

Tanım 2.1.30. nM  manifoldu üzerindeki { }1 2, ,..., ne e e  ortonormal bazı için 

( ), nY Z M∈X  olmak üzere, 
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( ) ( )( ),
n

1

, ,i i
i

Ric Y Z g R e Y Z e=∑  ve ( )
n

=
i i

i 1

,Ric e eτ =∑                (2.1.2) 
=

li e tanımlı -tipinden  tensör alanına Ricci tensör alanı ve 

 

( )0, 2 Ric τşek nd  skaler 

siyonuna da nMfonk  nin skaler eğrilik fonksiyonu ad verilir ve bileşenler cinsinden, 

 ve 

 

nı, yani 

ı 

sırasıyla 

  
t ts

ji tji tjisR R g R= = ji
jig Rτ =  

yazılır. (2.1.1) den Ricci tensör alanının simetrik bir tensör ala ij jiR R=  olduğu 

açıktır. ( ),i iRic e e  için çoğu kez ( )iRic e  gösterimini kullanacağız. se2n =   1
2

K τ=  i

Gauss i idir. 

Tanım 2.1.31. 

eğr liğ

X  ve , bir Y np M∈  noktasında ( )n
pT M  de lineer bağımsız iki vektör 

ve ( ),X Yπ , X  ve  ile gerilen bir düzlem kesit olsun. 

 

)

Y

( ) ( )
( ) ( ) ( 2

, ; ,
, , ,

R X Y X Y
K

g X X g Y Y g X Y
π = −

−
                    (2.1.3)

mlanan 

           

şeklinde tanı ( ) π  düzleminin kesit eğriliği olarak adlandırılır. ( )K π , π  K π , 

düzlem kesiti için tek olarak belirli olup, π  yi geren X  ve  vektörlerinin seçiminden 

bağımsız r. Eğer 

Y

dı { },X Y , π  düzlemi için ortonormal bir baz ise ( )K π =  

( ), ; ,R X Y X Y−  şeklindedir. X  ve  ile gerilen bir Y π  düzleminin kesit eğriliği 

( ),K X Y  veya ( )K X Y∧  şeklinde de gösterilebilir. 

Tanım 2.1.32. nM  nin her  noktasındaki ( )n
pT M  tanjant uza π  yının bütün p

düzlemleri için ( )K π  sabit ise nM  manifolduna sabit e rilikli bir uzay veya kısaca bir 

uzay form denir. Bir uzay form, kesit eğriliğinin pozitif, negatif veya sıfır olmasına 

yla eliptik, hiperbolik veya öklidsel olarak adlandırılır. 

 

Teorem 2.1.36 yı kan ayabilmek için aşağı aki ön ilgile  [27]: 

ğ

göre, sırası

ıtl d  b ri ifade edeceğiz
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, n -boyutlu bir reel vektör uzayı ve :B V V V V× × × →V  aşağıdaki üç özelliğe sahip 

 olsun: 

)  

(b) )  

dört-lineer bir dönüşüm

 ( ) ( )1 2 3 4 2 1 3 4, ; , , ; ,B v v v v B v v v v= − ,(a

( ) (1 2 3 4 1 2 4 3, ; , , ; ,B v v v v B v v v v= − ,

 ( ) ( ) ( )(c) 1 2 3 4 1 3 4 2 1 4 2 3, ; , , ; , , ; , 0B v v v v B v v v v B v v v v+ + = . 

eorem 2.1.33.[27] Eğer T B  yukarıdaki üç özelliğe sahip ise aşağıdaki dördüncü 

özelliğe de sahip olur: 

(d) 

 sol tarafını

( ) ( )1 2 3 4 3 4 1 2, ; , , ; , .B v v v v B v v v v=  

 ( )1 2, ;v v3 4,S v v  ile gösterelim. Bu durumda Kanıtlama: (c) nin

 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 3 4 1 4 1 2 30 , ; , ; , , ; ,S v v S v v v S v v v v− − +  

   

1 3 4 1 2, , ; ,v v v S v v v v=

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 2 1 3 4 3 3 14 1 2 4 2, ; , , ; , , ; , , ; ,B v v v v B v v v v B v v v v B v v v v= − − +  

 

(a) ve (b) den, 

 

yazabiliriz. Böylece 

( ) ( )1 2 3 42 , ; , 2B v v v v B− =3 4 1 2, ; , 0v v v v  

elde ederiz.                                                                                                                                  

Teorem 2.1.34.[27]

 

 B  ve ; (a), (b) ve (c) özelliklerine sahip iki dört-lineer dönüşüm 

)1 2 1 2 1 2 1 2, ; , , ; ,B v v v v T v v v v=  

 

T

olsun. Eğer 1 2,v v V∀ ∈  için 

 

( ) (

ise B T=  dir. 

Kanıtlama:  olduğunu varsayalım. 0T = B  ve  yerine, sırasıyla T B T−  ve 0 

dü n yla  için  1 2,v v V∀ ∈ ( )1 2 1 2, ; , 0B v v v v =şü elim. Dolayısı  olduğunu kabul edelim. O 

alde 

 

h

( ) ( ) ( ) (1 2 4 1 2 4 1 2 1 4 1 4 1 2 1 2 1 40 , ; , , ; , , ; , 2 , ; ,B v v v v v v B v v v v B v v v v B v v v v= + + = + =  )
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yazılarak, 1 2 4, ,v v v V∀ ∈  için 

 

( )1 2 1 4, ; , 0B v v v v =                     (2.1.4) 

bulunur. (2.1.4) ten, 

 

 

( ) ( ) ( )1 30 B v v= + 2 1 3 4 1 2 3 4 3 2 1 4, ; , , ; , , ; ,v v v v B v v v v B v v v v+ = +  

 

elde edilir. Önce (d) yi ve sonra (b) yi uygulamakla,  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 20 , ;B v v v= +3 4 1 4 3 2 1 2 3 4 1 4 2 3, , ; , , ; , , ; ,v B v v v v B v v v v B v v v v= −  

ıkar. Dolayısıyla  için 

                   (2.1.5) 

ulunur. , sırasıyla  ile yer değiştirilerek 

 

1 2 3 4, , ,v v v v V∀ ∈ç

 

( ) ( )1 2 3 4 1 4 2 3, ; , , ; ,B v v v v B v v v v=

 

 2 3 4, ,v v v 3 4 2, ,v v v 1 2 3 4, , ,v v v v V∀ ∈b  için 

                 (2.1.6) 

ıkar. (2.1.5) ve (2.1.6) dan, 

 

( ) ( )1 2 3 4 1 3 4 2, ; , , ; ,B v v v v B v v v v=  

 

ç

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 4 2 1 4 2 33 , ; , , ; , , ; , , ; ,B v v v v B v v v v B v v v v B v v v v= + +  

 

elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafı (c) den sıfır oldu 1 2 3 4, , ,v v v v V∀ ∈ğundan,  için 

 

 

lece kanıt tamamlanır.              

 

( )1 2 3 4, ; , 0B v v v v =  

 çıkar ki, böy  
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1R ; ( ), , , n
pW Z X Y M∈  olmak zere,

 

T ü  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ; , , , , ,R W Z X Y g Z X g W Y g W X g Z Y= −  

 

şeklinde tanımlanan ve (a), (b), (c) özelliklerini sağlayan 4.mertebeden kovaryant bir 

nsör olsun.   

.1 2

te

Teorem 2 .35.[ 7] Bütün π  düzlemleri için ( )K c 1R cR=  dir. π =  ise 

Kanıtlama: (2.1.3) ten, ( ), pW Z T M∀ ∈ için 

 

n  

( ) ( )1, ; , , ; ,R W Z W Z cR W Z W Z=    

                   

eşitliği sağlanır. Buna göre Teorem 2.1.34, R  ve  e uygulanarak 1cR 1R cR=  bulunur.                    

Teorem 2.1.36.[27] nM , 3n ≥ , bağlantılı bir Riemann manifoldu olsun. π , ( )nT M  p

de bir düzlem olmak üzere, ( )K π  kesit eğ iliği yalnız a r c p  noktasına b lı ise ağ nM  

sabit eğrilikli bir uzaydır. 

k , nMKanıtlama:  üzerinde bir fonksiyon olmak üzere, Teorem 2.1.34 ten 

 

 1R kR=  

 

yazılabilir. g  paralel ( )0g∇ =  olduğundan, 1R  in de paralel olduğu dikkate alınarak, 

( ), , , nU W Z X Y T M∀ ∈  için , p

 

 ( )( ) ( ) ( )1, ; ,U R W Z X Y∇ , ; ,U k R W Z X Y= ∇  

 

elde edilir. Bu, ( ), , , n
pX Y Z U T M∀ ∈  için 

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,U R X Y Z Uk Y X g Z X Y∇ =⎡ ⎤  g Z −⎣ ⎦
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anlamına gelir. Yukarıdaki özdeşliğin ( ), ,U X Y  ye göre döngüsel toplamını alırsak, sol 

taraf  2. Bianchi özdeşliğinden dolayı sıfır olur. Böylece 

 

( ) ( ) ( )( )0 , ,Uk X Z X Y= −   g Z Y g

      ( ) ( ) ( ), ,Z U Y g Z Y U−

                  

( )Xk g+  

( ) ( ) ( )( ), ,Yk g Z X U g Z U X+ −  

 

çıkar. Keyfi bir X  için Y , Z  ve U  yu X , Y  ve Z  ikiş ikişer ortogonal ve 

( ), 1g Z Z =  olmak üzere, U Z

er 

=  olacak şekilde seçelim. Bu, 3nboy M ≥  olduğundan 

mümkündür. O halde 

 

( ) ( ) 0Xk Y Yk X− =  

 

bulunur. X  ve Y  lineer bağımsız olduğundan, 0Xk Yk= =  ve böylece k  nın bir sabit 

olduğu çıkar.                                

Tanım 2.1.37 n

     

. Bir p M  noktasında bir X  vektörüne or gonal olan ve iki er iki∈ to ş şer 

irbirine de ortogonal olan 2 ,..., nX Xb  vektörlerini göz önüne alalım. Bu durumda 

 

( )
( )

,
,

Ric X X
g X X

λ =  ,                                            

                    

şeklinde verilen düzlem kesitlerine göre,  deki kesit 

ıd

( ) ( )2, ,..., , nX X X X

eğriliklerinin toplam ır. 2 ,..., n

 p

λ  X X  vektörlerinin seçiminden bağımsız olan bu 

sayısına, X  vektörüne göre p  deki Ricci eğriliği denir.  de Ricci eğriliği p X  

vektöründen bağımsız ise Ricci tensörü, 

 

 Ric gλ=                             (2.1.7)

       

 

         

şeklinde olmalıdır. Bu, nM  manifoldunun her noktasında gerçeklenirse Ricci tensörü 

her yerde (2.1.7) deki gibi olur.  ise 2. Bianchi özdeşliğinden 2n > λ  nın bir sabit 
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olduğu görülür.  ise Ricci tensör gibidir ve  2n = ü daima (2.1.7) deki λ  nın bir sab t 

Tanım 2.1.38. Bir R n manifoldunun Ricci tensörü 

i

olması gerekli değildir.  

ieman Ric gλ=  şeklinde ise bu 

Tanım 2.1.39. 

manifolda bir Einstein uzayı denir. 

M ′ , g ′  M , g  Riemann m triğine sahip bir Riemann manifoldu ve e

Riemann metri ine sahip bi emann manifoldu olsun. ğ r diğer Ri M  de  ile ölçülen g

herhangi bir yayın uzunluğu, daima M ′  de ona karşılık gelen yayın  ile ölçülen 

uzunluğuna eşit olacak şekilde, 

g ′

M  den M ′  üzerine bire-bir diferansiyellenebilir bir 

dönüşüm varsa ( ),M g  ve ( ),M g′ ′  Riemann manifoldları anifoldlar 

denir. Eğer

na izometrik m

 M  nin bir noktasında herhangi iki vektörün tanımladığı açı, daima M ′  nün 

karşılık gelen noktasında bu vektörlere karşılık gelen iki vektörünün tanımlad ıya 

eşit olacak şekilde, 

ığı aç

M  den M ′  içine bire-bir diferansiyellenebilir bir dönüşüm varsa 

( ),M g  ve ( ),M g′ ′  Riemann manifoldlarına konformal manifoldlar denir. 

Tanım 2.1.40. ( ) ( )1 1,M g  ve 2 2,M g  manifoldları, sırasıyla 1m  ve  boyutlu iki 

anifold olsun.  ve 

 2m

11, 2,3,...,A m= 21, 2,3,...,a m=  olmak üzere, Ax  ve ax , sırasıyla m

1M  ve 2M  üzerindeki yerel koordinat fonksiyonları göstermek üzere, ( );A ax x  şeklinde 

yerel koordinat fonksiyonlarına sahip olan 1 2M M M= ×  manifolduna 1 2g g g= ⊕  

metriğ irlikte i ile b 1M  ve 2M  manifoldlarını nifoldu adı verilir. Eğer  n çarpım ma 1M  

ve 2M  manifoldları birer Riemann manifoldu ise o takdirde 1 2M M M= ×  çarpımı bir 

Riemann çarpım manifoldu adını alır. Daha fazla sayıda manifoldun çarpım manifoldu 

da benzer şekilde tanımlanabilir. 

2.1.4. Riemann Manifoldlarının Altmanifoldları 

Tanım 2.1.41. Bir M  m  içine bir x dönüşümü 

ğinde,  in bir  noktası  tanjant uzayından 

T N  tanjant uzayı içine aşağıdaki gibi tanımlanan lineer bir x  dönüşümüdür. Her 

anifoldundan bir diğer N  manifoldu

x p M∈ ndaki diferansiyeli; ( )pT Mverildi

( )p ( )x ∗

bir ( )pX T M∈  tanjant vektörü için ( )x X∗ , N  üzerindeki diferansiyellenebilir bir f  

fonksiyonu için ( )x p  de, 
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( )( )( ) ( )x xX f∗  

 

f X=

şeklinde verilen bir tanjant vektördür.  noktasını özelleştirmek gerekirse, p ( )x
p∗  

gösterimini kullanırız.        

Tanım 2.1.42.  nin ( )pT M x∗  altındaki ( )( )x pT M∗  görüntüsünün boyutu  ise q M  

nin  içine bir  dönüşümünün rankı  dur, denir. Eğer  noktasında  in rankıN  x  q p  x  M  

( )x p∗nin boyutuna eşit ise   bire-birdir. 

Tanım 2.1.43. ( )x p∗ , M  nin her p  noktası için bire-bir ise x:M N→  dönüşümüne 

ir dahil etme (immersion) adı verilir ve b M  manifolduna da  manifoldunun dahil 

n

Örnek 2.1.44. a
1

1

n

i

+

=

N

edilmiş bir altma ifoldu (immersed submanifold) denir. 

1n+  m nifoldu üzerinde ( ) )2
x 1 0ip x(= − =∑  eşitliğini sağlayan tüm 

( )1 1 1,..., n np x x + += ∈  noktalarından oluşan ( )1nS  küresi  manifoldunun dahil  

u

1n+

edilmiş bir altmanifoldud r. Gerçekten, x
x
∂ 2 i

i x=
∂

 olduğundan, ( )1np S∀ ∈  noktası için 

( )x
p∗  dönüşümü bire-birdir. 

.1.45. ( ) (Örnek 2 ),t t tα =  ile verilen 2:α →  eğrisi 0t =  da diferansiyellenebilir  

değildir. Dolayısıyla bir dahil etme olamaz.  

 
Şekil 2.1: 0t =  da diferansiyellenebilir olmayan bir eğri. 

 3 ,t t tα =

dönüşümdür; fakat  da 

 

Örnek 2.1.46. )2  ile verilen 2:α →  eğrisi diferansiyellenebilir bir ( ) (
0t = ( ) 0tα′ ≠  koş ığından bir dahil etme değildir.  ulu sağlanmad



 25

 

Şekil 2.2: 0t =  a regüler olmayan bir eğri. 

 

d

Bir önceki ve bu örnekteki dönüşümlerden, dahil etme koşulunun  nin mevcut ve 

 olmasına eşdeğer olduğu görülür. 

da l 

( )tα′

( ) 0tα′ ≠

Tanım 2.1.47. Bire-bir olan bir x  hi etmesi bir gömme (embedding) olarak 

adlandırılır ve M  manifolduna da N  ye gömülmüş bir altmanifold (embedded 

submanifold) denir.  

Örnek 2.1.48. ( ) ( )3 24 , 4t t t tα − − , 2t= = , 2t = −  için kendini kesen bir :α →  

dahil et esidir. Dolayısıy a 

2

m l α  bir dahil etme asına karşın, olm  bir gömme değildir. 

 
Şekil 2.3: 2t =  ve 2t = −  de kendini kesen bir dahil etme. 

 

Tanım 2.1.49. M  manifoldu  manifoldunun bir altmanifoldu ve  olmak 

)T M  ç

N p M∈

[ ] ( )T M∈  koşulu gerçekleniyor ise üzere, ,X Y∀ ∈ i in (p , pX Y M  

altmanifolduna integra lenebi eya involutive’dir, denir. 

n

l lir v

 

M , m n>  olmak üzere, m -boyutlu bir  manifoldu içine dahil edilmiş -boyutlu 

m  olsun. Yerel olarak düşünürsek, 

 mN  n

bir anifold nM  nin  ye gömülmüş olduğunu 

varsayabiliriz. Bundan böyle aksi söylenmedikçe, 

mN

,A B  indisleri,  dizisi 1, 2,..., m
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üzerinden ve  indisleri,  dizisi üzerinden değişmek üzere, ,  , , ,...i j h 1, 2,..., n mN { }, AV u  

koordinat komşuluklarının bir sistemiyle ve nM  de { }, hU x  koordinat komşuluk n 

istemiyle örtülüyorsa, 

larını

nMbir s  altmanifoldu yerel olarak, 

 

 ( )A A hu u x=         

                                                                                             
şeklinde gösterilebilir. Böylece nM  deki bir X  vektör alanı, / h

h x∂ = ∂ ∂  olmak üzere, 
h

hX X= ∂  yerel ifadesine sahip olur. Bu durumda / A
A u∂ = ∂ ∂  olmak üzere, 

 

 /A A h
hB u x= ∂ ∂     

 

, mN  de A şeklinde bir yerel ifadeye sahip olur. h
h AX B X= ∂  olup X

Tanım 2.1.50. X , nM  üzerinde bir vektör alanı olmak üzere, nM  altmanifolduna 

 kısıtlanmışı X  olan üzermN  indeki bir X  vektör alanına X  in bir genişlemesi denir.  

Tanım 2.1.51.  Riemann metriğine sahip bir  Riemann manifoldunun bir g mN nM  

altmanifoldu, nM  deki herhangi ,X Y  vektör alanları için  

eklinde verilen  Riemann metriğine sahip bir Riemann manifoldudur ve 

 

( ) ( ), ,g X Y g X Y=   

 

g nM  ş

üzer Riema n metriğindeki bu n i g  nM  ü e  metrzerind indirgenmiş ik adını alır. Bu 

metrikler, birçok literatürde ,  şeklinde de gösterilmektedir. Yerel bileşenlerle, 

g dx dx=  ve  olmak üzere,  yazılır. 

şağıdaki tanım ve teoremlerde de ,  Riemann metriğine sahip bir Riemann 

j i
ji

B A
BAg g du du= B A

ji BA j ig g B B=g

 
A mN g

manifoldu ve mN  nin nM  ltmanifoldu da g  Riemann metriğine sahip bir Riemann 

manifoldudur. 

a

Tanım 2.1.52. nM , mN  manifoldunun bir altmanifoldu olsun. ir nEğer b p M∈  

oktasında N  nin bir pn m ξ  vektörü,  de  p nM   nin herhangi bir pX  vektörü için 
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  ( ), 0p pg X ξ =     

 

eşitliğini sağlarsa pξ  vektörüne  noktasında p nM  nin bir normal vektörü denir. 

np M∈  noktasındaki tüm nM normal vektörlerin kümesi,  nin bu noktadaki normal 

nduzayı olarak adla ırılır ve ( )n
pT M⊥  ile g ster r. ö ili

anım 2.1.53. Bir nM  manifoldunun her  noktasına bir p pξT  normal vektörünü 

arşılık getiren bir : ppξ ξ→  dönüşümüne nM  üzerinde bir normal vektör alanı denir. 

m

k

n nMMN  de  nin bir birim normal vektör alanı, bazen  üzerinde bir normal kesit veya 

ir normal doğrultu olarak da adlandırılır. 

anım 2.1.54. 

b

( )nM⊥XT ,  de mN nM  nin bütün normal vektör alanlarının kümesini 

tersin. O takdirde  nin mN nM  ye kısıtlanan tanjant vektör alanlarının kümesi, nM  gös

nin ( )nMX  tanjant vektör alanlarının kümesi ile  de mN nM  nin ( )nM⊥X  normal 

i vektör alanlarının kümesinin direkt toplamıdır; yan

 

 ( ) ( ) ( )m n nN M M⊥= ⊕X X X  

                                                                      

nM

       

eorem 2.1.28 de bir manifold üzerinde bir ve ancak bir Riemann koneksiyonunun var 

lduğunu ifade etmiştik. Bir manifoldun altmanifoldu sözkonusu olduğunda yine, 

eorem .1.28 den bu altmanifold üzerinde de bir başka Riemann koneksiyonu 

ulunabileceğinden, manifoldlar üzerinde bu koneksiyonlar sayesinde kovaryant türev 

ız

tır; bunları aşağıda verelim:    

 ve  ve 

dir. 

 

T

o

T  2

b

hesaplanırken, koneksiyonlar arasındaki ilişkileri ifade eden denklemlere ihtiyacım  

olacak

 

∇ , sırasıyla∇  mN nM  manifoldları üzerinde tanımlı koneksiyonlar olmak  

üzere, ( ), nX Y M∀ ∈X  için 

)     .8)

 

                                                                             (2.1  ( ,X XY Y h X Y∇ =∇ +  
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dir. XY∇  ve ( ),h X Y , sırasıyla XY∇

kon

 in tanjant ve normal bileşenleridir. ∇  Riemann 

siyonu, ∇ eksiyon olarak ve  da  dan indirgenmiş kon  h nMek  altmanifoldunun 

inci temel f olarak adlandırılır.  ikinci temel formu simetriktir, yani 

    

r.

ormu hik

 

 ( ) ), ,h X Y h Y X=                                                                                    (2.1.9) 

 

(

ti  ( )nX M∈X  ve ( )nMξ ⊥∈X  için ( )A Xξ−  ve Xξ
⊥∇ , sırasıyla Xξ∇  in tanjant ve  

normal bileşenleri olmak üzere, Xξ∇ , 

 

( )X XA Xξξ ξ⊥∇ = − +∇                                         (2.1.10)

b

        

şeklinde yazıla ilir. Burada A  ya nM  manifoldunun ikinci temel tensör alanı adı 

verilir. (2.1.8) formülüne Gauss formülü ve (2.1.10) formülüne de We arten formülü 

denir.  

ing

Teorem 2.1.55.[26] (a) ( )A Xξ , ξ  ve X  e göre bilineerdir ve dolayısıyla np M∈  

noktasında ( )A Xξ , yalnızca pξ  ve pX  ye bağlıdır. 

)(b  nM  üzerindeki her bir ξ  normal vektör alanı ve nM  üzerindeki herhangi X  ve 

ektör alanları i

 

Y  

v çin 

 

 ( ) )( ( )( ), , ,A X Y g h X Yξg ξ=                                                                 (2.1.1   1)

        

eşitliği sağlanır. 

Kanıtlama:(a) nM  üzerindeki herhangi α  ve β  fonksiyonları için 

 ( ) ( )

 

( ) ( )X X XX X Aα ( ) XXξβξ α βξ α β ξ β ξ α β ξ αβ⎡ ⎤∇ = ∇ = + ∇ = −⎣ ⎦ αβ ξ⊥+ ∇  

lup, bu 

 )

 

o  

 

( ) (A X Aβξ ξα αβ=  X



 29

ve 

  

 ( ) ( )X XXα βξ α β ξ αβ ξ⊥ ⊥∇ =

m

+ ∇                                                                   

        

olduğunu gerçekler. Topla sallık aşikar olduğundan, ( )A Xξ , ξ  ve X  e göre 

bilineerdir. 

 (b) , Y nM  üzerinde keyfi bir vektör alanı olsun. ( ) ( ), ,X Xg Y g Yξ ξ⊥ 0∇ = ∇ =  

olduğundan, 

 

 ( ) ( )0 , ,X Xg Y g Yξ ξ= ∇ + ∇  

    ( ) ( )( ) ( )) ( ), XX g Y(, , , ,Xg Y g h X Y g Y Aξξ ξ= ∇ + − ξ⊥+ ∇  

    ( )( ) ( )( ), , ,g h X Y g Y A Xξξ= −  

ıkar ki bu, teoremi kanıtlar.                                                                                            

 

ir 

 

ç                    

B p  noktasında, nM  nin bir ξ  birim normal vektörü için ξ  ye göre ikinci temel 

 simetriktir.  tensör Aξ

( ) ( )n nA M Mξ →: X X (Tanım 2.1.56. , ) ( )tan

XA Xξ ξ= − ∇  şeklinde verilen ve 

( ), nX Y M∀ ∈X  için ikinci temel form ile ( )( ) ( )( ), , ,g h X Y g A X Yξξ =  şeklinde 

bağıntılı olan Aξ  operatörüne nM  a

ı e, 

ltmanifoldunun şekil (Weingarten) operatörü adı 

( )A Xξ  yerine A Xξverilir. Baz  literatürlerd  gösterimi de kullanılmaktadır. 

u çalı

 

B şmada { }1,...,e e ( )nMX  nin ortonormal bir bazı ve { }1,...,n me e+  de ( )nM⊥X  n , 

nM  nin , re 1,...,r n m= + , birim normal vektör nin ortonormal bir bazı olmak üzere, 

alanına göre şekil operatörünün matrisini,  
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1
r
n ⎞11

 

1 n⎝ ⎠
r

r

e r
r r
n n

h h
A A

h h

⎛
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟

…
 

şeklinde ele aldık. 

 

Tanım 2.1.57. nM , mN  manifoldunun bir altmanifoldu ve  da h nM  manifoldunun 

inci temel formu olsun. Eğer  ikinci temel formu özdeş olarak sıfır ise h nM  ik

m una tümel jeodezik biranifold  manifold denir. 
nTanım 2.1.58. M  üzerindeki bir ξ  normal kesit  için i Aξ  her yerde I  birim dönüşümü  

ile or λ  fonksiyonu için  antılı ise, yani bir 

 

 A Iξ λ=                                                                                                               

e

 

 ξ , nM  üzerinde umbilik (eşbükey) kesit adını alır veya nM  ξis  ye göre umbiliktir,  

denir. nM  deki her yerel normal kesite göre umbilik olan nM  altmanifolduna da tümel 

mbilik bir manifold denir. 

Tanım 2.1.59. 

u

{ }1,..., m nξ ξ − , bir np M∈  noktasında ( )n
pT M⊥  normal uzayının 

ortonormal bir bazı ve 
r

rA Aξ=  olsun. Bu durumda  indisi  dizisi üzerinden 

mek üzere, 

r 1,..., m n−

değiş rξ ,  de ortonormal bazın seçiminden bağımsız olan bir normal 

 

p

vektör olup, 

 

( )1 r
rH İz A

n
ξ=                                                                                           (2.1.12)  

eklinde 

 

ş tanımlanan H  vektörüne p  no ir. p  

n

ktasındaki ortalama eğrilik vektörü den

noktası ı özelleştirmek gerekirse, H  yerine ( )H p  gösterimi de kullanılabilir. 

Tanım 2.1.60. Ortalama eğrilik vektörü özdeş olarak sıfır olan nM  altmanifolduna bir 

minimal altmanifold denir.                                                                                                            

ım 2.1.61. n nTan p M∈  de,  M  nin bu noktadaki bir ξ  birim normal vektörü için Aξ  

nin öz vektörleri olan  ortonormal vektörleri vardır, yani  reel sayıları için 1,..., ne e ih
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 ( )i i iA e heξ =  

 

dir.  öz değerleri asal eğrilikler ve  öz vektörleri de  ih ie ξ  normal doğrultusunun asal 

ektörler olarak adlandırılır. Bu vektörlerin tanımladığı doğrultular, yani üzerinde 

asal doğrultular adını alır. 

v i 

bulunduğu doğrular ise 

 

Z  mN  deki ,X Y  ve vektö lir alanları için  mN  Riemann manifoldunun eğri k tensör 

alanı, 

 

( ) ,
, X Y Y X X Y

R X Y Z Z Z Z⎡ ⎤⎣ ⎦
= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇                                           (2.1.13)         

        

şeklinde verilir. ,X Y  ve Z , nM  altmanifoldu üzerinde vektör alanları olsun. O 

kdirde ta

 

( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

 

eklinde olur ki, bu denklem; R , nMş  altmanifoldunun eğrilik tensör alanını göstermek 

zere (2.1.8) Gauss formülündü en, 

 

) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( , , , , , ,Y XR X Y Z R X Y Z h X Z h Y Z h X Y Z= + ∇ − ∇ −  

                     ( ) ( ), ,X Yh Y Z h X Z+∇ −∇   

 

olarak ifade edilir. 1,..., m nξ ξ − , nM  nin ortonormal normal vektör alanları ve  ler de 

karşılık gelen ikinci temel formlar olsun. Yani 

rh

h , nM  altmanifoldunun ikinci temel  

,r
rY h X Y

formu olmak üzere, 

 

 ( ,h X ) ( )ξ=                                                                                         

da r

 

,  1
r

rA A A r= = ≤ m nξ ≤ −  olmak üzere, olsun. Bu durum
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 ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,r r r r
X X XXh Y Z h Y Z h Y Z h Y Z= ∇ + ∇ + ∇                                                  

       

eşit

 

liği ve (2.1.10) kullanılarak, 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

r

Z A Y

( ) ( )

, , , ,

, ,

, ,

r r
Y X

r r
r r

r r
X r Y r

R X Y Z R X Y Z h X Z h Y Z

h Y Z A X h X

h Y Z h X Z

ξ

ξ ξ⊥ ⊥

= − ∇ − ∇

− +

+ ∇ − ∇

edilir. Böylece

                   (2.1.14)  

        

elde  nM  üzerindeki herhangi bir  vektör alanı içinW  (2.1.14) ve 

(2.1.11) den, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

, ; , , ; , , , ,

, , ,

R X Y Z W R X Y Z W g h X Z h Y W

g h X W h Y Z

= +

−
                                  (2.1.15)   

 

bulunur. Ayrıca (2.1.14) ten, ( ),R X Y Z  nin normal bileşeninin 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
( ) ( )

, ,

, ,

,X Y r

r r
X r Y r

R X Y Z h Y Z h X Z

h Y Z h X Z

N r r

 
ξ

ξ ξ⊥ ⊥

= ∇ − ∇

+ ∇ − ∇
                                  (2.1.16)  

     

eklinde olduğu görülür. (2.1.15) denklemine Gauss denklem

de  Codazzi denklemi denir. 

  

ş i ve (2.1.16) denklemine 

 

h  ikinci temel formu için  ile gösterilen kovaryant türev, X h∇

 

) ( )( )
( ) ( ){ } 

( )(

( )( ) ( )

, ,

r
X r

r r
X X r

X

Z h Y Z

h Y Z h Y Z

Y Z

ξ, ,X h Y ⊥

, ,r r
X r rh Y Z h

ξ

ξ ξ= ∇ +

         

olacak şek lde tan

⊥

= ∇

− ∇ + ∇

∇

                                      (2.1.17)

                    

i ımlanırsa, (2.1.16) ve (2.1.17) den, Codazzi denkleminin 

 

∇
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( )( ) ( )( ) ( )( ), ,
N

X Y ,R X Y Z h Y Z h X Z= ∇ − ∇                                             (2.1.18)        

 

şeklinde yazılabileceği görülür. Ayrıca ξ  ve η , nM  nin iki normal vektör alanı ise o 

takdirde, sırasıyla (2.1.13), (2.1.10) ve (2.1.8) eşitliklerinden, 

 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( ), ; ,R X Y g h X , , , ,A Y g h Y A Xξ ξξ η = − η η+  

                                   ( ) ( ) [ ]( ),, ,X Y Y X X Yg g g ,ξ η ξ η⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥+ ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇    ξ η

 

çıkar. Böylece R⊥ , ( )nM⊥X  normal vektör alanlarının kümesi üzerindeki ⊥∇  normal 

koneksiyonunun eğrilik tensör alanını göstermek üzere, 

 

 ( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y ξ ξ ξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ ξ⊥                                                    

         

ise bu durumda 

 

( ) ( )( ), ; , , ,R X Y g R X Yξ η ξ⊥ ⊥= η                                                              

       

ve 

 

  

 

,A A A A A Aξ η ξ η η⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ξ                                                                                 

       

 

 

olmak üzere, 

 

( ( ) ( )( )( )) ( )( )( ), ; , , ,R X Y g h Y A Xξ ξ, ; , , ,R X Y g h X A Yξ η η  

)

ξ η η⊥= − +

                                  ) ( ) (( ( ) ( )( )( ), ; , , ,R X Y g A X A Y g A A X Yη ξ η ξξ η= − +  

                                  (

⊥

) ( )( )( ) ( )( )( ), ; , , ,R X Y⊥= g A A X Y g A A X Yξ η η ξξ η − +  

                                  ( ) ( )( ) ( )( )( ), ; , ,R X Y g A A X A A X Yξ η η ξξ η⊥= − −   
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eşitliğinden, 

 

 ( ) ( ) ( )( ), ; , , ; , , ,R X Y R X Y g A A X Yξ ηξ η ξ η⊥ ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦                                  (2.1.19)        

 

bulunur. (2.1.19) denklemi Ricci denklemi olarak adlandırılır. 

 

yı, sabit  kesit eğrilikli bir uzay ise  üzerindeki herhangi c mN , ,X Y Z  mN  üst uza

vektör alanları için 

 

( ) ( ) ( )( ), , ,R X Y Z c g Z Y X g Z X Y= −                                                     (2.1.20)         

 

eşitliği geçerlidir. Dolayısıyla nM  deki herhangi ,X Y  ve Z  vektör alanları için 

(2.1.20) den, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),X g X Z Y−  olup, 

ı

, , , ,R X Y Z c g Y Z X g X Z Y c g Y= − = Z

 nM  ye tanjanttır. Böylece (2.1.15) Gbu vektör  alan auss denklemi, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) (( )

, ; , , , , ,

, , , , , ,

R X Y Z W c g X W g Y Z g X Z g Y W

g h X W h Y Z g h X Z h Y W

= −

+ −
 

)
              (2.1.21) 

şekline ve (2.1.19) Ricci denklemi de 

 

        

 

( ) ( )( ), ; , , ,R X Y g A A X Yξ ηξ η⊥ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                          (2.1.22)        

 

veya 

 

 [ ]( ) ( )( ), , , ,X Y Y X X Y A A X Yξ ηξ ξ ξ η⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⎡ ⎤∇ ∇ −∇ ∇ −∇ = ⎣ ⎦    g g                           (2.1.23)        

nk

 

şekline indirgenir. (2.1.18) den, Codazzi de leminin 

 

 ( )( ) ( )( ), ,X Yh Y Z h X Z= ∇ − ∇                                   0                               (2.1.24)        
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olduğu görülür.  

 
mN rili, sabit  kesit eğ kli bir manifold ve c { }1,..., ne e , ( )nMX  nin ortonormal bir bazı 

olsun. Ayrıca { }1,..., m nξ ξ −  de normaller kümesi üzerinde ortonormal bir baz olsun. Bu 

durumda ( ), , , nX Y Z W M∀ ∈X  için 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , ,g h Y Z h X W g h X Z h Y W−  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1r=

, , , , , , , ,
m n

r r r rg h Z g h X W g h X Z g h Y Wξ ξ ξ ξ
−

Y⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑  

) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,r r r rY Z g A X W g A X Z g A Y W( )(
m n

g A
−

1r=

⎡ ⎤−= ⎣ ⎦  ∑

 

olup, (2.1.21) Gauss denklemi 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ))

( )

(( ,
m n

r rg A Y Z g A X
−

( ) ( )

, , , ,

,

g Y Z g X W g X Z g Y W

W

− +

( )( )
1

1
, ,

r
m n

r r
r

g A X Z g A Y W

=

−

=

, ,g R X Y Z W c= ⎡ ⎤⎣ ⎦

−                 (2.1.25)        

şeklind  ifade edilir. Ayrıca (2.1.2) ve (2.1.25) ten, 

∑

∑

 
nMe  nin Ricci tensör alanı 

 
n n

i
∑ ∑( ) ( ) ( )

1 1

, , , , ,i i i i
i

Ric X Y c g X Y g e e c g e Y g X e
= =

= − +    ( ) ( ) ( )( )

                                 )( )( ( )X ( )( )
1 1

, ,
m n n

r r i i
r i

g A Y g A e e
−

= =

−∑∑  

         (
m n n

g
−

( )( ) ( )( ))
1 1

, ,r i r i
r i

A e Y g A X e
= =
∑∑  

 

veya 
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 1
r r

r=                          
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
1r=

şeklinde, (2.1.2) ve (2.1.26) dan  n

, 1 , ,

,

m n

m n

r r

Ric X Y n cg X Y İzA g A X Y

g A X A Y

−

−

= − + −∑

∑
   (2.1.26)              

 

, M  nin τ  skaler eğriliği de 

 

( ) ( )
1

1 r r
r

n n c 2 2

1

m n m n

r

İzA İzAτ
=

= − + −∑                                                 (2.1.27)  

 

− −

=
∑

eklinde ifade edilir. 2A  ile gösterilecek olan
m n

 2ş
1

r
r

İzA
−

∑ , nM  nin ikinci temel formunun 
=

normunun karesidir. Çünkü 

 

( ) ( )( )2 , , ,
n

i j i jh g h e e h e e= ∑  
, 1i j=

       ( )( ) ( )( )
1 , 1

, , , ,
m n n

i j r i j r
r i j

g h e e g h e eξ ξ
−

= =

= ∑∑  

( )( ) ( )( )
1 , 1

, ,
m n n

r i j r i j
r i j

g A e e g A e e
−

= =

       = ∑∑  

,

e böylece 

       ( ) ( )( )
1 1

,r i r i
r i

A e A e
= =

= ∑∑  

       ( )( )
1 1

m n n

r i i
r i

g A e e
−

= =

= ∑∑  

 

m n n−

g

2

v

 

( ) ( )( )2 2 
, 1i j=

 

, , ,
n

i j i jh g h e e h e e A= =∑  

bulunur. Buna göre (2.1.27) de (2.1.12) ve 2 2h A=  kullanılacak olursa; 2H , H  

ortalama eğrilik vektör alanının uzunluğunun karesini göstermek üzere, 
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 ( ) 22 21n n c n H hτ = − + −                                                                          (2.1.28

 

)        

ıkar. 

lm e

ç

 

Şimdi üst uzayın mE  Öklid uzayı olduğunu kabul edelim. O takdirde r
jir jih h=  

( )1 r m n≤ ≤ −  o re, Gauss denklemi 

 

ak üz

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ; , , , , , , ,R X Y Z W g h X W h Y Z g h X Z h Y W= −                   

  

                                                                                       

eklinde verilir. Son eşitliğin her iki tarafı  ile çarpılarak, 

r jih                  

lde edili

        

veya yerel bileşenlerle 

r r kjih kh ji r ki jhrR h h h h= −

 

ş

 

 kh r
ji ki jhr tR g h h h= − +                                                                  

 

 khg

t r

e r. Böylece nM , mE  nin minimal bir altmanifoldu ise 

b  sağ tarafı, 

 

 r t
ji ti j rR h h= −     

                                                                                                  

ulunur. Denklemin ( ) ( )n n
p pT M T M× →  şeklinde tanımlı simetrik bir 

ilineer form olarak görülebilir ve her tanjant vektör çifti için  değerine sahip 

lıdır. d

 0≤b

olduğundan negatif yarı-tanım  Bu enklemden, j r j
i ih h aler 

 

 τ

                                                                                                       

şeklinde bulunur. 

r  olmak üzere, sk

eğrilik 

= −  

=

i j
j r i rh h
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Teorem 2.1.62.[26]. nM , mE  Öklid uzayının minimal bir altmanifoldu olsun. Bu 

urumda nM  nin Ricci tensörü negatif yarı-tanımlıdır ve nM  nin tümel jeodezik olması 

ul onun sk er m

el Eğrilikler 

a, bazı özel eğrilik tanımlarını vereceğiz. 

ım 2.1.63. 

d

için gerek ve yeter koş al  eğriliğinin sıfır ol asıdır. 

2.1.5. Bazı Öz

Bu kısımd

Tan 3n >  boyutlu bir nM  Riemann manifoldu için g , Riemann metriği ; R , 

iemann eğ ı ; , Ricci tensör alanı ; rilik tensör alan Ric τ , skaler eğrilik ve , , ,X Y Z W ,  R
nM  nin keyfi tanjant vektör alanları olmak üzere, 

 

) ( )(
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

, , , ,1
,

, , , ,
1 2

C X

g X W Ric Y Z g Y Z Ric X W

ic X Z

g X W g Y Z g X Z g Y W
n n

τ

+

, ; , , ; ,Y Z W R X Y Z W=

2 , , ,n g X Z Ric Y W g Y W R

⎧ ⎫⎪ ⎪− ⎨ ⎬− − −⎪ ⎪⎭

+ −
− −

  (2.1.29)   

’in konformal eğrilik tensör alanı denir. 

⎩

           

şeklinde tanımlanan C  tensör alanına Weyl

Tanım 2.1.64. 3>  boyutlu bir nn M  Riemann manifoldu için g , Riemann metriği; R , 

Riemann eğrilik tensör alanı ; Ric , Ricci tensör a ı ve , , ,lan X Y Z W , nM  nin keyfi 

tanjant vektör alanları olmak üzere, 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,1
2 , , ,

g X W Ric Y Z g Y Z Ric X W
n g X Z Ric Y W g Y W Ric X

+

, ; , , ; ,

,

X Y Z W R X Y Z W

Z

Κ =

⎧ ⎫⎪ ⎪− ⎨ ⎬− − −⎪ ⎪⎩ ⎭

      (2.1 )         

 

.30  

eklinde tanımlanan  tensör alanına konharmonik eğrilik tensör alanı denir.  

 

ş Κ

( )x : n mM R c→ ,  Riemann metriğine sahip bir g nM , , Riemann manifoldunun 

 formu içine 

izometrik bir dahil edilmesi olsun. Bu dahil edilme için aşağıdaki tanımları verebi

 

2n ≥

g  Riemann metriğine sahip sabit c  kesit eğrilikli bir Riemann uzay

liriz: 
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 nM  Riemann manifoldu için { }1,..., ne e , ( )n
pT MTanım 2.1.65. Bir  tanjant uzayının 

ortonormal bir bazı olmak üzere, 

 

( ) ( )( )
1

2 , ,
1

n

i j j i
i j

g R e e e e
n n

ρ
< =

=
− ∑                                                 (2.1.31) 

        

eklinde tanımlanan eğriliğe 

    
nMş  nin normalize edilmiş skaler eğriliği denir. 

anım 2.1.66. np M∀ ∈  ve 2m n− ≥  için { }1,..., ne e  ve { }1,..., m nξ ξ −T , sırasıyla 

noktasındaki tanjant uzay ve normal uzayın ortonormal birer bazı olmak üzere, 

p  

 

( ) ( ) ( )( )2

1 1

2 , ,
1

n m n

i j r s
i j r s

p g R e e
n n

ρ ξ ξ
−

⊥ ⊥

< = < =

=
− ∑ ∑                            (2.1.32)

          

lişeklinde tanımlanan eğri ğe normal skaler eğrilik denir.  

Tanım 2.1.67. Bir nM  Riemann manifoldu için kL  nın ( )n
pT M  de bir -düzlem kesiti 

ve 

k

X  in L  da bir birim vektör olduğunu kabul edelim. Xek =1  olacak şekilde L  nın 

bir },.....,{ 1 kee  ortonormal bazını s

,

eçelim. 

 k

ijK , { },i je e  tarafından gerilen 2-düzlem 

ikesitinin kesit eğriliğin  göstermek üzere, 

 

 ( ) 1....k kL
Ric X K= + +                                                                            (2.1.33) 

 

12K

şeklinde tanımlana  nın n kL X  teki Ricci eğriliği, basitçe -Ricci eğriliği olarak 

2.2. RIEMANN EĞRİLİK DEĞİŞMEZLERİ 

ş

1

Riemann ezleri (invaryantları), Riemann manifoldlarının içsel 

karakteristikleridir. Klasik olarak, Riemann eğrilik değişmezleri arasında kesit, skaler 

k

adlandırılır. 

Bu kısımda, Riemann eğrilik deği mezleri ile ilgili temel kavramları ele alacağız [1,8-

2]. 

 

 değişm
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ve Ric ölümde, B.Y. Chen ci eğrilikleri muhtelif yazarlar tarafından çalışılmıştır. Bu b

[10] tarafından, nM →  şeklinde tanımlanmış olan yeni tip eğrilik değişmezlerini ele 

alacağız. 

 

Bir nM  Riemann anifoldunun bir m ( ) ,n
pT M p Mπ ⊂ ∈ n , düzlem kesitiyle eşleşen 

iliğini kesit eğr ( )K π  ile gösterece ısmından itibaren, ğiz. Ayrıca tezin belli bir k

( )n
pT M  tanjant uzayının herhangi bir { }1,..., ne e  ortonormal bazı için, p deki τ  skaler 

 

eğriliğini [10] daki gibi 

 

 ( ) ( )i j
i j

p K e eτ = ∧∑                                                                                 (2 .1

 

<

   .2 ) 

eklinde ve , ( )nş pT M  de  boyutlu bir altuzay ise L 2r ≥ { }1,..., re e , L nin ortonormal  

bir bazı olm k üzere, L nin a ( )Lτ  skaler eğriliğini de yine, [10] daki gibi 

 

 rτ α β( ) ( ) , 1 ,L K e eα β
α β<

= ∧ ≤ ≤∑                                                             (2.2.2) 

şeklinde tanımlayacağız. p de 

 
nM  nin ( )pτ  skaler eğriliği, p  de nM  nin tanjant 

zayının skaler eğriliğinden başka bir şey değildir ve eğer L bir 2-düzlem kesiti ise u

( )Lτ , L nin ( )K L  kesit eğriliğidir.  

rı için  ile 

 

[10,11] de olduğu gibi, verilen 2n ≥  ve 0k ≥  tamsayıla ( ),S n k 1n n< , 

şul2jn ≥ , 1,...,j k=  ve 1 ... kn n n+ + ≤  ko nu sağlayan bütün ( )1,..., kn n  k -lılarından 

oluşan sonlu kümeyi ve (

u

)S n  ile de 0k ≥  olmak üzere, bütün ( ),S n k  ların birleşimini 

gösterelim. Her ( ) ( )1,..., ,kn n S n k∈  k -lısı için ( )( )1,..., kS n n p  ve ( ) ( )1
ˆ ,..., kS n n p  

Riemann değişmezleri, 1,.L L , .., k j jboyL n= , 1,...,j k=  olacak şekilde ( )n
pT M  nin 

birbirine ikişer ikişer ortogonal bütün k  altuzayları üzerinden değişmek üzere, (2.2.2) 

kullanılarak, sırasıyla  
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( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ({ }

1 1

1 1

,..., inf ... ,
ˆ ,..., sup ...

k k

k k

S n n p L L

S n n p L L

τ τ

τ τ

= + +

= + +
 

)
                                                  (2.2.3) 

 

şeklinde tanımlanır ( j jboyL n= , jL  nin boyutunun jn  old nu ifade etmektedir.). 

Yine, ( )( )1,..., kn n pδ  ve 

uğu

( )( )1
ˆ ,..., kn n pδ nn değişmezleri, (2.2.1) ve (2.2.3) 

kullanılar k, sır sıyla 

 Riema

a a

 

  

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

,..., ,..., ,
ˆ ˆ,..., ,...,

k k

k k

n n p p S n n p

n n p p S n n p

δ τ

δ τ

= −

= −
                                                   (2.2.4) 

 

şeklind n nır. ğişmezlere göre e ta ımla Bu de τ  skaler eğriliği,  (( ) ( )ˆδ δ∅ = ∅ 0k =   

olmak üzere) den başka bir şey değildir. Ayrıca herhangi bir 1,..., kn n S n∈ -lısı 

 ve  Riemann değişmezlerinin bu iki dizisi, daima 

 

                                                  

 

Bu çalışmada, 

( ) ( )  k

( )1,..., kn nδ ( )1
ˆ ,..., kn nδiçin 

                                    (2.2.5) ( ) ( )1 1
ˆ,..., ,...,k kn n n nδ δ≥  

( ) ( )1 1
ˆ,..., ,...,k kn n n nδ δ=eşitsizliğini sağlar.  koşulunu sağlayan 

oldlarını sınıflandıracağız.  

ım 2.2.1. 

Riemann manif

Tan )( ( )ˆ ,...,n n=  eşitliğini özdeş olarak sağlayan bir n
1 1,..., k kn nδ δ M  

Riemann manifoldu bir ( )1 kS n ,...,n -uz la k adlandırılır. (2.2.3) ve

n

ayı o ra  (2.2.4) ten bir 

M  Riemann manifoldunun bir ( )1,..., kS n n -uzayı olması için gerek ve yeter koşul 

( ) ( )1 ... kL Lτ τ+ +  nın j jboyL n= , 1,...,j k=  olmak üzere, karşılıklı ortogonal 

ltuzay  nın seçim ı ıdır. 

.Y. Che , [10] da sabit c kesit eğrilikli bir Riemann uzay formu olan 

k  

1,..., kL L inden bağ msız olmasa

 

B n ( )mR c  deki bir 

nM  Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik dahil edilmesi için  nın 

şağıdaki kuvvetli eşitsizliği sağladığını göstermiştir: 

( )1,..., kn nδ

a
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2

1
1

,..., 1 1
22k j j

jj

n n H n n n n c
n k n =

1 1 k
jn n k n

δ
+ − − ⎛ ⎞

≤ + − − −⎜ ⎟
+ − ⎝ ⎠

∑ ∑∑
.         (2.2.6) 

   

ğıdaki eşitsizliği elde etmiştir: 

         

  

Ayrıca (2.2.5) ve (2.2.6) yı birleştirerek aşa

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2

1
1

1 1ˆ ,..., 1 1
22

k
j

k j j
jj =⎝ ⎠

n n k n
n n H n n n n c

n k n
δ

+ − − ⎛ ⎞
≤ + − − −⎜ ⎟

+ −
∑ ∑∑

.       (2.2.7) 

 

erilen r nM  V bi Riemann manifoldu yeteri kadar geniş bir Öklid üst uzayında bir 

ltman u durumda (2.2.6) ve (2.2.7) eşitsizlikleri (herhangi 

aksızın eşitsizlikler gerçeklenir) skaler değerli önemli içsel ve dışsal 

ğrilik değişmezleri arasında optimal bağıntılar verir. 

anım 2.2.2.

a ifold olarak düşünülebilir. B

bir koşul olm

e

 ( )S n  de bir -lısı için  ( )1,..., kn n  kT

 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2

1
1

1 1,..., k

n
n n = −1 1

22

k
j

j j
jj

n k n
H n n n n c

n k n
δ

=

+ − − ⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟

+ − ⎝ ⎠

∑ ∑∑
 

eşitliğini özdeş olarak gerçekleyen bir 

 
nM  Riemann manifoldunun sabit  kesit 

ann uz

c

( )x: n mM R c→eğrilikli bir Riem ay formu içine bir  izometrik dahil edilmesi bir

ideal dahil edilme adını alır. 

 

2n =Özellikler 2.2.3.[8] (i) δ , “çok zayıf” bir Riemann değişmezidir. Özel olarak  ise 

(ii)  ise her bir 

o, Riemann manifoldu hakkında hiçbir bilgi vermez. 

3n = np M∈  için δ  değişmezi, ( ) ( ){max max ,n
pRic Ric X X T M= ∈  

}1X =  şeklinde tanımlanan,  deki bütün birim tanjant p X  vektörleri için ( )Ric X  

(i

Ricci eğriliklerinin maksimumuna eşittir. 

ii) Skaler eğrilik ve δ  değişmezi, nM  nin kesit eğriliklerini kullanarak 

tanımlanmasına rağmen, genelde farklıdırlar. τ  ve δ  arasındaki aşağıdaki ilişkiyi 

verebiliriz: 

Teorem 2.2.4.[8] nM , 3n ≥  olmak üzere, -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 

Eğer bir 

n
np M∈  noktasında skaler eğrilik 0τ >  ( )sırasıyla 0τ ≥  ise o takdirde  de  p
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0δ >  ( )sırasıyla 0δ ≥  dır. 

Kanıtlama:  ise  deki her kesit eğriliği pozitiftir. Dolayısıyla özdeş 

larak

( )inf 0K p >  p

 0δ >  dır. ( )inf 0K p <  ise δ τ≥  dur.                                                                

. Osserman, 28 Nisan 1997’de,  olmak üzere, -boyutlu bir Riemann manifoldu 

in

 o

 

2n > nR

 ( )τ δ= ∅  ve ( )2δ  nin iç

 

( )2
,

n
N

δ τ ⎛ ⎞
≥ = ⎜ ⎟   

21N N− ⎝ ⎠

eşitsizliğini sağladığını ve eşitliğin yalnızca Riemann uzay formları için gerçeklendiğini 

gösterm

Teore

 

         

iştir [10]. 

 

m 2.3.7 den, 2 -boyutlu bir Einstein manifoldu için 

( ) ( ) ( ), 2δ δ δ∅ + = , ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, 2δ δ δ∅ + = .  

çalışmad  b

 

bağıntıları geçerlidir [9]. 

 

Bu a, ir nM  Riemann manifoldu üzerinde her bir  tamsayısı için 

, 

 k , 2 k n≤ ≤ ,
kL ( )n

pT M  deki bütün k -düzlem kesitleri üzerinden ve X , kL  daki bütün birim 

vektörler üzerinden değiş k üzere, me  ile gösterilen ve  kθ

 

 ( ) ( )
,

1 inf
1 kkk LL X

p Ric X
k

θ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, np M∈                                                         (2.2.8) 

 

şeklinde tanımlanan bir Rieman ezine de yer verilecektir [12]. 

 

n değişm
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2.3. RIEMANN UZAY FORMLARI, EINSTEIN UZAYLARI VE KONFORMAL  

      DÜZ UZAYLARIN KARAKTERİZASYONLARI   

H. Weyl’in bir teoreminden [26], 3n >  boyutlu bir nM  Riemann manifoldunun 

er koşul W al 

i üzere R. Kulkarni, 

0] da kesit eğriliği vasıtasıyla bu ın bir karakterizasyonunu oluşturmuştur: 

eorem 2.3.1.[29,30]  Bir  

konformal Öklid veya konformal düz olması için gerek ve y eyl konformet

eğrilik tensörünün sıfır olmasıdır. Aşağıdaki teoremde de görüleceğ

[3  uzaylar
nM , , Riemann manifoldunun  konformal düz olması 3n >T

için gerek ve yeter koşul nM  nin herhangi bir noktasındaki , , ,X Y Z W  ortonormal 

njant vektörleri için ta

 

( ) ( ) ( ) ( )K X Y K Z W K X Z K Y W∧ + ∧ = ∧ + ∧  

olmasıdır. 

 

Kanıtlama: { },i je  tarafından gerilen düzlem sit eğriliği ijin kee K  olmak üzere, nM  nin 

herhangi bir noktasındaki ortonormal b  { }1,..., ne e  ir bazını göz önüne alalım. O takdirde 

rneğin  ve ; ie jeö  için, (2.1.29) ve H. Weyl’in teoreminden,  

 

( )0 , ; ,i j j iC e e e e=  

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,1, ; ,

2 , , , ,

i i j j j j i i

i j j i    
i j j i j i i j

g e e Ric e e g e e Ric e e
R e e e e

n g e e Ric e e g e e Ric e e

⎧ ⎫+⎪ ⎪= − ⎨ ⎬− − −⎪ ⎪⎩ ⎭

      

 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ , , ,i i j j i jg e e g e e g e e g ( )},
1 2 j ie e

n n
τ

+ −

veya 

− −
    

 

 

 ( ) ( )( ) ( )( )
1 ,

2 1ij i jK Ric e Ric e i j
n n 2n

τ
= + −

− −
≠

−
                                 (2.3.1) 
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bulunur ki, böylece 

 

 ij k ik j

 

K K K K+ = + , i j k≠ ≠ ≠                                                                (2.3.2) 

 

çıkar. ) de ,  yazalım. Bu durumda  Tersine, i j k≠ ≠ ≠  ler için  (2.3.2  k i→ j→

2 ij ii jjK K K= +  elde edilir. Yine, (2.3.2) de  yı sabit tutup  ler üzerinden toplam 

alırsak, 

 

 + = +∑ ∑ ∑ ∑

, ,i j k

1 1 1 1

n n n n

ij k ik j
= = = =

K K K K  

 ( )( ) ( )( )ij kk k ik jj jnK K Ric e nK K Ric e⇒ + + = + +  

( ) ( )ij jj k ik kk jnK K Ric e nK K Ric e⇒ − + = − +   

( ) ( )2 ij ii k ik kknK K Ric e nK K Ric e⇒ + + = − +

 

ve dolayısıyl

ij jK−  

a 

 

( )k jRic e+                                                  (2.3.3)                    ( ) ( ) ( ) 2 2ij k in K Ric e n K− + = −

3.3) te  yazacak olursak, 

 

 k i→bulunur. (2.

 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2ij i ii jn K Ric e n K Ric e− + = − +  

 

çıkar. Şimdi de (2.3.3) te i  ve j  yi sabit tutup k  üzerinden toplam alırsak, 

 

 ( ) ( ) (
1 1 1

2 ij k
k k

n K Ric e n
= = =

− + =∑ ∑ ) ( )
1

2
n n n n

ik j
k k

K Ric e
=

− +∑ ∑  

                          

eşitliğinden, 

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2ij ii i jn n K n K Ric e nRic eτ− + = − + +  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )                          ( )2 ijn K= − 2i j i jRic e Ric e n Ric e nRic e+ − + − +  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1ij i jn K n Ric e n Ric e= − + − + −   

 

i j≠  için ( ), ; , 0i j j iC e e e e =ve buradan (2.3.1) elde edilir. Bu, her  olması demektir. 

öylece  olup, B  0C = nM  konformal düzdür.       

eorem 3.2.[31] ve 

 

 0 0CΚ = ⇔ = 0τ = , yani nMT 2.  nin konharmonik düz olması için 

 koşul gerek ve yeter nM  nin konformal düz ve sıfır skaler eğrilikli olmasıdır. 

anıtlama:(2.1.29) ve (2.1.30) dan, nM  ye tanjant keyfi , , ,X Y Z WK  vektör alanları 

için 

 

( ) ( )
 

( )( ) ( ){ ,
1 2

g X W g
n n

−
− −

( ) ( ) ( )}

, ; , , ; ,

, , ,

X Y Z W C X Y Z W

Y Z g X Z g Y Wτ
Κ =

−
  (2.3.4) 

lduğu çıkar. Dolayısıyla yeterlik açıktır. Tersine, 

 

0Κ =o  olduğunu kabul edelim. Bu 

urumd  n, d a (2.1.30) da

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,1, ; ,
2 , , , ,

g X W Ric Y Z g Y Z Ric X W
R X Y Z W

n g X Z Ric Y W g Y W Ric X Z

+⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬− − −⎪ ⎪⎩ ⎭
           (2.3.5)         

ağıntı ilir.

 

 ( )1,3 -tipinden Rb sı elde ed  eğrilik tensör alanının 1. büzülmesi, (2.3.5) ten 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , , ,
2

,Ric Y Z nRic Y Z g Y Z Ric Y Z Ric Y Z
n

τ= + − −
−

 

 

şeklinde bulunur. Böylece her  ve Z için  Y ( ), 0g Y Zτ =  ve dolayısıyla da 0τ =  çıkar 

) ile birlikte kanıtı tamamlar.        

ı a kolaylık olsun diye, 

 ki bu, (2.3.4

 

( )n
pT MTezin geri kalan kısm nd  tanjant uzayının herhangi bir     

 τ  skaler eğriliği (2.2.1) deki gibi ve L , ( )n
pT M   { }1,...,e e  ortonorman l bazı için p deki
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de  boyutlu bir altuzaysa  2r ≥ { }1,..., re e ,  L nin ortonormal bir bazı olmak üzere, L  nin 

( )Lτ  skaler eğriliği de (2.2.2) deki gibi tanımlanacaktır. Bu kısımda genel bir 

üzlem kesiti için skaler eğrilik kavramını esas alacağız ve

r -

 ( )n
pT M  nin { }1

,...,
ji ie ed  ile 

erilen  j-uzayının skaler eğriliğini ise 
1... ji iτg  ile göstereceğ z. 

Teorem 2.3.3.[29]

i

 M , 4-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. O takdirde aşağıdaki 

şulla

 (

ko r eşdeğerdir: 

0Κ ≡ Κ , M(1)  nin konharmonik eğrilik tensörüdür.), 

(2) 0C ≡  ve 0τ ≡  (C  ve τ , sırasıyla M  nin konformal eğrilik tensörü ve skaler 

ğ ir.), e riliğid

(3) ( ) ( ) K , kesit eğriliğini; π , herhangi bir düzlem kesiti ve π ⊥K Kπ π ⊥  (Burada = − , 

l düzlem kesiti göstermektedir.). 

ıtlam

ızca (2) ve (3) ün eşdeğer olduğunu kanıtlayacağız. Bunun için ilk olarak (2) nin 

. 

ortogona

Kan a: (1) ve (2) nin eşdeğer olduğunu Teorem 2.3.2 de gösterdiğimizden, 

yaln

gerçeklendiğini kabul edelim π , M  nin bir p  noktasındaki tanjant uzay 

ün herhangi 2-boyutlu bir altuzayı olsun. 

( ) 4
pT M  

1 2e eπ = ∧  ve dolayısıyla  olacak 

 nin ortonormal bir 

 3 4e eπ ⊥ = ∧

( )pT M { }1 2 3 4, , ,e e e e  çatısını daima seçebiliriz. 0C ≡  şekilde, 

olduğundan, 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 3 2 4 1 4 2 3e K e e K e e K e e K e e∧ = ∧ + ∧ = ∧ + ∧                             

                                                  

ıkar ve 

1 2 3K e e K e∧ +

  

{ }, 1,2,3,4i j∈  olmak üzere, (2.2.1) den ç

 

 ( ) ( ){ }3 K Kτ π π ⊥= +                                                                                   

 

bulunur. Dolayısıyla 0τ = e edilir. Tersine, (3) ün gerçeklendiğini  olduğundan (3) eld  

abul edelim. Bu durumda M  nin herhangi bir noktasındaki { }1 2 3 4, , ,e e e e  ortonormal k

çatısı için, { }1, 2,3,  küm eçeceğ iz herhangi sıradaki dört farklı , , ,i j k  için 

 

4 esinden s im
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  ( ) ( ) 0iK e j ke K e e∧ + ∧ =                                                                             

 

buluruz. Böylece (2.3.2) den, M   konform l düzdür ve üstelik 0a τ ≡  olduğu aç   

Teorem 2.3.4.[25] Yönlendirilmiş 4-boyutlu bir 

ıktır.       

M  Riema

ein uzayı olması için gerek ve yeter koş l herhangi iki düzlem 

rafından tanımlanan kesit eğriliklerinin eşit, yani 

nn manifoldunun bir 

Einst ul birbirine ortogona

( ) ( )K Kπ π ⊥=ta  olmasıdır. 

anıtlama: M , bir Einstein uzayı olsun. { },i je eK  tarafından gerilen dü

ğriliği

zlemin kesit 

{ }1 2 3 4, , ,e e e ee  ijK  olmak z ü ere, ortonormal bir  bazı için (2.1.2) ve (2.1.3) ten, 

 14

24 , 

34 , 

 43

 

( )1 12 , 

 

13Ric e K K K= + +

( )2 21 23Ric e K K K= + +

( )3 31 32Ric e K K K= + +

( )4 41 42Ric e K K K= + +  

  

yazabiliriz. Hipotezden ( ) ( ) ( ) ( )Ric e Ric e Ric e Ric e= = =  olduğundan, ilk iki 1 2 3 4

13 14 23 24K K K K+ = +  ve son iki eşitlikten 13 23 14 24K K K K+ = +eşitlikten  bulunur. 

, 

 

olduğundan, eşitliklerin her iki tarafının sıfıra eşit olması gerekir. Buradan 

 

            14 23 24 13K K K K− = −

14 23 13 24K K K K− = −  

 

14 23K K=  ve 

şünceyle, 13 24K K=  çıkar. Benzer bir dü 12 34K K=  tür. Dolayısıyla herhangi ortonormal 

rlerinin gerdiği birbirine ortogonal olan iki düzlemin tanımlayacağı kesit 

e  eşit olur. Tersine, 

baz vektö

12 34K K= , 13 24K K= , 14 23K K=  olsun. Buna göre eğrilikl ri

( ) ( )1 12 13 14 12 24 23 2Ric e K K K K K K Ric e= + + = + + = , 

 ( ) ( )1 12 13 14 34 13 23 3Ric e K K K K K= + + = + + K Ric e= , 

( ) ( )1 12 13 14 34 24 14 4Ric e K K K K K K Ric e= + + = + + =  
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4Ric e Ric e Ric e Ric e= = =olup,  Einstein uzay olma koşulu elde edilir. ı 

( ) ( ), ,i j i j i j i jRi j≠  için ic e e e e Ric e e e e+ + = − −  dir ve buradan ( ),i iRic e e +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , , 2 ,j j i j i i j j i jRic e e Ric e e Ric e e Ric e e Ric e e+ = + −  olup, ( ), 0i jRic e e =  

bulunur.                                                                                                                                               

 

 3.1 i genelleştiren aşağıdaki teoremi kanıtlayalım: Şimdi Teorem 2.

Teorem 2.3.5.[11] nM  ( 4n ≥ )  bir Riemann manifoldu ve  eşitsizliğini 

sayı olsun. Bu durumda 

s , 2 2s n< ≤

nMsağlayan bir tam  nin konformal düz olması için gerek ve 

şul herhangi bir { }1 2,..., se e ortonormal vektör kümesi için 

.. 1 1 2...2

yeter ko

 

 1.1... 1...2s s s s s s s sτ τ τ τ+ − + ++ = +                                                                (2.3.6)                       

 

olmasıdır.  

Kanıtlama: 2s =  için bu, Teorem Şimdi 2s >  için 

teoremi kanıtlayalı . İlk olarak konformal düz bir ) yı sağladığ ı 

un için n

 2.3.1 de ifade ettiğimiz sonuçtur. 

m  uzayın (2.3.6 ın

kanıtlayalı ım ve s n s , 2 2<M  nin konformal düz olduğunu varsayalm. Bun ≤

,

şitliği, 

 

 

olacak şekilde bir tamsayı olsun. Teorem 2.3.1 den, herhangi bir i s<  için (2.2.1)  

(2.1.2) de dikkate alınarak (2.3.1) e

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 2

2 1is i sK Ric e Ric e
n n 2n

τ
= + −

− − −
                                       (2.3.7) 

 

ekline gelir. O halde  için 

 

 

1k s> +ş

1 1i s k s i s ksK K K K+ ++ = +   

ıkar. (2.2.2) kullanılarak bulunan 

1

 

ç

 

 1... 1 12 13 1 2 1 1 23 2 2 2 1 2... ... ...s s s s s s sK K K K K K K Kτ − − − − − − −= + + + + + + + + + +  
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ve 

 

 1... 12 13 1 1 1 23 2 1 2 2 1 2... ... ...s s s s s s s sK K K K K K K K K sτ − − −= + + + + + + + + + + +  − −

                      1s sK −+            

eşitliklerinden, 

 

 

 1... 1... 1 1 2 2 1...s s s s s s s sK K K Kτ τ= + + + + +   

ilir. Ayrıca yine, (2.2.2) kullanılarak bulunan 

− − −

 

elde ed

 

 2...2 2 3 2 4 2 2 1 2 2 3 4 3 2 1 3 2... ...s s s s s sK K s s s s s s s s s sK K K K Kτ + + + + + + − + + + + − += + + + + + + + +  

                2 2 2 1 2 2 2 2 1 2... s s s s s sK K− − −+ + +  

 

ve 

 ... ...

K −+

 

1...2 1 2 1 3 1 2 1 1 2 2 3 2 2 1 2 2s s s s s s s s s s s s s s s sK K K K K K Kτ + + + + + + − + + + + − += + + + + + + + +  

               2 2 2 1 2 2 2... s s s sK K+ + +− − − 2 1 2s s−K+  

 

eşitliklerinden de 

 

1...2 1 2 1 3 1 2 1 1 2 2...2...s s s s s s s s s s s sK K K Kτ τ += + + + + +  

 çıkar. Böylece 

 

+ + + + + + − +

 

 

1... 1...2 1... 1 1 2 2 1...s s s s s s s s sK K K K sτ τ τ+ − −+ = + + + + +  −

          1 2 1 3 1 2 1 1 2 2...2...s s s s s s s s sK K K K sτ+ + + + + − + ++ + + + + +                

                                 (
1

1 1 1

s

)1... 2...2
1

s is s sK Kτ τ
−

− + + += + +∑ i s s
i

+
=

+  
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nMyazılabilir.  nin konformal düz olmasından, 

2...2
1

s

 

 ( )1... 1...2 1... 1 1 1

1

s s s s i s s s iK Kτ τ τ+ − + + ++ = + + +∑

              

s s
i

τ
−

+
=

 

        1... 1 1 2...2s s s s sτ τ ++  

 

yazılarak (2.3.6)  elde edilir. Tersine, (2.3.6)  iki kez kulla

− +=

nılarak, 1... 1...2s s sτ τ ++  

1... 1 1 2...2 0s s s s sτ τ− + +− − =  ve 1... 2 2 1 1 3...2 1... 2 2 1 1 3...2 0s s s s s s s s s s s s s sτ τ τ τ− + + − + − + + − ++ − − =   

şitliklerinden, 

1... 1 1 2...2

1... 2 2 1 1 3...2 1... 2 2 1 1 3...2

s s s s s

s s s s s s s s s s s s s s

τ τ

τ τ τ τ

− + +

− + + − + − + + − +

+

− + − +
                   (2.3.8) 

 

ıkar. (2.3.8) eşitliğinin sağ tarafı,                 

                                   

       
K K K K K K

K K K K K K K K
− − + + + + + − +

+ + − + − + + + −

+ + + + + + + + +
⎢ ⎥
− + + + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1

2

... ...

... ...
s s

s

K K K K K K K K K

K K K K K K K K K+

+ + + + + + + + + +

− + + + + + + + + + +⎢ ⎥

ifadesine eşittir. Böylece 

 

e

 

( )
( ) ( )( )

1... 1...20 s s sτ τ += + −
 

ç

 

 ( )
1 2 2 1 1 2 1 3 1 2 1 1 2

1 1 2 1 2 1 1 1 2 3 2 1 2

... ...

... ...
s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s s s s

K K⎡ ⎤
  

( )
1 2 3 2 1 1 3 1 2 1 1 2

1 1 2 1 3 1 2 1 1 1 3 2 1 2

s s s s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s s s s s

− − + + − + + + − +

+ + − + − + + − + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎣ ⎦

 

 

 

2

( ) ( )( )1 1 2 1 1 20 2 s s s s s s s sK K− + += +  K K+ − ++ −

 

elde edilir. Bu ise Teorem 2.3.1 ile birlikte nM  nin konformal düz olduğunu gösterir. i 

e k indislerinin her ikisi de { }1, , 1, 2ss s s− + +  kümesine ait değil ise  nın (2.3.8) 

e bulunmayacağı açıktır.                                                                

.3.6) dan Teorem 2.3.3 ün bir genelleştirilmesi olan aşağıdaki sonucu ifade edebiliriz: 

ikKv

 d

 

(2
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 nM , 1> olmak üzere, -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. O 2Sonuç 2.3.6.[11]

takdirde L⊥ , L nin ( )n
pT M  deki ortogonal tümleye nMnini göstermek üzere,  nin sıfır 

ası için gerek ve yeter koşul herhangi bir 

-düzlem kesiti 

skaler eğrilikli konformal düz bir manifold olm

( ) ( )n n
pL T M p M⊂ ∈  için ( ) ( )L Lτ τ ⊥= −  olmasıdır. 

anıtlama: -boyutlu 2 nM  K Riemann manifoldu sıfır skaler eğrilikli konformal düz 

( )n
pT M  nin bir manifold olsun. Ortonormal bir { }1,...,e 2e  bazı tarafından gerilen 

{ }1,...,e e  ortonormal bazı tarafından gerilen bir -düzlem kesiti L  için ( )Lτ  skaler 

.2.2) den 

 ...K

eğriliği, (2

 

( ) 12 13 1 1 2 1 2 1... ...L K K K K K K Kτ 1 23− − −= + + + + + + + + +          (2.3.9)    

                   

+                  

şeklinde ifade edilir. Benzer şekilde, L  nin ( )n
pT M  deki ortogonal tümleyeni olan L⊥ ,  

{ }1 2,...,e e+  ortonormal ba ından gerilezı taraf -düzlem kesiti olup, n bir ( )Lτ ⊥  skaler  

eğriliği, (2.2 ) den 

 

( ) 1 2 1 3 1 2 1 1 2 2 3 2 2 1

2 2

. ...

...

L K K K K K

K

τ ⊥
+ + + + + − + + + + −

+

= + + + + + +

+ + +

.2

 
K

K −

+
    (2.3.10) 

                                                                             

f de edilir.

2 1 2

..

  

 nMşeklinde i a , sıfır skaler 

(2.3.7) den  

eğrilikli konformal düz bir manifold olduğundan, 

 

 12 1 23 2 34 3 1... ... ... ...K K K K K K K −+ + + + + + + + + +  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )({1 1 ...Ric e Ric e Ric e Ric e R−− + + + + + ( ))}1 2 3 12 1

ic e=
−

 

 
( )

( )( )12 1 23 2 34 3 1... ... ... ...K K K K K K K −+ + + + + + + + + +

( )( )1 1 1 2 2 1 2 2 1 2

2 11
2 1 1 ... ... ... ...K K K K K K+ + +

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ⎨ ⎬− + − + + + + + + + + +⎪ ⎪⎩ ⎭
 

elde ed

 

ilir ki, böylece 
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bulunur. Bu eşitliği,  (2.2.1) den yazacağımız 

 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2... ... ... ... 0K K K K K K+ + ++ + + + + + + + + =  

 

           12 1 1 1 1 1 1 2 1 1 20 ... ...K K K K K Kτ − + −= = + + + + + +  +

                    23 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2... ...K K K K K K− + −+ + + + + + + +    

.           .. ...K34 3 1 3 3 1 3 2 1 3 2K K K K K− + −+ + + + + + + +  

  ... ...K K K− − +        1 2 1 1 2K− − − 1 1 1+ + + + +

          2

+  

1 2 2 1...K K K+ + − K+ + + + +   

                      1 2 1 2 1...K K K+ + + − +1 2+ + + +  

           2 2 2 1 2 2 2... K K− − −+ + +

                   

 

   2 1 2K −+   

ında ku

 

bağıntıs llanırsak, 

 

 ( ) ( )L Lτ τ ⊥= −  

 

olduğu elde edilir. Tersine, 1L  ve 2L , sırasıyla { }1,...,e e ve  { }1 1 1,..., ,e e e− +

es

 ortonormal 

bazları tarafından gerilen -düzl itleri olmak üzere, ( ) ( )1 1 em k L Lτ τ ⊥= −  eşitliğinden 

1... 1...2 0τ τ ++ = , ( ) ( )2 2L Lτ τ ⊥= −  eşitliğinden de 1... 1 2...2 01τ τ− + ++ =  çıkar. O halde 

nM1... 1...2 1... 1 1 2...2τ τ τ τ+ − + ++ = + , yani  konformal düzdür. Konformal düz olarak 

bulduğumuz nM  manifoldu için 1... 1...2 0τ τ ++ =  eşitliğini, (2.2.1) den yazdığımız 

 

1... 1 1 1 2 1 2

2 2 2 2

3 1 3 2 3 2

1 1 2 1 2

...

...

...

...

K K K

K K K

K K K

K K K

 

1 2

1

1 2 2

...

...K K K

1...2τ τ τ+ + +

+ +

− +

+ +

+

+

+ + + +

+ +

− + −

= + + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +
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bağıntısında değ rl irip (2.3.7) yi kullanacak olursak, 

 

e end

         ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2...

2 2 2 1 2 2
Ric e Ric e Ric e Ric e ττ + += + + + + −

− −
 +

−

          

  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 2
1 2...  

2 2 2 1 2 2
Ric e Ric e Ric e Ric e τ

+ ++ + + + − +
− −

 

               

−

 +…    

                  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2

2 2 2 1 2 2
Ric e Ric e ...Ric e Ric e τ

− + ++ +
− − −

  

+ + − +  

                ( ) ( ) ( )( ) ( )( )) (1 2 2
1 2Ric e Ric e Ric e Ric e...

2 2 2 1 2 2
τ

+ ++ + + −+
− − −

 

              ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )
2

1 1 2... ...
2 2 2 1 2 2

R e Ric e Ric e Ric e+= + + + + + −
1 2ic τ
− − −

 

              
2 1

τ=
−

 

 

0elde ederiz. Böylece 1>  olduğundan, bu bağıntıdan τ =  bulunur; yani nM  sıfır 

skaler eğrilikli konfor z bir manifolddur.      

Teorem 2.3.7.[11] 

mal dü  

 

Aşağıdaki teorem,  4-boyutlu Einstein uzaylarının bir karakterizasyonu olan Teorem 

2.3.4 ün bir genelleştirilmesidir: 
nM , 2 -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda L⊥ , 

( )n
pT M  de L nin ortogonal tümleyenini göstermek üzere, nM  nin bir Einstein uzayı 

 kesiti ( )nolması için gerek ve yeter koşul her -düzlem pL T M⊂  için ( ) ( )L Lτ τ ⊥=  

lmasıdo ır. 

Kanıtlama: nM , bir Einstein uzayı olsun. L yi, { }1 2,...,e e  ortonorma

erilen 

l bazı tarafından 

( )n
pT M  nin { }1,...,e e  taraf ndan gerilen bir -düzlem kesiti olacak şekilde ıg

seçelim. Buna göre (2.1.2) ve (2.3.9) dan,  
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)( ) ( ( )

( )
2

1 1

...

2 ...

Ric e e Ric e

L Kτ +

+ + =1

1 2 2 1 2 2

1 2

...

...

Ric

K K K

K K
+

+

+

+ + +

1 1 1 2... ...K K− + −

+ + + +

+ +

                                           (2.3.11) 

 

ve tamamen benzer şekilde (2.1.2) ve (2.3.10) dan da 

+ + + +

 

 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 2

1 1 1 2

...

2 ...

Ric e Ric e e

L K Kτ
+ +

⊥
+ +

+ + +

+ + + + 1

2 1 2 2 2 2 1 2 2 2... ... ...

Ric

K

K K K K K K
+

+ + +

=

+

+ + + + + + + +

                            (2.3.12) 

  

2.1.7) den, nM  yazılabilir. ( n r

 

in Ricci eğ ilikleri, 

 

( ) ( ) ( )1 2 ...Ric e Ric e Ric e+ + + = ( ) ( ) (1 2 ...Ric e Ric e Ric e+ ++ + + )2      (2.3.13)         

 

şitliğini sağlar. Dolayısıyla (2.3.13), (2.3.11) ve (2.3.12) den, ( ) ( )L Lτ τ ⊥=e  elde 

edilir. Tersine, herhangi bir -düzlem kesiti ( )n
pL T⊂  için ( ) ( )M L Lτ τ ⊥=  olduğunu 

kabul edelim.  ve ,  1L 2L ( )n
pT M  nin, sırasıyla { }1,...,e e  ve { }2 1,...,e e +  tarafından 

gerilen birer -düzlem kesiti olsun. O takdirde ( ) ( )1 1L Lτ τ= ⊥  ve ( ) ( )2 2L Lτ τ ⊥=  

eşitliklerinden, 1... 1...2τ τ=  ve + 2... 1 1 2...2τ τ+ +=

çıkarm

 

 bulunur ki, bu iki eşitliği taraf tarafa 

ak suretiyle, 

 

1... 2... 1 1...2 1 2...2τ τ τ τ− = −                                                  (2.3.14) 

 

elde edilir. (2.3.14) ten, 

 

 ( )

+ + +                    

( )12 13 1 1 1 2 1 3 1 1 1 1...K K K K K K+ + + + − + ... K K− + + − + ++ + +  

 ( ) ( )1 2 1 3+ + + + 1 2 1 1 2 1 2 1 3 1 2 1 1 2... ...K K K K K K K K+ − + + + −= + + + + − + + + +  

+ =

 

12 13 1 1 1 1 2 1 3 1 2 1 1 2 1 1... ...K K K K K K K K K− + + −⇒ + + + + + + + + + +   



 56

 +2 1 3 1 1 1 1 2 1 3 1 2 1 1 1... ...K K K K K K K K+ + − + + + + + + ++ + + + + + + + +  

Şimdi yine,  in 

 

veya ( ) ( )1 1Ric e Ric e +=  çıkar. 1L { }1,...,e e  tarafından,  nin de  i 

ere al vektörlerden birini çıkarıp, onun yerine  almakla oluşturulan 

esi tarafından gerilen bir düzlem kesit olduğunu düşünelim

luşturduğumu üzlem kesitleri için 

2L 1L

n ortonorm 1e +g

vektör küm . Bu şekilde 

o z 2L  d ( ) ( )1 1Ric e Ric e += , ( ) ( )2 1Ric e Ric e += , 

( ) ( )Ric e = ,…,3 1Ric e + ( ) ( )= , 1 1Ric e Ric e− + ( ) ( )1Ric e Ric e +=  ve böylece ( )

( ) ( )

1Ric e  

( ) ( )2 3 ...Ric e Ric e Ric e Ric e 1+= = = = =  bulunur. Şimdi de  ve  nin, sırasıyla 1L 2L

{ }2 1,...,e e +  ve { }3 2,...,e e  tarafından gerildiğ+ ini varsayalım. Benzer hesaplama ile 

( ) ( )2 2Ric e Ric e +=  elde edilir. Tamamen benzer düşünce ile  

 

 , 

 

)2 1Ric e

( ) ( )3 3Ric e Ric e +=

 

 ( 1Ric e ) (− −= , 

Ric e=  

olduğu görülür. Bu sonuçları birleştirmek suretiyle, 

 

 

 ( )Ric e ( )2

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2...Ric e Ric e Ric e Ric e Ric e Ric e Ric e+ += = = = = = =  3+ =

( ) ( )2 1 2... Ric e Ric e−= =               

 

çıkar. Böylece nM , bir Einstein uzayıdır.            

A d z

 

 

şağıda, ( )1,..., kS n n -uzaylarının bazı sınıflan ırılmalarını ele alacağı . Eğer 0k =  ise 

gösterecek bir şey yoktur. Dolayısıyla manifoldun boyutunun 2 olması hali açıktır. Önce 

( )S j -uzayla e alalım ve ( )n{ }1,... ne e , ,rını göz önün pT M ı 

olmak üzere, aşağıdaki ardımcı teoremleri kanıtlayalım: 

 nin ortonorm

y

al bir baz
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Yardımcı Teorem 2.3.8.[11] 2 2j n≤ ≤ −  olmak üzere, verilen bir  j tamsayısı için, 
nM  bir ( )S j -  ( )1S j +uzayı ise o takdirde o, bir -uzayıdır. 

ıtlama:Kan 3j =  özel haliyle başlayalım. nM  bir ( )3S -uzayı ise 123τ , -düzlemin 

eçiminden bağımsız olan bir sayı r; bu sayıya  diyelim. Bu özel hal için 

3

c js dı -düzlemin 

kaler eğriliğinin tanımından ijK , { },i je es  tarafından gerilen 2-düzlemin kesit eğriliğini 

c

göstermek üzere, (2.2.2) den, 

 

  234 1234 12 13 14K K Kτ τ= − − − =                                                                   (2.3.15) 

 

yazılabilir. Diğer taraftan, nM  bir ( )3S -uzayı olduğundan, (2.2.2) den, 

 K

        c                                                                                       (2.3.18) 

 

ğu açıktır. (2.3.16)-(2.3.18) taraf tarafa toplanarak, (2.2.2) den, 

 

  12 13 23K K K c+ + =                                                                                       (2.3.16) 

 

14 34K K c+ + =                                                                                       (2.3.17) 

 

 13

12 14 24K K K+ + =  

oldu

 

1234 12 13 14 3K K K cτ + + + =                                                                           (2.3.19) 

 

elde edilir. Böylece (2.3.15) ve (2.3.19) dan, 1234 2cτ =  buluruz. Ortonormal baz keyfi 

eçilebildiğinden bu, nM  nin bir ( )4Solarak s -uzayı olduğunu gösterir. 

 

Genel olarak, nM  bir ( )S j -uzay ) den, ı ise (2.2.2

 

  2... 1 1... 1 12 1 1...j j jK K cτ τ+ + += − − − =                                                               (2.3.20) 

 

ve  (2.3.19) a benzer şekilde (2.2.2) den, 
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  ( ) 1... 1 12 1 12 ...j jj K K jcτ + +− +

y 2.3.20) ve (2.3.21) i birleştirerek 

+ + =                                                                (2.3.21) 

 

azılabilir. ( ( ) ( )1... 11 1jj j cτ +− = +  elde ederiz. Bu, 

nM  nin bir ( )1S j + -uzayı olduğunu gösterir.                         

( )1S n−Yardımcı Teorem 2.3.9.[11] nM  nin bir -uzayı olması için gerek ve yeter 

oşul nM  nin bir Einstein uzay asıdır. 

anıtlam : , 

ı olmk

K a  ( )1n n
pL T M− ⊂ np M∈ , 1 2 11 , ,..., ,n ni i i i n−≤ ≤  ve  ler birbirinden 

farklı ol ak üzere, 

1 2, ,..., ni i i

m { }1 1
,...,

ni ie e
−

 ortonormal bazı tarafından gerilen bir hiperdüzlem ve 

 de bu düzleme ortogonal olan bir birim vektör olsun. 
ni

e nM  bir -uzayı 

olduğundan, 

( )1S n−

{ }1 1
,...,

ni ie e
−

 ortonormal bazını nasıl seçersek seçelim, ( )1nLτ −  sabit ve 

c  olacaktır. O halde ( ) ( )1
n

n
iL Ric eτ τ− = − = ( ) ( ) ( )1 2 ... nRic e Ric e Ric eτ τ τ− = − = = −  

ve buradan ( ) ( ) ( )1 2 ... nRic e Ric e Ric e= = = , yani nM  nin Einstein uzayı olduğu çıkar. 

                                                                                                                                     

ardımcı Teorem 2.3.10.[11] Bir 

Tersi açıktır.  

( )2S n −Y -uzayı bir Riemann uzay formudur. 

Kanıtlama: nM , bir ( )2S n − -uzay nMı olsun. Bu durumda , Yardımcı Teorem 2.3.8 

e 2.3.9 a g r Ei yıdır. Diğer taraftan  bir  noktasında herhangi öre bi nstein uza 1,n ne e− pv

iki ortonormal vektör ve 2nL − , ( )n
pT M  tanjant uzayının 1ne −  ve  e dik olan ne ( )2n− -

boyutlu altuzayı olsun. c 2nL, −  nin seçiminden bağımsız olmak üzere, (2.2.1), (2.2.2) ve 

n, 

 

(2.1.2) de

 ( ) ( ) ( )2
1 1

n
n n n nL Ric e K Ric eτ τ= + − +  

 

 

=                                                              (2.3.22) 

  

bulunur. 

−
− −

yazılabilir. Böylece 

( ) ( )1 1n n n nRic e Ric e K cτ − −− − + 

nM  Einste ğundan, (2.3.22);  nin  düzleminin 1n nK − 1n ne e− ∧in uzayı oldu



 59

seçimine bağlı olmadığını gösterir. Dolayısıyla nM , bir Riemann uzay formudur.      

Teorem 2.3.11.[11] nM ,  olmak üzere, -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.        

O takdirde 

) olmak üzere, herhangi bir 

2n > n

(1 2 2j n≤ ≤ −  j  tamsayısı için nM  nin bir ( )S j -uzayı 

olması için gerek ve yeter koşul nM  nin bir Riemann uzay formu olmasıdır.

(2) 

 

 nin bir ( ) -uzayı olması için gerek ve yeter koşul n 1S n− nMM  nin bir Einstein 

uzayı o   

Kanıtl ) ardımcı Teorem 2.3.8 ve Yardımcı Teorem 2.3.10 dan 

lmasıdır.
nMama: (1 Y , bir 

iemann uzay formudur. Tersine, nM  bir Riemann uzay formu olsun. Bu durumda R

{ }1,...,e e  ortonormal bazı tarafından gerilen n ( )nT M  nin herhangi { },e ep i j , 

j n  tarafından gerilen düzlemlerinin 1 ijK  kesit eğrilikleri  hep aynıdır; ijK K=  i≤ ≠ ≤

 j -düzlem kesitleri için ( ) ( )1
2

j j
L Kτ

−
=di O halde mümkün olayelim. n bütün  elde 

olayısıyla nM , bir ( )S jedilir. D -uzayıdır. 

(2) Yardımcı Teorem 2.3.9 dan açıktır.       

Şimdi d n -uzaylarını göz önüne alarak aşağıdaki teoremi 

kanıtlayalım: 

 

 

e 1k >  için ( )S n1,..., k

Teorem 2.3.12.[11] nM , n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve , 2 ya da 2 den daha 

üyük bir tamsayı olsun. 

(1) 

k

b
nM , bir -uzayı ise o takdirde (i kn n( )1,..., kS n n ) .1 ..= =  n n=  

olmadıkça, 

ve (ii) 1 ...n + + k

nM  bir Riemann uzay formudur. 

 n n= =  ve ...n n n+ + =  olmak üzere, (2) 1 k 1 k...  nM  nin bir ,...,S n n -uzayı olması 

iç

( )1 k

in gerek ve yeter koşul nM  nin konforma z bir uzay olmasıdır. 

Kanıtlama: Genelliği kaybetmeksizin, 1 2 ... kn n n

l dü

≤ ≤ ≤  olduğunu kabul edebiliriz. 

{ }1,..., ne e , ( )n
pT M  nin ortonormal bir bazı olsun. Eğer nM  bir -uzayı ise 

çiminden bağımsız olmak üzere, 

( )1,..., kS n n

o takdirde c , ortonormal bazın se

 

1 1 1 112... ... 1... ......
k kn n n n n cτ τ
−+ + + + ++ + =                                                                    (2.3.23) 
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yazılabilir. { }11,..., ... kn n+ +  nın bir σ  permütasyonunu düşünelim. Böyle her bir 

permütasyon için (2.3.23) gibi, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 2 ... ... 1 ... ......
k kn n n n n cσ σ σ σ στ τ
−+ + + + ++ + =  

 

şeklinde karşılık gelen bir denklem vardır. Kümenin bütün permütasyonlarına karşılık 

gelen denklemlerin tamamını taraf tarafa toplayarak, c , c  pozitif sabitler olmak üzere, 

 

1 2

11 12... ... 2kn nc c cτ + + =  

 
nM  nin bir  ( )1 ... kS n n+ +elde edilir. Bu, -uzayı olduğunu ifade eder. Böylece Teorem 

 ise 2.3.11 e göre, 1 ... 2kn n n+ + ≤ − nM  bir Riemann uzay formudur,

ise 

 1 ... 1kn n n+ + = −  

nM  bir Einstein uzayıdır. Diğer taraftan, n1 ... kn n+ + =  ise bu durumda hiçbir 

ilgiye sahip değiliz. İlk durumu yaptık; dolayısıyla yalnızca son iki durumu düşünmek 

ız. İlk olarak, 

b
nM  nin Einstein uzayı olmadığını kabul edeceğiz ve nMzorunday  nin 

onforma üz olmak zorunda olduğunu kanıtlayacağız. Sonra k l d nM , Einstein uzayı ise 
nM  nin sabit kesit eğriliğine sahip olduğunu göstereceğiz.  

Durum 1. nM , Einstein uzayı olmasın. Açık olarak, bu durumda 1 ..n + . kn n+ =  

lmalıdır. Böylece (2.3.23), 

 

o

1 1 112... ... 1......
kn n n n cτ τ
−+ + ++ + =                  (2.3.24) 

eklinde yazılır. 

 

{ }2,...,n  nin bir σş  permütasyonunu düşünelim. Böyle her bir 

permütasyon için (2.3.24) gibi, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 2 ... ... 1 ......
kn n n n cσ σ σ στ τ
−+ + ++ + =                  (2.3.25)

             

şeklinde 

 

σ  ya karşılık gelen bir denklem vardır. { }2,...,n  kümesinin bütün 
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permütasyonları iç nklemlerin tamamını taraf tarafa toplamakla, 1 2nin yazılan bu de =  

⎞

⎝ ⎠
 lüsü sıfır olarak tanımlanacak şekilde, 

3
1 2

2
...

2 k

n nn nn
c

n n n
−−− ⎛ ⎞

ise ⎜ ⎟−

 
... kn −− −

1

3
3

n
n
−⎛

1 11⎛ ⎞
⎟

⎛ ⎞
= ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎠

, 

 

n nn n
−− − −− −− −− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

                     

⎝

1 11
4

1 2

...3
...

3
k

k

n n nn nn
c

n n n
−− − −−− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

                  
n⎛

+ 1 11 22

2 31

...13
...

2 1
k

k

n n nn n nn n

⎝ ⎠

...+  

1 21

11 2

...13
...

2 1
k kk k

k k

n n n nn n n n nn
n nn n

−

−

− − − −− − − −− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

                     
⎠

, 

olmak üzere,  

 

 
1 11

5
1 2

...1
...

1
k

k

n n nn nn
c

n n n
−− − −−− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

 
( )3 1 4 2...nc Ric e c c cτ+ =  5                (2.3.26) 

uluruz. Gerçekten, -boyutlu düzlem kesiti geren vektörlerden  belliyse 

 

 

 1n 1e j jboyL n=b , 

k şekildeki mümkün olan bütün  düzlem kesitlerini 5c  farklı 1,...,j k=  olaca jL şekilde 

ğimizden, yazılabilecek toplam denklem sayısı  tir. B  denklemin 

toplamında,  lerin her birinden  tane ve 

., , ,n n n n n nK K K− − − −  lerin her birinden de  tane bulunur. Böylece (2.3.25) şeklinde 

azılabilecek bütün denklemleri topladığımızda (2.3.26)  eşitliği elde edilir.  ve , 

seçebilece 5c u 5c

12 13 1, ,..., nK K K 3c 23 24 2 34 3, ,..., , ,..., ,n nK K K K K  

2 1 2 1 4c..

3c 4cy

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 3 3

1 2 3 4 1 1
2

2 ! ! !... ! 2 !,

1 ! ! !... ! 3 ! 1 1 2

k

k

k j j
j

n n n n c n

n n n n c n n n n n
=

− = −

⎛ ⎞
− = − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

 
−

           (2.3.27) 
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bağıntılarını gerçekler. (2.3.26) nın   

=

ğu açıktır. 

 

( ) ( )3 4 1 4 5c c Ric e c c cτ− +   

 

bağıntısına eşdeğer oldu nM , Einstein uzayı olmadığından  olmalıdır. 

.3.27) den  olması için gerek ve yeter koşul 

j                          (2.3.28)  

lmasıdır. O halde (2.3.28), 

3 4c c=

 3 4 0c c− =(2

 

( )( ) ( )2 1
2

... 1 1
k

k j
j

n n n n n
=

+ + − = −∑  

 

o 1 jn n≤  kabulümüzden 1 ... kn n= =  olduğunu ifade eder. 

Dolayısıyla nM , 1 ... kn n= =  ve n1 ... kn n+ + =  olmak üzere bir -uzayıdır. 

 alal

( )1,..., kS n n

1n j= ım. { }1 2,..., je e  ortonormal bir vektör kümesi ve , ayrıca 3,..., kL L { }1 2,..., je e  

jye de ortogonal olan ikişer ikişer ortogonal -boyutlu uzaylar olsun. Bu durumda 

 

( ) ( ) ( )1... 1...2 3 1... 1 1 2...2 3... ...j j j k j j j j j kL L L Lτ τ τ τ τ τ τ τ+ − + ++ + + + = + + + +  ( )

ilde (2.3 b ylece

 

açık bir şek .6) yı gerçekler ve ö  nM  nin ü  olduğu çıkar. 

Tersine, 

 konformal d z
nM  nin konformal düz o ilduğunu ve 1k >  ve 1j >  doğal sayıları iç n n kj=  

olduğunu kabul edelim. { }1,..., kje e , nM  nin herhangi bir ortonormal bazı olsun. O 

takdirde (2.3.6) dan, 

 

 ( )1... 1....2 1 1......j j j k j kjτ τ τ+ − ++ +                                     (2.3.29) 

ı r  başka -düzleminde 

 lik bir dönme yaparsak (2.3.29) un değerinin değişmeyeceği açıktır. Bu nedenle 

indisleri sıralama önemli olmadığından, herhangi bir 

+   

               

toplamının indislerin sıras na bağlı olmadığı gö ülür. Bundan

 

( )1 2,e e

°

( ),i me e

90

-düzlem

dönme yapılırsa (2.3.29) un değerinin aynı kalacağı açıktır. Koordinat düzlemlerinde 

rdarda dönmeler yaparak herhangi iki ortogonal bazı birbirine 

inde böyle bir 

a
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dönüştürebileceğimizden, (2.3.29) un ortonormal baz seçiminden bağımsız olduğu 

görülür. Dola  nM , bir ( ),...,S j j -uzayıdır. yısıyla

Durum 2. nM , Ei stein uzayı olsun. nn M , bir ( )1,...S n z yı ol u dan , kn -u a duğ n (2.3.23) 

sağlanır. { }3,...,n  nin herhangi bir σ  permütasyonu için  (2.3.23) teki gibi σ  ya 

karşılık gelen bir denklem vardır. Böylesi denklemlerin tamamını toplamakla 1 3d c=  ve 

 

k

n n nn nn − − −−− ⎛ ⎞⎛ ⎞

2d , 3d  

 1 11
2 3

kd
n n n

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

1 2

...3
...⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

n n n
−− − −−− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

               
⎛ ⎞⎛ ⎞

, 

1 11
3

1 2

...4
...

4
k

k

n n nn nn
d

1 11 22

2 31

...24
...

2 2
k

k

n n nn n nn nn
n nn n

−− − −− −− −− ⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                     

⎛ ⎞

...+  

                     
⎠

1 21

11 2

...24
...

2 2
k kk k

k k

n n n nn n n n nn
n nn n

−

−

− − − −− − − −− ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

 

 

olacak şekilde sabitler olmak üzere, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 12d K 2 3 1 2 3 12d d d d Ric e Ric e d d cτ− + + − + + =             (2.3.30)  

elde ederiz. Gerçekten, -boyutlu düzlem kesiti geren iki vektör ,  belliyse, 

               

1n 1e 2e

j jboyL n= ,  olacak şekildeki mümkün olan bütün 1,...,j k= jL  düzlem kesitlerini 

 farklı şekilde seçebileceğimizden, yazılabilecek toplam denklem sayısı1 3d c=  1 3d c=  

tür. Bu  denklemin toplamında bulunan  lerin sayısı  dir. Ayrıca bu toplamda 

1 n−  lerin h O halde 

 

1d 12K  1d 

13 14 1 23 24 2,  ,..., ,  ,  ,...,n nK K K K K K  lerin her birinden 2d  tane ve 34 35 3 45,  ,..., , ,...nK K K K  ,

4 ,...,nK K er birinden de 3d  tane bulunur. n
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( ) ( )2 13 14 13 14 1 2 12 2 12.. ...d K K d K K K d K d K+ + = + + + + −  

              

1 2. n nK+

( )2 1 2 12d Ric e d K= − , 

( )
 

( )2 23 24 2... ...n nd K K K d K K K d K d K+ + + = + + + + −  2 23 24 2 2 12 2 12

( )2 2 2               12 , d Ric e d K= −

 

( ) ( )3 345... 3 345... 3 12 13 1 3 12 13 1... ...n n nd d d K K K d K K Kτ τ= + + + + − + + +  n

                ( ) ( )3 23 24 2 3 23 24 2... ...n nd K K K d K K K+ + + + − + + +  

             ( ) ( )3 3 1 3 23 24 2 3 12 3 12... nd d Ric e d K K K d K d Kτ= − − + + + + −  

             ( ) ( )( )3 3 1 2 3d d Ric e Ric e d Kτ= − + +  12

ıl ladığımızda (2.3.30) eşitliği bulunur.  

 

bağınt arından yararlanarak, bu d  denklemi top1

 ve , 

 

2d 3d

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )(

1 2 1 2 3 2

1 2 3 3 1 1
2

  
)

zere, 3 ! ! !... ! 3 !,

2 ! ! !... ! 4 ! 1 2 3

k

k

k j j
j

n n n n d n

n n n n d n n n n n
=

− = −

⎛ ⎞
− = − − + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

             (2.3.31)       

 

eşitliklerini sağlar. (2.3.27) ve (2.3.31) den

2  ise 0 olmak ün d= =

, 1 2 32 0d d d− + =  olması için gerek ve yeter 

koşul 

 

)12 3 2 3 1 2 3 2
k

n n n n n n n n− − + − − + − = − −∑                (2.3.32) 

 

asıdır. (2.3.32) eşitliği, 

1 1
k

j j
j

n n n
=

− − + −∑                          

ysa bu eşitliğin gerçeklenmesi imkansızdır. Böylece (2.3.30) ve 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )(1 1
2

j j
j=

olm

 

( )0 n n n= − ( ) ( )1 1
2

 

eşitliğine eşdeğerdir. O
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nM  nin Einstein uzayı olduğu hipotezinden, nM  nin bir Riemann uzay formu olduğunu 

elde ederiz.                                                                                                                                          

u kısım a, Riemann uzay formlarının keyfi dik boyutlu altmanifoldları için ve keyfi 

ir Riemann manifoldunun keyfi Riemann altmanifoldları için Chen eşitsizliklerini ve 

bu eşitsizliklerin eşitlik özel hallerini inceleyeceğiz. Aşağıdaki yardımcı teorem, Chen 

 için oldukça büyük bir önem teşkil etmekted

ardımcı Teorem 2.4.1.[13] 

2.4. CHEN EŞİTSİZLİKLERİ 

B d

b

eşitsizlikleri ir: 

1,..., ,na a η , 1n+  ( )2n ≥Y  reel sayı olsun, öyle ki 

1

1
n

i
i

a

 

 
1

i
i

a n( )
2

2
n

η
=

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

=

⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                       (2.4.1) 

şitliği sağlansın. O takdirde 

⎛

 

1 22a a η≥e  dır

 olm sı halinde gerçeklenir. 

şey uğunu 

varsayabiliriz. (2.4.1) den, 

 

1 1

2
n

i n i i n n
i i

a a a a a a
− − −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

                      

 ve eşitlik ancak ve ancak 1 2 3a a a+ = =  

... ana=

Kanıtlama: 2n =  ise kanıtlanacak bir yoktur. Dolayısıyla 2n >  old

 
2 21 1 1

2
n n

 
1i=⎝

( )
1

2 2

1

1
n

i n
i

n a a η
−

=

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑   

 

olup, buradan 

 

1
2

1 1

0
n

i i
i i i

a
−

=

⎞ ⎛ ⎞− =⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑     ( ) ( )
1 1

22 2 1
n n

i nn a a a n aη
− −⎛ ⎞ ⎛− − + − +⎟ ⎜∑ ∑

2

1
n

= =
⎜
⎝

 

elde edilir. na  reel olduğundan, bu denklemin diskriminantı 0≥  dır. Dolayısıyla 
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1 1n n

ia
− − ⎤⎛ ⎞

⎥⎜ ⎟( ) ( )
2 21

2

1 1 1

2 1
n

i i
i i i

n n a aη
−

= = =

⎡⎞ ⎛ ⎞ ⎛≥ − − + −⎢⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

               

 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2

1 1

2 1 2
n n

i i
i i

n n a n aη η
− −

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑   

 

olur ki, böylece 2
n n

i ia n a( )
21 1

2

1 1i i

η
− −⎛ ⎞ ⎡ ⎤≥ − +⎜ ⎟
= =

⎢ ⎥∑ ∑  çıkar. Bir  reel sayısı için 

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

olup,  ise bu, 

⎝ ⎠ ⎣ ⎦

 

 ( )
1 1

2
1

1 1

2
n n

i i n
i i

a n a eη
− −

−
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∑ ∑                                                              (2.4.2) 

1 0ne − ≥

2

 

3n = 1 2 22a a eη η= + ≥  olmasını gerektirir. (2.4.1) den  olmak üzere, 

a a

3n =

1 22 η=  olması için gerek ve yeter koşul 2 3 1a a a= +  olmasıdır. Gerçekten, 3n =  için  

.4.1) den, 1 22a a η=  ise ( ) ( )22
3 1 2 3 1 22 0a a a a a a− + + + =  denkleminden 23 1a a a= +  (2

elde edilir. Tersine, 2  ise (2.4.1) den,  3 1a a a= + 3n =  için 1 22a a η=  elde edileceği 

çıktır.  ise aynı işleme bir kez daha devam edilerek, (2.4.2)  den, 

 
1

n n

i n
i

a a a
− −

−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

i n n
i i

a a

3n >a

 
2 21 2

1
1

i
i=

⎜ ⎟
⎝ ⎠

                           ia a
− −22 2

2
1 1

1 1

2
n n

− −
= =

⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  ⎛ ⎞= +⎜ ⎟∑

                           ( )
2

1 1
1

2
n

i n n
i

n a a eη
−

− −
=

⎛ ⎞2 2= −

2

1

0
n

i

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

bul −  reel olduğundan, bu denklemin de diskriminant dır. Buna göre 

+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

veya 

 

( ) ( )
22 2

2 2
1 1 1

1 1

3 2 2
n n

n i n n i i
i i

n a a a n e a aη
− −

− − −
= = =

⎛ ⎞−⎟ ⎜
⎝ ⎠
∑

 

1n ı 0≥unur. a
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 ( ) ( ) 1
1 1 1

3 2i n i i
i i i

a n n e a aη −
= = =

≥ − − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 22 2
2

2n n n− − −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

n n− −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∑ ∑ ∑

               ( ) ( ) ( )2 2
1 1

1 1

3 2 3n i i n
i i

n n e a n a eη η− −
= =

2 2

= − − + + − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

3n a⎞ ⎡≥ −⎟

 

 

eşitsizliğinden, 1
1 1

n n

i i n
i i

a eη
− −

−
= =

⎛ ⎤+ +⎜ ( )
22 2

2
⎢ ⎥∑ ∑  çıkar. Bir  2 0ne − ≥  reel sayısı için 

 
2− −

⎝ ⎠ ⎣ ⎦

2 2
2

1 2
1 1

3
n n

i i n n
i i

a n a e eη − −
= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑  

olur ki,  ise aynı işlemi

( ) 

 

3n >  ( )2n− -kez devam ettirmekle negatif olmayan 2 1,..., ne e −  

reel sayıları için  

 

 ( )
2

21 ,i i n ka k a e kη −
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ 1

1 1

... 2,..., 1
k k

i i

e n+ + = −                          (2.4.3) 

 

lde ederiz. Böylece özel olarak, 1 2 1 22 ...na a e eη η−= + + + ≥  elde ederiz. 1 22a a η=  ise e

o takdirde 1 2... 0ne e− = = =  ve dolayısıyla (2.4.3) ten, 

 

 ( )
2k k

2
i i

i=1 i=1

1a k a η⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

, 2,...,k n= − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑ =                                                (2.4.3- ) 

nur.  

2
k k k

i k i i k ka a a a a a
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∑ ∑ ∑  

 
k

k

 

bulu

 
2 21 1 1

2

1
 

1 1i i i= = =⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                      ( ) 2 2

1

1 i k
i

k a a
1

η
−⎛ ⎞

=

= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  
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bağıntılarından k i k i i
i

k
=

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )
21 1 1

2 2

1 1

0
k k k

i i

k a a a a aη
− − −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + + − =
1

2 2 1∑ ∑  olup, (2.4.3-

) dan 2 0

∑

k ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2

1 1 1

2 2 1 2
k k k

k i k i i
i i i

k a a a k a k aη η
− − −

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ =  veya 

2

1 1

2 2
k

k i k
i i

k a a a
−

= =

⎛ ⎞− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑( )

1 1
2 0

k

ia η
−

+ + =∑  yazılabilir. O halde ( ) 1 12 ...k kk a a a −− = + +  

çıkar ve böylece 2a  elde edilir. Tersine,  

 

3 1... na a a= = = + 1 2 3 ... na a a a+ = = =  ise 

1 22a a η=  çıkar. Gerçekten, ( )( ) ( )(2
3 12 1a n a 2 2

1 2 2a a n a+ + − +  (2.4.1) den = − +

( ) )2
32n a η− +  eşitli inden, ( ) ) ( ) ( )(ğ ( )22 2

3 1 2 1 2 31 1 2 2n a a a a a n a2 n η− =

2 1a a n

− + − + − + =  

( ) ( )2 2
3 11n a n ( )1 2 η+ −  ve buradan − − − 1 22a a η=  bulunur.                               

en Eşitsizlikleri ve Eşitlik  Özel Halleri

u bölümde, keyfi dik boyutlu Riemann manifoldlarının Riemann uzay formlarına  

elerini inceleyeceğiz. 

Teorem 2.4.2.[32]

 

2.4.1. Riemann Uzay Formları İçin Ch  

B

izometrik dahil edilm

 nM , sabit  kesit eğrilikli bir c ( )mR c  Riemann manifoldunun bir 

anifoldu olsun. Eğer τ  skaler eğriliği, bir np M∈altm  noktasında 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )(sırasıyla 2 2τ > )

2

2

2 2 2 1

2 1

n h n n c

n h n n c

τ ≥ − + − −

− + − −
               (2.4.4) 

 

şitsizliğini sağlarsa o takdirde p  de nMe  ni  

) dır. 

n kesit eğrilikleri negatif olmayan 

(sırasıyla pozitif

Kanıtlama: X  ve Y , p  de ortonormal vektörler olsun. 1e X= , 2e Y=  ve 1ne + , H  ya 

aralel olacak şekilde  nin ortonormal bir ( )mR c { }1 1,..., , ,...,n n me e e e+p  bazını seçelim. 

.2.1), (2.1.2) de göz önünde bulundurularak (2.1.28), 

 

(2

( )22 22 1n H h n n cτ = − + −                    (2.4.5) 
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şeklinde yazılabilir. O halde p  de (2.4.4) ile (2.4.5) ten,  

 

( ) ( )22 2 1 2 1n H n h n c≥ − − −  ( )sırasıyla >                  (2.4.6) 

 

ulunur. una göre (2.4.6) dan, 

( )

2
2 2 2

                           sırasıyla >

n m n

c
⎧ ⎫⎛ ⎞

b B

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1 2 , 1

1 2n n n r
ii ii ij ij

i i i j r n i j

h n h h h+ + +

= ≠ = + =

≥ − + + −⎨ ⎬
⎭                 

.7

1 1 1

2 2 2 21
12 11 22 12

2

2 2 21
12

2 21
12 11 22 12

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2

m n
n n n r

m
n r r r

r n

m
n r r r r r

m m
n r r r

r n r n

h h h h c

h h h h c

h h h h h h c

h h h h c

+ + +

+

= +

+

+

= + = +

≥ + −

⎡ ⎤

⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ (2.4.7) 

                                                      

çıkar. (2.4 ) ye Yardımcı Teorem 2.4.1 uygulanarak, 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

11 22
2 , 1

2 2ij ij
i j r n i j≠ = + =

11 22 11 22 12
2r n= +
⎢ ⎥⎣ ⎦

sırasıyla( ) >

         

≥ + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + − + −

⎧ ⎫≥ − + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

              (2.4.8) 

    

elde edilir. Böylece p  de nM  nin X  ve  ile belirlenen kesit eğriliği Y

 

( ) ( ){ }2
,

m
r r

11 22 12
r n 1

rK X Y h h c= − +∑  h
+

ğriliği negatif olm if) bulunur.                    

tli E

=

 

olup, (2.4.8) den bu kesit e ayan (sırasıyla pozit

2.4.1.1. ( )1,..., kn nδ  yı İçeren Kuvve şitsizlikler 

n -boyutlu birim küre ( )1nS  in 1nE +  e izometrik dahil edilebilmesi için 2 1H =  olması 

i biliyoruz. Dolayısıyla şu soru akla gelir: gerektiğin ( )x : 1n mS E→ , n -boyutlu ( )1nS  
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birim küresinin mE  ye izometrik bir dahil edilmesi olsun. Genel olarak, 2 1H ≥  midir? 

Bu kısımda, B.Y. Chen’in [14] bu problemi d ğru kılan çok genel bir sonucu u 

verebilmek için aşağıdaki yardımcı teoremi ifade edelim: 

Yardımcı Teorem 2.4.3.[14] 

o n

( )x : n mM R c→ , normalize edilmiş skaler eğriliği ρ  

olan bir nM  Riemann manifoldunun sabit c  kesit eğrilikli bir ( )mR c  reel uzay formu 

içine izom trik bir dahil edilmesi olsun. O takdirde 

 

e

 
2H c≥ −                                                                                                     ρ (2.4.9) 

      

i sağlanır. Bir 

 

eşitsizliğ np M∈  noktasında eşitliğin gerçeklenmesi için gerek ve yeter 

koşul  nin tümel umbilik bir nokta olmasıdır. 

, ortalama eğrilik vektörüne paralel olacak şekilde ve e e , 

p

Kanıtlama: e 1n+ 1 n 1n,....., A +  

köşegenleştirecek şekilde, şekil operatörünün matrisini p  de ( )mR c  nin ortonormal bir 

{ }1 1,..., , ,...,n n me e e e+  bazını seçelim. Bu durumda 

0 0
0 0

,

0 0

r r

a
a

A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=

…
…

     

ir. Herhangi bir n  için (2.1.2) ve (2.1.21) den, 

 

 

( )

1

2
1

1

,  0,  2,...,

n

n

n

r ij ii
i

A h h r n m

+

=

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = = +∑

…
                                                           (2.4.10)   

 

d (1 )i i≤ ≤

 

( ) ( ) ( )21 1

2
, 1

m m
n n r r r

i i ii jj
j i r n j i 2

ii jj ji
r n j i

Ric h h h
= + ≠

= − + + − ∑ ∑  

                             

e e n c h h+ +

≠ = + ≠
∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( )2 2

2 2
i j ii ji

j i r n r n j i≠ = + = + ≠

1
m m

r rn c a a h h= − + − −∑ ∑ ∑ ∑  

         

 

ve böylece 
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( ) ( ) ( )2

2 1
, 1

m n
r

i i i j ji
j i r n j

Ric e e n c a a h
≠ = + =

= − + −∑ ∑ ∑    

de bulundurularak, (2.1.2) den 

                      

bulunur. Buna göre (2.2.1) göz önün

 

( ) ( )2

1 2 ,
2 1 2

m n
r

i j ji
i j n r n i j

n n c a a hτ
≤ < ≤ = + =

= − + −∑ ∑ ∑   
1

1 1

n n

i i
i i i

a a
≤ < ≤ = = =

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

yazılabilir. 2 2 22
n

i j ia a n H a−
2

2

1 1i j n
∑ ∑ ∑ ∑  dir. O halde      

 

( ) ( )22 2 2
n m n

r 
1 2 , 1

2 1i ij
i r n i j

n H a h n n cτ
= = + =

= + + − −∑ ∑ ∑                                            (2.4.11) 

       

çıkar. Diğer taraftan, 

21 2i j i i jn a a a= − −∑ ∑                                                         (2.4.12)

        

ir. Gerçekten, bu eşitlik 

 

 

 ( )2
a a−∑ ( )

i j i i j< <

2n =  için doğrudur. ( )1n−d  için doğru olsun. Bu durumda 

1 1
2 2

n

i i j
i j n

a a n a a a
−

≤ < ≤ −

− = − −∑ ∑ ∑  

 

( ) ( )
12 2 

1 1 1
i j

i j n i≤ < ≤ − =

 

dir. O halde  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 1

1 1

...i j i j n n n n
i j n i j n

a a a a a a a a a a−
≤ < ≤ ≤ < ≤

− = − + − + − + + −∑ ∑  
1−

 
1 1 1

2
n

i
i i j n

n a
−

= ≤ < ≤ −

= − ∑           2 2 2
1 2 12 ...i j na a a a a −− + + + + +∑  

                ( )

 ( )
1

2

( )2
1 2 1 nn a a a a a a a−− − + + +                              1 2 ...n n n n
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( ) 2                                    
1 1i i j n= ≤ < ≤

1 2
n

i i jn a a a= − −∑ ∑  

 

elde edilir ki, böylece (2.4.12) eşitliğinin geçerli olduğu gösterilmiş olur. Bu sayede 
2

2 n n n n

i
j

a a ⎛ ⎞−(2.4.12) den, ) 2 2 2

1 1 1 1
2j i i i j i i

i i i i j i i

n a a a a n a a
< = = < = =

= − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  olup, 

( )
2

22

1 1

n n

i i i j
i i i j

a n a a a
= = <

⎛ ⎞

(

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  eşitliğinden, ( )22 2 2 2

1

n

i i j i
i i j i

n H n a a a n a
= <

= − − ≤∑ ∑ ∑  

1

n

i=

 ( ) ( )

veya 2 2
inH a≤∑  bulunur. Bu, (2.4.11) ile birle

 

ştirilirse 

( )22

2 , 1
1 2 1

m n
r

r n i j

n n H n n c hτ
= + =

− ≥ − − + ∑ ∑                                               (2.4.13)  

      

ij

 

ve (2.2.1), (2.1.3) ve (2.1.31), (2.4.13) te kullanılarak, (2.4.9) eşitsizliği elde edilir. 

(2.4.9) un eşitlik hali bir np M∈

izliğinin e

 noktasında gerçeklensin. O takdirde bu eşitsizliği elde 

ettiğimiz (2.4.13) eşits şitlik halinden, , 1,...,i j n=  ve 2,...,r n= + m  için 

ıkar. Ayrıca 0r
ijh =  sonucu ç 2H cρ= −  eşitliğ ırsak, (2.1.31) ve 

 

inde bu sonucu kullan

(2.1.21) den,

 

 
( ) ( ) ( )22 1 1 2

1

m n
rH n n c a a h c

n n
⎡

= − + − −⎢− ⎣
∑ ∑  

1 2 , 1
i j ij

i j n r n i j≤ < ≤ = + =

⎤
⎥
⎦

∑

lup, bu eşitlikten 

 

o

 

 
( )

2
1 2n⎛ ⎞

2
1 11i in n= ≤ <

⎜ −⎝
∑ ∑i i j

j n

a a a
n ≤

=⎟
⎠

 

 

2
2 2çıkar ki, buradan 

1
i i

in = 1

2
( 1) j

i j n

a
n n ≤ < ≤− ∑  bulunur. (2.4.12) son eşitlikte 1 n

a a=∑
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( ) ( ) ( )22 2
2 2

1

1 1 1
1

n

i i
i i i

a n a akullanılırsa, i j
jn n n= <

a
⎡ ⎤

= − − −⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  bağıntısından, 1 2a a= =  

0r
ijh = , , 1,...,i j n= , 2,...,r n m= +... na=  elde e ild ir. Bulmuş olduğumuz  ile birlikte 

 nin tümel umbilik bir nokta olduğunu ifade eder. Tersine,  tümel umbilik bir bu, p p

nokta olsun. O halde ia λ= ; 1,...,i n= , λ∈ , 0r
ijh = ; , 1,...,i j n= , 2,....,r n m= +  ve 

+ =0,  olduğu göz önüne alınarak, 1n
ij 1 i j n≤ ≠ ≤ ( )22 2

2

1H n
n

λ λ= =h  bulunur. Diğer 

raftan, (2.1.31) ve (2.1.21) den, ta

 

 
( ) ( ) ( )

, 1

1 n m n
r
ij

n i j

n n c a hρ
+ =

⎡ ⎤
= − + −

2

1 2
1

1 i j
i j i r

a
n n = ≠ =

⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∑ ∑

          

∑ ∑         

( ) ( )1 1
1

c n n
n n

λ λ= + −⎡ ⎤⎣ ⎦−
 

          2c λ= +  

 
2H cρ= −ve buradan da  bulunarak, (2.4.9) un eşitlik hali elde edilir.        

    

mcı Teorem 2.4.3 ü uygulayarak, bir Riemann çarpım manifoldunun bir 

 

( )mR c  Yardı

reel uzay formuna izometrik bir dahil edilmesi için ortalama eğrilik vektörünün 

zunluğunun karesine ilişkin aşağıdaki teoremi kanıtlayalım:  

orem 2.4.4.[14] 

u
1

1 ...n nnM N N= × ×  manifoldu, tane Riemann manifoldunun 

 ve bir 

 Te

m n> x : ( )n mM R c→Riemann çarpımı olsun. O takdirde bir  izometrik dahil 

etmesi için 1,...,ρ ρ , sırasıyla  nin normalize edilmiş skaler eğriliği olmak 1
1 ,...,n nN N

üzere, 

 
2

2 
1 nα=

nH cα
αρ

⎛ ⎞≥ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                                                                                  (2.4.14)

       

eşitsizliği geçerlidir. 
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Kanıtlama: { }1 ,..., ne eα α , 
α

nN α
α  için ortonormal bir baz olsun. Bu durumda  

{ }1

1 1
1 1,..., ,..., ,...,n ne e e e  yi nM  nin ortonormal bir bazı olarak alabiliriz. h , ( )mR c  deki 

nM  nin ikinci temel formu olsun. Her { }1,...,α ∈  için 

 

( ) 
1t

,
n

t tİzh h e e
α

α α α=∑                                                                                      (2.4.15)  
=

 

olmak üzere, 

 

 nH İzh
1

α

α=
∑

bilir. 

N × ×

=                                                                                               (2.4.16)   

      

yazıla

 
1

1 ...n nN  de bir ( )1,...,p p  noktası seçelim. Her { }1,...,α ∈  için ıα , nN α
α  dan 

1N N× 1 1α α α− +
1 ...n n×  içine ,..., , , ,..., )x p p x p p1( ) (ı , nx N α= α∈ , şeklin ımlı de tan

nkapsama (inclusion) dönüşümü olsun. x xoıα α= , N α
α  dan ( )mR c  içine iz k bir 

dahil etme olsun. ı

ometri

α  kapsama dönüş mü zik izometrik ü tümel jeode bir gömme 

lduğundan, ( )x : nα → mN R cα α  dahil etmesi için nN α
α  nın ortalama eğrilik vektörü 

( )

o

H İzhα nα α=  şeklinde verilir. Böylece 
1

nH İzhα

α =

= ∑  dan 
1

nH n Hα α
α=

= ∑  olup, 

 

1

nH H
n
α

α
α =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                                                                                          (2.4.17)     

 

ı

elde edilir.  

 

 α  ve β  için nN α
α  ve nN β

β  ya tanjant olan birim vektörler, sırasıyla  (2.1.21) den, farkl

ieα  ve jeβ  olmak üzere, 
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 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,i i j j i j i jh e e h e e h e e h e e cα α β β α β α β= −                                     (2.4.18)        

 

azabiliriz. O halde y

 

( ) ( )
1 1

, , , , ,
nn βα

i i j j
i j

h e e h e e n H n H n n H Hα α β β
α α β β α β α β

= =

= =∑ ∑  

                                                       )

 

 ( ) (
1 1

, , ,
nn

i i j j
i j

h e e h e e
βα

α α β β

= =

= ∑∑    

 

eşitliklerinden ve (2.4.18) den,  

 

( ) 2
, ,

nn

n n H H h e e n n c
βα

α β= −∑∑                                               (2.4.19)  
1 1

i j
i j

α β α β α β
= =

   

lde edilir. (2.4.15)-(2.4.19) dan, 2

1 1
,

nnH H
n n

βα
α β

α β= =

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑e H  olup, 

 

( ) 22 2 2 2  
1 1 1i jα α β α β= ≠ = =

 

,
nn

i jn H n H h e e n n c
βα

α β
α α α β

≠

= + −∑ ∑∑∑ ∑                               (2.4.20) 

 2.bulunur. Diğer taraftan, Yardımcı Teorem 4.3 ten, 

 
2H cα αρ≥ −                                                                                      (2.4.21)          

   

lduğunu ve eşitliğin gerçeklenmesi halindeo  xα  nın tümel umbilik bir dahil etme 

lduğunuo  da biliyoruz. Böylece (2.4.20) ve (2.4.21) den, 

 

 ( ) 22 2 2 2 , 2
nn

n H n n c h e e n n c
βα

α β

1 1 1 1
i j

i j
α α α α β

α α α β α β= = ≠ = = <

         

ρ≥ − + −∑ ∑ ∑∑∑ ∑  

( )
2

22

1 1 1 1
,

nn

i j
i j

n n c h e e
βα

α β
α α α

α α α β

ρ
= = ≠ = =

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑∑             
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( )
22

22
2 2

1 1 1 1

1 cα αρ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟çıkar. Bu durumda 1 ,
nn

i j
i j

nH n h e e
n n n

βα
α βα

α α α β= = ≠ = =

⎛ ⎞≥ +⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑∑  

itsizli n, (2.4.14) eşitsizliği elde edilir.       

eorem 2.4.4, bazı basit karakterizasyon teoremlerini elde etmek için kullanılabilir. 

Örneğin; -boyutlu Öklid uzayındaki Riemann çarpım manifoldları için aşağıdaki 

oremi ifade  edebiliriz: 

 eş ğinde

 

T

m

te

Teorem 2.4.5.[14] 1
1 ...n nnM N N= × ×  manifoldu,  tane Riemann manifoldunun 

ls  herhangi bir  ve herhangi bir  m n> x : n mM E→  Riemann çarpımı o un. O takdirde

izometrik dahil etmesi için 

 

 
2

2

1

nH
n
α

α
α

ρ
=

⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                                                                                       (2.4.22)    

şitsizliği geçerlidir. (2.4.22) nin eşitlik durumunun özdeş olarak gerçeklenmesi için 

erek ve eter koşul  

)

               

e

g y

(1  1,...,ρ ρ  negatif olmayan sabitlerdir,  

 bileşeni bir nα -boyutlu küre olan ( )nS α
αρ  nn(2) Her bir N ın bir açık parçasına veya α

α

bir nα -boyutlu düzlem nE α  nın bir açık parçası

) Her b

na izometriktir,   

 ya bir n(3 ir x -boyutlu kürenin tümel umα α bilik bir izometrik dahil edilmesi 

veya bir nα -boyutlu düzlemin tümel jeodezik bir izometrik dahil edilmesi olmak üzere, 

x ,  tane izometrik dahil etme x : nN mEα α
α α  → ( ).., nın bir1,.α =   çarpımıdır. 

anıtlama: (2.4.22) eşitsizliği, 0c =K  olmak üzere, (2.4.14) eşitsizliğinin özel bir 

urumudur. Eğer (2.4.22) nin eşitlik durumu gerçeklenirse bu durumda (2.4.21) de 

eşitlik olup, her  dahil etmesi için ortalama eğrilik vektörünün 

zunluğunun karesi, 

d

x : n mN Eα
α α →

2Hα αρ=  yı sağlayacaktır. Böylece Yardımcı Teorem 2.4.3 ün 

4.22) nin eşitlik durumunun, her bir  nin tümel umbilik bir 

ğin ıs

u

x : n mN Eα
α α →kanıtından, (2.

izometrik dahil etme olduğunu ifade etti i biliyoruz. Dolay ıyla her bir nN α , ya cα  α

nα -boyutlu kürenin bir açık parçasına izometriktir ya da gibi pozitif kesit eğrilikli bir 
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nα -boyutlu düzlemin bir açık parçasına izometriktir [26]. Bu sayede nN α
αbir  nın 

ormalize edilmişn  αρ  skaler eğriliği, birinci durum için cα  ya veya ikinci durum için 

s ittir. E  tümel jeodezik bir dahil etme olur. Ayrıca ıfıra eş ğer ikinci durum oluşursa, xα

(2.4.22) nin eşitlik hali, X  ve Y , 1
1 ...n nnM N N= × × ım

bileşenlerine ait t

 Riemann çarp ının farklı 

anjantlar olmak üzere, (2.4.20) den  ( ), 0h X Y =  o  gerektirir. 

Gerçekten, (2.4.22) nin eşitlik halinden, 

lmasını

            

 

2 2 2

1

n H nα α
α

ρ
=

=∑  

  

dır. Diğer taraftan, (2.4.22) nin eş şitsizliğinin eşitlik 

halinden de 

itlik olması durumunda, (2.4.21) e
2Hα αρ=  olaca ndan, ğı

 

2 2 2 2

1

n H n Hα α
α=

= ∑   

 

( ) 2
bulunur. Bu durumda (2.4.20)  eş inden itliğ

1 1
i j

i jβ = =

, 0
nn

h e e
βα

α β

α ≠

=∑∑∑  çıkar ki, buradan 

( ), 0i jh e eα β = ; 1,...,i nα= ,  1,...,j nβ= , α β≠  elde edilir. Böylece çarpım manifoldları 

 dahil etmesinin, tümel umbilik ve tümel 

odezik dahil etmelerin bir çarpımının dahil etmesi olduğu çıkar. Tersi açıktır.        

eorem 2.4.5 ten aşağıdaki sonuçlar çıkar: 

.6.[14]

için Moore’un kanıtladığı bir teorem ile x

 je

 

T

 nM ,Sonuç 2.4  Ricci tensörü ( )1Ric n cg= −  ola  b  

O takdirde n

n ir Einstein manifoldu olsun.

M  nin mE  içine izometrik bir dahil edilmesi

 
2

 için 

 H c≥                                                                                                         (2.4.23)        

eşitsizliği sağlanır.  

ıtlama:

 

Kan  { }1 n,...,e e , ( )n
pT M  nin ortonormal bir bazı olmak üzere, (2.4.13) ten 
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( ) ( )22 
2 , 1

ij
r n i j

1 2 2
m n

rn n H hτ τ− ≥ + ≥∑ ∑  

 taraftan 

= + =

 
nM , Ricci tensörü ( )1Ric n cg= −yazılabilir. Diğer  olan bir Einstein 

anifoldu olduğundan, (2.2.1), (2.1.2) de dikkate alınarak, m

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22 1 , ( 1) , ... 1 ,n nn cg e e n cg e e n cg e eτ = − + − + + −  

( )1n n c= −                   

 

bulunur ki, böylece ( ) ( )21 1n n H n n c− ≥ −  eşitsizliğinden (2.4.23) elde edilir.                               

onuç 2.4.7.[14] , kesit eğriliği  sabiti olan -boyutlu bir reel uzay form  ( )kN c 0c > kS

olsun. O takdirde ( )n k n kM N c E −= ×  Riemann çarpımından  içine bir mE

( )x : n k n k mM N c E E−= × →  izometrik dahil edilmesi için 

 
2

2 kH c
n

⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                                 (2.4.24)

ır.  

Kanıtlama: 

        

eşitsizliği sağlan

{ }1 1 2 2
1 1,..., , ,...,k k ne e e e+ , ( )n

pT M  nin ortonormal bir bazı olsun. O halde 

(2.4.14), (2.1.31) ve (2.1.3) ten 

 

( )
( )2

2 12
1 2

k kkH c
n k k

−⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠
  

 

çıkar ki, böylece (2.4.24) elde edilir.                        

 

Şimdi reel uzay formların altmanifoldlarının şekil operatörü ile K  kesit eğrilik 

ındaki bir ilişkiyi ifade ederek, bir altmanifoldun başlıca dışsal 

ğişmezleri ile başlıca içsel değişmezleri arasında bir ilişki kurma probleminin başka 

ünü inceleyeceğiz. 

fonksiyonu aras

de

bir  çözüm
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 ( )x : n mM R c→ , bir nMTeorem 2.4.8.[14]  Rie anifoldunun sabit mann m c  kesit 

ğrilikli bir reel uzay form ( )mR c  içine izometrik bir dahil edilmesi olsun. Eğer nM  e

infc K≡ ≠ c  olacak şekilde bir np M∈  noktası varsa, o takdirde H ortalama 

ıml

nin 

eğrilik vektörünün tan adığı şekil operatörü; I , birim dönüşüm olmak üzere, bu 

noktada 

 

( )1
H

nA c c I
n
−

> −                                                                                      (2.4.25) 

 

eşitsizliğini gerçekler. 

Kanıtlama: nM  nin ( )mR c  nin bir altmanifoldu olduğunu kabul edelim. Eğer kesit 

ğrilikleri p ında  noktas inf K c c= >  ifadesini sağlarsa Yardımcı Teorem 2.4.3, H 

rtalama eğrilik vektörünün p de sıfırdan far  olduğunu ifade eder. Çünkü Yardımcı 

eorem 2.4.3 ten 

e

o klı
2H cρ≥ −  idi. inf K c=  olduğundan nM  nin kesit eğrilikleri ≥ c T

dir. nM  nin sabit kesit eğrilikli olması durumunda bile, 
( )

2 2 0
1

H c c
n n

cτ
≥ − = −

−
>     

oldu u görülür. , ortalama eğrilik vektörüne paralel olacak şekilde ve e e , ğ 1n+ ne 1,..., 1nA +  

şekil operatörünün matrisini (2.4.10) daki gibi köşegenleştirecek şekilde,  noktasında  p

( )mR c  nin ortonormal bir { }1 1,..., , ,...,n n me e e e+  bazını seçelim.  alalım. 

.1.3) ve (2.1.21) den,  

ij ji i ju u a a= =

(2

 

( )2

2 2

m m
r r r , 1 i j nij ij ii jj

r n r n

u c c h h h
= + = +

≥ − + −∑ ∑ ≤ ≠ ≤                                          (2.4.26) 

        

lde edilir.  

Yukarıdaki teoremde verilen koşullar altındaki 

e

 
nM  ve ( )mR c  için aşağıdaki yardımcı 

oremlere gerek duyacağız: 

 

te
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Yardımcı Teorem  2.4.9.[14]  Aşağıdaki ifadeler sağlanır: 

(1) Belirli bir { }1,..., ( )( )1iji∈ n için 
j i≠

u n c c≥ − −∑ , 

) Farklı  lar için 

(2) i j≠  için 0iju , ≠

 , ,i j k 2 1
i ij ik jka u u u −= . (3

Kanıtlama: (2.4.26) dan, 

 

 ( )( ) ( ) ( )2

2
1

m
r r r

ij
j i r n

u n c c
≠ = +

⎛ ⎞
≥ − − + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ij ii ii

j i

h h h
≠

− −∑  

                     ( )( ) ( )2

2 1
1

m n

r n

n c c
= +

= − − + ∑ ∑

 

r
ij

j

h
=

 

 

olup, 

 

( )( )1ij
j i

u∑ n c c
≠

≥ − −  

 

lde edilir ki, bu (1) i kanıtlar. (2) durum  için,e u  0ij i ju a a= =  olduğunu kabul edelim. 

ğer iaE 0=  ise o takdirde herhangi bir t i≠  için 0itu = dır. Dolayısıyla 0it
t i

u
≠

=∑  

(1) ile çelişir. (3) durumu,  eşitliğinden çıkar.                   2 2
ij ik i j k i jku u a a a a u= =  bulunur ki, bu 

       

Şimdi { }1,...,n  nin her B altkümesi iç   ile { }B 1,in ...,n  ye göre B nin tümleyenini 

öster  da elim. kS { }1,...,n  nin  elemanlı altkümelerinin sınıfı olsun.  

ımcı Teorem 2.4.10.[14]

kg

Yard  1
2
nk ⎡ ⎤≤ ≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 olacak şekildeki belirli bir  ve her k kB S∈  

için  

 

 ( ) ( )jt
j B t B

u c
∈ ∈

≥ −∑∑  n k k c−

eş

   

itsizliği sağlanır. 
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{ }1,...,B k=Kanıtlama: Genelliği kaybetmeksizin,  olduğunu kabul edelim. (2.4.26) 

an,  d

  

( ) ( ) ( )( )2

2 1 1

m k n
r r r

jt jt jj tt
j B r n j t kt B

u n k k c c h h h
∈ = + = = +∈

⎡ ⎤
≥ − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∑ ∑ ∑∑  

        

                                    )

ğıntılarından, jj tt jj
r n j t k r n j

h h h
= + = = + = + =

− = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  olup, 

 

  

çıkar. Buna göre (2.4.10) u kullanarak, 

 

 ( )( )11 22 1 1 2 2
2 1 1 2

... ...
m k n m

r r r r r r r r
jj tt kk k k k k nn

r n j t k r n

h h h h h h h h+ + + +
= + = = + = +

= + + + + + +∑ ∑ ∑ ∑  

   

 

 ( 2

11 22
2

...
m

r r r
kk

r n
h h h

= +

= − + + +∑

2
m k n m k

r r r⎛ ⎞
ba

2 1 1 2 1

 

( ) ( ) ( )
2

2
 

2 1 1 1
jt jj

j n j t k j∈ = + = = + =

m k n k
r r

jt
B rt B

u n k k c c h h
∈

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥≥ − − + + ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                ( )

∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( )n k k−

 

c c≥ −  

uluruz ki bu, iddiayı kanıtlar.              

Yardımcı Teorem 2.4.11.[14] Herhangi bir 

 b

1 i j n≤ ≠ ≤  için  dır. 

Kanıtlama:  olduğunu kabul edelim. Bu durumda Yardımcı Teorem 2.4.9 (3) 

 için, u u <  elde edilir. Genelliği kaybetmeksizin, 

0iju >

 1 0nu <

0 1 11 i n< <ten, 
2⎢ ⎥⎣ ⎦

1i in
n n+⎡ ⎤ ≤ ≤ −  

olacak şekildeki bir  için  

,..., , ,..., 0n n

u

u u u u+ <
                                                                   (2.4.27) 

        

olduğunu varsayalım. Eğer 

 

12 1 1 1,..., , ,..., 0,n n nu u u+ − >
    

1 1 1 2 n

1n= −  ise Yardımcı Teorem 2.4.9 un (1) hali ile çelişen 
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1 2n n 1... 0n nu u u −+ + + <  bulunur (Çünkü Yardımcı Teorem 2.4.9 (1) den i n=  için 

( )( )
1

1

1 0
n

ij
j

u n c c
−

=

≥ − − >∑  dır.). Böylece 1n< −  dir. Yardımcı Teorem 2.4.9 un (3) 

 ve  olmak üzere, halinden, 2 i≤ ≤ 1 1t n+ ≤ ≤ −

 

 2 0in tnu ua = >                                                                                             (2.4.28) n
itu

  

de edilir. (2.4.27) ve (2.4.28) den, 

u

      

el

 
1

1
1 1 2 1 1 1

n n n

it it in t
i t i t i t

u u u
−

= = + = = + = = +

= + +∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑   

( ) ( )
1

1 2 n 1 1 1 2 12
2 1

0 0

... ...
n

in tn
n n n

i t n

u u u u u u u u
a

−

+ +
= = +

< <

= + + + + + + +∑ ∑ +                            , 

  

[ ]
1

2 3 n 1 12 2
2 1

0 0

1 ... ...
n

in tn
n n n n n

i t n n

u u u u u u u
a a

−

+ −
= = +

< >

⎡ ⎤= + + + + +⎣ ⎦∑ ∑   

 

 ki bu, Y dı Dolayı yl

herhangi bir 

             

olup, 
1 1

0it
i t

u
= = +

<∑ ∑  elde edilir ar mcı Teorem 2.4.10 ile çelişir. sı a 
n

1 i j n≤ ≠ ≤  için                       

imdi Te lim. Yardımcı Teorem 2.4.11 den  lerin 

ısıyla 

0iju >  olduğu kanıtlanmış olur. 

 

1,..., na aŞ orem 2.4.8 in kanıtına döne

HA  şekil operatörünün matrisi pozitif tanımlıdır. aynı işaretli olduğu çıkar. Dolay

 

( )2 2
1 2 ...i i i n i i

j i
na H a a a a a a a a

≠

− = + + + − = j∑   

 

eorem 2.4.9 un (1) halinden,  

 

 olup, Yardımcı T

 

( )( )2 1i i i j
j i

na H a a a n c c
≠

− = ≥ − −∑                                                             
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elde edilir. Böylece HA  şekil operatörünün matrisi,   

 

( ) ( )

( ) ( )

1
c cH a

 

1

1

00

0 0
H

n

n
n

A
nH a c c

n

−⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
= > ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

eklinde olur ve (2.4.25) eşitsizliği elde edilir. Eğer  de ş p c c<  ise (2.4.25), benzer bir 

ir.                                                                                                                       

Uyarı 2.4.12.[14] Teorem 2.4.8 deki 

şekilde kanıtlanabil    

HA  kuvvetli bir tahmindir. Bunu aşağıdaki 

örnekten görebiliriz: 

 de,  olmak üzere, 

 

                                                                                    

      

şeklinde tanımlanan bir hiper-elipsoid düşünelim. Hiper-elipsoidin  asal 

eğrilikleri,  

 

 
1nE + 0 1a< <

2 2 2
1 2 1... 1nax x x ++ + + =

 

1,..., na a

 
( )( )

1 3a = , 
2 2

11 1

a

a a x+ −
2 ...a =

( )( )
1

2 2
1

1

1 1
na

a a x
= =

+ −
                             

       

]. Dolayısıyla 

  

 kesit eğrilik fonksiyonu, şeklindedir, [33 K

 

( )( )22
1

: 0
1 1

aK c
a a x

≥ = >
+ −

                                                                    (2.4.29)

       

  

 

eşitsizliğini sağlar. ( ) 2
11 1r a a x= + −  olmak üzere, 
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( ) ( )
3

1 11 n a naH
n r nr rr

⎛ − ⎞ + −
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

r

 

 

 

dir. Buna göre  

( )

( )

( )

2

3

2

2

1

1

1

0

0

H

a n ar
nr

a n r
A nr

a n r
nr

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

olduğundan, 

 

HA  şekil operatörünün matrisinin öz değerleri, 

  

 

( ) ( )( )( )
( )( )
( ) ( )( )

( )( )

2
1

1 32
1

1 1 1
,

1 1

a a n a a x

n a a x
κ

+ − + −
=

+ −
                                                   (2.4.30)   

2
1

2 22
1

1 1 1
...

1 1
n

a n a a x

n a a x
κ κ

+ − + −
= = =

+ −

eklinde 

 

1
H

nAş verilir. (2.4.29) ve (2.4.30) dan cI
n
−⎛ ⎞> ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ve  iken 

 

0a →

 

( )( )
2

0c
n

κ − = →  

lduğu çıkar. 

ardımc

1 32
11 1n a a x+ −

 

1n a−

o

( )mR cY ı Teorem 2.4.13.[13] nM , sabit c  kesit eğrilikli bir  Riemann 

anifoldunun -boyutlu n ( )2n ≥  bir altmanifoldu olsun. O takdirde m
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( )
( ) ( )( )
2

221inf 2 1 2
2 1

n n
K H n

n
τ

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ − − + −⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

n c                                  (2.4.31)         

         

şitliğin gerçeklen

 

 

eşitsizliği sağlanır. E mesi için gerek ve yeter koşul ( )mR c  de uygun  

1 1,..., , ,...,n n me e e e  ortonormal baz vektör alanlarına göre n
+ M  nin 

rr eA A= , 

1,...,r n ekil operatörlerinin m islerinin aşağıdaki gibi olmasıdır: m= + , ş atr

 

0 0

0 0 0

 1

0 0
0

, ;0 0 0n

a
b

A a b

0

µµ+

⎛ ⎞
⎜

⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎜
⎜ ⎟

                                (2.4.32)   

µ

⎟
⎜ ⎟

=

⎟
⎝ ⎠

                

          

 
11

0 0
0 0

, 2,..., .0 0

r r

r r

h h
h h

11 12

12

0 0

0 0 0 0

rA r n m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = +                                             (2.4.33)        

 

−

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Kanıtlama: Öncelikle, 

 

( )
( ) ( )( )
2

22
2 1

1
n n

H n n
n

δ τ
−

= − − + −
−

2 c                                                      (2.4.34)          

e 2.4.34) te

 

 

alalım. O takdirde (2.4.5) v  ( n, 

 

( ) ( )(22 2 1 1n H n h n cδ= − + − − )2                                                            (2.4.35)        

 

ulunur. ( )n
pT Mπ ⊂  bir düzlem kesit olsun. Eğer { }1 2er ,G e eπ =  { }( 1 2,  ,e eπ  

)

b

tarafından g 1neerilen uzay  ve + , H  ortalama e ü oğrultusunda olacak 

şekilde (mR c in ortonormal bir 

ğrilik vektör d

 n) { }1,..., me e  bazını seçersek, (2.4.35) ten  
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 h n h h h cδ= − + + + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑         (2.4.36)             

 2.4.1 i uygularsak, buradan 

 n r
ij ij

i j r n i j

h h cδ+ + +

≠ = + =

≥ + + −∑ ∑ ∑                                             (2.4.37)  

ıkar. Buna göre 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1 1

1 1 2 , 1

n n m n
n n n r
ii ii ij ij

i i i j r n i j

+ + +

= = ≠ = + =

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎩ ⎭

 

elde edilir. (2.4.36) eşitliğine Yardımcı Teorem

1 2

 

( ) ( )2 21 1 1
11 22

2 , 1

2 2
m n

n nh h

       

ç

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 1 1
11 22 12 1 2

2 2

2 2 2n n n n n n
ij j j

i j j

h h h h h h+ + + + + +

≠ > >

≥ + + +∑ ∑  
2

                 ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2

12 1 2  
2

, 2

2 2
m m m

r r r r
ij j j

i j

h h h h
= + >

+ + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

                  c−

 

ve dolayısıyla 

 

 22 12 12 11 22
2 2

2 2 2 2
m m

n r r r

r n r n

h h h h h h c+ + +

= + = +

− − + + ≥∑ ∑  

 ) ( )( ) ( )2 2 2 21 1 1
1 2

2 2 2 , 2

2
m

n n n r
ij j j ij

i j j r n i j

h h h h+ + +

≠ > > = + >

+ + +∑ ∑ ∑ ∑  

 

2 2 2 2r n r n r n j= + = + >

( ) ( )( )
( )211 22 11 22

2

2 2

11 22
2

2

2

m
r r r r

r n

m
r r

r n

h h h h

h h δ

= +

= +

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + +

∑

∑   

( ) ( )2 21 1 1
112 n n

( ) (

( ) ( ){ } ( )2 2 2

1 2 11 22
2 2 2

2
m m

r r r r
j j

r n j r n

h h h h δ
= + > = +

+ + + +∑ ∑ ∑  +

çta

  

 ( ) ( ){ }2

11 22 12
1

m
r r r

r n
K h h h cπ

= +

= −∑olur ki, sonu +  eşitliği kullanılarak, 
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( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( )

2 2 1m
r rK h hπ

 

21
1 2

1 2 2

2 2

11 22
2 , 2 2

2
1 1
2 2 2

2

n
j j ij

r n j i j

m m
r r r
ij

r n i j r n

h

h h h δ

δ

+

= + > ≠ >

= + > = +

+ + + +

≥

∑ ∑ ∑                                     (2.4.38)      

   

elde edilir. (2.4.34) ve (2.4.38) den, 

 

 

≥ + +∑ ∑ ∑

( ) ( )
( ) ( )( )
2

221 2 1 2
2 1

n n
K H n n c

n
δπ τ

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ = − − + −⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

 

itsizlikten de (2.4.31)  (2.4.31), eşitlik olarak gerçeklenirse o 

kdirde (2.4.37) ve (2.4.38) deki eşitsizlikler de eşitlik olur. Böylece 

 

 , 

 , 

 22 11 22... 0n m mh h h h+ = = + =  

 yi 

2

 

ve bu eş  bulunur. Eğer

ta

1 1 1
1 20; 2, 0; 2, 0; 2n n n

j j ijh j h j h i j+ + += > = > = ≠ >

1 2 0;  , 3,..., ,  2,...,r r r
j j ijh h h i j n r n m= = = = = +

2 2
11
n+ +

 

çıkar. Ayrıca ,e e1 2
1

12 0nh + =  olacak şekilde seçebiliriz. Üstelik, (2.4.37) nin eşitlik 

olması halinde, Yardımcı Teorem 2.4.1 uygulanarak, 

 

 1+

 

lde edilir. Dolayısıyla uygun bir baz için 

1 1 1
11 22 33 ...n n n n

nnh h h h+ + ++ = = =  

nMe  nin şekil operatörlerinin matrisleri 

ersine,(2.4.32) ve (2.4.33) teki gibi olur. T nM  nin şekil operatö in matrisleri  rlerin

(2.4.32) ve (2.4.33) teki gibi olsun. Her np M∈

 

 ( )( ) ( )

 için  

( ){ }inf inf n
pK p K T Mπ π= ⊂   

 

dir. Bu durumda  
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( ) ( )2 21 1r r n r
ii jj ij ijh h h h i j n+− − ≤ < ≤( )( ) 1 1

2 2

inf inf
m m

n n
ii jj

r n r n

K p c h h+ +

= + = +

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑

12
2

, c

  

                               ( ) ( )2 2
inf , ,

m m
r rc ab h h c a c b 2µ11

2r n r n

µ µ
= +

⎫+⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧= + − − + +
= +
∑ ∑  

  
= + = +

 

2.4.31) eşitsizliğinin sağ tarafı 

  

                             ( ) ( )2 2

11 12 12
2 2

m m
r r

r n
c ab h h K= + − − =∑ ∑  

çıkar. Diğer taraftan, (2.4.5) ten (

 

r n

( ) ( )
( ) (
2

221 1
n n

n H n
⎧ −⎪ − +⎨  )( )22 2 1 2

2 1
H h n n c n c

n
⎫⎪− + − − − =⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭

 ( ) ) ( ) ( )2 2 2 2
11 12

2 2

1 2 2 2
1

r r

r n r n

c n a b h h
n

µ µ
= + = +

( 2 221 12
2

m m

n
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞+ − − + + − + + =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 222 2
11 12

2 2

1 2 2 2
m m

r r

r n r n

a b b n h hµ µ
= + = +

⎧ ⎫⎡ ⎤2 1 2
2

c n a+ −⎨ ⎬
⎩ ⎭

− + − + − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

 ( ) ( )21 2c⎧ ⎫2

11 12
2 2

2 2 2
2

m m
r r

r n r n

ab h h
= + = +

+ − −
⎩ ⎭

∑ ∑

r n r n

c ab h h
= + = +
∑ ∑  

ulunur ki, bu sayede (2.4.31) in eşitlik hali gösterilmiş olur.        

  

=⎨ ⎬  

( ) ( )2 2m m
r r+ − − 11 12

2 2

 

b

 
nM , mE  Öklid uzayının n -boyutlu minimal bir  altmanifoldu ise o takdirde Yardımcı 

Teorem 2.4.13, nM  nin kesit eğrilikleri ve skaler eğriliğinin 

 

inf K τ≥                                            

 

eşitsizliğini sağladığını ifade eder. şağıdaki yardımcı teorem, inf K A τ≡  koşulunu 

sağlayan minimal bir altmanifold örneğidir: 

Yardımcı Teorem 2.4.14.[13] 2N , 2m nE − +  Öklid uzayının 2-boyutlu minimal bir 

altmanifoldu olsun. Bu durumda 2 2n nM N E −= ×  çarpım altmanifoldu, mE  nin 

inf K τ≡  koşulunu sağlayan minimal bir altmanifoldudur. 
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Bu yardımcı teorem açıktır. 

 

Her ( ) ( )1,..., kn n n∈  için  

 

(

S

( ) )
( )

2 1n n k+ − −
1,..., 2

j
k

j

n
c n n

n k n
=

+ −
∑ 
∑

, 

 

 ( ) ( ) ( )1
1

1,..., 1 1
2

k

k j j
j

b n n n n n n
=

⎛ ⎞
= −

eklindeki pozitif sabitleri göz önüne alalım. 

it

− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                                                         

 

ş

Teorem 2.4.15.[10] Sab  c  kesit eğrilikli bir ( )mR c  Riemann uzay formunun bir nM  

altmanifoldu verildiğinde, herhangi bir  ( ) ( )1,..., kn n n∈  k -lısı için 

 

( ) ( )

S

( )2
1 1 1,..., ,..., ,...,k kn n c n n H b n nδ ≤ + k c                                               (2.4.39) 

şitsizliği sağlanır. Bir 

        

 

e np M∈  noktasında (2.4.39) un eşitlik olması için gerek ve yeter 

koşul  de p nM  nin şekil operatörlerinin ma sleri aşağıdaki şekilleri alacak şekilde, 

 nin ortonormal bir 

tri

( )mR c { }1,..., me e  bazının var olmasıdır: 

 

, bir birim matris ve her bir  r
jA , I

 

( ) ( )1 ...r r
k rİz A İz A µ= = =                                                                            (2.4.40) 

        

olacak şekilde, simetrik j jn n×  tipinde bir altmatris olmak üzere, 

 

k

 

1
r

r

A

A

0

0
0

0 r Iµ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛
⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟

…

, 1,...,r n

⎞
⎟

m= + .                                                         (2.4.41)        
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Kanıtlama: Eğer   ise bu, Yardımcı Teorem 2.4.3 te yapıldı. Dolayısıyla 

olduğunu kabul edelim. 

0k = 1k ≥  
nM , ( )mR c  Riemann uzay formunun bir altmanifoldu ve 

( ) ( )1,..., kn n S n∈  olsun. 

 

 ( ) ( )2
2

1
2 1 jn n k n

n n c H
n k n

η τ
+ − −

= − − −
+ − j

∑
∑

                                              (2.4.42)

        

alal ılırsa, jn k nγ = + −∑ım. Bu durumda (2.4.5), (2.4.42) de yaz  olmak üzere, 

 

 

( )22 2n H hγ η= + , jn k nγ = + −∑                                                         (2.4.43)        

 

L L , bulunur. 1 k,..., ( )n
pT M  nin 1,...,j k=  için j jboy L n=  olacak şekilde ikişer ikişer 

lsun.  de  p { }1 1 1... 1 ...,...,
j jj n n n n 1,...,j k=L Ger e e
−+ + + + += ,  ve 1ne +ortogonal alt uzayları o  de 

 eğrilik veortalama ktörü doğrultusunda olacak şekilde ( )mR c  nin ortonormal bir 

{ }1,..., me e  bazı seçilerek, (2.4.43) ten 

2n
r

i i h
⎤

 

 ( ) ( )
2

22 1
n n m

na a hγ η +⎡⎛ ⎞ ( )
1 1 2 , 1

ij ij
i i i j r n i j= = ≠ = + =⎝

       

= +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎠ ⎣ ⎦

+ +∑ ∑ ∑                               (2.4.44)

 

 Burada 

∑ ∑

elde edilir. 1n
i iia h += , 1,...,i n=  şeklinde alınmaktadır. { }1 11,...,n∆ = ,…, 

{ }1 1 1... 1,..., ...k kn n n n−∆ = + + + + + k  diyelim. 

 

1

 
1 1 23 1 ... ,n n na a a+ += + +

1 1 1

1

1 1 2 2

1 ... 1 ...

2 ... 1 1

, ... ,

..., ... ,

,...,
k k

k

n

k n n n n

k n n n

a a a

a a a

a a a aγ

−+ + + + + +

+ + + + +

= = + +

= + +

= =

                               (2.4.45)        

 

 olmak üzere, 

a a

2 21

1 1

n

i i
i i

a a
γ +

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  dir. O halde 
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( )
1 1

1 1 1

1 2
1 2

i n 2 2

2 2

1
2 2 2 2... 2 2 ... 2

k k

k ki n

a a a a a a a a a a
γ

α β
α β= ≤ < ≤

 α β β
α β α β

+

< <

= + + + + + + +∑ ∑ ∑ ∑   

  

α

olup, (2.4.44) bağıntısının  

 

( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 21

1 2 22 1
21

1 2 , 1

 1i=⎝
2

1 1 1

,
...

, ,..., ,

k k

k k

m n
n r

i ij ij
i i j r n i j

i

n

k k k

a h h
a

a a a a a a

γ

γ

α β α β α β
α β α β α β

η
γ

α β α β

+
+

+
= ≠ = + =

≤ ≠ ≤ ≠ ≠

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎢ ⎥=⎜ ⎟

⎢ ⎥⎠ − − − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∈∆ ∈∆

∑ ∑ ∑
∑

∑ ∑ ∑                    (2.4.46)  

  

değer olduğu çıkar. Yardımcı teorem 2.4.1 i (2.4.46) ya uygulamakla, 

 

∑

bağıntısına eş

 

1 1 2 2

1 1 1 2 2

1 2
2

2 2 2 ... 2
k k

k kn

a a a a a a a aα β α β α β
α β α β α β

η
≤ < ≤ < <

≥ − − − −∑ ∑ ∑  

            

bulunur. 

( ) ( )2 21

2 , 1

m n
n r
ij ij

i j r n i j

h h+

≠ = + =

+ +∑ ∑ ∑   

 

( )1na  eşitliği bu eşitsizlikte kullanılacak olursa, 1 2 1 22 2 ...a a a a= + +

 

( ) ( )

1 1 2 2

1 21 2

...
k k

k k

a a a a a a

2 21

2 , 1

1
2 2
, , 1,...,

m n
n r
ij ij

i j r n i j

j j j

h h

j k

α β α β α β
α β α β α β

η
< < <

+ + +

≥ +

∑ ∑ ∑

α β

+

< = + =

+

∈∆ =

∑ ∑ ∑                                                     (2.4.47)        

n

 

 

elde edilir. Diğer tarafta , j jboyL n= , 1,...,j k=  olmak üzere, (2.2.2) den ( )jLτ =  

( )j j
K e eα β∧∑ , 1 1 1... 1

j jα β<
...j j jn n n njα β−+ + + ≤ < ≤ lup, (2.1.3) ve (2.1.21) de ,  

 
( )

+ +  o

 

n

( ) ( )2
,

, 1,...,

r r r
j

j

L c h h h

j k

τ = + −⎜ ⎟

=

∑ ∑
1

1
2

,

j j j j j j

j j

m
j j

r n

j j

n n
α α β β α β

α β

α β
= + <

− ⎛ ⎞
⎝ ⎠

∈∆

                                (2.4.48) 
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çıkar. (2.4.47) ve (2.4.48) den,  

 

 ( ) ( ) 1 1

1 1 1
j

j j j

1
2 j j j j

j j

k k k
j j n n

n n
L c h hα α β β

α β

τ + +

<

−
= +∑ ∑ ∑ ∑  

                

                        

= = =

( )2

2 1 1 1
j j j j j j

j j j j

m k m k
r r r

r n j r n j
h h hα α β β α β

α β α β= + = < = + = <

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 
( ) ( ) ( )2 21

1 2

1 1
2 2 2

k m
j j n r

ij ij
j i j r n

n n
c hη +

= < = +

−
≥ + + +∑ ∑ ∑    

, 1

n

i j

h
=
∑

                              

bulunur. Bu eşitsizlik,  ve 

( )2

2 1 1 1
j j j j j j

j j j j

m k m k
r r r

r n j r n j
h h hα α β β α β

α β α β= + = < = + = <

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

1 2 ... k∆ = ∆ ∪∆ ∪ ∪∆ ( ) (2
1 1 ... k k )∆ = ∆ ×∆ ∪ ∪ ∆ ×∆  olmak 

üzere, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2

2 21 1

1 1 1 , ;

1 1
2 2 2j j

j j

k k k
j j n n

j
j j j

n n
L c hα β αβ

α β α β α β

ητ + +

= = = < ∉∆ ≠

−
≥ + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  h

                  

 

( ) ( ) ( )2 22

2 1 2 2 1

1 1
2 2j j j j

j j j j

m k m m k
r r

r n j r n r n j
h hα α αα α β

α α α β= + = ∈∆ = + ∉∆ = + = <

+ + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑   rh

                              ( )
( )

( )
2

22

2 2 1 1 1j j j jr n jα β α β< = + = <, ;

1
2 j j j j j j

m m k m k
r r r r

r n r n j
h h h hαβ α α β β α β

α β α β= + = + =∉∆ ≠

+ + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

şeklinde ifade edilebilir. Böylece 

 

 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

2

2k k
j

j

n
L ητ ≥ +∑ ∑

1 1 1 , ;

2
2

2 1 2

1

1 1
2 2 2

1 1
2 2

1
2 2

j j

j j

m
j r

j j r n

m k m
r r

r n j r n

k
j j

j

n
c h

h h

n n
c

αβ
α β α β

α α αα
α α

η

= = = + ∉∆ ≠

= + = ∈∆ = + ∉∆

=

−
+

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
≥ +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑

                             (2.4.49) 

        

elde edilir. (2.4.49) ve (2.4.42) den, 



 93

(( ) ( ) ) ( ) ( )2
2

1
1

1 11 1...
2 2 2

k
j j j

k
jj

n n k n n nn n
L L c H c

n k n
τ τ τ

=

+ − − −−
+ + ≥ − − +

+ −
∑ ∑∑

 

 ve dolayısıyla 

 

 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )2
2

1 11 1 k
j jn n k n n nn n

1
1

inf ...
2 2 2

j
k

jj

L L c H c
n k n

τ τ τ
=

+ + ≥ − − +
+ −

+ − − −−
       ∑ ∑∑

 

 

çıkar. (2.2.4) ve (2.2.3) eşitliklerinden de (2.4.39) elde edilir. Eğer bir  noktasında 

nir ise o takdirde (2.4.47) ve (2.4.49) daki eşitsizlikler de 

p

(2.4.39) daki eşitlik gerçekle

1 1

1 1 1

1 2
2

2 2
n

a a a aα β
α β

η
≤ < ≤

≥ − −∑   de eşitlik olur. (2.4.47), (2.4.46) dan bulunmuş olan p

( ) ( )
2 2

2 2

2 21

2 , 1

2 ... 2
k k

k k

m n
n r
ij ij

i j r n i j

a a a a h hα β α β
α β α β

+

< < ≠ = + =

− − + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  eşitsizliğinden elde edilmiştir. 

Bu nedenle (2.4.47) eşitsizliğinin eşitlik olması halinde, bu eşitsizlik de eşitlik olmalı ve 

dolayısıyla Yardımcı Teorem 2.4.1 den 1 2 3 1...a a a aγ ++ = = =  halde 

.4.45) ten,

na  olup, 

 olmalıdır. O

 
1 1 1 2 1 2 1 2 3 1 11 2 1 1 ... 1... ... ... ...

kn n n n n n n n n n na a a a a a a a
−+ + + + + + + + ++ + + = + + = + + = = +  (2

1 1... ... 1... ...
k kn n n na a+ + + + ++ = = = ( ) ( ) ( )1 1 1

2 ...n n
k nİz A İz A1 1

nİz A µ+ + +
+= = = =  ve 

( )
1 2

k

j
j

L ητ
=

= +∑   
1 ... 1 1kn n n n...a a µ+ + + += = =  bulunur. (2.4.49) un eşitlik halinden de 

( )
1

1
2

k
j j

j

n n
c

=

−
∑  olup,  

 

 

m( )
( ) ( ) ( )

2

1 2

0; , , , 1,..., ,

... 0; 2,..., ,

0; , 2,...,

r

r r r
k

r

h r n

İz A İz A İz A r n m

h r n m

αβ

αα

α β α β

α

= ∉∆ ≠ = +

= = = = = +

= ∉∆ = +

                                     (2.4.50) 

  

ıkar. Dolayısıyla (2.4.40) ve (2.4.41) elde edilir. Tersi, direkt bir hesaplamayla 

gerçekleş                                  

 

ç

   tirilebilir.                                                                          
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Teorem 2.4.16.[10] nM , n -boyutlu  bir Riemann  manifoldu olsun. Eğer 

 

( )( ) ( ) ( )( )1
1,..., 1 1 
2k j jn n p n n n n cδ > − − −∑                                           (2.4.51) 

 

olacak şekilde bir ( ) ( )1,..., kn n S n∈  k -lısı ve  np bir M∈  noktası varsa o takdirde nM , 

herhangi bir ( )mR c  Riemann uzay formuna minimal izometrik şekilde dahil edilemez. 

Özel olarak, bir ( ) ( )1,..., kn n S n∈  k -lısı için bir noktada 

 

 ) ( )1,..., 0kn pδ >                                                                                      (2.4.52) 

 

(n

ise bu durumda keyfi dik boyutlu nM  Riemann manifoldu Öklid uzay nimal 

Kanıtlama: (2.4.39) dan,  

 

ına mi

izometrik şekilde dahil edilemez. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 1

1,..., ,..., ,..., 1 1 
2k k k

 

yazılabilir. O halde ( )1,..., kc n n

j jc n n H b n n c n n n n n n cδ+ ≥ > − − −∑  

0H >  bulunur ki, buradan 2 nM  nin, herhangi bir  

Riemann uzay formuna minimal izometrik şekilde dahil edilemeyeceği çıkar. 

Özel olarak, bir 

( )mR c  

( ) ( )...,n S n∈  k -lısı i1, kn çin bir noktada  ise o  ( ) ( )1,..., 0kn n pδ >

nM  Riemann manifoldunun Öklid uzayına minimaltakdirde keyfi dik boyutlu  

izometrik şekilde dahil edilemeyece ıktır.       ği aç  

Teorem 2.4.17.[11] ( ) ( ) , sabit c  nM1,...,n kn S n∈  ve kesit eğrilikli bir ( )mR c  

Riemann uzay formuna izometrik olarak dahil edilm  -boyutlu bir Riemann  

manifoldu olsun. Bu durumda 

iş n
nM  nin  

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1

1 1ˆ ,..., 1 1
k

j
k j j

n n k n
n n H n n n n cδ

+ − − ⎛ ⎞
= + − − −

2

122 jjn k n =
⎜ ⎟

+ − ⎝ ⎠

∑ ∑        (2.4.53) 
∑
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eşitliğini özdeş olarak sağlaması için gerek ve yeter koşul nM  nin bir Riemann uzay 

formu ve dahil etmenin tümel umbilik olmasıdır. 

Kanıtlama: nM  nin bir ( )mR c  Riemann uzay formunun (2.4.53) eşitliğini sağlayan bir 

altmanifoldu olduğ eli . O takdirde (2.2.5) ve (2.2.6) dan, 

 

) ( )1 1
ˆ,..., ,...,k kn n n nδ δ=  

unu kabul ed m

ığı için 

(

 

çıkar ki, buradan (2.4.53) özdeş olarak sağland nM  nin bir -uzayı 

ğu anlaşılır

( )1,..., kS n n

oldu . Böylece . j jboy L n= , 1,...,j k=  olmak üzere, herhangi ikişer ikişer 

ortogonal k  düzlem kesit ( )1,..., ,n n
k pL T M p M⊂ ∈  için L

 

( ) ( ){ } ( )
( )

( ) ( )

2
2

1 ...
2

1 1 1
2

k
j

k

j j

n n n
L L H

n k n

n n n n c

τ τ τ
+ −

− + + =
+ −

⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟

1 jk −

1j=⎝ ⎠

∑
∑

∑
             (2.4.54) 

 

elde edilir. { }1 1,..., , ,...,n n me e e e+ ; bir p  noktasında , 1,...,jL j k= , { }1 1 1... 1 ...,...,
j jn n n ne e
−+ + + + +  

tarafından gerilecek şekilde ve 1ne +  de ortalama eğrilik vektörü doğrultusunda olacak 

e (şekild )mR c  nin ortonormal bir bazı olsun. (2.4.54) ten ve dolayısıyla Teorem 2.4.15 

ten, p  de nM  nin şekil operatörlerinin matrisleri (2.4.40) ve (2.4.41) deki gibidir. 1k =  

ve 2 2n n≤ ≤ −  alalım. Bu durumda Yardımcı Teorem 2.3.8 ve Yardımcı Teorem 

2.3.10 dan 

1

nM  nin bir Riemann uzay formu oluğu çıkar. O halde (2.4.54) ten, 

 

( )( )
( ) ( )

2
1

1

1

1 1

j j n
k

j j
j

n k n n k n
K c

n n n n

µ +

=

+ − − + −
= +

− − −

∑ ∑
∑

  

 

bulunur. Böylece bu eşitlikten yararlanılarak, 
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( ) ( )
1 1 2j j= =

1j j
j

n n
L Kτ

−
=∑ ∑  

               

k k

( ) ( )( )
( ) ( )

( )2
1

1 1

1

1 1
2 21 1

k k
j j j j n j j

k
j j

j j
j

n n n k n n k n n n
c

n n n n

µ +

= =

=

− + − − + − −
= +

− − −

1∑ ∑∑ ∑
∑

 

 

çıkar. Aynı ifade, (2.4.48) den de 1n
i iia h += ; 1,...,i n=  olmak üzere, 

 

j
∑ ( )

1
jLτ

=

 
k

( ) ( )2
1

1
2 j j

k k
j j n n

n n
c h hα α β

+
−

= +∑ ∑ ∑ 1

1 1 2 1 1 1
j j j j j j j j

j j j j j j

m k m k
r r r

j j r n j r n j

h h hβ α α β β α β
α β α β α β

+

= = < = + = < = + = <

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1

j j
a aα β

β= <

− +∑  
2 2

1 1

1 1 1
2 2 j

j j j j

k k k
j j

j
j j j

n n
c n aα

α α= = ∈∆

⎛ ⎞⎛ ⎞−
⎜ ⎟= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1

1
j j j j j j

j j j

m k k m k
r r r r

r n j

h hα α β β α β
α β= + = <

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎟− −
⎟
⎠
∑ ∑ ∑  

2 1 1

1
2 j j

j j j

j
r n j j

n h hα α
α α β= + = ∈∆ = <

⎜ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( )1j jn n −

1 2

k

j

c
=

= +∑  

  ( ) ( ) ( )2 2
2

1
12

k

j n
j jn=

⎛ ⎡
⎜ 1

1 1 11
j j j j

j j j j

k

jj

n a a a a
n α β α β

α β α β

µ +
< = <

⎛ ⎞⎞⎤
⎜ ⎟⎜ ⎟− + − − − +⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎥⎦⎢⎣⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

              ( ) ( )
12 j j j j

r r

r n j
n h h

n α α β β
α β=

( )2 2

2 1

1 11
j j j j

j j j j

m k k
r r

j
j j

h hα α β β
α β= + = < <

⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠

−
⎜ ⎟∑ ∑ ∑  

  
m k

− ∑ ∑ ∑

        

∑ ∑

           ( )2

1 1
j j

j j

r

r n j
hα β

α β= + = <

  

 
( ) ( )2

2
1

1 1 1

1 11 1 1
2 2

   
2 j j

j jj j α β= <

k k k
j j j

n
j j j

n n n
c a a

n n α βµ +
= =

⎛ ⎞− −
= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

               ( ) (2 2)
1 1

1 1
j j

j j

m k m k
r r r

r n j

h h hα β
α β= + = <

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

2 12 j j j j

j jr n j jn α α β β
α β= + = <

⎜ ⎟
⎝ ⎠
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şeklinde bulunur. Bu iki ifadenin eşitliğinden, 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2
1

1

1

2 2

1 2 1

2

1 1r n= +

1 1 1
2 1 1

1 1
2 2j j j j j j

j j j j

j j

j j

k
j j j

j nk
j j

j j
j

m k
r r

j r n jj j

k
r

j

n n k n n k n
n

nn n n n

a a h h
n n

h

α β α α β β
α β α β

α β
α β

µ +
=

=

= < = + = <

= <

⎤⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟− + − − + −
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎡ ⎛

1 1k

m

− =
⎢ ⎥⎜ ⎟− − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞

− − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

∑ ∑∑
∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

              (2.4.55)      

                   

elde edilir. Böylece 

n kj

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟⎜ ⎟∑

(1) 1 2 ... kn n n j= = = =  ve 1 2n n n ... k= +

( )

+ + =  olmak üzere, 

 

( )(
( ) ( )

)
1

1

1k n − 1 1
2 1 1

j j j
j k

j j
j j

j

n k n n k n
n

nn n n n=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − − + −
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∑
∑

 

( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 1
2 1 1

j kj k kj kj k kj
k j

kj kj kj j j
⎛ ⎞− + − − + −

= −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 

0=  

 

çıkar ki, bu sayede 

 

;  , ,  1,..., ,  2,..., ,

0; ,  

j j

j

j j j

r r
j j j

r
j j j

h h j k r n m

h j

α β

α α β β

α β

;  , ,  1 ..., ,a a j k,α β= ∈∆ =

 , 1,..., ,  1,...,
j j j

j j
k r n m

α β

α β

= ∈∆ = = +

∆ =

             (2.4.56) 

 

e dolayısıyla Teorem 2.4.15 ten 

= ∈ = +

1
j j

n

j

a a
nα β
µ += = ; ,j j jα β ∈∆ ,  1,...,j k=v , 

0
j j j j

r rh hα α β β= = ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 2,...,r n m= +  elde edilir. Bununla birlikte 

(2.4.50) den ( ) 20;  , , ,  1,...,h r≠ = +r n mαβ α β α β= ∉∆  olduğunu biliyoruz. Böylece 



 98

nM  nin tümel umbilik olduğu gösterilmiş olur. Tersine, nM  nin bir Riemann uzay 

formu ve tümel umbilik olmasından elde edilen 
2

1
2

n
ij i jK K c a a c

j
µ += = + = +  

ullanılarak, ( ) ( )
2

2 1
1 2

1ˆ ,..., 1
2

n
kn n k k j c

j
µδ +⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟k
⎝ ⎠

teki eşitliğin sağ tarafının da bu ifadeye eşit olduğu çıkar ki, böylece istenen elde edilir. 

)

 bulunur. Diğer taraftan, (2.4.53) 

(2  (i)  ve (ii) 1 2 ... kn n n= = = 1 2 ... kn n n n+ + + =  olmadıkça, 

( ) ( )( )
( ) ( )1

1 1 1 0
2 1 1

k
j j j

j k
j j

j j

n n k n n k n
n

nn n n n=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +

1j=

− − + −
⎜ ⎟− >
⎜ ⎟− −

esi için 

−⎜ ⎟

∑ ∑∑
∑

 olduğundan, (2.4.55) teki 

⎝ ⎠

eşitliğin gerçeklenm 1 0nµ + =  ve (2.4.56) dan 
j j

a aα β= ; ,j j j , 1,...,j k , α β ∈∆ =

j j j j

r rh hα α β β= ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 2,...,r n m= +  ve ; 0
j j

rhα β = ,j j jα β ∈∆ , 

ı  2.4.15 ten 1,...,j k= , 1,...,r n m= +  olmalıd r. Buna göre Teorem

( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 .. 0İz A= lacağınd.n n n

kİz A İz A+ + += = =  o an, 0
j j

a aα β= = ; ,j j jα β ∈∆ , 

 ve (2.4.50) den r rh h1,...,j k= 0
j j j jα α β β= = ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 2,...,r n m= +  

çıkar. Ayrıca Teorem 2.4.15 ten, 1 2 ... k∆ = ∆ ∪∆ ∪ ∪∆ lmak üzere,  o α ∉∆ için, 

1 0naαα µ += =  bulunur. (2.4.50) den 0rhαα = ; α ∉∆ , 2,...,r n m= +  ve 

( ) ( )2
1 1 ... k k∆ = ∆ ×∆ ∪ ∪ ∆ ×∆  olmak üzere, 0rhαβ = ; ( ) 2,α β ∉∆ , α β≠ , 1,r n= +  

..., m  olduğunu biliyoruz. Böylece nM  nin tümel umbilik olduğu gösterilmiş olur. 

Tersine, nM  nin bir Riemann uzay f ndan elde edilen ormu ve tümel umbilik olması

ij i jK K c ( ) ( ) ( ),..., 1 1n n n n c
⎛ ⎞

−  bulunur. a a c= = + =  kullanılarak, 1
1

1ˆ
2

k

k j j
j

n nδ
=

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

tliğin sağ tarafından da ( ) ( )
1

1 1 1
2

k

j j
j

n n n n c
=

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑Yine, (2.4.53) teki eşi  çıkar ki, bu 

                

 

sayede istenen elde edilir.                                                                                                   
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2.4.1.2. Keyfi Dik Boyutlu Altmanifoldlar İçin Ric i E iliği ve Şekil Operatörü     

             Arasındaki Eşits

Bu kısımda ilk olarak, bir n

c ğr

izlikler 

M  Riemann manifoldu için ( )n
pT M  nin bir - düzlem 

esitinin -Einstein olma ımını ve bir 

V  

 k sı tan nM  k Riemann manifoldunun bağıl sıfır uzayı 

rü ve -Ricci eğriliği arasında kurulmuş olan kuvvetli bir 

işki sayesinde, bir altmanifoldun başlıca dışsal değişmezleri ve başlıca içsel 

eğişmezleri arasında ilişki kurma probleminin bir çözümünü inceleyeceğiz. Ayrıca bir 

Riemann uzay formunun keyfi dik boyutlu bir altmanifoldunun Ricci eğriliği ve 

rtalama rilik vektörünün uzunluğunun karesi arasında kurulmuş olan kuvvetli bir 

şkiyle de bu problemin başka bir çözüm nü göz önüne alacağız. 

Tanım 2.4.18. , bir 

olması tanımını vereceğiz [12]. Sonra, bir Riemann uzay formunun keyfi dik boyutlu bir 

altmanifoldunun şekil operatö k

il

d

o  eğ

ili ü

V nM  Riemann manifoldunun ( )n
pT M  tanjant uzayının bir  - 

üzlem kesiti olsun. Eğer  deki bütün -düzlem kesitlerinin -Ricci eğrilikleri eşit 

s i

 

in ise o, s

 ir 

erek ve yeter koşul onun bir  için -Einstein

ter im

ir -düzlem kesitinin -Einstein olduğunu kabul edelim. O takdirde bütün 2-düzlem 

kesitlerinin kesit eğrilik şittir. Buna göre her  için -Ricci eğrilikleri  birbirine 

şit olup -düzlem kesiti 

V k kd

ise o takdirde V  ye k -Ein te n’dır, denir. 

V  - düzlem kesiti -Einste abit kesit eğriliğine sahiptir. Bu durumda V  

deki bütün 2-düzlem kesitlerinin kesit eğrilikleri eşittir. (2.1.33) ten, b -düzlem 

kesitinin 2 -Einstein olması için g

2

k <  k  

olmasıdır, gös el : 

 

B   2

leri e kL k

k <  için -Einstein çıkar. Tersine, -düzlem kesiti k k <  e , 

için k -Einstein olsun. Buna göre her 1 11 ,..., , ,k k ji i i i−≤ ≤  için ji  ler 

birbirinden farklı olmak üzere, 

1 1,..., , ,k ki i i−

{ }1
,...,

k

k
i iL Ger e e=  ve { }1 1

,..., ,
k j

k
i i iL Ger e e e

−
=  olsun. 

1

k
ie X L= ∈  ve 

1

k
ie X L= ∈ duğundan,  ol

 

( )1 1 2 1 3 1 1
...k k ki i i i i i iL 1i iRic e K K K K

−
= + + + + , 

( )1 1 2 1 3 1 1
...k k ji i i i i i iL 1i iRic e K K K K

−
= + + + +  
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elde edilir ki, ( ) ( )1 1i ik kL L
Ric e Ric e=  eşitliğinden, 

1 1k ji iK Ki i=  çıka mdi de her 

1 21 ,..., , ,k t j zi i i i−≤ ≤

r. Şi

i z  ler birbi r için rinden fa klı olmak üzere, , 1 2,..., , , ,k t ji i i i i−

{ }1 2

* ,..., , ,
k t j

k
i i i iL Ger e e e e

−
=  ve { }1 2

, , , ,
k t z

k
i i i iL Ger e e e e

−
=  iki k -dü ti olsun. O 

 

... zlem kesi

halde 

( ) 1 2
...

t t t t k t ji i i i i i i i i* 2kL
Ric e K K K K

−
= + + + + , 

( )1 1 2 1 1k zi i i i iL 3 1 2 1
...

k ti i i i i iRic e K K= + +K K K
−

+ + +  

itliklerinden, i i i i i i i i i i i i i i i iK K K K K K K K= = = = = = = = =  bulunur ki, 

böylece -düzlem

 

eş
1 2 1 3 1 2 1 1 2 t j− −

 kesiti 2-Einstein olur. 

Tanım 2.4.19. Bir Riemann manifoldunun bir n

2
... ...

k t z t t k

M  a anifoldu için bir nltm p M∈  

noktasında, 

 

( ) ( ) ( ){ }için , 0n n
p p pN X T M Y T M h X= ∈ ∀ ∈ =

 

Y  

z aşeklinde tanımlanan u ay nM  nin bağıl sıfır uzayı denir. 

Teorem 2.4.20.[12] ( )x : n mM R c→ , bir nM  Riemann manifoldunun sabit c  kesit 

r

eğrilikli bir (  uzay formu içine izometrik bir dahil edilmesi olsun. O 

takdirde bir k , 2 k n≤ ≤  tamsayısı ve bi

)mR c  Riemann

 np M∈  için, 

(1) ( )k p cθ ≠  ise I , ( )nT M  nin birim dönüşümünü göstermek üzere, ortalama ep ğrilik 

vektöründeki HA  şekil operatörü,  noktasında 

 

p

( )(1n )H kA p c Iθ−
> −

n
                                                                              (2.4.57) 

şitsizliğini sağlar. 

 

e

(2) ( )k p cθ =  ise p  de 0HA ≥  dır. 
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(3) Bir ( )nX T M∈  birim vektörünün p ( )( )1
H k

nA X p c X
n

θ−
=

için g

−  eşitliğini sağlaması 

erek ve yeter koşul ( )k p cθ =  ve pX N∈  olmasıdır. 

(4) p  de ( )( )1
k

n
HA p c I

n
θ−

≡ −  olması için gerek ve yeter koşul p  nin tümel 

jeodezik bir nokta, yani  de ikinci temel formun özdeş olarak sıfır olmasıdır. 

Kanıtlama: 

p

( )n
pT M  nin ortonormal bir bazı olsun. { }1

,...,
ki ie e{ }1,...,e ne ,  tarafından 

l  kes ingerilen k -düz em it i 
1... ki iL  ile gösterelim. (2.1.33) ten, 

 

( )
{ }

1 2 1

... 2 1 2 3 2

1

1

,...

..
1 1 ... ...

...

k

i i k

k k

i i i i

L i i i i i i i
i i

i i

K K

Ric e K K K

K
−

∈

⎛ ⎞

1

1

,

.

2 2k
k

k

i

i iK

+ + +
⎜ ⎟

= + + + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +

ki i i i i i i i i i

⎝ ⎠

∑  

                                 
1 2 1 2 3 1

... ... ...
k k k

K K K K K
−2

= + + + + + + +  

 

olur ki, böy

 

( )

lece (2.2.2) den 

( )
{ }

1 ...1
1

...
,...,

1
2k i ik

k

i i L i
i i i

L Ric eτ
∈

= ∑                                                                    (2.4.58) 

 

elde e . ( ) ( )
1

...
1 ... k

i i
i i n

p Lτ
≤ < < ≤

−⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  olduğundan da 

 

dilir
2
2 k

n
k

τ
− 1

( ) ( ) ( )
( ) ( )1

11 ...2 !
ki i nn ≤ < < ≤

...

2 ! !
ki i

k n k
p Lτ τ

− −
=

− ∑                                                       (2.4.59)    

ılırsa, 

 

bulunur. O halde (2.4.59) da (2.4.58) ve (2.2.8) kullan

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1

...
1 ...

2 ! !
2 ! k

k

i i
i i n

k n k
p L

n
τ τ

≤ < < ≤

− −
=

− ∑  

                     ( ) ( )
( ) ( )

{ }
...1

! 1
2 ! 2 i i

1 11 ... ,...,

2 !
k

k k

L i
i i n i i i

k n k
Ric

−
= ∑ ∑ e

n ≤ < < ≤ ∈

−
−
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                     ( ( )
( )
)

{ }
( )

1 1
,1 ... ,...,

2 ! ! 1 inf
2 ! 2 kk

i
k k

iLL ei i n i i i

k n k
Ric e

n ≤ < < ≤ ∈

− −
≥

− ∑ ∑  

          ( ) (          )
( ) ( )

{ }

! 1
k

k
p

n
θ=

− ∑ ∑  
1 !k n− −

 
1 11 ... ,...,2 ! 2

k ki i n i i i≤ < < ≤ ∈

                     ( )
( ) (! !

k

k n k
pθ

−
= ∑ )

11 ...2 2 !
ki i nn ≤ < < ≤−

 

             ( )
( ) ( ) ( )! ! !

2 2 ! ! ! k

k n k n p
n k n k

θ
−

=
− −

         

 

ve dolay

 

ısıyla 

( )( ) ( )
2 k

1n n
p pτ θ≥                                                                                 (2.4.60) 

ıkar. Diğer taraftan, Yardımcı Teorem 2.4.3 ten  olup, (2.1.31), (2.1.3), 

.2.1) ve (2.4.60) tan, 

p c  

ızca 

−

 
2H cρ≥ −ç

(2

 

( )2
kH p θ≥ −( )

 

elde edilir. Bu, yaln ( )k p cθ ≤  olduğunda ( ) 0H p =  olabileceğini gösterir. 

= (1) ve (2) sağlanır. Dolayısıyla genelliği kaybetmeksizin, ( ) 0 ( ) 0H p ≠  H p  ise 

olduğunu kabul edelim.  de p 1ne + , ( )H p  ortalama eğrilik vektörü doğrultusunda 

lacak şekilde ve , 1,..., ne e HA  şekil operatörünün matrisini köşegenleştirecek şekilde 

o mal bir 

o

( )mR c  nin orton r { }1 1,..., , ,...,n n me e e e+  bazını seçelim. nM  nin şekil 

bi olsun. Böylece (2.1.3) ve (2.1.21) den, 

i j ij ij ii jj
r n r n

a a K c h h h
= + = +

= − + −∑ ∑

operatörlerinin matrisleri (2.4.10) daki gi

 

( )2

2 2

m m
r r r , 1 i j n≤ ≠ ≤                       (2.4.61) 

1) den

 

 ( )2

1 1 1 11
2 2

j j j j j

r
i 1

m m
r r

i i i i
r n r n

a a K c h h h
= + = +

= − + −∑ ∑ , ji≠  olup,  bulunur. (2.4.6
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( ) ( )2

1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1
j j j 1 j

k k m k m k
r r r

i i i i
j j r n j r n j

a a K k c h h h
= = = + = = + =

= − − + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

1 ...2

2

1 1
2 2

11 2
2 2

1

, 1 ...

k i i jk

j j

m k
r

i L i
r n j

m k
r r

i i k
r n j

Ric e k c h

h h i i

= + =

= + =

= − − +

− < < <

∑ ∑

∑ ∑
                             

 

ilir. Yine, (2.4.61) den 

j   

 

ji

 

 ve buradan 

( 21 ...ia a a+ + ) ( ) ( ) ( )

elde ed

 

( ) ( ) ( ) ( )
12...

2

1 2 1 1
2 1

... 1
n

m n
r

n L
r n j

a a a Ric e n c h
= + =

+ + = − − + ∑ ∑

ve dolayısıyla 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 ...2
2

1 2 1
2 ...

2

1
2 1

1...
2
2

1

i ik
k

n L
i i n

m n
r
j

r n j

a a a Ric e
n
k

n c h

≤ < < ≤

= + =

+ + =
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

− − +

∑

∑ ∑

                                           (2.4.62) 

 

ulunur. (2.2.8) den ( ) ( ) ( )1 kk L
k p Ricθ− ≤ X  olup, ( ) ( )

22 ...

1 1
2
2

k

k
i i n

k p
n
k

θ
≤ < < ≤

− ≤
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑   b

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) (! 2 ! 1 !

1
2 ! ! 1 ! k

n k k n
k p

n n k k
θ

− − −
−

− − −
 ( )1

1

22 ...2 i i

ki i n
...2 1

2

kLRic e

k −⎝ ⎠

∑ eşitsizliğinden )n ≤ < < ≤−⎛ ⎞
⎜ ⎟

( )
1 ...2

1 ( ) ( ) ( )
1 ...2

2

1
2 ...

11
2
2

i ik
k

k L
i i n

n p Ric
n
k

θ
≤ < < ≤

− ≤
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑  
22 ...

2
ki i n

12 i ikLRic e
n

≤
−⎛ ⎞ ∑  ve böylece e

.62) den, j   

k
≤ < < ≤

⎜ ⎟−⎝ ⎠

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 1
2 1

... 1 1
m n

r
n k

r n j

a a a n p n c hθ
= + =

+ + ≥ − − − + ∑ ∑çıkar. Buna göre (2.4



 104

 veya 

 

( ) ( ) ( )( )1 2 ... 1n ka a a n p cθ+ + ≥ − −                                                             (2.4.63) 

lde edilir ki, eşitlik ancak ve ancak  i içeren herhangi bir -düzlem kesiti  için 

 

1e k kLe

 

( )1 0kL
Ric e = 1 0r

jh = , 2,...,r n m= + , 1, 2,...,j n= ve                                (2.4.64) 

 

.4.63) eşitsizliğinden, 

olması halinde gerçeklenir.  

 

(2

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 1... 1 1n k ka a a a n p c a n pθ θ c+ + + ≥ − − + ≥ − −              (2.4.65)  

 

eşitsizlikler, 1, { }2,...,j n∈çıkar. Benzer  ile yer değiştirildiğinde de gerçeklenir. 

öylece 

 

B

( ) ( ) ( )( ) 2
1 ... 1j n k j , 1,...,j na a a n p c aθ+ + ≥ − − + =                                  (2.4.66) 

ulunur. O halde (2.4.66) dan, 

 

b

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1

1

00

0 0

k

HA H

n
k

n
p ca n

na p c
n

θ

θ

−⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
= ≥ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

 

yani 

 

( ) ( )( )1
H k

n
A p

n
θ

−
≥ − c I                                                                            (2.4.67) 
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( )n
pX T M∈çıkar. Şimdi (2.4.67) nin eşitlik halinin bir  birim vektörü için 

ğini kabul edelim. Bu durumda gerçeklendi HA  şekil operatörünün matrisinin  öz 

eğerind

n

d en en az biri ( ) ( )( )1
k

n
p c

n
θ

−
−  ye eşit olur. Genelliği kaybetmeksizin,  in 

lduğunu kabul edelim. Böylece 

 

1a

böyle bir öz değer o

( ) ( ) ( )( )1 1 ... 1n ka a a n p cθ+ + = − −                                                             (2.4.68) 

lur. Diğer taraftan, (2.4.65) ve (2.4.68) den 

 

1 0a =  ve ( )k p cθ =o  elde edilir. Ayrıca 

.4.64) ile birlikte  in  bağıl sıfır uzayında olması gerektiği çıkar. Böylece (1) ve 

(2) kanıtlanır. Üstelik bu  ün bir kısmını da kanıtlar. (3) ün kalan kısmı açıktır. Şimdi 

 1e pN

, (3)

(2

p  noktasında özdeş olarak ( )1
H k

nA c I
n

θ−
= −  ise o takdirde (3) ten dolayı, nM  nin p  

deki her tanjant vektörü  dedir. Dolayısıyla  pN p , tümel jeodezik bir noktadır. Tersine, 

ğer  tümel jeodezik bir nokta ise  noktasında p p ( )k p cθ =  ve  olur ki bu, 0HA =e

( )1
H k

nA c Iθ −  olmasını gerektirir. Böylece (4) kanıtlanır.         

orem 2.4.20 nin (2) ifadesindeki 

n
=

−özdeş olarak  

Uyarı 2.4.21.[12] Te HA  için verilen şitsizliğin 

kuvvetli olduğu açıktır.  

yarı 2.4.12 de verilen hiper-elipsoidi göz önüne alalım. Herhangi bir , için 

üzlem kesiti  ve  daki herhangi bir 

e

 

k , 2 k n≤ ≤U

herhangi bir k -d kL kL X  birim vektörü için

ındaki -Ricci eğrilikleri, 

 

 p  

knoktas

) ( ) ( )
( )( )22

1

1
1 :

1 1
( ) ( 0k

k a
p

a a x
θ

−
= >

+ −
                           (2.4.69) 

şitsizliğini sağlar. Ayrıca (2.4.69) dan ve 

kL
Ric X k≥ −

 

HA  e şekil operatörünün matrisinin (2.4.30) da 

erilen  öz değerlerinden,  1,..., nκ κ ( )1
H k

nA p I
n

θ−⎛ ⎞> ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ve  iken 0a →v
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( )
( )( )

21 0n ap
a

κ θ−
− = →1 32

11 1
kn n a x+ −

 

 

çıkar. Bu örnek, bize tekrar HA  nın (1) ifadesindeki yaklaşımının kuvvetli olduğunu 

göster

 

ir.  

eorem 2.4.20, keyfi dik boyutlu -boyutlu bir Riemann manifoldunun bütün izometrik 

dahil edilmeleri için 

n

HA  

T

şekil operatörünün matrisinin öz değerlerinin bir alt sınırını 

lde etmek için uygulanabilir. Örneğin; Teorem 2.4.20 den aşağıdaki sonuç çıkar: 

Sonuç 2.4.22.[12] 

e

x : n mM E , → -boyutlu Öklid uzayındaki keyfi dik boyuta sahip 

-boyutlu birim kürenin açık bir parçasının herhangi bir izometrik dahil edilmesi olsun. 

m

n

1n
n
−  den daha büyüktür. O takdirde HA  şekil operatörünü trisinin her öz değeri n ma

Teorem 2.4.23.[12] ( )x : n mM R c→ , nM  Riemann manifoldunun ( )mR c  Riemann 

uzay formu içine izometrik bir dahil edilmesi olsun. Bu durumda 
2 ,H H H= , ortalama eğrilik vektörünün uzunluğunun karesi ve ( )Ric X , n(1) M  nin 

X  teki Ricci eğriliği olmak üzere, 

 

( ) ( ) ( ){ }2
2

4 1H p Ric X n c
n

≥ − −                  (2.4.70) 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

(2) ( ) 0H p =  ise o takdirde p  de bir 

  

X  birim tanjan ektörünün (2.4.70) i  e tlik 

alini s ı için gerek ve yeter koşul 

t v n şi

h sağlama X  in pN  de  bulunmasıd

(3) (2.4.70) teki eşitlik halinin 

ır. 

p  deki bütün birim tanjant vektörler için özdeş olarak 

sağlanması için gerek ve yeter koşul ya p  nin tümel jeodezik bir nokta olması ya da 

=  ve 2n p  nin tümel umbilik bir nokta olmasıdır. 

Kanıtlam  tanjant vektör olsun.  de a: ( )n
pX T M∈ , p  de bir birim  1,..., ne e , p nM  ye 

njant veta  1e X=  olacak şekilde ( )mR c  nin ortonormal bir { }1 1n n m+,..., , ,...,e e e e  bazını 

seçelim. Bu durumda (2.4.5) ten, 
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( ) ( ) ( )

( )

( ) ({ })2 2

11 22

2

2 1

12 ... ...

m
r r

jj

m
r r r r r

m m

h h n n c

h h h h hτ

=
⎨ ⎬

− − −

= + + + + − − −

∑ ∑

∑
                        (2.4.71) 

yazılabilir. Ayrıca (2.1.3) ve (2.1.21) den, r
ij j

i j n r n j

K h n c
≤ < ≤ = + =

2 2 22 2
11 22

1
2 ... 2

m
r r r r

nn ij
r n i j

n H h h h hτ
+ <

⎧ ⎫
= + + + + +

⎩ ⎭
∑ ∑

1 2
ii

r n i j n= + ≤ < ≤

11
12 nn nn

r n= +

( ) ( )
1 1 2

2 2 1r r r
ij ii jj

r n i j r n i j n

h h h n n c
= + < = + ≤ < ≤

+ − − −∑ ∑ ∑ ∑

 
m n

( ) ( )2

1
2 1 2

2 2 2 1− + − =∑ ∑ ∑

c− − + + − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  olup, 

−  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

1
1 2 1 2 1 2

1 2 2 2 2 2 1
m m m n

r r r r
ii jj ij j

r n i j n r n i j n r n j

n n c h h h h n
= + ≤ < ≤ = + ≤ < ≤ = + =

− −

( ) ( ) ( ) ( )2 2

11 22
1 1 1 2

1 ... 2 2 1 1
2

m m m
r r r r r r

nn ij ii jj
r n r n i j r n i j n

h h h h h h n n c n n c
= + = + < = + ≤ < ≤

− − − + − − − ≥ − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  +

i j n r n j r n≤ < ≤ = + = = + ≤ <

 

( ) ( )2 2

1
1 2

2 2 2
m m n m

r r r r
ij j ii jj

r n i j n

h h h h
= + ≤

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  olduğundan, 
1 2 1 2

( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( )

2 2

11 11 22
1

2

1 1 2

2 2 2

1
2 1 2

2 ... ...
2

2 2 1

2 2 1
2

r r r r r
nn nn

r n
m m

r r r
ij jj

r n i j r n i j n

m n
r

ij j
i j n r n j

h h h h h

h h h n n

n H K h n c

τ

τ

= +

= + < = + ≤ < ≤

≤ < ≤ = + =

+ + + + − − −

+ − − −

− + − −

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

                  

çıka .7

2

2

4
m n

i j n

H Kτ
≤ < ≤

⎡ ⎤
≥ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑                 

 

elde ed ir. Diğer taraftan, (2.1.2) ve (2.1.21) den 1

1 m

ii c∑               (2.4.72) 

2 2≥ +

 

r. Böylece (2.4.71) ve (2.4 2) den, 

 

( ) )2 2
1

1 2

1r
ij j

r n j

n h n c
= + =

+ − −∑ ∑                         (2.4.73)(

( ) ( )1 1
1 1

1
m

r r
jj

r n j

Ric e n c h h
= + ≠

= − + ∑ ∑  il −

r
j

r n j

h
= + ≠
∑ ∑  ve (2.2.1), (2.1.3) ve (2.1.21) den, 

( )1 mn n −( )2m

12
r r
ii jj

r n i j
c h h

= + <

= + −∑ ∑τ  1
1 1
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( )2

1

m
r
ij

i j

h
= + <
∑ ∑  dir. Buna göre 1

rh h

bulunur. O halde c e  ve dolayısıyla (2.4.73) ten, 

 

( ) ( )2

1 1
2 1 2 1 1

1
m n m

r r
ij j jj

i j n r n j r n j

K h n cτ
≤ < ≤ = + = = + ≠

− + = − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )2

1 1
2 1 2

m n
r

ij j
i j n r n j

K h Ri
≤ < ≤ = + =

− + ≥∑ ∑ ∑τ

r n

( ) ( )( )2 2n H 14 1Ric e n c≥ − −                              (2.4.74) 

ıkar. 

 

1e X= , pç  de herhangi bir keyfi birim tanjant vektör olacak şekilde 

 (1) elde edilir. (2.4.74) ün eşitlik olması için gerek ve yeter koşul seçilebildiğinden

  

12 1... 0r r
nh= = =  ve 11 22 ...r r r

nnh h h= + + , 1,...,r nh m= +                           (2.4.75) 

 

lmasıdır. Gerçekten, (2.1.2) ve (2.1.21) den,  

 

1

o

( ) ( )( ) ( )2

1 11
1 1 1 1

4 1 4
m m

r r r
jj j

r n j r n j

Ric e n c h h h
= + ≠ = + ≠

⎡ ⎤
− − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑  

 

dir. Ayrıca (2.4.71), (2.2.1), (2.1.3) ve (2.1.21) den, 

 

(h−

 

1 1

m m

r n j

h
= + ≠

− −

 

lup, (2.4.74) ün eşitlik halinden ( )
1
∑  ve buradan 

( ) )2 22 2
11 22

1 1

4 ... 4
m m

r r r
nn ij

r n r n i j

n H h h hτ
= + = + <

= + − − +∑ ∑ ∑  

            ( )
1 2

4 2 1
m

r r
ii jj

r n i j n

h h n n c
= + ≤ < ≤

− − −∑ ∑  

          ( )2

11 22
1 1 1 2

4 ... 4
m m m

r r r r r r r
ii jj nn ii

r n i j r n r n i j n

h h h h h h h
= + < = + = + ≤ < ≤

= + − − − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑

r

jj

          )2

11 11 22
1

4 ...r r r r r
jj nn

r n

h h h h
= +

= + −∑ ∑ ∑  (

( )2 2

11 22 1
1 1

... 4
m m

r r r r
nn j

r n r n j

h h h h
= + = + ≠

− − − = −∑ ∑o
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11 22 ...r r r
nnh h h= + +  ve 12 1... 0r r

nh h= = = , 1,...,r n m= +  elde edilir. Tersine, 

 ve nnh h h= + +12 1... 0r r
nh h= = = 11 22 ...r r r , 1,...,r n m= +  olsun. O takdirde 

( )

 

ve 

11

 

( )2 22 2
11 11 22 11

1 1 1 1

4 ... 4
m m m

r r r r r r
jj nn

r n j r n r n

n H h h h h h h
= + ≠ = + = +

= + − − − =∑ ∑ ∑ ∑  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

1 11 1
1 1 1 1 1

4 1 4 4
m m m

r r r r
jj j

r n j r n j r n

Ric e n c h h h h
= + ≠ = + ≠ = +

⎡ ⎤
− − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

( ) ( )( )2 2
14 1n H Ric e n c= − −olup, (2.4.74) ün eşitlik hali, yani  gösterilmiş olur. 

 ise ,  bulunur. Böylece (2.4.75) ten, ,  de bağıl 

sıfır uzay  dedir. Tersine, 

 

( ) 0H p =  11 0rh = 1,...,r n m= + 1e X= p

pN 1e X=  bağıl sıfır uzayda ise  olduğundan 

ali sağlanır. 

 

tlik durumunun  deki bütün birim tanjant vektörler için özdeş 

larak gerçeklendiğini kabul edelim. Bu durumda herhangi bir  için 

                                                                                                (2.4.76) 

( ) 0H p =

(2.4.74) ün eşitlik h

Şimdi (2.4.70) in eşi p

o 1,...,r n m= +

 

0r
ijh = , i j≠

 

11 ... 2 0r r r
nn iih h h+ + − = , 1,...,i n=                                                                  (2.4.77) 

 

olur. (2 2 .77), ya .4.76) ve ( .4 p  nin tümel jeodezik bir nokta ya da  ve 2n = p  nin 

tümel umbilik bir nokta olduğunu ifade eder. Bunun tersi açıktır. Böylece (3) durumu da 

çıkar.                                                                                                                           

 

Teorem 2.4.23, keyfi dik boyutlu bazı altmanifoldlar için ortalama eğrilik vektörünün 

nin kuvvetli tahminlerini elde etmek için uygulanabilir. Örneğin; 

       

uzunluğunun karesi
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Teorem  aşağıdaki sonuç ifade edilebilir:  2.4.23 ten

Sonuç 2.4.24.[12] x : n mM E→ , keyfi dik boyutlu bir nM  Riemann manifoldunun 

klid uzayına izometrik bir dahil edilmesi olsun. O takdirde 

 

mE  

Ö

( ) ( ){ }( )2
2 maxH p Ric X X

n
≥ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 , 1n
pT M X⎛ ⎞ =         

            

eşitsizliği sağlanır. 

2.4.1.3. Chen Eşitliğini Sağlayan Bazı Özel Altmanifoldlar 

B.Y. Chen [16], üst uzayın Öklid uzayı olduğu durumda, 

 

nM  nin inf K  ve τ  içsel 

skaler değişmezleri ile mE  de nM  n  eğrilik vektörünün uzunluğu olan 

dışsal skaler değişmez 

in H ortalama

H  arasında, Yardımcı Teorem 2.4.13 te verilen temel 

eşitsizliğ

 

in özel bir durumu olan 

( )
( )

2
221inf 2

2 1
n n

K H
n

τ
⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ −⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
                                 (2.4.78) 

şitsizliğini kanıtladı. 

 

imdi temel eşitsizliğin eşitlik olması durumunda, altmanifoldun Einstein, konformal 

nn eğrilik koşullarından birini sağladığı 

ave kabul altında,  nin 

 

e

Ş

düz ve yarı-simetrik olma gibi belli başlı Riema

il mE nM  altmanifoldlarını inceleyeceğiz. Teorem 2.4.25, 

Teorem 2.4.26, Sonuç 2.4.27 ve Teorem 2.4.28 de nM , mE  nin (2.4.78) deki eşitliği 

sağlayan bir altmanifoldu olduğundan; { }1,..., ne e , nM  ye tanjant ve { }1,...,n me e+ , nM  

ye normal olacak şekilde,  de uygun bir ortonormal mE { }1 1,..., , ,...,n n me e e e+  çatısına 

göre, nM  nin şekil operatörlerinin matrislerini (2.4.32) ve (2.4.33) teki gibi alacağız. 

 

( )rs r sK K e e= ∧  Daha sonraki hesaplar için şeklinde gösterilmek üzere, (2.1.3) ve 

) den  olmak üzere , 

 

(2.1.21  , 2i j >
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( ) ( ) ( )( )2 2

12 11 22 12 11 12
1 1 2

m m m
r r r r r

r n r n r n

K h h h ab h h
= + = + = +

= − = − +∑ ∑ ∑ 
2

, 

 ( )2

1 11 1
1 1

m m
r r r

j jj j
r n r n

K h h h aµ
= + = +

= − =∑ ∑ , 

m m

n

b  (2 22 2
1 1

r r r
j jj j

r n r

K h h h )2

= + = +

= −∑ ∑

 

µ= , 

( )2 2

1 1

m m
r r r

ij ii jj ij
r n r n

K h h h µ
= + = +

= −∑ ∑  =

 

çıkar. Bundan başka, eğer i , j  ve k  ikişer ikişer farklı ise ( ), 0i j kR e e e =  dır. 

Teorem 2.4.25. [16] nM , ,  nin Chen eğitliğini sağlayan bir altmanifoldu 3n ≥ mE

olsun. O takdirde nM  nin Einstein uzayı olması için gerek ve yeter koşul nM  nin mE  

de tümel jeodezik bir n -düzlem olmasıdır. 

Kanıtlama: nM , 3n ≥ , manifoldunun Ricci eğrilikleri (2.1.2) ve (2.1.21) den, 

 

 

( ) ( ) ( )2

1 1 11 1 12
1 1

, 2
m

r r r
jj j

r n j

Ric e e h h h n a Kµ
= + ≠

⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ + , 

, 2
m

r r r
jj j( ) ( ) ( )2

2 2 22 2 12 
1 2r n j

Ric e e h h h n b Kµ⎡ ⎤= − = − +
⎦∑ ∑ , 

= + ≠
⎢ ⎥⎣

 3,i∀ ≥  

 ( ) ( ) ( )2 2

1

, 2
m

r r
i i ii jj ij

r n j i

Ric e e h h h nr µ
= + ≠

⎡ ⎤= − ⎥⎦

i

 

. 

= −⎢⎣∑ ∑ , 

    

şeklinde bulunur. Ayrıca i j≠ çin aşağıdakini yazabiliriz:  

( ), 0i jRic e e = 

 
nM  nin Einstein uzay olduğ  kabu  edelim. O takdirde ı unu l ( ) ( )1 1 2 2, ,Ric e e Ric e e=  den, 

0µ =  veya  a=b olmalıdır. 0µ =  durumunda, ( ) ( ), , 0Ric e e e e1 1 3 3Ric= =  dan, 0K12 =  

çıkar. Böylece ( ) ( )( )11 12
2

r r

r n

b h h
= +

− +∑  eşitliğinden r r

r n

ab h h
= +

= +∑  ( ) ( )( )2 2

11 12
2

2 2

12

m

K a=
m
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olup, bu bağıntıda b aµ= −  y  olursa, ( ) )2 2

2r n

ab h
= +

+  

eşitliklerinden ( ) ( )( )2 22
11 12

2

m
r r

r n
a h h

= +

− = +∑  ve buradan 0, 0a b

azılacak ( 11 12

m
r ra a hµ= − = ∑( ) ( )

= = , 0h = , 12 0rh11
r = , 

2,...,r n m= + ısıyla elde edilir. Dolay  nM  nin  tüme u gösterilm

unda 

l jeodezik olduğ iş olur. 

a b  durum= 2a b aµ = + =  ve ( ) ( )1 1 3 3, ,Ric e e Ric e e=  ten, =( ) 122n a Kµ− +  

( ) 22n µ−  olup 12K a ( )22 2n= −  bulunur. Diğer taraftan 

olduğu

( ) ( )( )2 22
12 11 12

2

m
r r

r n

K a h h
= +

= − +∑  

) ( ) ( )( )2 22
11 12

2

ndan, (2n −5 0
m

r r

r n

a h h
= +

+ + =∑  çıkar.  olduğundan, bu eşitlik 

ancak ve ancak , 

3n ≥

0a = 11 0rh = , 12 0rh = , 2,...,r n m= +  olması halinde sağlanır. Bu 

nMdurumda 0, 0b µ= =  dır. O halde  nin  de tümel jeodezik olduğu elde edilir. 

Tersine 

mE
nM , mE  de tümel jeodezik bir -düzlem olsun. O takdirde düzlemin asal 

eğrilikleri s ı ğundan, şekil operatörlerinin matrislerinin tüm bileşenleri sıfır olur. 

Böylece tüm Ricci eğrilikleri sıfır bulunur ve 

 n

ıf r oldu
nM  nin Einstein uzayı olduğu gösterilmiş 

                           

Teorem 2.4.26.[16] ,  nin Chen eşitliğini sağlayan bir altmanifoldu 

olur.                                                                                                                          

, 3nM n > mE

inf 0K =  olsun. Bu durumda nM  nin konformal düz olması için gerek ve yeter koşul 

olmasıdır. 

Kanıtlama: nM , ,  nin Chen eşitliğini sağlayan konformal düz bir  

altmanifoldu olsun. O takdirde 

3n > mE

( ), , , n
pX Y Z W T M∀ ∈  için ( ), ; , 0C X Y Z W =  dır. Buna  

göre (2.2.1), (2.1.2) de dikkate alınarak, (2.1.29), (2.1.3), (2.1.2) ve (2.1.21) den, 

 

( ){1 2 2 1 12
10 ( , ; , ) 2

2
C e e e e K n K n

n
µ= = − − +

−
 ( ) }12 122a b Kµ + + − +

                                
( )( ) ({ 12

1 2
2

K
n n

)( ) }22 1
1

n n µ+
− −

 

                                         

− −

( )
( ) 12

3
1

n
K

n
−

=
−

 

 

bulunur. O halde 3n >  lduğundan, 12 0Ko =  çıkar. Yardımcı Teorem 2.4.13 ten,  nM  
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nin Chen itliğini sağlaması durumunda, inf eş K  nın 12K  ye eşit olduğunu biliyoruz. 

Böylece inf 0K =  elde edilir. Tersine inf 0K =  olsun. Bu durumda 12 0K =  dır. , 

, ,… hesaplandığı ı bulunacağından, 

1221C

1331C 2332C , 3443C nda hep 12K  nin bir sabit kat nM  

k

Sonuç 2.4.27.[16] 

onformal düzdür.                                                                                                                     
nM , 3  nin Chen eşitliğini sağlayan bir altmanifoldu olsun. 

n

n > , mE

O takdirde M nM nin  de mE nin konharmonik düz olması için gerek ve yeter koşul 

bir n -düzlem olmasıdır. 
nM , ş3n > , mEKanıtlama:  nin Chen e itliğini sağlayan konharmonik düz bir 

altmanifoldu olsun. Bu durumda Teorem 2.3.2 den, nM  nin konformal düz ve sıfır 
m

n

skaler eğrilikli bir altmanifold olduğunu söyleyebiliriz.  nin Chen eşitliğini sağlayan E

M  altmanifoldu için (2.2.1), (2.1.2) de dikkate alınarak, (2.1.3) ve (2.1.21) den, 

( )( )122 2 2 1K n n ( ) ( ) 2
122 2 1K n n µ− = − −  2τ µ= + − −  bulunur. 2 0τ =  olduğundan, 

çıkar. nM , 3n > ,  nin  Chen eşitli ğlayan konformal düz bir altmanifoldu 

duğund rdım lınd

mE ğini sa

ol an, Teorem 2.4.26 ve Ya cı Teorem 2.4.13 göz önüne a ığında, 12 0K =  

elde edilir. O halde 0µ =  bulunur. Yine, (
2

0
m

r r

n

K ab h h= = − +∑

ğundan, 12

m
r rab h h= +∑  yazılabilir. Buna göre 

( 12

m

h h∑

( ) ( ) )2 2
 12 11 12

r= +

( ) ( )( )2 2
oldu 11

2r n= +

( ) 2a a aµ − = − =  

( ) ( ) )2 2r r+  olup, a11
2r n= +

0= , h11 0r = , 12 0rh = , 2,...,r n m= +  ve dolayısıyla 0b =  

bulunur ki, böylece nM  nin  de tümel jeodezik olduğu gösterilmiş olur. Tersine mE
nM ,  de Chen eşitliğini sağlayan bir -düzlem olsun. O takdirde düzlemin asal 

rilikleri sıfır olduğundan, şekil operatörlerinin matrislerinin tüm b ı

Buna göre  ve 

mE n

eğ ileşenleri s fır olur. 

12 0K = 2 0τ =  elde edilir. Diğer taraftan, Teorem 2.4.26 nın kanıtında da 

ade ettiğimiz gibi, , , ,… hesaplandığında hep  nin bir sabit 1221C 1331C 2332C , 3443C 12Kif

katı bulunacağından, nM  konformal düzdür. nM  konform li  

olduğundan, Teorem 2 den 

al düz ve sıfır skaler eğrilik

 2.3. nM , konharmonik düzdür.                                                               

l olarak simetrik manifoldlar, eğr ani  ile 

karakterize edilir. Daha genel olarak, yarı-simetrik bir 

 

 0R∇ =Yere ilik tensör alanının paralel oluşu, y
nM  manifoldu ise nM   nin 



 114

her , , , ,X Y U V W  tanjant vektör alanı için  

 

 
( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) (
,

, , 0

U X Y

V R X Y W) ( )( )
, . , : , , ,

, ,

R X Y R V W R X Y R U V W R R U V W

R U R X Y V W R U

= −

− − =
 

anlamına gelen  koşulu ile karakterize edilir. 

Teorem 2.4.2

 

. 0R R =
nM ,  nin Chen eşitliğini sağlayan bir altmanifoldu 3n ≥ , mE8.[16] 

nM  nin yarolsun. O takdirde ı-simetrik  olması için gerek ve yeter koşul  0aµ =  veya 

12b Kµ =  ve 0b 12a Kµ =µ =  veya  olmasıdır. 

Kanıtlama: nM , 3n ≥ , mE  nin Chen nifoldu olduğundan, 

kolay bir hesaplamayla, (2.1.21

(1) ( )( )

eşitliğini sağlayan bir altma

) den, 

( ) ( )1 3 2 3 1 12 2, . ,R e e R e e e a b K eµ µ=

(2) ( )( )

−  ve 

( ) ( )2 3 1 3 2 12 1, . ,R e e R e e e b a K eµ µ= −  

olduğu aşağıdaki şekilde bulunur: 

 

 ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 3 2 , 3 1 1 3 2 3 1 1 3 2 3 1, . , , , ,R e e R e e e R e e R e e e R R e e e e e= −  

                                                   ( )( ) ( ) ( )( )2 1 3 3 1 2 3 1 3, , , ,R e R e e e e R e e R e e e− −  1

 

 

dir. Buna göre 

( ) ( ) ( )2 3 1 2 3 1 1 1 2 3 1, , , ... , , n nR e e e R e e e e e R e e e e e= + +   

( ) (31 21 21 31 1 31 2 21 3
1 1

...
m m

r r r r r r r r
n n

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎛                              ) n= − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

bağıntılarından, 

 

 0

⎞ ⎛ ⎞

                              0=  

 

( ) ( )( )1 3 2 3 1, ,R e e R e e e = , 
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 ( ) ( ) ( )1 3 2 1 3 2 1 1 1, , , ... n3 2, , nR e e e R e e e e e R e e= + +  

( )
m

r r r r⎛

e e e

                              )11 ...
m

r r r rh h h h e h h h h e⎞ ⎛ ⎞= − + + −⎜
⎝
∑ ∑  

bağıntı rından da 

 

 

(32 12 31 1 32 1 12 3
1 1

n n n
r n r n= + = +

⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

                              0=  

 

la

( )( )1 3 2 3 1, ,R R e e e e e 0=   

 

çıkar. Ay ca rı

 

 ( ) ( ) ( )1 3 3 1 3 3 1 1 1 3 3, , , ... , , n nR e e e R e e e e e R e e e e e= + +  

                   )
r n r n

h h h h e h h h h e
= + = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

                   

( ) (33 11 13 31 1 33 1 13 3
1 1

...
m m

r r r r r r r r
n n n  

1aeµ=  

 

bulunur ki, böylece 

 

 ( )( ) ( ) ( )2 1 3 3 1 2 1 1 2 1, , , ,R e R e e e e R e ae e aR e e eµ µ= =  1

 

 

olup, 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 2 2 1 1, , , , , ... , , n nR e e e R e e e e e R e e e e e R e e e e e= + + +   

                              )⎞⎟
⎠

                      n

                              

( ) (11 21 21 11 1 11 22 21 12 2
1 1

m m
r r r r r r r r

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎛ ⎞ ⎛= − + −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑  

 ( )11 2 21 1
1

...
m

r r r r
n n

r n
h h h h e

= +

⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑            

( ) ( )( )2 2

11 12 2
2

m
r r

r n
ab h h e

= +

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 

bağıntılarından, 
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( )( ) ( ) ( )( )2 2

2 1 3 3 1 11 12
2

, ,
m

r r

r n
2R e R e e e e a ab h h eµ

= +

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑   

 

elde edilir. Yine, 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 1 3 1 1 1 1 3 1 2 2 1 3 1 3 3, , , , , , ,R e e e R e e e e e R e e e e e R e e e e e= + +  

( )1 3 1... , , n nR e e e e e+ +                                   

                              )⎞⎟
⎠

) n
⎞
⎟
⎠

( ) (31 11 11 31 1 31 12 11 32 2
1 1

m m
r r r r r r r r

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎛ ⎞ ⎛= − + −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑  

( ) (31 13 11 33 3 31 1 11 3
1 1

...
m m

r r r r r r r r
n n

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎛ ⎞ ⎛+ − + + −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑                                   

3a eµ= −                                

 

bulunur ki, böylece 

 

) ( )( ( ) ( )( ) ( )1 3 1 2 3 3 2 3 3, , ,e e e R e e a e a R e e eµ µ= − = −  

olup, 

 

2 3,R e e R

 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 3 1 1 2 3 3 2 2 2 3 3, , , , , ... , , n nR e e e R e e e e e R e e e e e R e e e e e= + + +   

                              )
m

r r r r r r

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

                                  ...
m

r r r r
n n n

r
h h h h e⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

                               

 ( ) (33 21 23 31 1 33 22 23 32 2
1 1

m
r r⎛

( )33 2 23 3
1n= +

2beµ=  

 

 

bağıntılarından, 

 

( ) ( )( ) ( )2 3 1 3 1 2,e e ,R R e e e a b eµ µ= −  
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çıkar. O ha eld  

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1 3 2 3 1 2, . ,
2 2

11 12 2
2

m
r r

r n
R e e R e e e b eµ  

                                                

a ab h h e aµ µ
= +

⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

( )12 2a b K eµ µ= −  

gösterilm  olur. Diğer taraftan, 

 

 

iş

 ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 3 1 3 2 2 3 1 3 2 2 3 1 3 2, . , , , , ,R e e R e e e R e e R e e e R R e e e e e= −  

                                                   ( )( ) ( ) ( )( )1 2 3 3 2 1 3 2 3 2, , , ,R e R e e e e R e e R e e e− −  

 

dir. Buna göre 

 

 R e( ) ( )( ) 0e R e e e2 3 1 3 2, , = , 

 , , 0R R e e e e e( )( )2 3 1 3 2 = , 

 ( )( ) ( ) ( )1 2 3 3 2 1 2 2 1 2, , , ,R e R e e e e R e be e bR e e eµ µ= =  2

olup, 

 

 

 ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 1 1 2 2, , ... , , n n2,R e e e R e e e e e R e e e e e= + +  

                               ( ) ( )22 11 12 21 1 22 1 12 2...r r r r r r r r
n n nh h h h e h h h h e⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

                               ( ) (

1 1

m m

r n r n= + = +

)( )2 2

11 12 1
2r n

h h e
= +

m
r rba⎛ ⎞= −⎜

⎝
+ ⎟

⎠
∑  

 

bağıntılarından, 

 

( )( ) ( ) ( )( )2 2

1 2 3 3 2 11 12
2

, ,
m

r r

r n
1R e R e e e e b ba h h eµ

= +

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑   
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bulunur. Ayrıca 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2 3 2 1 1 2 2 2 2 3 2 3 3, , , , , ,2 3,R e e e R e e e e e R e e e R e e e e e= + +  

                                  

e e

( )2 3 2... , , n nR e e e e e+ +  

                               ( ) ( )32 21 22 31 1 32 22 22 32 2
1 1

m m
r r r r r r r r

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

                                 )
m

r r r r r r r r
n n n

r n r n
h h h h e h h h h e

= + = +

⎛ ⎞+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

              

 ( ) (32 23 22 33 3 32 2 22 3
1 1

...
m⎛ ⎞

                 b e3µ= −  

 

bağıntılarından, 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) (1 3 2 3 2 1 3 3 1 3 3 1, , , ,R e e R e e e R e e b e b R e e e b a eµ µ µ µ= − = − = −   )
 

elde edilir ki, bu sayede 

 

 ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

2
, . ,

m
r r

r n
2 3 1 3 2 11 12 1 1R e e R e e e b ba h h e b a eµ µ µ

= +

⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

                                                ( )12 1b a K eµ µ= −  

 
gösterilmiş olur. 

 

 ise kan çı ır. Dolayısıyla ıt a kt0µ = 0µ ≠  olduğunu kabul edelim  ise (1) den 

 olduğu elde edilir. 

. 12 0K =

0ab = 0a =  olduğunu varsayalım. Bu durumda 12 0K =  dan, 

,  olduğu çıkar. Dolayısıyla 11 12 0r rh h= = 2,...,r n m= + 1nA +  dışındaki bütün şekil 

a b=  operatörlerinin matrisleri sıfır olur. Eğer 12 0K  ise o takdirde (1) ve (2) den ≠

olduğu elde edilir. Bunu (1) de değerlendirecek olursak, 
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( ) ( ) ( )( )
 

( ) ( )( )2 22
11 12 0r rh h ⎞

= + + =⎟∑

 

2 22 2 2
12 11 12

2

2

2

2 2

2

m
r r

r n

m

r n

a b K b b b h h

b b

µ µ
= +

= +

⎛ ⎞⎛ ⎞
− = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛
⎜
⎝ ⎠

∑
, 

−

dolayısıyla 0b =  elde ederiz ki, bu 0µ ≠  oluşu ile çelişir. Tersi açıktır.                          

           Bir Optimal Eşitsizlik           

itsizlik, [10] da elde edilmiştir. Şimdi bu eşitsizliğin, keyfi bir Riemann 

manifoldunun keyfi Riemann altmanifoldları in genel bir op al eşitsizliğe 

genişletilmesini inceleyeceğiz. Genel eşitsizlik; 

    

2.4.2. Keyfi Bir Riemann Manifoldunun Keyfi Riemann Altmanifoldları İçin Genel 

Sabit kesit eğriliğine sahip Riemann manifoldlarının altmanifoldları için genel bir 

optimal eş

iç tim

δ -d ğişmezini, Riemann 

tmanifoldunun ortala a eğ ilik vektörünün uzunluğunun karesini ve üst Riemann 

manifoldunun (altm n üzerinde

e

al m r

a ifold ki bir noktada altm ifoldun tanjant uzayının 

düzlem k

an

kesitlerine kısıtlanan) kesit eğrilik fonksiyonunun ma simumunu içerir. Daha 

açık olarak, bir mM  Riemann manifoldunun herhangi bir nM  altmanifoldu için, 

( )n( )max K p nM, p  de  nin pT M  tanjant uzayının 2 -düzlem kesitlerine kısıtlanan 

mM  nin kesit eğrilik fonksiyonunun maksimumunu göstermek üzere, herhangi bir 

( ) ( )1,..., kn n S n∈  k -lısı için aşağıdaki genel optimal eşitsizlik sağlanır: 

 

( ) ( ) ( )2
1 1 1,..., axn n c n,..., ,..., mk k kn H b n n Kδ ≤ + .                                     (2.4.79) 

 
Teorem 2.4.29.[1

 

nM , keyfi bir mM dunun bir altmanifoldu olsun. 5]  Riemann manifol

O takdirde , ( )max K p p  de nM  nin ( )n
pT M  tanjant uzayının -düzlem kesitlerine 

kısıtlanan

2

 mM  nin kesit eğrilik fonksiyonunun maksimumunu göstermek üzere, her bir 
np M∈  noktası ve her bir ( ) ( )1,n ∈   için a ğ eşitsizlik sağlanır: ..., kn S n -lısı şa ıdaki 

 

k

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1,..., ,..., ,..., maxk k kn n p c n n H p b n n K pδ ≤ + .                   (2.4.80) 

 
(2.4.80) eşitsizliğinin eşitlik durumunun bir np M∈  noktasında gerçeklenmesi için 
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gerek ve yeter koşul aşağıdaki iki koşulun gerçeklenmesidir: 

(a) p  noktasında mM  de nM  nin şekil operatörlerinin matrisleri (2.4.40) ve (2.4.41) 

deki gibi olacak şekilde,  de ortonormal bir p { }1,..., me e  bazının var olmasıdır. 

(b) ( )n
pT M  nin p  de 

 

k j
j

δ
=

=               (2.4.81) 

 

eşitliğini sağlayan herhangi  ikişer ikişer ortogonal  altuzayı  için 

( ) ( ),
k

n n Lτ τ−∑    1
1

,...

k 1,..., kL L

{ }1 11,...,n∆ = ,…, { }1 1 1... 1,..., ...k kn n n n−∆ = + + + + + k  olmak üzere,  olacak şekilde 

herhangi bir 

i j≠

i iα ∈∆ , j jα ∈∆  için 

 

                (2.4.82) 

ır

ıtlama:  olduğunda,  (2.4.79) eşitsizliği [17] de bulunabilir. 

( ) ( ), max
i j

K e e K pα α =  

 

olmasıd . 

Kan  0k = nM , m -boyutlu 

bir mM  Riemann manifoldunun -boyutlu bir altmanifoldu ve n p , nM  de bir nokta 

da 2h ,  ikinci temel formunun normunun karesi ve h ( )( )nolsun. Bu durum pT Mτ , 

mM  üst uzayının ( ) ( )n m
p pT M T M⊂  altuzayına, yani ( )n

pT M  nin ortonormal bir 

{ }1,..., ne e  bazı için 

 

( )( ) ( )
<

 

ye karş ık gelen skaler eğriliği olmak üzere, (2.2.1) ve (2.1.15) ten, 

,n
p i jT M K e eτ =∑  

i j

ıl p  de 

r
ij

i j r n i j r n i j

 

( ) ( ),
m m

r r
i j ii jj ( )2

1 1

p K e e h hτ = + −∑ ∑ ∑ ∑ h
< = + < = + <

∑  

 



 121

  

         ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 1 1 1 1

1,
2

m n m n m
r r r

j ii ii ij
i j r n i r n i r n i j

e h h
< = + = = + = = + <

⎡ ⎤⎛ ⎞
iK e h= + − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  ∑

                     ( )( ) ( ) ( )2 22 2

1 1 1

1 1 1
2 2 2

m n m
n r r

p ii ij
r n i r n i j

T M n H h hτ
= + = = + ≠

= + − −∑ ∑ ∑ ∑  

                     ( )( ) ( )22 2

1 , 1

1 1
2 2

m n
n r

p i
r n i j

T M n H hτ
= + =

⎛ ⎞
= + − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  j

ve böylece 

 

 

( ) ( )( )22 22 2 n
pp n H h T Mτ τ= − +                                           (2.4.83)                   

ıkar. 

 

         

ç

( ) ( ) ( )( )
2

2
1

2 2j n
p

j

n n k n
p H

n k n
η τ τ

+ − −
= − −

+ −
T M∑

∑
              (2.4.84) 

alalım. Bu durumda (2.4.83) ve (2.4.84) ten, 

 

jn k nγ = + −∑  olmak üzere, (2.4.43) 

elde edilir. 

 

p  de her bir i iα ∈∆  için 
i ie Lα ∈  olacak şekilde ortonormal bir { }1,..., me e  bazını  

elim. Bundan başka, seç 1ne +  normal vektörünü p  de ortalama eğrilik vektörü 

doğrultusunda seçelim. ( p  de ortalama eğrilik vektörü sıfır olduğunda,  i, 1ne + p  deki 

al vektör seçebiliriz.). O takdirde  için, 1 ,i j n≤ ≤ 1n
i iia h +=  herhangi bir birim norm

olmak üzere, (2.4.43) ten (2.4.44) bulunur. (2.4.45) ten, (2.4.44) ün (2.4.46) ya eşdeğer 

olduğu çıkar. Yardımcı Teorem 2.4.1 i, (2.4.46) ya uygulamakla (2.4.47) elde edilir. 

 
Diğer taraftan, (2.2.2) ve (2.1.15); ( )jLτ , mM  nin ( )n

j pL T M⊂  ye karşılık gelen 

skaler { }1,...,j k∈  için eğriliği olmak üzere, her bir 

( ) ( ) ( )2

1
j j j j j j

j j

m
r r r

j j
r n

L h h h Lα α β β α β
α β

τ
= + <

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑τ = + , ,j j jα β ∈∆                        (2.4.85)                 
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eşitliğini gerçekler. Şöyle ki; 

)   

 

lup, 

)

 

( ) ( ) ( 2

1 1

, ,
j j j j j j j j j j

m m
r r r

r n r n

K e e K e e h h hα β α β α α β β α β
= + = +

= + −∑ ∑

o

 

( ) ( ) ( 2

1 1
, ,

j j j j j j j j j j

j j j j j j j j

m m
r r r

r n r n
K e e K e e h h hα β α β α α β β α β

α β α β α β α β< < = + < = + <

= + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

eşitliğinden (2.4.85) bulunur. 1 ... k∆ = ∆ ∪ ∪∆  ve ( )1 1 ... (2 )k k∆ = ∆ ×∆ ∪ ∪ ∆ ×∆  alalım. 

.4.85) ten, 

 

j j j j

k k m k k
n n r r n

j
r n j j

L h h h h hα α β β α α β β α β
α β α β

τ + + +

= + = < = <

= + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

                           

 

lup, (2.4.47) den, 

(2

( ) ( )2
1 1 1

1 1 2 1 1
j j j j j j j j j j

j jj j α β= = <

 ( ) ( )2

2 1 1
j j

j j

m k k
r

j
r n j j

h Lα β
α β

τ
= + = < =

− +∑ ∑ ∑ ∑    

o

 

( ) ( ) ( )2 21

1 2

1
2 2

k m
n r

j ij
j i j r n i j

L hητ +

= < = + =

≥ + +∑ ∑ ∑ ∑  
, 1

n

ijh

j j

j j j j

m k k
nhα β

α β

+∑  

                              
j

j j

m k k
r

j
r n j j

h L
α β

τ
= + = < =

− +∑ ∑ ∑ ∑  

e 

 

 

                              
j j j j

r r

r n j j
h hα α β β

α β= + = < = <

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ( )2
1

2 1 1

( ) ( )2

2 1 1
jα β

 

çıkar. Buna gör
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( ) ( ) ( )
( ) 2

2 21 1

1 1 , ;

1
2 2j j

j j

k

τ∑ ∑
k

n n
j

j j
L h hα β αβ

α β α β α β

η + +

= = < ∉∆ ≠

≥ + +∑ ∑  

                  ( ) ( )2 2

2 1 2

1 1
2 2j j

j j

m k m
r r

r n j r n
h hα α αα

α α= + = ∈∆ = + ∉∆

+ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )
( ) 2

2 2

2 1 2 , ;

1
2j j

j j

m k m
r r

r n j r n
h hα β αβ

α β α β α β= + = < = + ∉∆ ≠

+ +∑                  ∑ ∑ ∑ ∑  

               

                              
1

m k k
r

j
j

h Lτ
=

− +∑ ∑ ∑ ∑  

                

eşitsizliğinde, (2.4.84) kullanılacak olursa, 

 

 ( )2
1

2 1 1
j j j j j j

j j j j

m k k
r r n

r n j j
h h hα α β β α β

α β α β

+

= + = < = <

+ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑    

( ) ( )2

2 1
j j

j jr n j
α β

α β= + = <

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

2
2

1 1 22j r n 1, ;

2

2 1

1

2
2

1

1 1
2 2

1
2

2

1

2

j j

j j

k m m k
r r

j
r n j

m k
r

j
r n j

k

j
j

k
j n

p j
jj

L h h

h L

L

n n k n
p H T M L

n k n

α α
αα β α β

αα
α

ητ

τ

η τ

τ τ τ

= + = ∈∆∉∆ ≠

= + ∉∆ =

=

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟≥ + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠

+ +

≥ +

+ − − ⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟

+ − ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑∑

    (2.4.86)             

           

elde edilir. Dolayısıyla (2.4.86) dan,  

αβ
= = +⎜

⎝

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2
2

1 1

1

2

k k
j n

j p j
j jj

n n k n
L H T M L

n k n
τ τ τ τ

= =

+ − −
− ≤ + −

+ −
∑∑ ∑∑

            (2.4.87) 

 

ıkar. (2.4.86), (2.2.3) ve (2.2.4); ç 1 k,...,L L , j jboy L n= ,  olacak şekilde 1,...,j k=

( )n
pT M  nin ikişer ikişer ortogonal bütün  altuzayları üzerinden değişecek  

şekilde, 

k
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( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 1,..., : infM n
k pn n T M Lδ τ τ= − ... kLτ+ +             (2.4.88)        

olmak üzere, 

 

 

) ( )
( ) ( )

2
2( 1,...,n nδ 1

1
,...,

2
j M

k k
j

n n k n
H n n

n k n
δ

+ − −
≤ +

+ −
∑
∑

            (2.4.89) 

eşitsizliğini gerçekler. Gerçekten, (2.4.86) dan

 

, 

 

( ) ( ){ } ( )
( ) ( )( ) ( )

2
2

1
1

1
inf ...

2

k
j n

k p
jj

n n k n
L L H T M

n k n
τ τ τ τ τ

=

+ − − ⎛ ⎞
+ + ≥ − − −⎜ ⎟

+ − ⎝ ⎠
jL∑ ∑∑

 

 

bulunur. O halde (2.2.3) ve (2.2.4) ten, 

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2
2

1
1

1
,...,

2

k
j n

k p
jj

n n k n
n n H T M L

n k n
δ τ

=

+ − −
≤ +

+ − jτ−∑ ∑∑
 

 

ıkar. 

ie∗

→

→

ç

 

( ) ( ) ( )
( )

x

x :

x :

x

n m

n m
p p

i i

M M

T M T M

e e
∗

=

 

olduğu göz önüne alınırsa, 

 

x
j

jL
L∗ =  ve ( ) ( ){ } ( ) ( )1 1inf ... ...k kL L L Lτ τ τ τ+ + ≤ + +  

yazabiliriz. Böylece 

 

) ( )
( )( ( )( ) ( )

2

1
1

1
,..

2
j

k p j
jj

n n
H L

n k n
δ τ

=

+ − −
≤ +

+ −
2.,

k
n

n k
n n T M τ−∑ ∑∑

 

                    
( )
( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

2
2

1

1
inf ...

2
j n

p k
j

n n k n
H T M L L

n k n
τ τ

+ − −
≤ + − +

+ −
τ+∑

∑
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eşitsizliklerinden ve (2.4.88) den (2.4.89) elde edilir.  ifadesinde 

ulunan 2-düzlem kesitlerinin kesit eğriliklerinin sayısı

( )( ) ( )
1

k
n

p j
j

T M Lτ τ
=

−∑

 ( ) ( )
1

11
2 2

k
j j

j

n nn n

=

−−
−∑b  dir. Bu 

esit eğriliklerinin her biri ( )max K pk  den küçük veya eşit olduğundan, (2.4.86), (2.2.3) 

ve (2.2.4) ten, 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1,..., ,..., ,..., maxk k kn n p c n n H p b n n K pδ ≤ +  

 

eşitsizliğ ani (2.4.80) bulunur. 

 

.4.80) in eşitlik halinin  noktasında gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul 

un gerçeklenmesidir: 

) (2.4.47) ve (2.4.86) daki eşitsizlikler eşitlik olur, 

(ii)

i, y

(2 p

aşağıdaki iki koşul

(i

 p  de (2.4.81) i sağlayan ( )n
pT M  nin herhangi ikişer ikişer ortogonal  altuzayı 

 için  olmak üzere, herhangi bir 

k

1,..., kL L i j≠ i iα ∈∆ , j jα ∈∆  için (2.4.82) çıkar. 

ardımcı Teorem 2.4.1, (2.4.47) ve (2.4.86) dan, (i) koşulunun gerçeklenmesi için 

gerek ve yeter koşul  de 

 

Y

 p mM  de nM  nin şekil operatörlerinin matrisleri (2.4.40) ve 

(2.4.41) koşullarını sağlayacak ş al bir ekilde, ortonorm { }1,..., me e  bazının var olmasıdır. 

erçekten, (2.4.47) nin eşitlik olması halinde Yardımcı Teorem 2.4.1 den G

1 2 3 ...a a a a 1γ ++ = = =  ve dolayıs 1 2 1... n na a a a +ıyla (2.4.45) ten 
1 2

... n na +1 1
+ + + = + + =  

1 1 1 1... 1 ... ... 1 1... ... ...
k k kn n n n n n n na a a a µ
−+ + + + + + + + += + + = = = =

1

 olduğu elde edilir. Buradan 

 içinr n= +  ( ) ( )1 1
1 1...n n

k nİz A İz A µ+ +
+= = =  ve 

1 ... 1 1...
kn n n na a µ+ + + += = =

ıkar ve böylece 

itliğini sağlayan (

 bulunur. Diğer 

taraftan, (2.4.86) nın eşitlik olması halinde de (2.4.50) ç (a) elde edilir. 

Yine, (2.4.86) nın eşitlik halinden, (2.4.81) eş )n
pT M  nin herhangi 

 altuzayı  için 

 

ikisi ortogonal k  1,..., kL L
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( ) ( )           1
1

k j
j=

,...,
k

n n Lδ τ τ= −∑  

                   
( )
( ) ( )( ) ( )

2
2

1

1

2

k
j n

p j
jj

n n k n
H T M L

n k n
τ τ

=

+ − −
= +

+ −
−∑ ∑∑

 

                   ( )(
2 jn k n n= + − +∑ ) ( )( ) ( )2

1
1

1 1
k

n
j n p j

j

k n T M Lµ τ τ+
=

− − + −∑ ∑  

 

bulunur. (2.4.80) in sağ tarafından da 

 

( ) ( ) ( ) ( )2
1,...c n 1, ,..., maxk kn H p b n n K p+  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
22 2

1
2

1

1 1 1 1 max
22

k
j j n

j j
jj

n n k n n k n
n n n n K p

nn

µ +

=

+ − − + − ⎛ ⎞
= + − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑n k+ −∑
( )( ) ( ) ( ) ( )2

1
1

1 1 1 1 max
2 2

k
j j

n j j
j

n k n n k n
n n n n K pµ +

=

+ − − + − ⎛ ⎞
            = + − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

 

çıkar. O halde (2.4.80) in eşitlik halinden, 

 

) ( )(( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 max
2

k k
n

j j j
j j

L n n n n K pτ
= =

⎛ ⎞
− = − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑   

 

olup, buradan  olmak üzere, 

pT Mτ

i j≠ i iα ∈∆ , j jα ∈∆  için ( ) ( ), max
i j

K e e K pα α =  ve 

ı lir. Tersini gerçeklemek kolaydır.                              

eorem 2.4.30.[15]

dolayıs yla  (b)  elde edi  

T  mM , kesit eğrilik fonksiyonu üstten  ile sınırlanan bir Riemann 

manifoldu olsun. Eğer 

c
nM , bir np M∈  noktasında, bir ( ) ( )1,..., kn n S n∈  k -lısı için 

(2.4.51) i sağlayacak şekilde -boyutlu bir Riemann manifoldu ise o takdirde n nM , mM  

ye minimal izometrik şekilde dahil edilemez.   

( ) ( )1,..., kn n S n∈  k -lısı için nMnSonuç 2.4.31.[15] Eğer M , bir  de bir noktada, 

.4.52) yi sağlayacak şekilde -boyutlu bir Riemann manifoldu ise bu durumda keyfi 

dik boyutlu 

(2 n
nM  Riemann manifoldu, pozitif olmayan kesit eğriliğe sahip herhangi bir 

mM  Riemann manifoldu içine minimal izometrik şekilde dahil edilemez. 
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.5. ALTMANİFOLD TEORİSİNDE ÖZEL BİR NOKTASAL EŞİTSİZLİK 

2.5.1. Noktasal Bir Eşitsizlik 

Bu kısımda, 

 

2

( )2x : n nM R c+→  nin nM , 2n ≥ , Riemann manifoldunun sabit  kesit 

) -boyutlu bir Riemann uzay formuna izometrik bir dahil edilmesi 

lduğunu kabul edeceğiz. 

 

şağıdaki üç aşikar eşitsizliği kullanacağız: 

; eşitlik ancak ve ancak 

c

eğrilikli ( 2n+

o

A

 
2 22ab a b≤ + a b=   olması halinde gerçeklenir.   (2.5.1)             

    

; eşitlik ancak ve ancak ( )2 4a b ab+ ≥ a b=  olması halinde gerçeklenir.  (2.5.2)   

a

                                 

v

  

 

( ) ( )2 2 22 ; eşitlik ancak ve ancak  olması halinde

gerçekleni

a b b a b+ ≤ + =
             (2.5.3)          

       

r.

(2.5.3) te, a A B= − e b B C= −  alalım. O takdirde 

 

( ) ( ) ( )( )

 

( )

2 2 22  dir, eşitlik ancak ve ancak

, yani  olması halinde gerçeklenir.
2

A C A B B C

A B B C B C

− ≤ − + −

− = − = +
1 A

   (2.5.4) 

 

Yardımcı Teorem 2.5.1.[18] 1,..., na a ∈  olsun ve ( )i j
i j

2
A a a

<

= −∑  tanımlansın. Bu 

durumda 

(1) ( )2
1 22

n ( )1 2
1

+A a a  dir ve eşitliğin gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul ≥ −
2

a a  

asıdır. 

(2)

3 4 ... na a a= = = =  olm

 ( ) ( ), ,  1  ve , 1,2k k n k≤ < ≤ ≠  olacak şekilde tamsayılar olsun. 
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( ) ( )2 2

2 2
n n

1 2 kA a a a a= − = −  

 

ise o takdirde  dir. 

Kanıtlama:  ise teorem açıktır. Şimdi, teoremin bir  tamsayısı için 

sağlandığını kabul edelim. Bu durumda (2.5.4) kullanılarak, 

 

1 2 3 ... na a a a= = = =

(1) içi 2n = 2n ≥n 

( ) ( )
1 2 2 2( )

n n n+

=

          

1
1 1 1

i j i j i n
i j i j i

a a a a a a +
< = < =

− = − + −∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )2 2 2n a a a a a a≥ − − + −  1 2 1 1 2 12 n n+ ++

                                ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2

1 1
2 2 2
n na a a a a a 2+

≥ − + − = −    

 

bulunur ve eğer eşitlik gerçeklenirse 13 4 ... n na a a a += = = =  ve ( )1 1
1
2na a+ = + 2a  olur. 

Tersi açıktır. Şimdi de (2) yi kanıtlayalım.  ise (1) den  çıkar. O takdirde 

 dır ve istenen elde edilir. Dolayısıyla  ve 

 ,  2k > ka a=

0A = 2> 2k =  olduğunu varsayalım.  

)  ve (1,2 ( )2,  indislerinin her ikisi için (1) uygulanarak, 

 

( )1 2
1
2

a a a= + , 

( )1 2
1
2

a a a= +  

 

0A =  bulunur. Bu iki denklemden, 1 2a a a= =  ve böylece yine, olduğu çıkar.                   

Teorem 2.5.2.[18] ( )2x : n nM R c+→  izometrik b n. Bu durumda her 

 noktasında, 

         (2.5.5) 

 

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca (2.5.5) teki eşitliğin bir 

ir dahil etme olsu

p

 
2H cρ ρ⊥≥ + −

np M∈  noktasında gerçeklenmesi 

için gerek ve yeter koşul 
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0λ µ

1

0
0 0

0 0 0

0 0 0

Aξ

µ λ
λ

λ

⎛
⎜

…

…

⎞
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…

…

,  
2

0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

Aξ

µ
µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…
…

…

 

 

lacak şekilde, tanjant uzayın ortonormal bir { }1,..., ne e  bazının ve normal uzayın o

ortonormal bir { }1 2,ξ ξ  baz ır. ının var olmasıd

ıtlama: np M∈  olsun. 1ξ  ortalama eğrilik vektörü doğrultusunda ve 2 1ξ ξ⊥Kan   

lacak şekilde seçelim. 
2

Aξ  köşegensel olacak şekilde ortonormal bir { }1,..., ne eo  bazı 

alalım. ( ), ,i j kh e e ξ = k
ijh  diyelim. 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1

1

1 1, ... , ... , ...

, ,

i i i i i i j j

i n n

A e A e e e A e e e A e e e

A e e e

ξ ξ ξ ξ

ξ

= + + + +
 

+ +

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2

2

1 1, ... , ... , ...

,

i i i i i i j j

i n n

A e A e e e A e e e A e e e

A e e e

ξ ξ ξ ξ

ξ

= + + + +
 

+ +

1.11) den, 

 

eşitlikleri ile (2.

 

( ) ( )
2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 2 2, ... ... ...i j i j i j ii ji ij jj in jnA e A e h h h h h h h h h hξ ξ = + + + + + + + , 

( ) ( )
1 iξ ξ2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2, ... ... ...j i j i j ii ji ij jj in jnA e A e h h h h h h h h h h= + + + + + + +  

elde edilir. (2.1.22)  Ricci denkleminden, 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 2

2 2
1 2, , , ,i j i j i j ii jj ij

1R e e A e A e A e A e h h hξ ξ ξ ξξ ξ⊥ = − =  −

ıkar. (2.1.12) ortalama eğrilik vektörünün tanımından, 

  

 

ç
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2 2
2 2 1 2

1 1

n n

ii ii
i i

n H h h
= =

⎛ ⎞ ⎛= +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑  ⎞

⎟
⎠

          ( ) ( ) ( )2 21 1 2 2 1 1 2 21 2
1 1ii jj ii jj ii jj ii jj

i j i j i j

nh h h h h h h h
n n< < <

⎛ ⎞
= − + − + +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

 

veya 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2n h1 1 2 2 1 1 2 21 2ii jj ii jj ii jj ii jj
i j i j i j

n H h h h n h h h h
< < <

− = − + − + +∑ ∑ ∑  

 

.31) ve (2.1.21) den, baz seçimini kullanarak, elde edilir. Böylece (2.1

 

( )( ) ( )22 11 2 ij
i j

n n c n hρ
<

− − + ∑  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1 2 2 1 2 12 2 2ii jj ii jj ij ij ij

2

i j i j

n h h h h n h h n h
< <

− + +∑ ∑ ∑  

 

azılabilir. Buradan 

= +
i j<

( )1 1 2 22 ii jj ii jj
i j

n h h h h
<

= +∑  

y

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 1 1 2 2 21 1ii jj ii jj ij
i j i j i j

n n H h h h h n n c n hρ
< < <

− = − + − + − − +∑ ∑ ∑  
212

 

bulunur. Bu sayede 

 

( )( ) ( ) ( ) (2 22 2 1 1 2 21 2ii jj ii jj ij
i j i j i j

n n H c h h h h n hρ
< < <

− − + = − + − +∑ ∑ ∑  )21

            ( ) ( )( )2 22 2 12ii jj ij
i j<

h h n h≥ − +∑  

 

ıkar. (2.5.2) den, 

 

ç
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( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
2 2 22 2 1 2 2 12 8ii jj ij ii jj k

i j k i j

h h n h n h h h
< < <

⎛ ⎞
− + ≥ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∑  

2

 

e Yardımcı Teorem 2.5.1 den,  v

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 12 22 2 2 22 2 1 2 2 18 8

2ii jj k kk k
k i j k

nn h h h n h h h
< < <

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≥ −⎜ ⎟ ⎜
⎝

⎟
⎠⎝ ⎠

∑∑ ∑  

            ( ) ( )
1

22 22 2 12 kk k
k

n h h h
<

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

elde edilir. (2.1.22) Ricci denklemi yardımıyla (2.1.32), 

 

( ) ( )
1 2

2

1

2 , ,
1

n

i j
i j

A A e e
n n ξ ξρ⊥

< =

⎡ ⎤= ⎣ ⎦− ∑        

               
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2

2

1

2 , ,
1

n

i j i j
i j

A e A e A e A e
n n ξ ξ ξ ξ

< =

= −
− ∑    

                 
( ) ( ) ( )

1
2

2 22 2 1

1

2
1

n

ii jj ij
i j

h h h
n n < =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑  

 

şeklinde bulun ( ) ( ) ( )
1

22 22 2 1h h hur. Böylece 22 1kk k
k

n n n ρ⊥

<

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  olup, eşitsizlik 

kısmının kanıtını tamamlayan  

−

 

( )( ) ( )2 21n n H 2 1c n nρ ρ⊥− − + ≥ −  

 

çıkar. Şimdi (2.5.5) teki eşitliğin bir  noktasında gerçeklendiğini varsayalım. Bu 

durumda yukarıda elde edilen bü itsizlikler eşitlik haline gelir. Dolayısıyla 

.5.1 ve (2.5.2) uygulanarak,

 p

tün eş

 1 k n≤ < ≤Yardımcı Teorem 2  için 

,          (2.5.6) 

 
1 1 0kkh h− =
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( ) ( )2 22 2 12ii jj ij
i j< i j

h h n h
<

− = ,        (2.5.7) 

 veya her  için 

∑ ∑

 

1 0kh = ,m k≠ ( )2 2 21
2 kk mmh h h+ =       (2.5.8) 

i kısmının iki 

 

olduğu bulunur. İlk önce, (2.5.8) in ikinc ( ),k  çifti için geçerli olduğunu 

kabul edelim. O takdirde Yardımcı Teorem 2.5.1 den 22 2
11 22 ... nnh h h= = =  olduğu çıkar. 

Buna göre 2ξ , ortalama eğrilik vektörüne ortogonal olduğundan her  için  dır. O 

.5.7) den,  için 

i 2 0iih =

i j≠ 1 0ijh =  olduğu çıkar. Böylece (2.5.6), nMzaman (2  nin tümel 

a ını gerektirir. Sonra, (2.5.8) in ikinci kısmının yalnızca bir  çifti için 

duğunu varsayalım. 

( ),kumbilik olm s

{ }1,..., ne e  bazını yeniden sıralayarak,  ve 1k = 2=  geçerli ol

2
11h µ=  ve 2

22h υ=  alırsak (2.5.8), ( )2 2
11 22

1
2mmh h h= +  olduğunu kabul edelim. Eğer 2

ektirir. olmasını ger 2ξ , ortalama eğrilik vektörüne ortogonal olduğundan iz alarak 

υ µ= −  olduğu elde edilir. Varsayımımızı kullanarak, (2.5.8) den ( ) ( ), 1,k ≠ 2  olmak 

üzere,  için  olduğu çıkar. Böylece (2.5.7) den  k < 1 0kh =

 

( ) ( )21 2 2 2
122 4 2 2n h n n2µ µ µ= + − =   

 

bulunur. Dolayısıyla  yi 2e 2e−  ile yerdeğiştirerek ve  gerekirse (2.5.6) ile birlikte ele 

t tamamlanır. Son olarak, (2.5.8) in ikinci kısmının asla geçerli 

olmadığını kabul edelim. Dolayısıyla bütün 

alarak bu hal için kanı

k <  indisleri için  dır. Bu ise bizi 

(2.5.7) den, (2.5.8) in ikinci kısmının asla sağlanmadığı ız ile çelişen 

u una götürür ki, böylece kanıt tamamlanmış olur.                            

           

Eşitlik bir 

 1 0kh =

 iddiam
2 2

11 ... nnh h= =  olması son c

    

 noktasında gerçeklenirse o noktada, p

 
2 2H λ= ,          (2.5.9) 
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( )
24

1n n
ρ µ

−
                 (2.5.10) 

 

olur.  

Bu kısım a, altmanifoldların iki özel sınıfını inceleyeceğiz. İlk olarak,

⊥ =  

2.5.2. Bazı Sınıflandırmalar 

d  nM  nin her 

noktasında, Teorem 2.5.2 deki eşitliği gerçekleyen ve sıfırdan farklı sabit ortalam  

eğriliğe sahip 

p  

a
nM  altmanifoldlarını inceleyeceğiz. Sonra, nM  nin her  noktasında 

(2.5.5) teki e k yen ve sıfırdan farklı sabit normal eğriliğe sahip 

p
nM  şitliği gerçe le

altmanifoldlarını ele alacağız. 

Yardımcı Teorem 2.5.3.[18] nM  nin (2.5.5) teki eşitliği gerçeklediğini kabul edelim. 

p , nM  nin tümel jeodezik olmayan bir noktası olsun. Eğer  

(1) ( ) 0H p ≠  ve ( )pρ⊥ 0≠ , 

(2)  ve  nin bir komşuluğu üzerinde  ( ) 0H p ≠ p 0ρ⊥ = , 

m  üzerinde 0H =  (3) p  nin bir ko şuluğu

koşullarından biri gerçeklenir ise bu durumda 3 ,i j n≤ ≤  olmak üzere, 

 

( )1 1 1 2, ,h e e λξ µξ= +   ( )1, 0ih e e =  

( )1 2 1,h e e ,µξ=   ( )2 , 0ih e e =  

( )2 2 1 2, ,h e e λξ µξ= −   ( ) 1,i j ijh e e δ λξ=  

 

e  ortonorm l tanjant vektör alanları, olacak şekilde, yerel 1,.e a.., n 1ξ  ve 2ξ  ortonormal 

 λ  ile µ  fonksiyonları vardır. normal vektör alanları ve

( ) 0H p ( ) 0pρ⊥ ≠  olduğunu kabul edelim. Sonra 1ξKanıtlama: İlk olarak, ≠  ve  i 

rtalama eğrilik vektörü doğrultusunda bir birim normal vektör olarak seçelim ve o

2 1ξ ξ⊥  alalım. O takdirde Teorem 2.5.2 den, 
2

Aξ  nin iki tanesi 1 katlı ve bir tanesi de 

 katlı olmak üzere üç farklı öz değere sahip olduğu çıkar. Böylece  ve , 1-

boyutlu öz uzayları ve 

2n− 1e 2e

3,..., ne e  ( )2n− -boyutlu öz uzayı gerecek şekilde 
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diferansiyellenebilir  vektör alanlarını bulabiliriz. Eğer  nin bir komşuluğu 

üzerinde

1,..., ne e p

 0ρ⊥ =  ise bu durumda nM , p  civarında tümel umbilik olup, keyfi bir yerel 

ortonormal baz alırız. Eğer  nin bir komşuluğunda p 0H =  ise o zaman keyfi 1ξ  ve 2ξ  

 normal vektör alanları için yukarıdaki işlemleri aynen yapabiliriz.                   

           

p , nM  nin tümel jeodezik olmayan bir noktası olsun ve  olduğunu varsayal  

ı Teorem 2.5.3 (1), (2) veya (3) ün gerçeklendiğini kabul edelim ve 

3n ≥ ım.

Yardımc { }1,..., ne e  

ile { }1 2,ξ ξ  teoremde tanımladığımız gibi olsun. Buna göre aşağıdaki yardımcı teoremi 

verebiliriz: 

Yardımcı Teorem 2.5.4.[18] 3 , ,i j k n≤ ≤  için 

 

( ) 0ke λ = ,                   (2.5.11) 

 

,                                        (2.5.12) 

 

1 0
keλ ξ⊥∇ =

( )
21 1,ee 2λ λ ξ ξ⊥= − ∇ ,                 (2.5.13) 

 

( )
12e 1 2,eλ λ ξ= ∇ ξ⊥ ,                            (2.5.14) 

 

11 1, ,
ie j ij ee e 2µ δ λ ξ ξ⊥∇ = − ∇ ,                (2.5.15) 

 

22 1, , 2ij ee e
ie jµ δ λ ξ ξ⊥∇ = ∇ ,                (2.5.16) 

 

1 22 1, 0e e ke e e∇ +∇ = ,                 (2.5.17) 

 

1 21 2 , 0e e ke e e∇ −∇ = ,                 (2.5.18) 

 

( )
1 2 21 1 2 1 2, , 2e e ee eµ λ ξ ξ µ ξ ξ µ⊥ ⊥= ∇ − ∇ + ∇ 2 1,e ,                        (2.5.19) 
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( )
2 1 12 1 2 1 2, , 2e e ee eµ λ ξ ξ µ ξ ξ µ⊥ ⊥= − ∇ + ∇ + ∇ 1 2,e ,             (2.5.20) 

 

( )
1 21 2, ,k e k ee e eµ µ µ= ∇ = ∇ ke e ,                          (2.5.21) 

 

11 2 1 2 2, 2 , ,
k keµ ∇ e e ke e e eξ ξ µ µ⊥ + ∇ = − ∇               (2.5.22) 

 

dır. 

Kanıtl a: Önceki yardımcı teoremde oluşturduğumuz yerel ortonormal çatıları am

alalım. { }, , 1,...,y z n  olmak üzere, t ∈ 

 

1 1 2 2, , ... ,
z z z ze y e y e y e y n ne e e e e e e e e∇ = ∇ + ∇ + + ∇  e

 

 ikinci temel formunun dir ve h h∇  kovaryant türevi, ( ) ( ), n
t yh e e M⊥∈X  olduğu 

ikkate alınarak, 

 

d

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) (, , , , , ,
t t tt y z e y z e y z e y z y e zh e e e h e e h e e h e e h e e⊥∇ = ∇ = ∇ − ∇ −  )t

∇

 

 

şeklinde bulunur. Ayrıca (2.1.24) Codazzi denkleminden, 

( )( ) ( )( ), ,t yh e∇ , ,z y t ze e h e e e= ∇  

(2.1.9) dan, 

 

 

eşitliği geçerlidir ve 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ), , ,e , ,
t t tt y z e y z e y z y e zh e e e h e h e e h e e⊥∇ = ∇ − ∇ − ∇  

        ( )( ) ( ) ( ), , ,
t te z y e z y z eh e e h e e h e e⊥= ∇ − ∇ − ∇                   

t y

                                     ( )( ), ,t z yh e e e= ∇  
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elde edilir ki, böylece bu denklem Codazzi denklemi ile birlikte düşünülürse h∇  tensör 

alanının bütün değişkenlerine göre simetrik bir tensör alanı olduğu çıkar. 

 

{ },  3,...,k n∈  olsun. O takdirde 

 

( )1 2 1 2 1 1 2 2, , ,
k k ke e eh e e e e e eλ ξ µ ξ∇ = ∇ − ∇ , 

( )1 2 2 1 1 2 1, ,
k k ke e eh e e e e e e 2,λ ξ µ ξ∇ = ∇ + ∇  

 

şitliklerinden, e

 

( )( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 2, , 2 ,
k kk k e eh e e e e e eµ ξ µ ξ ξ⊥∇ = + ∇ − ∇  

 

ulunur. b

 

( ) ( )1 1 1 12 1 2 1, , ,e k e k e k e kh e e e e e e e e2 2,µ λ ξ µ∇ = ∇ + ∇ − ∇ ξ , 

( ) ( )
1 12 2, ,k e e kh e e e e 1λξ∇ = ∇  

                   

olup, buradan 

 

( )( ) ( )1 11 2 1 1 2 2, , , ,k e k eh e e e e e e ekµ ξ ξ∇ = ∇ − ∇  

  

elde edilir. 

                                  

 

( ) ( ) ( )
2 2 21 1 1 2 2, , ,e k e k e kh e e e e e e 1λξ µξ µξ∇ = ∇ + + ∇ , 

( ) ( )
2 21 1, ,k e e kh e e e e 1λξ∇ = ∇  

                   

eşitliklerinden, 
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( )( ) ( )2 22 1 2 1 1 2, , , ,k e k e kh e e e e e e eµ ξ ξ∇ = ∇ + ∇  

 

çıkar. ( )( ) ( )( )1 2 2, , , ,k kh e e e h e e e∇ = ∇ 1  olup, 

 

( )1 11 1 2 2, ,e k e ke e e eµ ξ ξ∇ − ∇ ( )2 22 1 1, ,e k e ke e e e 2µ ξ ξ= ∇ + ∇  

 

 ve dolayısıyla 

 

1 2 1 21 2 1 2 1 2, ,e e k e e ke e e e e eµ ξ µ∇ −∇ − ∇ +∇ =  0ξ

 

bulunur ki, böylece (2.5.17) ve (2.5.18) elde edilir. ( )( ) ( )( )1 2 1 2, , , ,k kh e e e h e e e∇ = ∇  

olduğundan, 

 

( ) ( )1 1 2 2 2 1 2e, 2 ,
k kk e ee eµ ξ µ ξ ξ ξ ξ⊥+ ∇ − ∇ ( )1 11 1 2, ,e k e ke e e e 2µ ξ ξ= ∇ − ∇  

 

 çıkar. Bu eşitlik ile (2.5.18) den, 

 

( )
1 21 2, ,k e k ee e eµ µ µ= ∇ = ∇  ke e

 

bulunur ki, böylece (2.5.21) ve yine aynı eşitlikten, 

 

11 2 1 2 2, 2 , ,
k ke e ee e e eµ ξ ξ µ µ⊥∇ + ∇ = − ∇  k

 

çıkar ki, bu sayede (2.5.22) gösterilmiş olur.  

 

( )1 1 1 2 1, ,
k ke eh e e e e µξ∇ = ∇  

                            

olup, buradan 
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( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 1 2 1, , 2 ,
k k kk k e k e eh e e e e e e eλ ξ λ ξ µ ξ µ ξ µξ⊥ ⊥∇ = + ∇ + + ∇ − ∇  

 

elde edilir.  

 

( ) ( )
1 1 11 1 1 2 2, , ,e k e k e kh e e e e e e 1λξ µξ µξ∇ = ∇ + + ∇ , 

( )1 11 1, ,k e e kh e e e e 1λξ∇ = ∇  

                   

eşitliklerinden, 

 

 

( )( )
1 11 1 1 2 2, , , ,k e k e kh e e e e e e e 1µξ µ∇ = − ∇ − ∇  ξ

 

çıkar. Ayrıca (2.5.21) ve (2.5.22) den, 

 

( )( ) ( )1 1 2 1 2 1 1 2, , , 2 ,
k kk k e eh e e e e e e 1µ ξ µ ξ ξ ξ µξ⊥∇ = − ∇ − ∇  

( ) 2 2 1 22 ,
k kk e ee e 1eµ ξ µ ξ µξ⊥= + ∇ − ∇              

 

bulunur. ( )( ) ( )( )1 1 1 1, , , ,k kh e e e h e e e∇ = ∇  dir. O halde 

 

( ) ( )1 1 2 2 1 22 ,
k k kk e k e ee e e 1eλ ξ λ ξ µ ξ µ ξ µξ⊥ ⊥+ ∇ + + ∇ − ∇   

( ) 2 2 1 22 ,
k kk e ee e 1eµ ξ µ ξ µξ⊥= + ∇ − ∇  

 

ve böylece 

 

  

 

elde edilir. Buna göre 

 

( ) 1 1 0
kk ee λ ξ λ ξ⊥+ ∇ =

( ) 0ke λ =   
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çıkar ki, bu sayede (2.5.11) ve yine aynı eşitlikten, 

 

  

 

elde edilir ki, sonuçta (2.5.12) gösterilmiş olur. 

 

1 0
keλ ξ⊥∇ =

( )1 1 1, ,e k e kh e e e e λξ∇ = ∇ , 

( )1 1 1, ,e k e kh e e e e λξ∇ = ∇   

               

eşitliklerinden, 

 

( )( ) ( )
11 1 1, , k k k eh e e e e 1δ λ ξ δ λ ξ⊥∇ = +  ∇

        

ve 

 

( )1 1, ,e k e kh e e e e 1λξ∇ = ∇ , 

( ) ( )1 1 1 2, , ,e k e k e kh e e e e e e2 1λξ µξ µξ∇ = ∇ + + ∇  

 

eşitliklerinden de 

 

( )( )1 2 1, , , ,k e k e kh e e e e e e e1 2µξ µ∇ = − ∇ − ∇  ξ

 

bulunur. ( )( ) ( )( )1 1, , , ,k kh e e e h e e e∇ = ∇  dır. O halde 

 

( )
11 1 1 2 1 1, ,k k e e k e ke e e 2e eδ λ ξ δ λ ξ µξ µξ⊥+ ∇ = − ∇ − ∇  

 

eşitliğinden, 

 

1 1 2 1, ,k e e ke eδ λ ξ ξ µ⊥− ∇ = ∇   
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çıkar ki, bu (2.5.15) i verir. Yine, aynı eşitlikten 

 

( )1 2,k ee eδ λ µ= − ∇ k e                             (2.5.23) 

 

elde edilir. 

 

( )2 2 1, ,e k e kh e e e e λξ∇ = ∇ ,  

( )2 2 1, ,e k e kh e e e e λξ∇ = ∇   

 

eşitliklerinden, 

 

( )( ) ( )
22 2 1, , k k k eh e e e e 1δ λ ξ δ λ ξ⊥∇ = + ∇   

 

ve 

 

( )2 2, ,e k e kh e e e e 1λξ∇ = ∇ , 

( ) ( )2 1 1 2 1 2, , ,e k e k e kh e e e e e eµξ λξ µξ∇ = ∇ + ∇ −   

 

eşitliklerinden de 

 

( )( )2 1 1 2 2, , , ,k e k e kh e e e e e e eµξ µξ∇ = − ∇ + ∇  

 

bulunur. ( )( ) ( )( )2 2, , , ,k kh e e e h e e e∇ = ∇  dır. Bu durumda 

 

( )
22 1 1 1 1 2, ,k k e e k e k 2e e ee eδ λ ξ δ λ ξ⊥+ ∇ = − ∇ µξ µξ+ ∇   

 

çıkar. O halde 

 

( )2 1,k ee eδ λ µ= − ∇ k e                    (2.5.24)  
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ve 

 

2 1 2 2, ,k e e ke eδ λ ξ ξ µ⊥∇ = ∇  

 

elde edilir ki, böylece (2.5.16) gösterilmiş olur. (2.5.23) te (2.5.16) yı kullanacak 

 

olursak, 

( )
21 1,ee 2λ λ ξ ξ⊥= − ∇   

 

çıkar ki, sonuçta (2.5.13) bulunur. Yine, (2.5.24) te (2.5.15) i kullanacak olursak, 

 

( )
12 1,ee 2λ λ ξ ξ⊥= ∇   

ıkar ki, bu sayede de (2.5.14) elde edilir. 

 

ç

 

( )1 12 2 2 1 1, ,e eh e e e e µξ∇ = ∇  

 

 

olup, buradan 

( )( ) ( ) ( )
1 11 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 1, , 2 ,e e eh e e e e e e e

1
λ ξ λ ξ µ ξ µ ξ µ ξ⊥ ⊥∇ = + ∇ − − ∇ + ∇  

                                      

bulunur. 

 

( ) ( )
2 21 2 1 2 1 2, ,e eh e e e e λξ µξ∇ = ∇ − , 

( ) ( )
2 21 2 2 1 1, ,e eh e e e e 2λξ µξ∇ = ∇ +  

                   

eşitliklerinden, 

 

( )( ) ( )
2 22 1 2 2 1 1 2 1 2, , 2 ,e eh e e e e e eµ ξ µ ξ µ ξ⊥∇ = + ∇ − ∇  
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( )( ) ( )( )1 2 2 2 1 2, , , ,h e e e h e e e∇ = ∇çıkar.  dir. Buna göre 

 

( ) ( )
1 11 1 1 1 2 2 1 22 ,e e ee e

1 1e eλ ξ λ ξ µ ξ µ ξ µ ξ⊥ ⊥+ ∇ − − ∇ + ∇   

( )
2 22 1 1 2 12 ,e ee e 2eµ ξ µ ξ µ ξ⊥= + ∇ − ∇  

 

şitliğinden ve (2.5.13) ten, 

 

e

( )
2 1 1 11 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 1, , , 2e e e ee e ,eλ ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ µ ξ µ ξ ξ ξ µ ξ⊥ ⊥ ⊥− ∇ + ∇ − − ∇ + ∇   

( )
2 22 1 1 2 2 2 1 2, 2 ,e ee eµ ξ µ ξ ξ ξ µ ξ⊥− − ∇ + ∇  0e =

 

elde edilir. Böylece 

 

( )( )2 1 11 2 2 1 1 2 2 1, , 2 ,e e e e e eλ ξ ξ µ ξ ξ µ µ ξ⊥ ⊥− ∇ − ∇ + ∇ −   

( )( )1 21 2 1 1 2, , 2e eeλ ξ ξ µ µ ξ ξ µ
2 2 1 2, 0e e e ξ⊥ ⊥+ ∇ =  − − ∇ + ∇

 

olup, buradan 

 

( )
1 2 21 1 2 1 2 2 1, , 2 ,e e ee e eµ λ ξ ξ µ ξ ξ µ⊥ ⊥= ∇ − ∇

ı eşitlikten 

 

+ ∇  

 

 bulunur ki, bu sayede (2.5.19) ve yine ayn

( )
2 1 12 1 2 1 2 1 2, , 2 ,e e ee e eµ λ ξ ξ µ ξ ξ µ⊥ ⊥= − ∇ + ∇ + ∇  

 

çıkar ki, sonuçta (2.5.20) gösterilmiş olur.              

Teorem 2.5.5.[18] ( )2x : n nM R c+→ , (2.5.5) teki eşitliği her noktada gerçekleyen 

izometrik bir dahil etme olsun. Eğer nM , sıfırdan farklı sabit ortalama eğriliğe sahip ise 

o takdirde nM  tümel umbiliktir. 
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λKanıtlama: Eğer  sıfırdan farklı bir sabit ise Yardımcı Teorem 2.5.4 (2.5.12), 

.5.13) ve (2.5.14) ten(2  1ξ  in paralel olduğu çıkar. Bundan dolayı nM , (2.5.10) dan, 

0µ =  olmasını gerektiren aşikar normal koneksiyona sahip olur. Böylece Teorem 2.5.2 

en,d  nM   tümel umbilik bulunur.                                                                          

                                                  

ğer E 0µ =  ise nM  tümel umbiliktir. Dolayısıyla şu andan itibaren 0µ ≠  olduğunu 

kabul edeceğiz. Aynı zamanda nM  nin normal eğriliğinin sabit olduğunu da 

varsayacağız ki bu, (2.5.10) dan, µ  nün sabit olmasına eşdeğerdir. Bu durumda 

şağıdaki teoreme sahibiz: a

Teorem 2.5.6.[18] ( )2x : n nM R c+→ , 3n ≥ , nM  nin her p  noktasında (2.5.5) teki 

eşitliği gerçekleyen izometrik bir dahil edilmesi olsun. Eğer ρ⊥  sıfırdan farklı bir sabit 

ise  minimaldir. 

Kanıtlama:

x

 0λ ≠  ve µ  nün sıfırdan farklı bir sabit olduğunu kabul edelim. O takdirde 

.5.12) den,  olduğu çıkar. (2 1 0
ke ξ
⊥∇ = 3e , [ ] { }1 2 1 2 3, er , ,e e G e e e∈  olacak şekilde 

seçilebilir. µ  sabit olduğundan, Yardımcı Teorem 2.5.4 ten, 

    

1 1 2 ,e e ee∇ =    
2 2 1,e e de∇ =  

1 2 1 3 2 1 2 3,e e ee ae∇ = − +   ,e e de ae∇ = − −  

 

olacak şekilde yerel a , e  ve d  fonksiyonlarının var olduğu elde edilir. Ayrıca 

1 1 2,eα ξ ξ⊥= ∇ , 
2 1 2,eβ ξ ξ⊥= ∇  al narak ve ı 1∇  ile ∇  nın { }1 2 3, ,e e e  üzerindeki bileşeni 

gösterilerek,  için aşağıdakiler bulunur:  3k ≥

 

11 2 2 1 3 32 , , ,
ke e k k ke e e e ee ae e aµ µ µ µ δ∇ = − ∇ = − − + = −  (2.5.12) ve (2.5.22) den, 

1 2 3,
2ke ke e a δ∇ = −  çıkar. (2.5.15) ten, ve böylece 

11 1,
ke k ee e 2,µ λ ξ− ∇ = − ∇ ξ⊥  olup, 

 

1 3 22ke k
ae e keλδ α

µ
∇ = − +  
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e

 

lde edilir. 

e  , 

                     

bulunur. (2.5.12) ve (2.5.22) den, 

1

1
3 2e e a∇ = −

2

1
3 1e e ae∇ =  

12 1 22 , ,
ke ee e e eµ µ− ∇ = − ∇ k  olup, 2 1,

ke e e∇ =  

32 k
a δ  ve (2.5.16) dan da 

22 2 1 2, , ,
k ke k e k ee e e e λ λξ ξ β

µ µ
⊥∇ = − ∇ = − ∇ = −  çıkar ki, 

böylece 

 

2 3 12ke k
ae e keλδ β

µ
∇ = −  

 

elde edilir.  (2.5.15) ten, 
3 13 1 1 2, ,e ee e λ λξ ξ α

µ µ
⊥∇ = − ∇ = −  ve (2.5.16) dan, 

3 3 2,e e e∇  

2 1 2,e
λ λξ ξ β
µ µ

⊥= ∇ =  dır. O halde 

 

3

1
3 1e e e 2eλ λα β

µ µ
∇ = − +  

 

bulunur. (2.5.20) den, 0 2 eλβ µα µ= − + +  ve dolayısıyla 

 

( )1
2

e λβ µα
µ

= −  

 

çıkar. (2.5.19) dan da 0 2 dλα µβ µ= − +  ve dolayısıyla 

 

( )1
2

d µβ λα
µ

= −  

 

lde edilir.  e
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( ) [ ] ( ) [ ]1 3 3 1 31 3 1 31 3 1 1 1 1 2 1, ,0 , e e e e ee e e eR e e ξ ξ ξ ξ αξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ = −∇ −∇  ξ⊥

               1( ) [ ]3 1 33 2 2 ,e e ee α ξ α ξ ξ⊥ ⊥= − − ∇ −∇  

 

dir. Buna göre [ ]
1 31 3 3 1, e ee e e e= ∇ −∇  olup, 

 

[ ]
1 3

1 1 1
1 3 3 1 2 3

1,
2e ee e e e ae eλ α

µ
= ∇ −∇ = − −   

 

bağıntılarından, 

 

[ ] 2 31 3 1 1 1,
1 1
2 2e ee e a a 2

λξ ξ α ξ β
µ

⊥ ⊥ ⊥∇ = − ∇ − ∇ = −  ξ

 

bulunur. O halde 

 

( ) ( ) ( )
31 3 1 3 2 1 2 3 2 2

1 10 ,
2 2eR e e e a e aξ α ξ α ξ βξ α ξ βξ⊥ ⊥= = − + ∇ + = − +   

    

eşitliklerinden, 

 

 

( )3
1
2

e aα β=  

 

çıkar. Benzer bir şekilde, ( )3e β  yı hesaplayalım: 

 

( ) [ ] ( ) [ ]2 3 3 2 32 3 2 32 3 1 1 1 1 2 1, ,0 , e e e e ee e e eR e e ξ ξ ξ ξ βξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ = −∇ −∇  ξ⊥

               1( ) [ ]3 2 33 2 2 ,e e ee β ξ β ξ ξ⊥ ⊥= − − ∇ −∇  

 

dir. Buna göre [ ]
2 32 3 3 2, e ee e e e= ∇ −∇  olup, 
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[ ]
2 3

1 1 1
2 3 3 2 1 3

1,
2e ee e e e ae eλ β

µ
= ∇ −∇ = +  

 

 bağıntılarından, 

 

[ ] 1 32 3 1 1 1 2,
1 1
2 2e ee e a aλξ ξ β ξ αξ

µ
⊥ ⊥ ⊥∇ = ∇ + ∇ =  

 

elde edilir. O halde 

 

( ) ( ) ( )
32 3 1 3 2 1 2 3 2 2

1 10 ,
2 2eR e e e a e aξ β ξ β ξ αξ β ξ αξ⊥ ⊥= = − + ∇ − = − −   

 

eşitliklerinden, 

 

( )3
1
2

e aβ α= −  

 

bulunur. Şimdi 4≥  olmak üzere, ( ) ( )1 1 2 1, 0 ,R e e R e eξ ξ⊥ ⊥= =  eşitliklerinden, 

( ) ( ) 0e eα β= =  olduğunu gösterelim: 

 

( ) [ ] ( ) [ ]1 1 1 11 1 1 1 1 2 1, ,0 , e e e e ee e e eR e e ξ ξ ξ ξ αξ ξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ = −∇ −∇  

 

dir. Buna göre [ ]
11 1, e ee e e e= ∇ −∇  olup, 

  

[ ]
1 1 1

1 1 1 1
1 1 3 3, ,e e e ee e e e e e e e= ∇ −∇ =∇ = − ∇  

 

bağıntılarından, 

 

[ ] 1 31 1 3 1, , 0e ee e e eξ ξ⊥ ⊥∇ = − ∇ ∇ =   
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çıkar. O halde 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 10 , e e eR e e e eξ αξ α ξ α ξ α ξ α ξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = −∇ = − − ∇ = − + ∇   

 

bağıntılarından, 

 

( ) 0e α =  

 

elde edilir. 

 

( ) [ ] ( ) [ ]2 2 2 22 1 1 1 1 2 1, ,0 , e e e e ee e e eR e e ξ ξ ξ ξ βξ ξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇ = −∇ −∇  

 

dir. Buna göre [ ]
22 2, e ee e e e= ∇ −∇  dir. Dolayısıyla 

 

[ ]
2 2 2

1 1 1 1
2 2 3 3, ,e e e ee e e e e e e e= ∇ −∇ =∇ = − ∇  

 

bulunur ve böylece  

 

[ ] 2 32 1 3 1, , 0e ee e e eξ ξ⊥ ⊥∇ = − ∇ ∇ =  

 

 çıkar. O takdirde 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 2 10 , e e eR e e e eξ βξ β ξ β ξ β ξ β ξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = −∇ = − − ∇ = − + ∇  

 

bağıntılarından, 

 

( ) 0e β =  

 

elde edilir. ( )1 2 3, 0R e e e =  dır. Buna göre 
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[ ]1 2 2 1 1 23 3 3,0 e e e e e ee e e= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

               ( ) ( ) ( ) { }
1 2 1 2 31 2 3 1 2 32   mod , ,e e ee de aeae ae e e e e ⊥

− + +≡ ∇ −∇ − −∇  

               ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1e a e a ee e a e a de≡ + + +  

                  ( ) ( ) { }2 1 1 2 1 2 32   mod , ,e ae d ae a e e e e eλ λα β
µ µ

⊥⎛ ⎞
+ − − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

               ( ) ( ) { }1 1 2 2 1 2 32 2   mod , ,e a a e e a a e e e eλ λα β
µ µ

⊥⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≡ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

ve böylece  

 

( )1 2e a a λα
µ

= − , ( )2 2e a a λβ
µ

=  

 

elde edilir. (2.1.21) den, ( ) 2
1 3 3 1, ,R e e e e c λ= +  dir. Diğer taraftan, Tanım 2.1.29 dan, 

 

( ) [ ]1 3 3 1 1 31 3 3 1 3 3 3 1,, , ,e e e e e eR e e e e e e e e= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

                                     ( ) ( )
1 11 1 1 1 2 2 1,e ee e e e e e eλ λ λ λα α β β

µ µ µ µ
= − − ∇ + + ∇  

                                        ( )
3

2 3
3 2 2 1 3 11

2

, ,e
ae e

e a e a e e e eλα
µ

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + ∇ − ∇  

                                     ( )1 1 3 1 1 3 1
1, ,
2

e ee ae e a ae e eλ λ λα β β
µ µ µ

= − + − + + −  

                                        
2 33 1 3 1

1 , ,
2 e ea e e e eλ α

µ
+ ∇ + ∇  

                                     ( ) ( )
2

2 2
1 2

1
2

e aλ λ λα λβ µα β α
µ µ µ µ

= − − − + −  

 

dir.  Böylece ( )
2

2 2 2 2
1 2

1
2 2

c e aλ λ λ λλ α β αβ α
µ µ µ µ

⎛ ⎞
+ = − − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  veya 
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( ) ( )2 2
2 2

1
1

2 2
c ae

λ µ µ λ λα β α αβ
λ λ µ µ

+
= − + − − +                (2.5.25)

          

bulunur. (2.1.21) den, ( ) 2
2 3 3 2, ,R e e e e c λ= +  dir. Diğer taraftan, Tanım 2.1.29 dan, 

 

( ) [ ]2 3 3 2 2 32 3 3 2 3 3 3 2,, , ,e e e e e eR e e e e e e e e= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

               ( ) ( )
2 22 1 1 2 2 2 2,e ee e e e e e eλ λ λ λα α β β

µ µ µ µ
= − − ∇ + + ∇  

                  ( )
3

1 3
3 1 1 2 3 21

2

, ,e
ae e

e a e a e e e eλ β
µ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

− + ∇ − ∇  

               ( )
2 1 2 2 2 3 2

1, ,
2e e e e a ae e eλ λ λα β α

µ µ µ
= − ∇ + − − +  

      
1 33 2 3 2

1 , ,
2 e ea e e e eλ β

µ
− ∇ − ∇  

               ( )
2 2

2 2 2
22 22 2

e aλ λ λ λαβ α β β
µ µ µ µ

= − + + −  

 

dir. Dolayısıyla ( )
2 2

2 2 2 2
22 22 2

c e aλ λ λ λλ αβ α β β
µ µ µ µ

+ = − + + −  veya 

 

( ) ( )2 2
2 2

2
1

2 2
c ae

λ µ µ λ λβ α β αβ
λ λ µ µ

+
= − + + −                (2.5.26)

             

çıkar. (2.1.22) den, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 21 2 1 2 1 2 1 2, , , ,R e e A e A e A e A eξ ξ ξ ξξ ξ⊥ = −  

                                        ( )2 2 1
11 22 12h h h= −  

                                        ( )( )µ µ µ= − −  

                                        22µ=  
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dir. Diğer taraftan, (2.1.22) ve (2.1.23) ten, 

 

( ) [ ]1 2 2 1 1 21 2 1 2 1 1 1 2,, , ,e e e e e eR e e ξ ξ ξ ξ ξ ξ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

                                        ( ) ( )
1 21 2 2 2 2 2 2 2, ,e ee eβ ξ β ξ ξ α ξ α ξ ξ⊥ ⊥= + ∇ − + ∇  

                                           ( )1 2 3 1 22 ,ee de ae ξ ξ⊥
− + +− ∇  

                                        ( ) ( )
1 21 2 1 2 1 2, ,e ee e e dβ α ξ ξ ξ ξ⊥ ⊥= − + ∇ − ∇  

                                        ( ) ( ) ( )( )2 2
1 2

1 2
2

e eβ α λαβ µ α β
µ

= − + − +  

 

elde edilir ki, böylece 

 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
1 2

1 2 2
2

e eβ α λαβ µ α β µ
µ

− + − + =              (2.5.27)            

 

bulunur. (2.1.21) den, ( ) 2 2
1 2 2 1, , 2R e e e e c λ µ= + −  dir. Diğer taraftan, Tanım 2.1.29 

dan, 

 

( ) [ ]1 2 2 1 1 21 2 2 1 2 2 2 1,, , ,e e e e e eR e e e e e e e e= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

                                      ( ) ( ) ( )
2 21 2 1 1 2 3 3 1,e ee d e e e e e e a e a e e= − − − ∇ + + ∇  

                                         ( )1 2 3 2 12 ,ee de ae e e− + +− ∇  

                                      ( ) ( )
1 2 3

2
1 2 2 1 2 1 2 1, , 2 ,e e ee d e e a e e e d e e a e e= + − + ∇ − ∇ − ∇  

                                      ( ) ( ) 2 2 2
1 2 2e d e e a e d= + − − −  

 

çıkar ki, bu sayede 

 

( ) ( ) 2 2 2 2 2
1 2 2 2e d e e e d a c λ µ+ − − − = + −                (2.5.28) 

 

elde edilir. (2.5.28) de e  ve d  yi α  ve β  bilinmeyen fonksiyonları yardımıyla ifade 
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edecek olursak, 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 2
2 2 2

e e e e e d a cλ λβ α α β λ µ
µ µ

− − + − − − = + −    (2.5.29) 

 

bulunur. Şimdi de (2.5.25), (2.5.26) ve (2.5.27) yi (2.5.29) da değerlendirecek olursak, 

 

( )2 2 21
2 4
λµ αβ α β
µ

− + +  

( )
2 2 2

2 2 2
2 2

1
2 2 4 2 4

ac λ λ λλ β α αβ
µ µ µ

+ + − + + −  

( )
2 2 2

2 2 2
2 2

1
2 2 4 2 4

ac λ λ λλ α β αβ
µ µ µ

+ + − + + −  

2 2 2 2 22 2e d a c λ µ− − − = + −  

 

eşitliğinden, 

 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 33 3 0
4 4

a e dλ λµ αβ α β α β
µ µ

− + + − + + − − =                   (2.5.30) 

 

çıkar. 2e  ve 2d  ifadelerini (2.5.30) da yazacak olursak, 

 
2 2 2 2

2 2
2 23 3 0

2 2
a λ α λ βµ

µ µ
− + + =  

 

veya 

 

( )2 2 2 2 2 46 6 0aα β λ µ µ+ − + =                 (2.5.31) 

 

elde edilir. (2.5.31), 3e  yönünde türetilirse ( )3 0e a = , benzer şekilde e  ( )3>  

yönünde türetilirse de ( ) 0e a =  çıkar. Şimdi a  için integrallenebilme koşulunu 

hesaplayalım. Bir taraftan, 
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[ ] ( )( ) ( )( )1 3 1 3 3 1,e e a e e a e e a= −  

              2a λβ
µ

=  

 

ve diğer taraftan da 

 

[ ] ( )1 31 3 3 1, e ee e a e e a= ∇ −∇  

              2a λβ
µ

= −  

 

bulunur. Dolayısıyla 2 0a λβ =  dır. Benzer şekilde, 2 0a λα =  da çıkar. Eğer 0α β= =  

alırsak, o takdirde λ  bir sabittir ve Teorem 2.5.5 ten 0µ =  elde edilir ki bu, µ  nün 

sıfırdan farklı bir sabit olması ile çelişir. Dolayısıyla 0a =  dır ve bu durumda da 

(2.5.31) den 0λ =  bulunur ki bu, 0λ ≠  kabulümüzle çelişir. O halde kabulümüz 

yanlıştır ve 0λ =  olup x  minimaldir.                                                                              
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3. BULGULAR 

Bu bölümde, bir Riemann uzay formuna izometrik olarak dahil edilmiş keyfi dik 

boyutlu tümel jeodezik Riemann uzay formlarının bazı karakterizasyonları ve bununla 

birlikte her bir karakterizasyon için keyfi dik boyutlu bir nM  Riemann manifoldunun 
mE  Öklid uzayına bir Riemann uzay formu olarak minimal izometrik şekilde dahil 

edilebilmesi için gerekli olan bir koşul elde edilmiştir. 

Teorem 3.1. ( ) ( )1,..., kn n S n∈  ve nM , sabit c  kesit eğrilikli bir ( )mR c  Riemann uzay 

formuna izometrik olarak dahil edilmiş n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. O 

takdirde 1k ≥  olmak üzere, (i) 1 2 ... kn n n= = =  ve (ii) 1 2 ... kn n n n+ + + =  olmadıkça, 

nM  nin (2.4.53) ü özdeş olarak sağlaması için gerek ve yeter koşul nM  nin bir 

Riemann uzay formu ve dahil etmenin tümel jeodezik olmasıdır. 
Kanıtlama: nM  nin bir ( )mR c  Riemann uzay formunun 1k ≥  olmak üzere, (i) ve (ii) 

oladıkça, (2.4.53) eşitliğini sağlayan bir altmanifoldu olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda Teorem 2.4.17 nin kanıtındaki gibi ( ) ( )1 1
ˆ,..., ,...,k kn n n nδ δ=  eşitliğinden, nM  

bir ( )1,..., kS n n -uzayı olup, (2.4.54) elde edilir. Teorem 2.3.12 den, 2k ≥  olmak üzere, 

nM  bir ( )1,..., kS n n -uzayı ise (i) ve (ii) olmadıkça, nM  nin bir Riemann uzay formu 

olduğunu biliyoruz. O halde (2.4.55) eşitliğine sahibiz. Yine, Teorem 2.4.17 nin 

kanıtından (i) ve (ii) olmadıkça, (2.4.55) in gerçeklenmesi için 1 0nµ + =  ve (2.4.56) dan 

da 
j j

a aα β= ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 
j j j j

r rh hα α β β= ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 

2,...,r n m= +  ve 0
j j

rhα β = ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 1,...,r n m= +  olmalıdır. Buna göre 

Teorem 2.4.15 ten, ( )1
1
nİz A + =  ( ) ( )1 1

2 ... 0n n
kİz A İz A+ += = =  olacağından, 0

j j
a aα β= = ; 

,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k=  ve (2.4.50) den 0
j j j j

r rh hα α β β= = ; ,j j jα β ∈∆ , 1,...,j k= , 

2,...,r n m= +  çıkar. Ayrıca Teorem 2.4.15 ten 1 2 ... k∆ = ∆ ∪∆ ∪ ∪∆  olmak üzere, 

α ∉∆ için, 1 0naαα µ += =  buluruz. (2.4.50) den, 0rhαα = ; α ∉∆ , 2,...,r n m= +  ve 
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( ) ( )2
1 1 ... k k∆ = ∆ ×∆ ∪ ∪ ∆ ×∆  olmak üzere, 0rhαβ = ; ( ) 2,α β ∉∆ , α β≠ , 1,r n= +  

..., m  olduğunu  biliyoruz. Böylece nM , ( )mR c  de tümel jeodeziktir. 1k =  için kanıt 

açıktır. Tersi, Teorem 2.4.17 de gösterildi.                                                                    

Teorem 3.2. ( ) ( )1,..., kn n S n∈  ve nM , sabit c  kesit eğrilikli bir ( )mR c  Riemann uzay 

formuna izometrik olarak dahil edilmiş n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. O 

takdirde nM  nin (2.4.53) ü özdeş olarak sağlaması ve 1 0nµ + =  olması için gerek ve 

yeter koşul nM  nin bir Riemann uzay formu ve dahil etmenin tümel jeodezik olmasıdır.  

Kanıtlama: Kanıt, Teorem 2.4.17 nin kanıtından kolayca çıkar.            

Sonuç 3.3. ( ) ( )1,..., kn n S n∈  ve nM , sabit c  kesit eğrilikli bir ( )mR c  Riemann uzay 

formuna izometrik olarak dahil edilmiş n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer 
nM , 1k ≥  için (i) 1 2 ... kn n n= = =  ve (ii) 1 2 ... kn n n n+ + + =  olmadıkça, (2.4.53) ü 

özdeş olarak sağlarsa nM , bir Riemann uzay formu ve dahil etme minimal olur. Özel 

olarak, nM , 1k ≥  için (i) ve (ii) olmadıkça, 

 

( ) ( )
( )

2
2

1

1ˆ ,...,
2

j
k

j

n n k n
n n H

n k n
δ

+ − −
=

+ −
∑
∑

                    (3.1) 

 

eşitliğini özdeş olarak sağlarsa o takdirde keyfi dik boyutlu nM  Riemann manifoldu,  

Öklid uzayına bir Riemann uzay formu olarak minimal izometrik şekilde dahil 

edilebilir. 

Sonuç 3.4. ( ) ( )1,..., kn n S n∈  ve nM , sabit c  kesit eğrilikli bir ( )mR c  Riemann uzay 

formuna izometrik olarak dahil edilmiş n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer 
nM , (2.4.53) ü özdeş olarak sağlar ve 1 0nµ + =  ise nM  bir Riemann uzay formu ve 

dahil etme minimal olur. Özel olarak nM , (3.1) eşitliğini özdeş olarak sağlar ve 

1 0nµ + =  ise bu durumda keyfi dik boyutlu nM  Riemann manifoldu,  Öklid uzayına bir 

Riemann uzay formu olarak minimal izometrik şekilde dahil edilebilir. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

B.Y. Chen tarafından, bir Riemann uzay formunun keyfi dik boyutlu altmanifoldları 

için yeni Riemann eğrilik değişmezleri tanımlanarak, içsel ve dışsal eğrilik değişmezleri 

arasındaki bazı ilişkiler verilmiştir; bunları içeren teoremleri bu tez kapsamında 

incelemiş bulunuyoruz [1,8-14]. Chen tarafından yapılan bazı çalışmalarda [11]; 

Kulkarni [30] tarafından verilmiş olan, 4n ≥ olmak üzere, n -boyutlu bir nM  Riemann 

manifoldunun konformal düz olmasının, ortogonal her { }1 2 3 4, , ,e e e e  tanjant vektör 

dörtlüsü için ikişer ikişer tanımlanan kesit eğriliklerinin 12 34 14 23K K K K+ = +  şeklinde 

bir bağıntıyı sağlamasına eşdeğer olduğu gerçeğinden ilham alındığı anlaşılmaktadır. 

Bilindiği gibi bir nM  Riemann manifoldu uygun bir Öklid uzayına minimal izometrik 

bir şekilde dahil edilebiliyor ise nM  kompakt değildir. Yine, bir nM  Riemann 

manifoldu uygun bir Öklid uzayına minimal izometrik bir şekilde dahil edilebiliyor ise 
nM  nin Ricci tensör alanı negatif yarı-tanımlıdır. B.Y. Chen, [13] te, verilen bir nM  

Riemann manifoldunun uygun bir Öklid uzayına minimal izometrik bir şekilde dahil 

edilebilmesi için üçüncü bir gerek koşulu ifade etmiştir. Bu koşul, np M∀ ∈  

noktasındaki herhangi bir ( )n
pT Mπ ⊂  düzlem kesitinin tanımladığı kesit eğriliği ile 

skaler eğrilik arasında ( ) ( )K pπ τ≥  şeklinde bir eşitsizliğin sağlanmasıdır. Ayrıca B.Y. 

Chen, Öklid uzayının inf K τ≡  koşulunu sağlayan minimal altmanifoldlarını da 

sınıflandırmıştır [13]. Bu tez kapsamında, bir Riemann uzay formunun keyfi dik boyutlu 

bir altmanifoldunun şekil operatörü ile k -Ricci eğriliği arasındaki ilişkiyi veren bazı 

teoremlerin yanında, keyfi dik boyutlu bir altmanifoldun bir Riemann uzay formuna 

izometrik olarak dahil edilmesi durumunda, ortalama eğrilik vektörünün uzunluğunun 

karesi ile Ricci eğriliği arasındaki ilişkiyi veren bazı teoremleri inceledik [12]. Ayrıca 

Chen tarafından bulunmuş olan temel eşitsizliğin eşitlik olması durumunda, 

altmanifoldun Einstein, konformal düz ve yarı-simetrik olma gibi belli başlı Riemann 

eğrilik koşullarından birini sağladığı ilave kabul altında, mE  nin nM  altmanifoldlarını 

inceleyerek ilgili sonuçları ortaya koyduk [16]. Bunların yanında Riemann uzay 
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formlarının altmanifoldları için verilen genel bir optimal eşitsizliğin, keyfi bir Riemann 

manifoldunun keyfi bir Riemann altmanifolduna genişletilmesi olan ve sadece δ -

değişmezi ile altmanifoldun ortalama eğrilik vektörünün uzunluğunun karesi ve üst 

manifoldun (altmanifold üzerindeki bir noktada altmanifoldun tanjant uzayının 2 -

düzlem kesitlerine kısıtlanan) kesit eğrilik fonksiyonunun maksimumundan oluşan 

genel bir optimal eşitsizliği çalıştık [15]. Chen eşitsizlikleri ve özel halde eşitliklerinin 

sağlanma koşullarının araştırılması yaygın bir uygulama alanı bulmuştur. Bir 

altmanifoldun başlıca dışsal değişmezleri ile başlıca içsel değişmezleri arasında bir ilişki 

kurma probleminin farklı çözümlerinin incelenmiş olduğu bu teze noktasal bir 

uygulamayı da dahil ederek, 2 dik boyutlu bir nM , 2n ≥ , Riemann manifoldunun 
2x : ( )n nM R c+→  şeklindeki bir izometrik dahil edilmesi için normalize edilmiş skaler 

eğrilik ve normal skaler eğrilik, sırasıyla ρ  ve ρ⊥  ile gösterilmek üzere, ortalama 

eğrilik vektörünün uzunluğunun karesi ile bu eğrilikler arasındaki 2H cρ ρ⊥≥ + −  

şeklinde verilen bir eşitsizliği inceledik [18]. Bu eşitsizliğin eşitlik olması halinde, 

tümel jeodezik olmayan bir p  noktasında, ortalama eğrilik sıfırdan farklı bir sabitken 
nM  nin tümel umbilik olacağını kanıtladık ve 3n ≥  için yukarıdaki eşitsizliğin eşitlik 

halinin sağlanması durumunda, ρ⊥  sıfırdan farklı bir sabit ise bu halde x in minimal bir 

dahil etme olacağını gösterdik [18]. Ayrıca Bölüm 3 te, bir Riemann uzay formuna 

izometrik olarak dahil edilmiş keyfi dik boyutlu tümel jeodezik Riemann uzay 

formlarının bazı karakterizasyonlarını ve bununla birlikte her bir karakterizasyon için 

keyfi dik boyutlu bir nM  Riemann manifoldunun mE  Öklid uzayına bir Riemann uzay 

formu olarak minimal izometrik şekilde dahil edilebilmesi için gerekli olan bir koşul 

elde ettik. Günümüzde halen bu konuda birçok çalışma sürdürülmektedir. 

 

1957 yılında, Y. Ishii tarafından “On conharmonic transformations, Tensor (1957), 73-

80” adresi ile yayınlanmış makalede g , Riemann metriği; R , Riemann eğrilik tensör 

alanı ve Ric , Ricci tensör alanı olmak üzere, nM  ye tanjant , , ,X Y Z W  vektör alanları 

için Κ , konharmonik eğrilik tensör alanı, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )}

1, ; , , ; , , , , ,
2

, , , ,

X Y Z W R X Y Z W g X W Ric Y Z g Y Z Ric X W
n

g X Z Ric Y W g Y W Ric X Z

Κ = − +
−

− −

  

şeklinde tanımlanmıştır [34]. Bu çalışma sonucunda, içsel ve dışsal eğrilik 

değişmezlerini içeren bağıntıların konharmonik eğrilik tensör alanı ile de 

ilişkilendirilebileceği, konharmonik düz bir Riemann manifoldunun aynı zamanda 

konformal düz ve sıfır skaler eğriliğe sahip olması nedeniyle kolayca görülmektedir. O 

nedenle ileri aşamalarda bu konuda çalışılabilmesi mümkün görülmektedir. Bütün bu 

konularda ve ideal dahil etmeler hususunda sınıflandırma problemlerini ileriye 

götürmek ve halihazırda tanımlanmış bulunan veya yeni tanımlanacak olan Riemann 

değişmezlerinin topolojik gerektirmelerini araştırmak ve yeni uygulamalarını bulmak 

veya bu yeni değişmezler ile diğer bazı geometrik çokluklar arasında ilişkiler kurmak 

açık problemler olarak gözükmektedir. 
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