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OZET

AKISKANLAR MEKANIGINDE KONTROL TEORiSi UYGULAMALARI

Bu calismada akiskanlar mekaniginin 6nemli konularindan akis alan1 kontrolii ve lineer
kararlilik teorisi incelenmistir. Akis alan1 kontrol edilerek laminer rejimden tiirbiilansl
rejime gecisin geciktirilmesi, kritik Reynolds sayisinin ileri atilmas1 amaglanmistir.

Calismanin birinci boliimiinde konunun genel nitelikleri anlatilmis, ikinci boliimde ise
akiskan kontrolii ile ilgili literatiirde yapilmis deneysel ve teorik c¢alismalardan
bahsedilmistir. Ugiincii boliimde lineer kararlilik teorisi anlatilmis, iki model problem
lizerinde kontrol teorisi uygulanmustir. Ik olarak paralel plakalar arasi akis igin
kararlilik analizi yapilmis; problem Chebyshev serisi yontemi kullanilarak ¢6ziilmiis,
kritik Reynolds sayis1 bulunmustur. Daha sonra bu kritik degerin ileri atilmasi i¢in geri
beslemeli kontrol yontemi (aktif) uygulanmistir. Burada kontrol yontemi, iist plakada
Olclilen kayma gerilmesine bagli olarak alt plakaya kiigiikk bir harmonik hareket
verilmesidir. Bu problem analitik olarak ¢oziilmiistiir. Calismada incelenen ikinci
model problem olan iist plakasi cekilen kare kesitli oyuk icerisindeki akis problemi
sonlu farklar yontemi kullanilarak c¢oziilmiistiir. Probleme lineer kararlilik teorisi
uygulanarak kritik Reynolds sayisi elde edilmistir. Elde edilen ¢oziimler ve kritik
Reynolds sayisi literatiir ile karsilastinlmistir. Burada alt plaka titrestirilerek, acik
cevrim kontrol yontemi (pasif) uygulanmis, kritik Reynolds sayisi yiikseltilmek
istenmistir.

Calismanin bulgular kisminda lineer kararlilik analizi yapilan iki model problem ig¢in
elde edilen sonuclar grafiklerle verilmistir. Oncelikle problemlerin kontrol
uygulanmamis durumlari, yani akis alanlar1 ve lineer kararlilik analizleri incelenmistir.
Daha sonra gelistirilen kontrol yontemleri problemlere uygulanarak elde edilen sonuglar
her iki durum i¢in ayrintili olarak sunulmustur.

Son kisimda ise uygulanan kontrol yontemlerinin basarisit degerlendirilmis, farkli akis

alanlart i¢in benzer kontrol yontemlerinin uygulanabilirligi ile ilgili degerlendirme
yapilmis ve gelecekte yapilmasi planlanan ¢aligmalar hakkinda bilgi verilmistir.
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SUMMARY

APPLICATIONS OF CONTROL THEORY IN FLUID MECHANICS

In this thesis, linear stability analysis and flow field control, important subjects in fluid
mechanics, are investigated. The aim is to delay the transition from laminar to turbulent
regime by increasing the critical Reynolds number.

In the first chapter, the general setting of the problem is described, and in the second,
some theoretical and experimental studies about flow control published in the literature
are summarized. In the third chapter, the linear stability theory is briefly summarized
and control theory is applied to two model problems. The first problem is between
parallel plates flow: stability analysis is made by applying the Chebyshev series method
and the critical Reynolds number was found. Following this, feedback (active) control
is applied to increase the critical Reynolds number. Here, the control method consists
of slightly moving the bottom plate in proportion to the shear stress value measured at
the top plate. This problem was solved analytically. The driven square-section cavity,
the second model problem investigated in the thesis, was solved using the finite
difference method. The critical Reynolds number was found by applying the linear
stability analysis. The obtained solutions and the critical Reynolds number were
compared with published studies. Here, the critical Reynolds number was increased by
applying vibrations to the bottom plate; thus the method is open loop (passive) control.

In the next chapter, graphical results were presented for both problems for which linear
stability analysis was made. First, the uncontrolled problems, i.e., flow fields and linear
stability analysis were dealt with. Later, results obtained by applying the proposed
control methods to both problems were given in some detail.

In the last chapter, the success of the proposed control methods and the applicability of

these methods to different flow fields were discussed, and some thoughts on planned
future work were presented.
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1. GIRIS

Akis alanin1 kontrol ederek istenilen dogrultuda degisiklige ugratmak pratikte
onemlidir. Dolayisiyla akis kontrolii, duvarlarla sinirlandirilmis veya serbest kayan akis
alanlart icin pasif, aktif cihazlar kullanilarak veya bir takim fiziksel miidahaleler
yaparak akisin kararliliginin degisimine veya akisin yapisina etki edilmesidir. Burada
ama¢ akis rejiminin laminer halden tiirbiilanshi hale gecisini geciktirmek, tiirbiilansi
onlemek, ayrigsmayir Onlemek, siirtinme kuvvetini azaltmak, kaldirma kuvvetini
arttirmak, karistirma olayim biiyiitmek olabilir. Ancak bazen bu durumlarin tam tersi de
istenebilir. Bu tezde kritik Reynolds sayisinin yiikseltilmesi, yani tiirbiilansa gecisin

geciktirilmesi {izerinde durulacaktir.

Akisin laminer halden tiirbiilansh hale gec¢is olaymin fiziksel anlaminin bilinmesi, gecis
noktasinin Onceden belirlenmesi ve gegisin kontrol edilebilmesi bir¢cok miihendislik
uygulamalarinda 6nemlidir. Ozellikle, kanat profillerinin tasariminda, yanma
odalarinda, otomobillerin aerodinamik tasarimlarinda ve denizaltilarda dogal laminer
akisin kontrolii 6nemlidir. Ucak kanadi iizerindeki tiirbiilansdan dolay1 ortaya cikan
viskoz siiriiklemenin azaltilmasi, kanat ylizeyinin genis boliimii lizerindeki laminar
akigin siirdiiriilebilmesi ancak kanat profilinin optimizasyonu veya ug¢agin kanadina
yerlestirilen kiiciik hareket saglayicilarla (actuator-eyleyici) aktif laminer kontrol
yapilarak olabilmektedir. Bu sayede artirilan aerodinamik performans ucaklarm yakit
titketiminin azaltilmasinda da biiyiik fayda saglamaktadir. Denizaltilarda ise tiirbiilansh
akistan kaynaklanan giiriiltiiniin azaltilmasi denizaltilarin tasariminda 6nemli bir faktor
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Yanma odalarindaki tiirbiilans ise, hava ile yakitin ¢ok
daha iyi karigmasimi ve bunun sonucunda da yanmanin iyi olmasini saglamaktadir.
Gecmis yirmi yil boyunca bazi Kuzey Amerika ve Avrupa iilkelerinde Laminer Akis
Kontrolii konusunda riizgar tiinellerinde ve degisik kosullar altinda ugus deneyleri
yapilmig, pek cok basarili ve dikkate deger sonuclar elde edilmistir ve halen de bu

konuda calismalar devam etmektedir.



Akiskan kontrolii i¢in analitik yaklasim kompleks akis durumlarinda miimkiin
olmamakla beraber, maliyeti yiiksek olmayan bilgisayarlarla ve sayisal yontemler
kullanilarak modellenebilirler. Genellikle akiskanin kontrolii akis alan1 igerisine iifleme
yada emme yapilarak, sinirlar titrestirilerek veya akiskan isitilip akiskanin fiziksel
ozelligi degistirilerek saglanmaya calisilmaktadir. Akiskan kontroliinde kritik parametre
Reynolds sayisidir ve Reynolds sayisinin deisimi akis alanim1 da degistirmektedir.
Dolayisiyla Reynolds sayis1 kontrol yontemleri kullanilarak ileriye atilmaya ¢alisilip,

laminer rejimden tiirbiilansli rejime ge¢is geciktirilir.

Tezde teorik, deneysel ve bilgisayar destekli ¢oziimlerden elde edilen sonuglarin
ayrintili ve anlagilabilir karsilastinlmasinin yapilacagi, yeni sayisal yontemlerin test
edilebilecegi model problemler olan, bircok arastirmacinin ge¢cmisten beri iizerinde
calistigr ve teknolojik 6nemlilige sahip paralel plakalar arasi akis ve oyuk icerisinde
akis problemleri iizerinde ¢alisilmis ve bu problemlerdeki gecis olay1 kontrol edilmek
istenmistir. Caligmada kritik Reynolds sayisinin ileri atilmasi yani gegisin geciktirilmesi
tizerinde durulmustur. Her iki problemde kontrol uygulanmamis hal i¢in kritik Reynolds
degerleri sayisal yontemler kullanilarak hesaplanmistir. Kontrol uygulanan durumda ise
paralel plakalar aras1 akis i¢in analitik ¢oziim yapilmis, oyuk icerisindeki akis i¢in ise
sonlu farklar yontemi kullanmilmistir. Uygulanan kontrol yontemleri ise geri beslemeli
kontrol (aktif kontrol) ve acik ¢evrim kontroldiir (pasif kontrol). Paralel plakalar arasi
akis probleminde alt plakanin, iist plakada ol¢iilen yiizey siirtiinmesine orantili olarak
uygulanan harmonik bozuntu ile kontrolii yapilmistir. Buradaki orantisal sabit, kritik
Reynolds sayisinin yonetilmesinde kullanilan kontrol parametresidir. Ust plakas
cekilen kare kesitli oyuk igerisindeki akis probleminde ise alt plaka titrestirilerek
yapilan kontrol incelenmis, kritik Reynolds sayis1 alt plakanin ¢esitli frekans ve genlik
degerleri i¢in hesaplanmistir. Boylece ¢alismada iki temel akis problemi i¢in kararlilik
analizi yapilmistir. Uglincii boliimde uygulanan kontrol yontemleri ve c¢oziimler
ozglindiir. Dordiincii boliimde sayisal yontemlerle elde edilen sonuclar grafiklerle
aciklanmaya calisilmis, besinci boliimde ise elde edilen sonuclar tartisilmistir, gelecekte
yapilabilecek calismalar igin Oneriler yapilmistir. Tezde yapilmak istenen kritik
Reynolds sayisinin ileri atilarak akisin kontrol edilmesi amacina ulagilmistir. Uygulanan
kontrol yontemlerinin akiskanlar mekaniginin bagka problemlerinde de kullanilabilecek

nitelikte oldugu goriilmiistiir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. AKISIN KARARLILIGINA GENEL BAKIS

Hidrodinamik kararlilik akigkanlar mekaniginin baslica konularindan biridir.
Tiirbiilansin baslangici, akigin laminer durumdan tiirbiilansli duruma gegisi akiskanlar
mekaniginde temel bir énem tasir. {1k olarak tiirbiilansin olusumu diiz boru ve kanal
icerisindeki akig tipleri olan Hagen-Poiseuille ve plaka Poiseuille akislarin
incelenmistir. Bu iki tip problem basit geometrilerinden dolayr degisik analitik ve
sayisal yontemlerle hesaplanabilmistir. Akiskan kontrolii ilk kez Prandtl (1904) ile
baslamistir. Calismasinda sinir tabaka teorisini, ayrisma olaymnin fizigini, kontrol
edilmis sinir tabaka ilgili cesitli deneyleri agiklamistir. Bu, akis alaminin bilimsel
yontemlerle kontrol edilmesinin baglangicidir [1]. Ik defa kararlilik konusunda 19.
yiizyilda Helmholtz, Kelvin, Rayleih ve Reynolds ¢alismislar ve kararlilik problemini
formiile etmislerdir. Rayleigh 1880 yilinda viskoz olmayan akiglar igin kararlilik
analizini yapmustir [2]. Rayleigh ¢ok kiiciikk bozuntularla diiz ve paralel kanal
icerisindeki viskoz olmayan akisin kararlilik karakteri iizerinde ¢aligmis ancak gecis
olayini deneysel olarak aciklayamamistir. Rayleigh’ e gore viskoz olmayan akisin lineer
kararsizlik hali i¢in gerekli durum, laminer akis halinin kanalin girisinde bir biikiim
noktasina sahip olmasidir. Bu sart aym sekilde Poiseuille akigina uygulanmis ve her
Reynolds sayisi icin kararlilik gézlemlenmistir. Bunun sonucu olarak viskozitenin lineer
kararsizligin sebebi oldugunu gostermistir. Reynolds 1883 yilinda boru icerisindeki
akigin kararlili@i konusuyla ilgilenmis ve deneysel calismalar yapmistr [3].
Calismasinda boru igerisindeki laminer akisa renkli boya enjekte ederek bozuntulart
gozlemlemistir. Caligmalarinin sonucunda laminer akigin boyutsuz bir sayiya bagh
olarak bu sayinin degeri kritik degere ulastiginda bozuldugunu ilk defa ortaya atmustir.
Bu say1 ondan sonra Reynolds sayisi olarak ve sozkonusu gecisin meydana geldigi
kritik deger ise Kritik Reynolds sayisi olarak adlandirilmistir (Rey,). Reynols, Hagen-

Poiseuille akisi i¢in bu kritik degerin 6400 civarinda oldugunu tahmin etmistir [3,4].



Lineer kararlilik analizi ile ilgi teorik ¢alismalar yirminci yiizyilin ilk yarisinda Orr
1907 [5], Sommerfeld 1908 [6], Tollmien 1929 [7] ve Schlichting 1932 [8] tarafindan
yapilmistir. Bu calismalar Liepmann 1943 [9], Schubauer ve Skramstad’in 1947 yilinda

[10] yaptiklar1 deneysel calismalar ile desteklenmistir.

Viskoz akiglarin kararliliginin anlasilmasi konusunda Orr 1907 ve Sommerfeld 1908
yillarinda ilk c¢aligmalarda bulunmuglar, ve kendi adlarmi tasiyan ve kararlilik
analizinde temel olan denklemi tiiretmislerdir. Orr-Sommerfeld denklemi, plaka
Poiseuille akiminin lineer yaklasiminda, sonsuz kiiciik bozuntular ile kararliligin
arastirilmasindan ortaya ¢cikmistir. Sonradan viskoz akisin kararliligi konusunda yapilan
bircok ¢alismalar buna dayanmistir. Plaka Poiseuille akim kiigiik Reynolds sayilar icin
kararlidir, fakat Heisenberg 1924 yilinda ilk olarak biiyiik Reynolds sayilar1 icin bu tip
akimin kararsiz oldugunu gostermistir [11]. Heisenberg kararliligin nétral egrisinde dort
nokta icin bulgusal metod yaklasimiyla Orr-Sommerfeld denklemini ¢6zmiistiir. Ancak
Heisenberg hicbir zaman kararsizligin baslangic noktasi olan kritik degere
ulasamamustir. ilk olarak Orr-Sommerfeld denklemini sayisal olarak Thomas 1953
yilinda ¢ozmiistiir. Thomas, sonlu farklar yaklagimim kullanmis ve kararsizlik igin
Re=5780 degerini bulmustur [12]. Lin 1944 [13] ve Shen 1954 [14] yillarinda
yaptiklar1 hesaplamalarinda Orr-Sommerfeld denklemini ¢ozerek en kiigiik kritik
Reynolds sayisim1 5300 olarak elde etmislerdir. Sonradan bu denklem iizerinde diger
arastirmacilar tarafindan da calismalar yapilmig, Lin 1955 [15], Orszag 1971 [16],
Drazin ve Reid 1982 [17] ve Maslowe’un 1985°de [18] yaptiklar1 ¢alismalar1 sonrasinda
iyice anlagilmistir ki lineer teorinin kritik Reynolds sayis1 Rey,=5772,22 dir. Bu sonug
Orszag 1971 yilinda Chebsyhev yontemi kullanarak yaptigi calisma ile dogru ve kesin
olarak elde edilmistir [16,19].

1940-1970 tarihleri arasinda dogal laminer akis, laminer akis kontrolii ile ilgili
calismalar yapilmis ve kayda deger ilerlemeler olmustur. Lachmann 1961 ve Wells
1969°da yazdiklan kitaplarda bu konularla ilgili ¢calismalart dile getirmislerdir. 1971

yilindan sonra teknolojik uygulamalara daha ¢ok onem verilmeye baglanmistir [1] .

Bu konu hakkinda yapilan calismalarda degisik sekillerde gecis olay1 incelenmeye

calisilmistir. Genellikle temel akisa bozuntu uygulanarak sistem lineerlestirilerek



bozuntunun zamanla hangi sinir sartlarinda nasil degistigi incelenmistir. Akiskan
kontroliinde optimal kontrol teorisi, geri beslemeli kontrol (aktif), agik ¢cevrim kontrol
(pasif) yontemleri kullanilmistir [20,21]. Jameson 1989 [22] , Berggren 1995 [23],
Joslin 1997 [24], Hogberg, Bewley ve Henningson 2002 [25] bu yontemler iizerinde

calismalar yapmislardir.

Kontrol yontemlerinde, ucak govdesi lizerindeki siiritkleme kuvvetini azaltmak, ugak
kanatlar1 iizerine etki eden tasima kuvvetinin arttirilmasi, itici giic verimliliginin
arttirilmasi, 1s1 ve kiitle transferinin azaltilmast yada arttirilmasi, yanma
kararsizliklarinin - kontrol edilmesi, aeroakustik basin¢ dalgalanmalarinin kontrol
edilmesi amaclanmistir. Son yillarda bilgisayar kapasitelerinin artmasi, sensor
teknolojisinin gelisimi, akiskan dinamigi icin sistem kontroliindeki ilerlemeler akis
alanlarinin kontrol edilmesinde ve tasariminda yeni gelismelere sebebiyet vermistir. Bu
yondeki gelismeleri ve calismalan Gad-el-Hak 1996 [1], Lumley ve Blossey 1998 [26],
Bewley 2001 [27] yillarinda yazdiklart makaleler ile ozetlemislerdir. Simir tabakanin
aktif kontrolii son zamanlarda gelisen bir yontemdir. Burada gecisin Tollmien-
Schlichting (TS) dalgalarinin bastirilmasi ile geciktirilmesi amaclanir. Bu ¢alismalardan
karasizligin 6nemli derecede bastirildigl ancak bozuntularin tamamen yok edilemedigi

sonucu elde edilmistir. Thomas 1990 [28], Metcalfe 1994 [29] ¢alismalar1 bu yondedir.

2.2. KARE KESITLi OYUK iCERIiSINDE AKIS

Kare kesitli oyuk igerisindeki akis problemi ise bilgisayar destekli calisan bilimsel
gruplarin dikkatini ¢ekmis ve bu konuyla ilgili uzun yillardan beri calismislardir.
Burggraf 1966 yilindaki makalesiyle bu c¢aligmalara oncii olmustur [30]. Calismasinda
ikinci dereceden sonlu farklar yaklagimi kullanmistir. Bu konu hakkinda yapilan eski
calismalardan biri de Tuann ve Olson’nun 1978 yilinda kaleme aldig1 makaledir [31].
Ancak bu yillarda yapilan sayisal ¢oziim yontemlerini sinirlandiran en biiyiik etken
bilgisayarlarin gelismemis olmasiydi. Bu sebepten dolay1 elde edilen sonuglar siirh
kalmistir. Bundan sonra problemin ¢ozimiiyle ilgili ¢ok biiyilk sayida makale
yaymnlanmistir. Bu calismalarda temel problem c¢oziimiinde kullanilan algoritmanin
gelistirilmesi {lizerinde durulmustur. Kullamilan sayisal yontemlerle elde edilen

¢Oziimlerin ¢ok daha dogru ve kararli olmasi amaglanmistir. S6z konusu ¢aligmalarda



gelistirilen yontemler iki boyutlu kare kesitli ya da ti¢ boyutlu kiibik formdaki oyuk
icerisindeki akim problemlerine uygulanmistir. Bu problemle ilgili kullanilan en énemli
ve benimsenmis sayisal yontem Sonlu Farklar yontemidir. Gatski, hiz-girdaplilik
formulii kullanarak sonlu farklar yaklasimi uygulamistir [32], Ghia multigrid yaklagimi
ile sonlu farklar yontemini birlestirmistir , Gustafsen ve Halasi, Soh ve Goodrich de
sonlu farklar yontemini kullanmislardir [33,34,35,36]. Daha sonralar iki boyutlu kare
oyuk icerisindeki akimin ¢oziimii sonlu elemanlar ve sonlu hacimler yontemleri de
kullanilarak da yapilmigtir. Ghia, Ghia ve Shin 1982 yilinda kare kesitli oyuk
icerisindeki akisin yiliksek Reynolds sayilart igin ¢oOziimiinii yapmis ve yaptigi
calismayla iki boyutlu ¢6ziim algoritmalar i¢in referans bir ¢alisma olusturmuslardir
[37]. Bu arastirmacilar calismalarinda 257x257 gibi ¢ok noktali bir ag sisteminde,
yiiksek Reynolds sayilar1 icin problemi ¢ézmiislerdir. Elde ettikleri verileri ve saglanan
girdaplarin formlarimi ayrintihi bir sekilde grafiklerle ve tablolarla vermislerdir. Daha
sonra Schreiber ve Keller, Richardson ekstrapolasyonuyla ikinci derece merkezi sonlu
farklar acilimimi kullanarak elde ettikleri ¢6ziimde dordiincii dereceden dogruluk
saglamiglardir [38]. Bruneau ve Jouron yiiksek Reynolds sayilarinda multigrid
metodunu kullanarak diizenli ag yapisi igcinde bilgisayar zamaninda hizli yaklagim elde
etmislerdir. Gupta dordiincii derece sonlu farklar teknigini her yonde 41 adim alarak

kullanmis ve referans niteliginde sonuglar elde etmistir [39].

Bir¢ok gercek akis alanlar keskin koseler icermektedir ki bu noktalarda akis tekillik
gostermektedir. Siklikla bu gibi akis alanlarinin ¢6ziimiinde kullanilan sayisal
yontemlerde tekillik, yalnizca kiiciik bir bolge i¢in etki ettigi diistiniilerek ihmal edilir.
Gupta, Manohar ve Noble de calismalarinda yar1 analitik teknik kullanarak kiigiik
Reynolds sayilari i¢in bu tip akis alanlart icerisindeki koselerde olugan tekilligin etkisini
incelemislerdir. Ancak gelistirdikleri metotla kayan duvar i¢in iyi sonuclar elde
ederlerken, yan duvarlar i¢in sagliksiz sonuglar elde etmislerdir. Dolayisiyla bahsedilen
problemde en 6nemli nokta hareket eden duvar ile sabit olan duvarlarin kesisim ¢izgisi
izerinde olusan tekil noktalardir. Bu tekilligin nedeni sinir sartlarindaki hiz degerleri
arasindaki atlamadir. Ancak gelistirilen ¢coziim metodlart bu tekilligi géz ardi edecek
sekildedir [40,41]. Kim ve Moin 1985 yillinda yaptiklari ¢alisma ile ii¢ boyutlu, zamana

bagh Navier-Stokes denklemlerini kapali sayisal yontem kullanarak ¢ézmiislerdir [42].



Gupta ve Kalita 2004 yilinda yaptiklar1 ¢calisma ile Navier-Stokes denklemlerini akim
fonksiyonu-hiz formiilasyonu temel alarak yeni bir sayisal yontem yaklagimi

gelistirmislerdir [43].

Aidun 1991°de oyuk igerisindeki akis ile endiistride (fotograf filmlerinin ve ozel
kagitlarin iizerlerine film tabakasinin ¢ekilmesi) kaplama teknolojisi arasindaki direkt
iliskiyi =~ gostermistir. ~ Mikrokristal —malzemelerinin  {iretilmesinde,  polimerik

kompozitlerin sentezinde oyuk icerisindeki akis modelini géormek miimkiindiir [44,45].

Oyuk igerisindeki akisin kararlilik analizini Aidun, Triantafillopoulos ve Benson 1990
yilinda incelemislerdir [44]. Yine 1993 yilinda Ramanan ve Homsy lineer kararlilik ile
ilgili makale yayinlamislar ve kritik Reynolds sayisin1 594 olarak bulmuslardir [46].
Aidun ve Poliashenko kismi diferansiyel denklemlerin sayisal hesaplanmasini denge
durumlarinin kararliligi ve catallanmasi ile birlikte inceledikleri ¢calismalarinda degisik
en/boy oranindaki kesitteki oyuk igerisindeki akis problemi i¢in genel kararlilik analizi
yapmislar ve kritik Reynolds sayilarini elde etmislerdir [47]. Ding ve Kawahara 1998 ve
1999 yillarinda yaptiklart calismalarda sonlu elemanlar metodu kullanarak
sikistirtlamaz, viskoz akislar icin ii¢ boyutlu kararhilik anazlizi yapmislar ve kritik
Reynolds sayisin1 oyuk ici akis problemi icin 920 olarak bulmuslardir [48,49]. Ug
boyutlu oyuk i¢i akis probleminin kararlilik analizini 2005 yilinda Non, Pierre ve
Gervais yaptiklar1 c¢aligma ile gostermislerdir [S0]. Yine oyuk icerisinde akig
probleminin kararliligi hakkinda Albensoeder, Kuhlmann ve Rath 1999 yilinda ii¢
boyutlu merkezkag akis kararsizliklaryla ilgili calismalarinda bilgi vermistir [51]. Sahin
ve Owen 2003 yilinda iki kisim halinde yayinladiklar1 ¢calismalarinda yiiksek Reynolds
sayilarinda sonlu hacim yontemi kullanarak Navier-Stokes denklemlerini ¢6zmiisler ve

lineer kararlilik analizi yapmislardir [52,53].



3. MALZEME VE YONTEM

3.1 AKISIN KARARLILIGININ iNCELENMESI

Kararlilik analizi temel akisa eklenen iki boyutlu cok kiiciikk bozuntular ile Navier-
Stokes denklemlerinin lineerlestirilmesi suretiyle c¢oziilerek, kararliligi etkileyen

parametrenin kritik degerinin bulunmasidir.

Zamanla degisen, laminer, sikistirilamaz viskoz akis igin siireklilik denklemi ve

momentum denklemi,

V-V=0 (3.1)
oV 1 )

—+(V-V)V=—=Vp+v V2V (3.2)
ot P

Iki boyutlu akis goz oniine alindiginda, asagidaki ifadeler kullanilarak boyutsuzlastirma

yapildiginda,
. X £y
X =— ==
L Y L
u*=vi , v*=vi 3.3)
P =7 b
—pV?
2,0 -
Re:V°°5,

0 Kkarakteristik uzunluk olmak iizere, (3.1) ve (3.2) denkleminde yerlerine

koyuldugunda,



ou- 9"

ox  dy

GNP I U S (3.4)
ot ox dy ox  Re

= E3 + E3
ox”?  oy”

+u —+0 —=——F* = +—*2
ot ox dy dy’  Rel ox dy

v’ .ov .90 _ o i(azv* azv*J
elde edilir. Bundan sonra daima boyutsuz degiskenler kullanildigindan (3.4)

denklemindeki (*) lar atilarak

Ju 0Jv
=+ =

ML
ox dy

(3.5)

JR— _+_
ox* 9y’

ou ou  du dp 1 (0*u d%u
— At U—+V—=——+
ot ox  dy 0x Re

ov dv oJv dp 1 (d*v 9*v
—tU—FV— =t — | ——F—
ot ox ady dy Relox® 9y’

yazilacaktir. Kararlilik analizi i¢in yapilacak iki boyutlu temel akis hizlar1 U, V ve

basing P ise bu ifadelere bozuntu eklendiginde

u=U+u
v=V+0v (3.6)
p=P+p

ifadeleri elde edilir, burada u ,v, p iki boyutlu bozuntulardir. Bozuntu hizlari paralel

plakalar icin,

u =u(y)e’ A (3.7)
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Oyuk i¢in,
u =u(x,ye ™ (3.8)
olarak alinir, v, p benzer sekilde ifade edilir. Burada 8 kompleks bir biiyiikliik olup

B=L6+if 3.9

olarak ifade edilir; dalganin zamanla degisimini gosteren katsayidir [54]. 3, titresimin
dairesel frekansi, £ kuvvetlendirme faktorii olup kuvvetlendirme veya soniimleme

derecesini belirler. Ayrica

=B (3.10)
o
olarak tanimlanirsa (3.7)’deki iistel ifadesinin iissii
ax—ft=alx—ct) (3.11)
olur. Burada a dalga sayisi, ¢ kompleks 6zdeger
c=c,+ic; (3.12)

olup ¢, dalganin x yoniinde yayilma hiz1 (faz hizi), ¢; isaretine bagl olarak soniimleme

veya kuvvetlendirme faktoriinii gdstermektedir. Dolayisiyla,

u =ulx, y)e"“(x_”)

(3.13)

iaxx —iac,t _ac;t

u =u(x,y)e'* e e

olur. Bu durumda

c¢; < 0 kararli hal, bozuntu zamanla azalmaktadir,
¢; > 0 kararsiz hal, bozuntu zamanla biiylimektedir,

c¢;i = 0 notral hal,
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durumlan sézkonusudur. Bozuntu eklenen problem en son olarak 6zdeger problemi
halini alir. Burada ¢ 6zdegerdir. Lineer kararlilik teorisine gore kritik Reynolds sayisi

¢;< 0 i¢in elde edilir.

3.2 KARARLILIGI iNCELENEN AKISLAR

3.2.1 PARALEL PLAKALAR ARASI AKIS

Paralel plakalar arasi akis, en basit viskoz akis alam tipidir. z dogrultusunda ¢ok biiyiik
uzunlukta, y dogrultusunda birbirinden / kadar mesafede olan, x dogrultusunda
yerlesmis iki paralel ylizey arasinda akis goéz Oniine alindiginda (Sekil 3.1) y

dogrultusunda bir akis bulunmamakta, basing sadece x’in bir fonksiyonu olmaktadir.

WAL LS LSS ALY
Sekil 3.1 Paralel plakalar aras1 akis

Yani,

u=u(y)
D=w=0 (3.14)
p=plx)

Iki paralel yiizey arasindaki akis alani, basing gradyaninin yaninda, iki paralel yiizeyden
birisini hareket ettirmek suretiyle olusturulabilir. Bu tip akis plaka Couette akis1 olarak
adlandirilir (Sekil 3.2). y = 0 konumundaki plaka sabitken, y = h kadar yukarida paralel
konumlandirilmis plaka x dogrultusunda sabit bir U hiz1 ile hareket ettirilmektedir.
y dogrultusunda basing gradyani yoktur. x dogrultusunda dis basing gradyanti yoktur
[55,56].
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Diger paralel plakalar arasi akis tipi olan Poiseuille akisi ise, viskoz akigkanin basing

gradyan altinda akisi olarak tanimlanir (Sekil 3.2).

AY
A u
h —> 3
B e SR R > X O —_—y - --- > X
h

- v
h s S

Uly) =y, V(y) =0 Uly) =1y, V(y) = 0

Py= sabit ap, _ sabit

dx
Couette tipi akis Poiseuille tipi akis

Sekil 3.2 Paralel plakalar aras1 akis tipleri

(3.6) ifadeleri (3.5)’de yerine koyuldugunda {islii terimler cinsinden temel akig

siireklilik ve momentum denklemleri

ou Jdv
+

M L% o
ox dy

My dU oLy (3.15)
ot ox dy Jdx Re

aL+Ua_U+aL:LV2»U'
ot ox dy Re

== 3.16
u % (3.16)

.oy

=—— 3.17
v ox ( )

olarak yazilir. Akim fonksiyonu

w(x, y.t)= gyt (3.18)
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x yoniinde ¢, hiz1 ile giden harmonik dalga olarak alindiginda, « reel, ¢ ise kompleks

say1 olmak iizere, bozuntu hizlar

(3.19)
v' — _ia¢(y)eia(x—ct)

seklinde elde edilir. Burada ¢, dalgalanma genlik fonksiyonu olup y’ye baglidir. Lineer
sistemlerde belirli bir frekanstaki kararsizlik bagka bir frekanstaki kararlilik durumunu
etkilemez iken nonlineer sistemlerde lineer sistemlerin tersine sistemin belirli bir
frekanstaki kararsizligr diger frekanstaki kararlilik durumunu etkiler bu yiizden
nonlineer sistemlerde genis frekans araliginda inceleme yapmak gerekir. Bu yiizden
akim fonksiyonu (3.18)’deki gibi alinarak cesitli & degerlerinde inceleme yapilir. Akis

herhangi bir ¢ i¢in kararsiz ise, bu dalga boyundaki bozuntular akis1 karasiz hale getirir.

(3.19), (3.15)’de yerine koyulup, basing elimine edilirse, dordiincii dereceden bir adi
diferansiyel denklem elde edilir, bu denklem Orr-Sommerfeld Kararlilik Denklemi

olarak adlandirilmaktadir [4].

U-co —a’e)-U'p=——(p" 2070 +a'p) (3.20)
aRe

U =U(y) (Paralel akis), & ve Re reel sayilar olup, a, dalga sayisim ifade etmektedir. c,

kompleks 6zdegerdir ve
c=c, +ic, (3.21)

seklinde ifade edilir. Sinir sartlari,

’

y=-1'de u'=v"=0
=0 (3.22)

@ =0



14

u
=0 (3.23)
o

seklindedir. Kararlilik analizi yapilirken verilen ¢ degeri ve bilinen U, Re degerleri

kullanilarak c, karakteristik degerler bulunur. ¢; degeri i¢in,

¢; < 0 kararli hal, bozuntu zamanla azalmaktadir.
¢; > 0 kararsiz hal, bozuntu zamanla biiyiimektedir.

¢;i = 0 notral hal,

durumlarindan nétral haller hesaplanarak, kararlilik sinir1 o ve Re’nin fonksiyonu olarak
bulunur (Sekil 3.3). Rey, degeri notral egrinin & eksenine teget oldugu noktadir. Bundan

kiigiik Re degerlerinde kararsiz hal ortaya ¢ikmaz [57,58,59,60].

A

Kararsiz

Kararli E

Re

v

Rek,

Sekil 3.3 Kararlilik sinir1

Paralel plakalar aras1 akis icin Reynolds sayisinin ve bozuntu frekansi, &’'nin genis
araliktaki degerleri i¢in sayisal yontemlerle ¢oziim yapilir. Sayisal yontemler arasinda
sonlu farklar, spektral, Galerkin yontemleri sayilabilir. Bu sayisal yontemlerde ¢oziimiin
dogrulugu yontemin mertebesine baglidir. Ayrica ortogonal polinom acilimlarini
kullanmakta yeterli ortogonal polinom alinmasi durumunda c¢oziimde kolaylik
saglamaktadir. Ayrica Chebyshev polinomlar kullanilarak yiiksek mertebeden ¢oziim
yapilabilmektedir. Bu sayede daha kesin ve dogru c¢oziim elde edilmektedir.

Hidrodinamik kararlilik problemlerinde genelde bu yontem kullanilmistir [16, 61].
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Chebyshev polinomlar [62,63],
T (cos@)=cosnf , y=cosf , —1<y<l1 (3.24)

1se

=3 a,T, () (3.25)

n=0

alinarak Orr-Sommerfeld denklemi,
9" —20°¢ +a’*p—iaRe|U-c)p - a’p)-U"p|=0 (3.26)

Chebyshev polinomlarina agildiginda burada 7, (y)’lerin saglandig: rekiirans bagintilar:

kullanilarak [62,63],
o= i na,(nT, (yz) W, (y) 3.27)
n=0 n"—1
1o _ S 8ny2(nTn (y)_yUn—l(y))_ 2n(nTn (y)_ yUn—l (y))_ 1
g = Zan 2 3 ) 2 2 2
n=0 (v -1) (v*-1) (v*-1)
(4’1)}[_ U (y)+nU_(y)- y(nT, (}’)2 len-l (J’))D+
y? -
2
1 2y*(nT, (y)- ylj () 2T, (y)2— ,L0) (3.28)
(> -1) (C1+y?) y -1
n’ (T, (y)-yU,,(y) 1 )
n n _ — U — U —
Tl (yz_l)(n( W, ()-yU,.()
n(nT,(y)-yU,,(v))
yi-1
seklinde ifade edilir, burada U, (y) ikinci tiir Chebyshev polinomudur [62,63],
U,(y)=sin(n+1)0/sin@ , y=cosf ,-1<y<l1 (3.29)

tiirevler yerine koyuldugunda genel ifade,
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N 2
3 an(a4Tn(y)_2n05 (7, ()= yU,, (), 1 (o 1152 +
- yi-l (v -1)
n?(y? =1, (v) =356+ 2y +20*(y* =), (7)) - (3.30)
_ _ _ 2
iRea(2T, (y)+ (y 1+ )= = (* = 1)a? )1, () + nyU, _ ( )D:O
yr -1
olarak elde edilir. Yani,
N
>a,f,(y)=0 3.31)
n=0
yazilir. Ortogonalite 6zelligi kullanilarak [62,63],
: 2, n=0
anzij £.0) T,(y)dy c,,={ " (332)
C T\ 1—y? 1, n>0

a, katsayilar1 elde edilir. Sinir sartlar1 Chebyshev polinomlari cinsinden

N
y=-I'de  >.a,T,(y)=0

n=0

v (3.33)
Zn anUn—l (y) =
n=0
N
y=1'de Za”Tn(y)zo
=0 (3.34)

N
Zn anUn—l (y) =

n=0

seklinde ifade edilir. Ancak burada hem fonksiyonun kendisi hem de sinir kosullari

o(y)=-o(-y) (3.35)

sartin1 saglamaktadir. Problem tamamen simetriktir. Dolayisiyla problemdeki dort sinir
sartindan yalnizca iki tanesini almak problemin ¢6ziimiine yeterli olacaktir. Yani (3.33)

saglaninca (3.34) otomatikman saglanir. Burada (3.33) sinir sart1 kullanilmistir.



17

Chebyshev polinomlarinin
T,(£1)=(x1)"
ozelliginden, sinir sartlari,
o(1)=0 igin,
a,+a, +a,+a;+..+a, =0
¢(-1)=0 igin,

a,—a, +a,—a, +...+(—1)NaN =0

olarak yazilir, (3.37) ile (3.38) taraf tarafa toplandiginda,

a,+ta,+a, +..=0
olur. (3.37) ile (3.38) birbirinden ¢ikartildiginda,
a, ta;+as+..=0

ifadesi elde edilir. Ayrica,

ozelliginden yola cikilarak tiirev sinir sartlari igin,
¢ (1)=0 igin,

a,+2°a,+3%a,+4%a, +..+N’a, =0
¢ (~1)=0 iin,

a,-2%a, +3a, —4%a, +..+(-1)"N%a, =0

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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yazilir, denklem (3.42) ve (3.43) taraf tarafa toplanir ve ¢ikartilirsa,
a,+3*a,+..=0 (3.44)
2°a, +4%a, +..=0 (3.45)

elde edilir. (3.39), (3.40), (3.44), (3.45)’den goriilmektedir ki ay, az.;’ den bagimsizdir.
Dolayisiyla buradan n’nin ¢ift degerleri icin 50 nokta alinarak ¢éziim yapilmistir. Bu
islem sir sartlarindan sadece (3.33)’4i kullanmay1 gerektirir. Buradan elde edilen
denklem sisteminin katsayilarinin olusturdugu matrisin 6zdegerleri, karakterisitik deger

c’yi verecektir, yani,

c= f(a, Re) =c, +ic, (3.46)
Burada « ve Re degerleri degistirilerek ¢=0 olan yerler aranmaktadir. Bu degerler

bulunurken secant yontemi kullanilmistir [Ek-2]. Elde edilen degerlerle kararlilik sinir1

cizilerek buradan Rey, bulunur.

3.2.2 KARE KESITLi OYUK iCERIiSINDEKIi AKIS

Calismanin bu kisminda iizerindeki plaka cekilen kare kesitli oyuk icerisindeki akis
problemi incelenmis, ¢esitli Reynolds degerlerinde ¢oziim yapilmistir. Sonraki boliimde
probleme bir bozuntu eklenmis ve sistemin kararliligina bakilmig, kritik Reynolds
sayisi, Rey, bulunmustur. Zaman bagli, sikistirilamaz viskoz bir akis icin siireklilik ve

momentum denklemleri,

ou 0V _

—+—=0
ox dy

—t+U—+V—=—+—Vu (3.47)
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seklindedir. Sekil 3.4’de akiskan duvarlarla sinirlandirilmis kare kesitli, sayfaya dik
yonde sonsuz uzun oyuk icerisindedir. Ust duvar sabit bir hiz ile cekilerek akim

olusmaktadir [65].

u=y,=U
v=0
=0
{=-y, v
7 720
_ ﬁ
u=0 é u=0
v=-y=0 é v=-y=0
l//=0 é l//:O
gz-%"” g §='Wm
7
é
Wﬁ'
u= l//),:
v=0
=0
{=-,

Sekil 3.4 Kare kesitli oyuk igerisindeki akis

Buirada Reynolds sayisi,

Re = G (3.48)
|4

olup, ¢, oyugun genisligidir. Oyugun uzunluguda genisligi kadardir. Oyuk kare kesittir.
Girdaplilik vektorii,

{=VxV (3.49)

olduguna gore iki boyutlu akislar i¢in

v Jdu
C—[g—ng—é“k (3.50)

seklinde ifade edilir.
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Akim fonksiyonu, ¥ ise asagidaki gibi tanimlanir

(3.51)

Sikistirilamaz, iki boyutlu Navier-Stokes denklemleri (3.47)’de basing elimine edilip,
bir araya getirilir, girdaplilik ve akim fonksiyonu cinsinden yazilirsa, daimi olmayan

durum i¢in girdaplilik taginim denklemi,

DS _1 o
Be v (3.52)

veya

¢, A& A _ 1(62:+825j (3.53)

+ _
ar "3 dy  Rel dx’ 9y’

seklinde elde edilir. (3.50)’nin akim fonksiyonu, ; (3.51) cinsinden yazilmas1 sonucu

elde edilen Poisson denklemi eliptik bir denklem olup asagidaki gibidir,

Py
axl/; + ay‘ﬁ’ =—¢ (3.54)

Boylece problem (3.53) ve (3.54) ile ifade edilmis olmaktadir. Oyuk icersindeki akim
problemi sonlu farklar metodu ile girdaplilik ve akim fonksiyonu yaklasimiyla
¢Oziilmiis, bunun yaninda basing-hiz yaklagimi da kullamilarak ikinci bir ¢6ziim daha

yapilmistir. Daha sonra elde edilen degerler kullamlarak kararlilik analizi incelenmistir.

Kare kesitli oyuk icerisindeki akim probleminin ¢oziimiinde yaygin olarak kullanilan

formiilasyon girdaplilik ve akim fonksiyonu yaklagimidir.
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N
. i Uijrl
( |
1 1
R Sy p—— Rl R
I Ui,
% %
y 1 : _: |Ay| ui_]‘j ui+],j
J 1 Ax
<
S Ui
1 1
I I
—

Sekil 3.5 Kare kesitli oyuk i¢in ag yapisi

Girdaplilik denkleminde ikinci mertebe bir yontem olan merkezi farklar kullanilirsa

()

.

i+l Yi-l,j

(Sekil 3.5),
; = _a_u + @
dy Ox
_ M TH
o 2. Ay

2.Ax

(3.55)

(3.56)

elde edilir. Bu ifade ¢oziim ag icerisindeki noktalarda girdaplilik degeri olarak alinir.

Simirlarda girdaphlik degerleri uygun ikinci mertebe yaklasimlar kullanilarak,

tist duvar icin,

dy

2Ay

_ al/i _ 3ui,ny+l - 4ui,ny + Mi,ny—l
;i,nerl I N -
i,ny+1

alt duvar icin,

yan duvarlar i¢in,

—3u,;, + 4141.,2 — U,

2Ay

oV —3vl,j+4vz,j—v3qj
;1]' =5 =
Lj

ox

2Ax

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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S L i e Y B TSN (3.60)
e ax nx+l,j 2AX

seklinde yazilir. Daimi olmayan iki boyutlu akis i¢in girdaphlik tasinim denklemi,

2 2
a—é,:—u(—)—é,—v(—)—é,+i a—§+a g (3.61)
ot ox dy Relox” dy
olduguna gore (3.61)’in sag tarafindaki ifade E;;(t) olarak gosterilir ise,
Ei.(t)z —u, §i+1,j - Ci—l,j _— ;i,j+1 - Ci,j—l +L
Y 7/ 2Ax 7/ 2Ay Re
(3.62)
§i+1,j - 2;1',,' + i-1,j " ;i,j+l - Zgi,j + Ci,j—l
Ax? Ay?
seklinde yazilir. O zaman girdaplilik tasiim denklemi
£ t+A)=C (O+E, () (3.63)

sekline doniisiir. Poisson denklemi (3.54) merkezi farklar ile ikinci mertebe sonlu fark

yontemi kullanilarak

Vi, _2'//i,j TV, Vim _21//1',,' TV, i -
(Ax)’ (Ay)’ (3.64)
Vi — 2(1 + 7’)l//i,j t¥.;t 7(’//1',,41 TV, 4 ) = _Ax2;i,j

elde edilir. Bu denklem sistemi Gauss-Siedel Yenileme yontemi kullanilarak ¢oziiliir.

Ax 2
y= (A—y] (3.65)

dir. Sinir sartlar biitiin duvarlarda =0 olmak kosuluyla ¢6ztiim yapilir. (3.63)’den ¢,

(3.64)’den ¥ degerleri bulunur.
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Hiz bilesenleri,

U= a_l// _ l//i,j+l _l//i,j—l
dy 2Ay

_a_l// _ Vi ~ Vi

o0x 2Ax

(3.66)

seklinde bulunur. Daha sonra (3.63)’den her zaman adimi i¢in ¢oziim yapilir. Buradan
bulunan hiz, girdaplilik ve akim fonksiyonu degerleri kritik Reynolds sayisinin

bulunmasinda ve akisin kontroliinde kullanilacaktir.

Ayni problem Basing-Hiz yaklagimi kullanilarak ¢oziilmek istendiginde ise x ve y
momentum denklerimden yola c¢ikilarak, basing sinir sartlart kullanilir ve oncelikle
basing degerleri, daha sonra hiz bilesenleri ve buna bagl olarak da akim fonsiyonu

bulunur. Basing sinir sartlari,
alt duvar icin,

u=0, v=0

—(u,0)=0 (3.67)

oldugundan momentum denklemi sadeleserek basing sinir sarti,

2
—3—p+Re_l % 0 (3.68)
y y
tist duvar icin,
u=1, v=0
0
g(u,v)= 0 (3.69)
az
ax—z(l/t,v): 0

oldugundan momentum denklemi sadeleserek basing sinir sarti,
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op 2°v

——+Re’' —==0 3.70

% P (3.70)
yan duvarlar i¢in,

u=0, v=0

0

—(u,0)=0 (3.71)

dy
2

9" (wv)=0

dy

o _y (3.72)

elde edilir. Momentum denklemlerinin sirastyla d/dx ve d/dy ‘e gore tiirevleri alinip

taraf tarafa toplanirsa,
Vip=2(uv, ~vu,) (3.73)

elde edilir ((3.68), (3.70), (3.72) basing sinir sartlarindan dolayr dp/dn simirlarda

bilinmektedir). (3.73) sonlu farklar yontemi kullanilarak merkezi farklarla acilarak

basing hiz denklemi elde edilir.

DPis,j _2pi,j + D + DPijn _2pi,j + D a

=RS 3.74

e e (3.74)
burada

RS =1 (MHLj —Uiy XV,»,J»H _V,-,j_l) (ui,j+1 Ui va,j _Vi—l,j) (3.75)

4AxAy 4AxAy
dir. (3.74) denklemi
2 n n 2 n n n 2 2
Plnj _ Ay (Pi+1,j + Pi—l,j)+Ax (Pi,j+l + Pi,j—l)_RS Ax Ay (3.76)

2(Ax? +Ay?)
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halini alir. Momentum denklemleri ikinci derece merkezi farklar ile sonlu farklara

acilirsa,
n+l n n n 7 n n n
”:,j _Ldz,j tu, i, _”in—l,j o, l'tir,lj+l _l’dz,j—l _ Pitj P +Ré l’é+l,j _2’“[1,/' +”in—1,j
N T A Ay 2Ax A
+R€_] l’dz,lj+1 _QL{lj +u:fj—1
Ay2
3.77)
‘/;H-JH -V il Vi =V : _"Zﬂl Vi _ Plia—Pa +Ré! Vi =200V
N YA YAy 20y AP
V=2 R
+Re—1 i,j+ l,; i,j-1
Ay
elde edilir. Bu problemde,
Ax=Ay=h (3.78)

alinmistir. Buradan hiz bilesenleri elde edilir. Bu islemler herbir zaman adimi icin
yapilir. Sonuglar yakinsadigi zaman elde edilen hiz bilesenleri kullanilarak akim

fonksiyonu degerleri bulunur. Akim ¢izgileri hesaplanirken kullanilan sinir sartlari,

tist duvar icin,

y=0
W, (3.79)
dy
alt duvar icin,
y=0
W _y (3.80)
dy
yan duvarlar i¢in,
y=0
W _y (3.81)

LY
®|
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seklindedir. (3.79), (3.80) ve (3.81) siir sartlart kullanilarak (3.66) ile akim fonksiyonu
degerleri bulunur. Girdaplilik i¢in,

¢ = _a_u + @ (3.82)
dy Ox
ifadesi ikinci derece, merkezi farklar kullanilarak
£ = Ui T + Visj — Vi (3.83)
! 2 Ay 2 Ax

seklinde yazilir. Buradan girdaplilik degerleri elde edilir. Bu yontemde dikkat edilmesi
gereken nokta basincin bir noktadaki baslangic degerinin bilinmesi gerektigidir. Bu
calismada baslangic kosulu olarak basing kurulan ag yapisi igerisinde (2,2) noktasinda

P, ,=1 alinarak ¢6ziim yapilmistir.

3.3 PARALEL PLAKA POISEUILLE AKISININ KONTROLU

Burada kontrol edilmek istenen paralel plakalar arasi1 akis i¢cin Rey, degerinin uygulanan
kontrol yontemi ile ileri atilarak akisin laminer rejimden tiirbiilansh rejime gegisinin

geciktirilmesi amag¢lanmaktadir. Poiseuille akis1 i¢in hiz profili

U(y)=1-y* -l1<y<l1
(3.84)
V(iy)=0

seklinde ve basing gradyam (dP/dx) sabittir. Bu temel akisa alt plakada kiiciik zamanla
degisen lokal geometrik bozuntular uygulanir (Sekil 3.6).

t t+At

Sekil 3.6 Alt plakada zamanla degisen iki boyutlu bozuntu
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Bozuntunun formu asagidaki sekilde alinmistr,
y=-l+&f(x1) (3.85)

g, kiiclik bir parametre olup islemleri kolaylagtirmak amaciyla kullanilmistir. Bu
bozuntu z dogrultusuna bagli degildir, dolayisiyla problem iki boyutludur. Iki boyutlu

zamanla degisen siireklilik ve momentum denklemleri,

ou dv
Hi%-0
ox dy
ou Jdu  Jdu dp 1 (d°u d°u
LR L S 3.86
o "o ey ox Re(axz ayzj (350
ov dv oJv dp 1 (d°v d°v
U AV |
ot ox dy dy Relox® oy’
Sinir sartlari,
y=-1+¢€ f(x,t)’de u=0v=0
y=1"de u=1,0v=0 (3.87)

X — Foo icin u—1-y>, -0

seklindedir. Ozdeger problemi coziilleceginden baslangic kosullarina ihtiyag
duyulmamaktadir. Temel akis icin € =0olup, kiiciik ¢ icin bilinmeyenler kuvvet

serisine agildiginda,
u(x,y,t) =1-y> +u, (x, y,1) +---
DY, = EBE i)+ (3.88)
p(x,y,8) = P(x)+ € p,(x,y,1)+--

elde edilir. (3.86)’ya (3.88) acilimlar1 koyup, ¢€’a gore birinci mertebeden terimler

alindiginda,
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%4_%:0
ox dy
ou, N dp, 1(0%u, d°u,

—+(1-y ) —-2yv=-—"T-+— + 3.89
ot -y ox e ox Rel ox> oy’ (3-89
2 2
%-‘r(l—yz)%:—%ﬁ-i M_Fa Ul
ot ox dy Rel ox* 9y’

bulunur. (3.89), (3.86)’nin tersine lineerdir. Sinir sartlari ise,
u,(x,—1,0)==-2f(x,1)
v, (x,~L1)=0 (3.90)
u,(x,1,t)=v,(x,L,t) =0
x—*oeoicin u, ,0,—-0

olarak yazilir. (3.89) ve sinir sartlar (3.90) kiiciik sinir bozuntusundan olusan linerize
edilmis davramislar1 yonetirler. Bozuntu uygulanmis akis icin akim c¢izgileri ve
girdaplilik denklemleri,

o1 _dy ov, du,

v, L= o 3.1
“ Y ox ¢ ox dy ©-91)

seklindedir. (3.89)’de basing ifadesi yok edilirse,

ol ,. 0 0w 1 (0’0 9 ¢
2 iy
8t+( y)ax+ ox Re 8x2+ay2
(3.92)
Iy 'y
ox* i > ¢

olur. Akim ¢izgileri i¢in sinir sartlari,
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y=-l'de  w=0 . Y= 2fn
dy
yzl’de l//:() s a_wzo
dy
x—teoicin ¥ —0

(3.93)

olarak yazilir. (3.92) ve sinir sartlar1 (3.93) temel problemi olusturmaktadir. Bu denklem

sistemi f(x,7) seklinde bir siir girisi oldugunda akisin lineer cevabii yonetir. Eger

sinir girigi asagidaki gibi olursa,
f(x,t)=F(x)e™”

sistemin bu girise kars1 verdigi tepkinin formu
w(x, 3,0 = @(x, y)e™”
{(x,y.0) = Q(x, y)e ™

olur ve (3.92)

—ifQ+(1-y")

ox ox Rel ox?

g

2’
ox’ =

+
oy’

haline gelir. Sinir sartlari ise,
y=-1’de
y=1de 0= 8_¢ =0

x =t ooigin 9—0

0Q _dp 1(2°Q 9°Q
4= +—
dy’

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

seklinde olur. (3.96) ve (3.97) kontrol problemini olusturmaktadir. Siir girisi F(x)

akigla ilisiklendirilmis 6l¢iilebilir nicelikte bir fonksiyondur. Burada yapilan eger kayma
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gerilmesi iist plakanin her noktasinda 6l¢iilmiis ve alttaki plakanin biitiin olarak Slciilen
bu kayma gerilmesine orantili olarak hareket ettirildigi diisiiniiliirse s6z konusu

fonksiyon,

2
? AESN) (3.98)

fx,t)=K %

seklinde tanimlanir. K orant1 sabitidir. Boylece alt plaka icin sinir sart,

az
dy

9 (v 1y= -2k 22 () (3.99)
dy

olarak yazilir. (3.96) denklemi (3.97)’deki y = 1 icin sinir sart1 (3.95) ile degistirilmis

olarak ¢6ziim yapilir. Burada Fourier transformasyonu kullanildiginda,
P, y) = [p(x,y)e dx (3.100)
ters doniisiim ise

1 T A —iox
o(x,y) == [Pla, y)e " da (3.101)
27 *

seklindedir. © ‘nun Fourier transformasyonu da benzer sekildedir, temel problem

—ifQ—ia(l-yHQ-2iap= Ri(—azfnfx')
c

(3.102)
—2 P+ ¢'=-Q
seklini alir ve problemin sinir sartlart,
P =0
o1)=0 (3.103)

P'(-D)=-2K¢"()
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olur. Problemin alt plaka icin simir sarti degismistir. Son simir sartindan dolay1
simetriklik bozulmustur. Bu yiizden de Chebyshev polinomlar1 yontemi ile ¢oziim
yapilirken dort simir sartimi da kullanmak gerekmektedir. Burada tiirev sinir sartinda
K=0 oldugunda s6z konusu problem klasik Orr-Sommerfeld problemi haline

doniismektedir. Bu denklem sistemi 6zdeger problemi seklindedir ve 6zdeger

B=B(aRe,K)=p+p; (3.104)

dir. Eger £ min imajiner kismu negatif ise (Im(f )<0) akis kararli, pozitif ise (Im(f) > 0)
akis kararsizdir. Kontrol sabiti (K), Oncelikle gozardi edilerek sadece bilinen dalga
sayis1 (@) i¢in Reynolds degeri £ min imajiner kismu sifira esit oldugu durumda bulunur.
Bu deger bilinen « icin kritik Reynolds sayisidir. Daha sonra K degistirilerek daha
yiikksek Reynolds sayisinda gecisi saglayacak K’nin araligi hesaplanir.

3.4 KARE KESITLi OYUK iCERIiSINDEKi AKISIN KONTROLU

Ikinci olarak kontrol uygulanan akis tipi kare kesitli oyuk igerisindeki akimdir. Onceden

sonlu farklar yontemi kullanilarak yapilan ¢6ziim sonucu s6z konusu akis igin
uo(x, ), vo(x,y), po(x,y), é’o(x,y), l//o(x, y) degerleri bulunmustur. Bulunan bu

degerlere bozuntu eklenerek kararlilik analizi yapilmis kritik Reynolds degeri

hesaplanmistir. Iki boyutlu, zamanla degisen siireklilik ve momentum denklemleri,

Jdu 0V
+ =

ML %%
ox dy

du _ Ou _ du a_p+l(32u+aqu (3.105)

o T ey T T Relar® T oy

—tU— V== —
ox® 9y’

v dv  Jv _a_p+i 2’v 9*v
ot ox dy dy Re

Bozuntu eklenen hiz ve basing bilesenleri,
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u=u,+u,
V=0, +7, (3.106)
P=Dy*+ D

seklindedir. Siireklilik ve momentum denklemlerinde (3.105)’de u, v ve p degerlerini

yerine koyup lineerlestirirsek,

ou 0v _

—+—=0
ox dy
0 a
Ky Py Wy Ky gy W O L oo (3.107)
ot ox ox dy dy ox Re
0 ] d d d 9
ﬁ'FMOﬁ'FMI&+Uoi+01&:—ﬂ+ivzvl
ot ox ox ady ady dy Re
durumuna doniisiir. Zamanla degisen periyodik bozuntu asagidaki sekilde alinir,
u, =U, (x, y)e™”
(3.108)
v, =V, (x, y)e™”
Burada S =f(Re) dir.
oU u oU ou oP 1
—ifU, +uy—-+U,—"+v,—L+V, =L =——L+—VU
AU ’ ox Yox U 9y " dy ox Re :
(3.109)
aV, k) aV, k) o°P, 1
—ifV, +uy—+U, —>+ 0, —+V, —L=——L+—V?V,
AV i, ox "ox "9y oy dy Re '

elde edilir. x ve y momentum denklemlerinin sirastyla (9/dy) ve (9/dx) tiirevleri alinip
birbirinden ¢ikartilirsa basing elimine edilir, girdaplilik ve akim fonksiyonu cinsinden

yazildiginda,
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ad 9§, 0y 9¢, Iy 9¢ 1

. _ 1 _
iBe, ~u, ox Yo dy dy Odx Ox dy Re

Vi, (3.110)

bulunur. (3.110)da u,, v,, {, degerleri klasik kare kesitli oyuk igerisindeki akis

probleminin sayisal ¢oziimiinden elde edilen degerlerdir. Dolayisiyla bilinmeyenler ¥,

ve ¢, dir.

2 2
M+M:_é’l

3.111
ox> oy’ ( )
(3.110) ve (3.111) kullanmlarak sayisal ¢oziim yapilmigtir. Biitiin sinirlarda,
U=Vi=¢=0 (3.112)

seklindedir. (3.110) ve (3.111) denklem takimi sonlu farklar ayriklastirmasi

kullanilarak,
lﬂ; —u ;li+l,j - ;11'—1,1' —v gli,j+l - gli,j—l _
T DAy S 2Ay
l/ll,-,_H1 _WL,_H ;0i+1,j - ;Oi—l,j " l/llm,, _I/IIH,, ;Oi,j+1 - goz',j_1 _ (3.113)
2Ay 2Ax 2Ax 2Ax
B 1 glm‘/ _2§1,‘, + ;1[,1‘, N ;1%1 _2§1i‘j + ;11,,,1
Re Ax’ Ay?
ve
l//lm _2'1”1[, +';”1H, l//1l. " _29”1[. +')”1[.71
-J ¥ - J + - -] -] — _g(), » (3'1 14)

(Ax)* (Ay)?

yazilir. (3.113) denklemi ¢, y, ve (3.114) y, cinsinden diizenlenerek,

[Bu Bu}{(l}:o 3.115)
B, By |w
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denklem sistemi elde edilir. Burada NxN ag yapist igerisinde, diigiim noktalarindaki ;
ve W; bilinmeyenlerinin olusturdugu Bj1, B12, B21, B2, matrisler N°xN° boyutunda blok

matrislerdir. Yapilan ¢6ziim sonucu ¢ikan blok matris formlari,

B11 = (A-AI) matrisi
By; = D kosegen matrisi
B,1 = I birim matris

B, = C kosegen, simetrik matris

seklindedir. En genel halde matris Sekil 3.7’ deki gibidir.

(A-B1)

Sekil 3.7 Coziim Matrisinin Formu

Yani,

[A_ﬁl D}[ﬂ:o (3.116)
1 Cly,

seklini alir. Cok noktali ag yapisi i¢in ¢oziim yapildiginda matrisin boyutu (2xdiigtim
noktasixdiigiim noktasi) olmaktadir. Dolayistyla cok fazla elemanli matris olugmaktadir.
Bu durumda c¢oziimii kolaylastirmak i¢in bu tip blok matrislerin asagidaki o6zelligi

kullanilarak,
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M :P‘-‘-;Eﬂ (3.117)
B, ! By
ise
detM = det(B,,B,, -B,B,,) (3.118)
seklindedir.

Oyleyse (3.116) matrisinin 6zdegerleri £'lar bulunur. B kompleks sayidir. 5= 0 oldugu
durum i¢in elde edilen Re, kritik Reynolds sayisidir.

Kontrol i¢in alt duvara zamanla periyodik bir hareket verilmesi diistintilmiistiir, yani
u(x,1,1)= Asin gt (3.119)

Burada ¢ acisal frekans, A ise genliktir. Diger ii¢ sinir sart1 degistirilmemistir. Bu kare
oyuk icerisindeki akisin kritik Reynolds sayisinin alt duvar titrestirilerek, geri besleme
olmadan, kontrolii olarak diistiniilebilecegi gibi (agik ¢evrim kontrol), iist plaka ¢ekilen,
alt duvar titresen kare oyuk probleminin kritik Reynolds sayisinin bulunmasi olarak da
digiiniilebilir. Bu sekilde, daimi olmayan bir akisin kritik Reynolds sayisi
hesaplanmaktadir. Kare kesitli oyuk igerisindeki daimi olmayan akis problemi sayisal

olarak ¢oziilmiis, u,, v,, {, degerleri hesaplanmis ve (3.113), (3.114) kullamlarak elde

edilen (3.116) matrisinin 6zdegerleri bulunmustur. f(q,A,Re) olmak iizere bu matrisin
ozdegerleri, f’lar1 vermektedir. f degerlerinin imajiner kisimlarina bakilarak kritik

Reynolds sayisi (Rey,) bulunur. Eger,

S <0 ise kararl hal,
S >0 ise kararsiz hal,

pi =0 ise notral hal

s0z konusudur. Boylece Rey,, A ve ¢’nun fonksiyonu olarak bulunmaktadir.
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4. BULGULAR

Bu bolimde kontrol edilen iki tip akis alani i¢in kontrol uygulanmamis durum ve
uygulanmis durum igin elde edilen sonucglar sunulmustur. Sonuclar cesitli Reynolds
sayilari, acisal frekans, genlik ve kontrol katsayilart i¢cin degerlendirilmistir. Kontrol
katsayisi, genlik ve acisal frekansin kritik Reynolds sayisina etkisi arastirilmistir.
Paralel plakalar aras1 akis icin uygulanan kapali-cevrim kontrol yonteminde kontrol
katsayisinin Reynolds sayisina etkisine bakilirken, kare kesitli oyuk i¢i akigta ise alt
duvarin titrestirilmesiyle genlik (A) ve acisal frekans (g)'nun degisik degerleri igin
Reynolds sayisinin degerine bakilmistir. Paralel plakalar arasi akig probleminde plakalar
aras1 uzaklik boyutsuz olarak -1<h<l seklinde, oyuk ic¢i akis alam ise kare kesitli,
sayfaya dik yonde sonsuz olarak alinmistir. Akis her iki problem icin de
sikistirtlamazdir. Her iki problemde de kontrol uygulanmamis durumlar i¢in sayisal
¢Oziimler yapilmis ve kritik Reynolds sayisi hesaplanmistir. Kontrol uygulanmig
durumda ise Orr-Sommerfeld problemi icin analitik ¢6ziim kullanilarak geri beslemeli
kontrol yontemi uygulanmis ve yiikksek Reynolds sayilar i¢in daha kararli oldugu
gdzlemlenmistir, kare kesitli oyuk igerisindeki akis probleminde de frekans yiikseldikce

yine akisin daha kararli oldugu sonucu ortaya ¢ikmistir.

4.1 PARALEL PLAKALAR ARASI AKIS iCIN SONUCLAR

Orr-Sommerfeld denklemi Chebyshev polinomlariyla ¢oziilmiistiir. Kararlilik sinirini
cizmek icin karakteristik deger c, bilinen U ve Re ile genis araliktaki o degerleri igin
elde edilir. Reynolds sayis1 sabit kalarak, a degerine karsilik ¢; degerleri bulunur. ¢; < 0
oldugu siirece sistem kararlidir. ¢i>0 oldugu durumda ise sistem kararsiz duruma
gecmistir. Cizilen egrinin & eksenine teget oldugu nokta o’nmin kritik degerini
vermektedir. Sekil 4.1'de gosterildigi lizere Re’nin belirli degerinde (Re=5772),
0=0,1"den baglayarak 0,01 araliklarla degistirilmis, a=1,02’de c’nin imajiner kismi
sifira ¢ok yaklasmis (-10® mertebesinde) ancak pozitif degerlere ¢ikmamistir, bu

noktada cizilen grafik & eksenine tegettir. Bu da a’nin kritik degerini vermektedir. o’ nin
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bundan sonraki degerleri i¢in aym Reynolds sayisi igin hep ¢; <0 dir. Dolayisiyla

Poiseuille tipi akis icin kritik Reynolds, Rey,=5772,22 ve oy,=1,02 olarak bulunmustur.

Bu deger kararlilik siniridir.

0 -

-0.0005

0001 1 Re=5772,22

5 -00015 | %=1,02
: ¢ =-5,76363.10°
-0.002 |
-0.0025 |
£0o003 L~ o~ .
0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

o
Sekil 4.1 Re;,=5772,22 i¢in «rile c; arasindaki degisim

Kararsiz durum igin ise Sekil 4.2°’de gosterildigi gibi &'nin bazi degerleri icin ¢;>0
olmustur. Bu durum icin inceleme yapilirken yine @=0,1’den baslanilarak 0,01
araliklarla artinlmis ve c¢; degerleri bulunmustur. Re=6800 icin ¢=0,91’de ¢i<0 iken
0=0,92"de ¢;>0 olmustur. Dolayisiyla Re=6800 icin 1,09>0>0,91 seklindedir. Kararlilik

siniri ¢izilirken Re=6800 icin =0,91 alinir.

0.0015 |
0.001 [

0.0005 |

0t

C;

Re=6800
a=091
¢i=-0,0000324653

-0.0005 |-
-0.001 |

-0.0015 |-

-0.002:““‘““"H“wwww\ww\\\””
0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

a
Sekil 4.2 Kararsiz durum - Re=6800 icin «ile c; arasindaki degisim




38

Literatiirde sisteme kontrol eklenmemis durumda, Rey,=5772,22 igin a>>1,02
degerlerinde c¢;‘nin nasil bir davramg gosterdigi konusunda bir bilgi olmadig
goriilmiistiir. Aym sekilde literatiirdeki bu calismalarda Rey,>5772,22 i¢in a=1,02 ve
etrafindaki noktalar da inceleme yapilmis ancak bunun disindaki noktalar icin ¢; ‘nin
degisimi ile ilgili bir bilgi verilmemistir. Hem kararlilik sinirinda (Re=Rey,), hem de
Re>Rey, icin, o ile c¢; nin degisiminin biiyiikk o degerlerinde (1,02<<a) incelenmesi

sisteme kontrolcii eklendigi haldeki durumunu yorumlayabilmek i¢in dnemlidir.

Re>5772,22 icin (6rnegin; Re=6800) a ile c¢; arasindaki grafikte yiiksek a degerleri icin
kirilmalar meydana gelmistir (Sekil 4.3). Yine aymi degerler icin o ile ¢; arasindaki
grafikte birden fazla maksimum tepe noktalar olusabildigi anlagilmistir. Sekil 4.4‘de

goriildiigii gibi a=8,3 i¢in ¢; , a=1 den farkl olarak baska bir maksimum deger almistir.

-0.04

0.045 |
0.05 |
0055 |
0.06 |
0.065 |-
007 |
-0.075 |

-0.08 |

0085 Lo o
13.9 13.95 14 14.05 14.1 14.15

a

Sekil 4.3 Re = 6800 ve a >13.9 i¢in ¢; degisimi
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0.046864
0.046866 |-
0.046868 |-
-0.04687 |-
0.046872 |-

C;

0.046874 |-
0.046876 |-
0.046878 |-
-0.04688 |-
0.046882 |-

0046884 o — .
8.1 8.2 8.25 8.3 8.35 8.4 8.45

(44

Sekil 4.4 Re=6800 ve a>8 i¢in ¢; degisimi

Re<5772,22 degerler icin de a ile ¢; arasindaki grafige bakildiginda a>1,02 degerlerinde
bircok noktada maksimum tepe noktalari olustugu goriilmiistiir. Re=5772,22 oldugu
zaman, a=9,48°'de maksimum tepe noktasi meydana gelmistir. Bu maksimum
noktalardan yalnmizca a=1,02 i¢in olam1 almmistir. Bunun sebebi ¢; sifira en yakin
oldugu durum, yani eksene teget oldugu noktadir. Elde edilen bu degerler ile ¢izilen

Kararlilik Smr1 Sekil 4.5°de gosterilmistir.

117
1.08 |
1.06 |
1.04
1.02

a 1|

W///{//////W/M//////////x -

Karars1z Bolge

0.98|
0.96 |
0.94
0.92

0_9:””\”"\HH\HH\HH\HH\HH
5600 5800 6000 6200 6400 6600 6800 7000

Re

Sekil 4.5 Kararlilik Sinir1



40

4.2 KONTROL UYGULANMIS PARALEL PLAKALAR ARASI AKIS iCiN
SONUCLAR

Tezin bu kisminda ¢oziilen paralel plaklar aras1 akis problemine geri beslemeli kontrol
uygulanarak kritik Reynolds sayisinin yiikseltilmesi amag¢lanmistir. Kontrol katsayis1 K

degistirilerek, bilinen Re icin & - ¢; degisimine bakilarak Rey, degeri elde edilmistir.

Klasik Orr-Sommerfeld denkleminin Pouiseuille tipi akis icin ¢éziimiinden elde edilen
degerler ve grafikler bir onceki kisimda verilmisti. Kontrol uygulanmadigi durumda
kritik Reynolds sayis1 hesaplanirken « - Re arasinda kararlilik sinir grafigi cizilip y
eksenine paralel, egriye teget cizgi ¢izildiginde elde edilen & ve Re degerleri kritik
degerler olmaktaydi. Ancak kontrol uygulandigi durumda bu kritik degerleri elde etmek
zorlagmaktadir. &' nin degisimi ile ¢; arasindaki grafiklere bakildiginda siireksiz bolgeler
oldugu goriilmiistiir, bu siireksiz bolgeler kararlilik simirinin diizgiin bir egri seklinde
elde edilmesini engellemektedir. Dolayisiyla &’'nin ¢ok genis araliktaki degerleri igin
cok kiiciik adimlarla ¢; degeri incelenmistir. Bu durumda oncelikle Reynolds sayisi
sabit kalacak sekilde « degistirilmis ¢; degerine bakilmig daha sonra Reynolds sayisi
degistirilerek yine &'nin genis araliktaki degisimleri icin c¢; degerine bakilmistir.
Sekil 4.6’da K=0,1 i¢in kritik Reynolds sayisimi arastiriken Re=37900 degerinde
o>176,15 igin karakteristik deger ¢i’nin sifira ¢ok yaklastigr gbzlemlenmistir. Re>37900

icin ¢;>0 olacagindan K=0,1 i¢in Re,=37900 olarak saptanmistir.

0r
-0.001 |-
-0.002 [

-0.003 |-

C;

-0.004 |-
-0.005 |-
-0.006 |-

-0.007 |-

o008 L— T L
176.05 176.1 176.15 176.2 176.25 176.3 176.35

a
Sekil 4.6 K=0,1 ve Re=37900 icin «ile ¢; degisimi
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Yine Sekil 4.7°de K=0,5 icin, Sekil 4.8’de K=1 ig¢in, Sekil 4.9°da K=0,01 i¢in elde
edilen grafikler gosterilmektedir. Bu grafiklerdende anlasilacagi tizere K’nin ¢esitli
degerlerinde Re’nin belirli bir degerinde &’ nin yiiksek degerleri i¢in ¢;>0 olmaktadir.
Klasik Orr-Sommerfeld probleminde &’ nin yiiksek degerleri i¢in bir inceleme yapmaya
gerek yok iken kontrol uygulanmis problemde &y1 cok genis aralikta incelemek
gerekmektedir. Onceden de belirtildigi iizere & nm kiiciik degisimleri igin ¢; birden
sifirdan biiyiik degerlere ciktigindan (Kirilma meydana gelmekte) &’nin artimlarina

dikkat etmek gerekmektedir.

0F
-0.005 -

001

C;

-0.015

-0.02 |

0025 Lo v v
209 209.05 209.1 209.15 200.2 209.25

a
Sekil 4.7 K=0,5 ve Re=9850 i¢in «ile c; degisimi
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0.004 |
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-0.008 *
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-0.01 *
-0.012 *
-0.014 *

-0.016 *

0018 B o U
193.05 1931 19315 1932 19325 1933  193.35

a
Sekil 4.8 K=1 ve Re=8098 i¢in ¢ ile ¢; degisimi
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-0.005 |
-0.01 |-
~ -0015 |
© i
-0.02 |-

-0.025 |

003 L~ o
140 140.05 140.1 140.15 140.2 140.25

a
Sekil 4.9 K=0,01 ve Re=20000 i¢in «ile c; degisimi

Geri beslemeli kontrol uygulanan paralel plakalar aras1 Poiseuille tipi akis ic¢in cesitli
kontrol katsayisi i¢in kritik Reynolds degeri elde edilmistir. Baz1 K’lar i¢in Rey, artarken
bazi K degerlerinde ise Rey, azalmistir ve K’nin belirli bir degerinden sonra artik Rey,

degeri degismemistir. Sekil 4.10’da K — Rey, degisimi gosterilmistir.

40000
35000 f
30000 f
25000 f

20000 |]

Rek,

15000

10000

5000 —

Sekil 4.10 Kontrol katsayis1 (K) ile Kritik Reynolds sayisinin (Rey,) degisimi

K=0 icin Rey,=5772,22 olarak elde edilmis. K degeri Sekil 4.10’daki gibi degistiginde,

ilk olarak bu deger artmis, K=0,1’de Reynolds kritik maksimum degeri olan
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Rey,=37900’e ulagmistir. Daha sonra diismeye baslamis ve yaklasik olarak
Rey,=5750’de sabitlenmistir. Yani K degisse de Rey, degeri degismemektedir.

4.3 KARE KESITLi OYUK iCERISINDEKI AKIS iCIN SONUCLAR

Tezde incelenen ikinci problem olan kare kesitli oyuk igerisindeki akis icin akim
fonksiyonu-girdaplilik formiilasyonu kullanilarak sonlu farklar yontemi ile yapilan
¢6ziim sonucunda cesitli Reynolds degerleri i¢in elde edilen akim fonksiyonu grafikleri
Sekil 4.11 ve Sekil 4.12°de verilmistir. 21x21, 41x41, 61x61, 81x81 ve 131x131 ag
yapilart i¢in ¢oziim yapilmis ve hepsi icin hiz vektorleri, akim fonksiyonlart ve
girdaplilik degerleri hesaplanmistir. Ancak burada kontrol uygulanan durum i¢in 41x41
den sonraki ag yapisi i¢in yapilan ¢éziimler sonucu elde edilen degerlerde degisiklik
olmadig tespit edildiginden 41x41 ag yapist géz Oniine alinarak ¢6ziim yapmak yeterli
olmustur. Re=100 icin elde edilen akim fonksiyonu egrileri ile Re=1000 i¢in elde edilen

egriler birbirinden farklidir. Re=100’de akim fonksiyonu egrileri tam olusmamustir.

1

[ ———— |

0.8:—

0.6:—

0.4:—

0.2:—
00_' ' '0.|2‘ ' '0|.4' ‘ ‘0?6| ‘ ‘ofs‘ = o ‘0'|2I | ‘0'|4‘ | ‘ofe‘ Tos

Re =100 Re =400

Sekil 4.11 Re=100 ve Re=400 i¢in akim ¢izgileri
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Re = 850 Re = 1000

Sekil 4.12 Re=850 ve Re=1000 icin akim cizgileri

Re=850 ve Re=1000 i¢in alt kdselerdeki akim ¢izgileri biiyiimektedir. Kare kesitli oyuk
icerisindeki akisin cesitli Reynolds degerleri i¢in elde edilen girdaplilik grafikleri ise
Sekil 4.13 ve Sekil 4.14’de verilmistir. Re=100 icin elde edilen girdaplilik grafigindeki
egri yapisinin Re=400 icin elde edilenden ¢ok farkli oldugu goriilmektedir.

08
06

04

02

i ﬁ N IR SRR SRRl H
ol v v v 05 T3 T4 06 08 ]

o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Re =100 Re =400

Sekil 4.13 Re=100 ve Re=400 i¢in girdaplilik konturlari
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\

7
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08

y

00z 04 06 08 1
Re =850 Re =1000
Sekil 4.14 Re=850 ve Re=1000 icin girdaplilik konturlar

4.4 KONTROL UYGULANMIS KARE KESITLI OYUK iCERISINDEKI AKIS
ICIN SONUCLAR

Ust duvari cekilen kare kesitli oyuk icerisindeki akista alt duvar u = Asin gt seklinde
periodik olarak titrestirilerek Rey. degerinin degisimine bakilmistir. Belirli bir g
degerinde A - Rey, degisiminin nasil oldugu incelenmistir. Kare kesitli oyuk igerisinde
akim probleminin kontrolii sonucunda elde edilen degerler Sekil 4.15°de gosterilmistir.

4500

-t g=0.001

4000 —  4=001

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500 L L L L | L L L L | L L L L | L L L L |

Sekil 4.15 Genlik (A) ile Rey, nin degisimi
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Frekans arttikca akis daha kararli olmaktadir. Aym frekans degerinde genlik arttik¢a
kritik Reynolds sayist degeri de artmistir. Frekansin sifir oldugu durum ile dalga
genliginin sifir oldugu durum icin Re,=850 oldugu goriilmektedir. ¢’nun farkli
degerleri icin 1<A<2 arasinda Rej maksimum degerlerine ulagsmaktadir, daha sonra

azalan bir profil ¢izerek asimtotik degerlere yakinsamislardir.

Acisal frekans ile maksimum Rey, degeri icin genlik (A) arasindaki degisimi gosteren
grafik Sekil 4.16’daki gibidir. Acisal frekansin belirli degerinden sonra genlik

degismemektedir.

22

18 [

Akr

16 |
14 |

12 F

0.001 0.01 0.1 1

q

Sekil 4.16 Acisal Frekans (g) ile Ay,’nin degisimi

Acisal frekansin Kritik Reynolds degerine etkisi ise Sekil 4.17°de gosterilmistir. Burada
A degerleri maksimum Rey, degerleridir. Acisal frekans degeri yiikseldikce Rey,

artmaktadir. Ancak g>1 degerinden sonra Rey, degeri belirli bir degere yakinsamaktadir.
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0.01

0.1 1

q

Sekil 4.17 Agisal frekans (g) ile Rey,'nin degisimi

Bu kontrol yontemi ile Re;,=850’den Rer,=3750 degerlerine yiikseltilmistir. Cesitli

frekans degerleri icin kare kesitli oyuk igerisindeki akis alaninin durumu Sekil 4.18 ve

Sekil 4.19°da gosterilmistir.
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g =0,001
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q=0,01
Sekil 4.18 ¢=0,001 ve ¢g=0,01 i¢in akim ¢izgileri
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0.8 :—
06 i—
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O0 0.2 0.4 06 0.8 1

Sekil 4.19 g=0,1 ve g=1 i¢in akim c¢izgileri

Sekil 4.20°de goriildiigii iizere g=1,5 i¢in elde edilen akim cizgileri g=1’deki akim

cizgilerinden cok biiyiik bir farklilik gostermemektedir.

0 0.2 04 0.6 0.8 1

Sekil 4.20 g=1,5 i¢in akim ¢izgileri
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Kontrol uygulanmamis durumda kararlilik sinirt olan Re=850 degeri icin problemin

ozdegerlerinin dagilimi ise Sekil 4.21°de gosterilmektedir.

30 [
20 -

10 [

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Sekil 4.21 Re=850 i¢in 6zdegerler S; <0

Kontrol uygulanmis durumda ise kararlilik sinir1 Re=3750 icin 6zdegerlerin dagilimi

Sekil 4.22°deki gibidir. Her zaman f; >0 ‘dur.

30 [

20 [

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Sekil 4.22 Re=3750 i¢in 6zdegerler S; <0
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Kontrolcusiiz Re=850 —

Kontrolculii Re=850 —

-40 -16

Sekil 4.23 Kontrolciisiiz ve kontrolciilii durumda Re=850 icin 6zdegerler

Kontrolcusiiz Re=850
Kontrolculii Re=3750

-30 -16

Sekil 4.24 Kontrolciisiiz durumda Re=850 ve kontrolciilii durumda Re=3750 i¢in 6zdegerler

Sekil 4.23’de Re=850 icin kontrolciilii durum daha iyi ¢ikmistir. Yine Sekil 4.24’de

kontrolciilii durum kontrolciisiiz duruma gore ¢cok daha iyidir.
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8
6
4
2
0

-1

-3 Kontrolcusiiz Re=3750 =

B Kontrolculii Re=3750 =

Kontrolcusiiz Re=5000 =
Kontrolculii Re=5000

Sekil 4.26 Kontrolciisiiz ve kontrolciilii durumda Re=5000 i¢in 6zdegerler

Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da goriildiigii iizere kontrolciili durum yine kontrolciisiiz
duruma gore daha iyidir. Re>Rey, oldugunda kontrolciilii hala kontrolciisiizden daha
iyidir ancak 6nemli derece iyi degildir. Kontrolcusiiz durumda daha yiiksek degerlerde

grafik pik yapmustir. Biitiin bunlarin sonucu olarak akis alani i¢in kontrolciilii hal daha
iyi oldugu anlasilmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Calisma kapsaminda hidrodinamik kararliliga, akiskanlar mekaniginin temel iki akis tipi
izerinde, akis alamin1 sinirlayan plaka veya duvarlarin titrestirilmesinin etkisi
incelenmistir. Ugiincii boliimde kritik Reynolds sayisinin kontrol edilmesinin paralel
plakalar i¢in yapilan analitik ¢oziimii ile oyuk icerisindeki akis problemi i¢in uygulanan

acik cevrim kontrol yontemi ¢alismaya 6zgiidiir.

Calismada incelenen iki problemden ilki paralel plakalar arasi Poiseuille tipi akis
Chebyshev polinomu kullanilarak sayisal ¢oziim yapilmis, akisin laminer rejimden
tirbiilansh rejime gecisini yoneten kritik Reynolds sayisi (Rey) 5772,22 ve buna
karsilik gelen kritik dalga sayisit (¢,) 1,02 olarak bulunmustur. Probleme kontrol
uygulanmadan once klasik Orr-Sommerfeld problemi igin kritik reynolds sayisinin
dogru olarak bulunmasi, cesitli & ve Reynolds sayist degerleri i¢in c¢;'nin nasil bir
degisim gosterdiginin bilinmesi gerekmektedir. Bu dogrultuda yapilan c¢alisma
sonucunda Pouseuille tipi paralel plakalar arasi akis icin bulunan kritik degerler
gecmiste yapilmis sonuglarla ayni olarak yani Re,,=5772,22 ve ¢,=1,02 elde edilmistir.
Daha sonra calismanin esas kismini teskil eden gecis Reynolds sayisinin yiikseltilmesi
icin alt plaka, iist plakada Oolgillen kayma gerilmesi degerine bagli olarak y
dogrultusunda titrestirilerek harmonik bir hareket verilmistir. Ust plakada olgiilen
kayma gerilmesi (du/dy) geri besleme degiskeni olmaktadir. Bu analitik ¢oziim
calismaya ozgiidiir. K=0 icin Rey,=5772,22 olarak elde edilmis, K=0,1’de Reynolds
sayisinin maksimum degeri olan Re;,=37900’e ulasmis, daha sonra diismeye baglamig
ve yaklasik olarak Rey,=5750’ye yakinsayarak sabitlenmistir. Bu da teorik olarak paralel
plakalar arast akisa ait kritik Reynolds sayisinin iist plakadaki yiizey siirtiinmesinin
Olctilmesi ile 5772,22’den 37900’e¢ arttirtlmasimin miimkiin oldugu sonucunu

gostermistir.
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Tezde incelenen ikinci problem olan oyuk icerisindeki akis olayida ise oncelikle klasik
tist duvart ¢ekilen kare kesitli oyuk igerisindeki akis problemi c¢oziilerek, hiz, girdaplilik
ve akim fonksiyonu degerleri hesaplanmis, literatiirdeki degerler ile karsilastirilarak
dogrulugundan emin olunmus ve 6zdeger problemi c¢oziilerek kritik Reynolds degeri
Re,=850 olarak hesaplanmistir. Daha sonra agik cevrim kontrol yontemi kullanilmais, alt
duvar titrestirilmis, yani alt duvar i¢in simir sarti u=Asin(qt) seklinde bir harmonik
hareket verilmis ve bu sekilde sonlu farklar yontemi kullamilarak sayisal yontemle
¢Oziim yapilmistir. Burada A ile Rey, arasindaki degisim elde edilmis. A=0 i¢in Re;,=850
iken A arttikca gecis Reynolds sayist artmis ve belirli bir degerden sonra sabitlenmistir.
Aym sekilde agisal frekans arttikca kontrol katsayist da arttigr goriilmiis. Belirli bir
frekans degerinde ise artik A’nin degismedigi goriilmiistiir. Bu kontrol yontemi ile de

akis i¢in Re,=3750ye yiikseltilmistir.

flerideki calismalarda oyuk igerisindeki akis icin problem kapali cevrim kontrol
yontemi kullanilarak ¢oziilebilir. Yine ii¢ boyutlu oyuk i¢in ayni calisma tekrarlanabilir.

Degisik sinir giris fonksiyonlar1 alinarak da problemler tekrar ¢oziilebilir.
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EKLER

1. CHEBYSHEV POLINOMLARI

n. mertebeden Chebyshev polinomu

T (x)=cosnf, cos@=x, —1<x<1,0<0<x (1.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Bazi chebyshev polinomlari

T,(x)=2x" -1 (1.2)
T, (x)=4x* -3x
T, (x) =8x* —8x% +1

seklindedir. Daha yiiksek mertebedeki polinom katsayilar1 tablolardan elde edilebilir
[62,63,66]. Temel rekiirans bagintisi

T, (x)=2xT, (x)-T,, (x) (1.3)
ayrica,

T,0() = xT, (x) = (1= = [, (<) | (1.4)
olarak da yazilabilir.
Chebyshev serisi,

f(x)z%a0 +gaka(x) (1.6)

olup, orthogonalite 6zelligi [62,63]
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kullanilarak polinomun katsayilari
2 ¢ S\
a, z—J(l—x ) 2f(x)Tk(x)dx
T2

seklinde elde edilir.
Ikinci tiir Chebyshev polinomu U, (y) olmak iizere

Un(x):sin(n+l)t9/sint9 , x=cos@ ,—-1<x<1

seklinde tanimlanir. Baz1 n degerleri i¢in U,(x) ifadeleri

Uo(x):l
Ul(x):2x
U,(x)=4x> -1

U3()c)=8)c3 —4x

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

olarak yazilir. Yiiksek mertebedeki U,(x) degerleri icin polinomlarin katsayilart

tablolardan elde edilebilir [62,63,66]. U,(x) i¢in rekiirans bagintisi,

U (x)=2xU,,(x)-U,,(x), n=2,3,..,

seklindedir.

(1.11)
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2. SECANT YONTEMI iLE KOK BULMA

Problemin ¢6ziimii yapilirken kullanilan sayisal yontemlerden biri de secant yontemidir.
Bu yontem bir kok bulma algortimasi olup, incelenen bolge icerisinde yaklasik olarak
lineer bir fonksiyon farzedilerek c¢oziim yapilmasidir. Secant yoOntemi, Newton

yonteminden yola cikilarak, f(x) fonksiyonunun x, ve x,; noktalarinda tiiretilmesiyle
elde edilir.

_’ f(xo0)

< "y

7)) &1

f(x) yaklasik olarak lineer, x; asil kok (r) ‘ye esit degil, ancak hesaplamaya baslanilan
iki noktaya gore koke daha yaklasik bir degerdir. Bir sonraki iterasyon icin her zaman
son hesaplanan iki nokta alinir. Bu yontemde 6nemli olan, kokiin ne kadar yakininda
noktalar segilirse okadar hizli ve dogru yaklagim saglanir.
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3. GENELLESTIRILMiS OZDEGER PROBLEMININ COZUMU

Icerisinde karakteristik degeri barindiran Katsayilar matrisi A ise, (A-I1)x=0 formu
O0zdeger problemin alisilagelmis formudur. Bazi durumlarda O6zdeger problemi
(A-BA)x = 0 seklinde de karsimiza c¢ikabilir. Bu tip problemlere genellestirilmis 6zdeger
problemleri denmektedir.

Ax=/Bx
(A-B')x=B™' - ABx

3.1)
B'A-AI)x=0

det(B'A - 1)=0

seklinde 6zdegerler bulunur.
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