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ONSOZ

Doktora problemimi ortaya koyan, tez caligmami bilimsel olarak yonlendiren, tanigti-
gimiz giinden beri ¢ok sevdigi resim ¢aligmalarina bile vakit ayiramayacak bir 6zveri
ile devamli surette bilimsel aragtirma ve kitap caligmalariyla meggul olan yiiksek
lisans tezimin de danigmani degerli hocam Prof.Dr. Elimhan MAHMUDOV’a tiim
katki ve desteginden otiirii ¢ok tesekkiir ederim.

2006 yilinda doktora yeterlik asamasmda oldugum sirada Istanbul Universitesi'nden
ayrilmak zorunda kalan hocamin ardindan, sikintili giinlerimde danigmanhgimi tistle-
nen, idari olarak tim kolayliklar: saglayan ve tecriibeleri ile yol gosteren sayin
Prof.Dr. Bedriye M. ZEREN ile tez izleme komitesinin sayin iiyeleri Prof.Dr. Miifit
GIRESUNLU ve Prof.Dr. Abbas AZIMLI’ye degerli destek ve katkilarmdan 6tiirit
tegekkiirii bir bor¢ bilirim. Kendisine danigtigim hemen her konuda beni yanitsiz
birakmayan sayin Prof.Dr. Nazim SADIK’a ve geng¢ arastirmacilara iyi bir rol
model oldugunu diigiindiigiim saym Prof.Dr. Serap OZTOP’a moral ve motivasy-
onumu artirdiklar icin ayr1 ayri tegekkiir ederim. Mayis 2005'te Bakii’de birin-
cisi diizenlenen “Ekonomik Uygulamariyla Kontrol ve Optimizasyon” adli ulus-
lararas1 konferansta kendisiyle tanigmaktan biiyiik onur duydugum ve o giinden
beri elektronik posta yoluyla kendisine yonelttigim tim sorularima ayrintilariyla
ve aninda yanit veren lineer olmayan analizinin kurucularindan sayin Prof. Boris

MORDUKHOVICH’e ayrica tesekkiir ederim.

Son olarak, optimizasyon kelimesinin anlamini bilmeyen fakat ii¢ erkek gocuguna
iiniversite bitirtecek bicimde bir memur maagini optimum kullanabilen canim an-
nem Zeycan DEGER ve doktora caligmam sirasinda vefat eden canim babam Turgut
DEéER’e, kardeglerim Giirkan ve Serkan’a, her zaman tiim sikintilarimi paylasan,
her konuda bana sonsuz destek ve cesaret veren sevgili esim Miige DEGER’e ve nese
kaynagim sevgili kizim Ozge DEGER’e cok tegekkiir ederim.

Ozkan DEGER
Istanbul, Mays 20009.
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: (y,y*) i¢ carpimina minimum deger veren y € a(z) noktalar kiimesi
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OZET

Polihedral Dahil Etmelerde Optimallik igin Gerek ve Yeter Kosullar

Bu tez caligmasinda, yerel dual doniisiim kavrami kullamilarak iki farkli konveks
optimizasyon probleminin ¢éziimii icin optimallik kogullar1 belirlenmistir. Ozel olarak,
ele alinan problemlerde kiimeler ve icermeler polihedraldir. Ustelik problemlerden
biri diskret zamanli polihedral diskret icermeli bir sistem, Mayer tipindeki diger
problem ise siirekli zamanli polihedral diferansiyel icermeli bir sistem yardimiyla
verilmektedir. Her iki problemde de polihedral icermeler kiime-degerli doniigtimler
yardimiyla tanimlanmiglardir. Son olarak, birden fazla kiime-degerli doniigiim ile
tanimlanmig diskret icermeli bir konveks optimizasyon probleminin optimallik kosul-

larini belirlemek i¢in onlarin bilegkeleri kullanilarak yeni bir yontem verilmektedir.
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SUMMARY

Necessary and Sufficient Conditions of Optimality for Polyhedral Inclu-

sions

In this work, using by the concept of local dual mapping, the optimality condi-
tions for solution of two different convex optimization problems are determined.
Specifically, the sets and the inclusions in the considered problems are polyhedral.
Furthermore, one of the problems is given by a discrete inclusions system with dis-
crete time and the other one which Mayer type is given by a differential inclusions
system with continuous time. The polyhedral inclusions in each problem are defined
by a set-valued mapping. Finally, it is given a new method to determine the opti-
mality conditions for convex optimization problem with discrete inclusions described

by more than one set-valued mapping using by their composition.



1. GIRIS

Asagida ekstremal problemlerin kisa bir tarihgesi, sonra bu tiir problemlerin tip-
lerinin belirlendigi genel bir sinmiflandirma bilgisi, daha sonra da bu tez c¢aligmasina
konu olan problemlerin tanitimi ve diger boliimlerin icerigi hakkinda bilgiler ver-

ilmigtir.

Birden fazla segenegi karsisinda bulan bir insan dogal olarak o se¢enekler arasindan
optimal olanini secer. Tiirk¢emize de yerlesmis ve kokeni Latince optimus olan opti-
mal kelimesi en 1yi anlamina gelmektedir. Optimal olani segmek i¢in bir minimum
ya da maksimum bulma probleminin yani bir takim niceliklerin en kii¢iik veya en
biiyiik degerlerinin bulunmasi probleminin ¢oziilmesi gerekir. Minimum ya da mak-
simum kelimeleri her ikisine de karsilik olarak ekstremum kelimesi ile ifade edilir. Bu
nedenle minimum ya da maksimum bulma problemlerine ekstremal problemler denir.
Ekstremal problemlerin incelenmesi ve ¢oziim metodlarinin aragtirilmasi, matematik

analizin adia optimizasyon problemler: denilen 6zel bir kolunu olusturmaktadir.

Tarihteki ilk optimizasyon problemi, M.O. 825 yilinda Fenikeli bir prenses olan Dido
ile Hiarbas adli bir kabile sefi arasinda gecen ”bir sigir derisi ile cevrelenebilecek
en biyik alanli toprak parcasinin bulunmasi” olayina benzerligi nedeniyle Dido
problemi olarak adlandirilan, kisaca; bir dogru ile sinirlandirilmig bir yar1 diizlemde
uglart o dogru iizerinde olan egit uzunluktaki tiim egriler arasindan egri ile dogru
arasinda maksimum alani olugturan egrinin aragtirilmasi problemi olarak kargimiza
¢ikmaktadir. Daha sonra geometride, Oklid’in bir uiggen icine cizilebilecek en biiyiik
alanl paralelkenarin bulunmasi, Steiner’in diizlemde verilen ii¢ noktaya uzakliklar:
toplami en kiigiik olan noktanin bulunmasi gibi problemlerine rastlanmaktadir. 1662
yilinda tinlii Fransiz matematikci Fermat, optikte 15181n yayilmasi problemine aciklik
getiren, bir 1g1k 1gininin bir noktadan diger bir noktaya giderken minimal zamanda

gidecegi yoriingeyi se¢mesi olarak ifade edilebilecek varyasyon prensibini ortaya



koydu. Fermat'in bu varyasyon prensibinden sonra mekanik ve fizikte daha bir ¢ok
varyasyon prensibi ortaya cikti. Artik yavasg yavag bilim adamlarinin ¢ogu doganin
hareket ederken bir ekstremal problemin ¢oziimii olan hareketleri sectigine inan-
maya basladilar. Zira bu durumu, Euler “Diinyada meydana gelen her sey min-
imum ya da maksimumu bulma amach bir olay olarak ele alinabilir” ve sayilar
teorisinde galigmalar yapan Alman Carl Ludwig Siegel ise esprili bir gekilde “Leib-
niz’e gore, bizim diinyamiz miimkiin olan tiim diinyalar i¢cinde en iyisidir, bu nedenle
doga kanunlari ekstremal prensiplerle ifade edilebilir” sozleri ile dile getirmiglerdir.
1696 yilinda Johann Bernoulli, adina brachistrochrone problemi denilen, diisey bir
diizlemde verilen iki nokta arasinda bir cismin yergekimi nedeniyle yapacagi yer
degistirmenin minimum zamanda olmasini saglayacak yoriingenin bulunmasi prob-
lemini ortaya koydu ve ¢ozdii. Brachistrochrone problemine kadar, tek degiskenli
bir fonksiyonun ekstremumu bulunmaya g¢aligilirken bu problemden sonra daha fazla
degiskenli fonksiyonlarin ekstremumlarinin bulunmasi problemleri ile ugragilmaya
basglandi, 18. yilizyildan itibaren matematigin bu tip problemlerle ¢aligilan koluna
varyasyonlar analizi denilmektedir [1L 2, 8] [4]. Diger yandan, belli bir iirtin belli
yerlerdeki depolardan belli yerlerdeki marketlere hangi miktarlarda dagitilmahdir ki
nakliye maliyetleri minimum olsun sorusuna cevap arayan nakliye problemi, verilen
gesitli Uriinlerin birim maliyetleri ve bu iirtinlerdeki mineral igeriklerinin bilinmesi
kosulu ile gerekli tiikketimi minimum maliyetli yapacak problemin ¢oziimiinii arayan
diyet problemi gibi problemler ekonomide sik sik kargilagilan problemlerden olup
teorisi 1940’lardan sonra gelismeye baglayan matematigin lineer programlama dalina
aittir [B, [0, [7]. Diiz bir yolda siirtiinmesiz bir gekilde hareket eden, belirli simirlar
icerisinde degistirilebilen bir dig gii¢ tarafindan kontrol edilen, hareket halindeki
bir arabanin belli bir yerde en kisa zamanda durdurulmasi problemi en basit zaman-
optimal problem: olarak adlandirilir. 1950’lerden sonra, bunun gibi bir takim kontrol
edilebilir giigleri biinyesinde barindiran ekstremal problemlerin ¢oziimleri ile ugrasan
ve adina optimal kontrol teorisi denilen bir teori gelismeye baglanmigtir [8, 9]. Bu-
raya kadar verilen orneklerden de anlasildig: iizere ekstremal problemler hem dogal
bilimlerden, ekonomiden ve teknolojiden hem de matematigin kendi ihtiyaclarindan
ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle ekstremal problemler teorisi ve onun pratik hali

olan optimizasyon teorisi giiniimiizde oldukca genig bir popilarite kazanmigtir.

Her ekstremal problemin ¢oziimiiniin illa ki analitik olarak yapilmasi gerekmez,



ornegin Euler’in yukarida bahsedilen bir ii¢gen icine c¢izilebilecek en biiyiik alanlh
paralelkenarin bulunmasi problemi geometrik olarak coOziilebilir. Ancak analitik
yaklagimin verdigi avantajlardan yararlanmak icin problem betimsel dilden mate-
matik analizin bi¢imsel diline dontistiirilmelidir. Tipik bir ekstremal problem iki
bilesenden meydana gelir, biri bir X kiimesi tizerinde tamimh bir f : X — RU{+o0}
fonksiyoneli digeri de kisit denilen bir C' C X alt kiimesidir. Bigimsel olarak “f
fonksiyonelinin C' iizerinde ekstremumunun bulunmasi” seklinde ifade edilen bu

problem i¢in asagidaki standart notasyon kullanilir:
f(z) — inf [sup], =€ C. (1.1)

Eger C' = X ise o zaman (LT]) problemine kisitsiz problem denir. Her x € C' igin
f(z) = f(Z) [f(x) < f(Z)] ger¢ekleyen bir z € C noktasina (L)) probleminin bir
¢Oztimi denir ve ayrica f fonksiyoneli bu noktada bir mutlak minimuma [mutlak

maksimumal sahiptir denir.

Ekstremal problemler dort ana sinif altinda incelenirler:

L. Esitlik ve Esitsizlik Kisitlar: ile Verilen Diizgiun Problemler: Bu smiftaki X uzayi
genellikle bir normlu uzay, C kisit1 ise bir F'(z) = 0 esitligi ve sonlu sayidaki f;(x) <
0, i =1, ..,m esitsizligi ile verilmistir, burada Y diger bir normlu uzay olmak tizere
F : X — Y geklinde bir dontigiimditr. f;, ¢ = 1,..,m fonksiyonlar: ve F doniigimi

baz1 diizgiinliik 6zelliklerine sahip olmak iizere
folw) —inf, F(x)=0, fi(z)<0, i=1,.,m

seklindeki problemler bu sinifa girer.
II. Klasik Varyasyonlar Hesabi: Bu simifta X, siirekli diferansiyellenebilir n-boyutlu
() = (21(+),..,2(+)) vektor fonksiyonlarinin uzayr olan C*([tg,t;],R") Banach

uzayidir. Bu smifa ait problemlerdeki fonksiyoneller genellikle ti¢ tipte olurlar:

integral fonksiyonelleri I(z() = /tl L(t,z, &)dt, (1.2)
son nokta fonksiyonelleri o(x()) = (x(to), x(t1)), (1.3)
Bolza fonksiyonelleri B(z(:)) = I(z(-)) + ¢(z(+)). (1.4)

Bu simifa ait problemlerdeki kisitlar ise genellikle iki gruba ayrilirlar:

M(t,z(t), #(£) = 0 & My(t,21(£), oo, 2 (t), @1 (t), s din(t)) =0, i=1,..p (1.5)



seklindeki diferansiyel kisitlar, ve
Y(z(ty), x(t1)) = 0 & Y(z1(to), .., xnlto), z1(t1), ... zp(t1)) =0, j=1,..,s (1.6)
seklindeki sinar kosullar. Buradaki L, £, M;, 1; fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.
I@() —inf,  M(ta(t), @) =0, (o), (t)) = 0
problemine Lagrange problemi,
B(x()) — inf,  M(t,2(t),&(t)) =0, (x(to), z(t1)) =0
problemine Bolza problems,

p(a() —inf,  M(t,x(t), (1) =0, P(z(t), 2(tr)) =0

problemine de Mayer problem: denir.

I1I. Konveks Programlama Problemleri: Bu smifta X lineer bir uzay, C' kisit1 ise
x € A olmak lizere bir F(x) = 0 esitlik ve fi(z) <0, i = 1,..,m esitsizlik sistemi ile
verilir, burada Y diger bir lineer uzay olmak tizere ' : X — Y geklinde bir tasvirdir.
fi(z) <0, i =0,1,..,m fonksiyonlar1 konveks, F' tasviri afin ve A konveks bir kiime

olmak tizere
fo(x) = inf, F(z)=0, fi(r)<0, i=1,..m, z€A

bi¢cimindeki problemler bu sinifa girer. Eger f; fonksiyonlar: lineer ve A kiimesi bir
koni ise o zaman bu tip bir probleme lineer programlama problemi denir.
1V. Optimal Kontrol Problemleri: Bu sinftaki problemler genel olarak, fonksiyoneli
t1
Iu() = platt)) + [ Lta(t),u(t))dt — min (17)
to

ve kisitlar:
i(t) = F(ta(t), ult), alto) = w0 (1.8)

olan problemler olarak goz oniine alimir. Burada (L&) kisitlari, dinamik bir sis-
tem ve onun baglangic degeri ile vermektedir. Ayrica z : [tg,t;] — R™ durum
vektorii, ¢ : R"™! — R son nokta maliyet fonksiyonu, L : R***! — R ortalama
maliyet fonksiyonu, f : R*"™' — R™ bir vektor alamidir. Bu problemde J = J(u)
fonksiyonelini minimum yapacak w : [to, t1] — R™ kontrol vektorlerinden olugan w(t)

yoriingesi aranir. Bu probleme Bolza problemi denir, eger L(x,u,t) = 0 ise problem



Mayer problemi, ¢(z(t1)) = 0 ise problem Lagrange problemi diye adlandirilir.

Ekstremal problemlerin bu siiflarina ait klasik problemler ve ¢oziim yontemleri
optimal kontrol teorisine ait temel kitaplar olan [8] ve [9] da ayrintih olarak ele
alinmigtir. Ekonomik dinamiklerin optimal kontrol modelleri [I0] da, optimal kon-
trol teorisinin igletme bilimine ve ekonomiye uygulamalar1 [T1] de, lineer olmayan
parabolik sistemlerde optimal kontrol problemleri [12] de, eliptik sistemlerde opti-

mal kontrol problemleri [13] te incelenmistir.
Asagida, bu tez caligmasina temel tegkil eden iki optimizasyon problemi tanitilacaktir.
Diskret icermeli konveks optimizasyon problemi:

X =R", a: X — 2% konveks kiime-degerli doniisiim, g(-,¢) : X — R fonksiyonlar

konveks ve N, M C X kiimeleri konveks olmak tizere agagidaki problem goz ontine

alinsin:
T
> g(x,t) — min (1.9)
t=1
Ty € a(zy), t=0,1,..,T—1 (1.10)
0 €N, zpr M (111)

(LI0) bagintisina diskret igermeli sistem denir. Ele alinan problem, (LI0) diskret
icermeli sistemini saglayan, N kiimesinde baglayan ve M kiimesinde son bulan
tiim {z;}L, yoriingeleri arasindan f fonksiyonuna minimum deger vereninin bu-
lunmasindan ibarettir. Ekonomik dinamiklerin modellerinin ekstremal problemleri
ve konveks yapil diskret sistemlerle kontrol edilen optimizasyon problemleri ([.9])-

(LII) probleminin 6zel durumlari olarak ele alinabilirler.

Diferansiyel icermeli konveks optimizasyon problemi:

X =R" a: X — 2% konveks kapali siirh kiime-degerli doniigiim, z : [0,1] —
X mutlak siirekli fonksiyon, ¢ : X — R bir konveks fonksiyon ve N, M C X
kiimeleri konveks olsunlar. Agagidaki Mayer tipindeki optimizasyon problemi goz
ontine alinsin:

o(x(1)) — min (1.12)

() € a(z(t)), t € [0,1] (1.13)



z(0) e N, z(1) e M. (1.14)

Buradaki (ILI3]) bagintisina diferansiyel igermeli sistem, (LT4]) bagintisina sinir kogul-
lar1 denir. Ilgilenilen problem, verilen diferansiyel icermeli sistemi ve s kogullarin
saglayan tiim z(t), t € [0, 1] yortingeleri arasinda ¢ fonksiyonuna ¢ = 1 aninda min-
imum deger verenini bulmaktan ibarettir. Ekonomideki bir ¢ok problem bu formda

formiile edilebildiginden bu tipteki problemler 6nemlidir [14].

Yukarida verilen hem diskret hem de diferansiyel igermeli optimizasyon problem-
lerinin optimalligi bir ¢ok matematik¢i cesitli calismalar yapmigtir. Uygulamal
matematigin biiyiik ustalarindan Ukraynali matematikci Pshenichnyi genel matema-
tik programlama problemleri ve somut ekstremal problemler icin gerek kosullar:
1969’da yazdig1 1971°de ingilizceye ¢evirisi yapilan [15] kitabinda ele almigtir. 1976’da
yukarida verilen diskret ve diferansiyel icermeli problemlerin optimalligi i¢in gerek
ve yeter kogullar [16] ve [I7] makalelerinde vermistir. 1980’de konveks programlama
ve kiime-degerli doniigimlerle ifade edilebilen optimal kontrol problemleri igin yerel
dual dontisiim kavramini tanimlayarak yeni bir ¢coziim metodu getirdigi ¢aligmalarini
[18] kitabinda yaymlamigtir. Daha sonra Pshenichnyi’nin doktora &grencisi olan
Azeri matematik¢i Elimhan Mahmudov da yine bu tipteki problemlerin 6zel olarak
gecikmeli, hiperbolik, parabolik, eliptik, durum kisitlar1 Goursat-Darboux tipinde,
dagitilmig parametreli ve kismi diferansiyel icermeli olanlar: iizerinde ayr1 ayri op-
timallik kogullar vermistir [19, 20, 21} 22, 23, 24, 25]. Bu tez galigmasinda ele
alinan problemlere taban tesgkil eden, polihedral dontisiimler ve polihedral icermeli
sistemler kavramlarini ilk kez lineer manifoldlar tizerinde [26, 27, 28] ¢aligmalariyla
Mahmudov vermigtir. Kiime-degerli ¢cokamach optimizasyon problemlerini ve du-
alite bagintilarini Azimov [29] 30] ¢aligmalarinda ele almigtir. Lineer olmayan analiz,
optimizasyon ve optimal kontrol alanlarinda ¢aligmalar yapan ve modern varyasyon
analizi ve genellegtirilmis diferansiyelleme teorisinin kurucularindan olan Boris Mor-
dukhovich de benzer problemlerde 250 nin tizerinde makale yayinlamig ve son olarak
2005 yilinda Mahmudov’un yukarida bahsedilen ¢aligmalarina da yer verdigi iki cilt-
lik [3, 4] monografisini yazmigtir. Benzer konularda ¢aligmalar yapan ve diinya
capinda taninan diger matematik¢iler arasinda Fransiz Hélene Frankowska ve Jean-
Pierre Aubin [31, 32], Rus Georgi Smirnov [33] ve Italyan Arrigo Cellina [34] 35]

sayilabilir.



Bu tez ¢alismasinda R™ uzayinda, yerel dual dontigiim kavrami kullanilarak iki farkl
konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii i¢in optimallik kosullar1 incelenecektir.
Ozel olarak, ele alman problemlerde kiimeler ve icermeler polihedraldir. Ustelik
problemlerden biri diskret zamanli polihedral diskret icermeli bir sistem, Mayer
tipindeki diger problem ise siirekli zamanl polihedral diferansiyel icermeli bir sistem
yardimiyla verilmektedir. Her iki problemde de polihedral icermeler kiime-degerli
doniigtimler yardimiyla tanmimlanmiglardir. Son olarak, birden fazla kiime-degerli
dontigiim ile tanimlanmig diskret icermeli bir konveks optimizasyon probleminin op-
timallik kogullarii belirlemek i¢in onlarin bilegkeleri kullanilarak yeni bir yontem

verilmektedir.

Diskret igermeli Problem:

T
> g(xi,t) — min (1.15)
=0

T €alxy), t=0,1,.,T -1 (1.16)

ro €Ny , xp € Mrp (117)

burada g fonksiyonlar1 konveks, a kiime-degerli dontisiimii, Ny ve Mp kiimeleri 6zel
olarak polihedraldir. Amacimiz ([LI7) sinir kosullarimi ve (IL16]) diskret icermeli sis-
temi saglayan bir {z;}L, yoriingesinin (L5 toplamini minimum yapmasi i¢in bir

takim gerek ve yeter kosgullar tespit etmektir.

Diferansiyel igermeli Problem:

wo(z(1)) — min (1.18)
(t) € a(z(t)), te][0,1] (1.19)
l‘(O) € N() 5 ZL‘(].) S M1 (120)

burada ¢y fonksiyonu konveks ve siirekli a dontisiimii, Ny ve M; kiimeleri polihed-
raldir. Burada da amacimiz diskret icermeli probleme benzer bi¢imde (L20]) sinir
kosullarini ve (LI9) diferansiyel igermeli sistemi saglayan bir x(¢) fonksiyonunun
son noktada yani t = 1 aninda gy fonksiyonelini minimum yapmasi igin optimallik

kosullarinin bulunmasidir.



Oncelikle her iki problem de en genis anlamda bir konveks programlama prob-
lemidir. Konveks bir fonksiyonel konveks kiimeler ile verilen bir kisit bolgesinde
minimum yapilmak istenmektedir. Konveks fonksiyonlar mutlak minimum olmayan
yerel minimuma sahip olmadiklarindan, problemin ¢6ziimii olmayan yerel minimum
noktalariyla veya durgun noktalarla ugrasilmak zorunda kalinmaz. Konvekslikte,
bir optimal ¢éziimiin sadece gereklik degil yeterlik kosullarini belirlemek te gorece
olarak daha kolaydir. Bilinen anlamda diferansiyellenebilirlik olmadigi durumlarda
bile, konveksligin getirdigi daima var olan yonlii tiirev ve subgradient kavram-
lar1 sayesinde optimallik kosullar1 diferansiyellenebilir olma halindeki gibi aynen
igler. Ayrica stirekli ve diizgiin diferansiyellenebilirlik ozelliklerine sahip olduk-
larindan, konveks olmayan fonksiyonlar optimallik kogullarini koruyarak konveks-
lestirilebildiklerinden, konveks kiimeler bog olmayan izafi ice sahip olduklarindan,
polihedral konveks kiimeler u¢ noktalari ve ug¢ yonleri ile tamamen karakterize
edilebildiklerinden optimizasyon problemlerinde konvekslik kavrami ayr1 ve onemli
bir yer tutmaktadir. Konveks fonksiyon ve kiimelerin ozelliklerinin ¢aligildigi ve
uygulamasini konveks optimizasyonda bulan matematik dalina Konveks Analiz de-
nilmektedir. Bu tez ¢caligmasiicin konveks analize ait gerekli kavramlar ikinci boliimde
verilmektedir. Bu dalda yazilmig temel ve klasik kaynak konveks analizin kurucu-
larindan kabul edilen Rockafellar'in 1970 yilinda yazdigr [36] kitabidir. Ozellikle
uygulamasini optimizasyon problemlerinde buldugundan bu konuda daha bir ¢ok
kaynaga ulagmak miikiindiir, bunlarin arasinda en énemlileri [37, 38 [39, [40), [41, [42]

sayilabilir.

Ele alinan problemler i¢in Pshenichnyi’'nin matematik diinyasina kazandirdigi, kavram
olarak kiime-degerli doniigtimlerin tiirevine yakin olan, yerel dual doniigim metodu
kullanilarak optimallik kogullar1 belirlenecektir. Bu metod ve bu metodda kullanilan
temel tanim ve teoremler bu tez caligmasinin ikinci bolimii olan Genel Kisimlar
baghgi altindadaki Kiime-Degerli Doniigtimler ve Konveks Programlamada Opti-
mallik alt basgliklarinda gerektigi kadar verilmektedir. Daha derinlemesine bilgi e-
dinmek i¢in Pshenichnyi'nin bu yéntemi ilk olarak yaymladig: [I7] makalesine daha
sonra da monografi niteligindeki [18] kitabima bagvurulabilir, bu yontem kullanilarak
yapilan caligmalara 6rnek olarak [19, 20, 21, 22, 24, 43] yaymlar verilebilir. Ozel
olarak galigilan polihedral fonksiyon ve kiimelere ait temel bilgiler ikinci boliimiin

polihedral konveks fonksiyonlar ve kiimeler alt baghiginda verilecektir, polihedral



teori i¢in ayrmtili bilgi [36] 37, [44] 45] kaynaklarindan elde edilebilir. Ozel olarak
polihedral kiime-degerli dontigiimler ve 6zellikleri icin Mahmudov ve Pshenichnyi'nin

[26] ¢aligmasina bakilmalidir.

Bu calismada ele alinan optimizasyon problemindeki sistemler kiime-degerli, 6zel
olarak polihedral olan, bir doniisiim yardimi ile verilmistir. Kiime-degerli donii-
siimlerin bilimsel, teknik ve diger akademik disiplinlerdeki cesitli ¢alismalarda or-
taya ¢ikan problemlerin ¢oziimiinde temel bir matematiksel arag olarak kullanilmasi
giinden giine hizla artmaktadir. Ornegin dogrusal olmayan analiz, dogrusal ol-
mayan programlama, matematiksel ekonomi ve igletme, optimal kontrol teorisi,
biyoloji, yapay zeka ve daha bir¢cok arastirma alanlarinda ortaya c¢ikan problem-
lere kiime-degerli doniigtimler ve onlara ait teoriler ile ¢oziim getirilebilir. Eger
tek degerli doniigtimleri kiime-degerli doniigtimlerle, denklemler icermelerle ve dife-
ransiyel denklemler de diferansiyel icermelerle yer degistirilirse bu tiir problemlerin
¢oziimlerine ulagmada kayda deger avantajlar elde edildigi bilinmektedir. Konveks
kiime-degerli dontigiimlere ait gerekli temel bilgiler ikinci boliimde Konveks Kiime-
Degerli Donitigiimler alt baghiginda verilecektir. Daha kapsamli ve derinlemesine bilgi

icin [18], 32, [35] bakiniz.

Stirekli halde incelenen problem diferansiyel icermeli bir sistem ile verilemistir. «a
bir kiime-degerli déntigiim ve x : [tg,t;] — R™ mutlak siirekli bir fonksiyon olmak
tizere &(t) € a(x(t)) bagmtisina diferansiyel igerme denir. Dinamik sistemlerin ¢ogu
diferansiyel igermeler yardimiyla verilebilirler. Ekonominin dinamikleri, sosyal ve
biyolojik makrosistemler kiime-degerli olduklarindan diferansiyel igermeler bu di-
namik sistemlerde dogal modeller olarak karsimiza gikarlar. Agiktir ki, & = f(x) adi
diferansiyel denklemi ile verilen bir sistem, sag taraf a(x) = {f(z)} yazlarak bir di-
feransiyel icerme haline getirilebilir. Dolayisiyla diferansiyel icerme, adi diferansiyel
denklem kavraminin genellemesidir. Bu nedenle, diferansiyel denklemlerle ilgili tiim
problemler, yani ¢oztimlerin varhigi, siirekliligi, baglangic kosullarina ve parametreye
baghlik problemleri diferansiyel icermeler teorisi i¢inde ele alinirlar. Bir diferansiyel
icerme genellikle verilen bir noktada basglayan bir¢ok ¢oziime sahip oldugundan, bu
¢oziimlerin topolojik o6zelliklerinin incelenmesi, verilen 6zelliklere sahip ¢oziimlerin
secilmesi gibi yeni konular meydana g¢ikar. Bu problemlere cevap bulmak icin 6zel

matematiksel teknikler geligtirilmistir. Boylece diferansiyel icermeler, sadece di-
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namik sistemlerin bir ¢ogu i¢in model degil ayni zamanda matematiksel analizin
cesitli dallari igin giiglii bir arag olmaktadir. Diferansiyel icerme teorisi optimal kon-
trol teorisinde varlik teoremlerinin kanitlanmasinda, optimallik i¢in kogullarin ince-
lenmesinde ve oyunlar teorisinde de 6nemli rol oynar. Diferansiyel icermeler teorisine
ait bu tez caligmasinda kullanilacak olan yeterli bilgi ikinci béliimde verilmistir. Bu
teoriye ait daha derinlemesine bilgiye [35] [46] kaynaklarindan ulagilabilir. Ayrica bu

calisma i¢in yeterli bilgi ikinci boliimde verilmistir.

Ayrica, birden fazla kiime-degerli donitigiim ile tanimlanmig diskret igermeli bir kon-
veks optimizasyon probleminin optimallik kogullarini belirlemek i¢in onlarin bileskeleri
kullanilarak yeni bir yontem verilmektedir. Bu yontem [47]’de konveks durum igin

ve konveks olmayan genel durum i¢in de [43]’de gelistirilmistir.

Tezde ele alinan problemler incelenirken gerekecek temel tanim, teorem ve yontemler
Genel Kisimlar bagligi altinda ikinci boliimde, géz oniine alinan problemlere ait or-
jinal sonuclamalar Bulgular baghig: altinda tigiincii boliimde, elde edilen bulgularin
daha sonraki asamalarda kullanilmasi ve literatiire katkis1 hakkindaki goriig ve yo-

rumlar Tartisma ve Sonug baghg altinda dordiincti boliimde verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Konveks kiime kavramina ge¢meden 6nce bu ve bundan sonraki boliimlerde kul-
lanilacak olan bazi notasyonlar1 verelim. R reel sayilar kiimesi olmak iizere, aksi
belirtilmedikge X ile her ¢ = 1,...,n i¢in #° € R gergekleyen z = (2!,...,2")
vektorlerinin n-boyutlu Oklid uzay1 R” ile gosterilecektir. z,y € R™ vektorleri icin

i¢ carpim
n
(w,y) =) o'y’
i=1

ve bu i¢ carpim yardimiyla da bir € R” vektoriiniin normu ||z = /(z, z) seklinde
tamimlanacaktir. z,y € R" vektorleri i¢cin « < y yazihsi ile her bir ¢ = 7, ...,n ic¢in
x; < y; esitsizliklerinin gerceklendigi ifade edilecektir. X ™ ile X uzayinin cebirsel du-
ali gosterilecektir. Bilindigi gibi bu tiir sonlu boyutlu uzaylar i¢cin X* = X bagintisi

gecerlidir.

A, B C X alt kiimelerinin cebirsel toplami ya da Minkowski toplami A + B =
{a+0b:a € Ab € B} kilmesi ile A € R olmak tizere A kiimesinin A kat: ise
A = {Xa : a € A} kiimesi ile ifade edilir. Bir A kiimesine tek bir = vektoriinii
eklemekle elde edilen ve A + x yerine A + z bigiminde ifade edilen kiimeye de A
kiimesinin = vektori tarafindan Gtelenmesiyle elde edilen kiime denir ve kisaca A

kiimesinin Otelemesi denir.

R"™ uzaymdaki z ve y noktalan arasimdaki Oklid uzakligi

dz,y) =z —yll=vV<z—yz—y>,
bu uzaydaki agik ve kapali birim kiireler sirasiyla
B={z:|z] <1}, B={z:|z] <1},
ve bir A C R” kiimesinin bir x € R" noktasina olan uzaklig
d(x,A) = inf{||z —al| : a € A}

11
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seklinde tanimlanacaktir. M kiimesinin tiim i¢ noktalariin kiimesi
int(tM)={xeM:3¢>0,z+eBC M}

olup bu kiime M igindeki tiim acik kiimelerin birlegimi ile gakigir, 6te yandan her
noktasi bir i¢ nokta olan kiimeye agik kiime denir. Her € > 0 igin (a+eB\{a})NM #
() ise a noktas1 M kiimesinin bir yigilma noktasidir denir. M kiimesine tiim yigilma
noktalarinin eklenmesiyle elde edilen kiimeye M kiimesinin kapanisi denir, diger yan-
dan bu kiime M kiimesini kapsayan tiim kapali kiimelerin kesisimi ile ¢akigtigindan
M = ﬂ(M +eB)
e>0

notasyonu ile de ifade edilir.

R™ uzayindaki herhangi iki x; ve xo vektoriiniin afin kombinasyonu A, Ay € R,
A1 + A9 = 1 olmak tizere A\1x7 + Aoxs seklinde tanimlanir. Herhangi iki vektoriiniin

afin kombinasyonunu kapsayan kiimeye afin kiime denir, yani
X1, € A, )\1,)\2 € R, )\1 -+ )\2 =1 1g1n )\133'1 -+ )\21‘2 cA

gercekleniyorsa A kiimesine bir afin kiime denir. Geometrik olarak afin bir kiime
farkli iki noktasindan gegen dogruyu kapsayan kiimedir. Bir xg noktasi ve r # 0 yon
vektoriinden gegen L = {zg+ Ar : A € R} dogrusu en temel afin kiimedir. Diger bir
afin kiime Ornegi ise zy noktasindan gegen ve r; # 0 ve ro # 0 vektorleri tarafindan
dogrulan iki boyutlu P = {z¢ + A1 + Aara : A1, Ay € R} diizlemdir. Herhangi iki
21,y € R™ vektoriiniin lineer kombinasyonu A, Ay € R olmak tizere \jx; + A2
seklinde tanmimlanir. Herhangi iki vektoriiniin lineer kombinasyonunu iciren kiimeye

lineer alt uzay denir, yani
X1, To € L, >\1,>\2 eR 1(;111 AT+ Aoxg € L

gercekleniyorsa L. C R™ kiimesine bir lineer alt uzay denir. Bu tanimlardan kolayca
her lineer alt uzayin bir afin kiime oldugu sonucu elde edilir. A ve B iki afin kiime
olsun, eger bir o € R™ icin A = B+ x ise yani A kiimesi B kiimesinin bir 6telemesi

ise A afin kiimesi B afin kiimesine paraleldir denir.

Lemma 2.1. [/]] Bos olmayan bir A C R" alt kiimesinin afin olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul tek turli belirli bir lineer L alt uzayina paralel olmasidir, yani bir

xg € R" i¢in A = L + xy gerceklesmesidir.
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Bir A C R" afin kiimesinin boyutu dim(A) onun paralel oldugu tek tiirli belirli
olan lineer alt uzaym boyutu olarak tanmimlanir. Tim uzaya esit olmayan en genis
afin kiimeler 0zel bir 6neme sahiptir. Bu tiir afin kiimeler hiperdiizlemlerdir. R"
uzayinda bir hiprediizlem boyutu n — 1 olan bir afin kiime olarak tanimlanir. Bir
L C R™ alt uzaymm dik eglenik uzay1 L+ = {y € R* : (y,2) = 0,z € L} olup
her bir z € R" vektorii ;1 € L ve x5 € Lt olmak iizere x = x; + 5 seklinde tek
tiirlii ifade edilebilir. Bilindigi gibi dim(L)+ dim(L+) = n bagmtis1 gecerli olup 6zel
olarak L uzaymim boyutu n — 1 ise L+ uzaymin boyutu 1 olur, yani L* uzay1 bir
dogru olur. Benzer bi¢cimde bir hiperdiizlem bir uzay1 adina yariuzaylar denilen iki
parcaya ayirir, oyle ki bu hiperdiizlemin normal vektorii bir boyutlu afin kiime olan

bir dogru olusturur.

Lemma 2.2. [/J]] Herhangi bir H C R™ hiperdiizlemi bir 0 # a € R™ ve b € R i¢in
H ={x € R": (a,x) = b} kimesidir.

Afin kiimelerin lineer denklem sistemleri ile olan yakin iligkisi agagidaki lemma ile

belirlenecektir.

Lemma 2.3. [//] A, mxn reel matris ve b € R™ olsun bu durumda Az = b denklem
sisteminin ¢ozimi olan {x € R™ : Ax = b} kiimesi bir afin kimedir, tstelik herhangi
bir afin kiime bu sekilde ifade edilebilir, dolaynsiyla da afin kimeler hiperdizlemlerin

kesisimleri olarak elde edilen kimelerdir.

Bir S C R”™ kiimesini kapsayan tiim afin kiimelerin kesisimine S kiimesinin afin zarfi
denir ve Af f(S) ile gosterilir. Dikkat edilirse herhangi sayida afin kiimenin kesigimi

yine bir afin kiime oldugundan afin zarf kiimesi de bir afin kiimedir.

2.1 KONVEKS KUMELER VE KONILER

Bu baglik altinda, konveks analizin temel kavramlarindan biri olan konveks kiimeler
ve konveks koniler ile onlarin 6zel halleri olan polihedral kiimeler ve polihedral koniler

hakkinda bu tez caligmasinin anlagilmasina yetecek kadar bilgi verilecektir.

2.1.1 Konveks Kiumeler

x1,x2 € R™ noktalar arasimndaki dogru pargast {z = A\jx; + Aoy 1 A, A = 0, A +

Ay = 1} kiimesi ile ifade edilir. Bu tanimdan sonra artik konveks kiimeyi tanimlayabiliriz.
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Tanim 2.1. Herhangi ki noktasy arasindaki dogru parcasini kapsayan, yani
1,9 € M, Ay, 0 20, A\ + X0 =1 id¢in \jxy+ Aoxo € M

gercekleyen M C R™ kumesine konveks kime denir. Bir M kimesinin konveksligi
icin esdeger bir tanvm olarak her X € [0,1] i¢in (1 — \)M + AM C M ger¢eklenmesi

verilebilir.

Tim afin kiimeler konvekstir, daha genel olarak sonlu ya da sonsuz sayidaki den-
klemden olusan (a;,z) = b;, i € I denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi yani {z €
R" : (a;,x) = b;, i € I} bir konveks kiimedir. Konvekslik kogulunu otomatik olarak
gerceklediklerinden tiim alt uzaylar ve dolayisiyla da () ve R"™ konveks kiimelerdir.

Konveks kiimenin tanimindan kolayca asagidaki sonuclar elde edilir.

Lemma 2.4. [30] i) C,,Cy € R" konveks kiimeler ve A, Ay € R ise \{C] + A2Cy
kimesi de konvekstir.

it) Bir konveks kiimenin kapamisi yine bir konveks kimedir.

i1i) Herhangi sayida konveks kiimenin kesisimi yine bir konveks kimedir.

iv) T : R™ — R™ bir afin donigim, yani bir A, m X n reel matris ve b € R™ vektorii
icin T'(x) = Az+b bi¢iminde bir fonksiyon ise T' déniigimii konveks kiimeleri konveks

kumelere dontsturir.

Ay A = 0,0 + ..., + A\, = 1 olmak tizere x = Az + ... + A2, toplamina
X1, ..., Ty € R™ noktalarimin bir konveks kombinasyonu denir. Bu tanim sonucunda
bir kiime ancak ve ancak herhangi iki noktasinin konveks kombinasyonunu igerirse

bir konveks kiime olur.

Lemma 2.5. [I8] Eger M bir konveks kiime ve xq,xa, ..., T, € M ise bu noktalarin

konveks kombinasyonlar: da M kimesine aittir.

Herhangi bir M C X kiimesini kapsayan tim konveks kiimelerin kesigimine M
kiimesinin konveks zarfi denir ve co(M) ile gosterilir. Lemma 2Z4Te goére co(M)
konveks kiimedir. Ote yandan M C co(M) oldugundan Lemma EZ5e gore co(M)
kiimesi A; > 0,7 = 1,2,...m, My + Ao+ ... + A\, = 1, 2, € M olmak tizere z =
ATy + Ao + ... + A\pxy,, seklinde verilen tiim x noktalarini icermek zorundadir.

Buradan agagidaki sonug elde edilir.

Lemma 2.6. [I8/ M kimesinin konveks zarfi olan co(M) kimesi M kimesine ait

noktalarin tum konveks kombinasyonlarini i¢erir.
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Agagida co(M) kiimesinin elemanlarimin M kiimesinin elemanlari tarafindan nasil

ifade edilebilecegini veren iinlii Caratheodory teoremi verilemektedir.

Teorem 2.7. [/6]/ M C R™ olsun, co(M) kiimesinin herhangi bir noktasi M kiimesine
ait ve sayist n + 1’den fazla olmayan noktalarin konveks kombinasyonlar: seklinde
gosterilebilir. Bir baska deyimle her bir x € co(M) i¢in oyle x1, xa, ..., x, € M nok-
talary bulunabilir ki her 1 = 1,2, ...,r icin A\; Z 0 A+ X+ ...+ A\, =1lver <n+1

olmak uzere x = A\x1 + Aos + ... + A\, yazilabilir.

xo noktast M C X konveks kiimesinin herhangi bir noktasi olsun. Bu durumda
M — zo kiimesini kapsayan tiim alt uzaylarin kesigsimi Lin(M) ile gosterilir. Bu
Lin(M) alt uzaymin xy noktasi tarafindan Gtelenmesi ile elde edilen afin kiimeye
M kiimesinin afin zarfi denir ve Aff(M) = xy + Lin(M) yazilig ile ifade edilir.
Herhangi bir konveks M kiimesinin bir x noktas: icin x + (Lm(M )N SB) c M
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 var ise z noktasina M kiimesinin izafi i¢ noktasi
denir. M kiimesinin tiim izafi i¢ noktalarindan olusan kiime ri(M) ile gosterilir,
yani
ri(M)={z € AffM:3¢ >0, z+ (Lin(M)NeB) C M}

kiimesi ile verilir. Ote yandan n-boyutlu konveks M kiimesi icin Aff(M) = R”
oldugundan ri(M) = int(M) gecerlidir. Genelde A; C Ay ise A} C Ay ve int(A;) C
int(Ay) kapsamalari dogrudur. Ancak ri(A;) C ri(Az) kapsamasi gergeklenmeyebilir.
Ornegin R? uzaymda A; bir kiip ve onun bir yiizii A, olsun. Bu durumda A, C A,
gecerlidir. Ustelik ri(A;) ve ri(Ay) kiimeleri bog degildir ve kesismezler. Dolayisiyla
ri(Ay) ¢ ri(As) gegerlidir. Herhangi bir konveks M kiimesi i¢in Af f (M) kiimesinin
dolayisiyla da Lin(M) uzayimin boyutuna M kiimesinin boyutu denir ve dim(M)

ile gosterilir.
Lemma 2.8. [18] Konveks bir M C R™ kiimesi icin riM = ri(M) esitligi gecerlidir.

Herhangi bir M C R" kiimesini igeren tiim kapali konveks kiimelerin kesigimine M

kiimesinin kapali konveks zarfi denir ve bu kiime ¢o(M) ile gosterilir.
Lemma 2.9. [18/ Herhangi bir M C R™ kiimesi i¢inco(M) = coM esitligi gecerlidir.
Lemma 2.10. [18] Kompakt bir kiimenin konveks zarfi da kompakttur.

Konveks kiimeler bircok ilging ozellige sahiptir. Bunlardan birisi ayrik konveks

kiimelerin hiperdiizlemler ile ayrilabilir olmasidir. R? uzay1 géz o6niine alindiginda bu
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durum kabaca, ayrik iki konveks kiime i¢in bu iki kiimeyi farkl tarafinda birakacak
sekilde ayiran bir dogrunun bulunmasi olarak diisiintilebilir. Konveks olmayan
kiimeler i¢in bu her zaman dogru olmaz. Konveks kiimelerin R™ uzayindaki bu

ozelligi lineer programlamada dualite teorisinin teorik olarak 6ziinii olugturmaktadir.

Bir 2 € R"™ noktasiin M kiimesi iizerine izdiigimi m(xg, M) = {x € M : ||xg— x| =
d(xo, M)} kiimesi olarak tamimlanir. Dikkat edilirse, izdiigiim kiimesi M kiimesine

ait olup xp noktasina en yakin olan noktalardan olugsmaktadir.

Lemma 2.11. Eger xqg € R ve M C R"™ bir kapalr konveks kime ise, o zaman
7(xo, M) izdiigim kimesi tek bir noktadan ibarettir, yani M kimesi i¢inde xo nok-

tasina en yakin nokta tek bir tanedir.

ispat. M kiimesi kapali oldugundan, M kiimesinin x noktasina en yakin noktalari
vardir. Bu noktanin tek oldugunu gostermek icin aksini kabul edelim. x; # x5 ve
x1 € m(xo, M), x5 € (29, M) gergekleyen iki nokta olsun. Bu noktalar yardimiyla
z = % noktas1 tamimlansin. M konveks olsugundan z € M gerceklenir. Bu
durumda xy ve z noktasini birlegtiren dogru parcasi xg, 1, 2 noktalarinin meydana
getirdigi ikizkenar ti¢genin yiiksekligi olur ve ||zg — z|| < ||zo — z1]| = ||zo — 22|
esitsizligi saglanir. Bu ise z € M noktasinin xy noktasina z; ve xy noktasindan
daha yakin olmasi demektir. Bu sonug x; € 7(zg, M) ve xo € m(x9, M) olmasi ile

geligir. Su halde M kiimesi xg noktasina tek bir noktada en yakindir. .

Lemma 2.12. M C R"™ bir konveks kiime olsun. Eger zy € 1i(M), x, € M ve
xo # x1 ise, o zaman her A € [0,1) i¢in x)x = (1 — N)xg + Azy € riM kapsamast
gecerlidar.

Ispat. z, € 7i(M) oldugundan U = zq 4 (Lin(M) NegB) € M olacak sekilde bir

xx—(1-X
A

go > 0 says1 vardir. Simdi A € [0,1) olsun ve V' = )Y kiimesi tammlansin.

Agktir ki V' C zg + Lin(M) ve z1 = m € V kapsamalar1 gerceklenir. Ote
yandan z; € M oldugundan bir 3; € V N M noktasi vardir. Bu nokta yardimiyla
W = (1 — AU + Ay; kiimesi tanimlansin. M kiimesi konveks oldugundan W C M
kapsamasi gecgerlidir. Simdi z, € W oldugunu gosterelim. V kiimesinin tanimindan

Yy = esitligini saglayan bir yo noktasi vardir. Boylece

zx—(1-Nyo
A

o=1=-Ny+ € 1-=NU+ Iy =W

oldugu yani ) € W igermesinin gergeklendigi bulunur. Dolayisiyla da z) € ri(M)

sonucuna ulagilir. .
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Lemma 2.13. M; ve My konveks kiimeler olmak tizere, eger ri(My) Nri(My) #
ise (M, N M) = M, N My esitligi gecerlidir.

Ispat. o/ € ri(M,)Nri(M,) ve z € MyNM, olsun. LemmaZIZnedeniyle A € [0,1)
icin Az + (1 — Nz’ € ri(My) N ri(Ms) olur. Dolaysiyla = € (M; N M) bulunur.
Yani M; N My C (M, N M,) kapsamasi gecerlidir. Ters kapsama daima gecerli

oldugundan istenen egitlik kanitlanmis olur. .

Lemma 2.14. M bir konveks kiime olmak tizere v, € M ve x, € M gerceklensin.
Bu durumda x, noktasin herbir komsulugu M kiimesine ait olmayan noktalar
1cerir.

Ispat. Bir zy € iM noktasi goz oniine almsm. Bu nokta yardimiyla A > 0 olmak
tizere xg + A(r1 — xp) 1gmu tanmmlansin. A > 1 oldugunda bu 1ginim noktalar M
kiimesi tarafindan kapsanamaz. Gergekten A > 1 ve © = zo + A(x1 — x9) € M
oldugunda Lemma nedeniyle z; = Lgl)xo € ri(M) bulunur, bu ise 1 ¢ M
olmasi ile gelisir. .
Teorem 2.15. M bir konveks kiime olmak iizere o € M olsun. Bu durumda dyle
bir x* # 0 noktasi ve bir g > 0 sayist vardur ki her x € M igin (x,x*) < (x¢,2*) —&

gerceklenir.

ispat. y = m(z9, M) olsun. Bu durumda izdiigiim fonksiyonunun tanimi geregi her
x € M icin ||z — || = ||y — ol| esitsizligi gecerlidir. M konveks oldugundan her
x € M ve A€ 0,1] icin Az + (1 — \)y € M kapsamasi gecerlidir ve dolayisiyla
Iha+ (1 =Ny —zol* = (y—a0+AMz—y)y— 0+ Az —y))
= Ny = ol + 2Mz — y,y — wo) + X[z — y?
> ly — wol*

gergeklenir. Buradan da her A € [0, 1] igin 2(x — y,y — xo) + Aljz — y||* = 0 oldugu

sonucuna varihr. Ozel olarak A = 0 ise
(* —y,y —x0) 20 (2.1)

gerceklenir. Simdi z* = xy — y noktasi ve bu nokta ayrdimiyla g9 = ||2*[|? say1st
tammlansm. zo ¢ M oldugundan y # o gecerlidir. Dolayisiyla z* # 0 ve g9 > 0
olur. Simdi (1)) esitsizligi (v — y, —2*) = —(x,2*) + (y,z*) > 0 ve dolayisiyla da

<ZL‘,ZL’*> < <y7.17*> = <[E0,JZ*> - <CC*,£L‘*> = <x0,:L‘*> —£o

bi¢giminde yeniden yazilabilir ve x € M keyfi oldugundan ispat tamamlanmig olur. =
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Uyar1 2.1. Dikkat edilirse, eger M kapali konveks kiime ve xq ¢ M ise her x € M
icin (x — w(xg, M), xo — (20, M)) < 0 egitsizligi ger¢eklenir. Gergekten, M kiimesi
kapaly oldugundan bir énceki teoremde M = M ve y = w(xg, M) olur. Bunlar (1))

esitsizliginde yerine yazilirsa istenen elde edilir.

Teorem 2.16. M bir konveks kiime olmak tzere xo ¢ M olsun. Bu durumda édyle

bir z* # 0 noktasy vardur ki her x € M i¢in (x,x*) < (xo, x*) gerceklenir.

ispat. Eger z9 ¢ M ise Teorem [Z.15] nedeniyle istenen esitsizlik gecerlidir. Simdi
Ty € M olsun. Lemma T4 nedeniyle z,, ¢ M ve x,, — x gercekleyen bir (z,,) dizisi
vardir. Teorem [2.15 nedeniyle x € M ve n € N olmak iizere 6yle =}, # 0 noktalar1 ve

en, > 0 sayilan vardir ki (x, %) < (z,,25) —, < (x,,2}) gerceklenir. Bu esitsizligin

x* xr
Ty ) < Ty 7 (2.2)
(o) < (o i)

“n — g*, ||z*|| = 1 kabul edip

B

iki tarafi ||z || ile boliintirse her z € M ve n € N igin

esitsizligi elde edilir. Simdi genelligi bozmaksizin |
[22) bagintisinda limite gegilirse her x € M i¢in (z,z*) < (xg,z*) esitsizligi elde

edilir. .

Teorem 2.17. M, ve M, konveks kiimeleri i¢in M; N My = () gerceklensin. Bu
durumda oyle bir x* # 0 noktasi, vardir ki her x1 € M ve her xo € My igin (z1,2*) <

(€9, x*) egitsizligi gerceklenir.

ispat. M = M, — M, kiimesi tamimlansi. M; N M, = () oldugundan sifir noktas: M
kiimesine ait olamaz yani 0 ¢ M olur. Teorem 2.16 nedeniyle 6yle bir x* # 0 noktasi
vardir ki ¢ = 21 — 29, 1 € My, x5 € M olmak {izere her x € M i¢in (x, z*) < (0, z*)
esitsizligi ve dolayisiyla da her 1 € M ve her xo € M, igin (x1 —xq, x*) < 0 esitsizligi

elde edilir. Boylece ispat bitmig olur. .

Teorem 2.18. M, bir kompakt konveks kiime ve My bir kapali konveks kiime olsun.
Eger My N My = () ise oyle bir x* # 0 noktasi ve bir g > 0 saysy vardir ki her

x1 € M ve her xo € My igin (x1,2*) < (x9,2*) — &g esitsizligi ger¢eklenir.

ispat. M = M, — M, kiimesi tamimlansin. M; N M, = () oldugundan sifir noktas: M
kiimesine ait olamaz yani 0 ¢ M olur. Ote yandan M kiimesi kapalidir, gercekten,
her n € N icin z,, € M, x2, € My olsun ve z,, = 1, — T2, — = gerceklensin.

M, kompakt oldugundan (x;,) dizisinin yakimsak bir alt dizisi vardir. Genelligi
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bozmaksizin (x1,) dizisi olarak yakinsayan bu alt dizi alinabilir ve z;,, — x; € M;
kabul edebilebilir. (z,) dizisi yakinsak ve M, kiimesi kapali oldugundan x5, — x4 €
M, gergeklenir. Boylece x = x1 — x5 € M elde edilir. Bu ise M kiimesinin kapali
olmasi demektir. Simdi xy = 0 alinip Teorem uygulanirsa istenen esitsizlik elde

edilir. "

Tanim 2.2. Bir M konveks kiumesinin destek fonksiyonu
W () = sup{(z,)}
zeM

biciminde tanimlanar.

Teorem 2.19. M kapalr konveks bir kiime olmak tzere x € M olabilmesi igin gerek

ve yeter kosul her x* € R™ i¢cin
(z,2%) < Wyy(a) (2.3)
esitsizliginin gerceklenmesidir.

Ispat. z € M ise Tamm nedeniyle ([2.3)) esitsizligi gegerlidir. Tersine bir xg
noktas1 (23) bagmtisini saglasin ama xy € M gerceklesmesin yani xy ¢ M olsun.
Bu durumda Teorem nedeniyle oyle bir * noktas1 ve g > 0 sayis1 vardir ki
her z € M igin (z,x*) < (xg,2*) — ¢ esitsizligi gergeklenir. Bu esitsizlikte x € M
noktalar: izerinden supremum alimrsa Wy, (z*) < (xg, ) — g9 < (xg, x*) esitsizligi

elde edilir. Bu ise xy noktasinin (2.3) bagintisini sagladigy varsayimi ile geligir. =

2.1.2 Polihedral Kumeler

Polihedral kiimeler (=polihedronlar) konveks kiimelerin 6nemli ve 6zel bir simifini
tegkil ederler. Bu tez caligmasinda 0zel olarak polihedral kiimeler ile calisilacagindan
bizim i¢in ayrica 6nemlidir. Bir M C R™ kiimesi, eger sonlu sayidaki kapali yari-
uzayin kesigsim olarak ifade edilebiliyorsa, yani ¢ = 1,2,..,m i¢in b; € R" ve o; € R
olmak iizere

(b)) <oy, 1=1,2,..,m

bi¢imindeki sonlu sayida esitsizlikler sisteminin ¢oziimii ise M kiimesine polihedral
kiime denir. Dolayisiyla herhangi bir polihedral kiime A bir m x n matris ve b bir

m-siutun vektor olmak tuzere

{r e R": Az < b}
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kiimesi ile gosterilebilir. Dikkat edilirse polihedral bir kiime kapali ve konveks bir
kiimedir. Ote yandan herhangi bir esitlik iki esitsizlik ile ifade edilebileceginden
polihedral bir kiime sonlu sayidaki esitlik veya sonlu sayidaki esitlik ve egitsizlikler

ile verilen karigik sistemler ile belirlenebilirler.
My ={xeR": Az =b, x > 0},

My={xeR": Az > b, x > 0}

kiimeleri ile herhangi bir afin kiime, () ve R™ tipik polihedral kiime ornekleri olarak
verilebilir.  Ayrica R"™ uzayinda herhangi bir hiperdiizlem iki kapali yari-uzayimn
kesigimi olarak yazilabildiginden polihedral bir kiimedir. Sinirli bir polihedral kiimeye

ya da egdeger olarak sonlu noktali bir kiimenin konveks zarfina bir politop denir.

Polihedral kiimeler incelenirken iki yaklagim s6z konusudur, bunlardan biri konveks
kiimelerin yiizleri kavrami ile verilen digsal gosterim, digeri de konveks kiimelerin
ug¢ noktalar, kogeler ve ug yonler kavramlar: ile verilen igsel gosterimidir. Bu iki
yaklagim da bu tezin asil amaci diginda oldugundan burada derinlemesine bir in-
celeme verilmeyecektir, ancak bu konudaki kapsamh bilgiye [36] 37, 44] kaynaklarindan
ulagilabilir. Aslinda polihedral olma 6zelligi, konveks kiimelerin digsal gosteriligleri
tizerindeki bir sonluluk kosuludur. Konveks kiimelerin igsel gosteriligleri tizerindeki
sonluluk kogulu ayni1 6neme sahip dual bir ozelliktir. Sonlu dogrulmus konveks kime
sonlu sayidaki bir noktalar ve yonler kiimesinin konveks zarfi olarak tanimlanir. Bu
durumda, bir C kiimesinin sonlu dogrulmug konveks kiime olabilmesi icin gerek ve
yeter kosgul sabit bir £, 0 < k < m, tam sayisticin Ay + -+ A\ =1, vei =1,....,m

icin \; > 0 olmak tizere C' kiimesinin tiim vektorlerinin
T = Nap+ -+ Apap + App1app1 + o0+ A,

bi¢iminde yazilabilmesini saglayan aq, ..., a,, vektorlerinin var olmasidir. Asagidaki
teorem ile polihedral kiimelerin sonlu dogrulmusg konveks kiimeler ile ayni olduklar:
anlagilmaktadir. Bu klasik sonug, geometrik iggiidiisii ile tamamen agikar fakat ce-

birsel igerigi olduk¢a 6nemli ve ispat1 agikar olmayan bir gercegin giizel bir 6rnegidir.

Teorem 2.20. [36] Bir C' konveks kimesinin asagidaki ézellikleri esdegerdir:
(a) C polihedral bir kiimedir,
(b) C kapaludur ve sadece sonlu sayida yiuzi vardar,

(c) C sonlu dogrulmustur.
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Bu teoremin sonucu olarak bir polihedral kiimenin herbir yiiziintin de polihedral
oldugu sonucu ve en fazla sonlu sayida ug nokta ve ug yone sahip oldugu elde edilir.

Sonlu sayida polihedral konveks kiimenin kesigimi de polihedraldir.

Teorem 2.21. A : R" — R™ bir lineer dontisim olsun. O zaman R™ deki herbir
polihedral konveks C' kiimesi i¢in AC' kumesi de R™ uzayinda polihedral konvekstir
ve R™ deki herbir polihedral konveks D kiimesi icin A~'D kiimesi de R™ uzaymnda

polihedral konvekstur.

ispat. C C R"™ kiimesi polihedral olsun. Teorem [2.20] nedeniyle, C' kiimesi sonlu

dogrulmustur, bu nedenle 6yle ay, .., ag, axi1, .., a,, vektorleri vardir ki

C={ NalM+X+. . +XM=1LX\>0i=12.r}

i=1
gerceklenir. b; ler a; vektorlerinin A lineer dontigiimi altindaki goriintiileri olsun. O

zamarn

AC = {3 Nb M+ e+t =10 >0, = 1,27}
=1

dolayisiyla AC' sonlu dogrulmus olur ve Teorem 19.1 nedeniyle polihedraldir. Simdi
D C R™ bir polihedral konveks kiime olsun. D kiimesini bir

<y,a; >< o, 1=1,2,.,5

sisteminin ¢oziimleri olan y vektorlerinin kiimesi olarak alabiliriz. O zaman A~!'D
kiimesi de

< Az,a; >< ;i =128

sisteminin ¢oziimleri olan x noktalarinin kiimesidir. Bu ise x in bir sonlu egitsizlikler

sistemidir, dolayisiyla A=1D polihedraldir. .

Sonug 2.22. 4 ve Cy, kiimeleri R™ uzayinda polihedral iki kime ise C1+ Cy toplam

kiumesi de polihedraldir.

ispat. C = {(z1,22)|71 € C1, 29 € Co} olsun. Agiktir ki C' kiimesi R*" uzayinda
sonlu tane kapali yari-uzayin kesigimi seklinde ifade edilebilir. Bu durumda C'
kiimesinin A : (x1,29) — 27 + x2 lineer doniigimi altindaki goriintiisii de Teo-

rem [2.22] nedeniyle polihedraldir ve bu goriintii kiimesi de C 4+ C5 kiimesidir. .
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2.1.3 Konveks Koniler

Konveks koniler extremal problemler teorisinin temel kavramlarindan birisidir. Bu
tiir konilerin duallerinin hesaplanmasi onlarin temel ozelliklerinin iyi bilinmesini

gerektirmektedir. Asagida konveks konilerin baz 6zellikleri verilecektir.

Tanim 2.3. Her x € K ve her A > 0 i¢in \x € K icermesini gercekleyen bir K
kiimesine koni denir. Eger K kimesi konveks ise o zaman bu koniye konveks koni

denair.

Konveks konilerin tiyelerinin pozitif skalerli tiim lineer kombinasyonlarini yani konik

kombinasyonlarini igerdigi gercegi asagidaki lemma ile verilmektedir.

Lemma 2.23. K konveks bir koni olmak tizere x1,xs, .., x,, € K ve A, Aa, .., A\, >0

15e \T1 + Ao + ... + A, € K gerceklenir.

ispat. Pozitif A = A + As + .. + A, > 0 sayist tamimlansin. Boylece herbir
1=1,2,..,migin 0 < /\T <lolup > 7", AT = 1 gerceklenir. Bu durumda K konveks
oldugundan ", %a:z € K icermesi gegerlidir. Bu ve K'nin koni oldugu kullanilirsa

istenen Az + Aoxo + ... + AT, = A Zzl ’\Tml € K icermesi elde edilmis olur. =

Konveks olmayan koniler bu tez ¢aligmasinin kapsami diginda oldugundan bundan
sonra kisalik amaciyla koni denildiginde konveks koni anlagilacaktir. Simdi tezin

onemli ve temel kavramlarindan biri olan dual koni ve bazi 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 2.4. K bir koni olmak tizere her x € K i¢in (x,x*) > 0 ger¢ekleyen z* € X*
vektorlerinin kimesine K konisinin dual konisi denir ve K* ile gosterilir, kisaca bir

K konisinin dual koni asagidaks kumedir:

K ={z"e X" : (x,2") >0, Ve € K}
Dual konilerin daima kapali kiimeler olduklar1 agsagidaki lemmada kanitlanmigtir.
Lemma 2.24. K bir koni olmak tizere onun K* dual konisi daima kapalidar.

Ispat. Her n € N icin x} € K™ icermesi ve x; — x(, yakinsamasi gerceklensin. Bu
durumda her x € K ve her n € N igin (z,2}) > 0 esitsizligi gergeklenir. Simdi bu
esitsizlikte limite gegildiginde her z € K igin (x,xf) > 0 ve buradan da Tanim 2.4]
nedeniyle z; € K* elde edilir. Sonucta K* kiimesi, tiim y1g1lma noktalarini kapsiyor

olmasi nedeniyle kapalidir. .
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Lemma 2.25. Bir K konisi ve onun K kapams konisi ayne dual koniye sahiptir,

yani (K)* = K* egitligi gecerlidir.

Ispat: Eger 2* € (K)* ise her 2 € K icin (z,z*) > 0 ve K C K nedeniyle her z € K
icin (x, z*) > 0 esitsizligi gegerli olur. Bu ise Tanim 24 nedeniyle z* € K* demektir.
Tersine, z* € K*, her n € N i¢in z,, € K ve x,, — x( ger¢eklensin. Bu durumda
her n € N i¢in (z,,z*) > 0 olup limite gegildiginde her z* € K* i¢in (zg,2*) > 0 ve

dolayisiyla da z* € (K)* bulunur. Su halde aranan esitlik gegerlidir. .

Dual konilerin daima kapali olduklari Lemma nedeniyle bilinmektedir. Bu
durumda kapali olmayan bir koninin dual konisinin duali kendisine esit olamaz.
Ctunkii kendisi kapali degil ancak dualinin duali bir dual koni oldugundan kapalidir.
Bu sonug¢ nedeniyle dualinin duali kendisine egit olabilecek konileri kapali koniler

arasinda aramak gerekir.

Lemma 2.26. Bir K kapaly konisi verildiginde eger her x* € K* i¢in (xz,x*) > 0

gercekleniyorsa x € K olur.

Ispat. Tersini kabul edelim, yani her z* € K* icin (0, z*) > 0 gerceklensin ama
zo ¢ K olsun. zy ¢ K ise Teorem [ZI8 nedeniyle 6yle bir z vektorii ve g9 > 0 sayist
vardir ki her x € K igin

(xo, x5) < (T, 25) — €0 (2.4)

gerceklenir. Dikkat edilirse bir z € K igin K koni oldugundan yeterince kiigiik
A > 0 sayisi i¢cin Ax € K olur, yani sifira yeterince yakin noktalar koniye dahildir.
Ozellikle kapal koniler daima sifir noktasin igerirler. Bu durumda (z, zj) ¢carpiminin
alt siur1 sifirdan daha kiigiik olamaz. (2.4]) bagintisi nedeniyle (z, z§) carpimi alttan
sirhdir. §imdi (z, z§) > 0 oldugunu gosterelim. Eger (zq,xj) < 0 olacak sekilde
bir z; € K elemani varsa bu nokta yardimiyla x = Az; noktasi tanimlansin. Bu
durumda A — o0 igin (z,x§) — —oo olur bu ise (z,z}) ¢arpiminm alttan smirh
olmasi ile geligir. Dolaysiyla inf,cx(z, 2f) = 0 bulunur. Boylece zf € K* elde
edilir. Kabul edelim ki (2.4]) bagintisinda z = 0 olsun. O zaman kabuliimiiz ile

geligen (z, xf) < —e sonucuna ulagilirdi. Dolayisyla xy € K olmak zorundadir. .

Dikkat edilirse K konisi X uzaymda, K* konisi X uzayina egyapili olan X* uzayinda,
(K*)* = K** konisi de tekrar X uzaymdadir. Ancak K** konisinin tekrar K konisine
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esit olmasi1 gerekmez. Hangi durumda esitligin gergeklendigi agagidaki lemmada

verilmistir.
Lemma 2.27. K konisi kapal ise K** = K egitligi gerceklenir.

Ispat. Tamm Z4ye gore K** = {z : (z,2*) > 0, 2* € K*} olur. Bu durumda
daima z € K ise her z* € K* i¢in (x,2*) > 0 oldugundan x € K** olur, yani
daima K C K** kapsamai gegerlidir. Tersine K kapali ise Lemma nedeniyle
her x* € K* i¢in (z,2*) > 0 egitsizliginden x € K elde edilir. Boylece K kapali
oldugunda K** C K oldugu anlagilir. Sonugta istenen egitlik elde edilmis olur. =

Uyar1 2.2. Genel halde K** = K esitligi dojrudur. Gercekten Lemma ne-

deniyle K* = (K)* olup bu esitlikte her iki tarafin duali alimarak K** = (K)* = K

bulunur.
Simdi konilerin toplam ve kesigimlerinin dualleri hakkindaki bilgileri elde edelim.

Lemma 2.28. K, ve Ky herhangi iki konveks koni olsun. Bu durumda K + Ko
toplama da bir konveks konidir ve (Kq + Ko)* = K{ N K5 gercgeklenir.

ispat. Iki konveks kiime toplamimmn da bir konveks kiime olmasi nedeniyle K; + K
kiimesi konvekstir ve x = x1 + 29,21 € Ky, 19 € K5 olmak iizere v € K; + K, igin
A = Ay + Ary € K; + Ky gerceklendiginden K7 4+ Ky bir konidir. Ote yandan
r* € (K + K3)* igermesi ancak ve yalmz her z; € K; ve her x5 € Kj igin (x; +
zo,z*) = 0 odugunda gegerlidir. Bu esitsizligin bagimsiz olarak degisen z; ve s
degiskenlerince saglandigi ve bunlardan birinin sifira yeterince yaklasabilecegi goz

oniinde bulundurulursa bu esitsizlik asagidaki gibi iki esitsizlik halinde yazilabilir:
<J)1,CI/’*> 2 07 vxl € Kl ) <l‘2,ﬂf*> > 07 va € K2 )

Bu esitsizlikler nedeniyle x* € K} ve * € K olur, dolayisiyla z* € (K + K3)* i¢in

gerek ve yeter kosulun z* € K7 N K oldugu bulunur. .

Lemma 2.29. Kapali Ky ve Ky konileri i¢in (K1 N K)* = (K} + K3) gecerlidir.

Ispat. Lemma 227 Lemma 228 ve iki kapali konveks koninin toplamimnm kapali

olmasi gerekmedigi goz oniine alinarak Uyari kullanilirsa
(KGN Ky)" = (K7 N KGY)" = (K7 + K3)")" = (K7 + K7)™ = (K] + K3)

esitligi bulunur. .
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Lemma 2.30. Eger (x,x*) carpvmi her x € K i¢in alttan simrh ise x* € K*

gerceklenir. Eger x € int(K) ise her x* € K*, x* # 0 i¢in (x,x*) > 0 gerceklenir.

ispat. Ik kisimin ispati Lemma 220 nin kanitlamasinda yer almaktadir. Simdi
x € int(K) olsun o zaman x + g B € K olacak sekilde bir g9 > 0 sayis1 vardir. Bu
durumda z* € K* ve z € B olmak iizere (x + g9z, z*) > 0 gerceklenir. Buradan da

istenen

x*
(x,z") = g sgg(—z,:v*) > g <M,x*> = gol|z*|| > 0
z

sonucu bulunur. "

Teorem 2.31. K, K, .., K,, konveks konileri verilsin. KiNKyN..NK,, =0 olmas:
wcin gerek ve yeter kosul ayni anda sifir olmayan ve xi + x5 + .. + x), = 0 esitliging

gercekleyen x7 € K7, i = 1,2,..,m noktalarmin var olmasidur.

Ispat. Elemanlar (21,22, .., Ty) olan ve her bir i« = 1,2,..,m igin z; € R™ olan

X™ = R™ uzay1 ve bu uzaydaki
K=K xKyx. xK,, = {(z1, 29, .., Tpm) 101 € K1,29 € Ko, ..,z € Kp, }

P={(x,z,..,z):x € X}

konileri goz oniine almsim. K; N Ky N .. N K,, = ) oldugundan K ve P konileri
kesismezler. Teorem 217 nedeniyle x € X, 21 € Ky,29 € K>, ..,x,, € K,, olmak

uzere
(r,2y) + (z,x8) + ..+ (x,2)) < (@1, 2]) + (€0, 23) + .. + (T, ) (2.5)

esitsizligini gercekleyen (27, x5, ..,z ) vektorii vardir. (223]) esitsizligi nedeniyle (z;, z7)
carpimi ¢ = 1,2, .., m olmak lizere tiim K; konileri iizerinde alttan sinirlidir. Bu du-
rumda Lemma 230 nedeniyle her ¢ = 1,2, ..,m i¢in «} € K gerceklenir. Her z € X
icin (Z0) esitsizliginin sol tarafindaki ¢arpim iistten siirhidir. Ancak bu durum
yalnizca her z € X icin (z, x}) + (z,z3) + ..+ (z, z},) = 0 oldugunda dolayisiyla her
r € X icin (z, 2i+x5+..42},) = 0 oldugunda miimkiindiir. Buise zj+az5+.. 4z}, =0

demektir. .

Teorem 2.32. Ky, Ko, .., K,, konveks koniler:t verilsin. K = K1 N KoN..NK,, ve
KiNintKy N .. NintK,, # 0 olsun. Bu durumda K* = K} + K + .. + K}, esitligi
gecerlidar.
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Ispat. Dual koni tanmumndan dolay: K+ K; + ..+ K, C K* kapsamas1 daima
dogrudur. Ote yandan z* € K* ve z* # 0 olsun ve Ky = {z : (z,z*) < 0} konisi
tammmlansi. Su halde K, ve K konileri kesismezler, aksi halde bir z; € KoN K # ()
elemani var olurdu. Bu durumda z; € Kj oldugundan (xi,z*) < 0 egitsizligi ve
r1 € K, z* € K* oldugundan (x1,2*) > 0 esitsizligi ger¢eklenir. Simdi K, konisinin
dualini belirleyelim. (x,2*) < 0 gergekleyen x noktalar1 igin (x,y*) > 0 gerceklensin,
yani y* € K§ ve y* # 0 olsun. Bu durumda z* ve y* noktalar: lineer bagimhdir,
yani a; ve ap ayni anda sifir olmamak tizere ayx* + asy* = 0 esitligi gerceklenir.
x* £ 0 olsun, eger y* # 0 ise ag # 0 ve A = o olmak tizere y* = Az™ bulunur.
Ustelik z € Kj i¢in 0 < (z,y*) = Az, z*) gergeklenir. (z,z*) < 0 egitsizliginden
A < 0 oldugu bulunur. Eger y* = 0 ise y* = 0 - x* esitligi ger¢eklenir demektir, yani
A = 0 olur. Dolaysiyla dual koni K = {y* : y* = A\z*, A < 0} bigiminde bulunur.
Ky ile K konisi dolayisiyla da Ky, Ko, .., K, konileri kesigmediginden Teorem 2.31]
nedeniyle oyle y* € K§, x; € K/, 1 = 1,2,..,m noktalar1 vardir ki hepsi ayn1 anda
sifir degildir ve

v +ai+as+ .. +a, =0 (2.6)
bagintisim saglar. Jimdi A < 0 olmak iizere y* = Ax* vektori tanimlanirsa (2:6))
bagintisi

— At =al+a+ .+, (2.7)

bicimini alir. Eger A < 0 ise herbir ¢« = 1,2,..,m i¢in 2} € K oldugundan

1 1 1
X)xj + (—X)x; + ..+ (—X)xjn EK+K,+.+ K,

oldugu elde edilir. Simdi A = 0 oldugu varsayilsin, o zaman (2.7) esitliginden

= (=

ity +.+a, =0 (2.8)
bulunur. Burada z} vektorlerinin hepsi ayni anda sifir degildir dolayisiyla en az
iki tanesi sifirdan farkhdir, sozgelimi =7 ve x5 vektorleri sifirdan farkli olsunlar, bu
durumda teoremin hipotezi geregi xo € K; NintKs N .. Nintk, gercekleyen bir

zo noktast vardir ve Lemma 230 nedeniyle (zg,23) > 0 ve i # 2 icin (xg,z}) > 0
esitsizlikleri gergeklenir. Simdi (Z8)) esitliginin her iki tarafi xy vektorii ile garpilirsa

0= <SC0,SCT + LE; +..t $:1> = <1‘0,$>{> + <£C0,LL‘;> +..t <x07x;kn> >0

geligkisi elde edilir. Ju halde A = 0 olamaz. Boylece K* C K + K + .. + K, ters

kapsamasinin dolayisiyla da istenen esitligin gecerli oldugu kanitlanmig olur. .
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Teorem 2.33. Ky, Ko, .., K,, konveks koniler olmak tizere K = K1 N Ky N ..N K,
olsun. Bu durumda ya

K=K+ K +..+ K7, (2.9)

gerceklenir ya da hepsi ayni anda sifir olmayan oyle z7 € K, ¢ = 1,2,...m

vektorleri vardir ki o7 + x5 + .. + x), = 0 esitligi gerceklenir.

Ispat. Eger @7) bagmtisindaki her z* € K* i¢cin A < 0 oluyorsa, o zaman z*
vektori zf € K7, v = 1,2,..,m vektorlerinin toplami seklinde yazilabilir. Bu du-
rumda (2.9) esitligi gerceklenir. Eger x*A = 0 ise bu sefer de 27 + 25+ ..+ 2}, =0

esitligi gerceklenir. .

Uyar:1 2.3. Dikkat edilirse Teorem [2.33 bize, K1, Ko, .., K,, konveks konileri i¢in
eger K1 N KyN..N K, =0 gegerli ise x5 + x4 + .. + x¥, = 0 gercekleyen ve hepsi

aymi anda sifir olmayan x}f € K, i =1,2,..,m vektorlerinin var oldugunu soyler.

Tanim 2.5. K, K, .., K,,, konveks koniler olmak tuzere, eger x7 + x5+ .. +z,, =0
gercekleyen ve hepsi ayni anda sifir olmayan x; € K}, © = 1,2,..,m vektorleri varsa

7

Ky, Ky, .., K,, konveks konileri ayrilabilirdir denir.
Konveks konilerin énemli bir tipi ve onunla ilgili genel bilgiler asagida verilecektir.

Tamm 2.6. M # () herhangi bir kiime olmak tizere conM kiimesi conM = {z : x =

Ary,x1 € M, A > 0} bigiminde tanimlanar.

Teorem 2.34. Eger M konveks bir kiime ise conM kiimesi bir konveks konidir.
Ustelik z, € int(M) ve X > 0 olmak dizere x = Az, ise = € int(conM) kapsamast

gercgeklenir.

ispat. xr1,To € conM olsun. Bu durumda T;,To € M ve A, Ay > 0 olmak tizere
T1 = MT1 Ve Tg = \oTo yazilabilir. Simdi ay,as > 0 ve a3 + ag = 1 olsun. Bu
durumda

1T + ey = al)\lfl + 042)\ng

a1\ _ sy
T1 +
a1 A1 + aghe oA + o

(1 A1 + agg) To| € conM

gerceklenir, dolayisiyla conM kiimesinin konveks oldugu gosterilmisg olur. Simdi
x1 € int(M) ve A > 0 olmak tizere x = \x; olsun. z; € int(M) oldugundan Gyle bir
g9 > 0 vardir ki 1 + 9B C M gerceklenir. Buradan da z + A\egB = Az + AegB =
Az 4+ e9B) € AM = conM elde edilir. € = Agg > 0 denilirse x + B C conM

gerceklendiginden z € int(conM) elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur. .
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Teorem 2.35. M, M,, .., M}, konveks kiimeler olmak tizere herbir i = 1,2, ..,k icin

0 € M; kapsamast gecerli ise ﬂle conM; = con(ﬂf:1 M;) esitligi gerceklenir.

ispat. x € con(N_, M;) olsun, bu durumda = = Az1, A > 0,21 € (i, M; buradan
da herbir ¢ = 1,2, .., k i¢in ;1 € M; bulunur. Dolayisiyla herbir ¢ = 1,2, .., k i¢in x =
Ax1 € conM; yani x € ﬂle conM; gerceklesir. Tersine x € ﬂle conM; olsun, bu du-
rumda herbir ¢ = 1,2, ..,k i¢in « € conM; yani x = \;x;, \; > 0, x; € M; gerceklenir.
Herbir ¢ = 1,2,.., k i¢in )\i:c = x; € M; kapsamas1 gegerli oldugundan 0 < A < 1
igin A(x2) = (1= A) -0+ AM52) € M; gegerlidir. Ote yandan 0 < g < min, X
gercekleyen p > 0 sayisi ve herbir ¢ = 1,2,..,k i¢in ux = (,u)\l)()\ix) € M, kap-
samasi ve dolayisiyla pyx € ﬂle M; gerceklenir. Boylece x = (l%),ux € con(ﬂf:1 M;)
bulunup ispat bitirilmig olur. .
Teorem 2.36. M # () bir konveks kiime olmak tzere x* € (conM)* olabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul her x € M i¢in (x,x*) > 0 esitsizliginin gerceklenmesidir.

Ispat. Dual koni tammi nedeniyle 2* € (conM)* olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul
her x € M ve A > 0 igin (Az,z*) > 0 esitsizligi gegerli olup bu esitsizligin iki tarafi
A > 0 sayisina boliiniirse her © € M igin (z,2*) > 0 esitsizliginin gerceklendigi

gortiliir. Dolayisiyla ispat bitmistir. .

2.1.4 Polihedral Koniler

Asagida, homojen lineer egitsizlikler sistemi ile verilen sinirsiz kiimelerin 6nemli bir

sinifi olan polihedral koniler incelenecektir.

Tanim 2.7. Eger bir K konisinin, herbir x € K vektori i¢in

r=Y Am N =20, i=12.m (2.10)

=1

olacak bi¢imde sonlu tane xq,xs, .., T, vektorleri varsa K konisine polihedral koni

denair.

Teorem 2.37. Polihedral koniler
(x,ap)y =20, k=1,2,.,1 (2.11)

seklindeki lineer homojen esitsizlikler sistemsi ile verilebilir.
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Ispat. Elemanlan ([210) bagmmtisindaki noktalar gibi olan ve ek olarak » ", A; <1
esitsizligini saglayan M kiimesi goz oniine alinsin. 0, 21, s, .., 2, noktalarinin gerdigi

bir M polihedral kiimesi vardir, bu nedenle M kiimesi
(x,x3) 2, k=1,2,..,0 (2.12)

sonlu lineer egitsizlik sistemi ile ifade edilebilir. 0 € M noktas1 (ZI2]) sisteminin
icine gomiilerek £ = 1,2, ..,1; i¢in oy < 0 elde edilir. £k =1,2,..,] <[ i¢cin a, =0
olsun, bu durumda 1 < k& < [ igin (212)) esitsizligi (Z11]) bagintisina doniigtir. Simdi,
ancak ve ancak (Z.I1]) bagintisini saglayan x noktalarimin K konisine ait oldugunu
gosterelim. genel durumda eger = noktalar: (Z.10) bagintisiyla tanimlanmigsa yete-
rince kiigiik o > 0 i¢in ax = > " aNz;, Yool < 1olur, yani ax € M, ax
noktalar1 (2Z.12) esitsizliklerini ve 6zel olarak da (Z.I1]) bagintilarini saglar. O zaman
a > 0 oldugundan z noktast (2.I1]) homojen esitsizliklerini saglar. Tersine, eger x
noktasi (2.I1]) bagintilarini saglarsa, yeterince kii¢iitk @ > 0 i¢in az noktas1 (2.12))

kogullarim saglar, yani M polihedronuna ait olur. Buise ax = Y"1 Niwi, D ooy A <

moA

1, A\; = 0 demek olup sonugta x = » ;" “tx; € K bulunur, .

Teorem 2.38. Polihedral koniler kapalidir.

Ispat. Iddiamizi Tanim R.yi goz oniine alarak m tizerinden indiiksiyon ile yapalim.
m = 1 i¢in istenen iddia gergeklendigi aciktir. Farzedelim ki iddia m’den kiigiik
dogal sayilar icin gecerlidir ve 2 € K icermesi gecerlidir. Bu varsayim nedeniyle
noktasimin {xy, z, .., ¥, } kiimesinin herhangi bir has alt kiimesi tarafindan dogrulan
koniye ait olamayacagini kabul edebiliriz. « € K oldugundan A{xl +. .+ N, >
olacak bigimde )\g,;i =1,2,..,m, 7 = 1,2, .. sayilar1 vardir. Eger her bir {/\f 2
dizisi smurl ise {(M, .., M)} — (A1, .., Am) gercekleyen yakinsak bir {(X, .., M )} alt
dizisi vardir ve £ = A\jz1 + .. + A, gecerlidir. Diger yandan, var olan bu yakinsak

alt dizi yardimiyla

X A
j PR j j _)(,ula"a,um)
max{\],.., \ln} max{\],.., \ln}

gecerlidir. Dolayisiyla

) 1
iy + oo + Ty = lim

: — Mz + . 4+ M 2,) =0
oo max{A{,..,Azn}( v )

gercgeklenir. Her bir j icin = 1 olacak bicimde bir ¢ = ¢,..,m var ola-

max{\],.., ), }

cagindan iy = .. = u,, = 0 olamaz. Dolayisiyla p,, # 0 varsayabiliriz. Bu durumda

Ay, = &xl + ..+ fm—1

Hm Hm

Tm—1
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yazilabilir, bu ise varsayimimiz ile ¢elisen, x noktasinin x4, ..x,,_; tarafindan dogruldugu

demektir. "

Teorem 2.39. Eger K polihedral konisi (ZI1)) bagintisindaki lineer egitsizlikler sis-
temi ile verimis ise K* dual konisi de polihedral konidir ve v, > 0 olmak tzere

!
r* =Y, ) elemanlarimdan olusur.

Ispat. K = {z* : a* = 22:1 YeZr, Yk = 0} polihedral konisi ele alinsim. Teorem 238
nedeniyle bu koni kapalhdir. Tanimdan dolayi, eger £ = 1,2,..,1 ve v = 0 icin
(z, Z;Zlykxp > 0 ise # € (K)* gergeklenir. Fakat bu durum ancak k = 1,2, ..,1

i¢in (x, x}) > 0 oldugunda gegerlidir. Bu ise x € K demektir. Bu nedenle K = (K)*
gecerlidir. Sonucta K kapali oldugundan istenen K* = (l? )= K esitligi bulunur.m

Teorem 2.40. Lineer esitsizlikler sistemi ile verilen bir koni polihedraldir.

Ispat. K konisi (210D lineer egitsizlikler sistemi ile verilsin. Buna dual olan K*
konisi polihedral oldugundan, oyle x;, ¢« = 1,2,..,m noktalar1 vardir ki ancak ve
ancak x* € K* noktalan (z;,z*) > 0 ,i = 1,2,..,m esitsizliklerini saglar. K konisi
kapali oldugundan K = (K*)* ve Teorem nedeniyle z = " | Az, A; = 0 olur
yani K polihedral konidir. .

Polihedral koniler ya Tanim 2.77deki gibi ya da sonlu lineer homojen esitsizlik sis-
temlerinin ¢oziimleri bi¢iminde verilebilir.

Teorem 2.41. Polihedral konilerin toplamlar: da polihedraldir.

ispat. K; ve K5 polihedral olsunlar. Bu durumda bu konilerin elemanlar1 z; =
Yo Nimin, A = 0 ve xy = 22:1 VT2, 7 = 0 seklinde gosterilebilir. Eger = €
Ki+Kyisex =x1+ 29 =Y o) NiTix + Zézl Vi%j2, Ai = 0, 5 = 0 olup K + K»

konisinini polihedral oldugu sonucuna varilir. .
Teorem 2.42. Polihedral konilerin kesisimleri de polihedraldur.

Ispat. Teorem 237 nedeniyle polihedral K; ve K, konileri (2Z.17)) tipindeki esitsizlik-
lerin sonlu lineer sistemleri ile verilebilir. Aciktir ki, K7 N Ky konisi K; ve K,
konisinin belirttigi ortak lineer esitsizlikler sistemini saglar. Teorem [2.40] nedeniyle

K1 N K5 polihedral bir konidir. "
Teorem 2.43. Polihedral konilerin dualler: de polihedraldir.

Ispat. Teorem 237 ve Teorem 230 den elde edilen kolay bir sonugtur. .
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Teorem 2.44. K, K,, .., K,, polihedral konileri i¢in
(KiNnKyn.NKy) =K +K;+..+ K},
gecerlidar.

Ispat. Lemma nedeniyle

bagintis1 gegerlidir. Fakat Teorem [2.43] nedeniyle K;,7 = 1,2, .., m polihedral koni-
lerdir. Teorem 2.43] ve Teorem 2.41] nedeniyle K7 + K; + .. + K, polihedral konidir

ve Teorem [2.38 nedeniyle kapalidir. Dolayisiyla kapanigi kendisine esit olur. .

2.2 KONVEKS FONKSIYONLAR VE SUBDIFERANSIYEL

Konveks fonksiyonlar da konveks kiimeler gibi ekstremal problemler teorisi ve kon-
veks analiz caligmalarinin temel konularimmdandir. Asagida konveks fonksiyonlar,
dual fonksiyonlar, pozitif homojen fonksiyonlar, yone gore tiirev ve subdiferansiyel

kavramlari ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

2.2.1 Konveks Fonksiyonlar

Bundan sonra X (= R") uzayindan [—o0o, +-00] uzayna tammh f(x) fonksiyonlar ile
calhigilacaktir. Yani bu fonksiyonlarin —oo ve +o0o0 degerlerini alabileceklerini kabul
ediyoruz. Herbir f fonksiyonu ile ilgili iki kiime tanimlanacaktir. Bunlardan ilki,
tanim kiimesi dedigimiz ve f fonksiyonunu sonlu ya da —oo yapan x noktalarimin

kiimesi olarak tamimladigimiz
domf ={z: f(x) < +o0}

kiimesidir. Ikinci kiime ise f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi denilen kiimedir ki
bu kiime o € R! ve z € X olmak iizere o > f(x) gergekleyen tim (o, z) € R™™!

nokta ciftlerinden olusan kiimedir, kisaca

epif ={(o,2) 1 a = f(2)}

kiimesidir. Dikkat edilirse, yalnmizca z € dom f oldugunda (o, z) € R™"! noktasi epi f

kiimesine ait olur, f(z) = +oo oldugunda o > f(z) gergekleyen o noktasi yoktur.
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Ote yandan bir f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi fonksiyonun kendisini tamamen

belirler, gercekten kolayca goriiliir ki

fz) = igf{oz (o, x) € epif} (2.13)

Genelde, R"! uzayinda (a, z) noktasini ve 3 > « gergekleyen (3, x) noktasini igeren
bir kiime alimirsa ve bu kiimeye bir fonksiyonun grafikiistii kiimesi denilirse, bu
durumda (ZI3) formiilii bu fonksiyonu belirlememize imkan verir. Dolayisiyla R™ !

uzayindaki kiimeler ile R"™ uzayimndaki fonksiyonlar arasinda yakin bir iligki vardir.

Tanim 2.8. Epigraf kiimesi epif konveks olan f fonksiyonuna konveks fonksiyon

denir.

Tanim 2.9. —oo degerini almayan ve ozdes olarak da +oo degerine esit olmayan

bir f fonksiyonuna has (=proper) fonksiyon denir.

Bu tanimdan, bir f has fonksiyonu i¢in domf # () ve x € domf i¢in f(z) degerinin
sonlu oldugu sonucuna varilir. Has fonksiyonlar i¢in konveksligin, grafikiistii kiimesi

kullanilmadan verilen diger ve kullanigh tanimi agagidaki lemma ile verilmistir.

Lemma 2.45. Bir f has fonksiyonunun konveks olabilmesi icin gerek ve yeter kosul
her xq,xo i¢cin
Juzy 4+ Xoxa) < Ay f(w1) + Ao f(22)
)\120,)\2}0, )\1+)\2:1

bagintilarinin saglanmasidar.

(2.14)

ispat. Eger f konveks ise Tamim 2.8 nedeniyle A\; > 0, Ay > 0, A\ + Ay = 1 olmak
tizere (ay,x1) € epif, (g, x2) € epif gergeklendiginde

)\1(&1, Il) + /\2(0&2, JIQ) = ()\10&1 + )\QOéQ, )\11’1 + )\2.I2) < epif

kapsamasi gergeklenir, bagka bir deyigle f(Ajz1 + Aoz2) < Mg + Aag esitsizligi
gerceklenir. Ozel olarak, o = f(z1), ag = f(xg) almirsa Ay = 0,0 = 0, A\ + Ap =
Ligin f(Amy + Aoza) < Aif(z1) + Aof(x2) istenen esitsizligi elde edilir. Tersine
A =00 =0, M + X2 = 1ve (ar,21) € epif, (ag,22) € epif olsun. Simdi
fAizy + Aaza) < Aif(z1) + Aof (z2) gerceklensin, (aq,x1) € epif, (ag,x2) € epif
nedeniyle f(z1) < a1 ve f(xg) < g oldugundan f(Ajx1 + Aoxa) < Mg + Asan
gerceklenir. Dolayisiyla A\ (g, 1) + Ao, 22) = (Ao + Agag, Ajx1 + Aaxs) € epif
elde edilir ki bu da epi f kiimesinin ve dolayisiyla da f fonksiyonunun konveks olmasi

demektir. "
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Lemma 2.46. Eger f fonksiyonu konveks ise domf kiimesi de konvekstir.

ispat. x1, 22 € domf olsun. Bu durumda sonlu ay, ay sayilar vardir ve f(z1) < oy
ve f(xg) < ay esitsizlikleri gergeklenir. Dolayisiyla (g, x1) € epif, (g, x2) € epif
olur. f konveks oldugundan epif konveks kiimedir ve bu nedenle \; > 0,y >
0, A1 + A2 = 1 olmak iizere A\j(aq, 1) + A2(ag, x2) € epif kapsamasi ve dolayisiyla
da f(A1x1 + Aoxe) < Aag + Agan < +oo gergeklenir. Kisacast f(A\z1 + Aag) # 00
oldugundan A\jz1 + Asxo € dom f bulunur. Boylece ispat biter. .

Konveks fonksiyonlarin bazi ozellikleri asagida verilecektir.

Lemma 2.47. I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere her i € I igin f;(x) konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda f(x) = sup,c; fi(z) fonksiyonu da konvekstir.

Ispat. Aciktir ki f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi f; fonksiyonlarmin grafikiistii
kiimelerinin kesigimidir, yani epif = [,.; epi f; esitligi gecerlidir. Konveks kiimelerin
kesigimi de konveks oldugundan epif kiimesi konveks olup sonugta f fonksiyonu

konveks olur. "

Lemma 2.48. f has konveks fonksiyon olsun. Bu durumda X\; > 0,1 =1,2,..,m ve
A+ A+ o+ A = 1 olmak dizere f(Az1+ Aoxo+ ..+ ApZm) < A f(21) + Ao f(22) +
o+ A f (@) esitsizligi gerceklenir.

Ispat. sayilarinin sifira egit olmasi sadece toplama katilanlarin sayisini azal-
tacagindan, tiim \; sayilarinin sifirdan biiytik alinabilir. Eger bir i i¢in z; ¢ dom f
ise f(r;) = +oo ve dolayisiyla \;f(x;) = +oo olur ve esitsizligin sag tarafi +o0o
oldugundan esitsizlik agikar olarak gerceklenir. Simdi ¢ = 1,2,,..,m i¢in z; € dom f
olsun. epif kiimesinin konveks bir kiime ve konveks bir konveks kiimenin eleman-
larmin konveks kombinasyonlarimi igerdigi gergegi nedeniyle (f(z;),x;) € epif kap-
samasidan (Ay f(x1) + Ao f(z2) + .. + A f(Tm), Mz + Aoz + ..+ Apxy,) € epif elde
edilir. Dolayisiyla da f( A1z +Aoxo+ ..+ Apm) < A f(z1) + Ao f(x2) + ..+ A f(am)

esitsizligi gergeklenir. .

Lemma 2.49. Has konveks fonksiyonlarin negatif olmayan ¢arpanly toplamlary yine

konveks fonksiyondur.

ispat. Egeri =1,2,..,micin f; has konveks fonksiyonlar ise, Lemma[2.45 nedeniyle
At = 0,2 =0, Ay + X = 1 olmak iizere fj(Ax1 + Xoza) < Arfi(w1) + Ao fi(w2).
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Bu esitsizlikler negatif olmayan «; > 0 skalerleri ile garpilirsa ) " a;f;(Ax +
Aoa) K A Yoy aifi(zy) + A D oiny i fi(we) esitsizligi elde edilir. Boylece lemmanin

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur. .

Uyar: 2.4. Eger fo(z) fonksiyonu konveks bir D kiimesi tizerinde tanimlanmas ve

D kiimesi dizerinde (214) bagintilarine saglasin. Bu durumda

| folz) ,zeD
f(x)—{ +o0o ,x ¢ D

fonksiyonu konvekstir. Ozel olarak G bir konveks kiime olmak izere, G kiimesinin

indikator fonksiyonu olan

5@(37):{ 0 ,zeG

+oo ,2¢G

fonksiyonu da konveks olur.
Asgagidaki lemma daha sonraki ispatlarda kullanilacag: i¢in 6nemlidir.

Lemma 2.50. g(«) fonksiyonu o ’ya gore konveks ve g, oy, g € dom g olmak tizere

ap < a1 < g olsun. Bu durumda

g(az) — g(ap) > g(a1) — g(ap)

Y

g(ar) — g(ap) < g(az) — g(ay)

a1 — = g — (1
esitsizlikleri gergeklenir.
Ispat. A\ = a;:ag ve dg = 1— ﬁ aliirsa A\jas + Aoy = a;:ag Qs+ a;:a; ay =
olur. Dolayisiyla
a1 — QO Qg —
a1) = g(Aag + Aag) < as) + « 2.15
glon) = g(ha 2 0)\a2_a09( 2) Ozz—Oéog( 0) ( )

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin iki tarafindan g(ap) ¢ikartilip her taraf oy — a’a
boliintirse lemmanin ilk esitsizligi elde edilir. Diger taraftan, A\; +Xy = 1 oldugundan
(2.15)) esitsziligi

a1 — O Qg —

g(an) + g(ar) < g(as) g9(ao)
a9 — (X Oy — (o Qg — (Yo a9 — (X
bi¢iminde yazilabilir. Buradan da
Q9 — O a1 — O

[9(an) = glaw)| <

Qg — O
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esitsizligi ve dolayisiyla da lemmanin ikinci esitsizligi elde edilir. Dikkat edilirse

9(2)=9(20) fksivonu

lemmanim ilk esitsizligi nedeniyle iy < a olmak tizere f(a) = £=— a0

a’nin azalmayan bir fonksiyonudur. .

Bir fonksiyonunu konveksligi, siirekliligi ile yakindan ilgilidir.

Teorem 2.51. f has konveks fonksiyonu bir xy € domf noktasimin bir civarinda

ustten simrl ise bu xg noktasinda streklidir.

ispat. Genelligi bozmaksizin ¢y = 0 almabilir. € ile sifir merkezli agik bir kiire
gosterilsin ve ¢; bir sabit olmak tizere igin her x € Q i¢in f(z) < ¢ gergeklensin.

Sabit bir z € Q i¢in g(a) = f(ax) fonksiyonu goz oniine alinsin. Lemma 2.50"un

ilk egitsizliginde ap = 0,0, = a > 0, ap = 1 almirsa 22 )a 9(a0)  g)= g ) elde edilir.

9(1) = f(x) < e ve g(0) = £(0) < &1 oldugundan

flaz) — f(0) < 2« (2.16)

esitsizligi gerceklenir. Diger taraftan Lemma 250Mun ikinci egitsizliginde oy =
—1,01 = 0,3 = v almirsa 2 (9( )1) < g(a) 9O elde edilir. g(—1) = f(—z) < ¢; ve
9(0) = f(0) < ¢; oldugundan

—2cia < f(ax) — f(0) (2.17)

esitsizligi gerceklenir. Dolayisiyla (216]) ve ([2.I7) esitsizliklerinden

|flax) — f(0)] < 2010 (2.18)

elde edilir. Simdi € > 0 i¢in § = 3o < 1lve Qs = 62 olsun. Bu durumda bir y € €
icin Oyle bir # € Q noktasi vardir ki y = dx gergeklenir. (2I8]) bagintisi nedeniyle
|f(y) — f(0)] = |f(0x) — f(O0)] < 2dc; = € elde edilir, bu ise f fonksiyonunun 0

noktasindaki siirekliligini kanitlar. n

Teorem 2.52. Eger f(x) konveks fonksiyonu bir xo noktasinda sirekli ise f fonksiy-
onu bu xo noktasinda Lipschitz kosulunu saglar, yani L > 0 bir sabit olmak tzere

xo noktasinan bir civarindaki her x i¢in |f(x) — f(xo)| < L||z — xo|| gerceklenir.

Ispat. zp = 0 alnsm, Q ise sifir merkezli  yaricapl bir kiire olsun. ||y|| < 5

olacak sekilde bir y € Q almsin. z = §

oy Roktast igin (2I8) esitsizligi nedeniyle
F@) = FO) = () = FO)] < %2yl

yll
| = Ll|y|| elde edilir. .
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Teorem 2.53. [18] f bir has konveks fonksiyon ise ridomf kimesinde siireklidir.

Konveks fonksiyonlarda ayrilabilme teoremlerinin uygulamasinin dogal bir sonucu

olarak dual fonksiyonlar ortaya ¢ikmaktadir. Tamim 2.2]de verilen
Wy (z*) = sup{{z,x*) 1z € M}

destek fonksiyonu ile bir kapali konveks kiimenin tamamen karakterize edildigi Teo-
rem 2.19te verilmisti. Simdi bir f kapali konveks fonksiyonun grafikiistii kiimesinin
destek fonksiyonunu hesaplayalim. epif € R*™! oldugu goz oniine almirsa
Wepig(x®,2") = sup {(x,2") + 2°2°" : (2°,z) € epif}
(z°,2)
elde edilir. Eger x°* > 0 ise verilen z ve z° noktas1 istenildigi kadar biiytk ola-
bileceginden W,y r(z°*,2*) = 400 olur. Geriye z°* < 0 i¢in W, fonksiyonunu

[eX ]

hesaplamak kaldi. f kapali konveks oldugundan z* < 0 i¢in Wp¢ fonksiyonunu
hesaplamak yerine W, ;(—1, «*) fonksiyonunu hesaplamak yeterlidir. Eger 2°* = —1
ise

Wepig(=1,27) = sup {{z,2") — 2% : 2° > f(z) = sup{{z,2") — f(x)}

(z°,z)

bulunur.

Tanim 2.10. f*(z*) = sup,{(x,z*)— f(x)} fonksiyonu f fonksiyonunun dual fonksi-

yonu denir.
Lemma 2.54. Dual fonksiyon daima kapali ve konvekstir.

Ispat. Sabit bir z icin (x,2*) — f(z) fonksiyonu z*’a gore lineerdir, dolayisiyla da
x*’a gore kapali ve konvekstir. f*(x*) fonksiyonunun grafikiistii kiimesi (x, *) — f(z)
fonksiyonlarinin grafikiistii kiimelerinin kesigimi oldugundan kapali ve konvekstir.

Bu nedenle f*(z*) fonksiyonu da kapal ve konvekstir. .

Fenchel-Young esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizlik Tamm 2. I07dan kolayca
elde edilir.

Lemma 2.55. f(x) + f*(z*) > (z,2*) esitsizligi gecerlidir.
Asagidaki teorem f ile f* arasindaki bagintiy1 veren Fenchel-Moreau teoremidir.

Teorem 2.56. [36] f has fonksiyonu kapalr ve konveks olsun. Bu durumda f(x) =
[**(x) gergeklenir, buradaki f**(x) Tanwm [ZI0e gore
[ (@) = sup{{z, 2") = f*(z")} (2.19)

fonksiyonudur.
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Her A > 0 sayisi i¢in f(Az) = A\f(z) gercekleyen f fonksiyonuna pozitif homojen

denir.

Lemma 2.57. Pozitif homojen kapalv konveks fonksiyonlar i¢in daima f(0) = 0

gerceklenir.

Ispat. f konveks ve poazitif homojen oldugundan flxy +29) = f(Q(%xl + %xg)) =
2f (321 4 332) < f(z1) + f(x2) esitsizligi ashnda daha genel olarak f(z1 + o +
vt ) < f(z1) + f(x2) + .. + f(zn) esitsziligi gergeklenir. ilk egitsizlikte 1 = 0
ve o = x almwrsa f(z) < f(0) + f(x) yani f(0) > 0 elde edilir. Ote yandan f
fonksiyonu kapali oldugundan limy o f(Az) = limyjo Af(z) = 0 > f(0) gergeklenir.
Dolayisiyla ispat biter. .

Teorem 2.58. f fonksiyonu pozitif homojen kapali konveks ise dual fonksiyonu
5 (x*) = Sdomyp~(x*) olur.

Ispat. Lemma ve Lemma 257 nedeniyle f*(z*) = sup,.{(x,z*) — f(x)} >
—f(0) = 0 olur. Simdi 6yle bir z; noktast var olsun ki (xy,z*) — f(z1) > 0
gergeklensin. Bu durumda f*(2*) > supyso{ (A1, ") —f (A1)} = supyo o A[(x1, %) —
f(x1)] = 400 gergeklenir. Dolayisiyla, f*(z*) fonksiyonu deger olarak ya 0 ya da

400 degerini alir. Bu nedenle

ol w o 0 ,z*&€domf*
f(x>_5domf*($)_{+oo , x & domf*

gerceklenir. .

Teorem 2.59. f fonksiyonu pozitif homojen kapalr konveks olsun. Bu durumda

f(z) = sup,.{(z,z*) : * € domf*} gerceklenir.

Ispat. Teorem nedeniyle f(z) = f*(x) gegerlidir. Teorem nedeniyle
de f*(2*) = Saomys(z*) gegerlidir. Bu durumda f(z) = f*(z) = sup,.{(z,z*) —
fH(2*)} = supg{(z, ) — bgom = (x*)} = sup,{(x,2*) : 2* € dom f*} istenen sonucu

bulunur. .

2.2.2 Yone Gore Turev Ve Subdiferansiyel

Konveks fonksiyonlar genel olarak diferansiyellenebilir olmak zorunda degildirler,
ancak yone gore tiirevlere sahiptirler. Bununla birlikte diizgiin fonksiyonlar i¢in kul-

landigimiz gradient kavrami yerine konveks fonksiyonlar i¢in subgradient kavramini
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tammmlamak miimkiindiir. Asagida bu kavramlar ve bunlarin uygulamalar1 an-

latilacaktar.

Flanp) = g 1T =10

limiti mevcut ise bu limit degerine f fonksiyonunun x noktasindaki p € X yontindeki

turevi denir.

Lemma 2.60. f bir has konveks fonksiyon ve xy € domf olsun. Bu durumda

herhangi bir p € X i¢in sonlu ya da sonsuz degerli f'(x,p) tirevi mevcuttur.

Ispat. Her A\ > 0 icin zo + Ap ¢ domf ise f(xo+ Ap) = +o00 ve f'(xg,p) = +00
olur. Eger kiiciik A > 0 i¢in o+ Ap € dom f ise Lemma [2.50 nedeniyle w

ifadesi A sifira azalarak yaklagtikca A'nin azalmayan bir fonksiyonudur. Bu nedenle

f@o+Ap)—f(z0)

daima f'(z,p) = lim, o 5 ) limiti vardir. .

Tanim 2.11. f(x) bir has konveks fonksiyon olmak tzere her x € X i¢in f(x) —
f(zo) = (x — xo, %) esitsizligini gergekleyen x* vektorine, f fonksiyonunun xy €

dom f noktasindaki bir subgardienti denir.

Tanim 2.12. f has konveks fonksiyonunun bir xo noktasindaki subgradientlerinin

kiimesine f fonksiyonunun xq noktasindaki subdiferansiyeli denir ve
Of (o) = {z" : f(x) — f(wo) = (¥ — 20, 2"), V2 € X}
ile gosterilir.

Teorem 2.61. Eger f'(xq,p) tirevi p’ye gore kapal bir fonksiyon ise Of (xg) # () ve
F/(0,p) = sup,-{(p, 2} : * € Of (o)} gercehlenir.

Ispat. f’ (g, p) pozitif homojen ve konveks oldugundan Teorem nedeniyle
f'(wo, p) = sup{{p, z*) : &" € dom(f'(z0,-))"} (2.20)

olur, burada (f’(zo,-))* ile f'(x¢,0) fonksiyonunun p’ye gére duali, yani
(f'(zo, )" (") = sup{(p, 2*) — f'(z0,p)} (2.21)
p

kastedilmektedir. Ote yandan Teorem 258 nedeniyle

/ %[ % 0 ) Tt € dOTFL(f’(Z‘(), )>*
ooy ={ 0 0 E el )
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olur. Dolayisiyla (222)) bagintis1 nedeniyle x* € dom(f'(xg,))* icin gerek ve yeter
kogulun 0 > (p,z*) — f'(xo,p) oldugu elde edilir. Bu son elde edilen ise (?7?) ile
esdegerdir. Buradan 0f(x¢) = 0,f'(x0,0) = dom(f'(x¢,-))* bulunur. Bu esitlikler
ve (2.20)) nedeniyle ispat biter. .

Teorem 2.62. Eger f(x) fonksiyonu bir xo noktasinda diferansiyellenebiliyorsa

Of (xo) kiimesi tek bir f'(xg) gradient vektorinden olusur.

Ispat. Eger f(x) fonksiyonu bir z, noktasinda diferansiyellenebiliyorsa f'(xo,p) =
(p, f'(x0)) olup, sonugta f’(xq,p) tiirevi p'nin kapah bir fonksiyonudur. Teorem 2.61]
nedeniyle (p, f'(x¢)) = sup,.{(p, z*) : * € 0f(x0)} esitligi gecerlidir. Bu ise ancak
ve yalniz 0f(xg) kiimesinin tek bir f'(xy) noktasindan olugsmas: ile miimkiindiir.
Iki has konveks fonksiyonun toplamimm subdiferansiyeli hakkindaki agagidaki teorem

Moreau-Rockafellar teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.63. [36] fi ve fo iki has konveks fonksiyon olmak izere f = f1 + fa
olsun. Ayrica oyle bir x1 € dom fi N dom fo noktasy var olsun ki fi fonksiyonu bu x,

noktasinda strekli olsun. Bu durumda Of(x¢) = 0f1(xo) + O fa(xo) gerceklenir.

Teorem 2.64. [30] riKy N ..riK, # 0 olsun, bu durumda (Ki N ..N K,)* =
K} + ...+ K, esitligi gecerlidir.

Uyar1 2.5. M konveks kiime olmak tizere 00y (o) subdiferansiyel kiimesini belirleye-
lim. Tammdan dolayr x* € 00y(xg) i¢in gerek ve yeter kosul dpr(x) — Opr(zo) =
(x — xg,x*) gerceklenmesidir. Fakat dpr(x9) = 0 olup, © ¢ M igin dy(x) = +o0

oldugundan esitsizlik daima dogrudur. Her x € M i¢in
0> (x —xp,x") (2.22)

gerceklenir. K (zg) = con(M —xo) ={p:p=ANz—x), A > 0,2 € M} oldugundan
R22) esitsiziligi —x* € (con(M — x0))* dahil etmesine esdegerdir. Béylece

00p (o) = —(con(M — x0))* = =K, (x0) (2.23)
elde edilir.

Teorem 2.65. M* bir kapalv konveks kime ve f(x) = sup,.{({x,az*) : 2* € M*}

olsun. Bu durumda f fonksiyonunun bir xo noktasindaki subdiferansiyeli

Of (xg) = {z* € M* : (wg,2") = f(x0)}

*

kiimesidir ve ozel olarak xo = 0 ise df(0) = M* olur.
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Ispat. z* € M* ve (xg,2*) = f(x0) gerceklensin. Bu durumda f(x) fonksiyonunun
tanimi geregi herhangi bir x € R™ igin f(x) > (x,z*) olup f(x) — f(zo) = (z,2*) —
(g, x*) = (x — x0, ") egitsizligi yani x* € Of(xg) igermesi gerceklenir. Tersine
xy € Of(xo) olsun fakat xf ¢ M* gergeklensin, bu durumda kapali konveks kiime
ile o kiimeye ait olmayan bir noktanin ayrilabilmesini karakterize eden Teorem

nedeniyle 6yle bir p vektorii vardir ki
sup{(p, ") : " € M"} < (p, ) (2.24)

kesin esitsizligi gegerli olur. Ote yandan herhangi A, B € R" kiimeleri igin sup(A —
B) > sup A — sup B gergeginden haraketle sup,.{(x — x¢,2*) : z* € M*} >
sup,{(z,z*) : * € M*} — sup,.{{xg,2*) : 2" € M*} = f(x) — f(xo) = (x — x0, x})
esitsizligi her x € R™ i¢in gegerli olur, 6zel olarak = = z¢ + p almrsa (2.24)
bagintisiyla gelisen sup,.{(p,z*) : * € M*} > (p, xf) ifadesi elde edilir. Su halde
xy € Of(xg) iken xf € M* gergeklenmek zorundadir. zf € 9f(zg) oldugundan
f(z) = flxo) = (x — xo,x8) = (x,28) — (xo,z}) ve buradan da f(z) — (x,z}) >
f(zo) — (xo, z}) esitsizliginin her z € R™ i¢in gegerli oldugu anlagilir, 6zel olarak
r = 0 almirsa f(0) = 0 oldugundan (zg,x5) > f(xo) esitsizligi gegerlidir. Diger

yandan zf € M* i¢in f fonksiyonunun tanimindan f(zo) > (zo, z§) gegerlidir. Elde

edilen bu son iki esitsizlikten istenilen f(xo) = (zo,zj) esitligi elde edilir. Ozel
olarak zo = 0 ise her z* € M* i¢in 0 = f(0) = (0,2*) = 0 oldugundan 0f(0) = M*
gergeklenir. .

2.3 KONVEKS KUME-DEGERLI DONUSUMLER

X ve Y sonlu boyutlu Oklid uzaylart ve Z = X x Y olsun. Herhangi bir M C Z

kiimesini g6z ontine alinsin. Bu durumda M kiimesi

a(r) ={y: (v,y) € M}

formiilii ile kiime-degerli bir a : X — Y doniigimini tanimlar. Bundan sonra aksi
solenmedikge a ile kiime-degerli bir doniigiim kastedilecektir. Tanimdan anlagilacagi

tizere M kiimesi a dontigiimiiniin grafigidir. Bu grafik

gpha = {(z,y) :y € a(z)}

kiimesi ile ifade edilir. Ote yandan a doniigiimiiniin tanim kiimesi

doma = {x :a(x) # 0}
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ve a(z) kiimesinin normu
la(z)]| = Sl;p{l\yll ry €a(r)}
fonksiyonu ile tanimlanir ve 6zel olarak ||| = 0 kabul edilir.

Tanmim 2.13. gpha(C Z) kimesi konveks ise a déntgimine bir konveks donisgim

denir.

Daha acik ifade ile herhangi x1, x5 € X igin
a(Azy + (1 — N)xg) D Aa(zr) + (1 — Na(zz), 0 <A1

gercekleniyorsa a dontigiimiine konveks kiime-degerli dontigiim denir. M C X x Y
konveks ise a(x) = {y : (z,y) € M} kiimesi konvesktir ve gpha = M gegerlidir.
Ayrica a(r) kiimesi bog olabilir ve bir A C Y i¢in A+ 0 = () ve \) = () gegerlidir.

Asagida konveks kiime-degerli doniigtim Ornekleri verilmistir.

Ornek 1: Y = R ve f fonksiyonu X iizerinde konveks bir fonksiyon olmak tizere
a(x) ={y € R: f(x) < y} seklinde tamimlanan a : X — Y kiime-degerli doniigimii

konveks bir doniigtimdiir.

Ornek 2: o(z,y) fonksiyonu X X Y iizerinde konveks bir fonksiyon oldugunda
a(x) ={y : ¢(x,y) < 0} seklinde tamimlanan a : (X X Y) — Y dontigiimi konveks
kiime-degerli bir doniigiimdiir, gercekten ¢(z1,y1) < 0, p(r2,y2) < 0 oldugundan

oAz + (1 = Nz, Adyr + (1 = Ny2) < Ap(z1,51) + (1 — N)p(z2,92) <0

vani A\y; + (1 — Nya € a(Az; + (1 — N)xg) gergeklenir. Bu ise a kiime-degerli

doniigtimiiniin konveks olmasi demektir.

Ornek 3: A: X — Y lineer bir dontisim ve U C Y konveks bir kiime olmak iizere

a(x) = Az + U konveks bir kiime-degerli déniigiimdyir.

Tanmim 2.14. a(z) kiimesi konveks ise a kime-degerli déniigimine bir konveks

degerli donisim denar.

Tanim 2.15. gpha kumesi polihedral ise a dontsumine bir polihedral dontsum

denair.
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Tanim 2.16. gpha kiimesi kapali ise a donusimine bir kapaly dontisum denir.

Tanmim 2.17. Eger her x € doma i¢in ||a(z)| < ¢(1+ ||z||) olacak sekilde bir ¢ > 0

sabiti varsa a doniusiumi sinerlhdur denar.

Tanim 2.18. Y uzayindak: sifir noktasinin her U komsuluguna karsilik, X uzayinin
sifir noktasinan Vx € xo + V igin a(z) C a(xo) + U, (a(zo) C a(z) + U) kosulunu
saglayan bir V' komsulugu varsa a déniigimine xo € X noktasinda tstten (alttan)
yary stureklidir denir. a donisimi xo noktasinda hem alttan hem de tstten strekli

ise xo noktasinda sureklidir denir.

Tanmim 2.19. Her xy,20 € M C X i¢in p(a(z1), a(z2)) < Lz — x2|| olacak sekilde

bir L > 0 sabiti varsa a dontisumu M tzerinde L sabiti ile Lipschitz kosulunu

saglyor denir, burada A ve B kiumeleri Y uzayinan birer alt kimeleri olmak tizere

p(A, B) = max{sup inf ||y; — yol|, sup inf ||y1 — y=||} kimeler arasindaki uzaklik
y1€A Y268 y2€B Y1€A

fonksiyonudur.

Lemma 2.66. a dinisimi konveks kapaly ve bir xq € dom a i¢n a(xo) kiimesi sinurl

olsun, bu durumda a dontusumi sinarldr.

llel
L[|

— oo gercekleyen bir zp = (2, yk),

Lt ||z
llyll

Ar — 0 olur. Bir yg € a(xy) noktasi g6z 6ntine alinsin, bu nokta yardimiyla

Ispat Aksini kabul edelim. O zaman

yr € a(zy) dizisi var olurdu. @) |jzg]| < r olsun. Ay = diyelim, bu durumda

Tp = Mk + (1= Ae)zo, Y = My + (1 — Ax)yo
noktalar1 olusturulsun. Biiyiik £ sayilar icin 0 < \; < 1 ve a konveks oldugundan
Ui € a(Ty) igermesi gergeklenir. Ayrica T — xo gegerlidir ve

Yk

lyx |

seklinde yazilabilir. Hz_:H — w denirse |lw|| = 1 olur. Benzer sekilde ||zx|| — «

g = (L4 llzel) == 4+ (1 = Ao

oldugunda 3, — (1+ a)w + yo elde edilir. a déntigiimiiniin kapali olmasindan dolay1
(14 a)w+1yo € a(zg) igermesi gegerlidir ve yo noktast a(xg) kiimesinin herhangi bir

elemani oldugundan (1 4+ a)w + a(xg) C a(xg) kapsamasi elde edilir. Bu ise a(xg)

1tz l
llzk Myl

kiimesinin simirh olmasi ile geligir. ) ||| — +o0 olsun. Ay = diyelim. )

sikkindakine benzer iglemler tekrarlanirsa 7, = aﬂ:"‘““ T +(1—=Ap)yo ve 1@:"'““ —1

elde edilerek yine a dontigimiintin sinirli olmasi ile celisilir. .
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Lemma 2.67. K C Z bir konveks kapali koni olmak tizere gpha = K olsun. Bu
durumda a dénisiminin sirl olabilmesi icin gerek ve yeter kosul a(0) = {0}

gerceklenmesidir.

Ispat gpha = K konisi konveks ve kapali oldugundan a dontigiimii konveks ve
kapahdir. Ustelik a(0) = {0} # 0 oldugundan 0 € dom a gerceklenir. Yalmzca sifir
noktasindan olugan {0} = a(0) kiimesi sinirh oldugundan Lemma nedeniyle a
doniigiimii sinirhdir. Tersine gimdi a sinirli olsun ancak sifirdan farkl bir g # 0 i¢in
Yo € a(0) igermesi dogru olsun. K koni oldugundan A > 0 i¢in A(0, o) = (0, Ayo) €
K gergeklenirdi bu ise A > 0 i¢in A\yp € a(0) demektir, ancak bu a(0) kiimesinin

sursiz olmasi demektir ki bu da a dontigiimiiniinii sinirh olmasi ile celigir. .

Lemma 2.68. a*(y*) dual déniigiminiin sinarle olmast i¢in gerek ve yeter kosul

doma = X olmasidur.

Ispat K* dual konisinin daima kapali oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla a*(y*) ka-
pali konveks bir déniigimdiir. Eger z* € a*(0) ise K* tammindan her (z,y) € K

icin —(x,x*) 4+ (y,0) > 0 esitsizligi ger¢eklenir. Sonugta
(x,2") <0, z&doma (2.25)

elde edilir. Eger doma = X ise bu son egitsizlik ancak x* = 0 durumunda yani
a*(0) = {0} oldugunda miimkiindiir, bu ise Lemma [2Z.67 ye gére a*(y*) dual doniisii-
miiniin simirh olmast demektir. Tersine, eger z* # 0 ise doma kiimesi (2.25)
esitsizligi ile belirlenen yar1 uzaydir. Bu durumda a*(0) kiimesi sifir olmayan e-

lemanlar: igerir yani a* sinirh olamaz, yani dom a # X celigkisi elde edilir. .

Teorem 2.69. [18] a donisimi konveks kapaly ve bir xo € doma noktasi i¢in
a(xg) kiimesi sinarly olsun, bu durumda a déntsimi xo noktasy civarinda Lipschitz

kosulunu saglar.

Teorem 2.70. a konveks kapalr bir donisim ve M C X kompakt kumesi i¢in M C
intdom a kapsamasi gegerli olsun. Bu durumda a dontsimi M kompakt kimes:

uzerinde Lipschitz kosulunu saglar.

Ispat. M kompakt oldugundan M + rB C intdom a olacak sekilde bir r > 0 sayisi
vardir. Dolayisiyla bir onceki teoremdeki xy noktasini M kiimesinden se¢cmek ve r

sayisinil da uygun bir gsekilde secmek miimkiindiir. .
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2.3.1 Yerel Dual Kiime-Degerli Donusiimler

Bilindigi gibi diferansiyellenebilir fonksiyonlarin yerel ozellikleri, yeterli mertebe-
den tiirevlerin ve bu tiirevlere bagh gradientlerin yardimiyla belirlenebilir. Konveks
fonksiyonlar igin gradient kavraminin yerini subdiferansiyel kavrami ve kiime-degerli
doniigiimler igin ise benzer roli yerel dual doniigiimler oynar. Asagida yerel dual
doniigtimlere ait temel kavramlar verilecektir.

Oncelikle agagida tamimlanan iki fonksiyonu goz éniine alalim;
Walw,y") = nf{{y,y") -y € a(2)} (2.26)

Qa(2",y") = (ixr}yf){—<x,flf*> +(y,y") : (v,y) € gph a} (2.27)

Ayrica a(x) = 0 igin W, (x, y*) = 400 kabul edilir. Dikkat edilirse W, (x, y*) fonksi-
yonu a(z) kiimesinin ve Q,(z*, y*) fonksiyonu da gph a kiimesinin — isaretli destek
fonksiyonudur. Ashinda destek fonksiyonu olan bu fonksiyonlar yaziligta kolaylik

amaciyla tanmimmlanmiglardir. Ayrica bu iki fonksiyon arasinda
Oula’,y") = inf{~(,2") + W(a,7)} 229
seklinde bir iligki olduguna dikkat edilirse
Qa(2%,y") < —(z,27) + Walz,y") (2.29)

esitsizligi elde edilir. Ote yandan [2:28) esitligi yardimiyla ve W, (z, y*) fonksiyonuna

da y* sabit tutulup z’in bir fonksiyonu gozii ile bakilirsa
Qu(a",y") = =[Wal y)]" (27) (2.30)

bagintisi elde edilir, yani Q,(z*, y*) fonksiyonu — igaretiyle W, (-, y*) fonksiyonunun

dualidir.

Lemma 2.71. a konveks bir donisim ise
a(Azy + (1 — N)z2) D Aa(zr) + (1 — Na(zg), A € [0,1] (2.31)
kapsamasu gerceklenir ve W, (x,y*) fonksiyonu x’e gére konvekstir.

Ispat. Eger (z1,11) € gpha, (z2,92) € gpha ise gpha konveks oldugundan (Az; +
AoZo, Myt + Aal) € gph a gerceklenir, bu ise A\jy1 + Aaya € a(Ax1 + Aoxo) demektir.
Burada y; € a(xy) ve yo € a(z2) keyfi elemanlar oldugundan A\ja(z1) + Aqa(xs) C
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a(A1x1 + Aoxo) kapsamasi gegerlidir. Herhangi A C B kiimeleri igin inf B <
inf A gergegi (Z31)) kapsamasindaki kiimelere uygulanirsa W, (A1 + Agwo, y*) =

inf, {{y,y*) : y € a(Mx1 + Aowa)} < infy y, {(Myr + Aoy, y™) = y1 € a(z1),y2 €
a(zg)} = MWa(x1,y*) + MW, (22, y*) elde edilerek istenen sonuca ulagilir. .

Tanim 2.20. Eger gph a = K konveks bir koni ise a donisuminiun a* dual donisumai

a*(y*) = {a* : (—z*,y*) € K*} kiimesi ile tansmlanar.

Tanim 2.21. Bir gpha kimesi i¢in 2 € gph a noktasindaki teget yonler konisi
K,(z) = con(gpha —z) ={z2:Z = Xz1 — 2),21 € gpha, A >0} (2.32)

seklinde tanymlanar.

Dikkat edilirse bu tammdan z € K,(z) igin gerek ve yeter kogulun yeterince kiigiik
A > 0icin 24+ Az € gpha icermesinin gerceklenmesi gerektigi elde edilir. Ote yandan

(y,y*) carpimina minimum deger veren y € a(z) noktalar1 kiimesi

a(z;y’) ={y € a(x) : (y,y") = Walz,y")} (2.33)

ve gpha, = K,(z) konisi ile belirlenen déniigiim de

a.(z) ={y: (z,7) € Ka(2)} (2.34)
notasyonu ile gosterilsin.

Tanim 2.22. Konveks kiime-degerli bir a donusimunin bir z € gph a noktasindak:

yerel dual dontisumi
a*(y*z) ={a": (=2",y") € K;(2)}
kiimesi ile tanimlanar.

Teorem 2.72. a konveks bir donisum ise

ot N 0 , y & a(z,y")
ay'z) = { 0 Walz,y*) . y € alz,y") (2:35)

gecerlidir.
Ispat. Lemma 271 ya gore W,(x,y*) fonksiyonu z’e gore konvekstir. Teoremin

ifadesindeki 9, W, (z, y*) ile W, (x, y*) kiimesinin x’e gore subdiferansiyeli gosterilmek-

tedir, yani 0,W,(z,y*) kiimesinin elemanlar1 6yle z* elemanlarmdan olugur ki her
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r1 € X icin Wy(x1,y*) — Wo(z,y*) > (7 — x,2%) esitsizligi gerceklenir. Simdi
r* € a*(y*;2), z = (x,y) olsun. Bu durumda z* € a*(y*;2) ise (—z*,y*) €
K (z) gerceklendiginden K,(z) konisinin tamimi geregi her (7,y) € K,(z) icin
—(Z, z*) + (g,y*) > 0 esitsizligi dogrudur. Elde edilen bu esitsizlik ise (2.32)) ne-
deniyle

— (M@ —2),27) + (M1 —v),y") 20, (21,51) € gpha (2.36)

bigiminde yazlabilir. Simdi x; = z segilirse y; € a(x) olup her y; € a(x) i¢in
(y1,y*) = (y,y*) gergeklenir. Bu ise y € a(x,y*) ve (y,y*) = W(z,y*) demektir.
([2.36]) nedeniyle (yq, y*) —W,(x,y*) = (x1—x, x*) esitsizligi yazilabilir, bu esitsizligin

sol tarafinin y; € a(x;) tizerinden infimumu alnirsa
Wolzy,y*) — Walz,y*) = (zy — x,27) (2.37)

esitsizligi yani x* € 9,W,(z,y*) elde edilir. Tersine eger z* € 0, W,(x,y*) ve y €
a(x,y*) ise (231) esitsizliginden yararlanarak ters yonde gidilerek z* € a*(y*; z) elde
edilir. .
Dikkat edilirse z = (z,y) olmak tizere herhangi y € a(z, y*) i¢in a*(y*; z) kiimesinin

degeri degismez ve hep 0, W, (z, y*) kiimesine esittir.
Lemma 2.73. a konveks bir dontusim olmak tzere asagidaki esitlik gecerlidir:
Oy Walz,y*) = alz; y7) (2.38)

Ispat. W, (z, y*) fonksiyonunun tanimimin verildigi (2.26)) esitliginin her iki tarafi —1
ile garpilirsa —W, (v, y*) = —inf, {(y,y") : y € a(x)} = sup, {—(y,y") 1 y € a(z)} =
sup,{(—v,¥") : y € a(z)} fonksiyonu bulunur. Elde edilen bu fonksiyona y*’a
gore subdiferansiyel almak tizere Teorem uygulanirsa ve (2.33) esitligi dikkate
alimirsa Oy« (—Wo(z,y*)) = {y € a(z) : (—y,y*) = Wulz,y*)} = —{y € a(z) :
(y,y*) = Wo(z,y*)} = *) esitlikleri elde edilir. Buradan da 0, W,(z,y*) =

—a(x;y
=0y (—Wo(z,y*)) = —(—a(z;y*)) = a(x; y*) bulunur, bu ise istenilendir. .
2.4 KONVEKS PROGRAMLAMADA OPTIMALLIK

Teorem 2.74. Bir xy noktasinin X (= R") uzayinda bir f(x) has konveks fonksi-
yonuna minimum deger verebilmesi icin gerek ve yeter kosul 0 € Of(x) dahil

etmesinin gerceklenmesidir.
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Ispat. f(z) fonksiyonunun X iizerinde has olmasmin geregi olarak her bir xz € X
icin f(z) # —oo ve dolayisiyla da f(z¢) > —oo gerceklenir. Ote yandan x, noktas:
X tizerinde f fonksiyonuna minimum deger verdiginden her z € X igin f(x) > f(x¢)

gerceklenir. Bu egitsizligi daima
f(x) = f(zo) = (x — 20,0), € X, 0€ X" (2.39)

bi¢iminde yazmak miimkiindiir. Buradan da subdiferansiyel tanimini dikkate alinirsa

0 € Of () elde edilir. .

Agagidaki 6nemli sonuglar biraz 6nce kamitlanan basit ancak temel olan Teorem 2.74]

yardimiyla elde edilecektir.

Teorem 2.75. M C X konveks kiime ve bir xt1 € M noktasinda f(x) konveks
fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda bir o € M noktasinin f(x) fonksiyonuna

minimum deger verebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
0f (o) O K3y (o) # 0 (2.40)
gerceklenmesidir.

ispat. Dikkat edilirse verilen f(z) fonksiyonunun M kiimesi iizerinde minimumunun

bulunmasi problemi, M kiimesinin

Sar() = { 0 ,zeM

+oo ,x ¢ M
bigiminde tanimlanan d,/(z) indikator fonksiyonu nedeniyle f(x) + dp(x) fonksi-
yonunun X iizerindeki minimumunun bulunmasi problemi ile egdegerdir. Teorem
nedeniyle f(z) + dp(x) fonksiyonunun subdiferansiyeli f(z) ile dp(x) fonksiyon-
larmin subdiferansiyelleri toplamma esittir. Ote yandan (223) bagintisi nedeniyle
0o (o) = —Kj (o) esitligi gegerlidir. Dolaywsiyla f(z) 4+ dpr(z) fonksiyonunun
zo noktasidaki subdiferansiyeli 0f(zo) — Kj;(x¢) olup, Teorem 274 'ye gore xg
noktasinin f(z) + dp(z) fonksiyonuna minimum deger verebilmesi igin gerek ve
yeter kogul 0 € Of(xg) — K3;(xo) olmast ve dolaywsiyla da 0f(xg) N K (xo) # 0

gerceklesmesidir. .

Teorem 2.76. Teorem[Z2.78'in kosullar: saglansin ve teoremin ifadesindeki M kimesi

1 = 1,2,...k olmak tizere M; konveks kumelerinin kesisimi olarak verilsin, yani

M = M0 MyN...N My, olsun. Ayrica int(My) Nint(Ms) N .. Nint(My_1) N My # ()
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olsun. O zaman bir xo € M noktasinin f(x) fonksiyonuna minimum deger vere-
bilmesi i¢in gerek ve yeter kosul x* = z7 + x5 + .. + x} gerceklenecek bigimde

v € Ky (7o), 1=1,2,..,k ve x* € 0f(wo) noktalarimin var olmasidar.

Ispat. Teorem nedeniyle teoremin kogullarindan
k
Ky(xo) = () K, (x0) (2.41)
i=1

esitligi elde edilir. Ote yandan bir zo € int(My) N int(My) N .. N int(My_y) N M,
yardimiyla Ty = @9 — 2y tamumlanirsa Ky, (x9) teget yonler konisinin tanimi geregi
Ty € Ky (z0) ve Teorem 2374 nedeniyle de Ty € int(Kyy,(20)), ¢ = 1,2,.,k — 1

gerceklendigi gortiliir. Bu nedenle

int(Kar, (o)) N int (K, (zo)) N .. Nint (K, (z0)) N K, (z0) # 0 (2.42)
oldugu elde edilir. (241]) ve (2.42]) bagmtilar1 dikkate alinip Teorem kullanihirsa
Ky (20) = K3y, (20) + .. + K}y, (20) (2.43)
bulunur. Bu durumda Teorem nedeniyle var olan z* € 0 f(z) N K};(x) noktas
vt =aytay+ g, w1 € Ky (vo), i =1,2,.,k (2.44)
gerceklemek zorundadir. Boylece istenen elde edilmig olur. .

Son olarak agagidaki 6nemli teoremi kanitlayalim.

Teorem 2.77. f(z) has konveks bir fonksiyon ve her bir i = 1,2,.. k i¢in M,;
konveks kime olmak tizere bir M = ﬂle M; verilsin. Ustelik f(z) fonksiyonunun
surekli oldugu bir x1 € M noktast var olsun. Bu durumda bir xq € M noktasinin

f(z) fonksiyonuna minimum deger verebilmesi i¢in gerek kosul:
vt =a] + x5+ ..+ 2, (2.45)

gergeklenecek bigimde, hepsi ayni anda sifir olmayan x* € 0f(xo), x; € Ky (20)
vektorlerinin ve 0 veya 1 degerini alan \ sayisinin var olmasidir. Eger A =1 ise bu

kosullar ayni zamanda yeter kosullardar.

Ispat. TeoremZ T8 nedeniyle z* € df (x0) noktasi vardir ve z* € K7, (o) gerceklenir.
2410 bagintisi dikkate alindiginda Teorem 2.33] nedeniyle agagidaki iki durumdan

birisi gegerlidir:
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1) Ya (Z43) ve dolaywsiyla da (2:44]) bagintist dogrudur. Bu durumda Teorem
gerek ve yeter kogullar verdiginden ve (2.44]) bagintis1 (2.45]) bagmtisimn A = 1 hali
oldugundan (2.45]) kogulu ayni zamanda yeter koguldur.

2) Ya da hepsi birden sifir olmayacak bi¢imde x} + 23 + ... + 2 = 0 gergekleyen
vy € Ky (w0), 1 = 1,2,.., k noktalar: vardir. Bu durum (2435]) bagmtisinda A = 0
haline kargilik gelmektedir. n

2.4.1 Konveks Durumda Diskret igermeli Problem igin Op-
timallik

Simdi, ¢ zaman degigkeni 0,1,2,..,T" degerlerini alsin. a konveks kiimedegerli bir
doniigiim olmak iizere ¢t anindaki x vektoriiniin ¢ + 1 aninda y € a(z) C R

vektorlerinden birine donitistiigii ve z;,t = 0,1, .., T vektorlerinin birbirlerine
Ty € alxy), t=0,1,..,T—1 (2.46)

bagintisiyla bagli oldugu bir diskret sistemi goz ontine alalim. z( vektoriine baglangig
vektorii denir ve dnceden belirli sabit bir vektordiir. (2.46) bagmtisiyla belirlenen
Xo, 1, .., oy sonlu noktalar dizisine sistemin bir yoriingesi denir. M konveks bir
kiime ve herbir ¢t = 1,2,..,T i¢in g(zy,t) fonksiyonlar1 konveks olsunlar. Simdi bu

bolim i¢inde adima esas problem diyecegimiz

F=> glat), areM (2.47)

fonksiyonunu minimum yapan {z;}, yoriingesini belirleme problemini ele alalim.
Esas problem Teorem 2.7Te adapte edilerek coziilecektir ve bu amacla yeni tanimla-
malar yaplacaktir. w = (1,9, ..,z7) € R™ vektorii tanimlansin, zy vektoriiniin
bu yeni vektoriin yazilisinda yer almamasinin nedeni zaten onceden belirli olmasidir.

flw) = ZL g(z4,t) fonksiyonu ve R"" uzayinda
M, = {w: (v¢,x441) € gpha}, t=0,1,...T—1 (2.48)
My ={w:ar € M} (2.49)

konveks kiimeleri tanimlansin. Tiim bu tanimlamalardan sonra esas problem, kon-
veks f(w) fonksiyonunun M = ﬂ;fzo M, kiimesi iizerinde minimizasyonu problemi-
ne indirgenmis olur. Teorem .77 uygulamak igin Kp; (w) konilerini hesaplamak

gerekmektedir, karigikliga yer vermemek icin bu koniler kisaca I?t(w) ile gosterilsin.
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Eger yeterince kiiciik A > 0 sayilari icin w+Aw € ]\Z,t =0,1,..,7—1 gercekleniyorsa
yani (z;+ ATy, Tyo1+ATa1) € gph a,t =0, 1,.., T —1 gergekleniyorsa Tanim 22T ne-
deniyle W € K,(w) gerceklesir. Dolaysiyla Ky(w) = {W : (Ty, Trs1) € Ka((2r, 41))}

bulunur.

Simdi, K;(w) dual konisini hesaplayahm. w* = (%, 23, ..,2%) € R"T olmak iizere
dual koni tanim nedeniyle w* € K} (w) icermesi ancak ve yalmz her @ € K,(w) igin

(,w") = (Tk, x1) >0 (2.50)

k=1

oldugunda gecerlidir. Ancak w € IN(t(w) vektoriiniin Ty, bilegenleri t = 1,2,..,7 — 1
olmak iizere k # t,t + 1 i¢in herhangi bir reel say1 olabileceginden (2.50) bagintist
valnizea k # t,t+ 1 igin x; = 0 oldugunda gergeklenir. Bu durumda (2.50) bagmntist

t=1,2,..,T — 1 olmak tizere
(To, 27) + (Ti1,201) 20, (T, Tip1) € Ko((20, T141))
seklini alir, yani (a7, zy,,) € K} ((24, 2441)) gerceklenir, béylece aranan dual koninin
Ki(w) = {w" : (@7, 27,1) € Ko((w, @), o = 0,k # £, 41} (2.51)
oldugu bulunur.
t = 0 oldugunda x( sabit olmak tizere w + \w € MO icin gerek ve yeter kogul

x1 + AZT1 € a(xo) olmasi yani Ty € K,y (21) gerceklenmesidir. Boylece [?0(?1)) =

{w: 71 € Ko@zy)(21)} olur ve dolayisiyla
Kj(w) = {w : o} € K}, (x1)}, 2] = 0,6 =2,3,..,T} (2.52)

elde edilir.

Son olarak da t = T oldugunda Kr(w) = {w : Tr € Ky/(z7)} bagmtisimdan
Ki(w)={w:a% e Kij(xr)},af =0,t =1,2,..,T — 1} (2.53)

bulunur.

Simdi kabul edelim ki her bir ¢ = 0,1, .., T i¢in z; noktasinda g(z;,t) fonksiyonlarim

siirekli kilan bir {x;}L_, yoriingesi var olsun. Bu durumda esas problemi indirgeyerek
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elde ettigimiz sistem igin eger {7;}1_, bir optimal yoriinge ise Teorem 277 nedeniyle
oyle w*(t) € IN(t*(fE),t =0,1,..,T,w = (71, %s, .., o7) vektorleri ve 0 veya 1 olan A

sayist vardir ki w* € 0, f(w) olmak tizere

Aw* = Z w*(t) (2.54)

gerceklenir ve burada A sayis1 ve w*(t) vektorleri aym anda 0 degildir, yani A = 0
oldugunda w*(t) vektorlerinden en az biri sifirdan farkhidir. f(w) fonksiyonunun

yapist geregi eger w* € 0, f(w) ise w* vektoriiniin
w* = (QJTO? 5’5307 ) 55*T0)> 5’7:0 € a:rg(%ta t) (255)

bigiminde oldugu anlagilir. Ayrica (2.510),(2.52) ve (Z.53) bagmtilar: nedeniyle

w*(t) - <0707 --70@?(?5)7@“( ) 0,. )
(7). 0111 (1) € Ko(FFn)). = 12T — 1, (259
w*(0) = (27(0),0,..,0), 27(0) € Ka(zo)< 1), (2.57)
WH(T) = (0,0, .., 23(T)), 20(T) € K% (Fr) (2.58)

bulunur. Elde edilen bu bilgiler (Z54]) formiiliinde yerine yazilirsa
Aoy =z (t—1)+xi(t), t=1,2,..,T (2.59)
bagintisina ulagilir. Simdi
Ty, =x4(t), t=0,1,.,T -1 ve z" = a3(T) (2.60)
tanimlamalar: yapilsin. Simdi (Z56]) ve yerel dual doniigiimiin tanimlandigi Tanim 222
—2i(t) € a* (x;l(t); (@,@H)), t=1,2,.,T 1
dahil etmesine ulagilir, buradan da (2.59) esitligi ve (2.60) tanimlamalar1 yardimiyla
vt — Axly € a* (:czﬂ; (zt,gm)), t=1,2.T—1 (2.61)

elde edilir.

Dikkat edilirse (Z61]) bagimntis1 ¢ = 0 ve t = T anlar i¢in bize bir bilgi vermemekte-

dir. Simdi bu durumlar1 ayrica inceleyelim.
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t = 0 oldugunda, (2Z.57) bagmtisi ve (2.60) tanimlamalar yardumyla 27 € K\ (21)
bulunur, bu ise Teorem [2.36] nedeniyle ancak ve yalmiz her y € a(zy) igin (y —
T1,27) = 0 gergeklestiginde miimkiindiir. Buradan (7, z7) = inf, {(y,71) : y €

a(xg)} elde edilir. Bu son ifade (233) notasyonu kullanilarak
T € a(xg; x]) (2.62)

bigiminde yazilir. Simdi zj, = 0 tamimlansin ve herhangi bir x§ € a*(x7; (o, 71))
elemam alimsi. Dikkat edilirse (2.62) ve Teorem nedeniyle a*(z3, (zo, 1)) # 0
gerceklenir ve tersine yine Teorem nedeniyle a*(z7, (xo,21)) # 0 ise (2.62)
gergeklenir. Dolayisiyla (2.57) ifadesi (2.62]) icermesine ve o da

xy — Axgy € a* (27, (xo, T1)) (2.63)

gercekleyen bir xf vektoriiniin varhigina egdegerdir. Boylece dikkat edilirse (2.61])
bagmtisi t = 0 zamani i¢in (2.57)) kogulunu kapsar.

Son olarak ¢ = T oldugunda: (259) bagmtis1 ve (2.60) ifadesindeki z* = (T

tanimlamasi1 yardimiyla
Moo = oy + 2%, x* € Ky (Tr) (2.64)

bagintisi elde edilir.

Boylece agagidaki ¢ok onemli teorem ispat edilmis olur:

Teorem 2.78. a bir konveks, kiimedegerli doniigim, her birt =0,1,..,T i¢in g(z,t)

fonksiyonlar: x’e gore konveks ve xo onceden belirli sabit bir vektor olsun. Ayrica
Ty €alxy), t=0,1,.,T—1 wve zpe M

gercekleyen sonlu bir {x:}L, yoringesi var ve g(x,t) fonksiyonlar: bu yoringenin
herbir x;, t = 0,1,..,T noktasinda strekli olsun. Bu durumda xo noktasindan
baslayan ve bir xo € M noktasinda son bulan bir {Z;}]_, yoringesinin

T

f= Zg<xt7t)

t=1
fonksiyonunu minimum yapmast icin gerek kosul:

l’r - a/* <ZL’:+1; (ita fﬂ_l))—}—)\@wg(ft, t)

(2.65)
t=0,1,.,T—1, 0,9(x0,0)=0
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vy +a" € N0,g(Zp, T) (2.66)
"€ Ky (Zr) (2.67)

gercekleyen ve aym anda sifir olmayan z*,zf,t = 0,1,..,T vektorlerinin ve A €
{0,1} saysiun var olmasidir. Eger X\ = 1 ise bu kosullar aym zamanda yeter

kosullardr.

2.4.2 Genel Durumda Diskret igermeli Problem igin Opti-
mallik

Bir onceki alt baghkta konveks durumda diskret icermeli bir probleminin optimi-
zasyonu icin gerek ve yeter kosullar verilmisti. Bu paragrafta ise benzer problemler
konveks olmayan fonksiyon ve kiimeler i¢in incelenecektir. Aslen konveks durumlarla
ilgilenmemize ragmen konveks olmayan durumlarda problemin nasil konveks hale
yaklagtirildiginin kavranmasi nedeniyle onemlidir. Simdi bu kisimda kullanilacak

baz1 tanimlar: verelim.

M C R™ herhangi bir konveks kiime olsun. Eger x € M noktasinda z + AT + ¢(\) €

@ — 0 Ozelligine sahip ¢(\) fonksiyonu bu-

M, A > 0 saglayan ve A | 0 igin
lunabilirse * € R™ vektoriine M kiimesinin z noktasindaki teget yont denir. Eger
x noktasindaki K/ (z) konveks konisi igin T € Kj(x) igermesinden Z vektoriiniin
x € M noktasinda teget yon oldugu sonucuna variliyor ise bu Kj/(x) konisine z

noktasinda teget yonler konisi denir.

Bu tanimdan anlagildigy tizere her yone kargilik bir ¢(A) bulunabilir. Bu durum ise
verilen noktada M kiimesinin hangi ozellige sahip oldugu hakkinda bilgi vermez.
Bu ytlizden Boltyanskii'nin 1975 yilinda tanimladigr asagidaki yerel cadir kavramina
ihtiyag vardir [48].

Eger her Ty € ri( Ky (xg)) i¢in asagidaki dzellikleri saglayan ve koordinat baglangicinda
tanimlanmsg siirekli ¢ () fonksiyonu ve konveks @) konisi varsa K, (z) teget vektorler

konisine zy € M noktasinda yerel cadir denir:

a) To € ri(Q), LinQ = Lin Ky(zo) ve Q C Ky(xo)
b) Y(Z) =z +r(T), T — 0 icin ||Z||"'r(@) — 0
c) zo+9(T) e M, T € QNeB.
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Dikkat edilirse M konveks kiime ise zy € M olmak tizere Ky (xg) = con(M — o)

bir yerel ¢adir olur.

x €dom fveT € X, (T #0) igin

AT ) —
F(7, ) = sup lim sup L& AT TV) = f(@)
r(.)  AlO A
olsun. Burada r(\) € R*, A™'7(\) — 0, A | 0 'dir. Bu durumda asagidaki

kosullar1 saglayan h(Z,z) fonksiyonuna f fonksiyonunun x noktasinda iistten kon-

veks yaklagimi (UKY) denir;

1) Her 7 # 0 i¢in h(z,x) > F (7, ),
2) h(Z,z) fonksiyonu T 'ye gore konveks kapali pozitif homojen fonksi-

yondur.

(T, x) fonksiyonu z noktasmda f fonksiyonu icin bir UKY ise 9h(0, z)={z* € R":
hzZ,z) > (z,2*), T € R"} kilmesine f fonksiyonunun x noktasida subdiferansiyeli

denir ve 0f(z) ile gosterilir.

Simdi M C R”™ herhangi bir kiime ve f fonksiyonu da iistten konveks yaklagima

sahip olmak ftizere
f(z) — min

Y (2.68)

problemini ele alalim.

Teorem 2.79. [18] ([2.68)) probleminde bir xy € M noktasy f fonksiyonuna mini-
mum, dejer veren nokta ve h(T,xo) ise f fonksiyonu icin bir UKY ve Ky (o) yerel
cadr olsun. Su halde

intdom h(., o) N Ky(xg) # 0

ise Of (xo) N K3 (o) # O olur.

Teorem 2.80. [18] x noktasi f fonksiyonunun M = (\;", M; kiimesinde minimum
noktasi olsun. Ayrica h(T, xg), xo noktasinda f fonksiyonunun bir UKY fonksiyonu

olup Ky, (zo) konileri yerel ¢adur olsunlar ve

m

intdom h(., o) N (") K, (x0)) # 0

i=1
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saglansin. Bu durumda ayni anda sifir olmayan oyle X > 0 sayst ve x; € Ky (o)

vektorleri bulunabilir ki

gercgeklenir.

Simdi agagidaki problemi goz ontine alalim:

T
Zg(xt, t) — min (2.69)

t=0
Tiy1 € a(m), t= 0, 1, ,T —1 (270)
xo €N, xp eM (271)

~ T .. .o . . . . . .. .. .. ..
{Z+};_, yoriingesi (2:69)-(271) probleminin optimal ¢6ziimii olsun ve bu ¢oziim

asagidaki

1. a kiime-degerli fonksiyonu K, (%, Zyy1), t = 0,1,....;T — 1 teget yonler koni-

lerinin yerel ¢adir oldugu bir fonksiyondur.
2. Kn(To) ve Kp(Zr) teget yonler konileri yerel ¢adirlardir.

3. g(x,t), t = 0,1,...,T, fonksiyonlarinin z; noktalarinda T nin siirekli fonksi-
yonu olan bir h,(0,%;) UKY fonksiyonu vardir. Bir bagka deyisle 0g(%,,t) =

Oh(0, Z;) subdiferansiyeli tanimlanmigtir.

kosullarimi saglasin. w vektorii, n boyutlu x;, ¢ = 0,1,...,T, bilegsenli vektorlerden

ibaret olan R+ uzayimin bir eleman: olsun.
T
flw) =2 gla,t)
t=0
N={w:zye N}, M={w:azrec M} (2.72)

]\Z ={w: (x4, x11) € gpha}, t =0,1,..,T —1

yaziligt yardimiyla gosterilebilir ki (2.69)-(2.71]) problemi ile asagidaki optimizasyon

problemi egdegerdir:
f(w) — min
we NN(NZ M)nM
Teorem kullanilarak (Z773) problemi igin gerek kosul agagidaki teorem ile ve-

(2.73)

rilebilir.
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Teorem 2.81. [I18] Yukaridaki 1-3 kosullar saglansin. Su halde 210) sisteminin
@T0) kosullarma saglayan {T:}F yoringesinin ([Z69) toplamina minimum deger

verebilmesi icin gerek kosul, hepsi aynt anda sifir olmayan ve asagidaki

v € at(xy: (B Tear)) + ANg(Ft), t=0,1,....T — 1 (2.74)
v+ 2. € Nog(zr,T), (2.75)

z € Ky (7o), (2.76)

x: € Ky (Z7) (2.77)

kosullariny saglayan i, t = 0,1,...,T, ¥ vektorlerinin ve A € {0,1} sayisinin var

olmasidir. Eger A =1 ise bu kosullar ayni zamanda yeter kosuldurlar.

Uyar1 2.6. a kime-degerli fonksiyonu konveks oldugunda K,(z) bir yerel ¢adur
olup yukardaki 1) kosulu gerceklenir. N kiimesi konveks oldugunda Kn(x) teget
yonler konisi yerel ¢adur olup yukardaki 2) kosulu gerceklenir. g fonksiyonu konveks

oldugunda g icin UKY kendisi olacagindan 3) kosulu gecerlidir.

Sonug 2.82. a doniisimi, N, M kimeleri ve g fonksiyonu konveks olugunda Uyari[2.4
nedeniyle Teorem [2.81] gecerlidir.

Sonug 2.83. Polihedral durumda Teorem [2.77) dikkate alindiginda (274) ve ([2.75)

kosullarinda X =1 olur.

2.4.3 Diferansiyel igermeli Problem igin Optimallik

Bu boliimde Mayer tipindeki diferansiyel icermeli bir probleminin optimalligi i¢in
gerek kogullar verilecektir. Bu amagla 6ncelikle diferansiyel icerme kavrami ve onun
¢oziimi hakkinda genel bilgiler verilecek, sonra optimalligini aragtirdigimiz problem
bir onceki boliimde incelenen diskret zamanli problemin bir diskret yaklagimi olarak
ifade edilecek ve daha sonra limite gegilerek aranan optimallik kosullar1 elde edile-

cektir.

Her ¢ > 0 saywisina karsihk [0,77] araligmnm ), [t} — t;| < 0 saglayan herhangi
sayilabilir ayrik bir {(¢, ¢})} alt araliklar ailesiicin ), ||z (¢})—z(¢},)|| < € gergeklene-
cek bigimde bir § > 0 sayis1 var ise z(-) : [0,7] — R™ fonksiyonuna [0, 7] araliginda
mutlak siirekli fonksiyon denir. Mutlak siirekli bir fonksiyon siireklidir ve sinirh

degisime sahiptir. Ote yandan herhangi bir Lipschitz fonksiyonu mutlak siireklidir.
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Mutlak strekli bir z(-) : [0,7] — R" fonksiyonu hemen her yerde, h.h. [0,T], dife-
ransiyellenebilirdir ve tiirevi olan z(-) Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olup

Newton-Leibniz formiilii, yani ¢’ < ¢ olmak iizere her ¢',¢" € [0, T] i¢in

2(#) — o(t)) = /t ()t

esitligi gecerlidir.

X =R"ve Y = R"” sonlu boyutlu uzaylar1 goz ontine alinsin. Z = X XY, gpha C Z
olmak iizere a(x) kiime-degerli bir déniigiim olsun. Simdi her bir ¢ € [0,1] igin
z(t) € R™ mutlak siirekli fonksiyonu tanimli olsun. Yukarida vurgulandigi gibi

mutlak siirekli fonksiyonlar hemen her yerde tiireve sahiptirler ve hemen her ¢ icin
z(t) € a(x(t)) (2.78)

bagintisim gergeklerler. (Z78) bagintisina diferansiyel dahil etme veya diferansiyel
icerme denir ve yukarida bahsedilen kogullar altinda x(¢) fonksiyonuna da bu difer-
ansiyel icermenin ¢oziimi denir. Aslinda diferansiyel dahil etmeler, adi diferansiyel
denklemlerin genellegtirmesidir. a(z) tek degerli bir déniigiim ve a(x) kiimesi de tak
bir f(z) elemamindan meydana gelseydi, bu durumda (2.78)) bagintis1 @(t) = f(x)
diferansiyel denklemine doniigiirdii. Eger belli bir z € R ve u € U(C R?®) i¢in
f(z,u) € R™ bir vektor fonksiyon olsun, bu durumda a(z) kiime-degerli déniigiimiinii

asagidaki gibi tamimlamak miimkiindiir:

a(z) ={y:y = f(z,u), ue U} = f(z,U) (2.79)

a doniigimtimiin bu sgekilde se¢ilmesi durumunda (Z78)) bagintis1 &(t) € f(x(¢),U)
ya da
2(t) = f(z(t),u(t), u(t) €U (2.80)

halini alir. Dikkat edilirse, (Z80) denkleminin her u(t) € U kontrol fonksiyonuna
kargihik gelen z(t) ¢oziimii ayn1 zamanda (278) diferansiyel dahil etmesinin de bir
¢oztimidiir. Diger yandan genel kogullar altinda ve a(x) doniigimii ([Z79) bagintist
ile verildiginde (2.78]) dahil etmesinin ¢6ziimiiniin aym zamanda her u(t) € U igin
(280) denkleminin de bir ¢oziimii oldugu gosterilebilir. Bu durumda (Z78]) dahil
etmesinin ¢oztimiiniin birden fazla olabilecegi sonucu ortaya ¢ikar. O zaman, hangi
kogullar altinda (Z78)) diferansiyel dahil etmesinin tek ¢oztimii vardir ve ¢oziimler

ailesi hangi oOzelliklere sahiptir, sorusu ortaya c¢ikar. Bu sorularin cevabina ilk
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olarak Filippov'un sag yani kiimedegerli olan diferansiyel denklemelerin ¢oziimleri
lizerine 1967 yilinda yazdigi [49] makalesinde rastlanmaktadir. Aubin-Cellina’nin
1984 yilinda birlikte yazdigi diferansiyel igermeler adh [35] kitabinda ¢oziimleri

varlig1 ve tekligi iizerine sonuglara genisg bir sekilde yer verilmektedir.

Simdi ¢y : R®™ — R konveks siirekli fonksiyon, N, M C R" konveks kiimeler, a :
R™ — R™ konveks, kapali ve sinirli kiime-degerli bir doniigtim olmak iizere agagdaki

diferansiyel icermeli problemi ele alalim:
¢wo(z(1)) — min

i(t) € a(z(t)), te€]0,1] (2.81)
z(0)eN |, z(l)eM

Simdi x(-) : [0,1] — R™ Lipschitz siirekli fonksiyon olsun. ¢ > 0 olmak iizere
[0,1] araligin1 ¢ uzunlugundaki esit araliklara bolerek (2.81) icermelerini z5(0) =
vet = 0,6,26,...,1 — ¢ icin x5(t + 0) € zs(t) + da(wzs(t)) igermesi geklinde yazip
k=0,1,.,52 vet € [kd, (k+1)d] icin z5(t) = x5(kd) + (¢t — ké)”((kJrl)g)_”(ké) lineer
yaklagimi kullamilarak xs(¢) : [0,1] — R" fonksiyonu tamimlayalim. Kiigiik § > 0

sayilar1 icin M A ‘fl—f = &(t) h.h. [0,1] olduguna dikkat ederek yukaridaki

(281) diferansiyel icermeli problemine karsilik agagidaki diskret yaklagim problemi
elde edilir:
wo(zs(1)) — min

Lot £0) =) i) t=0,6,26 .10 (2.82)

.I‘(;(O) e N , xg(l) ceM

Dikkat edilirse § — 0 i¢in limite gegildiginde (2.82]) problemi tamamen (Z.81]) prob-
lemine donitigiir. Simdi (Z82) problemindeki diskret igermeyi

xs(t +0) € x5(t) + da(xs(t)), t =0,0,20,...,1 = ¢

bigiminde yazalim ve sag taraftaki kiimeyi tek bir kiime-degerli doniigim ile ifade
edelim bu amacla sag tarafi

a(z) =z + da(x) (2.83)

ile gosterelim. Bu yazilig dikkate alinirsa (2.82) problemi agagidaki

wo(zs(1)) — min
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st +6) € als(t)), t=0,6,28..,1—35 (2.84)
33'5(0) eN , 1’5(1) eM

diskret icermeli probleme doniigiir. Simdi elde edilen bu diskret problem ile Teo-
rem 2.8Tte optimalligi icin gerek ve yeter kosullar belirledigimiz diskret icermeli
problemi karsilagtiralim. Teoremdeki diskret adimlar 1 birim olup burada ¢ kadardir
bu durumda teoremdeki 7' — 1’e burada 1 — § karsilik gelir. Ayrica burada mini-
mum yapilmak istenen og(x(1)) fonksiyoneli teoremdeki toplama katilan 7" anindaki
g(zr, T) fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Bu durumda teoremdeki toplama katilan
diger g(x4,t), t = 0,1,...,T — 1 fonksiyonlar1 burada t = 0,6, 26, ..., 1 — § igin 6zdes
olarak 0 olurlar. Tiim bu ayrintilara dikkat edilirek (2.84]) problemine Teorem 2.8T]

uygulanirsa teoremdeki kosullar asagidaki gibi olur:

Ti(t) € @ (x;(t +0); (@ (t), Tt + 5))), t=0,8,.,1—3 (2.85)
37§<1) + .CC: € )\81900(55(1)), (286>
z5(0) € Kiy(75(0)), 7 € Ky (z5(1)). (2.87)

Ancak, dikkat edilirse (282) dolayisiyla da ona egdeger olan (Z84]) probleminin
¢Oztimi igin (Z85]) icermesindeki a* kiime-degerli déntigiimiinii ¢* déniigiimii cinsin-
den ifade etme zorunlulugu vardir. @* ile a* arasinda bulunacak baginti bizim diskret
icermeli optimizasyon probleminden diferansiyel icermeli optimizasyon problemine

gecmemizi saglayacak ¢ok onemli bir kopri olacaktir.

Her ne kadar ele aldigimiz problem konveks durumda olsa da a* ile a* arasindaki
bagintiy1r en genel hal, yani konveks olmayan durumu da ic¢ine alan haller icin in-
celemekte fayda vardir. Bu incelemede yerel cadir yonteminden yararlanilacaktir.

Tanim nedeniyle z = (z,y) olmak tizere K;(z) bir yerel cadir ise Z = (Z,7) ol-

mak {lizere dyle r(Z,7) = (r1(Z,7),r2(T,7)) fonksiyonu vardir ki ||Z]| = ||(Z,7)] =
|Z|| + ||[7|l olmak iizere lim; g ﬁ = 0 gergekler. Daha agk bir ifade ile i = 1,2
Ti(fvg)

icin limz_,q i = 0 gergekleyen r;(Z,7) fonksiyonlar1 vardir. Ayrica yine yerel

z|+17l]
cadir tanimina gore Q C K;(z) gercekleyen () konisine ait kiigiik z noktalar1 yani

(Z,7) € Q@ NeB gergekleyen (T, 7) notalari igin
(l’, y) + (fa y) + (rl(f7 y): TZ(fa y)) € gph’da

<x+f+r1(f,y),y+y+r2(f,y)> € gpha,
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y+7y+1(T,7) € E(x +T+ rl(f,y))

icermesi elde edilir, gimdi bu igermeyi a(x) = x + da(x) bagintisim dikkate alarak

yeniden diizenlersek
Yy+y+1(T,y) €x+T+r(T,Y) +alz+T+r(T,7))

olur, burada da gerekli yer degistirmeler yapilarak

y—xr y—z 1 _ _ = = =
5 —+ 5 -+ 5(7’2(37,3/) - rl(x,y)> € a(x—l—:v—l—ﬁ(l’,y))

bagintisi elde edilir. Buradan titiz bir inceleme ile yerel cadir tanimi kullamlarak
K,(x, %5*) konisinin bir yerel cadir oldugu sonucuna ulagihr. Su halde K3(z,y) ko-
nisi (z,y) € gpha noktasinda yerel cadir oldugunda K,(z, ¥5*) konisi de (z, ¥5%) €
gph a noktasinda yerel cadir olur. Bu ¢ikarsamada tersden gidilerek K, (z, ¥5) konisi
(z,%5%) € gpha noktasinda yerel cadir oldugunda Kz(x,y) konisi de (x,y) € gpha

noktasinda yerel ¢adir oldugu kolayca goriiliir. Sonucta

Yy
S

K;(z,y) yerel cadirdir < K, (:v x) yerel ¢adirdir

esdegerlik bagmtis: elde edilir. Ustelik, yerel cadir tanm ve yukaridaki esdegerlik

bagintisi nedeniyle

(7,7) € Ka(z,y) © @%) c K, (x %) (2.88)

bagintisi da gecerlidir.
Simdi z* € a*(y*;(x,y)) olsun. Yerel dual déntigim tanmu geregi (—z*,y*) €

KZ(x,y) igermesi ve dual koni tanimi geregi

—(@,2") +(@,y") 20, (3.9) € Ka(z,y) (2.89)

esitsizligi gecerlidir. Burada esitsizligin her iki yanini 6 > 0 sayisi ile boliip gerekli
diizenlemeler yapilirsa ve (2.88)) bagintisi dikkate alinirsa

_ =y y—z y—x y—x
— >
<% 5 >+< 6’y>/Q @’5 )Em(% 5)

esitsizligi ve tekrar dual koni tanmimi kullanilirsa

( 5 ”)€K¢G’5 )
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icermesi ve buradan da yerel dual doniisim geregi

e (v (=257))

icermesi elde edilir. Simdi bu bagintinin her iki yanini1 § > 0 ile garpilip ve gerekli

yer degisiklikleri yapilirsa

x* ey" +da* (y*, <x, i g I))

ifadesi elde edilir. Dolayisiyla o* € a*(y*; (z,y)) ise z* € y* + da*(y*, (v, 457))

gerceklendigi yani a*(y*; (v, y)) C a*(y*, (v, ¥57)) kapsamasinin gergeklendigi gosteril-

mis olur. Ters yonde gidilerek ters kapsamanin gosterilmesi gii¢ degildir. Sonugta
a*(y*; (z,y)) = a*(y*, (v, &57)) esitligi elde edilir. Béylece a déniigiimii a* cinsinden
yazilmig olur. Elde edilen bu sonuglar1 agsagidaki lemma ile ifade etmek miimkiindiir:

Lemma 2.84. a(z) = x + da(x) kiime-degerli donisimi i¢in K;(x,y) teget yonler
konisinin (x,y) € gpha noktasinda yerel ¢adir olmas ile a(x) kiime-degerli dontisimi
igin Kq(x, ¥57) teget yonler konisinin (x, ¥5%) € gpha noktasinda yerel ¢adir olmast
ve asagidaki icermeler esdegerdir:

1) z* € a*(y*; (x,y),

2) z* € y* + da*(y*, (z, 55))
Simdi bu lemmanin 1) sikkindaki igermeyi (2.85]) icermesine benzetmek amaciyla
¥ =ai(t),y" = a5(t+9), 2z = (Ts(t), Z5(t + 9)) degisken doniigtimleri yapilirsa ve bu
doniigimler 1) sikkiin egdegeri olan 2) sikkinda yerlerine yazilirsa (2.85]) icermesi

25(t) € i(t + 6) + ba* (@;(t +6): <55(t), Tolt + 535 - 5’7‘5(”)) =0,6,.,1—6.
(2.90)

halini alir, buradan da gerekli yer degistirmeler yapilarak

t4+0) — xi(t - Ts(t+0) — xs(t
-zt ; %) ¢ g (:z:}‘(t+5); (xg(t), Ealt & ()5 ol ))> , t=0,6,.,1—3,
(2.91)
icermesi elde edilir. Nihayet elde edilen (2.97]) bagintisinda 6 — 0 i¢in limite alarak

kesikli halden siirekli hale gecig yaparsak

—i* (1) ef(ﬁ(t),(f(t),%’(t))) h.h. [0,1]

diferansiyel dahil etmesi elde edilir. Ote yandan diskret yaklagim problemindeki
[2.80) ve (287) simr kogullar1 6’ya bagh olmadigindan degismeden aynen

2*(1) + 2% € ANDppo(7(1)),
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2*(0) € Ky(2(0)), ¢ € Ky (2(1))

seklinde kahr. Ayrica Lemma Z35teki v* = z*(¢), = Z(t) ve y = Z(¢) almrsa

lemma geregi a* # () ise y € a(z, y*) ¢ikarsamasina karsihk burada
I(t) € a(Z(t);2*(t)) h.h. [0,1]

icermesi elde edilir.

Yukarida yapilanlar: kisaca, bir diskret yaklagim kullanarak diskret icermeli prob-
lemin optimallik kosullarindan siirekli halde diferansiyel icermeli problemin opti-
mallik kogullarinin elde edilmesi geklinde 6zetlenebilir. Tiim bu yapilanlar sonu-
cunda diferansiyel icermeli problemin optimallik kogullarin1 veren agagidaki onemli

teorem kanitlanmig oldu:

Teorem 2.85. ¢ : R" — R konveks surekli fonksiyon, N, M C R"™ konveks kiimeler,

a: R™ — R"™ konveks, kapali ve sinirly kume-degerli bir dontisum olsun. Bu durumda
@(t) € a(x(t)), tel0,1]

diferansiyel dahil etmesini, x(0) € N ve x(1) € M swnar kosullarini saglayan tim
yoringeler i¢inde (t) € intdom a gercekleyen z(t) yoringesinin, o(x(1)) degerini
minimum yapmasy i¢in gerek kosul; ayni anda sifir olmayan ve asagidaki kosullar:

saglayan \g = 0 saysiman, x5 vektorinin ve mutlak sirekli x*(t) fonksiyonunun var

olmasidar:
(1) 4 2 € Mdp(E(1)), (2.92)

zt e K (1)), (2.93)

2*(0) € K3(%(0)), (2.94)

—#*(t) € a*(z*(t); (F(t), Z(t))) h.h. [0,1], (2.95)

Z(t) € a((t);2*(t)) h.h. [0,1]. (2.96)

Sonug 2.86. Teorem[Z8A'nin hipotezleri gegerli oldugunda (2295)) ve (Z90]) kosullar

siraswyla asagidaki icermelere dontsur:
— 2" (t) € 0, Wo(Z(t), x*(t)) (2.97)

T(t) € Dy W (T(t), % (t)). (2.98)
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Ispat. Teorem 272 gore eger z = (x,y) olmak iizere y € a(x;y*) ise a*(y*; 2) =
0. Wo(x,y*) gecerlidir. Ote yandan Lemma 273 nedeniyle

a(x;y*) = Oy Wo(x,y")

esitligi gegerlidir. Bu durumda x = z(t),y = f(t), y* = x*(t) alinirsa Teorem 2.85nin
(295)) ve [290) kosullarima karsilik sirasiyla (Z97) ve (2.98) icermeleri denk gelir. m



3. BULGULAR

Bu boliimde, tezin girisinde tanitilan polihedral diskret igermeli ve polihedral di-
feransiyel icermeli konveks optimizasyon problemlerinin optimallik kosullar1 verile-
cektir. Oncelikle, bu kosullarm verilecegi teoremlerin ispatimi kisaltmak ve daha
anlagilir kilmak i¢in 1i¢ onemli lemma, ardindan da temel teoremler kanitlanacaktir.
Bu teoremlerde caligilan problemlerdeki icermeler tek bir kiime-degerli dontisiim ile
verilmektedir, bu boliimiin son kisminda ise bu icermelerin birden fazla kiime-degerli
dontigiimler ile verildigi Mayer tipindeki diskret igermeli bir problemin optimallik
kosullar1, bu kiime-degerli dontigiimlerin bileskeleri kullanilarak yeni bir yontem ile

verilmektir.

3.1 POLIHEDRAL PROBLEMLER

Lemma 3.1. A ve B, m X n matris, d ise m bilesenli bir stiitun vektor olmak tizere
a(x) = {y : Az — By < d} seklinde tanvmlanan a(-) : R — R" kime-degerli

dontisumai polihedral, konveks ve kapalidar.

Ispat. a(z) = {y : Az — By < d} kitme-degerli déniigiimiiniin garafigi gpha =
{(z,y) : Ax — By < d} C R*" kiimesidir. Dikkat edilirse gpha kiimesi Az —
By < d lineer egitsizlikler sisteminin ¢oziim kiimesi olmasi nedeniyle bir polihe-
dral kiimedir ve dolayisiyla da konvekstir. gpha kiimesi konveks ve polihedral
oldugundan Tanim [Z.13] ve Tanim nedeniyle a doniigiimii konveks ve polihedral
bir dontigiimdiir. a dontigiimiiniin kapaliligi i¢in gph a kiimesinin kapali oldugunu
gostermek yeterlidir. Her k € N igin (x, yx) € gpha olmak tizere (xg, yx) — (x,y)
gercekleyen herhangi bir (zy, yx) dizisini goz 6niine alahm. Her k € N igin (xy, yx) €
gpha oldugundan Az, — By, < d gecerlidir. Bu esitsizlikte £ — oo igin limite
gecildiginde Az — By < d yani (z,y) € gpha igermesi elde edilir. Dolayisiyla gph a
kiimesi R?" uzaymda kapali olup Tanim geregi a doniigiimii kapali bir doniigim

olur. "

64
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Asagidaki lemmada grafigi polihedral kiime olan bir doniisiim icin yerel dual doniigiim

hesaplanmaktadir.

Lemma 3.2. A ve B, r x n iki matris ve d ise v bilesenli bir vektor olmak tizere
a(x) = {y : Az — By < d} polihedral doniigimi verilsin. Bu durumda A*, B*
siraswyla A ve B matrislerinin transpozeleri olmak tzere a donusumi i¢in zg =

(20, Y0) noktasindaki yerel dual donisim asagrdaki bi¢imdedir:
a* (y*;z0) ={z" = A"\ :y" = B*\, (Axg — Byy — d, \) = 0, A > 0}. (3.1)

Ispat. gpha = {(z,y) : Az — By < d} oldugu bilinmektedir. Simdi bir z, =
(%0, %0) € gpha igin

IO = {Z . AZ{L'Q — BzyO = dl,l = 1, ..,’I"}

indis kiimesini tamimlayalim, burada A;, B; sirasiyla A ve B matrislerinin i-inci
satiri ve d; de d vektoriiniin i-inci bilesenini gostermektedir. Simdi Tanim 2.27]
yardimiyla K,(zo) konisini belirlemek amaciyla hangi z = (7, %) noktalar1 igin A > 0
yeteri kadar kiigiik oldugunda zy+ Az € gph a gergeklestigini arastiralim. Eger ¢ € I
ise A;xg — B;yo = d; gerceklendiginden

Ai(zo + AT) — Bi(yo + A\¥) = Aizo — Biyo + MAT — Biy) = d; + M(AiT — Biy) < d;
esitsizligi gecerlidir, bu ise yalnizca
AT — By <0, i€l (3.2)

gercekleyen Z = (7, 7) noktalar: i¢in miimkiindiir, yok eger i ¢ I ise
Ai(zo + AT) — Bi(yo + \y) = (Airo — Biyo) + MAT — BiY) < d;

esitsizligi Z noktasina bagh olmaksizin yeterince kiigitk A > 0 sayilar igin gecerlidir.
Dolayisiyla ancak ve yalniz ([B.2) esitsizligini saglayan z noktalar1 igin A > 0 yeterince

kiigiik oldugunda zy + AZ € gph a icermesi gegerli olur, kisacast Tanim 2.21] geregi
Ka(20) ={(7,7) : AT — By <0, i € Ip}
bulunur. (32)) esitsizlik sisteminin
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sistemine denk olduguna dikkat edilirse Teorem 237 nedeniyle K, (z) bir polihedral
konidir ve bu tiir koniler igin dual konileri belirleyen Teorem 239 iistteki (3.3]) sis-
temine uygulanirsa dual koni tanimi nedeniyle (z*,3*) € K}(29) icin gerek ve yeter

kosulun

i€lp 1€l
oldugu sonucuna ulagilir. Eger i ¢ I icin A; = 0 ve X olarak da bilegenleri \; olan

stitun vektor alinirsa dual koninin
K (z) ={(z",y") 2" = =A"\y" = B\ A > 0,(Azg — Byo — d,\) =0} (3.5)

bigiminde oldugu bulunur. Nihayet (3.5)) kullanilarak yerel dual déniigiimiin tanimlan-

dig1 Tanim 2.22 nedeniyle aranan (3.1]) esitligi elde edilir. .

Simdi polihedral bir kiime iizerinde bulunan bir noktadaki teget yonler konisine dual

olan koniyi asagidaki lemma ile belirleyelim.

Lemma 3.3. A, r x n matris ve p ise r bilesenli bir sttun vektor olmak tizere
N ={z: Az < p} polihedral kitmesi verilsin. Su halde A matrisinin transpozesi A*
ile gosterilmek tizere bir xy € N noktasindaki Ky (xo) teget yonler konisinin duali

asagrdakt bicimdedir:
Kx(xg) ={xy = —A"X: (Azg — p, \) =0, A > 0}. (3.6)

Ispat. Gercekten {z : Az < p} kiimesi Az < p esitsizlik sisteminin ¢6ziim kiimesi
olmasi nedeniyle polihedral ve dolayisiyla da konveks bir kiimedir. Lemma B.2Ide
yapilanlara benzer sekilde, bir g € N i¢in Iy = {i : Ajxg = p;,i = 1,..,r} indis
kiimesini tanimlayalim. ¢ € I oldugunda A > 0 yeteri kadar kiiciik olmak ftizere
Ai(xg + AT) = p; + MAT < p; esitsizligi yalmzea A,z < 0,4 € Iy ve dolayisiyla
(T,—A;) 20, @ € Iy halinde gegerlidir, eger i ¢ I, ise A;(xg + A\T) = Ajzo +
AAT < p; esitsizligi T noktasina bagh olmaksizin yeterince kiigiitk A > 0 sayilari i¢in
gecerlidir. Dolayisiyla Ky (zo) = {7 : (Z,—A;) > 0, i € Iy} bulunur. Teorem 2.37]
nedeniyle polihedral olan bu koninin, Teorem 2.39 ve dual koni tanimi nedeniyle z* €
Ky (o) igin gerek ve yeter kogulun x* = — >, A7)\;, A > 0 oldugu sonucuna
ulagihr. Eger i ¢ I icin A; = 0 ve X olarak da bilegenleri \; olan siitun vektor

alinirsa aranan dual koninin (3.6]) bi¢iminde oldugu elde edilir. .
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3.1.1 Polihedral Diskret Dahil Etmeli Problem

T
Zg(:vt,t) — min (3.7)

t=0
Tiy1 € a(xt) s t= 0, ]_, .y T-—-1 (38)
ro €Ny , xp € Mrp (39)

buradaki g fonksiyonlar1 konveks, a doniigimii, Ny ve My kiimeleri
- A ve B, m x n matris, d ise m bilegenli bir siitun vektor,
- N ve M diktortgen matris, p ve ¢ ise uygun bilesenli stitun vektorler

olmak tlzere

a(x) ={y: Az — By < d} (3.10)
No =A{zo: Nxg < p} (3.11)
MT = {LET . M.TT < q} (312)

bi¢iminde tanimlanmigtir.

Teorem 3.4. Bir {7;}L, yoringesinin B.7)-B9) probleminin bir ¢ozimii ola-
bilmesi igin gerek ve yeter kosul oyle xf,t = 0,1,..,T ve x* vektorlerinin var ol-

masidir ki

vy = AN+ uf, up € 0.9(T,t), xf = DBM\, A 20,

(3.13)

(A%, — BFi1 —d, M) =0, t=0,1,.,T 1,
v+ 2" € 0,9(Tr, T), (3.14)
x5 =—N", (NZo—p,7%)=0, 7 =0, (3.15)
=My, (Mzp—q,v)=0, =0 (3.16)

kosullarini saglasin.

Ispat. Polihedral bir a déniisiimiiniin z = (x,y) noktasindaki yerel dual doniigiimiiniin

belirlendigi Lemma 3.2] nedeniyle

a*(y*;2)={x"=A"N:y" = B\, (Ar — By — d,\) = 0, A > 0} (3.17)
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biciminde olur. Ote yandan Z, € Ny ve 7 € My gerceklendiginde bu noktadaki

Kn, (7o) ve Ky (Z7) teget yonler konilerinin dual konileri Lemma B.3] nedeniyle
Ky, (@) = {a5 = =N"y0 : (NZo — p, %) = 0,70 = 0},

- - 3.18
Ky (2r) = {o}p = —M*yp : (MZr — q,vr) = 0,77 > 0}, (3.18)

seklinde olurlar. Simdi bu bulgular ile birlikte Sonug¢ 2.82Tu dolayisiyla da Teo-
rem 2811 kullanalim. Sonug nedeniyle (Z74) bagmtisinda A = 1 olur. (274
bagmmtisinda z* = z}, y* = x4, * = Ty, y = T4 alnr ve ([BI7) dikkate alinirsa
xy = A*NAug, up € 0,9(%y,t), 7, = B*A\y, (AZy—BZy1—d, \y) = 0, A > 0 kosullar
yani (B.13)) kosullar elde edilir. Yine Sonug 283 nedeniyle (Z75]) bagintisinda A = 1
olup, ¥ = x* alimirsa ([B.14]) kogulu elde edilir. (276) bagintisinda N = Ny alinir
ve (BI8) dikkate almirsa x5 = —N*y, (NZo —p,%) = 0, v = 0 yani (BI5)
kogullar: elde edilir. (277) bagintisinda M = My alimir ve (3.I8) dikkate alinirsa
= —M*vyp, (MZr—q,vr) =0, ~7 = 0yani (B.I0) kogullar1 elde edilir. Boylece
tiim kogullar elde edilmig olur. A = 1 > 0 oldugundan Teorem 28] nedeniyle elde

edilen kosgullar ayni zamanda yeter kosuldurlar. .

3.1.2 Polihedral Diferansiyel Dahil Etmeli Problem

¢o(x(1)) — min (3.19)
#(t) € a(z(t)), te0,1] (3.20)
z(0) € No . (1) € M, (3.21)

buradaki a dontiisiimi, Ny ve M; kiimeleri
- A ve B, m X n matris, d ise m bilegenli bir siitun vektor,
- N ve M diktortgen matris, p ve ¢ ise uygun bilesenli stitun vektorler

olmak tizere

a(z) ={y : Az — By < d}, (3.22)
No = {z(0) : Nz(0) < p}, (3.23)
M, ={z(1): Mz(1) < ¢}, (3.24)

bi¢giminde tanimlanmigtir. Ote yandan ¢, fonksiyonu x’e gore konveks, ayrica x ve

t'ye gore de siireklidir.
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Teorem 3.5. Z(t) fonksiyonu [B.I9)-B.2I) probleminin bir ¢ozimi, ayrica a sinrl
olmak idizere T(t) € intdoma ger¢eklensin. Bu durumda ayni anda sifir olmayan

dyle bir Ao = 0 saysi, = vektori ve mutlak sirekli bir x*(t) fonksiyonu vardir ki

asagidaki
2(1) + 27 € Mdgo(F(1)), (3.25)
re = =My, (MZ(1) —¢,m) =0, 11 >0, (3.26)
z*(0) = —=N"vy, (Nz(0) —p,v) =0, 7 =0, (3.27)

i) = AA(t), 2(t) = BA(), (AT(H)—Bi(t)—d,\(t)) =0, A(¢) =0 hh. [0,1]

Z(t) € a(@(t);2*(t)) h.h. [0,1] (3.29)
kosullary saglanar.

ispat. Lemma [3. I nedeniyle a doniisiimii konveks ve kapalidir, ayrica hipotez geregi
siurh bir déntigimdiir. Simdi Lemma[3.2] ve Lemma[B.3]yardimiyla elde edilen (B.17)
ve (BI8) bagmtilarim dikkate alinarak Teorem uygulayahm. (2.92)) kosulu
aynen gecerli olup (B:28) kosulu gerceklenir. (2.93)) bagmtist M = M; ve (B.I8)
bagintisi da My = M; ve Zp = Z(1) alinarak kullamlilirsa 27 = —M*y,, (Mz(1) —
¢,71) = 0, 71 = 0, kogulu yani (3.26) kosulu elde edilir. Benzer bi¢imde (2.94))
bagintist N = Ny ve (BI8)) bagmtist da Ty = z(0) alinarak kullanihlirsa 2*(0) =
—N*y0, (NZ(0) — p,7) = 0, v = 0, kosulu yani ([B.27) kogulu elde edilir. (2.95])
kogulu (BI7) bagmtisinda y* = x*(t),xz = z(t),y = %(t),)\ = A(t) degisiklikleri
yapilarak dikkate alndigimda —@*(t) = A*A(t), 2*(t) = B*\(t), (AZ(t) — Ba(t) —
d,\(t)) =0, A(t) = 0 h.h. [0,1] yani (B.28) kosulu elde edilir. (2.96) kosulu aynen
gegerli olup (B.25]) kosulu gergeklenir. Béylece tiim kogullar elde edilmis olur. "

Teorem 3.6. Theorem [3:3'nin hipotezleri altinda z(t), t € [0, 1] ydringesinin op-
timalligi i¢in gerekli (B28)-B28) kosullars Ay > 0 oldugunda ayni zamanda yeter
kosullardar.

ispat. Kamtlamay1 genelligi bozmaksizin Ay = 1 oldugu durum igin yapalm. x(t)
yoriingesi #(t) € a(x(t)) icermesini ve z(0) € Ny, x(1) € M; kosullarini saglayan

herhangi bir yoriinge olsun. Ote yandan subdiferansiyel tanimimdan
a;tWa<x;y*) = {ZL'* : Wa(xby*) - Wa(l‘,y*) > <l’1 - x,m*)} (330>

Oy Walx,y") = {u: Wa(z,y7) = Walz,y") < (u,y7 —y")} (3.31)
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esitlikleri gecerlidir. (2:26]) fonksiyonunun tammi geregi z(t) € a(x(t)) igin (&(t), z*(t))
> Wo(z(t),z*(t)) gegerlidir. (B.30) dikkate almarak ve (2.97)) nedeniyle —i*(t) €
a*(z*(t); (T(t), £(1))) = W, (Z(t), z*(t)) oldugu bilgisi kullanilarak W, (z(t), 2*(t)) >
Wa(@(t), 2*(1)) + (x(t) = Z(t), —a*(t)) = Wa(Z(t), 2*(1)) — (2(t), z*(8)) + (T(t), 2*(1))

bulunur. Bu ve bir 6nceki egitsizlikten
(@(t), (1)) = Wa((t),27(t)) — (x(t), (1)) + (T(t), 2 (1)) (3.32)

esitsizlik bapintisi elde edilir. Simdi i¢ carpimin tiirev 6zelliklerinden, a(x; y*) fonksi-
yonunun (Z33) ile verilen tanmimindan yararlanarak (2:96]) kosulu ve ([3.32) esitsizligi

nedeniyle
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bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafinin ¢ = 0’dan ¢ = 1’e integralini alirsak, dikkat
x(t) mutlak siirekli oldugundan tiirevinin integrali kendisine egit olup Newton-Leibnitz

formiili gegerlidir,

(z(1),2"(1)) — (x(0),2%(0)) = (z(1),2"(1)) — (x(0), z*(0)) (3.33)

bagintisina ulagilir. (1) € M; oldugundan z(1) noktasindaki Ky, (2(1)) = con{M;—
z(1)} teget yonler konisinin tanimi geregi (1)—z (1) € Ky, ((1)) icermesi gergeklenir.

Bu icerme ile beraber teoremin z} € Kj, (Z(1)) kosulu ve ([3.26) nedeniyle z} =

—M* iy oldugu goz ontine alinarak dual koni tanimi geregi

(x(1) = 2(1),25) = (z(1) — 2(1), =M" ) > 0 (3.34)

esitsizliginin geregeklendigi anlagilir. Benzer bigimde z(0) € Ny oldugundan z(0)
noktasindaki Ky, (z(0)) = con{Ny—z(0)} teget yonler konisinin tanimi geregi x(0)—
z(0) € Kn,(2(0)) igermesi gergeklenir. Bu igerme ile beraber teoremin z*(0) €

K}, (7(0)) kosulu goz 6niine alinarak dual koni tanimi geregi
(2(0) = 2(0), 27(0)) = (x(0), 2°(0)) — (2(0),27(0)) = 0 (3.35)

esitsizlgi gegerlidir. Simdi buldugumuz bu ([3:35) esitsizligi ([B.33]) bagntisinda kul-
lanihirsa (x(1),2*(1)) > (Z(1),2*(1)) esitsizligi buradan da (3.28]) nedeniyle x*(1) =



71
B*X(1) oldugu goz 6niine alinarsa
(z(1) —2(1), B"A(1)) 2 0 (3.36)

esitsizligi bulunur. Nihayet x*(1) 4+ 27 = B*A(1) — M*pu; € 0po(Z(1)) kogulu, sub-
diferansiyel tanimi, (3:34]) ve (3.30) esitsizlik bagintilar: nedeniyle
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wo(x(1)) — wo(2(1))
= (2(1) = z(1), BA)) + (2(1) — (1), =M p1a)

> 0

esitsizligi ve dolaywsiyla da Z(t),t € [0, 1] yoriingesinin optimal oldugunu gosteren

wo(z(1)) = @o(7(1)) esitsizligi elde edilmis olur. .

3.2 YENI YONTEM

3.2.1 Bileske Yontemi

Asagidaki konveks diskret icermeli optimizasyon problemi goz 6niine alalim:

g(x7) — min (3.37)
Tia1 Eat(xt), t:O,l,,T—l (338)
0 €N, zr €M (3.39)

burada, herbir t = 0,1,...,7 — 1 icin X* = R" ve a; : X! — X' konveks kiime-
degerli doniisiim, g bir konveks fonksiyon, N C X° ve M C X7 konveks kiimelerdir.

Tanim 3.1. a; : X — X! ve ay : X! — Y biciminde tanimlb iki kime-degerli

dontisum i¢in ag o ay : X — Y bileske kume-degerli donistimai

(azoar)(z) = {y€Y :y€a(r1), 21 € ar(z)}

= | al)

z1€a1(x)
seklinde tanimlanar.

Simdi (3.38) igermesindeki ag, ay, ..., ar_1 kiime-degerli doniigiimlerinin bilegkelerini

T

a’ : XY — X7 ile gosterelim, yani a” = ap_j0ar_s0...0a; 0agy olsun. Bu durumda

B37)-([B3.39) problemi agagidaki probleme denk olur:

g(xr) — min (3.40)
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rr € a’ (xp), (3.41)
zg € N, xp € M . (3.42)

Ote yandan, kiime-degerli doniisiimlerin grafik tanimi yardimiyla bileske doniigiimiin

grafigi agagidaki gibi tanimlanmakatadir:
Tanim 3.2. a; : X — X' ve ay : X' — Y olmak dzere a0oa; : X — Y bileske
kiime-degerli dontisumunin grafigi
gph(az o ar) = {(z,y) : (z,71) € gphar, (v1,y) € gphas}
seklinde tanimlanar.

Teorem 3.7. (3.37)-B339) problemindeki g(xr) konveks fonksiyonu Tr noktasinda
minimum degerine sahip olsun. Bu durumda ayni anda sifir olamayan oyle bir

A € {0,1} sayisy, xf, % ve ¥ vektorleri vardur ki asaqrdaki kosullar saglar:

x5 € (a®)*(a; (To, Tr)), (3.43)
v+ zt € Ng(Fr), (3.44)
x5 € Ky(%o), a7 € Ky (2r) (3.45)

Ustelik, eger A = 1 ise bu kosullar aym zamanda yeter kosullardur.
Ispat. z = (x9, 27) ve f(z) = g(xr) olarak tammlanrsa (Z37)-(339) problemi
f(z) — min (3.46)

ze€gphal N(N x XT)N (X% x M) (3.47)

problemine doniigiir. Ote yandan ¢(Zr) degeri Zo’a bagh olmadigmdan f fonksiy-

onunun z = (T, rr) noktasindaki subdiferansiyeli
0f(2) = {0} x 9g(zr) (3.48)
formunda, yani
0f(2) = {z" = (0, T1) : 75 = 0, Tr € Ig(77)} (3.49)

seklinde bir kiimedir. Teget yonler konisinin tanimi ve tiim uzaymn teget yonler
konisinin kendisi oldugu dikkate almirsa gph a’, N x X7, X° x M kiimelerinin Z

noktasindaki teget yonler konileri sirasiyla K, r(2), Ky (7o) x X7, X% x K, (Z7) olur.
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Bu teget yonler konilerinin dual konileri, tiim uzayin dual teget yonler konisinin sifir

vektori oldugu goz ontine alinarak sirasiyla

(Kor(2))" = Kir (2), (3.50)
(Kn(Zo) x XY = Kj(zo) x XT (3.51)
(X x Ky (Zr)* = X° x K3, (Tr) (3.52)

olarak hesaplanir. (3.48)-([3.52) ifadeleri dikkate alinarak (B.46)-(3.47) problemine
Teorem 277 uygulanirsa, Z noktasinin f fonksiyonuna gph a? N(N x XT)N(X°x M)

kiimesinde minimum deger verebilmesi i¢in gerek kogulun, ayni anda sifir olmayan

* 1%

oyle bir A € {0, 1} sayis1, o, =, (zd*, x%) vektorlerinin

A0, 77) = (20", 27) + (25,0) + (0, 77) (3.53)
T € 0g(Tr), (v5*,237) € K+ (2) (3.54)
zy € KN(To), o) € Ky (Zr) . (3.55)

kogullarim gergekleyecek bigimde var olmast gerektigi elde edilir. (B.53)) esitliginden
AT = odt + 2 ve xf* + xf = 0 bu egitliklerden de z} = \7% — z¥ ve z}* = —z}

bagintilar elde edilir, bu egitlikler ([B:54])’daki ikinci icermede yerlerine yazildiginda
(=29, ATp — 27) € Kor(Z)
bulunur. Simdi yerel dual doniigiim taniminin verildigi Tanim nedeniyle
7y € (@) (AT — a3 3)
icermesi gecerlidir. Simdi % = Az} — x} tanimlamasi yapilirsa
rp+xl = A\Tp
esitligi ve (B.54))'deki x4 € Jg(Z7) igermesi gbz Oniine alindiginda
xp +xs € NOg(Zr)

icermesi elde edilir. Boylece istenenler elde edilmis olur. .

Asagidaki teorem ile (a”)* dual doniigiimii ve a}, t = 0,1,2,...,7 — 1 doniigiimleri

arasindaki iligki verilmektedir.
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Teorem 3.8. Asaqidaki kosullardan birini saglayan 79 € X' t = 0,1,..,T — 1

noktalar:, var olsun:

(a) (z0,20.,) €erigpha, t=0,1,2,...,T -1
<b> (i’.??j&rl) € Zntgph ag, t= 07 17 27 7T_2 ve (‘i‘%fl’j%) € gph ar—1

Bu durumda asaqidaki esitlik gecerlidir:
(a®)* (273 (To, 7r)) = {25 : 5 € ag(a7, (To, 7)), ., 271 € ap_y (27, (Fr-1,77))}
ya da kisaca
(@), (Zo, 1)) = ag (-, (To, T1)) 0+~ 0 gy (-, (Fr-1,T7)) -

Ispat. Teoremin ispatmi a; o a;_; icin yapmak veterlidir. Yerel dual déniigiim ve

dual koni tanimlar1 nedeniyle
rig € (ar 0 ar1)" (T, (Teo1, Teg1))
icermesi ile
—(Te1, T{ ) F(Tey, Try1) = 0, (Teo1, Tep1) € Kapoay o (Te-1,Teg1)  (3.56)

bagintisi egdegerdir, burada Ky, o4, , (41, T411) konisi (T;_1,Tiy1) € gph(as o ay_q)
noktasindaki teget yonler konisidir. Ote yandan (T4—1,T411) € gph(azoa,_1) igermesi
T; € X' olmak tizere (w;_1,%;) € gph a;_1 ve (x4, T4y1) € gph a; igermelerini gerek-
tirir. Simdi (Zy_1, Zp, Tr41) € X1 x Xt x X! noktasinda verilen asagidaki iki koni

g6z ontine alinsin:

Ko (@1, T4, T11) = {(Zeo1, T, Tg1) = (Tem1, T) € Koy, (T1, 7))
= Kat—l(it—lﬁft) X Xt—H )
Ko (1,00, Tev1) = {(Ze1, Te, Te) (T, Tugr) € Koy (T, Tegr) }

- Xt_l X Kat(itaft-‘rl) .
Boylece (B.50) bagintist
= (T, 27q) + (T4, 0) + (T4, 254) = 0, (3.57)

(Zy—1,74) € Koy (-1, 71) , (T4, Tugr) € Koy (T4, Teyn) (3.58)
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seklinde ifade edilebilir. Bu durumda Teorem ve Teorem 2.64] nedeniyle

(_x:—1707x:+1) S [Katfl(gt—hftaft—‘rl) N Kat(ft—hftaft—&—l)]*
K, (1,7, Tey1) + K, (T-1, Ty, Tyy1)

ag—1

= K& (gt—lagt) X {0} + {0} X th(ftait—l-l)

at—1

icermesi gecerlidir. Tiim bu yapilanlardan sonra (—xj_;,0,z;,,) vektorii agsagidaki

bicimde ifade edilebilir:

—Ty = _xip 0= 1’%* - xf*, x:—&-l = x?j—l? (3.59)
(—zf2) € Kb (T, Ty) , (=%, 275) € K (Ty, Trin) (3.60)

Bu son iki ifade ise yerel dual doniigtim tanimi goz oniine alindiginda

* 1% 1% * 1 [~ ~ 1% * * ~ o~
vy =y, vty €af (v (T, 1)), x" € ap (T, (T, Teya))
bagintist ile esdegerdir. Daha sonra a; 1 o a; bileske dontisimii a; ve azio © a1
doniigimi de a;y; ile gosterilerek bir indirgeme bagintisi elde edilir ve bu indirgeme
bagintis1 yardimiyla yukarida a; o a;_ i¢in yapilan ispat tekrar edilerek istenen elde

edilmig olur. .

Teorem 3.9. a;, t = 0,1,....,T — 1 kume-degerli donisumler polihedral oldugunda

Teorem[3.8, (a) ve (b) kosullary olmaksizin gegerlidir.

ispat. Teorem [B.&in ispatinda kullanilan Teorem 2.32] ve Teorem [2.64] yerine Teo-
rem [2.44] kullanilmas: yeterlidir. .

Teorem 3.10. Teorem [Z.8’in kosullar: altinda {T:}]_, yoringesinin (3.37)-B.39)
probleminin optimal yoringesi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, ayni anda sifir
olmayan ve asagidaki kosullary saglayan z%, xj, t = 0,..., T vektorlerinin var ol-
masidir:

ry € aj (v (Th, Tepa)), £=0,..,T — 1 (3.61)
I;—‘ + l’: c arg(fT), (L’Z c K;\‘/[(%T% l‘g € K};(fo) .

Ispat. TeoremB8nedeniyle z} € (aT)*(zk; (Fo, T1)) ve zF € ai(xi 1 (T, Tgr)), t =
0,...,T — 1 icermelerinin esdeger olduklar1 dikkate alinarak Teorem B.7] uygulanirsa

isten elde edilir. -
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Teorem 3.11. Teorem [ZI10'nin kosullart gegerli ve xy € X' igin ai(xy) ,t =
0,1,....,T kiime-degerli doniisiimii kapal olsun. Bu durumda {7;}1_, yoringesinin

B37)-B.39) probleminin optimal yoringesi olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, ayna

*

anda sifir olmayan ve asagidaki kosullar saglayan x},

xy, t =0,..,T vektorlerinin

var olmasidar:
Tiy1 € OpWo, (Ty, 27,4), ] € 0.Wo, (T4, 27,4), t=0,1,..,T -1 (3.62)
v+l € 0,9(Tr), xr € Ky (Tr), z5€ Ky(To) . (3.63)
Ispat. (226) ve (233) nedeniyle
Wa(w,y") = inf{{y,y") 1y € a(2)}
a(z;y") ={y € a(x) : (y,y") = Walz,y")}

esitlikleri, Teorem 2.72] nedeniyle de

e 0 , Y ¢ alz,y)
@' (y's2) = { 0Wal(z,y*) , vy € alz,y)

gecerli idi. Ote yandan (3.62) nedeniyle af(z},; (F:, Tr1)) # 0 gegerlidir. Tiim
bunlar dikkate alindiginda

ay (T3 1; (T, Tos)) = O Wo, (T, 241), (3.64)
§t+1 € (lt(ft, .T;k_i_l) (365)
yazabiliriz. Aqktir ki —W,(z,y*) = sup{— < y,y* >: y € a(z)} gecerlidir. Ote
Yy
yandan —W,(x, y*) fonksiyonu y*’a gore konvekstir ve Lemma [2773] nedeniyle
Oy (—Walz,y")) = —alz;y")

gecerlidir. —W,(z, y*) konveks oldugundan W, (z, -) fonksiyonu y*’a gore konkav bir

fonksiyondur. Subdiferansiyel ve konkavlik tanimindan
Oy (Walz,y7)) = =0y (=Wal,y"))
ve boylece
Ay (Walz,y*)) = alz;y7)
esitligi gegerli olur. Bu durumda, (3.63)) icermesi

5t+1 S ay* Wat (%/ta x;fk+1> (366)

seklinde yazilabilir. Sonugta (3:64)- (3.66]) icermeleri (3.62)) bagintisinda yerine yazilirsa

istenen elde edilmis olur. .



4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda R™ uzayinda konveks programlamaya ait asagidaki diskret ve
diferansiyel icermeli optimizasyon probleminin optimalligi i¢in gerek ve yeter kogullar
elde edilmistir. Uzerinde calisilan ekstremal problemlerin optimallik kogullarma
Pschenichnyi’'nin yerel dual déniigiim metodu kullamlarak ulagilmigtir [I8]. Ozel

olarak, ele alinan problemlerde kiimeler, kiime-degerli dontigiimler polihedraldir.

Diskret igermeli Problem:

T
Zg(wt,t) — min (4.1)

t=0
Tiy1 € a(xt) s t= 0, ]_, .y T—-1 (42)
ro €Ny , xp € Mr (43)

Diferansiyel igermeli Problem:

wo(2(1)) — min (4.4)
(t) € a(z(t)), te][0,1] (4.5)
ZE(O) € NO > [L’(].) € Ml. (46)

Diskret Icermeli Problem, (@3] smir kosullarim ve (4.2)) diskret igermesini saglayan
tim uygun (z1,,xs, .., x7) yoriingeleri arasindan (4.1])’de verilen Z?:o g(zy,t) fonk-
siyonuna z7 noktasinda minimum deger veren yoriingenin bulunmasindan ibarettir.
Dolayisiyla, konveks yapili diskret sistemlerle kontrol edilen optimizasyon problem-
leri ve ekonomik dinamiklerin modellerinin ekstremal problemleri Diskret Icermeli

Problem’in 6zel halleri olarak goz oniine alinabilirler.

Yukarida da belitildigi gibi bu tez ¢alismasinda Diferansiyel Icermeli Problem 6zel

olarak Mayer tipinde bir problemdir, (4.4])'teki fonksiyonel fol g(z(t),t)dt + po(x(1))

7
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seklinde bir Bolza fonksiyoneli ile yer degistirilip elde edilen diferansiyel icermeli

konveks optimizasyon probleminin optimalligi ayr1 bir problem olarak incelenebilir.

Bilindigi gibi her konveks optimizayon problemine karsilik bir dual problem karsilik
gelmektedir. Yukarida incelenen optimizasyon problemleri konveks bir yapiya sahip
olduklarindan dogal olarak dual problemin nasil bir yapiya sahip oldugu, dual ve
direkt problemin birbirlerine hangi kosullar altinda bagl olduklarini veren dualite
iligkisinin ne oldugu, dual problemin ¢oziimiintin varligin1 hangi kosullarin garanti
ettigi ve dual problemin ¢oztimiiniin direkt problemin optimalligi i¢in gerek ve yeter
kosullar ile baglantisinin ne oldugu sorulari ortaya c¢ikmaktadir. Bu konulardaki
dual problemin olusturulmas: ve dual iligkilerin belirlenmesi hakkindaki Mahmu-
dov’'un [20, 25] ¢aligmalar: incelendiginde infimal konvoliisyon kavrami kullanilarak

bu sorulara yanit bulunabilecegi ongoriilmektedir.

Son olarak, birden fazla kiime-degerli dontigiim ile tanimlanmig diskret igermeli
bir konveks optimizasyon probleminin optimallik kogullarini belirlemek i¢in onlarin
bilegkeleri kullanilarak yeni bir yontem verilmigtir. Bu yontem [47]’de konveks
durum igin ve konveks olmayan genel durum igin de [43]’de Mahmudov ve Deger

tarafindan geligtirilmistir.
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