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SEMBOL LIiSTESI

H AWy

m

Coo
Bw(f)
Xw(f)

X+
L+

a(X, X
a(X", X)
w*-lim Xq
XAy

XVy
L(X,Y)
Lb(X,Y)

: Kesin monoton tercih bagintisi

: Tercih bagintisi

: Reel sayilar uzay1

: m-boyutlu reel sayilar uzayi

: Sifira yakinsayan diziler uzayi

: Sonlu sayida terimi sifirdan farkli olan diziler uzayi
: f ve w vektorlerine karsilik gelen biitce kiimesi

: f ve w vektorlerine karsilik gelen talep eslemesi

: x vektoriinlin pozitif kismi

: x vektoriiniin negatif kismi

: L nin pozitif konisi

: X uzaymin duali

: X in zayif topolojisi

: X in zayif* topolojisi ylik

: {Xo} agmin zay1f* limiti

: {x,y} kiimesinin infimumu

: {x,y} kiimesinin supremumu

X ten Y ye tiim lineer operatdrler uzay1

: X ten Y ye tiim sira sinirlt lineer operatorler uzay1



BIR BANACH UZAYT SINIFI UZERINDE
SONSUZ BOYUTLU EKONOMILERDEKI TALEP FONKSIYONLARININ
VARLIGININ BIR KARAKTERIZASYONU

OZET

Siral vektor uzaylarinda (6rnegin Riesz uzaylarinda) ve mikro-ekonomi teorisinde
birbiri ile ¢akisan iki 6nemli kavram vardir. Bunlarin ilki, lineer fonksiyoneller
tarafindan tamimlanan koni i¢in taban kavrami ve digeri de biitce kiimesi
kavramidir.  Ekonomi teorisinde herhangi bir biitce kiimesi iizerinde bir
tiiketicinin tercih bagintisinin maksimizasyonu, iirtiniin herhangi bir iicret
vektoriinde tercih edilen vektorlerini gosteren talep fonksiyonunu verir. Sonlu
boyutlu ekonomilerin aksine, sonsuz boyutlularda, talep fonksiyonunun varlig
hentiz bilinmemektedir.

Bu calismada, sonsuz sayida iirtine sahip talep fonksiyonlarinin ve talep
eglemelerinin varligina dayanarak refleksif uzaylarin bir karakterizasyonu tizerine
caligilmig ve bununla ilgili cesitli ornekler ve sonuclar sunulmugtur.
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A CHARACTERIZATION FOR THE EXISTENCE OF DEMAND FUNCTIONS
IN THE INFINITE DIMENSIONAL ECONOMICS
ON A CLASS OF BANACH SPACES

SUMMARY

In the theory of ordered spaces (for instance in Riesz spaces) and in
microeconomic theory two important notions, the notion of the base for a cone
which is defined by a continuous linear functional and the notion of the budget set
are equivalent. In economic theory the maximization of the preference relation
of a consumer on any budget set defines the demand correspondence which at
any price vector indicates the preferred vectors of goods and this is one of the
fundamental notions of this theory. Contrary to the finite-dimensional economies,
in the infinite-dimensional ones, the existence of the demand correspondence is
not ensured.

In this work, we study on the existence of demand functions with an infinite
number of commodities and on a characterization of reflexive spaces based on
the existence of the demand correspondence. We also present several examples
and results about this existence.



1. GIRIS

1.1 Girig

Sonlu boyutlu rekabete dayanan ekonomilerde, kesin pozitif fiyat vektorlerine
karsilik gelen biitge kiimeleri daima sinirhidir ve dolayisiyla kompakttir. Su halde,
herhangi bir siirekli tercih bagintisi >, maksimumunu herhangi bir biitce kiimesi
tizerinde alir. Bundan dolay1, herhangi bir siirekli tercih bagintisinin tek degerli
ya da kiime degerli talep eslemesi daima mevcuttur ve bu varolug bu teorinin
en temel Ozelliklerinden biridir. Buna karsin, sonsuz boyutlu rekabete dayal
ekonomilerde talep eglemesinin varligi garanti edilememektedir.

Bir X normlu uzaymin kapali bir P konisi tizerinde tanimli >~ tercih bagintisiin,
P nin sabit biit¢e kiimeleri iizerinde maksimumunu aldig1 ya da alamadigi bilinen
bircok ornekler mevcuttur. Fakat > tercih bagintisinin talep eslemesinin var
olduguna dair, ki bunun anlami her hangi bir biitge kiimesi tizerinde maksimal
elemanin var olmasidir siirekli > tercih bagintisina sahip sonsuz boyutlu P kapal
konisi ornegi bilinmektedir.

Bu galismada, sonsuz sayida tiriine sahip talep fonksiyonlarinin varligi iizerine
caligilmigtir.  Buna bagh olarak bu ¢alhgmada I. A.Polyrakis’in makalesi [8]
incelenmig ve orada sunulan bazi bilgilere dayanarak bazi sonuclar elde edilmistir.
Sozii edilen makalede, refleksif uzaylarda (ve Banach uzaylarinin baz diger
smiflarinda) sadece iki tiir kapali konilerin simiflarinin varoldugu gosterilmigtir:
Biitge kiimesi sinirhi olan ve sinirli olmayan koniler. Bu dikotomi sonucuna
dayanarak, I. A. Polyrakis, biitce kiimesi sinirli olan kapali konilerde talep
eslemesinin varoldugunu ve bunun st yari siirekli oldugunu gostermistir.
Ayrica ayni makalede talep eslemelerinin varligina dayanan refleksif uzaylarin
bir karakterizasyonu verilmistir. Bir baska ifadeyle X refleksif uzaymin bir
karakterizasyonu, X in lineer fonksiyonellerinin P konisine kisitlanigi stirekli
olacak sekilde P nin tabanlarina dayanarak verilmigtir.

Bu c¢aligmanin ikinci boliminiin ilk ¢ kisminda, kullanilacak olan temel

kavramlar ve tamimlar verilmig olup, dordiincii kisimda koniler icin tabanlar



tanimlanmig ve tiim reel degerli s dizi uzay1 tlizerinde kesin pozitif bir lineer
fonksiyonelin tamimlanamayacagi ve dolayisiyla s nin herhangi bir konisinin
tabaninin mevcut olmadigl gosterilmistir. Besinci kisitmda koniler i¢in dikotomi
sonucu verilmigtir. Altinci kisimda ise talep fonksiyonlar: agiklanmig ve bunlarin
varligina dair bazi sonuclar verilmigtir. Bunlara dayanarak rekabete dayali
degisim ekonomisinde iiriin uzaymin sonlu boyutlu olmasi durumunda tiiketim
kiimesi P kapali konisi olan, biitce kiimesi tlizerinde iist yari siirekli > tercih
bagintisinin talep eglemesinin varligi ispatlanmig ve bu sonuca dayanarak iirtin
uzay1 sonsuz boyutlu X refleksif Banach uzay1 ve titketim kiimesi o (X, X*)-kapah
koni alindiginda biit¢e kiimesi iizerinde iist yari siirekli > tercih bagintisinin
talep eslemesine sahip olmasi icin Onerme 2.7.7. nin saglanmasinin gerektigi
ispatlanmigtir.  Bu boliimiin sekizinci ve son kisminda lineer tercihler ve
fayda fonksiyonlari incelenmistir ve fayda fonksiyonlarindan yararlanarak talep

eslemesinin mevcut olmadigina dair bir 6rnek verilmigtir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1 KAMALAR VE KONILER
Tanim 2.1.1. [4, Tanim 1.1.] Bir vektor uzaymin bogtan farkli W alt kiimesi

agagidaki kogullar saglasin:
H)W+WCW
(ii) Her a > 0 i¢in oW C W,

Bu durumda W alt kiimesine kama(wedge) denir. W konveks bir kiimedir.

Dahasi W kama ise W N (=W) bir vektér uzayidir.

Tanim 2.1.2. [4, Tanim 1.2.] Bir V' vektor uzayinin bogtan farkh P alt kiimesi

agagidaki kogullar1 saglasin:
i)P+PCP

(ii) Her @ > 0 igin P C P
(iii) PN (=P) = {0}

Bu durumda, P alt kiimesine kon: denir. P koni ve x € V olmak ftizere, x + P

kiimesine kdseli koni denir.

Her koni bir kamadir fakat bunun tersi dogru degildir. Ornegin, her alt uzay bir

kama olmasina ragmen sadece agikar vektor uzaylar: konidir.

X kiimesi tizerinde > bagintisi yansimali, gecismeli ve ters simetrik ise siwralama

bagintisedir. Bu durumda X kiimesine kismi siralanmas kime denir.

Bir L vektor uzay: tizerindeki > siralama bagintist x,y € L ve x > y olmak

izere;
(i)Herz€ Ligmz+ 2 >y + z,
(ii) Her o > 0 i¢in ax > ay,

kosullarini sagliyorsa bu siralama bagintisina vektor siralamas: denir. L vektor

uzayma da siraly vektor uzayr denir ve (L, >) ile gosterilir. (L, >) sirall vektor



uzayinda x > 0 kosulunu saglayan herhangi vektore pozitif vektor denir. Bu
vektorlerin olugturdugu LT = {x € L : x > 0} kiimesine de L nin pozitif konisi

denir.

X vektor uzaymin herhangi bir P konisi, X ftzerinde bir vektor siralamasi
tanimlar. Bu siralama

rz2ysr—yePr

ozelligine sahiptir. Benzer tanim z > y < v € y+ P veya y € x — P seklinde de

verilebilir.

Vektor siralamalar: ve koniler arasinda bire-bir bir egleme vardir. Yani, X vektor
uzaymin her P konisi X iizerinde bir siralama bagintisi belirler, oyle ki bu
uzayin pozitif vektorleri P nin elemanlaridir. Eger X uzay: tizerindeki siralama
bagintisinin P konisi tarafindan tiretildigini belirtmek istersek >p seklinde
yazariz. Sadece koniler degil, kamalar da siralama belirtirler. Bir kamanin
tanmimladigy siralamaya on siralama denir ve sadece yansimali ve gegigmeli bir

baginti belirtir.

Lemma 2.1.3. [4, Lemma 1.4.] Bir vektor uzaymin bosgtan farkli W konveks
alt kiimesinin kama olmasi i¢in gerek ve yeter kogsul W = V + P olacak sekilde V'

vektor alt uzayinin ve P konisinin var olmasidir. Dahasi, agagidakiler gergeklenir:
HV=Wn(W)veP={0}u(W\V)iseV vektor alt uzay1 ve P konisi
W =V + P esitligini gergekler.

(ii) V vektor alt uzayr ve P konisi W = V + P ve VN P = {0} esitligini
gergeklesin. Bu durumda V' = W N (—=W) saglanir.

Tamim 2.1.4. [4, Tanim 1.5.] X vektor uzaymm W kamasi igin X =W — W

esitligi saglaniyorsa W kamasina turetendir denir.

Lemma 2.1.5. [4, Lemma 1.6.] W kamasmin X vektor uzaymni iiretmesi i¢in

gerek ve yeter kogul her x € X i¢in y >w «x olacak sekilde y € W olmasidir.

W, X vektor uzaymin bir kamasi olsun. Her z € X icin Ae > x olacak sekilde
bir A > 0 sayis1 varsa e € W vektoriine sira-birim denir. W sira-birime sahipse
iretendir. Dahasi, e € W sira-birim ise o > 0 icin ae ve her x € W i¢in e +

vektorleri de sira-birimdir.



Lemma 2.1.6. [4, Lemma 1.6.] W, X vektor uzaymimn bir kamasi olsun.
e € W nin sira-birim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul e nin W i¢in i¢ nokta

olmasidir.

L siralh vektor uzayr olmak tizere x,y € L i¢in x < y saglansin. Bu durumda
[z,y] = {# € L : © < z < y} kiimesine swra-aralik denir.Bu sirali araligy

[z,y] = (x + L") N (y — L") geklinde de ifade edebiliriz.

Tanim 2.1.7. [4, Tamim 1.8.] A, L sirali vektor uzayimn her hangi bir alt
kiimesi olmak iizere, her z,y € A i¢in [z,y] C A kogulu saglanmirsa L vektor

uzayina sira-konveks denir.

L siral vektor uzayinin bir A alt kiimesinin her elemanindan biiytik olacak sekilde
bir x € L mevcut ise A kiimesine stten simirlidir denir. Bu tst sirlarin en
kiicuigiine supremum denir. Benzer sekilde A alt kiimesinin her elemanindan
kiiciik olacak sekilde bir x € L mevcut ise A kiimesine alttan sinirlidir denir. Bu
alt simirlarin en biytigiine infimum denir. Bir kiime hem alttan hem de iistten

simirl ise sira-sinerlidir denir.

{z1,...,2,} sonlu kiimesi igin supremum ve infimum;

n n
Sup{:cb...,a?n}:\/xi ; inf{xb.,.,xn}:/\xi
i=1 i=1

seklinde gosterilir. Iki eleman icin supremum ve infimum sup{z,y} = x Vy ve

inf{x,y} = x Ay seklinde yazlir.

Kismi siralanmig bir kiimenin {z,} agimi alalim. o > (icin xz, > x4 saglaniyorsa
bu aga artandir denir ve z,, 1 ile gosterilir. z, T x ise x, T ve x = supz, anlamina
gelir. Benzer sekilde a > 3 i¢in z, < g saglaniyorsa bu aga azalandur denir ve

T | ile gosterilir. z, | x ise x, | ve x = infx, anlamina gelir.

Tanim 2.1.8. [4, Tanim 1.14.] L sirali vektér uzaymin bogtan farkl her sonlu
alt kiimesi bir supremuma ve bir infimuma sahip ise L ye Riesz uzay: veya vektor
orglist denir. Bir Riesz uzaymin konisine orgi konisi denir. Benzer sekilde, P
konisi tarafindan siralanan X vektor uzayi Riesz uzayi ise P konisine orgii konisi
denir. Dolayisiyla L™ pozitif konisinin orgii konisi olmasi icin gerek ve yeter kosul

L nin Riesz uzay1 olmasidir.



Bir sirali vektor uzaymin her tistten simirli artan agir bir supremuma sahipse
bu sirali vektor uzaymma Dedekind tam denir. Benzer sekilde, bir sirali vektor
uzayimin her iistten smirh artan dizisi bir supremuma sahipse bu sirali vektor

uzaymma o -Dedekind tam denir.

X vektor uzayinin pozitif konisi 6rgii konisi ise X iizerindeki > siralamasina orgii

swralamast denir.

Teorem 2.1.9. [4,Teorem 1.16.] X vektor uzaymimn P konisinin oérgii konisi
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her z,y € X i¢in (z + P)N(y+ P) = (2 + P)

olacak sekilde z € X elemaninin mevcut olmasidir.

Her Riesz uzayi igin z ile baglantih olan ii¢ vektor tanimlanabilir. ™ vektori x
in pozitif kismini, = ise negatif kismimi ve |z| ise x in mutlak degerini gosterir.

Bu ti¢ vektor asagidaki formiiller ile verilir:
T =2Vv0, 27 =(-2)VO0, |z =2V (1)
Teorem 2.1.10. [4, Teorem 1.17.] L Riesz uzay1 olmak iizere, u,v,w € L
i¢in agagidakiler gergeklenir.
Du+tovVw=(ut+v)V(u+w)ve AN(uVv)=Au)V(Iv), A >0

tutv+ju—v]) veuAv=21(u+v—|u—1u|)

if) uvoe=
fli)u+v=uVo+uAv
iv) u=ut —u”

Tamim 2.1.11. [1] L Riesz uzay1 ve A C L alt kiimesi verilsin. x,y € L olsun.

|z| < |y| ve y € Aigin = € A oluyorsa A kiimesine kati kiime denir. Eger buna

ek olarak A bir vektor uzayi ise A ya L nin bir ideali denir.

Bir Riesz uzayimin vektor alt uzayina da Riesz Alt Uzay: denir. Her ideal, bir

Riesz alt uzayidir.
S bir L Riesz uzayimmin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.
A={zeL:3m €SveX>0(i=1,...n)lx| <> Az}
k=1

kiimesine S kumes: ile tretilen ideal denir. Eger ideal tek eleman tarafindan

uretilirse bu ideale esas ideal denir.



A, ={y € L:3IXx>05|y| < Alz|} kiimesine z ile dretilen ideal denir.

A, = U [-nx,nz| = U n[—z, x] dir.
n=1 n=1

Eger e > 0 i¢in L. = L oluyorsa e ye sira-birimdir denir. Yani, her v € L ye

kargilik Oyle bir A > 0 vardir ki |u| < Ae saglanir.
2.1.12 POZITIF VE SIRA SINIRLI OPERATORLER
X ve Y vektor uzaylar1 olmak iizere T': X — Y operartorii;

(i) Her z,y € X i¢in T'(x + y) = T(x) + T(y) kosulunu saghyorsa toplanabilirdir

denir.

(ii) Her z,y € X ve her A € Ricin T(A\x) = A'(z) kosulunu sagliyorsa

homojendir denir.

Bu iki kosulun saglanmasi durumunda bu operatore [lineer operator denir.
L(X,Y) ile X ten Y ye tiim lineer operatorler uzayim gosterecegiz. Benzer

yap1 sirali vektor uzaylar: arasinda da kurulabilir.

M ve L siral vektor uzaylar1 olmak tizere T : L — M operatori;

(i) Her x € L™ i¢in T'(z) > 0 saglamyorsa T operatoriine pozitif denir ve T' > 0
ile gosterilir.

(ii) Her x € LT igin T'(z) > 0 saglaniyorsa T operatoriine kesin pozitif denir ve
T > 0 ile gosterilir.

(iii) 7" operatorii L nin sira smirh alt kiimelerini M nin sira sinirh alt kiimelerine
gotiiriiyorsa 1" operatoriine sira sinirlidir denir. L den M ye tiim sira siirh

operatorler uzaym Ly(L, M) ile gosterecegiz. Ly(L, M) C L(L, M) dir.

Lemma 2.1.13. [4, Lemma 1.26] L ve M sirali vektor uzaylari ve M
Argimedyan olsun. (yaniy € M, x € M ve ny < x hern =1,2,... i¢gin y < 0
saglansin.) Bu durumda T : LT — M™ toplanabilir operatorii igin agagidakiler

gerceklenir:
(i)T operatorii L den M ye bir pozitif operatore genigletilebilir.

(ii) T nin tiim L uzayma herhangi bir geniglemesi L™ — LT tizerinde tek tiirlii

belirlidir.



(iii)L* treten koni ise T operatori L den M ye bir pozitif operatore

genigletilebilir. Bu operator tek tiirlii olarak belirlidir.

Tanim 2.1.14. L Riesz uzayr olmak iizere, Dedekind Tam L,(L,IR) Riesz

uzayima L nin sira duali denir ve L~ ile gosterilir.
2.2. VEKTOR UZAYLARI

Tanim 2.2.1. 7, E vektor uzayi tizerinde bir topoloji olmak iizere,

ExXFE— FE;(x,y)—xz+y

Rx E — E; (A, x) — Ax

fonksiyonlar1 bu topolojide stirekli kaliyorsa 7 topolojisine lineer topoloji denir.
(E,T) uzayma da topolojik vektor uzayr denir. Her 7 lineer topolojisi £ vektor
uzayl Uzerinde sifirin bir komsulugu icin asagidaki kogullari saglayan bir N

tabanina sahiptir:

(i) Her V' € N dengeli kiimedir. Yani,

IA\| <1, her u € V ve her A € Rigin Au € V saglanir.

(ii) Her V' € N yutan kiimedir. Yani,

Heru € E igin 6yle bir § > 0 vardir ki Au € V' ve her |A\| < 0 saglanir.
(iii) Her V € Nigin, W + W C V olacak sekilde W € N mevcuttur.
Tanim 2.2.2. A C F alt kiimesi icin,

Her u,v € Ave 0 < A < 1igin Au+ (1 — A)v € A kosulu gergekleniyorsa, A

kumesine konveks kiume denir.

Bir vektor uzayinda tamimli bir lineer topoloji, sifirin bir komsulugunda tim
konveks kiimeleri igeren bir tabana sahip ise bu topolojiye yerel konveks topoloyi

denir.
p: E — IR fonksiyonu asagidakileri gergeklesin;

i) Her u € F i¢in p(u) > 0,



ii) Her w,v € F i¢in p(u + v) < p(u) + p(v),
iii) Her A € Rve u € F i¢in p(Au) = |A|p(u)

Bu takdirde p fonksiyonuna yar: norm denir. E vektor uzayi tizerinde taniml
yart norm i¢in {u € F : p(u) < €, (¢ > 0)} kiimesine p nun sifirdaki e- kapals

yuvary denir.

V C FE alt kiimesinin yerel konveks topolojide sifirin bir komsulugu olmasi i¢in
{u € E: pay,(u) <e,m=1...n} CV olacak sekilde € > 0 ve a; ... a, sonlu

sayida indis var olmalidir.

A indis kiimesi olmak tizere bu lineer topolojiye {pa}aca wart norm ailesi

tarafindan tretilen yerel konveks topoloji denir.

Tanim 2.2.3. (F, ) topolojik vektor uzayinda tiim 7- siirekli fonksiyonlar1 E*
ile gosterelim. Bu durumda, E* a (F, 7) topolojik vektor uzayinin topolojik duali

denir.

Bu durumda, E vektor uzay iizerinde tammh {p; : f € E*}, ps(u) = |f(u)],
u € E | yar1 norm ailesi tarafindan tiretilen yerel konveks topolojiye o(E, E*)
-zayif topolojisi denir. o(FE, E*) -zayif topolojisi E tizerindeki her f € E*

fonksiyonelinin siirekli oldugu en kii¢iik yerel konveks topolojidir.

Benzer sekilde, {p, : u € E}, p(f) = |f(u)], f € E* yarmorm ailesi tarafindan

tiretilen yerel konveks topolojiye o(E*, E) zayif* topolojisi denir.

Teorem 2.2.4.(James Teoremi)[4, Teorem 8.30.] Bir Banach uzaymin
bostan farkli zayif kapali ve sinirhi alt kiimesinin zayif kompakt olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul her lineer, siirekli fonksiyonelin bu kiime tizerinde maksimumunu

almasidir.

Teorem 2.2.5. [7, Teorem 2.14] X normlu uzay olmak tizere {z}} € X* ag
zayif* yakinsak ise ||w* — lim,{«} }|| < liminf, |[{z}}| saglanr.

Teorem 2.2.6. [7, Teorem 2.15] X normlu uzay, [.||, normu X* iizerinde
X* 1 orijinal normuna egdeger olsun ve {z*} € X* zayif* yakinsak agi i¢in
|w* — lim,{zf}||. < liminf, |[{z}}|. saglansin. Bu durumda X {izerinde X in
orijinal normuna eg deger olacak gekilde ||.||, normu vardir, dyle ki ||.||q, (X, [|.][s)*

uzerinde dual normdur.



Tanim 2.2.7. X ve X* vektor uzaylar1 olmak tizere, X x X* den IRigine
(x,2*) — (x,z*) bilineer fonksiyonu

i) (z,2") =0Ver e X* =2 =0

ii) (z,2") =0Ver e X = a2*=0

kogullarimi saglarsa, (X, X*) ikilisine dual ikili denir.

7 yerel konveks topolojisi (X, 7)* = X* kogulunu saghyorsa, (X, X*) dual ikilisi

ile uyumludur denir.

Teorem 2.2.8. (Ayirma Teoremi) [1, Teorem 2.3.3.] (X, X*) dual ikili,
A ve B bostan farkli, ayrik konveks kiimeler olsun. X iizerinde uyumlu, yerel
konveks topolojide A veya B kiimelerinden birinin i¢i bog degil ise her a € A ve

her b € B igin

(a,x*) = (b,x")

olacak sekilde z* € X* mevcuttur.

Tanim 2.2.9 A C X, X vektor uzaymnin alt kiimesi olmak iizere,

A’ ={z* € X*: (x,2%) = —1,herx € A}

kiimesine A kiimesinin X deki kutbu denir. Benzer sekilde, A C X* i¢in A nin

X* daki kutbu;
A’ ={z € X : (x,2*) = —1,herz* € A}

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.2.10 E Riesz uzay1 ve E' | E~ sira dualinin ideali olsun ve E nin

noktalarini ayirsin. Yani,
Her x # 0 i¢in T'(x) # 0 olacak gekilde bir 7" € E~ mevcut olsun.
Eger,
(x,2') = 2'(x); herx € E, herx’ € E'
gercekleniyorsa (E, E') dual ikilisine Riesz Dual Ikilisi denir. Ornegin, (I,,1,)
ikilisi 1 < p,q < 00 ve J + ¢ = 1 icin Riesz Dual ikilisidir.
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E, E~ sira dualinin Riesz Alt uzay: ise (F, E') dual ikilisine orgi dual ikilisi

denir.

2.3 DEGISIM EKONOMISI

Bu kisimda rekabete dayali degisim ekonomileri i¢in bir takim on bilgiler

verilmektedir.  Buradaki o6rneklerde gegen carpim, p.x = > zp.pr, p =
k=1

(p1,p2y--.),x = (21,2, ...), seklindedir.

Tanim 2.3.1. X kimesi iizerinde > bagintis: asagidaki ozellikleri saglayan bir

ikili bagintidir.

i) Her z € X igin = > x,

ii) Her z,y,z € X icinx =y vey = zise x = 2z
iii) Her z,y € Piginyaz = yyaday = x

Tanim 2.3.2. (X, X*) dual ikilisi i¢gin X iiriin uzaymi; X* ise fiyat uzayim
temsil etsin. m tane miigteri i¢in degisim ekonomisi;
E = (X, X", (X1, =1,w1)y -+, (Ximy =m,wm)) seklinde tanimlanir. Burada her

7" miigterisi icin X; C X onun tiiketim kiimesi, >; tercih bagintis1 ve w; € X;

baglangi¢ miktari, yani hali hazirda sahip olduklar1 mal miktarlaridir.

m

Toplam mal miktarimi w ile gosterirsek w = > w; esitligi gegerlidir. Degigim
i=1

ekonomisinde hisse; (z1,...,z,,) vektoridiir. Her 7 miisterisi i¢in z; € X; ve

w = Y x; saglanir.
i=1
Degisim ekonomisinin c¢esitlerini agagidaki gibi siralayabiliriz:
(i) (L, L) Riesz dual ikilisi ve her tiiketicinin tiiketim kiimesi L™ pozitif konisi
ise bu ekonomiye Riesz Ekonomisi denir.
(lo, 15) ikilisi Riesz dual ikilisidir. Tiiketim konisini /5 alirsak bu ikili bir Riesz
Ekonomisi belirler.
(ii) (L, L) orgii dual ikilisi ve her tiiketicinin tiiketim kiimesi L™ pozitif konisi

ise bu ekonomiye Orgi Fkonomisi denir.
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(iii) (L, X™) ikilisinde sadece iiriin uzay1 Riesz uzay1 ve her tiiketicinin tiiketim

kiimesi L™ pozitif konisi ise bu ekonomiye Riesz Uriin Ekonomisi denir

(iv) (X, L) ikilisinde sadece fiyat uzayr Riesz uzay: ve her tiketicinin titketim

kiimesi L™ pozitif konisi ise bu ekonomiye Riesz Fiyat Ekonomisi denir.

Tamim 2.3.3. Degisim ekonomisinde IR} tiiketim kiimesi olmak tizere p € IR"

fiyat1 i¢in tanimh biitge kiimesi
B,(p) = {r € R} : px < pw}

seklinde verilir. p.w pozitif sayisina refah sevitesi denir ve w ile gosterilir. Fiyat
vektoriiniin bilegenleri negatif degildir. p fiyat vektoriine karsilik gelen biitge

kiimesinin siirli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul p > 0 olmasidir.

Gergekten, p fiyat vektortintin belirledigi biitge kiimesinin smirli oldugunu
kabul edelim, bu durumda bu vektoriin tiim bilesenlerinin pozitif oldugunu
gostermemiz gerekir. Bazi i indisleri i¢in p; = 0 olsun. bu durumda n.e; €
B,(p)(i = 1...m) dir. Ciinki p.e; = 0 bu durumda biit¢e kiimesi smirsizdir
sonucu ¢ikar. Tersine, p > 0 olsun. Bu durumda w € IRR" alahm. r =

min{py ...pm} olsun. = € B,(p) ise

p.x _ p.w
Oép@--xi<Zxk-pk=p-x<pw:>0<x@-< o <T<oo
k=1 ¢

m

Dolayisiyla biitce kiimesi sinirhdir.
Biitge kiimesi kapali oldugundan p > 0 olmasi kiimenin kompaktligini saglar.
2.4 KONILER ICIN TABANLAR

Tanim 2.4.1. [8] X normlu uzay, X* bu uzaym norm duali olsun. X in bostan

farkli bir konveks P alt kiimesi icin:
iy)P+PCP

ii) Her A > 0 igin AP C P

iii) PN (—P) =0

kosullar1 saglansin. Bu durumda P alt kiimesine X in bir konisi denir.
X = P — P ise P konisine X i iireten koni denir. P° = {f € X*: f(z) > 0;z €
P} C X* konisine de P nin X* daki dual konisi diycegiz.
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X, P konisi tarafindan siralansin. Yani x < y < y — x € P gergeklensin. Bu
durumda = < y i¢in [z,y] = {# € X : 2 < z < y} kiimesine sira-aralik denir.

o
r € Pigin J n[—z,2] = X ise z, X i¢in bir sira-birimdir.
n=1

Tamm 2.4.2. [8] X* | P° tarafindan siralansin. Bu durumda her z € P igin
f(z) = 0 saglanirsa f fonksiyoneline P tizerinde pozitiftir denir. Her z € P ve
x # 0 i¢in f(z) > 0 saglanirsa f fonksiyoneline P iizerinde kesin porzitiftir (ya

da kesin monoton) denir.

Her z € P i¢in f(x) > a || « || olacak gekilde o« > 0 sabiti varsa, f lineer

fonksiyoneline P iizerinde diizgiin monoton denir.

Tanim 2.4.3. [8] B, P konisinin konveks alt kiimesi olsun. Her x € P ve x # 0
icin ﬁ € B olacak gekilde f(z) > 0 tek tiirli belirli reel sayis1 mevcut ise
B kiimesine P konisinin bir tabani denir. Buradaki f fonksiyoneli P iizerinde

toplanabilir ve pozitif homojendir. Yani her x,y € P ve her A\, u > 0 igin,

FOx +py) = Af (@) + pf (y)

dir.

Gergekten; Her € P;x # 0 igin f(z) > 0 reel sayis1 vardir 6yle ki ﬁ € B
ve benzer gekilde her y € P;y # 0 icin f(y) > 0 reel sayisi vardir, oyle

ki % € B asaglani. z = x+y dersek, z € P;z # 0 igin ﬁ € B
gergeklenir. 0 < f(x];f}(y) < 1 oldugundan, B nin konveksligini kullanirsak

flx) _x _ f=) Yy Tty :
forw 7@ T U Feerw) f € B ve dolayisiyla gt € B dir. f tek

f
tirli belirli oldugundan f(x) + f(y) = f(x + y) oldugu gortliir.
Benzer gekilde A > 0 i¢in f(Ax) = Af(z) oldugu goriilebilir. Ayrica f(x)— f(y) =
f(x — y) formiili ile f; P — P {lizerine genisletilebilir. Gergekten; u,v,u',v" € P
icin u — v = u’ — v’ olsun. Bu durumda,
utv =v+u
= fu) + f(v) = f(v) + f(u)
= f(u) = f(v) = f(u) = f(V')
= u—v =1 —v oldugundan f(u) — f(v) = f(v') — f(v') = f(u — v) saglanr.

13



Teorem 2.4.4.[8] Bir koninin tabana sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bu

koni tizerinde kesin pozitif bir lineer fonksiyonelin tanimlanabilmesidir.

Dahasi, f : X — IRlineer fonksiyoneli, P C X konisi tizerinde kesin pozitif olmak

tizere, « > 0 igin B = {z € P: f(x) = a} kiimesi P konisi i¢in bir tabandur.

ispat: B konveks kiimesinin, P konisi i¢in bir taban oldugunu kabul edelim ve
f: P —[0,00) fonksiyonu tanimlayalim. f(0) =0 ve > 0 i¢in f(z) fonksiyonu
P iizerinde kesin pozitiftir. f nin toplanabilir oldugunu gostermistik. Dolayisiyla
f fonksiyoneli X iizerine genisletilebilir. Tersine, f (%) = « oldugundan
% € B Vx € P;x # 0. Tabanmin tanimi geregi f tek tiirli belirli olmali. f
tek tiirlii belirli olmasin. Bu durumda Her = € P,x # 0 igin f,g > 0 pozitif

fonksiyonelleri vardir, éyle ki ﬁ, ﬁ € B saglanir. ﬁf{x) = ﬁ.g(m) =z,
77 = b1 50y = b2 dersek, her x € P\{0} igin

fla) = B2 f(0) = fOE9™) = f(222) = 2.f(b2) = g(x) buradan her

xz € P\{0} i¢in f(z) = g(z) sonucu gikar ve dolayisiyla f tek tiirli belirlidir.
B ={z € P: f(z) = a} kiimesi P konisi igin bir tabandur.

Sonug 2.4.5.[8] B = {z € P : f(x) = 1} kiimesi, P konisi i¢in bir tabandir.
B ye f fonksiyoneli tarafindan tanimlanan taban denir. Eger f siirekli ise bu

durumda
(i)0¢ B
(ii) P konisi kapali ise B de kapalidir.
Yukaridaki iki 6zellik Jameson™un ” Ordered Linear Spaces” kitabindan alinmigtir.

Cesitli uzaylardaki koniler igin pozitif lineer fonksiyonelleri agagidaki gibi

verebiliriz:

[e.o]

(i) loo i¢in f(z) = > 32
n=1

(ii) {4 i¢in f(z) = > x,
n=1
Her koninin bir tabana sahip olmasi gerekmez. Bunu asagidaki ornekle

gosterebiliriz.
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Ornek 2.4.6. Tim reel degerli dizi uzay1 s iizerinde kesin pozitif bir lineer
fonksiyonel tanimlanamaz ve dolayisiyla s nin herhangi bir konisinin tabani

mevcut degildir.

Coziim: f : s — IR fonksiyonelinin kesin pozitif oldugunu kabul edersek,

flen) =a, ve a = {%} aldigimizda; (a%, a%, 0%37 ) < (0%17 0%7 0%7 )

= f(5e-(1,0,0,.) + 555-(0,1,0,...) + ...) < f(a)

=n < f(a), Vn € IN; s lizerinde kesin pozitif lineer fonksiyonel tanimlanamaz,

dolayisiyla s nin herhangi bir konisinin tabani mevcut olamaz.

B C P, P konisinin bir tabam olsun. Eger 0 ¢ B ve B smirh ise P
ye iyi-tabanlidir denir. P iyi-tabanl ise f tarafindan tamimlanmig taban da

siirhdir.
Teorem 2.4.7. [6, Onerme 3.8.13.] X normlu uzay ve P C X koni olsun.

Her z,y € P icin ||z + y|| > ||z]| + a|ly|| kogulunu saglayan bir a > 0 sabiti
bulunabiliyorsa P konisi iyi-tabanlidir.
Bir koninin hem smirli hem de smirsiz tabana sahip olabilecegini asagidaki

ornekte gorebiliriz.

Ornek 2.4.8.[8] I} = {x €l : z; > 0} C [ konisini ele alirsak. Bu koni hem

sinirli hem de sinirsiz tabana sahiptir.

Coézim: y € [, y; > 0 Vi alahm. Bu durumda; f(x) = > y;z; fonksiyonelinin
i=1

I{ pozitif konisi igin belirttigi taban B = {x € I : f(x) = 1} dir. {y;,} C v

alt dizisini incelersek. {y;, } — 0, (k — o00) ise B smrsizdir. Ciinkd, her k i¢in

ﬂ%:;%Z:Lxeaigﬁziﬁmwﬁm

Her i i¢in, v; > a > 01 = f(z) = Y. yix; = allz|| ,Vz € B oldugundan B
i=1

sinarhidir.
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Ornek 2.4.9.[8] i ={z €1, : & > 0} C [, konisini ele alirsak. Bu
koni smirsiz bir tabana sahiptir. Ciinki, f lineer fonksiyonelinin tanimladig:

B={zel;: f(z) =1} tabamm goz oniine alirsak, ¥n icin o= € B saglanr.

Onerme 2.4.10.[8] B, P konisinin f fonksiyoneli tarafindan tammlanan tabamn
olsun. B nin sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosul f fonksiyonelinin diizgiin

monoton olmasidir.

Ispat: Her z € B icin ||z|| < M ;M > 0 olsun. Vo € P\{0} I+l < M,
dolayisiyla [|z]] < M f(z), Vx € P ; kosulu saglanir. f, diizgiin monotondur.
Tersine, f(z) > allz|, Vo € P ve a > 0 olsun. Bu durumda, her z € B igin,

1 = f(z) > of|z|| = B smirhdir.

Onerme 2.4.11.[8] X normlu uzay ve P C X kapali konisi sonlu boyutlu olsun.

Bu durumda P nin her tabani sinirhdar.

Ispat: B, P konisinin f fonksiyoneli tarafindan tanimlanan bir tabani olsun.
T, € Bigin ||z,| — oo olsaydi, f(7227) — 0 olurdu. P sonlu boyutlu oldugundan
birim yuvar1 kompakttir, dolaywsiyla y,, C {”2—:”} alt dizisi vardir, oyle ki
Yn, — Yo € P ve |lyo]] =1 = f(yo) = 0. Fakat f kesin pozitif oldugundan

bu bir geligkidir.
2.5 KONILER ICIN DIKOTOMI SONUCU

Iki zit uctan birini secme durumuna dikotomi denir. Ornegin sicak kavramim
bilmezseniz soguk kavramini bilemezsiniz. Gece kavrami yoksa kafanizda giindiiz
kavrami da olmaz. Koniler i¢in dikotomi ise tabaninin sinirli olup olmamasi ile
ilgilidir. Daha once verdigimiz 6rnekte bir koninin hem sinirli hem de sinirsiz
tabana sahip olma durumu oldugunu gordiik. Peki ne zaman sadece sinirh veya

siirsiz tabana sahip olur? Bu sorunun cevabi Teorem 2.5.2. de verilmektedir.

Tanim 2.5.1. [8] E ve F, lineer uzaylar olmak iizere; (.,.) : E x F' — IR iizerine
bilineer tasviri ile verilen, E ve F uzaylarinin noktalara ayiran (E, F') ¢iftine
Dual Ikili denir. (z,y) = y(x) seklinde gosterilir. P C E alt kiimesi bir koni
olsun. Bu durumda P nin F deki dual konisini P* = {y € F': y(x) > 0, herz €
P} konisi ile gosterecegiz. y € F, P lzerinde kesin pozitif lineer fonksiyonel

olmak tizere; B = {z € P : y(x) = 1} kiimesi P konisi igin bir tabandur.
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Teorem 2.5.2.[8] (X,Y) dual ikili olsun. Eger X normlu uzay ve P, X in
o(X,Y) -kapali koni olsun. P nin bir f € Y vektorii tarafindan tamimlanan taban

siirl ise bu koninin tiim tabanlar1 simirli; sinirsiz ise tiim tabanlar: sinirsizdir.

ispat: P, X in ¢(X,Y) -kapali konisi olsun. f ve g sirasiyla B smirh tabanim
ve K smirsiz tabanini tanimlasin. B siirl oldugundan f diizgiin monotondur.
Yani her x € P i¢in f(x) > al|z|| olacak gekilde bir a > 0 sabiti vardir. P,
o(X,Y) -kapali koni oldugundan B sinirh taban1 o(X,Y") -kapahidir. Dolaysiyla
o(X,Y) -kompakttir. B konveks oldugundan zayif kapamsi ile kapamsi gakisir.
Dolayisiyla B kompakttir ve g, B iizerinde minimum degerini alir. Ciinkd,
g : B — IR fonksiyoneli sinirhdir dolayisiyla stireklidir. Bu durumda her z € B
icin z,y € B vardir, dyle ki g(z) < 2z < g(y) saglanir. g(x) = m > 0, g
nin r € B noktasinda aldigu minimum deger olsun. B taban oldugundan,
Vo € P\{0}, 775 € B = g(55) =2 m = g(x) > mf(z) 2 ma|z| = g dizgin
monotondur sonucu c¢ikar. Fakat K simirsiz oldugundan ¢ diizgiin monoton

olamaz.

Sonug¢ 2.5.3.[8] X*, X normlu uzaymimn duali olmak iizere, P C X* konisi
o(X*, X)-kapali olsun. Bu durumda = € X vektorii tarafindan tanmimlanan taban

simirl ise bu koninin tiim tabanlar: simirli; siirsiz ise tiim tabanlar: sinirsizdir.

Sonug 2.5.4.[8] X Refleksif Banach uzay1 ve P C X kapal koni olsun. Bu
durumda P nin z* € X* tarafindan tanimlanan tabani sinirl ise bu koninin tim

tabanlar1 sinirli; sinirsiz ise tiim tabanlar: sinirsizdir.

Ornek 2.5.5.[8] Her normlu X uzay1; stirekli bir lineer fonksiyonel tarafindan
tanimlanan smirli bir tabana sahip olan, sonsuz boyutlu bir kapali koniye
sahiptir. Gergekten, her zop € X, o # 0 igin P = {Az: A > 0, ||l — zo|| < @}
kiimesi, X in bir kapali konisidir. B = {x € X : ||z — z¢|| < @} kiimesi ile
sifir1 ayiran f € X* lineer fonksiyoneli sinirh bir taban belirler. Ciinkii, 0 ¢ B

ve B siirh oldugundan f sinirli taban belirler.
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2.6 REFLEKSIFLIGIN BIR KARAKTERIZASYONU
Teorem 2.6.1. [9, Teorem 5.41] [, refleksif ise 1 < p < oo dur.

Teorem 2.6.2. [9, Teorem 5.43.] Bir Banach uzaymin refleksif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul dualinin refleksif olmasidir.

Tanim 2.6.3. X normlu uzay olmak tizere, z,y € X; ||z|| = ||y|| =1 ve x # y

icin ||z + y|| < 2 saglaniyorsa X uzayima kesin konvekstir denir.

Teorem 2.6.4. [7, 5.11.] X normlu uzaymin kesin konveks olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul z1, 29 € X ve ||x1 + z3]| = ||z1]| + ||x2|| ise bu vektorlerden birinin

digerinin negatif olmayan bir kat1 olmasidir.

Tanim 2.6.5. X normlu uzay olmak iizere, Vo € X J\f € X* > f(z) = ||z,

| Il = 1 kosulu saglaniyorsa X uzayma dizgtindir denir.
Onerme 2.6.6. [7, Onerme 5.4.5.] X* kesin konveks ise X diizgiindiir.

ispat: Eger X diizgiin degil ise bu durumda ||z|| = 1,z € X olacak gekilde
bir eleman bulabiliriz. Oyle ki f # g € X* icin f(z) = g(x) saglanabilir. Bu
durumda ||f + ¢g|| < 2 ve (f 4+ g)(z) = 2 kosullan saglanacagindan ||f + g|| = 2

sonucu ¢ikar ki bu kesin konvekslikle celisir.

Teorem 2.6.7. [7] X normlu uzay olmak iizere, X refleksif ve diizgiin ise X*

kesin konvekstir.

ispat: X refleksif ve diizgiin olsun. ||z*|| = ||ly*|| = ||| = 1 olacak sekilde
z*,y* € X* alahm. Bu durumda J2* € X*™ | 2™ (2" + y*) = ||2* + ¢*|| = 2,
[l =1 (i)

X refleksif oldugundan = € X igin ™ (2*) = 2*(z) , Vz* € X*; ||[2*| = ||| = 1
gecerlidir. w = z*(x),v = y*(z) alahm. Bu durumda (i) den u + v =

(x* 4+ y*)(z) = 2**(x* + y*) = 2 olur.

Fakat [ul < [lo*|[[|z]l = 1, [v] < ly*[lllz]] = 1 ve Ju+v]* + Ju — v* = 2Jul* + 2[v|?
oldugundan, 4 + jJu —v|*> < 24+ 2 = u = v = %ﬂ = 1. Dolaysiyla
o*(z) = 1 = |lzf| = y*(z), [l2"|| = [ly*]| = 1 saglamr. X diizgiin ve = # 0

*

oldugundan z* = y*. O halde \%

< 1 olmalidir. Buradan X* kesin

konvekstir sonucu ¢ikar.
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Ornek 2.6.8. [7, Ornek 5.4.13.] Diizgiin bir Banach uzaymin refleksif olmasi

gerekmez.

Cozim: T : Iy — ¢y, T({a,}) = {a,} tammlansin. Bu durumda T bire bir,
sirh lineer operatordiir. Normu 1 dir ve T'(l3) coo vektor uzayim igerdiginden
¢p da yogundur. Dolayisiyla 7" nin eslenigi olan 7™ : ¢ — [3 i¢ine operatorii bire
bir ve zayif* siirekli simurhdir ve ||[7*|| = 1 dir. ||z*||l. = [Jz*| + ||T*z*]], Vz* € ¢

olsun. Bu durumda ||z*|| < [|2*||s < 2||z*|| oldugundan ||.||, normu ¢}, {izerindeki

orijinal norma eg degerdir demektir.

i, xy € ¢ igin ||z + 25|l = ||2f]la + ||25]la olsun. Bu durumda [Tz} +
Txi|| = || Tz3|| + || T3] gerceklenir. I3 nin kesin konveksliginden Tz} ve Tx}
vektorlerinden biri digerinin negatif olmayan bir katidir. 7™ bire bir oldugundan
Teorem 2.6.4 den z7} ve x5 vektorlerinden biri digerinin negatif olmayan katidir.

Dolayisiyla ||.||, normu kesin konveks normdur.

I3 ve ¢ orijinal normlarimin zayif* alt yar siirekli olmasindan ve 7™ m zayif*
dan zayif* a siirekliliginden {z}} € ¢ yakinsak agi i¢in |Jw* — lim, 2} |, <
liminf, ||2}]|, saglanir. Bu durumda teorem Teorem 2.2.6. dan ¢ iizerindeki
orijinal norma eg deger bir ||.||, normu vardir. Oyle ki ||.||, normu (cg, ||.||s)* uzay:
tizerinde dual normdur. |.||, normu kesin konveks norm oldugundan (co, ||.||s)

Banach uzay1 diizgiindiir fakat ¢y uzayina izomorf oldugundan refleksif degildir.
Teorem 2.6.9.[8] P, X normlu uzayinm kapal konisi olsun. Eger,

(i) her g € X* fonksiyoneli, X* in bir eleman: tarafindan tanimlanan P konisinin

tizerinde maksimumunu alirsa,

Ya da

(ii) P° — PY = X* ve P iizerinde tammh herhangi bir ¢ € X* pozitif lineer
fonksiyoneli X* nin herhangi bir elemani ile tanimli P nin herhangi tabaninda
maksimumunu alirsa, X* bir eleman1 tarafindan tanimlanan P konisinin her

hangi bir tabani sinirhdir.

Ispat: B kiimesi P konisinin f € X* fonksiyoneli tarafindan tanimlanan tabam

olsun. Bu durum da (i) durumunun gerceklendigini gosterelim.

Her g € X* igin 2’ € B vektoriinde g fonksiyoneli maksimumunu alir. Benzer
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sekilde her —g fonksiyoneli de x” € B gibi bir vektérde maksimumunu alr.
Dolayisiyla her z € B i¢in g(z") < g(x) < g(a')
= Her z € P\{0} icin, g(z") < g(55) < 9(2')
S f(@)e(e") < 9(x) < g(=") f(2)

S 9" f <9< g@)f

= f € X* sira-birimidir. Yani, Ej n[—f, f] = X* dir. [—f, f] arahg kapal,
konveks ve yutandir. 0, [—f, f] i(;?rjlbir i¢ noktadir. Dolayisiyla f fonksiyoneli,
f+[=f, f] =10,2f] igin bir i¢ noktadir. f sira birimi oldugundan, P° igin bir ig
noktadir.

Simdi B nin smurh oldugunu gosterelim. V, f +V C P° olacak sekilde X*
icin 0 merkezli kapali yuvar1 temsil etsin. Her x € B ve her h € V igin
(f +h)(x) = 0 ve f B tabanmm tamumladigindan her = € B i¢in f(x) = 1 ve
dolayisiyla h(x) > —1.Sonug olarak, B, Vnin X teki kutbu tarafindan kapsanir.

Smurhdar.

i1) durumu icin incelersek € X* pozitif fonksiyoneli ' € B elemanim da
G y g b Yy

makismumunu alir. Her € B i¢in, 0 < g(z) < g(2) dir.

= 0< g(7%) < g(a’) Yo € P\{0}

—~
8
N

=>0<g<yg@)f

P? {ireten koni oldugundan, f, X* 1 sira birimidir. Geri kalan kisim yukaridaki

ispata benzer gekilde yapilir.

Teorem 2.6.10.[8] Bir X Banach Uzaymn refleksif olmamas: igin gerek ve

yeter kosul, [; in pozitif konisinin X i¢ine gémiilebilir olmasidir.

Not: P ve @) sirasiile X ve E normlu uzaylarinin konileri olsun. P den () iizerine
toplanabilir, pozitif homojen, bire-bir, siirekli ve tersi siirekli olan bir tasfir
tanimlanabilirse; P konisi £ normlu uzay igine gomiilebilir denir. 7" bu kogulu
saglasmn. A = sup{|Tz| : = € P, o]l < 1}, B = sup{|Ty]| : 2 € Q, |yll < 1}
olmak tizere T ve T~ siirekli oldugundan her z € P icin ||| < ||Tz| < Allz|,
bagintist saglanir. T operatorini T(x — y) = T(x) — T(y), Vx,y € P alarak

P — P den ) — @ tizerine bire-bir operatore genisletebliriz. Buradaki T" operatori
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P — P iizerinde iyi tanimhdir. Gercekten, v —y = 2’ — ¢/ icin x + 2/ = y + ¢/
= T(z+2") =T(y+v'); T nin toplanabilirliginden T'(z — y) = T'(z") — T'(v/)

Asgagidaki tanim [8, Tanim 10] da verilmektedir.

Tanim 2.6.11. X normlu uzaymin herhangi bir kapali konisi i¢in asagidaki
kogullardan herhangi biri saglaniyorsa X normlu uzayi, (*) ozelligine sahiptir

denir.
(i) P konisi, X* mn elemani tarafindan tanimli sinirhi tabana sahip degil; ya da

(ii) X in P iizerinde kesin pozitif ve P ye kisitlanigi, P nin indirgenmisg
topolojisinde stirekli olan her fonksiyoneli, X* in bir elemani ile tanimli P nin

herhangi bir tabani {izerinde maksimumunu alir.

Teorem 2.6.12.[8] X Banach uzay1 olmak iizere, X in refleksif olmasi igin

gerek ve yeter kogul, X in, (*) 6zelligine sahip olmasidir.

ispat: X refleksif olsun. P, X in kapali konisi olsun. P, X* in bir eleman
tarafindan tanimlanan sinirli bir tabana sahipse P nin her tabani, dikotomi
sonucundan dolayr simnirhidir. Dolayisiyla P nin her tabam zayif kompakttir.
James Teoreminden [Teorem 2.2.4.], herhangi bir kesin pozitif, lineer, P ye
kisitlanigi siirekli lineer fonksiyonel; X* in bir elemani tarafindan taniml her

tabaninda maksimumunu alir. Buradan X*, (*) ozelligine sahiptir.
Tersine,

X , (*) ozelligine sahip fakat refleksif olmasin. Bu durumda I; in pozitif
konisinden X in P kapali konisi iizerine bir T" izomorfisi tanimlayabiliriz.
Trx =Tzt =Tz, x € ly, Vr € ly igin T nin [y tizerindeki geniglemesi olsun ve

bu tasfiri de T ile gosterelim. Bu durumda T stireklidir. Ciinkii

1T (@) = T (") = T < (TEOIN+ 1T E) < Al + 7)) = All2|

esitsizligi her x € [; i¢in saglanir.

I, kapali ve siirh bir C' tabanima sahiptir.

= T(C), P igin kapal ve sinirli bir tabandir.

= T(C) ve {0} 1 aywran bir ¢ € X* bulunabilir.

= ¢, P tizerinde kesin pozitiftir ve P konisi i¢in bir K tabani tanimlar.
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T(C) smirh oldugundan ¢ nin tamimladig taban da siirhdir.

T* : X* — I T nin eslenigi olsun. Her h € X* ve her n € [ i¢in T*(h)(n),

stireklidir.

T*(g) = &€ = (&) olsun. Bu durumda T'(€) = g oldugundan, &, 1] iizerinde kesin
pozitiftir.

D, If konisinin ¢ tarafindan tammlanan tabam olsun. Bu durumda T'(D) = K

gercgeklenir. K simirh oldugundan D simirh olacaktir.

O halde 6rnek 2.4.8. de oldugu gibi her 7 i¢in §; > o > 0 gerceklenmelidir. Ciinkii

(&) 0 a yakimsayan bir alt diziye sahip olsaydi &, sinirsiz taban tamimlardi.

re€ler= 52#1 Vi alalim. Bu durumda

o0

r(z) = > rx;, v € [l fonksiyoneli D tizerinde maksimuma sahip olamaz.
n=1

Gergekten,

Hern € Diginr(n) = > fmzﬁ < Y& = €&(n) = 1 oldugundan 1 st siirdir
n=1 n=1

ve maksimumdur. Ciinkii, e; standart taban olmak ftizere her i icin, Z— e D,

r(Z—) = erLl — 1 dir. Dolayisiyla r maksimumunu alamaz.

®:P—-P— IR &T(n) =r(n),n el ile tammlanmig olsun. r kesin pozitif

oldugundan ¢ P tizerinde kesin pozitiftir. ¢, X uzayina genigletilebilir.
T : 1} — P fizerine izomorfi oldugundan ® nin P ye kisitlamis siireklidir.

Simdi ® nin K iizerinde T(t) noktasinda maksimumunu aldigim varsayalim. Bu
durumda ¢ € D olur ve buradan r nin D tizerinde ¢ noktasinda maksimumunu
alir sonucu ¢ikar ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla @ maksimumunu alamaz yani

X (*) ozelligine sahip degildir ki bu bizim kabuliimiizle geligir.
2.7 TALEP FONKSIYONLARI

Tanim 2.7.1. Rekabete dayali degigim ekonomiisinde X iiriin uzayi ve X* fiyat
uzay1 olmak tizere, iriin-fiyat dualitesini (X, X*) olarak alacagiz. Burada X
normlu uzay, X* da topolojik duali simgelemektedir. X in P konisi ile tiikketim
kiimesini gosterecegiz. P iizerinde kesin pozitif, siirekli lineer fonksiyonele ise

fiyat vektori diyecegiz. w > 0 refah seviyesi olmak iizere;
Bu(f) ={z € P: f(x) < w} kilmesine f ve w ya karsilik gelen bitge kiimesi
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denir. L = {x € P : f(zr) = w} kiimesine de B,(f) in biit¢e simiry denir. P
konisinin biitge kiimesi ile f siirekli fonksiyonelinin tanimladig1 tabani arasinda
birebir egleme vardir.

Gergekten, L = {z € P : f(z) = w} kiimesinin P igin, g = % tarafindan
tanimlanan bir taban oldugu agiktir. Tersine, K = {z € P : f(z) = 1} kiimesi P
konisinin bir tabamidir. K C By(f) dir ve bu kiime By (f) kiimesine kargilik gelir.

Dolayisiyla her biitge kiimesi bir lineer, stirekli fonksiyonel tarafindan tanimlanan

P konisi i¢in bir taban belirler.

Sonug olarak; P konisi icin bir taban varsa biitce kiimesi; biitce kiimesi varsa
bir taban tamimlayabiliriz. Dolayisiyla siirekli, lineer fonksiyonel tarafindan

tanimlanan tabanlar ile biitge kiimelerini 6zdeslestirebiliriz.

Sonug 2.7.2. E, F lineer topolojik vektor uzaylari; P°, P nin dual konisi olmak
lizere (E, F) iiriin-fiyat dualitesini alahm. P C E ve P° C F, kapal konileri de
tiiketim kiimesi olsun. Bu durumda f € P°, ki P iizerinde kesin pozitif lineer

bir fonksiyoneldir, fiyat vektorudir .

Tanim 2.7.3. E ve F sirasi ile P ve P° konileri ile siralansin ve P iizerinde

refleksif, transitif ve tam > tercih bagintisi tanimlansin. Yani, z,y, 2 € P igin
)x=z

)zr-yvey=zisex =z

iii) Ve,y € Picinyax =y yaday > x

saglansin. Her x € P igin,

{y € P:y = x} kilmesi P nin indirgedigi topolojide kapali ise = tercih bagintis

ust yary sureklidir denir.

Benzer sekilde, {y € P : x = y} kiimesi P nin indirgedigi topolojide kapali ise =
tercih bagintisy alt yary sureklidir denir. Tercih bagintisi > hem st yar1 siirekli

hem de alt yar1 stirekli ise siireklidir.

Vz,y € Py—x € P icin z > y saglanirsa > kesin monotondur denir.
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Tamim 2.7.4. w > 0 ve P iizerinde kesin pozitif f € PY lineer fonksiyonelini

alalim.
X, (f) ={x € Bu(f) : x =y, hery € B,(f)} kilmesine Talep Kiimesi denir.

Eger bu kiime bog degilse f — x,(f) eslemesine > nin talep eslemesi denir.

Yani;

Talep eglemesinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kogul x,,(f) # 0 olmasidir.

Burada x,,, kiime degerli bir fonksiyondur.
Talep kiimesi tek elemanl ise bu eslemeye talep fonksiyonu denir.

Araujo, uzaym refleksifligi ile talep fonksiyonlar1 arasindaki iliskiye [5] de

deginmistir. Bu makalede deginilen konular1 ozetlersek;

1) Eger B iiriin uzay1 lizerinde mevcut olan talep fonksiyonu C' in elemam
ise B ye bir i¢ carpim yapisi verilebilir. Ornegin, B = L, (1 <p< oo)ve
B {iriin uzay1 iizerinde mevcut olan talep fonksiyonu C! in eleman ise p = 2
dir. Bagka bir degisle iiriin uzayi, i¢ carpim tarafindan dogrulan es deger bir
norm ile verilemiyorsa (yani tiriin uzayi, 6rnegin L, igin p # 2 ise)bu {iriin uzay1
tizerinde, tiikketim kiimesinin i¢inde maksimumunu alan kesin yari-konkav ve
duali lizerinde siirekli tiirevlenebilen talep fonksiyonunun ortaya cikardig fayda

fonksiyonu bulunamaz.

2) Talep fonksiyonu daima fiyatlarin ve uygun gelirlerin olugturdugu yogun kiime

icin tanimhidir.

3) Eger tiim p fiyat vektorleri igin tamimh talep fonksiyonu mevcut ise {iriin uzay1

refleksiftir. Ornegin iiriin uzay: L, ve talep fonksiyonu mevcut ise 1 < p < o0

dir.
Simdei talep eglemelerinin var oldugu durumlar i¢in bir 6n teorem verelim.

Teorem 2.7.5.[1, Teorem 1.2.2] Kompakt bir topolojik uzay iizerinde tanimh
iist-yar1 siirekli > tercih bagintisinin tiim maksimal elemanlarinin kiimesi bogtan

farkli ve kompakttir.

ispat: X, kompakt topolojik uzay ve =, iist-yar1 stirekli olsun.Bu durumda,

Ve e X, C, ={y € X : y = z} kiimesi kapaldir. Dolayisiyla C, kompakttir.
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X1, T, ... xy, € X alahm. > bagintisi tam siralama oldugundan x1 > x5 ... > x,

kabul edebiliriz. Bu durumda

N Cr, =Cyy #0 = {C, : x € X}, sonlu kesigim 6zelligine sahiptir. X kompakt
i=1
oldugundan tiim maksimal elemanlar kiimesi [ C, # 0

zeX

Bu teorem bize kompakt biitge kiimeleri tlizerinde iist yari siirekli > tercih
bagintisinin talep eslemesine sahip oldugunu gosterir. Dolayisiyla sonlu boyutlu
irtiin uzaylar1 tizerinde talep fonksiyonunun varligina dair asagidaki sonucu

verebiliriz.

Sonug 2.7.6. Tiketim kiimesi P kapali konisi ile verilen rekabete dayali degisim
ekonomisinde (X, X*) tiriin-fiyat ikilisi olmak iizere, X, sonlu boyutlu normlu
uzay ve X* duali olsun. Bu durumda ist-yar: siirekli > tercih bagintisi ic¢in

daima talep eslemesi mevcuttur.

Ispat: P C X kapal konisi titketim kiimesi olsun. Bu durumda Onerme
2.4.11. den P, f siirekli lineer fonksiyoneli tarafindan tamimlanan sinirhi bir
tabana sahiptir. f siirekli oldugundan bu taban kapali dolayisiyla uzay sonlu
boyutlu oldugundan kompakttir. Dolayisiyla B,,(f) biitge kiimesi kompakttir.

Teoremden 2.7.5. den, maksimal eleman mevcuttur. Talep kiimesi bog degildir.

Sonlu boyutlu triin uzaylari igin talep eslemesinin varligi garanti altina
alinabilmektedir fakat iirtin uzaymin sonsuz boyutlu olmasi durumda cesitli
kogullar eklemek gerekmektedir. Bu kosullardan birini iiriin uzayimin refleksif

oldugu durum icin verelim.

Onerme 2.7.7. X refleksif Banach uzay1 olmak iizere, rekabete dayali degigim
ekonomisi igin (X, X*), iirlin - fiyat ikilisi ve P C X, o(X, X*)- kapal tiiketim

kiimesi olsun. Eger,

her 2,y € P igin ||z + y|| > ||z|| + ally|| kogsulunu saglayan bir o« > 0 sabiti

bulunabiliyorsa , iist yar1 siirekli > tercih bagintisi icin talep eslemesi vardir.

ispat: Bu kogulun gerceklenmesi P konisinin iyi - tabanl olmasi anlamina gelir.
Dolayisiyla sinirli bir tabana sahiptir. P, o(X, X*) -kapali oldugundan dikotomi
sonucu vardir. Biitiin tabanlar simirh ve dolayisiyla f stirekli fonksiyoneli

tarafindan tanmimlanan taban da simmirhdir ki bu fonksiyonel fiyat vektorii ile
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cakigir. Biitge kiimesi simirhdir. Ayrica P o(X, X*) -kapal oldugundan siirekli
fonksiyonel tarafindan tanimlanan taban da kapalidir, dolayisiyla biitce kiimesi
siirh ve o(X, X*) -kapal oldugundan o (X, X*) -kompakttir. > st yar1 stirekli

oldugundan maksimal eleman vardir. z,(f) # ()

Tanim 2.7.8. Her z € P ve her ¢ > 0 i¢in ||y —x|| < € ve y = z olacak gekilde bir
y € P mevcutsa = tercih bagimtis1 yerel doyurulmamistir (locally non-satiated)
denir. > kesin monoton veya her x € P ve her A > 0 i¢in , x + Au > x kosulunu

saglayan bir u € P varsa yerel doyurulmamistir.

Teorem 2.7.9.[8] (E, F) dual ikilisi ile tiriin-fiyat ikilisi gosterilsin. P C F
konisi de tiketim kiimesi olsun. Bu durumda P tlzerinde tanimlanan > tercih

bagintisi i¢in,
(i) E normlu uzay, F' C E* ve = yerel doyurulmamis ise p(x) = w V& € x,(p)

(ii) P, o(E, F)- kapali ve =, o(FE, F) ist- yar siirekli ise x,,(p) talep kiimesi
o(E, F)- kapaldir.

Ispat: (i) > yerel doyurulmams ve z € x,,(p) olsun. Eger p(z) < w olsaydi, E

nin z merkezli ve p yaricaph bir U yuvar: mevcut olurdu, oyle ki

H = {z € F: p(z) < w} agk yar-uzay1 tarafindan kapsanirdi. > yerel

doyurulmamig oldugundan 6yle bir y € B,,(p) vardir ki

y€ PNU ,y> x olurdu ki bu bizim y € B, (p) olmas ile geligirdi. Dolayisiyla
p(r) = w

(ii) (za)aca, Xw(p) nin bir agr olsun ve bu ag; E nin o(F, F)- topolojisinde
zp a yakimsasin. Bu durumda B, (p) biitge kiimesi o(F, F)- kapali oldugundan
20 € By(p) dir.

Her = € B, (p) i¢in z, > z olur ve > tercih bagintisinin tist yar siirekliliginden
(z0) = x saglanir ki buradan zg, her x € B, (p) i¢in maksimaldir sonucu gikar.

Yani zy € x,,(p) saglanir.

Teorem 2.7.10.[8] Rekabete dayal degisim ekonomisinde triin-fiyat iklisi X
normlu uzay olmak tizere (X, Y") dual sistemiyle verilsin ve tiiketim kiimesi olarak

da o(X,Y)- kapali P konisi verilsin. Eger, X in birim yuvari olan Uy in pozitif

26



kismi o(X,Y)- kompakt ve P, norm smirh biitge kiimesine sahip ise P nin her

o(X,Y) iist-yar siirekli > bagintisi i¢in talep eglemesi mevcuttur.

Ispat P, smirl biitce kiimesine sahip oldugundan y € Y tarafindan tanimlanan
taban da simirlidir. Dikotomi sonucundan Y nin her hangi bir elemani tarafindan
tanimlanan taban ve dolayisiyla da tiim tabanlari sinirhdir. P nin kapalilhigindan
biitge kiimesinin de kapali oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla biitge kiimesi
o(X,Y) kompakttir. Teorem 2.7.5. den > bagntisi biitce kiimesi iizerinde daima
bir maksimuma sahiptir. Bu durumda talep kiimesi bos degildir. Talep esglemesi

vardir.

Sonug 2.7.11.[8] Rekabete dayal degigim ekonomisinde iirtin-fiyat ikilisi X
normlu uzay ve X* dual uzay1 olmak tizere (X* X) dual ikilisiyle verilsin. Eger
tiiketim kiimesi olan X* m P konisi zayif-yildiz kapali ve sahip oldugu biitce
kiimesi sinirh ise P iizerindeki her zayif-yildiz iist yari siirekli tercih bagintisi

i¢in talep eslemesi mevcuttur.

Ispat: (E, F) dual ikilisinde E = X* ve F = X alirsak E nin o(E, F) topolojisi,
X* 1 zayif- y1ldiz topolojisi olur. Sonug¢ dogrudur.

Sonug 2.7.12.[8] Rekabete dayal degigim ekonomisinde iiriin-fiyat ikilisi X
refleksif Banach uzay1 ve X* dual uzayir olmak iizere (X, X*) dual sistemiyle
verilsin. Eger tiiketim kiimesi olan X 1 P konisi kapali ve sahip oldugu biitce
kiimesi sinirh ise P tizerindeki her zayif iist yar siirekli tercih bagintisi icin talep

eslemesi mevcuttur.

2.8 LINEER TERCIHLER,
Tanim 2.8.1. X normlu uzay ve P, X in kapali konisi olsun. > tercih bagintis

f + X — IR fonksiyonu tarafindan tanimlansin. Yani her z,y € P icin,

vy fr) = fy)

saglansin. Bu durumda bu f fonksiyonuna fayda fonksiyonu denir. > tercih
bagintisina da P uzerinde [ fayda fonksiyonu tarafindan tamimlanan tercih
bagintist denir. = bagmtisinin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul f|p nin

P {izerinde indirgenmis topolojiye gore stirekli olmasidir. Tercih bagimtisinin
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siirekliliginin, fayda fonksiyonu f nin X tizerindeki siirekliligini gerektirmedigini

agagidaki ornekte gorebiliriz.
Ornek 2.8.2.

f(x) = x fonksiyonun g6z Oniine alalm. Bu durumda =z > y & = > y

saglanacaktir.

z+1; >0
seklinde tanimh u : R — R fonksiyonu stirekli degildir fakat
uwz) Zzuly) erx>ys flr) > fly) & =y saglanir.

Yani stirekli olmayan bir fonksiyon, siirekli tercih belirtebilir. Eger > tercih

bagintis1 bir g fonksiyoneli tarafindan da tanimlaniyorsa

f@) =2 fly) < g(x) = g9(y)
kogulu saglanir ve f|p = g|p dir.

Tanim 2.8.3. f: X — IR fayda fonksiyonu verilsin. Eger bu fonksiyon lineer

ise bunun tanimladig1 tercih bagintisina lineer tercih bagintisy denir.

Teorem 2.8.4.[8] Rekabete dayali degisim ekonomisinde tiriin-fiyat dualitesinde
X normlu uzay ve X* dual uzay1 olmak tizere (X, X*) dual sistemiyle verilsin.
Tiiketim kiimesi olan X m P konisi kapali olsun. Eger P’ — PY = X* ve P
tizerinde porzitif olan g € X* vektoriiniin tanimladigi her > tercih bagintisi i¢in

talep eslemesi varsa P nin her biitce kiimesi sinirhdir.

Ispat: B = {z € P: f(z) = 1},f € X* olsun. Teorem 2.6.9. dan Yg € P°,
B iizerinde maksimumunu alirsa biitce kiimesi sinirhidir. Gergekten; > talep

eslemesi mevcut oldugundan

Xo(f) ={z € Bu(f) : x =y, Yy € Bu(f)} # 0; w =1 igin g, By(f) lizerinde

maksimumunu alir. Gergekten,

g € X* vektorinin tamimladigi tercih bagintisi igin talep eslemesi mevcut
oldugundan x,(f) = {z € By(f) : * = y, hery € B,(f)} kiimesi bostan
farkhdir. Bagka bir degigle x € B, (f) maksimal elemandir. Dolaysiyla her
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y € By(f) i¢in g(z) > g¢(y) saglanir. Bunun anlami ¢ nin B, (f) tlizerinde

maksimumunu almasidir.

g, P iizerinde pozitif oldugundan
Ag(z0) >0, A\ >0, z0 € P

= Her 2 € P igin g(z) + Ag(20) > g(x)
= x4+ Az -

= tercih bagintisi u € P sabit olmak iizere, her x € P i¢in z+ A\u > x kogulunu

saglar, yerel doyurulmamigtir.

Teorem 2.7.9. dan g(z) = 1, Vx € xy(g) ve dolayisiyla g, B fiizerinde

maksimumunu alir.

Teorem 2.8.5.[8] Rekabete dayali degigsim ekonomisinde tiriin-fiyat ikilisi X
Banach uzay1 ve X* dual uzay1 olmak tizere (X, X*) dual sistemiyle verilsin. X
in refleksi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X in sinirh biitce kiimesine sahip her
kapali P konisi (tiiketim kiimesi) i¢in ve P nin her kesin monoton, lineer, siirekli

> tercih bagintisi i¢in talep eslemesinin mevcut olmasidir.

ispat: P iizerinde her hangi bir kesin monoton, liner, stirekli > tercih bagintisi
i¢in talep eglemesinin mevcut olmasi demek, P iizerinde pozitif ve P ye kisitlanisi
siirekli olan her f € X* fonksiyoneli, P konisinin herhangi lineer siirekli

fonksiyonel tarafindan tanimlanan her tabaninda maksimumunu alir. Ciinkii
> stirekli = f|p stirekli

= Her y € B,(f) icinx = y

= fle(@) > flo(y)

= f|p, P nin her tabaninda maksimumunu alr.

Dolayisiyla X (*) o6zelligine sahiptir. Teorem 2.6.12. den X refleksiftir.

Rekabete dayali degisim ekonomisinde talep eglemesinin varligi her zaman garanti

edilememektedir. Asagidaki ornek bize bunu gosterir.
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Ornek 2.8.6. (I, l;) Riesz ekonomisinde titketim kiimesi I~ pozitif konisi olsun.

(&)

Fayda fonksiyonu u : Iy — R, u(z) = ) (%)%.w/xk seklinde verilsin.
k=1
w= (3,2, 2%, . ..) baslangic miktar1 ve p = (1, 5, 5, .. .) fiyat vektori icin biitge

kiimesi B, (p) = {z € I : p(r) < p(w) = 1} olsun. Yani bunun anlami p(w) > 0

refah seviyesidir. (p(x) = Y xx.pi)
k=1

Bu durumda w ile temsil edilen tercih bagintisi maksimal elemana sahip olamaz.

Dolayisiyla talep eslemesi mevcut degildir.

Cozium:
o 3 1 = 1
n=1 n=1

z, = (0,0,...,2".0,...) € I vektorii biitge kiimesine aittir. Ciinkii,

p(zn) = 2".5 = 1 = p(w) saglanir.

Fakat u(z,) = (3)2.v/2" = (3)¢ — oo (n — oo) oldugundan biitce kiimesi
maksimal elemana sahip degildir. Bu durumda > tercih bagintisi icin talep

eslemesi yoktur. x,(p) =0

Araujo'nun makalesinde degindigi talep fonksiyonu ile refleksiflik arasidaki
iligkiyi hatirlarsak, talep fonksiyonunun varhigi uzayin refleksifligini sagliyordu.
Ancak yukaridaki ornekten de gorilebilecegi gibi uzayin refleksif olmasi talep

fonksiyonlarinin varhigini garantilemez.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu ¢aligma boyunca konilerin tabana sahip olmasi durumunda bu tabanin sinirh
m1 yoksa sinirsiz mi oldugu arastirilmig ve koninin kapali olmamasi durumunda
her iksine birden sahip olabildigi goriilmiistiir. Bu durumu ortadan kaldirmak

icin caligilan koniler kapali alinarak dikotomi yontemi kullanilmigtir.

Kelime anlami olarak dikotomi, iki zit uctan birinin segilmesi anlamina
gelmektedir. Ornegin sicak ve soguk kavaramlarindan birini secebilmek icin
kavramlardan sadece tekini bilmemiz yeterlidir. Benzer ornek koniler icinde
verilmigtir. Kapali koninin tabaninin olmasi durumunda bu tabanin birinin
sinirlh olmasi, sahip oldugu tiim tabanlarin sinirli oldugunu gostermektedir. Biz
de bu yonteme dayanarak biitce kiimesinin sinirliligini ve dolayisiyla da talep

eslemesinin varligini inceledik.

31



4. BULGULAR

Caligmamizin yedinci kisminda talep fonksiyonlari aciklanmig ve bunlarin
varligina dair bazi sonuclar verilmigtir. Bunlara dayanarak rekabete dayali
degisim ekonomisinde iiriin uzayimin sonlu boyutlu olmasi durumunda tiiketim
kiimesi P kapali konisi olan biitce kiimesi iizerinde iist yar1 stirekli > tercih
bagintisinin talep eglemesinin varligi ispatlanmig ve bu sonuca dayanarak iiriin
uzay1 sonsuz boyutlu X refleksif Banach uzay1 ve titketim kiimesi o (X, X*)-kapah
koni alindiginda biit¢e kiimesi iizerinde iist yari siirekli > tercih bagintisinin
talep eslemesine sahip olmasi i¢in Onerme 2.7.7. nin saglanmasinin gerektigi
ispatlanmigtir.  Bu boliimiin sekizinci ve son kisminda lineer tercihler ve
fayda fonksiyonlari incelenmisgtir. Fayda fonksiyonlarindan yararlanarak talep

eslemesinin mevcut olmadigina dair bir ornek verilmigtir.
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5. TARTISMA VE SONUQC

Bu c¢aligmanin ikinci bolimitniin ilk ¢ kisminda, kullanilacak olan temel
kavramlar ve tamimlar verilmig olup, dordiincii kisimda koniler icin tabanlar
tanimlanmig ve tiim reel degerli s dizi uzay1 tlizerinde kesin pozitif bir lineer
fonksiyonelin tanimlanamayacagi ve dolayisiyla s nin her hangi bir konisinin
tabaninin mevcut olmadigl gosterilmistir. Beginci kisimda koniler i¢in dikotomi
sonucu verilmistir. Altinc1 kisimda talep fonksiyonlar: aciklanmig ve bunlarin
varligina dair bazi sonuclar verilmistir. Bunlara dayanarak rekabete dayali
degisim ekonomisinde iiriin uzaymin sonlu boyutlu olmasi durumunda tiiketim
kiimesi P kapali konisi olan biit¢e kiimesi iizerinde iist yari stirekli > tercih
bagintisinin talep eslemesinin varligi ispatlanmig ve bu sonuca dayanarak iirtin
uzay1 sonsuz boyutlu X refleksif Banach uzay1 ve titketim kiimesi o (X, X*)-kapal
koni alindiginda biitce kiimesi iizerinde tist yar1 siirekli > tercih bagintisinin talep
eslemesine sahip olmasi igin Ja > 0 ||z +y| > ||z| + a|ly[| Vz,y € P kosulunun
saglanmasinin gerektigi ispatlanmistir. Bu bolimiin sekizinci ve son kisminda
lineer tercihler ve fayda fonksiyonlari incelenmistir. Fayda fonksiyonlarindan

yararlanarak talep eslemesinin mevcut olmadigina dair bir 6rnek verilmistir.

Calismamizin rekabete dayali degisim ekonomisi ile ilgili olan kisiminda
Taylor-Foguel teoreminin uygulanmasi fikri ortaya ¢ikmigtir. Taylor, 1939 yilinda
X* dual uzaymm kesin konveks olmasi durumunda her f € M* igin aym
normun tek bir F' € X* geniglemesi oldugunu, ayrica X refleksif ise tersinin de
dogrulugunu ispatlamigtir. Foguel, 1958 yilinda refleksiflik kogulunu diigiirmiis,
kesin konveks duale sahip X normlu uzaymin her alt uzayinda siirekli lineer
fonksiyonelin tek bir geniglemesi oldugunu gostermistir. X in konveksliginin X*
niin diizgiin olmasini sagladigina deginmistik. Ayrica refleksiflik ve diizgiinliik
kosulunun saglanmasi uzayin dualinin kesin konveksligini saglamaktadir. Yani,
X refleksif ve diizgiin ise X* kesin konveks kogulu saglanmaktadir. Bu
kosulun saglanmasi bize tek bir fonksiyonelin geniglemesinden bahsettiginden

bu fonksiyonelin kesin pozitif olmasi durumunda bir koni tabani belirler ki bu
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taban bizim c¢aligacagimiz biitce kiimesidir. Basgka bir deyigle iirtin uzayimin
refleksif olmasi bize talep eglemesinin varligini garanti etmezken, bu ozellige
diizglinliigii de ilave etmemiz fiyat uzayimin kesin konveksligini saglayacagindan
bu fiyat vektoriiniin tanimladigi biitce kiimesi tizerinde talep eslemesinin
varligini inceleme gansi verebilir. Biitge kiimesinin sinirliligini garanti etmemiz
durumunda talep eglemesinin varligindan da soz edebiliriz. Buradan su soruyu
sorabiliriz: ”Calismamizda degindigimiz (*) 6zelligine benzer bir karakterizasyon
bu kosul i¢in de saglanabilir mi?” Bu sartin saglanmasi bize talep eglemesinin
varligim garanti edebilir. Ciinkii (*) ozelligindeki kogullardan biri fonksiyonelin
taban iizerinde maksimumunu almasindan bahsetmektedir. Bagka bir tabir ile

talep eslemesinin varligindan soz etmektedir.

Normunu alan fonksiyoneller kiimesi NA = X* olmasi icin gerek ve yeter
kogul X Banach uzaymin refleksif olmasidir.(James teoremi) bu durumda
benzer bir karakterizasyonun kurulmasi, normunu alan fonksiyonel tarafindan
tanimlanan biitge kiimesi tizerinde talep fonksiyonlarinin varligini incelememizi

kolaylagtirabilir.
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