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SEMBOL LİSTESİ

BoyX : X vektör uzayının boyutu
B(X,Y) : X den Y e tanımlı, sınırlı ve doğrusal operatörlerin kümesi
C : Kompleks sayılar kümesi
C′ : Genişletilmiş kompleks sayılar kümesi
co : Sıfıra yakınsayan tüm dizilerin kümesi
co(X) : X kümesinin konveks kabuğu
ÇekT : T operatörünün çekirdeği
f(T) : Operatör fonksiyonu
f(Tnx)→ f(Tx) : Zayıf yakınsaklık
F(T) : σ(T) nin bir komşuluğunda analitik olan fonksiyonların kümesi
K(X) : X uzayında tanımlı kompakt operatörlerin kümesi
K : Birlikte kompakt küme
`2 :

∑∞
i=1 |xi|2 yakınsak olmak üzere tüm {xn} dizilerinin kümesi

maxA : A kümesinin en büyük elemanı, maksimumu
N : Doğal sayılar kümesi
Pσ(T) : T operatörünün spektral izdüşümü
ρ(T) : T operatörünün spektral yarıçapı
R : Reel sayılar kümesi
R(T) : T operatörünün değer kümesi
R(λ,T) : T operatörünün rezolvent fonksiyonu
Rez(T) : T operatörünün rezolvent kümesi

R̃ez(T) : T operatörünün genişletilmiş rezolvent kümesi
σ : T operatörünün spektral kümesi
σ(T) : T operatörünün spektrum kümesi
supA : A kümesinin en küçük üst sınırı, supremumu
T−1 : T operatörünün tersi
T|A : T nin A ya kısıtlanışı
‖T‖ : T operatörünün normu
{Tn} : Bir operatör dizisi
Tn → T : Kuvvetli yakınsaklık
‖Tn −T‖ → 0 : Düzgün yakınsaklık
UX : X uzayının kapalı birim yuvarı
X : Kompleks Banach uzayı
X∗ : Kompleks Banach uzayının dual uzayı
X : X kümesinin kapanışı
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ÖZET

BİRLİKTE KOMPAKT KÜMELER VE ERGODİK TEORİYE
UYGULAMALARI

Bu çalışmada, birlikte kompakt kümeler ve Ergodik teoriye uygulamaları incelenmiştir.
Beş bölümden oluşan bu çalışmaya, iki yardımcı ve diğerleri esas olmak üzere dört
kısımdan oluşan ikinci bölüm temel teşkil etmektedir.

İkinci bölümün ilk kısmında, X Banach uzayı olmak üzere bütün sınırlı ve doğrusal ope-
ratörlerin kümesi olan B(X) uzayında; düzgün, kuvvetli ve zayıf yakınsaklık kavramları
ile bu kavramlar arasındaki ilişkiler açıklanmıştır. Ayrıca; kompakt operatör, kompakt
küme, dizisel kompakt küme, göreceli kompakt küme ve tam sınırlı küme gibi temel
kavramlara yer verilmiştir.

İkinci kısımda, bir operatörün spektrumu, rezolventi ve spektral yarıçapı gibi spektral
teoriyle ilgili temel bilgiler ele alınmıştır. Ayrıca, operatör fonksiyonlarından bahse-
dilerek spektral küme ve spektral izdüşüm kavramları da açıklanmıştır. Bu kısmın
sonunda, bir operatör ailesi için ortak spektral yarıçap kavramı ve özellikleri verilerek
bazı teoremler elde edilmiştir.

Üçüncü kısımda, birlikte kompakt küme kavramı ve bu kümelerin özellikleri detaylı bir
şekilde çalışılmıştır. Ayrıca, bu kümelerin spektral yapılarından kısmen bahsedilmiştir.

Son kısımda, birlikte kompakt kümelerin Ergodik teoriye uygulamaları çalışılmıştır. Bu
kısımda J.A.Higgins’in [9] doktora tezi temel alınmıştır. Higgins’in [9] bu çalışmasından
yararlanılarak spektral yarıçapın sürekliliği ile ilgili bazı önermeler kanıtlanmıştır.
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SUMMARY

COLLECTIVELY COMPACT SETS AND THEIR APPLICATIONS TO
ERGODIC THEORY

In this study, collectively compact sets and their applications to Ergodic theory have
been investigated. This work consists of five chapters. However, it is based only on
Chapter 2 and it consists of four sections, two of which are supplemental and the others
are fundamental.

In the first section of Chapter 2, the concepts of uniform, strong, and weak convergence
in B(X) space, which is the set of all linear and bounded operators on a Banach space
X , and relations between them have been explained. Moreover, fundamental concepts
such as compact operator, compact set, sequencially compact set, relatively compact
set and totally bounded set have been discussed.

In the second section, some fundamental concepts related to spectral theory such as
the spectrum, the resolvent and the spectral radius of an operator have been taken up.
Furthermore, by mentioning functional calculus, the terms of spectral set and spectral
projection have been explained. At the end of this section, the consept of joint spectral
radius for a family of operators and its properties have been first given, and then some
theorems have been obtained.

In the third section, collectively compact sets and their properties have been exhaus-
tively studied. Also, the spectral properties of these families have been partially men-
tioned.

In the last section, applications of collectively compact sets to Ergodic theory have
been studied. This section is mainly based on PhD thesis of J.A. Higgins [9]. By
using the results of that work of Higgins, some propositions related to continuity of the
spectral radius for some operators have been proved.
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1. GİRİŞ

Sonlu boyutlu uzaylar üzerinde tanımlanan operatörlerin özellikleri ve spektral yapıları

doğrusal cebirin konusudur. Operatör teoride sonsuz boyutlu uzaylar üzerinde tanım-

lanan operatörlerin özellikleri ve spektral yapılarıyla ilgilenilmektedir. Sonsuz boyutlu

uzaylarda, sonlu boyutlu uzayların aksine boyutun sonsuz olmasının getirdiği pek

çok zorluk vardır. Buna karşın sonsuz boyutlu uzaylarda sonlu boyutlu uzayların

özelliklerinin hemen hemen tamamının geçerli olduğu bir operatör ailesi vardır. Bu

aile kompakt operatör ailesidir. Bu anlamda, kompakt operatörlerle çalışmanın yararı

tartışılmazdır. Kompakt operatörler yanlızca sonlu boyutlu uzayda çalışıyormuş gibi

davranması bakımından değil aynı zamanda uygulamalı alanda sık sık karşılaşılma-

sından dolayı da önemlidir. Bu operatörlerin özellikleri ve spektral yapıları tamamen

bilinmektedir. Birlikte kompakt küme kavramının kompakt operatörlerle yakından

bir ilişkisi vardır. Bu ilişki, birlikte kompakt kümenin kompakt operatörlerin bir

genelleştirilmesi olarak düşünülebileceğidir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken bir-

likte kompakt kümenin kompakt operatörlerin sınırlı bir kümesi olduğu fakat kompakt

operatörlerin sınırlı bir kümesinin birlikte kompakt olmadığıdır. Bununla ilgili detaylı

açıklamalar ve aksi örnekler tezin genel kısımlarının üçüncü bölümünde yer almaktadır.

Spektral teoride operatörlerin spektral yapıları konu edilir. Bu tez çalışmasının genel

kısımlarının ikinci bölümünde, ihtiyaç duyulduğu kadarıyla spektral teoriden söz edil-

mektedir. Doğrusal ve sınırlı bir operatörün spektrumu kompleks sayılar kümesinin bir

alt kümesidir, bu alt kümenin alt uzay olması gerekmez. Spektrumdan alt uzay elde

edebilmek için spektral küme kavramına ihtiyaç duyulmuştur. Bu kavramdan yarar-

lanarak spektral izdüşüm operatörü elde edilmekte ve elde edilen spektral izdüşümün

değer bölgesi spektral alt uzay olmaktadır. Dolayısıyla, spekral alt uzay kavramının

spektrumdan alt uzay elde edilmesi bakımından önemi vardır. Bu anlamda, tezin

spektral teori kısmında, Teorem 2.2.37. ve Teorem 2.2.39. elde edilmiştir. Bu

teoremlerde bir spektral alt uzayın varlığı kanıtlanmış ve karakterizyonu yapılmıştır.
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Ergodik teoride, {An} dizisi T operatörünün kuvvetlerinin aritmetik ortalamasını gös-

termek üzere, bu dizisinin yakınsaklığı ile ilgilenilir. {An} dizisinin düzgün yakınsaması

halinde kuvvetli yakınsayacağı kolaylıkla görülür. Çünkü bu durum herhangi bir dizi

söz konusu olduğunda da geçerlidir. Ancak bunun karşıtının genel durumda değil

bazı özel diziler için örneğin {An} dizisi için sağlanabildiği Higgins [9] tarafından

gösterilmiştir. İşte bununla ilgili olarak bu tez çalışmasının son bölümünde Higgins’in

[9] doktora tezinin birlikte kompakt kümelerin Ergodik teoriye uygulamasıyla ilgili

kısmı çalışılmıştır. Higgins [9] çalışmasında, T kompakt hipotezi altında {An} dizisinin

kuvvetli yakınsaması halinde düzgün yakınsayacağını göstermiştir. Öte yandan, Rad-

javi ve Rosenthal [10] den düzgün yakınsayan bir kompakt operatör dizisi için spektral

yarıçapın sürekli olduğu bilinmektedir. Radjavi ve Rosenthal [10] ile Higgins’in [9]

çalışmalarından yararlanılarak Ergodik teoride sık sık kullanılan {An} dizisi için spek-

tral yarıçapın sürekliliği Önerme 2.4.6. ve Önerme 2.4.8. de kanıtlanmıştır.
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2. GENEL KISIMLAR

Bu tez çalışması boyunca, X ve Y sonsuz boyutlu kompleks normlu uzaylar olmak

üzere B(X, Y ) ile ‖T‖ := sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} operatör normuyla donatılmış, X den

Y ye giden tüm doğrusal ve sınırlı operatörler uzayı ve UX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} ile

X deki kapalı birim yuvar gösterilmektedir. Özel olarak, X = Y olması durumunda

B(X, Y ) uzayı kısaca B(X) := B(X,X) ile gösterilmektedir. Ayrıca çalışma boyunca

gerekli kısımlarda B(X) için X in Banach uzayı olduğu varsayılmaktadır.

2.1. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde, Fonksiyonel Analiz ve Operatör Teori ile ilgili gerekli temel bilgilere

yer verilmektedir. Bununla ilgili olarak, [1], [2], [3] ve [4] numaralı kaynaklar temel

alınmıştır.

Tanım 2.1.1. [1, Tanım 4.9.1] X ve Y normlu uzaylar ve Tn ∈ B(X, Y ) olsun.

(1) {Tn} dizisinin T operatörüne düzgün yakınsaması için gerek ve yeter koşul n→∞

için ‖Tn − T‖ → 0 olmasıdır.

(2) {Tn} dizisinin T operatörüne kuvvetli yakınsaması için gerek ve yeter koşul her

x ∈ X ve n→∞ için ‖Tnx− Tx‖ → 0 olmasıdır.

(3) {Tn} dizisinin T operatörüne zayıf yakınsaması için gerek ve yeter koşul her x ∈ X,

her f ∈ X∗ ve n→∞ için |f(Tnx)− f(Tx)| → 0 olmasıdır.

Tanım 2.1.1. deki yakınsamalar limit tanımı kullanılarak aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.

(1) ‖Tn − T‖ → 0 olması için gerek ve yeter koşul her ε > 0 ve her n ≥ nε için

‖Tn − T‖ ≤ ε olacak şekilde bir nε ∈ N olmasıdır.

(2) ‖Tnx − Tx‖ → 0 olması için gerek ve yeter koşul her ε > 0, her x ∈ X ve her

n ≥ n0 için ‖Tnx− Tx‖ ≤ ε olacak şekilde bir n0 = n(ε, x) ∈ N olmasıdır.

(3) |f(Tnx) − f(Tx)| → 0 olması için gerek ve yeter koşul her ε > 0, her x ∈ X, her
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f ∈ X∗ ve her n ≥ n0 için |f(Tnx) − f(Tx)| ≤ ε olacak şekilde bir n0 = n(ε, x) ∈ N

olmasıdır.

Bu çalışma boyunca, düzgün, kuvvetli ve zayıf yakınsaklık kavramları notasyon olarak

sırasıyla; ‖Tn − T‖ → 0, Tn → T ve f(Tnx) → f(Tx) ile gösterilecektir. Ayrıca

kuvvetli yakınsaklık tanımında özel olarak n0 = n(ε) ∈ N olması halinde kısaca her

x ∈ X ve n→∞ için Tnx→ Tx ile gösterilecektir.

Uyarı 2.1.2. Tanım 2.1.1. de (1) ile (2) karşılaştırıldığında düzgün yakınsaklığın

kuvvetli olduğu görülür. Gerçekten her x ∈ X ve her n ∈ N için,

‖Tnx− Tx‖ = ‖(Tn − T )x‖ ≤ ‖Tn − T‖‖x‖

eşitsizliği doğru olduğundan {Tn} dizisi T operatörüne düzgün yakınsarsa {Tn} dizisi

T operatörüne kuvvetli yakınsar. Fakat bunun karşıtının doğru olması gerekmez.

Örneğin, `2 = {x = {xn}n∈N :
∑∞

i=1 |xi|2 <∞} uzayında

yi =

 xi , i = 1, 2, ..., n

0 , i > n+ 1


olmak üzere Tn : `2 → `2 Tnx = y, y = {yn}n∈N biçiminde tanımlanan operatör-

ler gözönüne alınsın. Yakınsak bir serinin kalan teriminin limiti sıfır olduğundan her

x ∈ `2 için n→∞ iken

‖Tnx− x‖2 =
∞∑

i=n+1

|xi|2 → 0

bulunur. Yani Tn → I bulunur. Öte yandan, ‖x‖ = 1 ve Tnx = 0 olacak şekilde her

x ∈ `2 noktası için ‖(Tn − I)x‖ = ‖x‖ = 1 olduğundan,

‖Tn − I‖ = sup{‖(Tn − I)x‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≥ 1

elde edilir. O halde {Tn} dizisi I operatörüne düzgün yakınsamaz.

Uyarı 2.1.3. Tanım 2.1.1. de (2) ile (3) karşılaştırıldığında kuvvetli yakınsaklığın

zayıf olduğu görülür. Gerçekten her f ∈ X∗, her x ∈ X ve her n ∈ N için,

|f(Tnx)− f(Tx)| = |f(Tnx− Tx)| ≤ ‖f‖‖Tnx− Tx‖
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eşitsizliği doğru olduğundan {Tn} dizisi T operatörüne kuvvetli yakınsarsa {Tn} dizisi

T operatörüne zayıf yakınsar. Fakat bunun karşıtının doğru olması gerekmez. Örneğin,

T : `2 → `2 operatörü Tx = (0, x1, x2, ..., xn, ...) şeklinde tanımlansın. (`2)
∗ = `2 ve

{e1, e2, ..., en, ...} kümesi `2 uzayının standart tabanı olduğundan her f ∈ (`2)
∗ ve her

x ∈ `2 için f =
∑∞

i=1 fiei ve x =
∑∞

i=1 xiei yazılabilir. Bu durumda,

f(T nx) =
∑∞

i=n+1 fixi−n bulunur. Elde edilen bu eşitlik kullanılarak, n→∞ için

|f(T nx)| ≤

(
∞∑
i=1

|xi|2
)1/2( ∞∑

i=n+1

|fi|2
)1/2

→ 0

elde edilir. Yani f(T nx)→ 0 bulunur. Öte yandan her x ∈ `2 için,

‖Tx‖2 =
∞∑
i=1

|xi|2 = ‖x‖2

olduğundan ‖Tx‖ = ‖x‖ elde edilir. Dolayısıyla her x ∈ `2 için ‖T nx‖ = ‖x‖ elde

edilir. Yani T n 9 0 bulunur.

Yukarıdaki tanımlar incelendiğinde düzgün yakınsaklığın kuvvetli yakınsaklığa, kuvvetli

yakınsaklığın zayıf yakınsaklığa göre üstün olduğu görülür. Bu çalışmada daha çok

düzgün yakınsaklık ve kuvvetli yakınsaklık kavramlarıyla ilgilenilecektir. Kuvvetli

yakınsaklığın yetersizliği kompakt operatör aileleriyle çalışılarak giderilecektir.

Teorem 2.1.4. [2, Teorem 1.3.] (Düzgün Sınırlılık İlkesi) X Banach uzayı

ve Y normlu uzay olsun. Bu durumda A ⊂ B(X, Y ) kümesinin noktasal sınırlı yani

her T ∈ A ve her x ∈ X için ‖Tx‖ ≤Mx olacak şekilde bir Mx > 0 sayısının var olması

için gerek ve yeter koşul A kümesinin norm sınırlı yani her T ∈ A için ‖T‖ ≤M olacak

şekilde bir M > 0 sayısının var olmasıdır.

Tanım 2.1.5. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y ⊂ X olsun. Y kümesinin her

açık örtüsü sonlu bir alt örtüye sahip ise Y kümesine kompakt denir.

Kompakt kümelerin bilinen aşağıdaki özellikleri mevcuttur.

• Kompakt bir küme kapalı ve sınırlı bir kümedir.

• Kompakt bir kümenin kapalı alt kümeleri kompakttır.

• Kompakt bir kümenin sürekli bir fonksiyon altındaki görüntüsü de kompakttır.
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Tanım 2.1.6. [4, Tanım V.2.2.] X doğrusal bir vektör uzayı ve Y ⊂ X olsun.

Bu durumda,

co(Y ) := {
n∑
i=1

aixi : xi ∈ Y, 0 ≤ ai ≤ 1,
n∑
i=1

ai = 1, n ∈ N}

şeklinde tanımlanan kümeye Y kümesinin konveks kabuğu denir.

Yardımcı Teorem 2.1.7. [4, Yardımcı Teorem V.2.4.] X doğrusal bir topolojik

uzay ve Y ⊂ X olsun. Bu durumda co(Y ) = co(Y ) eşitliği sağlanır.

Teorem 2.1.8. [4, Teorem V.2.6.] (Mazur Teoremi) X Banach uzayı ve Y ⊂ X

kompakt bir küme olsun. Bu durumda co(Y ) konveks kabuğunun kapanışı kompakt

bir kümedir.

Tanım 2.1.9. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y ⊂ X olsun. Y kümesinin ka-

panışı kompakt bir küme ise Y kümesine göreceli kompakt denir.

Uyarı 2.1.10. Tanım 2.1.5. ile Tanım 2.1.9. karşılaştırıldığında göreceli kompaktlık

kavramının kompaktlık kavramına göre daha zayıf olduğu görülür. Çünkü kompakt bir

küme kapalı olduğundan göreceli kompakttır. Ayrıca göreceli kompakt kümelerin alt

kümeleri de göreceli kompakttır. Çünkü X göreceli kompakt yani X kompakt bir küme

olmak üzere Y ⊂ X alt kümesi alındığında Y ⊂ X kapsaması doğru olduğundan ve

kompakt bir kümenin kapalı alt kümeleri de kompakt olduğundan Y göreceli kompakt

bulunur.

Tanım 2.1.11. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y ⊂ X olsun. Y kümesinden

alınan her dizi X kümesinde yakınsak bir alt diziye sahip ise Y kümesine dizisel kom-

pakt denir.

Tanım 2.1.12. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y ⊂ X olsun. Y kümesi her

ε > 0 için sonlu bir Yε ⊂ X ε−ağına sahipse yani her x ∈ Y için ‖x− xε‖ < ε olacak

şekilde bir xε ∈ Yε varsa Y kümesine tam sınırlıdır denir.
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Uyarı 2.1.13. Sonlu boyutlu normlu uzaylarda tam sınırlılık kavramı ile sınırlılık

kavramı eşdeğerdir. Buna karşın sonsuz boyutlu uzaylarda tam sınırlı kümeler sınırlı

olup karşıtının doğru olması gerekmez. Örneğin,

Y = {x = {xn} :
∞∑
n=1

|xn|2 ≤ 1} ⊂ `2

alt kümesi gözönüne alınsın. Bu durumda her x, y ∈ Y için

‖x− y‖ =

(
∞∑
n=1

|xn − yn|2
)1/2

≤

(
∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

+

(
∞∑
n=1

|yn|2
)1/2

≤ 2

olduğundan Y kümesi sınırlıdır. Y kümesinde e1 = {1, 0, 0, ...}, e2 = {0, 1, 0, ...}, ...

noktaları seçilsin. i 6= j olması durumunda d(ei, ej) =
√

2 elde edilir. 1
2

yarıçaplı açık

yuvarlar gözönüne alınırsa Y1/2 kümesinin ej, j 6= i noktalarının içinde yer almadığı ei

merkezli, 1
2

yarıçaplı kapalı yuvarında en az bir noktasının bulunması gerekir. Buna

göre Y1/2 sonlu bir küme olamaz. Yani Y tam sınırlı değildir.

Banach uzaylarında dizisel kompaktlık, göreceli kompaktlık ve tam sınırlılık kavramları

eşdeğerdir. [3, Sayfa 4]

Uyarı 2.1.2. de kuvvetli yakınsaklığın düzgün yakınsaklık olmadığı gösterildi. Aşa-

ğıdaki Yardımcı Teorem, operatörlerin oluşturduğu kümenin tam sınırlı olması halinde

kuvvetli yakınsaklığın düzgün olduğunu göstermektedir.

Yardımcı Teorem 2.1.14. [3, Yardımcı Teorem 5.2.] T, Tn ∈ B(X) olsun.

‖Tn − T‖ → 0 olması için gerek ve yeter koşul Tn → T ve {Tn} kümesinin B(X) deki

düzgün yakınsaklığa göre tam sınırlı olmasıdır.

Önerme 2.1.15. [3, Önerme 1.7.] T, Tn ∈ B(X) ve Y tam sınırlı bir küme ol-

sun. Tn → T ise {Tn} dizisi sınırlı ve her x ∈ Y için Tnx→ Tx dir.

Sonuç 2.1.16. T, Tn ∈ B(X) ve Y kompakt bir küme olsun. Tn → T ise her x ∈ Y

için Tnx→ Tx dir.
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Sonuç 2.1.17. T, Tn ∈ B(X) ve Y sınırlı bir küme olsun. Bu durumda ‖Tn−T‖ → 0

olması için gerek ve yeter koşul her x ∈ Y için Tnx→ Tx olmasıdır.

Tanım 2.1.18. [3, Sayfa 4] T ∈ B(X) olmak üzere T (UX) kümesi göreceli kompakt

ise T operatörüne kompakt operatör denir. Kompakt operatörlerin kümesi K(X) ile

gösterilir.

Kompakt operatörlerin bilinen aşağıdaki özellikleri mevcuttur.

• Kompakt bir operatör sınırlı bir operatördür.

• Kompakt iki operatörün toplamı da kompakttır.

• Kompakt bir operatör ile sınırlı bir operatörün çarpımı kompakttır.

• Sonlu ranklı operatörler kompakttır.

• Kompakt bir operatör terslenebilir değildir.

Önerme 2.1.19. [3, Önerme 4.4.] T ∈ B(X) ve ‖T 2‖ < 1 olsun. Bu durumda

(I − T )−1 ∈ B(X) ve ‖(I − T )−1‖ ≤ ‖I+T‖
1−‖T 2‖ dir.

2.2. SPEKTRAL TEORİ

Bu bölümde, Spektral Teori ile ilgili gerekli bilgilere yer verilmektedir. Bununla ilgili

olarak, [2], [5], [6] ve [7] numaralı kaynaklar temel alınmıştır.

Tanım 2.2.1. [2, Tanım 6.1.] X 6= {0} kompleks Banach uzayı ve T ∈ B(X) ol-

sun. Bu durumda T operatörü için σ(T ) := {λ ∈ C : @(λ − T )−1 ∈ B(X)} ve

Rez(T ) := C\σ(T ) = {λ ∈ C : ∃ (λ − T )−1 ∈ B(X)} şeklinde tanımlanan kümelere

sırasıyla T operatörünün spektrumu ve rezolvent kümesi denir.

Tanım 2.2.2. [2, Sayfa 238 ] Yukarıdaki tanımın ışığında,

R(., T ) : Rez(T ) −→ B(X)
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λ −→ R(λ, T ) := (λ − T )−1 operatör değerli fonksiyonu tanımlana-

bilir. Bu fonksiyona rezolvent fonksiyonu denir.

Ayrıca λ =∞ olması halindeR(λ, T ) := 0 olarak tanımlanır ve bu durumda genişletilmiş

rezolvent küme R̃ez(T ) şeklinde gösterilir.

Teorem 2.2.3. [2, Teorem 6.3.] T ∈ B(X) ve |λ| > ‖T‖ ise λ ∈ Rez(T ) ve B(X)

deki düzgün yakınsaklığa göre R(λ, T ) =
∑∞

n=0 λ
−(n+1)T n dir. Ayrıca her |λ| > ‖T‖

için ‖R(λ, T )‖ ≤ 1
|λ|−‖T‖ ve limλ→∞R(λ, T ) = 0 dir.

Aşağıdaki Yardımcı Teorem Rezolvent fonksiyonun temel özelliklerini vermektedir.

Yardımcı Teorem 2.2.4. [2, Yardımcı Teorem 6.4.] Her λ, µ ∈ Rez(T ) ve T ∈

B(X) için aşağıdakiler gerçeklenir.

(1) R(λ, T )R(µ, T ) = R(µ, T )R(λ, T )

(2) ST = TS koşulunu sağlayan bir S ∈ B(X) varsa her λ ∈ Rez(T ) için,

R(λ, T )S = SR(λ, T ) dir. Özel olarak R(λ, T )T = TR(λ, T ) elde edilir.

(3) R(λ, T )−R(µ, T ) = −(λ− µ)R(λ, T )R(µ, T )

Tanım 2.2.5. [2, Tanım 6.5.] Yardımcı Teorem 2.2.4.(3) de elde edilen eşitliğe

T nin Rezolvent Özdeşliği denir.

Yardımcı Teorem 2.2.6. [2, Sonuç 6.7.] Her T ∈ B(X) için Rez(T ) kümesi komp-

leks düzlemin açık bir alt kümesidir ve rezolvent fonksiyonu Rez(T ) de analitiktir. Özel

olarak, rezolvent fonksiyonu Rez(T ) de süreklidir.

Teorem 2.2.7. [2, Teorem 6.10.] X 6= {0} kompleks Banach uzayı ve T ∈ B(X)

olsun. Bu durumda σ(T ) kompleks düzlemin boştan farklı kompakt bir alt kümesidir.

Tanım 2.2.8. [2, Tanım 1.68.] X kompleks Banach uzayı, O ⊂ C açık bir alt

küme ve λ0 ∈ O olmak üzere f : O → X fonksiyonu için,
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lim
λ→λ0

∥∥∥∥f(λ)− f(λ0)

λ− λ0

− x0

∥∥∥∥ = 0

olacak şekilde bir tek x0 ∈ X vektörü varsa f fonksiyonu λ0 noktasında diferansiyel-

lenebilirdir denir. f : O → X fonksiyonu bir λ0 ∈ O noktasını içeren açık bir yuvarın

her noktasında diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu λ0 noktasında analitiktir denir.

X 6= {0} kompleks Banach uzayında bir T ∈ B(X) operatörü gözönüne alınsın ve

kompleks düzlemde T operatörünün σ(T ) spektrumunun bir komşuluğunda, yani C

kompleks düzleminin σ(T ) kümesini içine alan bir açık kümesinde analitik olan kom-

pleks değerli fonksiyonlar ailesi F(T ) ile gösterilsin. Her f ∈ F(T ) için f(T ) ∈ B(X)

olacak şekilde bir operatör karşı getirilebilir. Bu amaca uygun f(T ) operatörünü

tanımlayabilmek için aşağıda yer alan bazı temel bilgilere ihtiyaç duyulmaktadır.

Tanım 2.2.9. [2, Tanım 6.26.] C ⊂ C alt kümesi için C =
⋃m
n=1 Cn olacak şekilde

sonlu sayıda, ikişer ikişer ayrık olan basit ve kapalı C1, C2, ..., Cm ⊂ C eğrileri varsa

C eğrisine Jordan eğrisi denir. V, A ⊂ C alt kümesinin bir komşuluğu ve C, V de

pozitif yönde yönlendirilmiş bir Jordan eğrisi olsun. Bu durumda A ⊆ W ⊆ W ⊆ V ve

C = ∂W olacak şekilde bir W ⊂ V açık alt kümesi varsa C eğrisi A yı çevreler denir.

Yardımcı Teorem 2.2.10. [2, Yardımcı Teorem 6.27.] A kompakt kümesinin

V deki her komşuluğunda A yı çevreleyen bir Jordan eğrisi vardır.

Şimdi T ∈ B(X) ve f ∈ F(T ) olsun. σ(T ) nin herhangi bir komşuluğu V olmak

üzere f, V de analitik olsun. C, V de σ(T ) yi çevreleyen bir Jordan eğrisi olsun. Bu

durumda Yardımcı Teorem 2.2.6. ya göre R(λ, T ) rezolvent fonksiyonu C üzerinde

sürekli ve f ∈ F(T ) olduğundan f(λ)R(λ, T ) fonksiyonu C üzerinde süreklidir. Dola-

yısıyla f(λ)R(λ, T ) fonksiyonu C üzerinde Riemann integrallenebilirdir. Bu durumda

f(T ) = 1
2πi

∫
C f(λ)R(λ, T )dλ integrali tanımlanabilir. Cauchy İntegral Teoremi kul-

lanıldığında tanımlanan integralin C eğrisine bağlı olmadığı görülür. Dolayısıyla f(T )

operatör fonksiyonu iyi tanımlıdır. Bu gözlemler sonucunda aşağıdaki tanım verilebilir.
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Tanım 2.2.11. [2, Tanım 6.28.] T ∈ B(X) ve sabit bir f ∈ F(T ) alınsın. C,

f nin analitik olduğu bir bölgede σ(T ) yi çevreleyen bir Jordan eğrisi olmak üzere,

f : B(X)→ B(X)

T → f(T ) := 1
2πi

∫
C f(λ)R(λ, T )dλ

operatörü tanımlanabilir.

Tanım 2.2.11. de tanımlanan fonksiyona operatör fonksiyonu denir. Aşağıdaki teorem

bu fonksiyonun temel özelliklerini vermektedir. Bu özellikler literatürde fonksiyonel

hesap olarak bilinmektedir.

Teorem 2.2.12. [2, Teorem 6.29.] F(T ) den B(X) e f → f(T ) şeklinde tanımlanan

tasvir aşağıdaki işlemlere göre cebirsel bir homomorfizmadır. Yani her f, g ∈ F(T ) ve

her α, β ∈ C için,

(αf + βg)(T ) = αf(T ) + βg(T ), (fg)(T ) = f(T )g(T )

dir. Ayrıca aşağıdakiler geçerlidir.

(1) ST = TS olacak şekilde bir S ∈ B(X) operatörü varsa her f ∈ F(T ) için

Sf(T ) = f(T )S dir. Özel olarak, her f ∈ F(T ) için Tf(T ) = f(T )T dir.

(2) V, σ(T ) nin bir komşuluğu olmak üzere her λ ∈ V için f(λ) =
∑∞

n=0 anλ
n ise

f ∈ F(T ) ve f(T ) =
∑∞

n=0 anT
n dir.

Teorem 2.2.13. [2, Teorem 6.31.] (Spektral Tasvir Teoremi) T ∈ B(X) ve

her f ∈ F(T ) için σ(f(T )) = f(σ(T )) dir. Yani, σ(f(T )) = {f(λ) : λ ∈ σ(T )} dir.

Tanım 2.2.14. [2, Tanım 6.11.] T ∈ B(X) olmak üzere σ(T ) spektrumunu içeren

{λ ∈ C : |λ| ≤ r} kapalı yuvarının negatif olmayan en küçük reel sayısına T operatö-

rünün spektral yarıçapı denir ve ρ(T ) ile gösterilir. O halde,

ρ(T ) := sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} = max{|λ| : λ ∈ σ(T )}

şeklinde ifade edilebilir.
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Teorem 2.2.15. [2, Teorem 6.12.] (Gelfand) T ∈ B(X) olmak üzere,

ρ(T ) = lim
n→∞

‖T n‖
1
n = inf{‖T n‖

1
n : n ∈ N}

dir. Dahası, |λ| > ρ(T ) koşulunu sağlayan her λ ∈ C için R(λ, T ) =
∑∞

n=0 λ
−(n+1)T n

dir.

Tanım 2.2.16. [5, Tanım 1.] X normlu uzay, T ∈ B(X) ve x ∈ X olsun.

ρ(T, x) := lim supn→∞ ‖T nx‖
1
n sayısına T operatörünün x noktasındaki yerel spek-

tral yarıçapı denir.

M ⊂ B(X) sınırlı bir alt küme olmak üzere ‖M‖ := sup{‖T‖ : T ∈ M} kümesi

tanımlanabilir. Ayrıca M,N ⊂ B(X) olmak üzere, MN := {TS : T ∈ M, S ∈ N}

kümesi tanımlanabilir. Bu tanımdanM kümesinin n.kuvvetiMn =Mn−1M şeklinde

ifade edilebilir. Yerel olarakta MV := {Tx : T ∈M, x ∈ V ⊂ X} şeklinde tanımlanır.

Bu tanımlar verilirken [6, Sayfa 386 ] den yararlanılmıştır.

Tanım 2.2.17. [6, Tanım 2.1.] M ⊂ B(X) sınırlı bir alt küme olmak üzere

ρ(M) := inf{‖Mn‖ 1
n : n ∈ N} sayısına M ailesinin ortak spektral yarıçapı denir.

Tanım 2.2.18. [6, Sayfa 434] M ⊂ B(X) sınırlı bir alt küme ve x ∈ X olmak

üzere ρ(M, x) := lim supn→∞ ‖Mnx‖ 1
n sayısına M operatörünün x noktasındaki yerel

ortak spektral yarıçapı denir.

Yardımcı Teorem 2.2.19. [6, Sayfa 386] M ⊂ B(X) sınırlı bir alt küme ol-

sun. Bu durumda aşağıdakiler gerçeklenir.

(1) ρ(M) ≤ ‖M‖

(2) Her λ ∈ C için ρ(λM) = |λ|ρ(M) dir.

Yardımcı Teorem 2.2.20. [6, Yardımcı Teorem 2.13.] M,N ⊂ B(X) sınırlı

alt kümeleri veMN = NM olsun. Bu durumda ρ(M+N ) ≤ ρ(M)+ρ(N ) eşitsizliği

gerçeklenir.
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Yardımcı Teorem 2.2.21. [6, Yardımcı Teorem 13.1.] M⊂ B(X) sınırlı bir alt

küme olmak üzere her k > 0 için ρ(Mk, x) ≤ [ρ(M, x)]k dir.

Yardımcı Teorem 2.2.22. M⊂ B(X) sınırlı bir alt küme olmak üzere her a, b ∈ C

için ρ(aM, bx) = |a|ρ(M, x) dir.

İspat. Her a, b ∈ C için ρ(aM, bx) = lim supn→∞ ‖(aM)nbx‖ 1
n

= lim supn→∞ ‖anMnbx‖ 1
n

= lim supn→∞ ‖anbMnx‖ 1
n = |a|ρ(M, x) dir.

Yardımcı Teorem 2.2.23. [7, Problem 6.1.9.] T ∈ B(X) olmak üzere her x ∈ X

için
∑∞

n=0
Tnx
λn+1 serisi düzgün yakınsak olacak şekilde sıfırdan farklı bir λ ∈ C varsa

λ ∈ Rez(T ) dir.

İspat. Her x ∈ X için
∑∞

n=0
Tnx
λn+1 serisi düzgün yakınsak olduğundan her x ∈ X

için limn→∞
Tn+1x
λn+1 = 0 bulunur. S : X → X operatörü Sx :=

∑∞
n=0

Tnx
λn+1 şeklinde

tanımlansın. X uzayı üzerinde her n ∈ N için Sn :=
∑n

k=0
Tk

λk+1 operatörleri gözönüne

alındığında her x ∈ X için Snx → Sx elde edilir. Düzgün Sınırlılık İlkesi kullanılarak

S ∈ B(X) bulunur. Her x ∈ X için,

[(λI − T )S]x = lim
n→∞

[
(λI − T )

n∑
k=0

T k

λk+1
x

]

= lim
n→∞

[
n∑
k=0

T kx

λk
−

n∑
k=0

T k+1x

λk+1

]

= lim
n→∞

[
x− T n+1x

λn+1

]
= x

elde edilir. Yani (λI − T )S = I bulunur. Benzer şekilde S(λI − T ) = I elde edilir. O

halde λI − T terslenebilirdir, dolayısıyla λ ∈ Rez(T ) dir.

Yardımcı Teorem 2.2.24. [7, Problem 6.1.10] T ∈ B(X) olmak üzere ρ(T ) = 0

olması için gerek ve yeter koşul ρ(T, x) = 0 olmasıdır.
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İspat.

Gereklik. ρ(T ) = limn→∞ ‖T n‖
1
n = 0 olsun. Her x ∈ X için,

‖T nx‖
1
n ≤ (‖T n‖‖x‖)

1
n = ‖T n‖

1
n‖x‖

1
n

eşitsizliği bulunduğundan ρ(T ) = 0 olduğu kullanılarak ρ(T, x) = 0 bulunur.

Yeterlik. Her x ∈ X için ρ(T, x) = 0 olsun. Sıfırdan farklı sabit bir λ ∈ C alınsın.

Bu durumda limitin tanımı kullanılarak her n ≥ n0 için ‖T nx‖ 1
n < |λ|

2
olacak şekilde

bir no ∈ N bulunur. Bu eşitsizlik kullanılarak her n ≥ n0 için
∥∥ Tnx
λn+1

∥∥ ≤ 1
|λ|

1
2n

elde

edilir. Karşılaştırma testi kullanılarak
∑∞

n=0

∥∥ Tnx
λn+1

∥∥ serisi yakınsak bulunur. Banach

uzayında mutlak yakınsak seriler yakınsak olduğundan
∑∞

n=0
Tnx
λn+1 serisi yakınsak bu-

lunur. Yardımcı Teorem 2.2.23. kullanılarak sıfırdan farklı her λ için λ ∈ Rez(T )

bulunur. Öte yandan Teorem 2.2.7. den σ(T ) 6= ∅ bulunur. O halde Rez(T ) = C\{0}

yani σ(T ) = {0} bulunur. Buradan ρ(T ) = 0 elde edilir.

Yardımcı Teorem 2.2.25. [7, Problem 6.1.11] T ∈ B(X) ise her k ∈ N için

σ(T k) = {λk : λ ∈ σ(T )} dir ve buradan ρ(T k) = [ρ(T )]k elde edilir. Ayrıca ‖T n‖ → 0

olması için gerek ve yeter koşul ρ(T ) < 1 olmasıdır.

İspat. Keyfi A,B,C ∈ B(X) operatörleri için CA = BC = I ise A = B = C−1

olduğu gösterilsin. Gerçekten, A = IA = (BC)A = B(CA) = BI = B dir. T ∈ B(X)

ve sabit bir k ∈ N alınsın. λ ∈ σ(T ) olsun. λk 6∈ σ(T k) olduğu varsayılsın. Bu du-

rumda (λk−T k)S = S(λk−T k) = I koşulunu sağlayan bir S ∈ B(X) vardır. Buradan

λk − T k = (λ− T )(λk−1 + λk−2T + ...+ λT k−2 + T k−1) eşitliği kullanılarak

A := (λk−1 + λk−2T + ...+ λT k−2 + T k−1)S

ve

B := S(λk−1 + λk−2T + ...+ λT k−2 + T k−1)

operatörleri tanımlandığından (λ− T )A = B(λ− T ) = I elde edilir ki bu λ ∈ Rez(T )

demektir. Bu ifade λ ∈ σ(T ) olması ile çelişir. Bu durumda {λk : λ ∈ σ(T )} ⊆ σ(T k)

dir. Şimdi σ(T k) ⊆ {λk : λ ∈ σ(T )} olduğu gösterilsin. Keyfi bir µ ∈ σ(T k) alınsın
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ve p(z) := µ − zk = (−1)k(r1 − z)(r2 − z)...(rk − z) polinomu tanımlansın. Bu-

rada r1, r2, ..., rk lar p polinomunun katlı köklerinide içinde barındıran köklerdir. Özel

olarak i = 1, ..., k olmak üzere her i için µ = rki sağlanır. Teorem 2.2.12.(3) kul-

lanılarak µ − T k = (−1)k(r1 − T )(r2 − T )...(rk − T ) elde edilir. Burada i = 1, ..., k

olmak üzere her i için ri − T terslenebilir olsaydı µ − T k ifadesi terslenebilirdi, yani

µ 6∈ σ(T k) olurdu. Bu mümkün değildir. O halde i = 1, ..., k olmak üzere en az

bir tane i için ri − T terslenebilir değildir, yani i = 1, ..., k olmak üzere en az bir

tane i için ri ∈ σ(T ) dir. Dolayısıyla µ = rki ve buradan µ ∈ {λk : λ ∈ σ(T )}

elde edilir. Yani σ(T k) ⊆ {λk : λ ∈ σ(T )} bulunur. {λk : λ ∈ σ(T )} ⊆ σ(T k) ve

σ(T k) ⊆ {λk : λ ∈ σ(T )} bulunduğundan σ(T k) = {λk : λ ∈ σ(T )} elde edilir. Elde

edilen bu eşitlik kullanılarak,

ρ(T k) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T k)}

= sup{|µk| : µ ∈ σ(T )}

= [sup{|µ| : µ ∈ σ(T )}]k = [ρ(T )]k

bulunur. Şimdi de Yardımcı Teoremin son iddiası ispatlansın. ‖T n‖ → 0 olsun. Bu

durumda ‖T k‖ < 1 olacak şekilde bir k ∈ N vardır. O halde,

ρ(T ) = inf{‖T n‖
1
n : n ∈ N} ≤ ‖T k‖

1
k < 1

bulunur. Tersine ρ(T ) < 1 olsun. Bu durumda ρ(T ) < δ < 1 olacak şekilde bir δ > 0

seçilsin. Limitin tanımı kullanılarak her n ≥ no için ‖T n‖ < δn olacak şekilde bir

no ∈ N bulunur. Bu durumda ‖T n‖ → 0 elde edilir.

Tanım 2.2.26. [2, Sayfa 348] X Banach uzayı ve T ∈ B(X) olsun. V, X in

T (V ) ⊆ V olacak şekilde bir alt uzayı ise V alt uzayına T altında değişmez ya da

kısaca T -değişmez denir. ST = TS koşulunu sağlayan her S ∈ B(X) için S(V ) ⊆ V

ise V alt uzayına T altında hiperdeğişmez ya da kısaca T -hiperdeğişmez denir.

Tanım 2.2.27. [2, Sayfa 81] X Banach uzayı ve T ∈ B(X) olsun. V ve W, X

uzayının X = V ⊕W olacak şekilde, T -değişmez, kapalı alt uzayları ise (V,W ) ikilisine
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T operatörü için indirgenebilen ikili denir. Kısaca T -indirgenebilen ikili denir. Ayrıca

(V,W ) ikilisi T operatörü için indirgenebilen ikili olacak şekilde bir W ⊂ X kapalı alt

uzayı varsa V ⊂ X kapalı alt uzayı T ye indirgenir denir.

Teorem 2.2.28. [2, Teorem 2.22.] X Banach uzayı ve T ∈ B(X) olsun. V ⊂ X ka-

palı alt uzayının T ye indirgenebilmesi için gerek ve yeter koşul TP = PT ve R(P ) = V

koşullarını sağlayan bir P ∈ B(X) izdüşüm operatörünün olmasıdır.

Tanım 2.2.29. [2, Tanım 6.32.] X Banach uzayı ve T ∈ B(X) olsun. σ, σ(T )

nin hem açık hemde kapalı bir alt kümesi ise σ ya T operatörünün spektral kümesi

denir.

Örnek 2.2.30. BoyX = 2 ve ε > 0 olmak üzere,

T =

 ε+ 1 2

0 ε− 1


operatörü tanımlansın. BoyX = 2 olduğundan T operatörünün spektrumunu bulmak

için verilen matrisin özdeğerlerini bulmak yeterli olacaktır.

|T − λI| =

∣∣∣∣∣∣ ε+ 1− λ 2

0 ε− 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (ε+ 1− λ)(ε− 1− λ) = 0

eşitliği kullanılarak T operatörünün özdeğerleri λ = ε + 1 veya λ = ε − 1 olarak elde

edilir. Yani σ(T ) = σp(T ) = {ε + 1, ε− 1} bulunur. Dolayısıyla σ := {ε + 1} şeklinde

tanımlanan σ kümesi σ(T ) nin kapalı bir alt kümesidir. Öte yandan,

σ′ = σ(T )\σ = {ε − 1} kümesi de kapalı olduğundan σ, T operatörünün spektral

kümesidir.

σ, T ∈ B(X) operatörünün boş kümeden farklı bir spektral kümesi olmak üzere

σ′ de boş kümeden farklı olsun. Eğer 2δ = d(σ, σ′) > 0 ise σ ⊆ Vσ, σ′ ⊆ Vσ′ ve

Vσ ∩ Vσ′ = ∅ koşullarını sağlayan Vσ =
⋃
λ∈σ B(λ, δ) ve Vσ′ =

⋃
λ∈σ′ B(λ, δ) şeklinde

boş kümeden farklı açık kümeler vardır. Yani σ ve σ′ nün sırasıyla Vσ ve Vσ′ şeklinde

ayrık komşulukları vardır. Bu durumda Vσ ∪ Vσ′ kümesi σ(T ) nin bir komşuluğudur.

O halde,
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fσ, fσ′ : Vσ ∪ Vσ′ → C fonksiyonları,

fσ(λ) =

 1 , λ ∈ Vσ
0 , λ ∈ Vσ′

fσ′(λ) =

 0 , λ ∈ Vσ
1 , λ ∈ Vσ′

şeklinde tanımlanabilir. Bu durumda,

(fσ)2 = fσ, (fσ′)2 = fσ′ , fσfσ′ = 0 ve fσ+fσ′ = 1 eşitlikleri elde edilir. Buradan Teorem

2.2.12.(3) kullanılarak,

[fσ(T )]2 = fσ(T ), [fσ′(T )]2 = fσ′(T ), fσ(T )fσ′(T ) = 0 ve fσ(T ) + fσ′(T ) = I eşitlikleri

bulunur. Bu durumda fσ(T ) ve fσ′(T ) operatör fonksiyonları, değer bölgeleri sırasıyla

R(fσ(T )), R(fσ′(T )) olmak üzere X = R(fσ(T )) ⊕ R(fσ′(T )) olacak şekilde sınırlı

izdüşümlerdir. Ayrıca Spektral Tasvir Teoremi kullanılarak,

σ(fσ(T )) = fσ(σ(T )) = {0, 1} ve σ(fσ′(T )) = fσ′(σ(T )) = {0, 1} elde edilir. Yani fσ(T )

ve fσ′(T ) izdüşümleri aşikar olmayan izdüşümlerdir. Teorem 2.2.12.(1) kullanıldığında

Tfσ(T ) = fσ(T )T ve Tfσ′(T ) = fσ′(T )T elde edilir. Bu durumda Teorem 2.2.28. kul-

lanılarak, (R(fσ(T )), R(fσ′(T ))) indirgenebilen ikilisi bulunur.

Tanım 2.2.31. [2, Tanım 6.33.] Yukarıda elde edilen fσ(T ) ye σ ile ilişkili olan

spektral izdüşüm denir ve Pσ(T ) ile gösterilir. Ayrıca özel olarak σ = σ(T ) ve σ = ∅

ise sırasıyla Pσ(T )(T ) = I ve P∅ = 0 dir.

Örnek 2.2.32. T operatörü Örnek 2.2.30. gibi tanımlansın. E ve F operatörleri

sırasıyla

E =

 1 1

0 0

 , F =

 0 −1

0 1


şeklinde tanımlansın. Bu durumda, ε+ 1 2

0 ε− 1

 = (ε+ 1)

 1 1

0 0

+ (ε− 1)

 0 −1

0 1


eşitliğinden T = (ε + 1)E + (ε − 1)F elde edilir. Burada E2 = E, F 2 = F, EF = 0

ve E + F = I olduğundan E ve F birbirini tamamlayan spektral izdüşümlerdir.

Dolayısıyla, E = Eσ(T ) operatörü σ = σε(T ) = {ε + 1} spektral kümesi için spek-

tral izdüşümdür.
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Tanım 2.2.33. [3, Sayfa 73] Pσ(T ), σ spektral kümesi ile ilişkili spektral izdüşüm

olmak üzere Pσ(T ) nin değer bölgesine yani R(Pσ(T )) kümesine σ spektral kümesi ile

ilişkili spektral alt uzay denir.

Aşağıdaki teorem spektral izdüşümün temel özelliğini vermektedir.

Teorem 2.2.34. [2, Teorem 6.34.] X Banach uzayı, T ∈ B(X) ve σ, T ope-

ratörünün aşikar olmayan bir spektral kümesi olsun. Bu durumda T operatörü için

σ(T |Yσ) = σ ve σ(T |Zσ) = σ(T )\σ olacak şekilde bir tek (Yσ, Zσ) indirgenebilen ikili

vardır. Dahası, Pσ(T ) spektral izdüşümü X in Zσ boyunca Yσ üzerine izdüşümüdür.

Yardımcı Teorem 2.2.35. [7, Problem 6.4.13.] σ, T ∈ B(X) operatörünün

spektral kümesi olsun. Bu durumda aşağıdakiler gerçeklenir.

(1) 0 6∈ σ ise Pσ(T ) = TS = ST olacak şekilde bir S ∈ B(X) vardır.

(2) 0 ∈ σ ise Pσ(T ) = I + TS = I + ST olacak şekilde bir S ∈ B(X) vardır.

İspat. Teorem 2.2.34. e göre T operatörü için σ(T |Yσ) = σ ve σ(T |Zσ) = σ(T )\σ

olacak şekilde bir tek (Yσ, Zσ) indirgenebilen ikili vardır ve Pσ(T ) spektral izdüşümü

X in Zσ boyunca Yσ üzerine izdüşümüdür. Bu durumda R(Pσ(T )) = Yσ ve

Çek(Pσ(T )) = Y ⊥σ = Zσ dir.

(1) 0 6∈ σ ise T |Yσ : Yσ → Yσ terslenebilirdir. Çünkü aksi durumda 0 ∈ σ bulunur.

O halde R := (T |Yσ)−1 : Yσ → Yσ operatörü tanımlanabilir. S = RPσ(T ) ∈ B(X)

operatörü gözönüne alınsın. Her x = yσ + zσ ∈ Yσ ⊕ Zσ = X için,

TSx = TRPσ(T )(yσ + zσ) = TRyσ = yσ = Pσ(T )x

STx = RPσ(T )T (yσ + zσ) = RPσ(T )(Tyσ + Tzσ) = RTyσ = yσ = Pσ(T )x

eşitlikleri elde edilir. Yani Pσ(T ) = TS = ST dir.

(2) 0 ∈ σ ise 0 6∈ σ(T )\σ =: σ′ dir. Yardımcı Teroem 2.2.35. (1) den,

Pσ′(T ) = I − Pσ(T ) = RT = TR

∃R ∈ B(X) bulunur. O halde S = −R alınarak, Pσ(T ) = I + TS = I +ST elde edilir.
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Yardımcı Teorem 2.2.36. [7, Problem 6.4.14.] σ, T ∈ B(X) operatörünün

spektral kümesi olsun. σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| < r} ve σ(T )\σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| > r} ola-

cak şekilde bir r > 0 sayısı varsa T operatörünün spektral izdüşümünün değer bölgesi

R(Pσ(T )) = {x ∈ X : Tnx
rn
→ 0} ile verilir.

İspat. σ, T ∈ B(X) operatörünün spektral kümesi ve σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| < r} ve

σ(T )\σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| > r} olacak şekilde bir r > 0 olsun. Teorem 2.2.34. e göre

Yσ := R(Pσ(T )) olmak üzere (Yσ, Zσ), T -indirgenebilen ikilisi vardır. σ = σ(T |Yσ) den

ρ(T |Yσ) < r elde edilir. Yani ρ(1
r
T |Yσ) < 1 dir. Bu durumda Yardımcı Teorem 2.2.25.

kullanılarak her x ∈ Yσ için
(T |Yσ )nx

rn
→ 0 bulunur. Dolayısıyla Yσ ⊆ {x ∈ X : Tnx

rn
→ 0}

kapsaması elde edilir. Tersine, Tnx
rn
→ 0 olacak şekilde bir x ∈ X alınsın. Limit tanımı

kullanılarak her n ≥ no için
∥∥Tnx

rn

∥∥ < 1 koşulunu sağlayan bir no ∈ N vardır. Bu

durumda her n ≥ no için ‖T nx‖ 1
n < r elde edilir. Buradan lim supn→∞

n
√
‖T nx‖ ≤ r

elde edilir. Dolayısıyla, |λ| > r koşulunu sağlayan her λ ∈ C için
∑∞

n=0
Tnx
λn+1 kuvvet

serisi yakınsaktır. Şimdi σ(T )\σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| > R} ve A := {λ ∈ C : r < |λ| < R}

koşullarını sağlayan bir R > r seçilsin. Buna göre A ∩ σ(T ) = ∅ ve her λ ∈ A için,

(λ− T )
∞∑
n=0

T nx

λn+1
= (λ− T ) lim

m→∞

m∑
n=0

T nx

λn+1

= lim
m→∞

(λ− T )
m∑
n=0

T nx

λn+1

= lim
m→∞

(
x− Tm+1x

λm+1

)
= x

elde edilir. A ⊆ Rez(T ) olduğundan her λ ∈ A için λ − T operatörü bire-birdir

ve bundan dolayı her λ ∈ A için R(λ, T )x =
∑∞

n=0
Tnx
λn+1 dir. Bu serinin rezidüsü

kullanılarak,

x = T 0x =
1

2πi

∫
CR
R(λ, T )xdλ =

[
1

2πi

∫
CR
R(λ, T )dλ

]
x = Pσ(T )x ∈ Yσ

elde edilir. Yani {x ∈ X : Tnx
rn
→ 0} ⊆ Yσ kapsaması gerçeklenir ve eşitlik elde edilir.

Aşağıdaki teorem Shulman ve Turovskii [6, Yardımcı Teorem 13.2.] den yararlanılarak

oluşturulmuştur.
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Teorem 2.2.37. T ∈ B(X) ve M ⊂ B(X) sınırlı bir alt küme olsun. Ayrıca t ≥ 0

olmak üzere QM(t) := {x ∈ X : ρ(M, x) ≤ t} ve QT (t) := {x ∈ X : ρ(T, x) ≤ t}

kümeleri tanımlansın. Bu durumda aşağıdakiler gerçeklenir.

(1) QM(t) kümesi M-hiperdeğişmez alt uzaydır.

(2) k > 0 olmak üzere her T ∈Mk için QM(t) ⊂ QT (tk) dir.

İspat.

(1) Öncelikle QM(t) kümesinin X uzayının bir alt uzayı olduğu gösterilsin. Gerçekten,

x, y ∈ QM(t) ise ρ(M, x) ≤ t ve ρ(M, y) ≤ t dir. Keyfi bir ε > 0 verilsin. Bu durumda

her n ≥ no için,

‖Mnx‖ ≤ (ρ(M, x) + ε)n ≤ (t+ ε)n

ve

‖Mny‖ ≤ (ρ(M, y) + ε)n ≤ (t+ ε)n

olacak şekilde bir no ∈ N vardır. Her n ≥ no için,∥∥∥∥Mn

(
x+ y

2

)∥∥∥∥ ≤ 1

2
{(ρ(M, x) + ε)n + (ρ(M, y) + ε)n}

≤ max{(ρ(M, x) + ε)n, (ρ(M, y) + ε)n}

= (max{ρ(M, x), ρ(M, y)}+ ε)n ≤ (t+ ε)n

eşitsizliği elde edilir. Elde edilen bu eşitsizlik ve Yardımcı Teorem 2.2.22. kullanılarak

her ε > 0 için,

ρ(M, x+ y) = ρ(M,
x+ y

2
) = lim sup

n→∞

∥∥∥∥Mn

(
x+ y

2

)∥∥∥∥ 1
n

≤ t+ ε

bulunur. Yani x+ y ∈ QM(t) elde edilir. Ayrıca keyfi bir α ∈ F için Yardımcı Teorem

2.2.22. kullanılarak ρ(M, αx) = ρ(M, x) ≤ t elde edildiğinden αx ∈ QM(t) elde edilir.

Dolayısıyla QM(t) kümesi X uzayının bir alt uzayıdır.

Şimdi QM(t) alt uzayının M-hiperdeğişmez olduğu gösterilsin. Bu amaçla,

x ∈ QM(t), T ∈ M ve S ∈ M′ := {R ∈ B(X) : TR = RT,∀T ∈ M} alınsın. Bu

durumda,

ρ(M, Tx) = lim sup
n→∞

‖MnTx‖
1
n ≤ lim sup

n→∞
‖Mn+1x‖

1
n = lim sup

n→∞
(‖Mn+1x‖

1
n+1 )

n+1
n
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eşitsizliğinden Tx ∈ QM(t) elde edilir. Yani QM(t) alt uzayı M-değişmezdir.

ρ(M, Sx) = lim sup
n→∞

‖MnSx‖
1
n = lim sup

n→∞
‖SMnx‖

1
n

≤ lim sup
n→∞

‖S‖
1
n lim sup

n→∞
‖Mnx‖

1
n ≤ ρ(M, x) ≤ t

eşitsizliğinden Sx ∈ QM(t) elde edilir. Yani QM(t) alt uzayı M-hiperdeğişmezdir.

(2) x ∈ QM(t) ve T ∈ Mk
alınsın. Bu durumda T = T1T2...Tk olacak şekilde

T1, T2, ..., Tk ∈M vardır. F0 := {T1, T2, ..., Tk} tanımlandığında F0 ⊂M olur. S ∈M

alınsın. Bu durumda Fk0 ⊂ (F0 ∪ S)k kapsaması gerçeklenir. Bu kapsama kullanılarak

ρ(T, x) ≤ ρ((F0 ∪ S)k, x) ≤ ρ(F0 ∪ S, x)k ≤ tk eşitsizliği elde edilir, yani x ∈ QT (tk)

dir.

Uyarı 2.2.38. σ, T ∈ B(X) operatörünün aşikar olmayan bir spektral kümesi olsun.

Bu durumda Teorem 2.2.34. e göre T operatörü için σ(T |Yσ) = σ ve σ(T |Zσ) = σ(T )\σ

olacak şekilde bir tek (Yσ, Zσ) indirgenebilen ikili vardır ve dahası Pσ(T ) spektral

izdüşümü X in Zσ boyunca Yσ üzerine izdüşümüdür. Bu durumda,

R(Pσ(T )) = Yσ ve Çek(Pσ(T )) = Zσ dir. Pσ(T ) izdüşüm operatörü olduğundan

ÇekPσ(T ) = Zσ eşitliğinden R(I − Pσ(T )) = Zσ elde edilir. Ayrıca,

σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| < r} ve σ(T )\σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| > r} olacak şekilde bir r > 0

sayısı varsa ρ(T ) nin tanımı ve σ(T |Yσ) = σ eşitliği kullanılarak ρ(T |Yσ) < r elde edilir.

Ayrıca 0 ∈ σ olduğundan 0 6∈ σ(T )\σ bulunur. Bu durumda T |Zσ : Zσ → Zσ operatörü

terslenebilirdir. Dolayısıyla,

ρ((T |Zσ)−1) = max{|λ| : λ ∈ σ((T |Zσ)−1)} = max{|λ−1| : λ ∈ σ(T |Zσ)} < 1
r

elde edilir.

Teorem 2.2.39. T ∈ B(X) operatörü için σ bir spektral küme olsun. Ayrıca

σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| < r} ve σ(T )\σ ⊆ {λ ∈ C : |λ| > r} olacak şekilde bir r > 0 olsun.

Bu durumda Teorem 2.2.37. deki notasyonlar kullanılarak aşağıdakiler gerçeklenir.

(1) QT (r) = R(Pσ(T )) eşitliği sağlanır. Yani QT (r) spektral alt uzaydır.

(2) |λ| < r ise Çek(T − λI) ⊂ QT (r) dir.

(3) |λ| > r ise QT (r) ⊂ R(T − λI) dir.

(4) |λ| = r ise λ ∈ Rez(T ) dir.
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İspat.

(1) 0 ∈ σ olduğundan 0 6∈ σ(T )\σ dir. σ(T )\σ kümesi I−Pσ(T ) spektral izdüşümüyle

ilgili olan bir spektral kümedir. Yardımcı Teorem 2.2.35.(1) göre,

I − Pσ(T ) = TR = RT

olacak şekilde bir R ∈ B(X) vardır. Uyarı 2.2.38. den ρ(TPσ(T )) < r ve ρ(R) < 1
r

elde edilir. Keyfi bir x ∈ R(Pσ(T )) alındığında,

ρ(T, x) = ρ(T, Pσ(T )x) = ρ(TPσ(T ), x) < r olduğundan x ∈ QT (r) bulunur. Yani

R(Pσ(T )) ⊆ QT (r) dir. Tersine x ∈ QT (r) alınsın. Bu durumda

I − Pσ(T ) = (I − Pσ(T ))n = (RT )n = RnT n

eşitliğinden,

ρ(I − Pσ(T ), x) = lim sup
n→∞

‖(I − Pσ(T ))x‖1/n ≤ ρ(R)ρ(T, x) <
1

r
r = 1

elde edilir. Dolayısıyla (I − Pσ(T ))x = 0 bulunur, yani x ∈ R(Pσ(T )) dir. Sonuç

olarak hem R(Pσ(T )) ⊆ QT (r) hem de QT (r) ⊆ R(Pσ(T )) geçerli olduğundan eşitlik

elde edilir.

(2) Keyfi bir x ∈ Çek(T − λI) alındığında her n ∈ N için T nx = λnx elde edilir. Elde

edilen bu eşitlik ve hipotez kullanılarak ρ(T, x) = |λ| < r bulunur. Yani x ∈ QT (r) dir.

(3) Keyfi bir x ∈ QT (r) alındığında ρ(T, x) = lim supn→∞ ‖T nx‖1/n ≤ r elde edilir.

Elde edilen bu eşitsizlik ve hipotez kullanılarak lim supn→∞
∥∥ Tnx
λn+1

∥∥1/n
< 1 bulunur.

Dolayısıyla, x = (T − λI)
∑∞

n=0
Tnx
λn+1 bulunur, yani x ∈ R(T − λI) dir.

(4) λ 6∈ Rez(T ) ise λ ∈ σ(T ) = σ ∪ (σ(T )\σ) dir. Dolayısıyla λ ∈ σ yada λ ∈ σ(T )\σ

dir. Yani |λ| < r yada |λ| > r dir. Sonuç olarak, |λ| 6= r bulunur.

2.3.BİRLİKTE KOMPAKT KÜMELER

İkinci tür bir lineer Fredolm integral denklemi,

g(x)− λ
∫ b

a

k(x, y)g(y)dy = f(x)

şeklindedir; burada g(x) bilinmeyen, k(x, y) ve f(x) ise bilinen fonksiyonlardır. x ve

y, reel değişkenler olup (a, b) aralığında değerler almaktadır. λ ise sayısal bir değerdir.
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k(x, y) fonksiyonu, integral denklemin çekirdeği olarak adlandırılır. k(x, y) çekirdeği

(x, y) düzleminin bir Ω = {a ≤ x ≤ b, a ≤ y ≤ b} karesinin üzerinde tanımlanmıştır

ve süreklidir. Yukarıdaki integral denklemde f(x) fonksiyonu özdeş olarak sıfıra eşit

değilse bu denklem homojen olmayan integral denklem olarak adlandırılır. Eğer f(x)

fonksiyonu özdeş olarak sıfır ise yukarıdaki denklem

g(x)− λ
∫ b

a

k(x, y)g(y)dy = 0

şeklini alır ve bu denklem homojen integral denklem olarak adlandırılır. Ayrıca, ikin-

ci tür bir lineer Fredolm integral denkleminde özel olarak g(x) bilinmeyen fonksiyonu

yanlızca integral içinde ise yani

λ

∫ b

a

k(x, y)g(y)dy = f(x)

şeklinde ise bu integral denklem birinci tür bir lineer Fredolm integral denklemi olarak

adlandırılır. Fredolm integral denklemlerine ardışık çekirdekler yöntemiyle yaklaşık

çözümler bulmak mümkündür.

K : C[a, b]→ C[a, b] operatörü,

(K(g))(x) =

∫ b

a

k(x, y)g(y)dy

şeklinde tanımlansın. Yani bilinmeyen bir fonksiyon içeren bir integrale bir operatör

gözüyle bakılabilir. Bundan yararlanılarak sırasıyla ikinci tür lineer Fredolm integral

denklemi ve birinci tür lineer Fredolm integral denklemi,

(I −Kn)gn = f, Kngn = f

şeklinde ifade edilebilir. Burada Kn operatörleri C[a, b] üzerinde tanımlıdır.

Anselone ve Moore

(1) (I −Kn)−1 ∈ B(X)

(2) (I −K)−1 ∈ B(X)

(3) (I −Kn)−1 → (I −K)−1

koşullarının hangi durumda sağlandığını araştırdılar. Araştırmalarının sonunda,⋃
n

{Kng : ‖g‖ ≤ 1} ⊂ C[a, b]
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kümesinin göreceli kompakt olması gerektiğini fark ettiler. İşte bu ayrıntı birlikte kom-

pakt küme kavramının doğmasına sebep oldu.

Normlu uzaylarda birlikte kompakt küme kavramı ilk kez 1964 yılında, Anselone P.M.

ve Moore R.H. tarafından, ”Approximate solutions of Integral and Operator Equa-

tions” adlı makalede ortaya atılmıştır. Birlikte kompakt kümelerin temel özellikleri

1968 yılında, Anselone P.M. ve Palmer T.W. tarafından, ”Collectively Compact Sets

of Linear Operators” adlı makalede çalışılmıştır. Bu kümelerin spektral özellikleri aynı

yıl, Anselone P.M. ve Palmer T.W. tarafından, ”Spectral Properties of Collectively

Compact Sets of Linear Operators” ve ”Spectral Analysis of Collectively Compact,

Strongly Convergent Operator Sequences” adlı makalelerde işlenmiştir. Birlikte kom-

pakt kümelerin normlu uzaylardan topolojik uzaylara genelleştirilmesi 1971 yılında,

Higgins J.A. tarafından ”Collectively Compact Sets of Linear Operators” adlı doktora

tezinde çalışılmıştır.

Tanım 2.3.1. [3, Sayfa 4] K ⊂ B(X) alt kümesi operatörlerin bir ailesi olmak

üzere, K(UX) = {Kx : K ∈ K, x ∈ UX} kümesi göreceli kompakt ise K ailesine birlikte

kompakt denir.

Uyarı 2.3.2. Tanım 2.1.18. ile Tanım 2.3.1. karşılaştırıldığında birlikte kompakt

küme kavramının aslında kompakt operatör kavramının bir genelleştirilmesi olduğu

düşünülebilir. Birlikte kompakt kümenin her elemanın kompakt olduğu fakat kompakt

operatörlerden oluşan her kümenin birlikte kompakt olmadığı birazdan anlaşılacaktır.

Örnek 2.3.3. [3, Örnek 5.4.] X = `2 uzayında x = (x1, x2, ...), e1 = (1, 0, 0, ...)

olmak üzere,

K = {Kn ∈ B(`2) : Knx = xne1, n = 1, 2, ...}

kümesi gözönüne alınsın. Bu durumda K(UX) = {Knx : Kn ∈ K, x ∈ UX} olup,

BoyK(UX) = 1 <∞ ve K(UX) sınırlı olduğundan K(UX) tam sınırlı olur. Dolayısıyla

K birlikte kompakttır.
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Örnek 2.3.4. [3, Örnek 5.1.] X = `2 Hilbert uzayı ve {ϕα : α ∈ A} kümesi `2

için ortonormal bir taban olsun.

Eα : `2 −→Span{ϕα} ⊂ `2

x −→ Eαx =< x, ϕα > ϕα şeklinde dik izdüşümler tanımlansın. Bu operatör-

lerin kümesi M := {Eα : α ∈ A} ile gösterilsin. ‖ϕα‖ = 1 olduğundan her α ∈ A için

ϕα = Eαeα ∈M(UX) dir. Öte yandan,

‖ϕα − ϕβ‖2 =< ϕα − ϕβ, ϕα − ϕβ >= ‖ϕα‖2− < ϕα, ϕβ > − < ϕβ, ϕα > +‖ϕβ‖2

eşitliğinden α 6= β olmak üzere her α, β ∈ A için ‖ϕα − ϕβ‖ =
√

2 elde edilir. Yani

M(UX) tam sınırlı değildir ve tanım gereği M birlikte kompakt bir küme olamaz.

Birlikte Kompakt Kümenin Özellikleri:

Özellik 2.3.5. [3, Sayfa 58] K ⊂ B(X) birlikte kompakt bir küme ise λ ∈ F olmak

üzere λK birlikte kompakttır.

İspat. K birlikte kompakt bir küme olduğundan K(UX) göreceli kompakt bir kümedir.

Yani K(UX) kompakt bir kümedir. Bu durumda λ ∈ F olmak üzere λK(UX) kümesi de

kompakttır. Öte yandan λK(UX) = λK(UX) eşitliği bulunduğundan λK(UX) kümesi

kompakt ve dolayısıyla Tanım 2.3.1. kullanılarak λK kümesi birlikte kompakt bulunur.

Özellik 2.3.6. [3, Sayfa 58] K ⊂ B(X) birlikte kompakt bir küme ve M ⊂ K

ise M birlikte kompakt bir kümedir.

İspat. K birlikte kompakt bir küme olduğundan K(UX) göreceli kompakt bir kümedir.

M ⊂ K kapsaması gerçeklendiğinden M(UX) ⊂ K(UX) elde edilir. K(UX) göreceli

kompakt bir küme olduğundan M(UX) göreceli kompakt bir küme olur. Çünkü kom-

pakt bir kümenin kapalı alt kümeleri kompakttır. M(UX) göreceli kompakt bir küme

olduğundan Tanım 2.3.1. kullanılarak M kümesi birlikte kompakt bulunur.

Özellik 2.3.7. [3, Sayfa 58] K1,K2, ...,Kn ⊂ B(X) birlikte kompakt kümeler ise

K :=
⋃n
i=1Ki birlikte kompakt bir kümedir.
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İspat. K1,K2, ...,Kn birlikte kompakt kümeler olduğundan sırasıyla K1(UX),K2(UX)

, ...,Kn(UX) kümeleri göreceli kompakttır. Dolayısıyla bu kümeler dizisel kompakt

bulunur. Şimdi
⋃n
i=1Ki(UX) kümesinin dizisel kompakt olduğu gösterilsin. Keyfi bir

{xm} ⊂
⋃n
i=1Ki(UX) dizisi alınsın. O halde en az bir i (i = 1, ..., n) için {xm} ⊂ Ki(UX)

olur. Her i (i = 1, ..., n) için Ki(UX) kümeleri dizisel kompakt olduğundan, en az bir

i (i = 1, ..., n) için xmk → x koşulunu sağlayan bir {xmk} ⊂ {xm} ⊂ Ki(UX) alt dizisi

vardır. Şu halde
⋃n
i=1Ki(UX) kümesi dizisel kompakt bulunur. Yani

⋃n
i=1Ki(UX)

kümesi kompakt bulunur. Öte yandan,

K(UX) =

(
n⋃
i=1

Ki

)
(UX) =

n⋃
i=1

Ki(UX)

eşitliği bulunduğundan K(UX) kompakt yani K(UX) kümesi göreceli kompakt bulunur.

Tanım 2.3.1. kullanılarak K kümesi birlikte kompakt bulunur.

Özellik 2.3.8. [3, Sayfa 58] K1,K2, ...,Kn ⊂ B(X) birlikte kompakt kümeler ise

K := K1 +K2 + ...+Kn birlikte kompakt bir kümedir.

İspat. K1,K2, ...,Kn birlikte kompakt kümeler olduğundan sırasıyla K1(UX),K2(UX)

, ...,Kn(UX) kümeleri göreceli kompakttır. Dolayısıyla bu kümeler dizisel kompakt bu-

lunur. Şimdi K(UX) kümesinin dizisel kompakt olduğu gösterilsin. Bu amaçla keyfi bir

{xm} ⊂ K(UX) dizisi alınsın. Bu durumda

xm = y1m+y2m+...+ynm � {y1m} ⊂ K1(UX), {y2m} ⊂ K2(UX), ..., {ynm} ⊂ Kn(UX)

şeklinde yazılabilir. Burada K1(UX),K2(UX), ...,Kn(UX) kümeleri dizisel kompakt ol-

duğundan aşağıdaki şekilde alt diziler mevcuttur.

∃ {y1mk
} ⊂ {y1m} � y1mk

→ y1

∃ {y2mk
} ⊂ {y2m} � y2mk

→ y2

...
...

...

∃ {ynmk} ⊂ {ynm} � ynmk → yn
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O halde keyfi bir {xm} ⊂ K(UX) dizisi için y1mk
+ y2mk

+ ...+ ynmk → y1 + y2 + ...+ yn

koşulunu sağlayan bir {y1mk
+ y2mk

+ ...+ ynmk} ⊂ {xm} = {y1m + y2m + ...+ ynm} alt

dizisi vardır. Yani K(UX) kümesi dizisel kompakt bulunur. Yani K birlikte kompakt

bir kümedir.

Birlikte kompakt kümelerin yukarıdaki temel özelliklerinden başka özellikleri de vardır.

Bunu aşağıdaki önerme vermektedir.

Önerme 2.3.9. [3, Önerme 4.2.] K ⊂ B(X) birlikte kompakt bir küme olsun.

(1) Λ skalerlerin sınırlı bir kümesi ise ΛK = {λK : λ ∈ Λ, K ∈ K} kümesi birlikte

kompakttır.

(2) M ⊂ B(X) sınırlı bir küme ise KM = {KM : K ∈ K,M ∈ M} kümesi birlikte

kompakttır.

(3) N ⊂ B(X) göreceli kompakt bir küme ise NK = {NK : N ∈ N , K ∈ K} kümesi

birlikte kompakttır.

(4) K birlikte kompakt bir küme ise K nın düzgün kapanışı K ve K nın kuvvetli ka-

panışı Kk birlikte kompakt kümelerdir.

(5) K birlikte kompakt bir küme ise co(K) konveks kabuğu da birlikte kompakt bir

kümedir.

(6) Her b <∞ ve her J ≤ ∞ için{
J∑
j=1

λjKj : Kj ∈ K,
J∑
j=1

|λj| ≤ b

}
kümesi birlikte kompakttır.

İspat.

(1) Λ sınırlı bir küme olduğundan r := sup{|λ| : λ ∈ Λ} vardır. Bu durumda

ΛK(UX) ⊂ rK(UX) kapsaması geçerlidir. O halde ΛK(UX) ⊂ rK(UX) kapsaması

geçerlidir. K birlikte kompakt bir küme olduğundan K(UX) kompakt ve dolayısıyla

rK(UX) = rK(UX) kümesi kompakt bulunur. Kompakt bir kümenin kapalı alt kümeleri

kompakt olduğundan ΛK(UX) kümesi kompakt dolayısıyla ΛK birlikte kompakttır.

(2) M sınırlı bir küme olduğundan r := sup{‖T‖ : T ∈ M} vardır. Bu durumda

KM(UX) ⊂ rK(UX) kapsaması geçerlidir. O halde KM(UX) ⊂ rK(UX) kapsaması
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geçerlidir. K birlikte kompakt bir küme olduğundan K(UX) kompakt ve dolayısıyla

rK(UX) = rK(UX) kümesi kompakt bulunur. Kompakt bir kümenin kapalı alt kümeleri

kompakt olduğundan KM(UX) kümesi kompakt dolayısıyla KM kümesi birlikte kom-

pakt bulunur.

(3) f : N ×K(UX)→ X

(N, x) → f(N, x) := Nx fonksiyonu tanımlansın. N göreceli kom-

pakt ve K birlikte kompakt olduğundan sırasıyla N ve K(UX) kümeleri kompakttır.

Dolayısıyla N × K(UX) kümesi kompakttır. Öte yandan f fonksiyonu sürekli oldu-

ğundan f(N × K(UX)) kümesi kompakt bulunur. Kompakt bir kümenin kapalı alt

kümeleri kompakt olduğundan NK(UX) = f(N ×K(UX)) ⊂ f(N ×K(UX)) kapsaması

kullanılarak NK(UX) kümesi kompakt bulunur. Tanım 2.3.1. kullanılarak NK kümesi

birlikte kompakt bulunur.

(4) Uyarı 2.1.2. ye göre düzgün yakınsama kuvvetli olduğundanK ⊂ Kk kapsaması ger-

çeklenir. Dolayısıyla K(UX) ⊂ Kk(UX) kapsaması doğrudur. Şimdi Kk(UX) ⊂ K(UX)

kapsamasının gerçeklendiği gösterilsin. Keyfi bir Kx ∈ Kk(UX) alınsın. Bu durumda

K ∈ Kk ve x ∈ UX dir. K ∈ Kk ifadesinden Km → K koşulunu sağlayan bir {Km} ⊂ K

dizisi elde edilir. Yani x ∈ UX için limm→∞Kmx = Kx ∈ K(UX) elde edilir. Sonuç

olarak K(UX) ⊂ Kk(UX) ⊂ K(UX) elde edilir. Hipotez gereği K(UX) kümesi kompakt

ve kompakt bir kümenin kapalı alt kümeleri de kompakt olacağından K(UX) ve Kk(UX)

kümeleri kompakt bulunur. Tanım 2.3.1. kullanılarak K ve Kk kümeleri birlikte kom-

pakt olur.

(5) Öncelikle [co(K)](UX) ⊂ co[K(UX)] kapsamasının doğruluğu ispatlansın. Keyfi bir

Kx ∈ [co(K)](UX) alınsın. Bu durumda K ∈ co(K) ve x ∈ UX dir. Konveks kabuğun

tanımı gereği

K =
m∑
i=1

αiKi, Ki ∈ K, 0 ≤ αi ≤ 1,
m∑
i=1

αi = 1, m ∈ N

yazılabilir. Öte yandan UX ⊂ co(UX) kapsamasından x ∈ UX için x ∈ co(UX) olur.

Yine konveks kabuğun tanımı kullanılarak,

x =
n∑
j=1

λjxj, xj ∈ UX , 0 ≤ λj ≤ 1,
n∑
j=1

λj = 1, n ∈ N
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elde edilir. Buradan

Kx =

(
m∑
i=1

αiKi

)(
n∑
j=1

λjxj

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

(αiλj)(Kixj)

ve
m∑
i=1

n∑
j=1

(αiλj) = α1

n∑
j=1

λj + α2

n∑
j=1

λj + ...+ αm

n∑
j=1

λj =
m∑
i=1

αi = 1

bulunur. Yani Kx ∈ co[K(UX)] elde edilir. [co(K)](UX) ⊂ co[K(UX)] kapsaması

gerçeklendiğinden [co(K)](UX) ⊂ co[K(UX)] bulunur. Burada K(UX) ⊂ K(UX) ol-

duğundan co[K(UX)] ⊂ co[K(UX)] kapsaması bulunur. Sonuç olarak,

[co(K)](UX) ⊂ co[K(UX)] ⊂ co[K(UX)]

kapsamaları elde edilir. Öte yandan K birlikte kompakt bir küme olduğundan K(UX)

kompakttır. Mazur Teoremi kullanılarak co [K(UX)] kümesi kompakt bulunur. Yardımcı

Teorem 2.1.7. kullanılarak co [K(UX)] = co [K(UX)] kümesi kompakt bulunur. Kom-

pakt bir kümenin kapalı alt kümesi kompakt olacağından [co(K)](UX) kümesi kompakt

dolayısıyla Tanım 2.3.1. kullanılarak co(K) kümesi birlikte kompakt bulunur.

(6) J < ∞ olsun. Λ := {λ : |λ| ≤ b < ∞} kümesi tanımlansın. Λ kümesi sınırlı bir

kümedir. K birlikte kompakt bir küme olduğundan Önerme 2.3.9.(1) kullanılarak ΛK

kümesi birlikte kompakt bulunur. Önerme 2.3.9.(5) kullanılarak co(ΛK) kümesi yani{
J∑
j=1

λjKj : Kj ∈ K,
J∑
j=1

|λj| ≤ b

}

kümesi birlikte kompakt bulunur.

J = ∞ durumunda limJ→∞
∑J

j=1 λjKj ∈ ΛK bulunur. Öte yandan Önerme 2.3.9.(4)

göre ΛK kümesi birlikte kompakttır. Sonuç olarak istenen elde edilir.

Önerme 2.3.10. [3, Sayfa 82] Birlikte kompakt her küme kompakt operatörlerin

sınırlı bir kümesidir.

İspat. Keyfi bir K ∈ K alınsın ve K birlikte kompakt bir küme olsun. Tanım 2.3.1.

göre K(UX) kümesi göreceli kompakttır. K(UX) ⊂ K(UX) olduğundan K(UX) göreceli

kompakt bulunur. Buradan Tanım 2.1.18. kullanılarak K operatörü kompakt bu-

lunur. Yani K kümesi kompakt operatörlerden oluşmaktadır. Ayrıca K(UX) kümesi
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tam sınırlır. Tam sınırlı kümeler sınırlı olduğundan K(UX) kümesi sınırlı bulunur.

Dolayısıyla K kümesi sınırlı bulunur.

Uyarı 2.3.11. Yukarıdaki önermenin karşıtının doğru olması gerekmez. Aşağıdaki

örnek bunu göstermektedir.

Örnek 2.3.12. [3, Örnek 5.1.] X = `2 Hilbert uzayı ve {ϕα : α ∈ A} kümesi

`2 için ortonormal bir taban olsun.

Eα : `2 −→Span{ϕα} ⊂ `2

x −→ Eαx =< x,ϕα > ϕα şeklinde dik izdüşümler tanımlansın.

‖Eαx‖ = ‖ < x,ϕα > ϕα‖ = | < x,ϕα > |‖ϕα‖ ≤ ‖x‖ ⇒ ‖Eα‖ ≤ 1

Özel olarak, x = ϕα alınırsa, ‖Eα‖ = 1 bulunur. Öte yandan, BoyR(Eα) = 1 < ∞

olduğundan Eα operatörleri kompakttır. Bu durumda M := {Eα : α ∈ A} şeklinde

tanımlanan küme kompakt operatörlerin sınırlı bir kümesidir. Buna karşın Örnek 2.3.4.

kullanılarak M kümesinin birlikte kompakt bir küme olmadığı görülür.

Önerme 2.3.13. [3, Önerme 5.3.] K ⊂ B(X) kompakt operatörlerin tam sınırlı bir

kümesi ise K birlikte kompakt bir kümedir.

İspat. ε > 0 verilsin. K tam sınırlı olduğundan her K ∈ K için ‖K − Kε‖ < ε

olacak şekilde bir Kε ∈ Kε vardır. Bu durumda her x ∈ UX için

‖Kx−Kεx‖ = ‖(K −Kε)x‖ ≤ sup{‖(K −Kε)x‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖K −Kε‖ < ε

elde edilir. Kε kompakt operatörlerin sonlu bir kümesi olduğundan K(UX) tam sınırlı

bir küme ve dolayısıyla K(UX) kümesi göreceli kompakt bulunur. Tanım 2.3.1. göre K

birlikte kompakt bir kümedir.

Uyarı 2.3.14. Yukarıdaki önermenin karşıtının doğru olması gerekmez. Aşağıdaki

örnek bunu göstermektedir.

Örnek 2.3.15. [3, Örnek 5.4.] X = `2 uzayında x = (x1, x2, ...), e1 = (1, 0, 0, ...)

olmak üzere,
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K = {Kn ∈ B(`2) : Knx = xne1, n = 1, 2, ...}

kümesi gözönüne alınsın. Örnek 2.3.3. e göre K kümesi birlikte kompakttır. Fakat

K kümesi tam sınırlı değildir. Çünkü ‖Kn − Km‖ =
√

2 olduğundan {Kn} dizisinin

herhangi bir alt dizisinin terimleri
√

2 den küçük ve eşittir. Bu durumda hiçbir alt

dizisi Cauchy olamaz. Dolayısıyla hiçbir alt dizisi yakınsak olamaz. Yani K kümesi

dizisel kompakt değildir. Yani K kümesi tam sınırlı değildir.

Önerme 2.3.16. [3, Önerme 1.8.] T, Tn ∈ B(X) ve Tn → T ise her K ∈ K(X)

için ‖(Tn − T )K‖ → 0. Burada K birlikte kompakt bir küme olmak üzere K ∈ K

alındığında yakınsama düzgün olur.

İspat. Tn → T ve x ∈ UX olsun. Keyfi bir K ∈ K(X) için, kompakt operatö-

rün tanımı gereği, K(UX) göreceli kompakttır. Dolayısıyla K(UX) kümesi tam sınırlı

bulunur. Önerme 2.1.15. kullanılarak ‖(Tn − T )Kx‖ → 0 elde edilir. Öte yandan

UX sınırlı olduğundan Sonuç 2.1.17. kullanılarak ‖(Tn − T )K‖ → 0 bulunur. K bir-

likte kompakt bir küme olsun. Bu durumda Tanım 2.3.1. kullanılarak K(UX) kümesi

göreceli kompakt bulunur. Yani K(UX) kümesi tam sınırlıdır. K ∈ K olduğundan

x ∈ UX için Kx ∈ K(UX) bulunur. Bu durumda Önerme 2.1.15. kullanılarak istenen

elde edilir.

Sonuç 2.3.17. [3, Sonuç 1.9.] T, Tn ∈ B(X), Tn → T ve {Tn} birlikte kom-

pakt bir küme olsun. Bu durumda, ‖(Tn − T )T‖ → 0 ve ‖(Tn − T )Tn‖ → 0 dir.

İspat. {Tn} birlikte kompakt bir küme olduğundan Önerme 2.3.10. kullanılarak

her n ∈ N için Tn operatörleri kompakt bulunur. Önerme 2.3.16. kullanılarak,

‖(Tn − T )Tn‖ → 0 elde edilir. Öte yandan,

T (UX) ⊂ {Tnx : x ∈ UX} = {Tn}(UX)

olduğundan T operatörü kompakt bulunur. Şu halde Önerme 2.3.16. tekrar uygula-

narak, ‖(Tn − T )T‖ → 0 elde edilir.
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Önerme 2.3.18. [8, Önerme 3.2.] Tn → T ve M ⊂ B(X) kümesi tam sınırlı

olsun. Bu durumda her M ∈M için TnM → TM dir.

Yardımcı Teorem 2.3.19. [8, Yardımcı Teorem 5.1.] Her T ∈ B(X) ve her

Λ ⊂ R̃ez(T ) kapalı alt kümesi için {(λ− T )−1 : λ ∈ Λ} kompakt bir kümedir.

Yardımcı Teorem 2.3.20. [8, Yardımcı Teorem 5.2.] Tn → T ve {Tn − T}

birlikte kompakt bir küme olsun. Bu durumda her λ ∈ R̃ez(T ) için

‖[(Tn − T )(λ− T )−1]2‖ → 0

dir. Burada Λ ⊂ R̃ez(T ) kapalı bir alt küme alındığında her λ ∈ Λ için yakınsama

düzgün olur.

İspat. Her λ ∈ R̃ez(T ), n ≥ 1 için Kn := (λ − T )−1(Tn − T )(λ − T )−1 tanımlansın.

{Tn − T} birlikte kompakt bir küme olduğundan Önerme 2.3.10. kullanılarak her

n ≥ 1 için Tn−T operatörleri kompakt bulunur. Öte yandan, λ ∈ R̃ez(T ) olduğundan

(λ − T )−1 ∈ B(X) dir. Dolayısıyla her n ≥ 1 için Kn operatörleri kompakttır.

Tn → T ve her n ≥ 1 için Kn operatörleri kompakt olduğundan Önerme 2.3.16. e

göre ‖(Tn − T )Kn‖ → 0 bulunur. Yani ‖[(Tn − T )(λ− T )−1]2‖ → 0 elde edilir. Şimdi

Λ ⊂ R̃ez(T ) kapalı bir alt kümesinde keyfi bir λ ∈ Λ alınsın. Bu durumda, Yardımcı

Teorem 2.3.19. dan dolayı {(λ− T )−1 : λ ∈ Λ} kümesi kompakt bir kümedir. O halde

{(λ − T )−1 : λ ∈ Λ} kümesi göreceli kompakt ve sınırlı bir küme olur. Bu durumda

Önerme 2.3.9.(2) ve (3)kullanılarak,

K := {(λ− T )−1(Tn − T )(λ− T )−1 : λ ∈ Λ, n ≥ 1}

kümesi birlikte kompakt bulunur. Tn → T ve Kn ∈ K olduğundan Önerme 2.3.16.

kullanılarak yakınsama düzgün bulunur.

Teorem 2.3.21. [3, Teorem 4.7.] Her n ∈ N için T, Tn ∈ B(X), Tn → T

ve {Tn − T} birlikte kompakt bir küme olsun. Her Λ ⊂ R̃ez(T ) kapalı kümesi için

aşağıdakiler doğrudur.
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(1) Her n ≥ N için Λ ⊂ R̃ez(Tn) olacak şekilde bir N ∈ N vardır.

(2) {(λ− Tn)−1 : λ ∈ Λ, n ≥ N} kümesi sınırlı bir kümedir.

(3) Her x ∈ X için (λ−Tn)−1x −→ (λ−T )−1x yakınsaması her λ ∈ Λ için düzgündür.

(4) {(λ− Tn)−1 − (λ− T )−1 : λ ∈ Λ, n ≥ N} kümesi birlikte kompakttır.

(5) Her n ≥ N için f : Λ→ B(X) f(λ) = (λ−Tn)−1 şeklinde tanımlanan fonksiyonlar

Λ kümesi üzerinde eşsüreklidir.

İspat.

(1) Her λ ∈ Rez(T ) için λ− Tn = [I − (Tn − T )(λ− T )−1](λ− T ) şeklinde yazılabilir.

Yardımcı Teorem 2.3.20. kullanılarak her λ ∈ Λ için ‖[(Tn − T )(λ − T )−1]2‖ −→ 0

bulunur. Limitin tanımı gereği her λ ∈ Λ ve her n ≥ N için ‖[(Tn−T )(λ−T )−1]2‖ ≤ 1
2

dir. Önerme 2.1.19. kullanılarak her λ ∈ Λ ve her n ≥ N için,

[I − (Tn − T )(λ− T )−1]−1 ∈ B(X) ve∥∥[I − (Tn − T )(λ− T )−1]−1
∥∥ ≤ ‖I + (Tn − T )(λ− T )−1‖

1− ‖[(Tn − T )(λ− T )−1]2‖
bulunur. Şu halde (λ−T ) ve [I−(Tn−T )(λ−T )−1] operatörleri terslenebilir olduğundan

λ− Tn = [I − (Tn − T )(λ− T )−1](λ− T ) eşitliği kullanılarak

(λ− Tn)−1 = (λ− T )−1[I − (Tn − T )(λ− T )−1]−1

eşitliği elde edilir. Yani λ ∈ Rez(Tn) bulunur.

(2) {Tn − T} kümesi birlikte kompakt olduğundan Önerme 2.3.10. gereği {Tn − T}

kümesi sınırlıdır. Öte yandan kompakt kümeler sınırlı olduğundan Yardımcı Teorem

2.3.19. kullanılarak {(λ − T )−1 : λ ∈ Λ} kümesi sınırlı bulunur. Yukarıda elde edilen

(1) den (λ−Tn)−1 = (λ−T )−1[I − (Tn−T )(λ−T )−1]−1 eşitliği bulunur. Bu durumda∥∥[I − (Tn − T )(λ− T )−1]−1
∥∥ ≤ ‖I + (Tn − T )(λ− T )−1‖

1− ‖[(Tn − T )(λ− T )−1]2‖
eşitsizliği kullanılarak

‖(λ− Tn)−1‖ ≤ ‖(λ− T )−1‖‖I + (Tn − T )(λ− T )−1‖
1− ‖[(Tn − T )(λ− T )−1]2‖

elde edilir. Dolayısıyla {(λ− Tn)−1 : λ ∈ Λ, n ≥ N} kümesi sınırlı bir kümedir.

(3) Keyfi bir λ ∈ Λ ⊂ R̃ez(T ) için (1) den her n ≥ N için λ ∈ Λ ⊂ R̃ez(Tn) bulunur.

Yani keyfi bir λ ∈ Λ ve her n ≥ N için

(λ− Tn)−1 − (λ− T )−1 = (λ− Tn)−1(Tn − T )(λ− T )−1
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eşitliği vardır. Öte yandan (2) den her λ ∈ Λ ve her n ≥ N için ‖(λ − Tn)−1‖ ≤ M

olacak şekilde bir M > 0 reel sayısı vardır. Buradan her x ∈ X için

‖(λ−Tn)−1x−(λ−T )−1x‖ = ‖(λ−Tn)−1(Tn−T )(λ−T )−1x‖ ≤M‖(Tn−T )(λ−T )−1x‖

elde edilir. Önerme 2.3.18. ve Yardımcı Teorem 2.3.19. kullanılarak istenen bulunur.

(4) Her λ ∈ Λ ve her n ≥ N için

(λ− Tn)−1 − (λ− T )−1 = (λ− T )−1(Tn − T )(λ− Tn)−1

yazılabilir. Yardımcı Teorem 2.3.19. a göre {(λ − T )−1 : λ ∈ Λ} kümesi kompakttır.

Kompakt kümeler göreceli kompakt olduğundan {(λ − T )−1 : λ ∈ Λ} kümesi göreceli

kompakttır. Öte yandan (2) den dolayı {(λ − Tn)−1 : λ ∈ Λ, n ≥ N} kümesi sınırlı

ve hipotez gereği {Tn − T} birlikte kompakttır. O halde yukarıdaki eşitlik ve Önerme

2.3.9.(2) ve (3) kullanılarak {(λ − Tn)−1 − (λ − T )−1 : λ ∈ Λ, n ≥ N} kümesi birlikte

kompakt bulunur.

(5) Her λ ∈ Λ ve her n ≥ N için ‖(λ − Tn)−1‖ ≤ M olacak şekilde bir M > 0

reel sayısı vardır. Her λ, µ ∈ Λ ve her n ≥ N için resolvent özdeşliği kullanılarak

(λ − Tn)−1 − (µ − Tn)−1 = −(λ − µ)(λ − Tn)−1(µ − Tn)−1 elde edilir. Bu eşitlik kul-

lanılarak ‖(λ− Tn)−1 − (µ− Tn)−1‖ ≤ M2|λ− µ| eşitsizliği elde edilir ki bu durumda

f fonksiyonları eşsürekli olur.

Aşağıdaki teorem Teorem 2.3.20. nin bir sonucudur.

Teorem 2.3.21. [3, Teorem 4.8.] Her n ∈ N için T, Tn ∈ B(X), Tn → T ve

{Tn − T} birlikte kompakt bir küme olsun. Her σ(T ) ⊂ Ω açık kümesi ve her n ≥ N

için σ(Tn) ⊂ Ω olacak şekilde bir N ∈ N vardır.

2.4. BİRLİKTE KOMPAKT KÜMELERİN

ERGODİK TEORİYE UYGULAMASI

Bu bölümde X kompleks Banach uzayı ve T ∈ B(X) olmak üzere, {An} dizisi

An :=
1

n
(I + T + T 2 + ...+ T n−1) =

1

n

n−1∑
i=0

T i, n ∈ N
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şeklinde yani T operatörünün derecelerinin aritmetik ortalaması olarak tanımlansın.

Bu ortalama literatürde Cesàro Ortalaması olarakta bilinir. T ∈ B(X) olduğundan

her n ∈ N için An operatörü sınırlı ve doğrusal bir operatördür. Ergodik teoride

{An} dizisinin yakınsaklığıyla ilgilenilmektedir. {An} dizi ile pek çok uygulamalı

alanda karşılaşıldığından, böyle bir dizinin hangi koşullar altında yakınsak olduğu

merak edilmiştir. Bu konuyla ilgili bazı araştırmalar yapılmıştır. Örneğin Higgins’in [9]

çalışmasında T kompakt ve {T n} dizisi düzgün sınırlı alınarak {An} dizisinin kuvvetli

yakınsadığı ve sonrasında da düzgün yakınsadığı gösterilmiştir.

Tez çalışmasının üçüncü bölümünde görüldüğü üzere birlikte kompakt küme kompakt

operatörlerden oluşmaktadır. Bu bakış açısıyla {I, T, T 2, ..., T n} kümesine bakıldığında

T kompakt hipotezi altında {T, T 2, ..., T n} kümesinin elemanlarının kompakt olduğu

görülmektedir. Ancak sonsuz boyutlu uzaylarda I birim operatör kompakt olmadı-

ğından, {I, T, T 2, ..., T n} kümesi kompakt operatörlerden oluşmamaktadır. Bu du-

rumda birlikte kompakt küme kavramı uygulanamamaktadır. Bu yüzden Higgins [9]

çalışmasında {T n} kümesine I birim operatörü dahil etmemiştir. Yani {An} dizisini

An :=
1

n
(T + T 2 + ...+ T n) =

1

n

n∑
i=1

T i, n ∈ N

şeklinde tanımlamıştır. Sonuç olarak Ergodik Teoride {An} dizisinin yakınsaklığıyla

ilgilenildiğinden I birim operatörü dahil edip-etmeme durumu yakınsaklığın sonucunu

etkilememektedir. Higgins [9] çalışmasında T kompakt ve {T n} dizisi düzgün sınırlı

hipotezi altında {T n} kümesinin birlikte kompakt olduğunu göstermiştir. Daha sonra

{An} ⊂ co{T n} kapsamasını ve birlikte kompakt kümelerin özelliklerini kullanarak

{An} kümesinin birlikte kompakt olduğunu göstermiştir ve bundan yararlanarak {An}

dizisinin kuvvetli yakınsadığını ve sonrasında da düzgün yakınsadığını ispat etmiştir.

Ayrıca çalışmasında T kompakt hipotezini zayıflatarak aynı güçlü sonuçları elde etmiştir.

İşte bu bölümde Higgins’in [9] çalışmasında elde ettiği bazı teoremler kullanılarak {An}

dizisi için spektral yarıçapın sürekliliği kanıtlanmıştır.

Teorem 2.4.1. [9, Teorem 3.2.5.] T ∈ B(X) kompakt ve An = 1
n

∑n
i=1 T

i olsun.

Bu durumda An → A olacak şekilde bir A ∈ B(X) varsa ‖An − A‖ → 0 dir.
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Tanım 2.4.2. [2, Sayfa 272] T ∈ B(X) için TN kompakt olacak şekilde bir N ∈ N

varsa T ye kuvveti kompakt denir.

Uyarı 2.4.3. T kompakt ise T kuvveti kompakttır. Fakat bunun karşıtının doğru

olması gerekmez. Örneğin, X = c0 ve T : X → X operatörü,

T (x1, x2, ...) = (0, x1, 0, x3, 0, x5, ...) şeklinde tanımlansın. Bu durumda,

T 2(x) = T (T (x)) = T (0, x1, 0, x3, 0, x5, ...) = (0, 0, ...)

yani T 2 = 0 elde edilir. O halde T 2 operatörü kompakttır yani T operatörü kuvveti

kompakttır. Ayrıca her n ∈ N için T (e2n−1) = e2n dir. Öte yandan,

en = (0, 0, ..., 0, n, 0, ...) olmak üzere en ∈ c0 dir ve n, k ∈ N için ‖en+k − en‖ = 1

olduğundan {en} dizisinin herhangi bir alt dizisinin terimleri 1 den küçük ve eşittir.

O halde {en} dizisinin hiçbir alt dizisi Cauchy olamaz. Dolayısıyla {en} dizisinin hiç

bir alt dizisi yakınsak olamaz. Bu durumda {en : n ∈ N} kümesi göreceli kompakt

değildir. Öte yandan {T (e2n−1) : n ∈ N} = {e2n : n ∈ N} ⊆ T (UX) kapsaması geçerli

olduğundan T (UX) kümesi göreceli kompakt olamaz. Kompakt operatörün tanımı

gereği T kompakt değildir.

Teorem 2.4.4. [9, Teorem 3.2.9.] T ∈ B(X) kuvveti kompakt ve An = 1
n

∑n
i=1 T

i

olsun. Bu durumda An → A olacak şekilde bir A ∈ B(X) varsa ‖An − A‖ → 0 dir.

Teorem 2.4.5. [10, Sonuç 7.2.12.] {Kn} dizisi ‖Kn − K‖ → 0 olacak şekilde

kompakt operatörlerin bir dizisi ise ρ(Kn)→ ρ(K) dir.

Önerme 2.4.6. T ∈ B(X) kompakt ve An = 1
n

∑n
i=1 T

i olsun. Bu durumda An → A

olacak şekilde bir A ∈ B(X) varsa ρ(An)→ ρ(A) dir.

İspat. T ∈ B(X) kompakt bir operatör olsun. Bu durumda An = 1
n

∑n
i=1 T

i şeklinde

tanımlanan {An} dizisi kompakt operatörlerin bir dizisidir. Hipotez gereği An → A

olacak şekilde bir A ∈ B(X) olduğundan Teorem 2.4.1. kullanılarak ‖An − A‖ → 0

bulunur. {An} dizisi kompakt operatörlerin bir dizi ve ‖An − A‖ → 0 olduğundan

Teorem 2.4.5. den ρ(An)→ ρ(A) elde edilir.
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Uyarı 2.4.7. Uyarı 2.4.3. gözönüne alındığında Önerme 2.4.6. daki hipotez daha

da zayıflatılarak aynı sonuç elde edilebilir. Bunu aşağıdaki önerme göstermektedir.

Önerme 2.4.8. T ∈ B(X) kuvveti kompakt ve An = 1
n

∑n
i=1 T

i olsun. Bu du-

rumda An → A olacak şekilde bir A ∈ B(X) varsa ρ(An)→ ρ(A) dir.

İspat. TN , N ∈ N kompakt olsun. Her n ≥ N için Bn := 1
n
(T + T 2 + ... + TN−1)

ve Cn := 1
n
(TN + TN+1 + ... + T n) dizileri tanımlansın. Bu durumda her n ∈ N

için An = Bn + Cn yazılabilir. Ayrıca n ∈ N için BnCn = CnBn olduğu gözlenir.

‖Bn‖ → 0 olduğundan Yardımcı Teorem 2.2.19. (1) kullanılarak ρ(Bn) ≤ ‖Bn‖ → 0

elde edilir. T ∈ B(X) kuvveti kompakt bir operatör olduğundan {Cn} dizisi kom-

pakt operatörlerin bir dizisidir. Öte yandan hipotez gereği An → A olacak şekilde

bir A ∈ B(X) varolduğundan Teorem 2.4.4. kullanılarak ‖An − A‖ → 0 elde edilir.

Dolayısıyla,

‖Cn − A‖ = ‖An −Bn − A‖ ≤ ‖An − A‖+ ‖Bn‖ → 0

elde edilir. Yani ‖Cn − A‖ → 0 bulunur. Teorem 2.4.5. den ρ(Cn)→ ρ(A) elde edilir.

Öte yandan Yardımcı Teorem 2.2.20. kullanılarak,

|ρ(An)− ρ(A)| = |ρ(Bn + Cn)− ρ(A)| ≤ |ρ(Bn) + ρ(Cn)− ρ(A)|

≤ |ρ(Bn)|+ |ρ(Cn)− ρ(A)| → 0

bulunur. Yani ρ(An)→ ρ(A) dir.

Uyarı 2.4.9. Ergodik teoride kullanılan aritmetik ortalama için spektral yarıçapın

sürekliliği gösterildi. Ayrıca T ∈ B(X) kuvveti kompakt bir operatör olması duru-

munda yukarıda tanımlanan {Bn} dizisinin kompakt operatörlerin bir ailesi olması

gerekmez. Dolayısıyla {An} dizisinin kompakt operatörlerin bir ailesi olması gerek-

mez. Buna rağmen Teorem 2.4.5. sağlandı. Burada dikkat edilmesi gereken durum

{Bn} dizisindeki T lerin kuvvetlerinin sonlu tane olmasıdır. Yani bu olumsuzluktan

yakınsaklık etkilenmemektedir.
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3. MALZEME VE YÖNTEM

Bu tez çalışması oluşturulurken temel matematik bilgisinin yanı sıra operatör teori,

fonksiyonel analiz, ergodik teori gibi matematiğin önemli alanlarından yararlanılmış-

tır. Tezin araştırma aşamasında çeşitli kitap, makale ve tez gibi dökümanlardan fay-

dalanılmıştır. Faydalanılan bu eserler detaylı bir şekilde tezin kaynaklar bölümünde

yer almaktadır.

Çalışma boyunca operatör aileleriyle çalışıldığından yöntem olarak operatör teori tek-

nikleri kullanılmıştır.
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4. BULGULAR

Bu bölümde tez çalışması sırasında elde edilen bazı önemli bulgulara yer verilmiştir.

Tezin iki yardımcı ve iki temel bölüm olmak üzere dört bölümden oluştuğu görülmekte-

dir. Birinci bölümde gerekli olan temel bilgilere yer verilmiştir. İkinci bölümde spektral

teoriye ihtiyaç duyulduğu kadarıyla yer verilmiş ve bazı önemli teoremler elde edilmiştir.

Bu bölümün araştırma aşamasında özelikle Shulman ve Turovskii [6, Yardımcı Teo-

rem 13.2] den yararlanılarak Teorem 2.2.37. oluşturulmuş ve kanıtlanmıştır. Ayrıca

Abramovich ve Aliprantis [7] yazarlarına ait kitaptaki problemlerden ve elde edilen

Teorem 2.2.37. den yararlanılarak Teorem 2.2.39 oluşturulmuş ve kanıtlanmıştır. Bu

teoremle bir spektral kümeyle ilgili spektral izdüşümün değer bölgesinin aslında Teo-

rem 2.2.37. de elde edilen QT (t) alt uzayı ile çakıştığı dolayısıyla QT (t) nin spektral

alt uzay olduğu kanıtlanmıştır. Ayrıca Teorem 2.3.39 da, belli bir λ parametresi için

trikotomi(üçseçki) özelliğinden yararlanılarak QT (t) spektral alt uzayının bir karakter-

izasyonu yapılmıştır.

Çalışmanın üçüncü bölümünde birlikte kompakt kümelerle ilgili önemli özellikler ve teo-

remler detaylı bir şekilde çalışılmıştır. Son bölümde ise birlikte kompakt kümelerin er-

godik teoriye uygulamasıyla ilgili Higgins’in[9] çalışmasına yer verilmiştir. Tez çalışması

boyunca kuvvetli ve düzgün yakınsaklık arasında köprü kurulmuştur. Uyarı 2.1.2. den

anlaşılacağı üzere düzgün yakınsaklıktan kuvvetli yakınsaklığa geçiş doğal olarak sağ-

lanmaktadır fakat karşıtının sınırlı ve doğrusal olan herhangi bir operatör ailesi için

doğru olması gerekmez. Higgins çalışmasında, {An} dizisi T operatörünün kuvvet-

lerinin aritmetik ortalamasını göstermek üzere, bu dizi için kuvvetli yakınsaklığın düzgün

olduğunu göstermiştir. Radjavi ve Rosenthal [10, Sonuç 7.2.12.] den düzgün yakınsayan

bir kompakt operatör dizisi için spektral yarıçapın sürekli olduğu bilinmektedir. Tez

çalışmasında, {An} dizisi T operatörünün kuvvetlerinin aritmetik ortalamasını göstermek

üzere, bu dizi için spektral yarıçapın sürekliliği merak edilmiş ve araştırılmıştır. Öncelikle

T kompakt bir operatör olmak üzere {An} dizisi için spektral yarıçapın sürekliliği
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Önerme 2.4.6. te kanıtlanmıştır. Daha sonra bir adım öteye gidilerek, T nin kompakt

bir operatör olması hipotezi yerine daha zayıf bir hipotez olan T kuvveti kompakt bir

operatör olması durumunda da {An} dizisi için spektral yarıçapın sürekliliği Önerme

2.4.8. de kanıtlanmıştır. Bu önermelerle Ergodik teoride sık sık karşılaşılan {An}

dizisi için spektral yarıçapın sürekliliği gösterilmiştir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Sonsuz boyutlu uzaylarda kompakt operatörlerle çalışıldığında, sonlu boyutlu uzaylar-

da elde edilen bilgilere çok yakın bilgiler elde edilmektedir. Örneğin sonlu boyutlu uzay-

larda alınan bir operatörün spektrumu ile nokta spektrumu aynıdır, yani σ(T ) = σp(T )

dir. Öte yandan sonsuz boyutlu uzaylarda, σp(T ) ⊂ σ(T ) olduğu bilinmektedir. Sonsuz

boyutlu uzayda kompakt bir operatör alındığında, σ(T ) = σp(T )∪{0} olmaktadır, yani

sonsuz boyutlu bir uzayda çalışılmasına rağmen kompakt operatörler sayesinde uzay

sonlu boyutluymuş gibi davranmaktadır. Kompakt operatörlere ait özellikler ve spek-

tral yapıları tamamen bilinmektedir. Birlikte kompakt küme kavramı aslında kompakt

bir operatörün genelleştirilmesi olarak düşünülebilir. Ancak burada dikkat edilmesi

gereken birlikte kompakt kümenin kompakt operatörlerden oluştuğu fakat kompakt

operatörlerden oluşan sınırlı bir kümenin birlikte kompakt olmadığıdır.

Tez çalışmasının ilk bölümünde, temel kavramların yanı sıra X Banach uzayı olmak

üzere B(X) uzayındaki temel yakınsaklıklar ve bu yakınsaklıklar arasındaki ilişkiler

karşıt örnekler verilerek açıklanmıştır. Uyarı 2.1.2. de görüldüğü üzere düzgün ya-

kınsaklıktan kuvvetli yakınsaklığa geçiş çok kolay bir şekilde sağlanmaktadır. Tez

boyunca özellikle kuvvetli yakınsaklığın ne zaman düzgün olduğu üzerinde durulmuş ve

kuvvetli yakınsaklığın bu eksikliği kompakt operatör aileleriyle giderilmeye çalışılmıştır.

Özellikle son bölümdeki Higgins’in [9] çalışmasında, {An} dizisi T operatörünün kuvvet-

lerinin aritmetik ortalamasını göstermek üzere, bu dizi için kuvvetli yakınsaklığın düz-

gün olduğu gösterilmiştir. Yani bazı özel durumlarda kuvvetli yakınsaklığın düzgün

yakınsaklık olduğu görülmektedir.

Çalışmanın spektral teori kısmında, temel bilgilerin yanı sıra spektral küme, spektral

izdüşüm ve spektral alt uzay kavramlarına değinilmiştir. Bilindiği üzere bir operatörün

spektrumu kompleks sayılar kümesinin bir alt kümesidir, yani bir başka bakış açısıyla

bir alt uzay değildir. Dolayısıyla spektrumun alt kümeleri alt uzay olmak zorunda
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değildir. Spektrumun alt kümelerine alt uzay gözüyle bakabilmek için spektral küme

kavramına ihtiyaç duyulmuştur. Çünkü spektral küme yardımıyla spektral izdüşüm

operatörü elde edilmekte ve spektral izdüşümün değer bölgesi bir alt uzay olmaktadır.

Spektrumdan yararlanılarak elde edilen bu alt uzaya spektral alt uzay denilmektedir.

Sonuç olarak bu alt uzaydan yararlanılarak, uzayın ayrışımı sözkonusu olmaktadır.

Dolayısıyla spektral alt uzayın önemi artmaktadır. Tezin ikinci bölümünün sonunda,

”Spektral bir alt uzay elde edilebilinir mi? Elde edilmesi halinde bu alt uzayın bir

karakterizasyonunu yapmak mümkün müdür?” sorularına yanıt aranmış ve bu sorular

elde edilen iki teoremle yanıtlanmıştır.

Tez çalışmasının son bölümünde, birlikte kompakt kümelerin Ergodik teoriye uygu-

lamasına yer verilmiştir. Higgins [9] tarafından yapılan bu uygulamayla hem birlikte

kompakt kümelerin somutlaştırılması sağlanmış hemde Ergodik teoriye yeni bir bakış

açısı kazandırılmıştır. {An} dizisi T operatörünün kuvvetlerinin aritmetik ortalamasını

göstermek üzere, bu dizi Ergodik teoride yaygın olarak kullanılmaktadır. Higgins [9]

tarafından bu dizinin kuvvetli ve düzgün yakınsaklığı incelenmiştir. Higgins’in [9] bu

çalışmasından yararlanılarak, ”{An} dizisinin kuvvetli yakınsaması halinde spektral

yarıçap sürekli midir?” sorusu sorulmuş ve bu soruya bir önerme ile yanıt verilmiştir.

Daha sonra T nin kompakt olması hipotezi yerine T nin kuvveti kompakt olması

hipotezi getirilerek, bu durumda da aynı soruya bir başka önerme ile yanıt verilmiştir.

Sonuç olarak bu önermelerle ikinci, üçüncü ve son bölüm arasında bir ilişki kurularak

tezin bir uyum içinde olması sağlanmıştır.
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