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OZET

BIRLIKTE KOMPAKT KUMELER VE ERGODIK TEORIYE
UYGULAMALARI

Bu calismada, birlikte kompakt kiimeler ve Ergodik teoriye uygulamalari incelenmistir.
Bes boliimden olugsan bu caligmaya, iki yardimei ve digerleri esas olmak iizere dort
kisimdan olugan ikinci boliim temel tegkil etmektedir.

Ikinci boliimiin ilk kismida, X Banach uzay1 olmak {izere biitiin siirh ve dogrusal ope-
ratorlerin kiimesi olan B(X) uzayinda; diizgiin, kuvvetli ve zayif yakinsaklik kavramlar:
ile bu kavramlar arasindaki iligkiler agiklanmigtir. Ayrica; kompakt operator, kompakt
kiime, dizisel kompakt kiime, goreceli kompakt kiime ve tam sinirh kiime gibi temel
kavramlara yer verilmistir.

Ikinci kisimda, bir operatoriin spektrumu, rezolventi ve spektral yaricapi gibi spektral
teoriyle ilgili temel bilgiler ele ahmmigtir. Ayrica, operator fonksiyonlarindan bahse-
dilerek spektral kiime ve spektral izdiigim kavramlari da agiklanmigtir. Bu kismin
sonunda, bir operator ailesi i¢in ortak spektral yaricap kavrami ve ozellikleri verilerek
baz1 teoremler elde edilmigtir.

Uciincii kisimda, birlikte kompakt kiime kavrami ve bu kiimelerin 6zellikleri detayli bir
sekilde caligilmigtir. Ayrica, bu kiimelerin spektral yapilarindan kismen bahsedilmistir.

Son kisimda, birlikte kompakt kiimelerin Ergodik teoriye uygulamalari ¢alisgilmistir. Bu

kisimda J.A.Higgins’in [9] doktora tezi temel alimmigtir. Higgins’in [9] bu ¢aligmasindan
yararlanilarak spektral yaricapin stirekliligi ile ilgili baz1 onermeler kanitlanmigtir.
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SUMMARY

COLLECTIVELY COMPACT SETS AND THEIR APPLICATIONS TO
ERGODIC THEORY

In this study, collectively compact sets and their applications to Ergodic theory have
been investigated. This work consists of five chapters. However, it is based only on
Chapter 2 and it consists of four sections, two of which are supplemental and the others
are fundamental.

In the first section of Chapter 2, the concepts of uniform, strong, and weak convergence
in B(X) space, which is the set of all linear and bounded operators on a Banach space
X , and relations between them have been explained. Moreover, fundamental concepts
such as compact operator, compact set, sequencially compact set, relatively compact
set and totally bounded set have been discussed.

In the second section, some fundamental concepts related to spectral theory such as
the spectrum, the resolvent and the spectral radius of an operator have been taken up.
Furthermore, by mentioning functional calculus, the terms of spectral set and spectral
projection have been explained. At the end of this section, the consept of joint spectral
radius for a family of operators and its properties have been first given, and then some
theorems have been obtained.

In the third section, collectively compact sets and their properties have been exhaus-
tively studied. Also, the spectral properties of these families have been partially men-
tioned.

In the last section, applications of collectively compact sets to Ergodic theory have
been studied. This section is mainly based on PhD thesis of J.A. Higgins [9]. By
using the results of that work of Higgins, some propositions related to continuity of the
spectral radius for some operators have been proved.



1. GIRIS

Sonlu boyutlu uzaylar iizerinde tanimlanan operatorlerin ozellikleri ve spektral yapilari
dogrusal cebirin konusudur. Operator teoride sonsuz boyutlu uzaylar iizerinde tanim-
lanan operatorlerin 6zellikleri ve spektral yapilariyla ilgilenilmektedir. Sonsuz boyutlu
uzaylarda, sonlu boyutlu uzaylarin aksine boyutun sonsuz olmasinin getirdigi pek
cok zorluk vardir. Buna kargin sonsuz boyutlu uzaylarda sonlu boyutlu uzaylarin
ozelliklerinin hemen hemen tamaminin gecerli oldugu bir operator ailesi vardir. Bu
aile kompakt operator ailesidir. Bu anlamda, kompakt operatorlerle caligmanin yarar:
tartigilmazdir. Kompakt operatorler yanhizca sonlu boyutlu uzayda calisiyormus gibi
davranmasi bakimindan degil ayni zamanda uygulamali alanda sik sik karsilagilma-
sindan dolay1 da onemlidir. Bu operatorlerin ozellikleri ve spektral yapilari tamamen
bilinmektedir. Birlikte kompakt kiime kavraminin kompakt operatorlerle yakindan
bir iligkisi vardir. Bu iligki, birlikte kompakt kiimenin kompakt operatorlerin bir
genellestirilmesi olarak diisiiniilebilecegidir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken bir-
likte kompakt kiimenin kompakt operatorlerin sinirh bir kiimesi oldugu fakat kompakt
operatorlerin sinirh bir kiimesinin birlikte kompakt olmadigidir. Bununla ilgili detayh

aciklamalar ve aksi ornekler tezin genel kistmlarinin tigiincii boliimiinde yer almaktadir.

Spektral teoride operatorlerin spektral yapilar: konu edilir. Bu tez ¢aligmasinin genel
kisimlarinin ikinci boliimiinde, ihtiya¢ duyuldugu kadariyla spektral teoriden soz edil-
mektedir. Dogrusal ve sinirli bir operatoriin spektrumu kompleks sayilar kiimesinin bir
alt kiimesidir, bu alt kiimenin alt uzay olmasi gerekmez. Spektrumdan alt uzay elde
edebilmek icin spektral kiime kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Bu kavramdan yarar-
lanarak spektral izdiigiim operatorii elde edilmekte ve elde edilen spektral izdiisiimiin
deger bolgesi spektral alt uzay olmaktadir. Dolayisiyla, spekral alt uzay kavraminin
spektrumdan alt uzay elde edilmesi bakimindan énemi vardir. Bu anlamda, tezin
spektral teori kisminda, Teorem 2.2.37. ve Teorem 2.2.39. elde edilmistir. Bu

teoremlerde bir spektral alt uzayin varhigi kanitlanmig ve karakterizyonu yapilmigtir.



Ergodik teoride, {A,} dizisi T" operatoriiniin kuvvetlerinin aritmetik ortalamasini gos-
termek tizere, bu dizisinin yakinsakligi ile ilgilenilir. {A,,} dizisinin diizgiin yakinsamasi
halinde kuvvetli yakinsayacagi kolaylikla goriiliir. Ciinkii bu durum herhangi bir dizi
s0z konusu oldugunda da gegerlidir. Ancak bunun kargitinin genel durumda degil
baz1 6zel diziler igin ornegin {A,} dizisi igin saglanabildigi Higgins [9] tarafindan
gosterilmistir. Iste bununla ilgili olarak bu tez caligmasmin son boliimiinde Higgins’in
[9] doktora tezinin birlikte kompakt kiimelerin Ergodik teoriye uygulamasiyla ilgili
kismi galigilmigtir. Higgins [9] calismasinda, 7" kompakt hipotezi altinda {A,,} dizisinin
kuvvetli yakinsamasi halinde diizgiin yakimsayacagim gostermistir. Ote yandan, Rad-
javi ve Rosenthal [10] den diizgiin yakinsayan bir kompakt operator dizisi igin spektral
yarigapin siirekli oldugu bilinmektedir. Radjavi ve Rosenthal [10] ile Higgins’in [9]
galigmalarindan yararlanilarak Ergodik teoride sik sik kullanmilan {4, } dizisi i¢in spek-

tral yaricapin siirekliligi Onerme 2.4.6. ve Onerme 2.4.8. de kanitlanmigtir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu tez calismasi boyunca, X ve Y sonsuz boyutlu kompleks normlu uzaylar olmak
tizere B(X,Y) ile ||T|| := sup{||Tz| : ||z|| < 1} operatér normuyla donatilmig, X den
Y ye giden tiim dogrusal ve smirl operatorler uzayr ve Ux = {x € X : ||z| < 1} ile
X deki kapal birim yuvar gosterilmektedir. Ozel olarak, X = Y olmasi durumunda
B(X,Y) uzay1 kisaca B(X) := B(X, X) ile gosterilmektedir. Ayrica ¢caligma boyunca
gerekli kisimlarda B(X) i¢in X in Banach uzay1 oldugu varsayilmaktadir.

2.1. ON BILGILER

Bu boliimde, Fonksiyonel Analiz ve Operator Teori ile ilgili gerekli temel bilgilere
yer verilmektedir. Bununla ilgili olarak, [1], [2], [3] ve [4] numarali kaynaklar temel

alinmigtir.

Tamim 2.1.1. [1, Tamim 4.9.1] X ve Y normlu uzaylar ve 7,, € B(X,Y) olsun.

(1) {T,} dizisinin T operatoriine diizgin yakinsamas: igin gerek ve yeter kogul n — oo
i¢in |7, — T'|| — 0 olmasidur.

(2) {7},} dizisinin T" operatoriine kuvvetli yakinsamast igin gerek ve yeter kosul her
z € X ven — oo icin || T,z — Tz|| — 0 olmasidir.

(3) {T,} dizisinin T operatoriine zayif yakinsamas: i¢in gerek ve yeter kogul her z € X

her f € X* ve n — oo i¢in |f(T,,x) — f(T'z)| — 0 olmasidur.

Tanim 2.1.1. deki yakinsamalar limit tanimi kullanilarak agagidaki sekilde ifade edilebilir.
(1) |7, — T|| — 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 ve her n > n. i¢in
|T,, — T|| < e olacak gekilde bir n. € N olmasidir.

(2) ||Tx — Tz|| — 0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0, her z € X ve her
n > ng igin ||T,x — Tz| < € olacak sekilde bir ny = n(e, z) € N olmasidir.

(3) |f(Thx) — f(Tx)] — 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul her € > 0, her z € X, her



f € X* ve her n > ng igin |f(T,z) — f(Tx)| < e olacak sekilde bir ng = n(e,z) € N

olmasidir.

Bu ¢aligma boyunca, diizgiin, kuvvetli ve zayif yakinsaklik kavramlar: notasyon olarak
swraswyla; |1, — T — 0, T,, — T ve f(T,x) — f(Tz) ile gosterilecektir. Ayrica
kuvvetli yakinsaklik taniminda 6zel olarak ng = n(¢) € N olmas: halinde kisaca her

x € X ven — oo i¢in T,,x — Tz ile gosterilecektir.

Uyar: 2.1.2. Tamm 2.1.1. de (1) ile (2) karsilagtinldiginda diizgiin yakinsakligin

kuvvetli oldugu goriiliir. Gergekten her x € X ve her n € N i¢in,
[Tne — Tx|| = [[(Tn, = T)x|] < || Tn = Tz

esitsizligi dogru oldugundan {7,,} dizisi T operatoriine diizgiin yaknsarsa {7}, } dizisi
T operatoriine kuvvetli yakinsar. Fakat bunun kargitinin dogru olmasi gerekmez.
Ornegin, ly = {z = {T,lnen : Soo0, |2 < 00} uzaymda

Z;, i:1,2,...,n

Yi = .
0, 1>n+1

olmak iizere T, :ly — ly T,z =7vy, Yy = {Yn}nen bi¢ciminde tanimlanan operator-
ler gozoniine alinsin. Yakinsak bir serinin kalan teriminin limiti sifir oldugundan her

x € ly igin n — oo iken
[ee]
IThe —)* = ) |wl> =0

1=n+1
bulunur. Yani 7}, — I bulunur. Ote yandan, ||z|| = 1 ve T,z = 0 olacak sekilde her
x € Uy noktas icin ||(T,, — I)z|| = ||z|| = 1 oldugundan,

[T = 1| = sup{ [|(T — D] : [Jf| <1} =1

elde edilir. O halde {T},} dizisi I operatériine diizgiin yakinsamaz.

Uyar: 2.1.3. Tanmmm 2.1.1. de (2) ile (3) karsilagtinldiginda kuvvetli yakinsakligin

zayif oldugu goriiliir. Gergekten her f € X* her x € X ve her n € N i¢in,

|f(Tax) — f(Tz)| = |f(Thr — Tx)| < || f[[[[Thr — T



esitsizligi dogru oldugundan {T,,} dizisi T operatoriine kuvvetli yakinsarsa {T,,} dizisi
T operatoriine zayif yakinsar. Fakat bunun kargitinin dogru olmasi gerekmez. Ornegin,
T : by — ly operatori Tx = (0,21, T, ..., Tp, ...) seklinde tanimlansin. (lg)* = {5 ve
{e1, €9, ..., €n, ...} kiimesi 5 uzaymin standart tabani oldugundan her f € (¢3)* ve her
r€lyigin f =37 fie; vex =) " x;e; yazilabilir. Bu durumda,

f(Trx) =327, 11 fizi—n bulunur. Elde edilen bu esitlik kullanilarak, n — oo igin

00 1/2 00 1/2
|f<T"x>|s(Z|xi|2) (Z |fi|2) -0

1=n-+1

elde edilir. Yani f(T"z) — 0 bulunur. Ote yandan her z € £, icin,

o0
ITz)® = leif® = |12
=1

oldugundan ||Tz|| = ||z|| elde edilir. Dolayisiyla her = € ¢y icin ||T"z|| = ||z|| elde

edilir. Yani 7™ - 0 bulunur.

Yukaridaki tanimlar incelendiginde diizgiin yakinsakligin kuvvetli yakinsakhiga, kuvvetli
yakinsakligin zayif yakinsakliga gore iistiin oldugu goriiliir. Bu ¢aligmada daha ¢ok
diizgiin yakinsaklik ve kuvvetli yakinsaklik kavramlariyla ilgilenilecektir. Kuvvetli

yakinsaklhigin yetersizligi kompakt operator aileleriyle caligilarak giderilecektir.

Teorem 2.1.4. [2, Teorem 1.3.] (Diizgiin Smirhilik Ilkesi) X Banach uzay
ve Y normlu uzay olsun. Bu durumda A C B(X,Y) kiimesinin noktasal smirli yani
her T" € A ve her z € X i¢in ||Tz| < M, olacak sekilde bir M, > 0 sayisinin var olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul A kiimesinin norm smirh yani her 7" € A igin ||T'|| < M olacak

sekilde bir M > 0 sayisinin var olmasidir.

Tanim 2.1.5. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve ¥ C X olsun. Y kiimesinin her
acik ortiisii sonlu bir alt ortiiye sahip ise Y kiimesine kompakt denir.

Kompakt kiimelerin bilinen asagidaki ozellikleri mevcuttur.

e Kompakt bir kiime kapali ve sinirh bir kiimedir.

e Kompakt bir kiimenin kapali alt kiimeleri kompakttir.

e Kompakt bir kiimenin stirekli bir fonksiyon altindaki gortintiisii de kompakttir.



Tanmim 2.1.6. [4, Tamim V.2.2.] X dogrusal bir vektor uzay1 ve Y C X olsun.

Bu durumda,
co(Y) := {Zai%‘i%‘ €Y, 0<a; <1, Zai: 1, n € N}
i=1 i=1

seklinde tanimlanan kiimeye Y kiimesinin konveks kabugu denir.

Yardimc1 Teorem 2.1.7. [4, Yardimc1 Teorem V.2.4.] X dogrusal bir topolojik

uzay ve Y C X olsun. Bu durumda co(Y') = co(Y") esitligi saglanir.

Teorem 2.1.8. [4, Teorem V.2.6.] (Mazur Teoremi) X Banach uzayi ve Y C X
kompakt bir kiime olsun. Bu durumda co(Y) konveks kabugunun kapanigi kompakt

bir kiimedir.

Tanim 2.1.9. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y C X olsun. Y kiimesinin ka-

panigt kompakt bir kiime ise Y kiimesine goreceli kompakt denir.

Uyar: 2.1.10. Tamim 2.1.5. ile Tanim 2.1.9. karsilagtirildiginda goreceli kompaktlik
kavraminin kompaktlik kavramina gore daha zayif oldugu goriiliir. Clinkii kompakt bir
kiime kapali oldugundan goreceli kompakttir. Ayrica goreceli kompakt kiimelerin alt
kiimeleri de goreceli kompakttir. Ciinkii X goreceli kompakt yani X kompakt bir kiime
olmak iizere Y C X alt kiimesi alindiginda Y C X kapsamasi dogru oldugundan ve
kompakt bir kiimenin kapal alt kiimeleri de kompakt oldugundan Y goreceli kompakt

bulunur.

Tanim 2.1.11. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y C X olsun. Y kiimesinden
aliman her dizi X kiimesinde yakinsak bir alt diziye sahip ise Y kiimesine dizisel kom-

pakt denir.

Tanim 2.1.12. [3, Sayfa 4] X normlu bir uzay ve Y C X olsun. Y kiimesi her
e > 0 i¢in sonlu bir Y. C X e—agia sahipse yani her x € Y i¢in ||z — z.| < ¢ olacak

sekilde bir z. € Y. varsa Y kiimesine tam sinwrlidir denir.



Uyar1 2.1.13. Sonlu boyutlu normlu uzaylarda tam smirlilik kavrami ile smarlilik
kavrami egdegerdir. Buna kargin sonsuz boyutlu uzaylarda tam sinirli kiimeler sinirh

olup kargitimn dogru olmasi gerekmez. Ornegin,
Y:{x:{xn}:2|mn|2 <1} Cly
n=1

alt kiimesi gozoniine alinsin. Bu durumda her z,y € Y icin

~ 1/2 o 1/2 o 1/2
Hx—sz(Z!xn—ynP) s(zw) +<Z!yn!2> <2
n=1 n=1 n=1

oldugundan Y kiimesi simirhdir. Y kiimesinde e; = {1,0,0,...},es = {0,1,0,...}, ...
noktalar secilsin. i # j olmasi durumunda d(e;, e;) = v/2 elde edilir. 5 varicaph acik
yuvarlar gozoniine alimirsa Y7, kiimesinin e;, j # ¢ noktalarim icinde yer almadig e;
merkezli, % yarigapl kapali yuvarinda en az bir noktasinin bulunmas: gerekir. Buna

gore Y7/ sonlu bir kiime olamaz. Yani Y tam smirh degildir.

Banach uzaylarinda dizisel kompaktlik, goreceli kompaktlik ve tam sinirlilik kavramlar:

esdegerdir. [3, Sayfa 4]

Uyar1 2.1.2. de kuvvetli yakinsakligin diizgiin yakinsaklik olmadigi gosterildi. Asa-
gidaki Yardimci1 Teorem, operatorlerin olusturdugu kiimenin tam sinirli olmasi halinde

kuvvetli yakinsakligin diizgiin oldugunu gostermektedir.

Yardimc: Teorem 2.1.14. [3, Yardimci Teorem 5.2.] T,7, € B(X) olsun.
|7, — T|| — 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul T,, — T ve {7},} kiimesinin B(X) deki

diizgiin yakinsakliga gore tam sinirli olmasidir.

Onerme 2.1.15. [3, Onerme 1.7.] T,T, € B(X) ve Y tam smurh bir kiime ol-

sun. T,, — T ise {7, } dizisi sinirh ve her x € Y i¢in T,,x — Tz dir.

Sonug 2.1.16. 7.7, € B(X) ve Y kompakt bir kiime olsun. 7,, — T ise her z € Y

icin T,x — Tz dir.



Sonug 2.1.17. T, T,, € B(X) ve Y smurh bir kiime olsun. Bu durumda ||7,, —T'|| — 0

olmasi icin gerek ve yeter kosul her z € Y i¢in T, — Tz olmasidir.

Tamim 2.1.18. [3, Sayfa 4] 7' € B(X) olmak {izere T'(Ux) kiimesi goreceli kompakt

ise T operatoriine kompakt operatér denir. Kompakt operatorlerin kiimesi K (X)) ile

gosterilir.

Kompakt operatorlerin bilinen agagidaki ozellikleri mevcuttur.

e Kompakt bir operator siirli bir operatordiir.

e Kompakt iki operatoriin toplami da kompakttir.

e Kompakt bir operator ile sinirli bir operatoriin ¢arpimi kompakttir.
e Sonlu rankli operatorler kompakttir.

e Kompakt bir operator terslenebilir degildir.

Onerme 2.1.19. [3, Onerme 4.4.] T € B(X) ve ||T?|| < 1 olsun.

(I=T)"" € B(X) ve |(I = T)7"| < {57k dir.

2.2. SPEKTRAL TEORI

Bu durumda

Bu boliimde, Spektral Teori ile ilgili gerekli bilgilere yer verilmektedir. Bununla ilgili

olarak, [2], [5], [6] ve [7] numarali kaynaklar temel alinmigtir.

Tamim 2.2.1. [2, Tamum 6.1.] X # {0} kompleks Banach uzay1 ve T' € B(X) ol-
sun. Bu durumda 7 operatorii icin o(T) := {A € C : AN - T)"' € B(X)} ve
Rez(T) :==C\o(T) ={)A € C:3(A—T)' € B(X)} seklinde tamimlanan kiimelere

sirasiyla T' operatoriniin spektrumu ve rezolvent kimest denir.

Tanim 2.2.2. [2, Sayfa 238 | Yukaridaki tanimin 1g181mda,
R(.,T): Rez(T) — B(X)



A — R(\,T) := (A —T)"! operator degerli fonksiyonu tanimlana-

bilir. Bu fonksiyona rezolvent fonksiyonu denir.

Ayrica A = oo olmast halinde R(A, T') := 0 olarak tammlanir ve bu durumda genigletilmis

rezolvent kiime ]f%Zz(T) seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.3. [2, Teorem 6.3.] T' € B(X) ve |[\| > ||T|| ise A € Rez(T') ve B(X)
deki diizgiin yakmsakhga gore R(A,T) = 307 A~ FUT™ dir. Ayrica her |A| > ||T|
icin |R(N\,T)|| < m ve limy o, R(A,T") = 0 dir.

Asagidaki Yardimer Teorem Rezolvent fonksiyonun temel 6zelliklerini vermektedir.

Yardimci: Teorem 2.2.4. [2, Yardimci Teorem 6.4.] Her A\, € Rez(T) ve T €
B(X) i¢in agagidakiler gergeklenir.

(1) RO, T)R(s, T) = R(s, TYRO\ T)

(2) ST = TS kosulunu saglayan bir S € B(X) varsa her A € Rez(T) igin,

R(\,T)S = SR(\, T) dir. Ozel olarak R(\, T)T = TR(\, T) elde edilir.

(8) RAT) = R(u, T) = —(A = p) RN, T)R(p, T)

Tamim 2.2.5. [2, Tanmim 6.5.] Yardimc: Teorem 2.2.4.(3) de elde edilen esitlige

T nin Rezolvent Ozdesligi denir.

Yardimc: Teorem 2.2.6. [2, Sonug 6.7.] Her 7' € B(X) i¢gin Rez(T') kiimesi komp-
leks diizlemin agik bir alt kiimesidir ve rezolvent fonksiyonu Rez(T)) de analitiktir. Ozel

olarak, rezolvent fonksiyonu Rez(T') de stireklidir.

Teorem 2.2.7. [2, Teorem 6.10.] X # {0} kompleks Banach uzay1 ve T' € B(X)

olsun. Bu durumda o(7") kompleks diizlemin bogtan farkli kompakt bir alt kiimesidir.

Tamim 2.2.8. [2, Tanim 1.68.] X kompleks Banach uzayi, O C C agk bir alt

kiime ve Ay € O olmak iizere f : O — X fonksiyonu i¢in,



fQ) = F(o)
A= Ao

olacak sekilde bir tek xqg € X vektorii varsa f fonksiyonu Ay noktasinda diferansiyel-

=0

lim —
A—Ao

lenebilirdir denir. f: O — X fonksiyonu bir \y € O noktasini igeren agik bir yuvarin

her noktasinda diferansiyellenebilir ise f fonksiyonu Ay noktasinda analitiktir denir.

X # {0} kompleks Banach uzayinda bir ' € B(X) operatorii gézoniine alinsm ve
kompleks diizlemde T operatoriiniin o(7") spektrumunun bir komsgulugunda, yani C
kompleks diizleminin o(7") kiimesini i¢ine alan bir agik kiimesinde analitik olan kom-
pleks degerli fonksiyonlar ailesi §(7') ile gosterilsin. Her f € §(7') igin f(T) € B(X)
olacak sekilde bir operator kargi getirilebilir. Bu amaca uygun f(7') operatoriini

tanimlayabilmek icin agagida yer alan bazi temel bilgilere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tanim 2.2.9. [2, Tamim 6.26.] C C C alt kiimesi i¢gin C = |J"_, C,, olacak sekilde
sonlu sayida, ikiser ikiser ayrik olan basit ve kapali C1,Cs,...,C,, C C egrileri varsa
C egrisine Jordan egrisi denir. V, A C C alt kiimesinin bir komsulugu ve C, V de
pozitif yonde yonlendirilmis bir Jordan egrisi olsun. Bu durumda A C W C W CV ve

C = OW olacak sekilde bir W C V acik alt kiimesi varsa C egrisi A y1 ¢evreler denir.

Yardimci Teorem 2.2.10. [2, Yardimci Teorem 6.27.] A kompakt kiimesinin

V' deki her komgulugunda A y1 ¢evreleyen bir Jordan egrisi vardir.

Simdi T € B(X) ve f € §(T) olsun. o(7) nin herhangi bir komgulugu V olmak
tizere f, V de analitik olsun. C, V de o(T) yi ¢evreleyen bir Jordan egrisi olsun. Bu
durumda Yardimer Teorem 2.2.6. ya gore R(A,T) rezolvent fonksiyonu C tizerinde
stirekli ve f € §(T') oldugundan f(A)R(A,T) fonksiyonu C iizerinde siireklidir. Dola-
yisiyla f(A)R(\, T) fonksiyonu C iizerinde Riemann integrallenebilirdir. Bu durumda
f(T) = 5= [o f(NR(A, T)dX integrali tammlanabilir. Cauchy Integral Teoremi kul-
lanildiginda tanimlanan integralin C egrisine bagh olmadig goriiliir. Dolaysiyla f(7")

operator fonksiyonu iyi tanimlidir. Bu gozlemler sonucunda asagidaki tanim verilebilir.
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Tanim 2.2.11. [2, Tamim 6.28.] T € B(X) ve sabit bir f € F(T) alnsmn. C,
f nin analitik oldugu bir bolgede o(T") yi ¢evreleyen bir Jordan egrisi olmak tizere,
7+ B(X) = B(X)
T — f(T) = 5 Je )R, T)dA

operatorii tanimlanabilir.

Tanim 2.2.11. de tamimlanan fonksiyona operator fonksiyonu denir. Asagidaki teorem
bu fonksiyonun temel 6zelliklerini vermektedir. Bu ozellikler literatiirde fonksiyonel

hesap olarak bilinmektedir.

Teorem 2.2.12. [2, Teorem 6.29.] F(7) den B(X) e f — f(T) seklinde tanimlanan

tasvir agagidaki iglemlere gore cebirsel bir homomorfizmadir. Yani her f,g € §(7T) ve

her a, 8 € C igin,

(af + B9)(T) = af (T) + Bg(T), — (fg)(T) = f(T)g(T)

dir. Ayrica agagidakiler gegerlidir.

(1) ST = TS olacak sekilde bir S € B(X) operatori varsa her f € F(T) i¢in
Sf(T) = f(T)S dir. Ozel olarak, her f € F(T) i¢in Tf(T) = f(T)T dir.

(2) V, o(T) nin bir komsulugu olmak iizere her A € V igin f(A) = > 0 a,\" ise
Fed(T) ve f(T)=>"",a,T™ dir.

Teorem 2.2.13. [2, Teorem 6.31.] (Spektral Tasvir Teoremi) 7" € B(X) ve
her f € §(T) icin o(f(T)) = f(o(T)) dir. Yani, o(f(T)) = {f(A\) : A € o(T")} dir.

Tamim 2.2.14. [2, Tamim 6.11.] T € B(X) olmak tizere o(7) spektrumunu igeren
{\ € C: |\ < r} kapali yuvarinin negatif olmayan en kiigiik reel sayisina 7' operato-

riiniin spektral yarigapr denir ve p(T) ile gosterilir. O halde,
p(T) :=sup{|A| : A € o(T)} = max{|A| : A€ o(T)}

seklinde ifade edilebilir.
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Teorem 2.2.15. [2, Teorem 6.12.] (Gelfand) T € B(X) olmak {izere,
: Al "
o(T) = Tim |T7)1¥ = inf{| 77 # : n € N}

dir. Dahasi, |A| > p(T)) kosulunu saglayan her A € C i¢in R(\,T) = Y o0 A-(+D™
dir.

Tanim 2.2.16. [5, Tanim 1.] X normlu uzay, T € B(X) ve x € X olsun.
p(T,z) := limsup, . ||T"z|» sayisma T operatoriiniin z noktasmdaki yerel spek-

tral yaricapr denir.

M C B(X) smurh bir alt kiime olmak iizere |[M]| := sup{||T| : T € M} kiimesi
tanimlanabilir. Ayrica M, N C B(X) olmak tizere, MN :={TS:T € M,S € N'}
kiimesi tanimlanabilir. Bu tanimdan M kiimesinin n.kuvveti M" = M" 1 M seklinde
ifade edilebilir. Yerel olarakta MV :={Tz : T € M,z € V C X} seklinde tanmimlanir.

Bu tamimlar verilirken [6, Sayfa 386 | den yararlanilmigtir.

Tamim 2.2.17. [6, Tanim 2.1.] M C B(X) smrh bir alt kiime olmak {izere

p(M) = inf{||M"||= : n € N} sayisma M ailesinin ortak spektral yarigapt denir.

Tamim 2.2.18. [6, Sayfa 434] M C B(X) smurh bir alt kiime ve x € X olmak
iizere p(M, ) := limsup, ___ | M"z|~ sayisma M operatériiniin # noktasmdaki yerel

ortak spektral yaricapr denir.

Yardimc1 Teorem 2.2.19. [6, Sayfa 386] M C B(X) smurh bir alt kiime ol-
sun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir.

(1) p(M) < [ M]

(2) Her X € C igin p(AM) = |A|p(M) dir.

Yardimci Teorem 2.2.20. [6, Yardimci Teorem 2.13.] M,N C B(X) smurh

alt kiimeleri ve MN = N'M olsun. Bu durumda p(M +N) < p(M) + p(N) esitsizligi

gerceklenir.
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Yardimc1 Teorem 2.2.21. [6, Yardimc1 Teorem 13.1.] M C B(X) siirh bir alt
kiime olmak iizere her k > 0 icin p(M* ) < [p(M, z)]* dir.

Yardimci Teorem 2.2.22. M C B(X) smurh bir alt kiime olmak iizere her a,b € C
icin p(aM,bx) = |a|p(M, x) dir.

ispat. Her a,b € C icin p(aM, bz) = limsup, . |[(aM)"bz]||
= limsup, __ |la"M"bz||=

= limsup,,_,., ||a"bM x| = |a|p(M, z) dir.

Yardimc: Teorem 2.2.23. [7, Problem 6.1.9.] 7' € B(X) olmak iizere her x € X

igin Y, /\Tn% serisi diizglin yakinsak olacak gekilde sifirdan farkli bir A € C varsa

A € Rez(T) dir.

ispat. Her z € X igin )~ ATn—nfl serisi diizgiin yakinsak oldugundan her z € X

icin lim,, o T;L—Tf = 0 bulunur. S : X — X operatérii Sz := Y~ =% seklinde

tanimlansin. X uzay1 tizerinde her n € N i¢in S,, :== >}, A{—il operatorleri gozoniine
alindiginda her z € X icin S,z — Sz elde edilir. Diizgiin Smirhhk Ilkesi kullamlarak

S € B(X) bulunur. Her z € X i¢in,

(A =T)Sle = Tim |\ =T) Y 5

= lim
n—00 \k M\k+1
L k=0 k=0
Y Tn+1x
= lm (rXr——:F—-| =
Nn—00 /\n+1

elde edilir. Yani (A —T')S = I bulunur. Benzer sekilde S(AI —T') = I elde edilir. O
halde AI — T terslenebilirdir, dolayisiyla A € Rez(T) dir.

Yardimci Teorem 2.2.24. [7, Problem 6.1.10] 7' € B(X) olmak iizere p(T) = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p(7T,z) = 0 olmasidir.
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ispat.
Gereklik. p(T) = lim,_ || 77| = 0 olsun. Her z € X icin,

1 1 1 1
[Tl < (T [l ])= = 17" [l

esitsizligi bulundugundan p(7') = 0 oldugu kullanilarak p(7',z) = 0 bulunur.

Yeterlik. Her z € X icin p(7,z) = 0 olsun. Sifirdan farkli sabit bir A € C alinsin.

Bu durumda limitin tammi kullamlarak her n > ng icin | 772||x < % olacak gekilde

bir n, € N bulunur. Bu esitsizlik kullanilarak her n > nyq igin ||%|| < ‘—}“2% elde

edilir. Kargilagtirma testi kullamlarak » 2 ”%” serisi yakinsak bulunur. Banach
uzayinda mutlak yakinsak seriler yakinsak oldugundan > 7 % serisi yakinsak bu-
lunur. Yardimer Teorem 2.2.23. kullamlarak sifirdan farkl her A igin A € Rez(T)
bulunur. Ote yandan Teorem 2.2.7. den o(T') # () bulunur. O halde Rez(T) = C\{0}

vani o(T") = {0} bulunur. Buradan p(7) = 0 elde edilir.

Yardimci Teorem 2.2.25. [7, Problem 6.1.11] 7' € B(X) ise her £ € N i¢in
o(TF) = {\F: X € o(T)} dir ve buradan p(T*) = [p(T)]* elde edilir. Ayrica ||T"] — 0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p(7T") < 1 olmasidir.

Ispat. Keyfi A, B,C € B(X) operatorleri icin CA = BC = [ ise A= B = C!
oldugu goésterilsin. Gergekten, A = [A = (BC)A = B(CA) = BI = B dir. T € B(X)
ve sabit bir K € N alinsm. A € o(T) olsun. \* & o(T*) oldugu varsayilsm. Bu du-
rumda (A\F —T*)S = S(A\¥ —T*) = I kosulunu saglayan bir S € B(X) vardir. Buradan
N = TF = (A — T)YAF1 4 M2 4 ATR2 4 T51) esitligi kullamlarak

A= (NP N2 4 L XTR 2 TS

ve

B =S\ N 4 L ATR 2 T

operatorleri tanimlandigindan (A — T)A = B(A — T') = I elde edilir ki bu A € Rez(T)
demektir. Bu ifade A € o(T') olmas: ile celigir. Bu durumda {\*: X\ € o(T)} C o(T*)
dir. Simdi o(T%) C {\* : X € o(T)} oldugu gosterilsin. Keyfi bir u € o(T*) alinsin
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ve p(z) == pu— 2F = (=1)*(r;y — 2)(ry — 2)...(r), — 2) polinomu tammlansim. Bu-
rada 71,79, ..., lar p polinomunun kath koklerinide i¢inde barindiran koklerdir. Ozel
olarak i = 1,...,k olmak iizere her i i¢in u = 7¥ saglamir. Teorem 2.2.12.(3) kul-
lanilarak g — T = (=1)*(ry — T)(ro — T)...(ry — T) elde edilir. Burada i = 1,....k
olmak iizere her 4 icin r; — T terslenebilir olsaydi p — T* ifadesi terslenebilirdi, yani
p & o(T*) olurdu. Bu miimkiin degildir. O halde i = 1,...,k olmak iizere en az
bir tane ¢ i¢in r; — T terslenebilir degildir, yani ¢ = 1,...,k olmak tizere en az bir
tane i icin r; € o(T) dir. Dolaysiyla p = r¥ ve buradan p € {\* : X € o(T)}
elde edilir. Yani o(T*) C {\* : X € o(T)} bulunur. {N\* : X\ € o(T)} C o(T%) ve
o(T*) C {\¥ : X\ € o(T)} bulundugundan o(T%) = {\* : X € o(T)} elde edilir. Elde

edilen bu egitlik kullanilarak,

p(T*) = sup{|A| : A € o(T")}
= sup{|p*| : p € o(T)}
= [sup{lpl : € o(T)})* = [p(T)]"
bulunur. Simdi de Yardimc1 Teoremin son iddiasi ispatlansin. ||7"| — 0 olsun. Bu
durumda ||T*|| < 1 olacak sekilde bir k € N vardir. O halde,

p(T) = inf{| 7"~ :n € N} < | TH|% <1

bulunur. Tersine p(7") < 1 olsun. Bu durumda p(7") < § < 1 olacak sekilde bir § > 0
se¢ilsin. Limitin tanimi kullanilarak her n > n, igin ||7"| < 0™ olacak sekilde bir

ne € N bulunur. Bu durumda ||7"|| — 0 elde edilir.

Tanim 2.2.26. [2, Sayfa 348] X Banach uzay1 ve 7' € B(X) olsun. V, X in
T (V) C V olacak gekilde bir alt uzay1 ise V' alt uwzayma T altinda degismez ya da
kisaca T-degismez denir. ST = T'S kogulunu saglayan her S € B(X) i¢in S(V) C V

ise V alt uzaymna T altinda hiperdegismez ya da kisaca T-hiperdegigsmez denir.

Tanim 2.2.27. [2, Sayfa 81] X Banach uzay1 ve T' € B(X) olsun. V ve W, X

uzaymin X = V@ W olacak gekilde, T-degismez, kapal alt uzaylar ise (V, W) ikilisine
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T operatori icin indirgenebilen ikili denir. Kisaca T-indirgenebilen ikili denir. Ayrica
(V,W) ikilisi T' operatorii i¢in indirgenebilen ikili olacak sekilde bir W C X kapali alt

uzay1 varsa V' C X kapali alt uzayr T ye indirgenir denir.

Teorem 2.2.28. [2, Teorem 2.22.] X Banach uzay1ve T € B(X) olsun. V C X ka-
pali alt uzayimin 7' ye indirgenebilmesi igin gerek ve yeter kogul TP = PT ve R(P) =V

kogullarini saglayan bir P € B(X) izdiigiim operatoriiniin olmasidir.

Tanim 2.2.29. [2, Tamim 6.32.] X Banach uzay1 ve T' € B(X) olsun. o, o(T)
nin hem acik hemde kapali bir alt kiimesi ise ¢ ya T operatoriiniin spektral kiimes:

denir.

Ornek 2.2.30. BoyX = 2 ve £ > 0 olmak fizere,

e+1 2
0 e-1
operatori tanimlansin. BoyX = 2 oldugundan 7' operatoriiniin spektrumunu bulmak

i¢in verilen matrisin 6zdegerlerini bulmak yeterli olacaktir.

e+1—2A 2
T — M| = =E+1=-XNEe—-1-X)=0
0 e—1-AX
esitligi kullanilarak T operatoriintin 6zdegerleri A = € 4+ 1 veya A = € — 1 olarak elde
edilir. Yani o(7T") = 0,(T) = {e + 1, — 1} bulunur. Dolayisiyla ¢ := {e + 1} seklinde
tanimlanan o kiimesi ¢(7") nin kapah bir alt kiimesidir. Ote yandan,

o' = o(T)\oc = {¢ — 1} kiimesi de kapali oldugundan o, T operatoriiniin spektral

kiimesidir.

o, T € B(X) operatoriiniin bosg kiimeden farkli bir spektral kiimesi olmak {izere
o' de bog kiimeden farkli olsun. Eger 26 = d(o,0’) > 0ise 0 C V,, o/ C V,, ve
Vo N Vo = 0 kogullarim saglayan V, = (J,, B(A,0) ve Vr = U, o, B(X,0) seklinde
bosg kiimeden farkli agik kiimeler vardir. Yani o ve ¢’ niin sirasiyla V,, ve V, geklinde
ayrik komguluklar vardir. Bu durumda V, UV, kiimesi o(7") nin bir komsulugudur.

O halde,
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fo, for : Vo UV, — C fonksiyonlari,

1. AeV, 0, NeV,
O, AEVO./ 1’ )\EVO-/

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda,

(fs)? = fo, (fo)? = for, fofor = 0 ve fo+ for = 1 esitlikleri elde edilir. Buradan Teorem
2.2.12.(3) kullanilarak,

()P = fo(T), [for(T)]? = for(T), fo(T) for (T) = 0 ve fo(T) + for(T) = I esitlikleri
bulunur. Bu durumda f,(7") ve f,(T) operator fonksiyonlari, deger bolgeleri sirasiyla
R(f5(T)), R(f(T)) olmak tizere X = R(f,(T)) ® R(f,(T)) olacak sekilde smirh
izdiigiimlerdir. Ayrica Spektral Tasvir Teoremi kullanilarak,

o(£o(T) = Fola(T)) = 0,1} ve o(f(T)) = fr(o(T)) = {0, 1} elde edilix. Yani ,(7)
ve for(T') izdiigtimleri agikar olmayan izdiigiimlerdir. Teorem 2.2.12.(1) kullanildiginda
Tf(T)= f,(T)T ve Tf(T) = for(I')T elde edilir. Bu durumda Teorem 2.2.28. kul-
lanilarak, (R(f,(T)), R(f,(T"))) indirgenebilen ikilisi bulunur.

Tanim 2.2.31. [2, Tamim 6.33.] Yukarida elde edilen f,(7) ye o ile iligkili olan
spektral izdigim denir ve P,(T) ile gosterilir. Ayrica 6zel olarak o = o(T) ve o = ()

ise sirasiyla Pyry(T) = I ve Py = 0 dir.

Ornek 2.2.32. T operatorii Ornek 2.2.30. gibi tanimlansm. E ve F' operatorleri
sirasiyla
11 0 -1
, F
00 0 1

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

e+1 2 11 0 -1
=(e+1) +(e—1)
0 e-1 0 0 0 1

esitliginden 7' = (¢ + 1)E + (¢ — 1)F elde edilir. Burada E* = E, F?> = F, EF =0
ve F + F = [ oldugundan F ve F' birbirini tamamlayan spektral izdiigiimlerdir.
Dolaysiyla, E = E,(T') operatorii o = o.(T)) = {e + 1} spektral kiimesi igin spek-

tral izdigtimdiir.

17



Tanim 2.2.33. [3, Sayfa 73] FP,(T), o spektral kiimesi ile iligkili spektral izdiigiim
olmak tizere P,(7T') nin deger bdlgesine yani R(P,(T")) kiimesine o spektral kiimesi ile

iligkili spektral alt uzay denir.

Asagidaki teorem spektral izdiigiimiin temel 6zelligini vermektedir.

Teorem 2.2.34. [2, Teorem 6.34.] X Banach uzayi, T € B(X) ve o, T ope-
ratoriiniin asikar olmayan bir spektral kiimesi olsun. Bu durumda 7T operatori igin
o(Tly,) = o ve 0(T|z,) = o(T)\o olacak sekilde bir tek (Y, Z,) indirgenebilen ikili

vardir. Dahasi, P,(T) spektral izdiigimi X in Z, boyunca Y, iizerine izdiigimidiir.

Yardimc: Teorem 2.2.35. [7, Problem 6.4.13.] o, T € B(X) operatoriiniin
spektral kiimesi olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir.

(1) 0 o ise P,(T) =TS = ST olacak sekilde bir S € B(X) vardur.

(2) 0e€oise P,(T)=1+TS =1+ ST olacak sekilde bir S € B(X) vardur.

Ispat. Teorem 2.2.34. e gore T operatorii icin o(T|y,) = o ve o(T|z,) = o(T)\o
olacak sekilde bir tek (Y, Z,) indirgenebilen ikili vardir ve P,(T') spektral izdiigiimii
X in Z, boyunca Y, iizerine izdiigimiidiir. Bu durumda R(P,(T)) =Y, ve
Cek(P,(T)) = Y = Z, dir.

(1) 0 € o ise Ty, : Y, — Y, terslenebilirdir. Ciinkii aksi durumda 0 € o bulunur.
O halde R := (T|y,)"! : Y, — Y, operatorii tammlanabilir. S = RP,(T) € B(X)
operatori gozoniine alinsin. Her x =y, + 2, € Y, & Z, = X i¢in,

TSx =TRP,(T)(ys + 25) = TRy, = y, = P,(T)x
STx = RP,(T)T (Y, + 2,) = RP,(T)(Ty, + T2,) = RTy, = y, = P,(T)x

esitlikleri elde edilir. Yani P,(7) =TS = ST dir.
(2) 0eoise 0 & o(T)\o =: ¢’ dir. Yardimer Teroem 2.2.35. (1) den,

Py(T)=1-P,(T)=RT =TR

JR € B(X) bulunur. O halde S = —R almarak, P,(T) =1 +TS = I+ ST elde edilir.
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Yardimci1 Teorem 2.2.36. [7, Problem 6.4.14.] o, T € B(X) operatoriiniin
spektral kiimesi olsun. ¢ C {A € C: |A] < r} ve o(T)\oc C {A € C: |\ > r} ola-
cak sekilde bir » > 0 sayis1 varsa T operatoriiniin spektral izdiigiimiiniin deger bolgesi
R(P,(T)) ={z € X : 2 — 0} ile verilir.

Ispat. o, T € B(X) operatériiniin spektral kiimesi ve ¢ € {\ € C : [\| < r} ve
o(T)\c C {X € C : |\ > r} olacak sekilde bir » > 0 olsun. Teorem 2.2.34. e gore
Y, := R(P,(T)) olmak {izere (Y,, Z,), T-indirgenebilen ikilisi vardir. o = o(7T'|y,) den
p(Ty,) < relde edilir. Yani p(£Ty,) < 1 dir. Bu durumda Yardimer Teorem 2.2.25.

kullanmilarak her x € Y, icin (Th;# — 0 bulunur. Dolaysiyla Y, C {z € X : 22 — 0}

r

kapsamasi elde edilir. Tersine, TTZ"” — 0 olacak sekilde bir z € X alinsin. Limit tanim

Tz
Tn

durumda her n > n, icin [|[T"z|» < r elde edilir. Buradan limsup, /[T < r

kullanilarak her n > n, igin || H < 1 kogulunu saglayan bir n, € N vardir. Bu

elde edilir. Dolayisiyla, [A| > 7 kogulunu saglayan her A € C igin > 2 (2% kuvvet
serisi yakinsaktir. Simdi o(T)\c C{A € C:|A| > R} ve A:={A € C:r < |\ <R}

kogullarin1 saglayan bir R > r segilsin. Buna gore ANo(T) = () ve her A € A i¢in,

o no ‘ m no

(A-=T) Z P (A=T) nll_r)noo An+l
n=0 n=0

i

- %E,I;O(A -T) Z Nt
n=0

elde edilir. A C Rez(T) oldugundan her A € A i¢in A — T operatorii bire-birdir
ve bundan dolayr her A € A icin R(\,T)z = > oo +7% dir. Bu serinin rezidiisii

kullanilarak,

1 1
r=T% = [ RO T)wdr = [—, / R(A,T)d)\] v = P(T)z €Y,
Cr

T Jep, T

elde edilir. Yani {z € X : T2 — 0} C Y, kapsamasi gerceklenir ve esitlik elde edilir.

r

Agagidaki teorem Shulman ve Turovskii [6, Yardimc: Teorem 13.2.] den yararlanilarak

olugturulmustur.
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Teorem 2.2.37. T € B(X) ve M C B(X) sinirh bir alt kiime olsun. Ayrica t > 0
olmak iizere Qu(t) := {x € X : p(M,z) < t} ve Qp(t) = {z € X : p(T,z) < t}
kiimeleri tanimlansin. Bu durumda asagidakiler gergeklenir.

(1) Qum(t) kiimesi M-hiperdegismez alt uzaydir.

(2) k > 0 olmak iizere her T € M* igin Q(t) C Q7 (%) dir.

ispat.
(1) Oncelikle Q v () kiimesinin X uzaymin bir alt uzay1 oldugu gosterilsin. Gergekten,
z,y € Qum(t) ise p(M,x) <t ve p(M,y) <t dir. Keyfi bir ¢ > 0 verilsin. Bu durumda
her n > n, icin,

[M"z]| < (p(M,z) +e)" < (t+e)"
ve

[Myl| < (p(M,y) + )" < (t+e)"

olacak gekilde bir n, € N vardir. Her n > n, icin,

e (3Y)

< LM, 2) + )"+ (oM, ) +)")

< max{(p(M, z) +¢)", (p(M,y) +¢)"}
— (max{p(M, z), p(M, y)} +&)" < (t+2)"
esitsizligi elde edilir. Elde edilen bu egitsizlik ve Yardimci Teorem 2.2.22. kullanilarak

her € > 0 igin,

n

<t+e

mﬂtx+y%=mﬂﬁx+y)zhmmeNW(x;y)

2 n—od

bulunur. Yani z +y € Qq(t) elde edilir. Ayrica keyfi bir a € F i¢in Yardimcr Teorem
2.2.22. kullanmlarak p(M, ax) = p(M, z) < t elde edildiginden ax € Qr(t) elde edilir.
Dolayisiyla Qaq(t) kiimesi X uzaymin bir alt uzayidir.

Simdi Qaq(t) alt uzayimin M-hiperdegismez oldugu gosterilsin. Bu amacgla,
r€Qmt), TeMveSeM ={Re B(X): TR = RT,VYT € M} almsm. Bu
durumda,

p(M, Tz) = limsup [|M"Tz|* < limsup || M 2|+ = lim sup(||/\/l"+1m||n%rl)n:1

n—oo n—oo n—oo
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esitsizliginden Tx € Qaq(t) elde edilir. Yani Q(t) alt uzayr M-degismezdir.

p(M, Sz) = limsup | M"Sz|/* = limsup || SM"z||

n—oo n—oo

< limsup ||S||* limsup || M z||x < p(M,z) < t

n—oo n—oo

esitsizliginden Sz € Qaq(t) elde edilir. Yani Qaq(t) alt uzayr M-hiperdegismezdir.

(2) x € Qum(t) ve T € M" almsin. Bu durumda T = TyTy...T). olacak sekilde
T, Ty, ..., Ty € M vardir. Fy:={T1, T, ..., T} tammlandiginda Fy C M olur. S € M
alimsin. Bu durumda F¥ C (Fo U S)* kapsamasi gergeklenir. Bu kapsama kullanilarak
p(T,x) < p((FoUS)* x) < p(FoU S, z)F <t esitsizligi elde edilir, yani z € Qp(tF)
dir.

Uyar1 2.2.38. o, T' € B(X) operatoriiniin agikar olmayan bir spektral kiimesi olsun.
Bu durumda Teorem 2.2.34. e gore T operatorii i¢in o(T|y,) = o ve 0(T|z,) = o(T)\o
olacak sekilde bir tek (Y,,Z,) indirgenebilen ikili vardir ve dahasi P,(T") spektral
izdiigimii X in Z, boyunca Y, iizerine izdiigimiidiir. Bu durumda,
R(P,(T)) = Y, ve Cek(P,(T)) = Z, dir. P,(T) izdiigim operatorii oldugundan
CekP,(T) = Z, esitliginden R(I — P,(T)) = Z, elde edilir. Ayrica,
cC{AeC: N <r}veoT)\o C {\eC: |\ > r} olacak gekilde bir r > 0
say1s1 varsa p(7') nin tanimi ve o(T|y, ) = o esitligi kullanilarak p(7'|y,) < r elde edilir.
Ayrica 0 € o oldugundan 0 ¢ o(7T")\o bulunur. Bu durumda 7|z, : Z, — Z, operatorii
terslenebilirdir. Dolayisiyla,

p((T|z,)") = max{|A] : A € o((Tz,) ")} = max{[A"'[: A € o(Tz,)} < 5
elde edilir.

Teorem 2.2.39. T € B(X) operatorii igin ¢ bir spektral kiime olsun. Ayrica
o C{AeC: N\ <r}vea(T)\o C{X e C: |\ > r} olacak gekilde bir r > 0 olsun.
Bu durumda Teorem 2.2.37. deki notasyonlar kullanilarak asagidakiler gerceklenir.
(1) Qr(r) = R(P,(T)) esitligi saglanir. Yani Qr(r) spektral alt uzaydir.

(2) |A| < rise Cek(T — NI) C Qr(r) dir.

(3) |A| > rise Qr(r) C R(T — AI) dir.

(4) |\ =rise A € Rez(T) dir.
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ispat.
(1) 0 € 0 oldugundan 0 & o(T)\o dir. o(T)\o kiimesi I — P,(T) spektral izdiigimiiyle

ilgili olan bir spektral kiimedir. Yardimci Teorem 2.2.35.(1) gore,
[—P,(T)=TR=RT

olacak gekilde bir R € B(X) vardwr. Uyar 2.2.38. den p(TP,(T)) < r ve p(R) <
elde edilir. Keyfi bir z € R(FP,(T")) alindiginda,

p(T,x) = p(T,P,(T)x) = p(TP,(T),z) < r oldugundan z € Qp(r) bulunur. Yani
R(P,(T)) C Qr(r) dir. Tersine € Qr(r) alinsm. Bu durumda

3 =

I-P,(T)=({-PF,(T))"=(RT)" = R"T"
esitliginden,

p(I = P(T),z) = limsup [|(I — Pp(T))z||"" < p(R)p(T' ) < L=t

n—o00 r

elde edilir. Dolaywsiyla (I — P,(T))x = 0 bulunur, yani z € R(P,(7T)) dir. Sonug
olarak hem R(P,(T)) € Qr(r) hem de Qr(r) C R(P,(T)) gegerli oldugundan esitlik
elde edilir.

(2) Keyfi bir € Cek(T — AI) alindiginda her n € N i¢in 7"z = A"z elde edilir. Elde
edilen bu esitlik ve hipotez kullamlarak p(7),x) = |A| < r bulunur. Yani x € Qr(r) dir.
(3) Keyfi bir x € Qp(r) almdiginda p(T,z) = limsup,, . [|T"z|"" < r elde edilir.

Hl/n

Elde edilen bu esitsizlik ve hipotez kullamilarak limsup,,_ H% < 1 bulunur.

Dolayisiyla, z = (T — Al) Y7 5% bulunur, yani z € R(T — \) dir.
(4) M€ Rez(T) ise A € o(T) = o U (o(T)\o) dir. Dolayisiyla A € o0 yada A € o(T)\o
dir. Yani |A| < r yada |A| > r dir. Sonug olarak, || # r bulunur.

2.3.BIRLIKTE KOMPAKT KUMELER

Ikinci tiir bir lineer Fredolm integral denklemi,

b
g(z) = A / ke, 9)g(y)dy = f(2)

seklindedir; burada g(x) bilinmeyen, k(z,y) ve f(z) ise bilinen fonksiyonlardir. = ve

y, reel degigkenler olup (a, b) arahiginda degerler almaktadir. \ ise sayisal bir degerdir.
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k(z,y) fonksiyonu, integral denklemin ¢ekirdegi olarak adlandirilir. k(z,y) cekirdegi
(x,y) dizleminin bir 2 = {a < 2 < b,a < y < b} karesinin tizerinde tanimlanmigtir
ve siireklidir. Yukaridaki integral denklemde f(x) fonksiyonu ézdes olarak sifira egit
degilse bu denklem homojen olmayan integral denklem olarak adlandirihr. Eger f(x)

fonksiyonu 6zdes olarak sifir ise yukaridaki denklem

g(w) — A/ k(z,y)g(y)dy =0

seklini alir ve bu denklem homojen integral denklem olarak adlandirilir. Ayrica, ikin-
ci tir bir lineer Fredolm integral denkleminde 6zel olarak g(z) bilinmeyen fonksiyonu

yanlizca integral i¢inde ise yani

A / k(w, y)g(y)dy = f(x)

seklinde ise bu integral denklem birinci tir bir lineer Fredolm integral denklemi olarak
adlandirilir.  Fredolm integral denklemlerine ardigik cekirdekler yontemiyle yaklagik

¢oziimler bulmak miimkindiir.

K : Cla,b] — C|a, b] operatori,

(K (9))(x) = / Kz, 9)g(y)dy

seklinde tanimlansin. Yani bilinmeyen bir fonksiyon igeren bir integrale bir operator
goziiyle bakilabilir. Bundan yararlanilarak sirasiyla ikinci tiir lineer Fredolm integral

denklemi ve birinci tiir lineer Fredolm integral denklemi,

(I = Kp)gn =, Kngn=f

seklinde ifade edilebilir. Burada K, operatorleri Cla, b] iizerinde tanimhdur.
Anselone ve Moore

(1) (I - K,)'eB(X)

(2) (I - K)™" € B(X)

@) =Ky = (= K)"

kogullarimin hangi durumda saglandigini arastirdilar. Arastirmalariin sonunda,

U{Eg < gl < 1} € Clab]
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kiimesinin goreceli kompakt olmas: gerektigini fark ettiler. Iste bu ayrint: birlikte kom-

pakt kiime kavraminin dogmasina sebep oldu.

Normlu uzaylarda birlikte kompakt kiime kavrami ilk kez 1964 yilinda, Anselone P.M.
ve Moore R.H. tarafindan, ”Approximate solutions of Integral and Operator Equa-
tions” adli makalede ortaya atilmigtir. Birlikte kompakt kiimelerin temel ozellikleri
1968 yilinda, Anselone P.M. ve Palmer T.W. tarafindan, ” Collectively Compact Sets
of Linear Operators” adli makalede caligilmigtir. Bu kiimelerin spektral ozellikleri ayni
yil, Anselone P.M. ve Palmer T.W. tarafindan, ”Spectral Properties of Collectively
Compact Sets of Linear Operators” ve ”Spectral Analysis of Collectively Compact,
Strongly Convergent Operator Sequences” adli makalelerde iglenmigtir. Birlikte kom-
pakt kiimelerin normlu uzaylardan topolojik uzaylara genellestirilmesi 1971 yilinda,
Higgins J.A. tarafindan ” Collectively Compact Sets of Linear Operators” adli doktora

tezinde ¢aligilmigtir.

Tamim 2.3.1. [3, Sayfa 4] £ C B(X) alt kiimesi operatorlerin bir ailesi olmak
tizere, K(Ux) = {Kz : K € K, x € Ux} kiimesi goreceli kompakt ise C ailesine birlikte
kompakt denir.

Uyar1 2.3.2. Tanim 2.1.18. ile Tamim 2.3.1. kargilagtirildiginda birlikte kompakt
kiime kavraminin aslinda kompakt operator kavraminin bir genellestirilmesi oldugu
diigtiniilebilir. Birlikte kompakt kiimenin her elemanin kompakt oldugu fakat kompakt

operatorlerden olugan her kiimenin birlikte kompakt olmadig1 birazdan anlagilacaktir.

Ornek 2.3.3. (3, Ornek 5.4.] X = {5 uzayinda = = (x1,22,...), 1 = (1,0,0,...)
olmak fizere,

K=A{K, € B(ly) : K,z =x,e1, n=1,2,...}

kiimesi gozoniine almsim. Bu durumda K(Uyx) = {K,z : K,, € K,z € Ux} olup,
BoyK(Ux) =1 < oo ve K(Ux) smurh oldugundan K(Uy) tam siirh olur. Dolayisiyla
IC birlikte kompakttir.
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Ornek 2.3.4. [3, Ornek 5.1.] X = {, Hilbert uzay1 ve {¢, : @ € A} kiimesi £,
i¢in ortonormal bir taban olsun.
E, : ly —Span{p,} C ly

r — F,x =< 2,0, > ¢, seklinde dik izdigtimler tanimlansin. Bu operator-

lerin kiimesi M :={E, : a € A} ile gosterilsin. ||¢,|| = 1 oldugundan her o € A igin

Yo = Fneq € M(Ux) dir. Ote yandan,

I

loa — @al*> =< V0 — @3, 0a — 05 >= [@all’— < Par s > — < 05,0 > +|l@sl°

esitliginden a # [ olmak tizere her o, f € A icin ||¢, — gl = V2 elde edilir. Yani
M(Ux) tam smurh degildir ve tanim geregi M birlikte kompakt bir kiime olamaz.

Birlikte Kompakt Kiimenin Ozellikleri:
Ozellik 2.3.5. [3, Sayfa 58] K C B(X) birlikte kompakt bir kiime ise A € F olmak
tizere M birlikte kompakttir.

Ispat. K birlikte kompakt bir kiime oldugundan K (Ux) goreceli kompakt bir kiimedir.

Yani K(Ux) kompakt bir kiimedir. Bu durumda A € F olmak tizere MC(Ux) kiimesi de
kompakttir. Ote yandan MC(Ux) = MC(Uy) esitligi bulundugundan MC(Uy) kiimesi

kompakt ve dolayisiyla Tanim 2.3.1. kullanilarak MC kiimesi birlikte kompakt bulunur.

Ozellik 2.3.6. [3, Sayfa 58] K C B(X) birlikte kompakt bir kiime ve M C K
ise M birlikte kompakt bir kiimedir.

Ispat. K birlikte kompakt bir kiime oldugundan K(Uy ) géreceli kompakt bir kiimedir.
M C K kapsamasi gergeklendiginden M(Ux) C K(Ux) elde edilir. K(Ux) goreceli
kompakt bir kiime oldugundan M (Ux) goreceli kompakt bir kiime olur. Ciinki kom-
pakt bir kiimenin kapali alt kiimeleri kompakttir. M(Ux) goreceli kompakt bir kiime
oldugundan Tanim 2.3.1. kullanilarak M kiimesi birlikte kompakt bulunur.

Ozellik 2.3.7. [3, Sayfa 58] K1, K,,....K, C B(X) birlikte kompakt kiimeler ise
K = ;_, K; birlikte kompakt bir kiimedir.
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Ispat. Ky, Ko, ..., K, birlikte kompakt kiimeler oldugundan sirasiyla Ki(Ux), Ke(Ux)
y s KKn(Ux) kiimeleri goreceli kompakttir. Dolayisiyla bu kiimeler dizisel kompakt
bulunur. Simdi (J;_, K;(Ux) kiimesinin dizisel kompakt oldugu gosterilsin. Keyfi bir
{zm} C UL, K;(Ux) dizisi almsm. O halde en az biri (i = 1,...,n) i¢in {z,,} C K;(Ux)
olur. Her i (i = 1,...,n) i¢in K;(Ux) kiimeleri dizisel kompakt oldugundan, en az bir
i (i =1,...,n) i¢in z,,, — x kosulunu saglayan bir {x,,, } C {z,} C K;(Ux) alt dizisi
vardir.  Su halde |J, K;(Ux) kiimesi dizisel kompakt bulunur. Yani [J_, K;(Ux)

kiimesi kompakt bulunur. Ote yandan,

n

K({Ux) = <U i@») (Ux) = U&(UX)

esitligi bulundugundan K(Uy) kompakt yani K(Ux) kiimesi goreceli kompakt bulunur.
Tanmim 2.3.1. kullanilarak K kiimesi birlikte kompakt bulunur.

Ozellik 2.3.8. [3, Sayfa 58] Ky, K,,...,K, C B(X) birlikte kompakt kiimeler ise
K :=Ki+ Ky + ... + K, birlikte kompakt bir kiimedir.

Ispat. Ki,Ks, ..., KC, birlikte kompakt kiimeler oldugundan sirasiyla Ki1(Ux), Ko(Ux)
, oy Kn(Ux) kiimeleri goreceli kompakttir. Dolayisiyla bu kiimeler dizisel kompakt bu-
lunur. Simdi (Uy) kiimesinin dizisel kompakt oldugu gosterilsin. Bu amagla keyfi bir

{zm} C K(Ux) dizisi alinsin. Bu durumda

Tm = Y F Y2t tYn, 2 Y1 CKI(Ux) {2} CKo(Ux),s o Yy} C Kn(Ux)

seklinde yazilabilir. Burada KC;(Ux), K2(Ux), ..., K,,(Ux) kiimeleri dizisel kompakt ol-

dugundan asagidaki sekilde alt diziler mevcuttur.

Hy, } {1} 2 Y., =W
Hyao, } Tyt 2 Y2, = 42
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O halde keyfi bir {z,,,} C K(Ux) dizisi i¢in y1,, +va,, + -+ Yn,, — V1 +v2+ ...+ s
kogulunu saglayan bir {y1,, + Y2, + -+ Un, } C{Tm} ={y1,, +¥2,, + - + Yn, } alt
dizisi vardir. Yani C(Ux) kiimesi dizisel kompakt bulunur. Yani K birlikte kompakt

bir kiimedir.

Birlikte kompakt kiimelerin yukaridaki temel 6zelliklerinden bagka ozellikleri de vardir.

Bunu asagidaki énerme vermektedir.

Onerme 2.3.9. [3, Onerme 4.2.] K C B(X) birlikte kompakt bir kiime olsun.

(1) A skalerlerin simirh bir kiimesi ise AKX = {AK : A € A, K € K} kiimesi birlikte
kompakttir.

(2) M C B(X) smurh bir kilme ise KM = {KM : K € K, M € M} kiimesi birlikte
kompakttir.

(3) N C B(X) goreceli kompakt bir kiime ise NK = {NK : N € N, K € K} kiimesi
birlikte kompakttir.

(4) K birlikte kompakt bir kiime ise K nin diizgiin kapams1 K ve K nin kuvvetli ka-
panist Kk birlikte kompakt kiimelerdir.

(5) K birlikte kompakt bir kiime ise co(K) konveks kabugu da birlikte kompakt bir
kiimedir.

(6) Her b < oo ve her J < oo igin

J J
{Z MK K €)Y A < b}
j=1 j=1

kiimesi birlikte kompakttir.

ispat.
(1) A smurh bir kiime oldugundan r := sup{|\| : A\ € A} vardir. Bu durumda
AK(Ux) C rK(Ux) kapsamasi gegerlidir. O halde AK(Ux) C rK(Ux) kapsamasi

gegerlidir. K birlikte kompakt bir kiime oldugundan K(Ux) kompakt ve dolayisiyla

riC(Ux) = rK(Ux) kiimesi kompakt bulunur. Kompakt bir kiimenin kapali alt kiimeleri
kompakt oldugundan AIC(Ux) kiimesi kompakt dolayisiyla AKC birlikte kompakttir.
(2) M smurh bir kiime oldugundan r := sup{||T'|| : " € M} vardir. Bu durumda

KM(Ux) C rK(Ux) kapsamasi gegerlidir. O halde KM(Ux) C rK(Ux) kapsamasi
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gecerlidir. K birlikte kompakt bir kiime oldugundan K(Uy) kompakt ve dolayisiyla

rK(Ux) = rK(Ux) kiimesi kompakt bulunur. Kompakt bir kiimenin kapal alt kiimeleri
kompakt oldugundan M (Uy) kiimesi kompakt dolayisiyla ICM kiimesi birlikte kom-
pakt bulunur.
(3) f: N xK(Ux) — X

(N,z) — f(N,z) := Nz fonksiyonu tammlansin. N goreceli kom-
pakt ve /C birlikte kompakt oldugundan sirasiyla A ve m kiimeleri kompakttir.
Dolayisiyla N x m kiimesi kompakttir. Ote yandan f fonksiyonu siirekli oldu-
gundan f(N x TUX)) kiimesi kompakt bulunur. Kompakt bir kiimenin kapali alt
kiimeleri kompakt oldugundan NK(Ux) = f(N x K(Ux)) C f(N x K(Ux)) kapsamas
kullanilarak N/C(Uy) kiimesi kompakt bulunur. Tanim 2.3.1. kullamlarak A'K kiimesi
birlikte kompakt bulunur.
(4) Uyar1 2.1.2. ye gore diizgiin yakinsama kuvvetli oldugundan K C o kapsamasi ger-
ceklenir. Dolayisiyla K(Uy) C Kk(U x) kapsamasi dogrudur. Simdi Kk(U x) € K(Ux)

kapsamasinin gerceklendigi gosterilsin. Keyfi bir Kx € KR(U x) almsin. Bu durumda

KeK'vere Uy dir. K € K" ifadesinden K,, — K kosulunu saglayan bir {K,,,} C K

dizisi elde edilir. Yani z € Uy igin lim,, .o K,z = Kz € K(Ux) elde edilir. Sonug
olarak K(Uy) C Kk(UX) C K(Ux) elde edilir. Hipotez geregi K(Ux) kiimesi kompakt

ve kompakt bir kiimenin kapali alt kiimeleri de kompakt olacagmdan K(Uyx) ve Ek(U X)
kiimeleri kompakt bulunur. Tanim 2.3.1. kullanilarak K ve Kk kiimeleri birlikte kom-
pakt olur.

(5) Oncelikle [co(K)](Ux) C co[K(Ux)] kapsamasmin dogrulugu ispatlansm. Keyfi bir
Kz € [co(K)](Ux) alinsm. Bu durumda K € co(K) ve x € Ux dir. Konveks kabugun

tanimi geregi

K:ZOJZ'Ki, KiEK:, OSOQSL Zaizl, méeN
i=1 i=1
yazilabilir. Ote yandan Ux C co(Ux) kapsamasmdan z € Uy icin « € co(Uyx) olur.

Yine konveks kabugun tanimi kullanilarak,
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elde edilir. Buradan

Kz = <Z aJQ) <Z ijj) = Z(az‘)\j)(Kiiﬁj)

j=1 i=1 j=1

3

ve
n n n

ZZ(CYV\]) :Oélz)\j+0é22)\j+...+am2)\j :Zai =1
i=1 j=1 j=1 j=1 j=1 =1

bulunur. Yani Kz € co[[C(Ux)] elde edilir. [co(K)](Ux) C co[K(Ux)| kapsamasi

gergeklendiginden [co(K)](Ux) C co[lC(Ux)] bulunur. Burada K(Ux) C K(Ux) ol-

dugundan co[K(Ux)] C co[K(Ux)] kapsamasi bulunur. Sonug olarak,

[co(K)](Ux) C colK(Ux)] C colK(Ux)]

kapsamalar: elde edilir. Ote yandan K birlikte kompakt bir kiime oldugundan KC(Ux)
kompakttir. Mazur Teoremi kullamlarak @ [/C(Ux )] kiimesi kompakt bulunur. Yardime
Teorem 2.1.7. kullanilarak @6 [K(Uy )] = co [KK(Ux)] kiimesi kompakt bulunur. Kom-
pakt bir kiimenin kapali alt kiimesi kompakt olacagmdan [co(K)](Uy) kiimesi kompakt
dolayisiyla Tamim 2.3.1. kullanilarak co(K) kiimesi birlikte kompakt bulunur.

(6) J < ocoolsun. A :={\: |\ < b < oo} kiimesi tanimlansi. A kiimesi sinirh bir
kiimedir. K birlikte kompakt bir kiime oldugundan Onerme 2.3.9.(1) kullamlarak AKX

kiimesi birlikte kompakt bulunur. Onerme 2.3.9.(5) kullanilarak co(AK) kiimesi yani

J J
{Z )\jKj : Kj S ,C,Z |)\J| S b}
j=1 Jj=1

kiimesi birlikte kompakt bulunur.
J = oo durumunda lim;_, ijl \;K; € AK bulunur. Ote yandan Onerme 2.3.9.(4)

gore AK kiimesi birlikte kompakttir. Sonug olarak istenen elde edilir.

Onerme 2.3.10. [3, Sayfa 82] Birlikte kompakt her kiime kompakt operatorlerin

sinirh bir kiimesidir.

ispat. Keyfi bir K € K alinsin ve I birlikte kompakt bir kiime olsun. Tanim 2.3.1.
gore KC(Ux) kiimesi goreceli kompakttir. K(Ux) C K(Ux) oldugundan K (Ux) goreceli
kompakt bulunur. Buradan Tanim 2.1.18. kullanilarak K operatori kompakt bu-

lunur. Yani K kiimesi kompakt operatorlerden olugsmaktadir. Ayrica K(Uy) kiimesi
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tam smurhr. Tam smurh kiimeler simirl oldugundan K(Ux) kiimesi smurl bulunur.

Dolayisiyla IC kiimesi sinirli bulunur.

Uyar: 2.3.11. Yukaridaki onermenin karsitinin dogru olmasi gerekmez. Asagidaki

ornek bunu gostermektedir.

Ornek 2.3.12. [3, Ornek 5.1.] X = ¢, Hilbert uzay1 ve {¢, : o € A} kiimesi
{5 i¢in ortonormal bir taban olsun.
E, : ly —Span{p,} C ls
r— E,x =< z,0, > @, seklinde dik izdigiimler tanimlansin.

1Eatll = | < %00 > vall = | < 5,00 > lvall < llz] = [|Eall <1

Ozel olarak, © = ¢, almrsa, ||[E,| = 1 bulunur. Ote yandan, BoyR(E,) = 1 < oo
oldugundan F, operatorleri kompakttir. Bu durumda M := {E, : a € A} seklinde
tanimlanan kiime kompakt operatorlerin sinirh bir kiimesidir. Buna karsin Ornek 2.3.4.

kullanilarak M kiimesinin birlikte kompakt bir kiime olmadig1 gortiliir.

Onerme 2.3.13. [3, Onerme 5.3.] K C B(X) kompakt operatorlerin tam smirh bir
kiimesi ise K birlikte kompakt bir kiimedir.

Ispat. ¢ > 0 verilsin. K tam smurh oldugundan her K € K icin |[K — K.|| < &

olacak sekilde bir K, € K. vardir. Bu durumda her x € Uy i¢in
Koz — Keal| = [[(K — Ko)z|| < sup{||(K — Ko)zf| : [lof| <1} = | K — Kcf| <&

elde edilir. K. kompakt operatorlerin sonlu bir kiimesi oldugundan IC(Uy) tam smirh
bir kiime ve dolayisiyla K(Ux) kiimesi goreceli kompakt bulunur. Tanim 2.3.1. gére K
birlikte kompakt bir kiimedir.

Uyar: 2.3.14. Yukaridaki onermenin karsitinin dogru olmasi gerekmez. Asagidaki

ornek bunu gostermektedir.

Ornek 2.3.15. (3, Ornek 5.4.] X = {; uzayinda = = (21, 29,...), 1 = (1,0,0,...)

olmak tizere,
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K=A{K, € B(ly) : K,x =x,e1, n=1,2,...}

kiimesi gozoniine alnsin. Ornek 2.3.3. e gore K kiimesi birlikte kompakttir. Fakat
K kiimesi tam smirh degildir. Ciinkii || K, — K,,|| = v2 oldugundan {K,} dizisinin
herhangi bir alt dizisinin terimleri v/2 den kiiciik ve esittir. Bu durumda hicbir alt
dizisi Cauchy olamaz. Dolayisiyla hicbir alt dizisi yakinsak olamaz. Yani K kiimesi

dizisel kompakt degildir. Yani I kiimesi tam sinirh degildir.

Onerme 2.3.16. [3, Onerme 1.8.] T, T, € B(X) ve T, — T ise her K € K(X)
i¢cin ||(T,, — T)K|| — 0. Burada K birlikte kompakt bir kiime olmak iizere K € K

alindiginda yakinsama diizgiin olur.

Ispat. T, — T ve z € Uy olsun. Keyfi bir K € K(X) i¢in, kompakt operato-
riin tamimi geregi, K (Ux) goreceli kompakttir. Dolayisiyla K (Uy) kiimesi tam siirh
bulunur. Onerme 2.1.15. kullanilarak ||(7, — T)Kz| — 0 elde edilir. Ote yandan
Ux smirli oldugundan Sonug 2.1.17. kullamlarak ||(7,, — T') K| — 0 bulunur. /C bir-
likte kompakt bir kiime olsun. Bu durumda Tanim 2.3.1. kullamilarak IC(Ux) kiimesi
goreceli kompakt bulunur. Yani I(Ux) kiimesi tam smirhdir. K € K oldugundan
z € Uy icin Kz € K(Ux) bulunur. Bu durumda Onerme 2.1.15. kullamlarak istenen
elde edilir.

Sonug 2.3.17. [3, Sonug¢ 1.9.] 7.7, € B(X), T,, — T ve {T,} birlikte kom-
pakt bir kiime olsun. Bu durumda, ||(7,, — T)7T'|| — 0 ve ||(T,, — T)T,,|| — 0 dir.

Ispat. {T.,} birlikte kompakt bir kiime oldugundan Onerme 2.3.10. kullamlarak
her n € N icin T, operatorleri kompakt bulunur. Onerme 2.3.16. kullamlarak,

(T, — T)T,|| — 0 elde edilir. Ote yandan,

T(Ux) - {Tnl’ T c Ux} = {Tn}(Ux)

oldugundan T operatorii kompakt bulunur. Su halde Onerme 2.3.16. tekrar uygula-
narak, ||(7,, — T)T'|| — 0 elde edilir.
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Onerme 2.3.18. [8, Onerme 3.2.] T, — T ve M C B(X) kiimesi tam smurh
olsun. Bu durumda her M € M i¢in T,,M — T M dir.

Yardimci Teorem 2.3.19. [8, Yardimci1 Teorem 5.1.] Her 7' € B(X) ve her
AC R?z(T ) kapali alt kiimesi icin {(A —T)~! : A € A} kompakt bir kiimedir.

Yardimci1 Teorem 2.3.20. [8, Yardimc1 Teorem 5.2.] T, — T ve {T,, — T}
birlikte kompakt bir kiime olsun. Bu durumda her A € ]/%E/Z(T) icin

(T = T)YA=T) Pl — 0

dir. Burada A C R\G/Z(T) kapali bir alt kiime alindiginda her A € A i¢in yakinsama

diizgiin olur.

Ispat. Her \ € Ee/z(T),n > 1ligin K, .= (A\—=T)"YT;, = T)(A\ — T)~! tanimlansmn.
{T,, — T} birlikte kompakt bir kiime oldugundan Onerme 2.3.10. kullanilarak her
n > 1icin T, — T operatorleri kompakt bulunur. Ote yandan, A € ]/%cj/z(T) oldugundan
(A —=T)' € B(X) dir. Dolaysiyla her n > 1 i¢in K, operatorleri kompakttir.
T, — T ve her n > 1 i¢in K,, operatorleri kompakt oldugundan Onerme 2.3.16. ¢
gore ||(T,, — T)K,| — 0 bulunur. Yani ||[(T,, — T)(A — T)7'J?|| — 0 elde edilir. Simdi
AC é?z(T) kapali bir alt kiimesinde keyfi bir A € A alinsin. Bu durumda, Yardimeci
Teorem 2.3.19. dan dolay1 {(A —T)~! : A € A} kiimesi kompakt bir kiimedir. O halde
{(A=T)7' : X € A} kiimesi goreceli kompakt ve simirh bir kiime olur. Bu durumda
Onerme 2.3.9.(2) ve (3)kullanilarak,

K={A=T) T, —T)\N=T)"":Xe A, n>1}
kiimesi birlikte kompakt bulunur. 7, — T ve K, € K oldugundan Onerme 2.3.16.

kullanilarak yakinsama diizgiin bulunur.

Teorem 2.3.21. [3, Teorem 4.7.] Her n € N i¢in 7,7, € B(X), T, — T
ve {T,, — T} birlikte kompakt bir kiime olsun. Her A C ]/%e\/z(T) kapali kiimesi icin

asagidakiler dogrudur.
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(1) Her n > N igin A C ]%E/Z(Tn) olacak gekilde bir N € N vardir.

(2) {AN=T,) " : A€ A,n > N} kiimesi siurh bir kiimedir.

(3) Her x € X igin (A\—T;,) 'z — (A—T) 'z yakinsamast her X\ € A i¢in diizgiindiir.
A){A-T,) " '—AN=T)"': e A,n> N} kiimesi birlikte kompakttir.

(5) Her n > N igin f : A — B(X) f(A) = (A\—T,) ! seklinde tammlanan fonksiyonlar

A kiimesi tlizerinde egsiireklidir.

ispat.

(1) Her A € Rez(T) icin A\—T,, = [I — (T, = T)(A = T)"'](A = T') seklinde yazlabilir.
Yardimer Teorem 2.3.20. kullamilarak her A € A igin ||[(T;, — T)(A = T)"']?|| — 0
bulunur. Limitin tamm geregi her A € A ve her n > N i¢in [|[(T, = T)(A\=T)" | < &
dir. Onerme 2.1.19. kullamlarak her A € A ve her n > N icin,
[I—(T,—T)\N—T)"'"' € B(X) ve

11+ (T, — T)(\—T)7Y|
L= [[(T =)A= T)7'77|

bulunur. Su halde (A—T') ve [I—(T,,—T)(A—T)"!] operatorleri terslenebilir oldugundan
A=T,=[I— (T, —T)N—=T)(\—=T) esitligi kullamlarak

7 = (T = T)( T =

A=T) " =(A=T)"[[ - (T, -T)A=T)""]"!

esitligi elde edilir. Yani A € Rez(7,,) bulunur.

(2) {T,, — T} kiimesi birlikte kompakt oldugundan Onerme 2.3.10. geregi {1}, — T’}
kiimesi smirhdir. Ote yandan kompakt kiimeler siirh oldugundan Yardime: Teorem
2.3.19. kullamlarak {(A —T)~!: XA € A} kiimesi siirh bulunur. Yukarida elde edilen
(1)den (A=T,) ' =A=T)"I— (T, —T)(A—=T)" 7! esitligi bulunur. Bu durumda

|11+ (T, = T)(\ = T)7Y|
L= l(Tn =T)A=T)7']?|

I = (T =)A= <

esitsizligi kullanilarak
A =D)L+ (T = T)A=T) |
1= [|[(To = T)(A = T)~"P||
elde edilir. Dolaysiyla {(A —T;,)™' : A € A,n > N} kiimesi simirh bir kiimedir.
(3) Keyfi bir A € A C Rez(T) icin (1) den her n > N icin A € A C Rez(T,) bulunur.

Yani keyfi bir A € A ve her n > N igin

1A =T <

A=T ) '=—A=-DT) " =\-T) YT, - T)AN—=T)"
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esitligi vardir. Ote yandan (2) den her A € A ve her n > N icin ||(A = T,,) 7! < M

olacak gekilde bir M > 0 reel sayis1 vardir. Buradan her z € X igin
IA=T0) o= (A=T)""a|| = |[(A=T) (T, =T)A=T)""a|| < M|(T, =T)(A=T) "=

elde edilir. Onerme 2.3.18. ve Yardimc Teorem 2.3.19. kullanilarak istenen bulunur.

(4) Her A € A ve her n > N i¢in
A=T)" =A=' =(A=1) (L, -T)A-Tp)"

yazilabilir. Yardime Teorem 2.3.19. a gore {(A —T)~! : A € A} kiimesi kompakttir.
Kompakt kiimeler goreceli kompakt oldugundan {(A — T')~' : A € A} kiimesi goreceli
kompakttir. Ote yandan (2) den dolayr {(A — T,,)"! : A € A,n > N} kiimesi smrh
ve hipotez geregi {1}, — T'} birlikte kompakttir. O halde yukaridaki esitlik ve Onerme
2.3.9.(2) ve (3) kullamlarak {(A —T,)"' — (A—=T)"': X € A,n > N} kiimesi birlikte
kompakt bulunur.

(5) Her A € A ve her n > N igin ||[((A — T;,) || < M olacak sekilde bir M > 0
reel sayist vardir. Her A\, u € A ve her n > N igin resolvent 6zdegligi kullanilarak
A=T) = (pu—T) " ===\ —=T,) Y —T,) " elde edilir. Bu esitlik kul-
lanilarak ||[(A — T,,) "t — (n — T) 7| < M?|\ — p) esitsizligi elde edilir ki bu durumda

f fonksiyonlar: egsiirekli olur.
Asgagidaki teorem Teorem 2.3.20. nin bir sonucudur.

Teorem 2.3.21. [3, Teorem 4.8.] Her n € N i¢in 77, € B(X), T, — T ve
{T,, — T} birlikte kompakt bir kiime olsun. Her o(7") C © agik kiimesi ve her n > N
icin o(T;,) C Q olacak sekilde bir N € N vardir.

2.4. BIRLIKTE KOMPAKT KUMELERIN
ERGODIK TEORIYE UYGULAMASI

Bu bolumde X kompleks Banach uzay1 ve T' € B(X) olmak iizere, {A,} dizisi
1 1 n—1
Ayi==(I+T+T°+ .. +T"")==-) T, neN
n =0

n -
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seklinde yani T operatoriiniin derecelerinin aritmetik ortalamasi olarak tanimlansin.
Bu ortalama literatiirde Cesdro Ortalamas: olarakta bilinir. 7' € B(X) oldugundan
her n € N icin A, operatorii sinirhi ve dogrusal bir operatordiir. Ergodik teoride
{A,} dizisinin yakisakligiyla ilgilenilmektedir. {A,} dizi ile pek ¢ok uygulamali
alanda kargilagildigindan, boyle bir dizinin hangi kogullar altinda yakinsak oldugu
merak edilmigtir. Bu konuyla ilgili baz1 aragtirmalar yapilmigtir. Ornegf,in Higgins’in [9]
caligmasinda T kompakt ve {T"} dizisi diizgiin siirh alinarak {A,,} dizisinin kuvvetli

yakinsadig1 ve sonrasinda da diizgiin yakinsadigi gosterilmistir.

Tez caligmasinin lic¢lincii bolimiinde goriildiigii tizere birlikte kompakt kiime kompakt
operatorlerden olusmaktadir. Bu bakig acisiyla {1, T, T2, ..., T"} kiimesine bakildiginda
T kompakt hipotezi altinda {T',7%,...,7"} kiimesinin elemanlarimin kompakt oldugu
goriilmektedir. Ancak sonsuz boyutlu uzaylarda I birim operatér kompakt olmadi-
gindan, {I,T,T?,...,T"} kiimesi kompakt operatorlerden olusmamaktadir. Bu du-
rumda birlikte kompakt kiime kavrami uygulanamamaktadir. Bu yiizden Higgins [9]

caligmasinda {7™} kiimesine [ birim operatorii dahil etmemigtir. Yani {A,} dizisini
1 1 e—
A, =—(T+T?*+..+T)==-> T', neN
n( +T°+ ... +T") - ;1 n

seklinde tammmlamigtir. Sonug olarak Ergodik Teoride {A,} dizisinin yakimsakligiyla
ilgilenildiginden [ birim operatori dahil edip-etmeme durumu yakinsakligin sonucunu
etkilememektedir. Higgins [9] ¢aligmasinda 7" kompakt ve {T"} dizisi diizglin simirh
hipotezi altinda {T"} kiimesinin birlikte kompakt oldugunu gostermistir. Daha sonra
{A,} C co{T"} kapsamasimi ve birlikte kompakt kiimelerin &zelliklerini kullanarak
{A,} kiimesinin birlikte kompakt oldugunu gostermistir ve bundan yararlanarak {4, }
dizisinin kuvvetli yakinsadigini ve sonrasinda da diizgiin yakinsadigini ispat etmistir.
Ayrica calismasinda T' kompakt hipotezini zayiflatarak ayni giiclii sonuclar elde etmistir.
Iste bu boliimde Higgins'in 9] galigmasinda elde ettigi bazi teoremler kullanilarak {4, }

dizisi i¢in spektral yarigapin stirekliligi kanitlanmigtir.

Teorem 2.4.1. [9, Teorem 3.2.5.] T € B(X) kompakt ve A4, = £ 3" T olsun.
Bu durumda A,, — A olacak sekilde bir A € B(X) varsa ||4,, — A|| — 0 dir.
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Tamim 2.4.2. [2, Sayfa 272] T € B(X) icin TV kompakt olacak sekilde bir N € N

varsa 1 ye kuvveti kompakt denir.

Uyar1 2.4.3. T kompakt ise T kuvveti kompakttir. Fakat bunun kargitinin dogru
olmast gerekmez. Ornegin, X = ¢y ve T : X — X operatoril,

T(xy,2,...) = (0,21,0,23,0, x5, ...) seklinde tanimlansin. Bu durumda,
T?(z) = T(T(x)) = T(0,21,0, 23,0, 5,...) = (0,0, ...)

yani 72 = 0 elde edilir. O halde T? operatorii kompakttir yani 7' operatorii kuvveti
kompakttir. Ayrica her n € N igin T'(eg,,—1) = e, dir. Ote yandan,

en = (0,0,...,0,n,0,...) olmak iizere e, € ¢y dir ve n,k € N igin ||e 1 —en]| = 1
oldugundan {e,} dizisinin herhangi bir alt dizisinin terimleri 1 den kiiciik ve esittir.
O halde {e,} dizisinin higbir alt dizisi Cauchy olamaz. Dolaysiyla {e,} dizisinin hig
bir alt dizisi yakinsak olamaz. Bu durumda {e, : n € N} kiimesi goreceli kompakt
degildir. Ote yandan {T'(eg,_1) : n € N} = {ea, : n € N} C T(Ux) kapsamasi gecerli
oldugundan 7'(Ux) kiimesi goreceli kompakt olamaz. Kompakt operatériin tanimi

geregi T kompakt degildir.

Teorem 2.4.4. [9, Teorem 3.2.9.] T € B(X) kuvveti kompakt ve 4, = 237"  T*
olsun. Bu durumda A,, — A olacak sekilde bir A € B(X) varsa ||4,, — A|| — 0 dir.

Teorem 2.4.5. [10, Sonug¢ 7.2.12.] {K,} dizisi ||K, — K| — 0 olacak sekilde
kompakt operatorlerin bir dizisi ise p(K,,) — p(K) dir.

Onerme 2.4.6. T € B(X) kompakt ve A, = L30T olsun. Bu durumda A, — A
olacak gekilde bir A € B(X) varsa p(4,) — p(A) dir.

Ispat. T € B(X) kompakt bir operatér olsun. Bu durumda A, = LS T" seklinde
tanmimlanan {A,} dizisi kompakt operatorlerin bir dizisidir. Hipotez geregi A, — A
olacak gekilde bir A € B(X) oldugundan Teorem 2.4.1. kullamlarak [|A4, — Al — 0
bulunur. {A,} dizisi kompakt operatérlerin bir dizi ve |4, — A| — 0 oldugundan

Teorem 2.4.5. den p(A,) — p(A) elde edilir.
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Uyar1 2.4.7. Uyar 2.4.3. gozoniine alindigimda Onerme 2.4.6. daki hipotez daha

da zayiflatilarak ayni sonug elde edilebilir. Bunu agsagidaki énerme gostermektedir.

Onerme 2.4.8. T € B(X) kuvveti kompakt ve A, = L3S T olsun. Bu du-
rumda A, — A olacak sekilde bir A € B(X) varsa p(4,) — p(A) dir.

Ispat. TN, N € N kompakt olsun. Her n > N icin B, := LT+T?+ ...+ TN
ve C, = L(TN + TNt 4 .+ T") dizileri tammlansm. Bu durumda her n € N
icin A, = B, + C,, yazilabilir. Ayrica n € N i¢in B,C, = C,B, oldugu gozlenir.
|| Bn|| — 0 oldugundan Yardimci Teorem 2.2.19. (1) kullamlarak p(B,) < ||B,|| — 0
elde edilir. T € B(X) kuvveti kompakt bir operator oldugundan {C,} dizisi kom-
pakt operatorlerin bir dizisidir. Ote yandan hipotez geregi A, — A olacak sekilde
bir A € B(X) varoldugundan Teorem 2.4.4. kullamlarak ||A, — A|| — 0 elde edilir.
Dolayisiyla,

|Cn = Al = [|An = Bn — Al < [|An = Al + [ Bu]l = 0

elde edilir. Yani ||C,, — A|| — 0 bulunur. Teorem 2.4.5. den p(C,,) — p(A) elde edilir.
Ote yandan Yardimer Teorem 2.2.20. kullamilarak,

Ip(An) — p(A)| = [p(Bn + Cr) — p(A)| < |p(By) + p(Cr) — p(A)]

< [p(Bn)| + [p(Cn) = p(A)] — 0

bulunur. Yani p(A4,,) — p(A) dir.

Uyar1 2.4.9. FErgodik teoride kullanilan aritmetik ortalama icin spektral yaricapin
stirekliligi gosterildi. Ayrica T' € B(X) kuvveti kompakt bir operatér olmasi duru-
munda yukarida tanimlanan {B,} dizisinin kompakt operatorlerin bir ailesi olmasi
gerekmez. Dolayisiyla {A,} dizisinin kompakt operatorlerin bir ailesi olmas1 gerek-
mez. Buna ragmen Teorem 2.4.5. saglandi. Burada dikkat edilmesi gereken durum
{B,} dizisindeki T lerin kuvvetlerinin sonlu tane olmasidir. Yani bu olumsuzluktan

yakinsaklik etkilenmemektedir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez caligmasi olusturulurken temel matematik bilgisinin yan1 sira operator teori,
fonksiyonel analiz, ergodik teori gibi matematigin 6nemli alanlarindan yararlanilmis-
tir. Tezin aragtirma asamasinda cesitli kitap, makale ve tez gibi dokiimanlardan fay-
dalanmilmigtir. Faydalanilan bu eserler detayli bir sekilde tezin kaynaklar boliimiinde

yer almaktadir.

Caligma boyunca operator aileleriyle caligildigindan yéntem olarak operator teori tek-

nikleri kullanilmigtir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde tez caligmasi sirasinda elde edilen bazi 6nemli bulgulara yer verilmigtir.
Tezin iki yardimci ve iki temel boliim olmak tizere dort boliimden olustugu goriilmekte-
dir. Birinci boliimde gerekli olan temel bilgilere yer verilmigtir. Tkinci boliimde spektral
teoriye ihtiyac duyuldugu kadariyla yer verilmig ve bazi onemli teoremler elde edilmigtir.
Bu boliimiin aragtirma agamasinda 6zelikle Shulman ve Turovskii [6, Yardimc1 Teo-
rem 13.2] den yararlanilarak Teorem 2.2.37. olusturulmug ve kanitlanmigtir. Ayrica
Abramovich ve Aliprantis [7] yazarlarmma ait kitaptaki problemlerden ve elde edilen
Teorem 2.2.37. den yararlanilarak Teorem 2.2.39 olusturulmusg ve kanitlanmigtir. Bu
teoremle bir spektral kiimeyle ilgili spektral izdiigiimiin deger bolgesinin aslinda Teo-
rem 2.2.37. de elde edilen Qr(t) alt uzay: ile gakistig1 dolayisiyla Qr(t) nin spektral
alt uzay oldugu kanmitlanmigtir. Ayrica Teorem 2.3.39 da, belli bir A parametresi i¢in
trikotomi(ligsegki) 6zelliginden yararlamlarak Qr(t) spektral alt uzayimnm bir karakter-

izasyonu yapilmistir.

Caligmanin ti¢iincii béliimiinde birlikte kompakt kiimelerle ilgili nemli 6zellikler ve teo-
remler detayli bir gekilde ¢aligilmigtir. Son boliimde ise birlikte kompakt kiimelerin er-
godik teoriye uygulamasiyla ilgili Higgins'in[9] caligmasina yer verilmistir. Tez ¢aligmasi
boyunca kuvvetli ve diizgiin yakinsaklik arasinda koprii kurulmustur. Uyar1 2.1.2. den
anlagilacag: tizere diizglin yakinsakliktan kuvvetli yakinsakliga gegis dogal olarak sag-
lanmaktadir fakat kargitinin sinirli ve dogrusal olan herhangi bir operator ailesi igin
dogru olmasi gerekmez. Higgins ¢alismasinda, {A,} dizisi 7' operatoriiniin kuvvet-
lerinin aritmetik ortalamasini gostermek tizere, bu dizi i¢in kuvvetli yakinsakligin diizgiin
oldugunu gostermistir. Radjavi ve Rosenthal [10, Sonug 7.2.12.] den diizgiin yakisayan
bir kompakt operator dizisi i¢in spektral yaricapin siirekli oldugu bilinmektedir. Tez
caligmasinda, { A, } dizisi T operatoriiniin kuvvetlerinin aritmetik ortalamasini gostermek
{izere, bu dizi i¢in spektral yaricapin siirekliligi merak edilmis ve arastirilmistir. Oncelikle

T kompakt bir operatér olmak tizere {A,} dizisi i¢in spektral yarigapin siirekliligi
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Onerme 2.4.6. te kanitlanmigtir. Daha sonra bir adim oteye gidilerek, T" nin kompakt
bir operator olmasi hipotezi yerine daha zayif bir hipotez olan T kuvveti kompakt bir
operatér olmasi durumunda da {A,,} dizisi icin spektral yaricapm siirekliligi Onerme
2.4.8. de kamtlanmigtir. Bu 6nermelerle Ergodik teoride sik sik kargilagilan {A,}

dizisi i¢in spektral yarigapin siirekliligi gosterilmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Sonsuz boyutlu uzaylarda kompakt operatorlerle ¢alisildiginda, sonlu boyutlu uzaylar-
da elde edilen bilgilere cok yakimn bilgiler elde edilmektedir. Ornegin sonlu boyutlu uzay-
larda alinan bir operatoriin spektrumu ile nokta spektrumu aynidir, yani o(7") = 0,(7)
dir. Ote yandan sonsuz boyutlu uzaylarda, o,(T) C o(T') oldugu bilinmektedir. Sonsuz
boyutlu uzayda kompakt bir operatér alindiginda, (1) = 0,(T) U{0} olmaktadir, yani
sonsuz boyutlu bir uzayda caligilmasina ragmen kompakt operatorler sayesinde uzay
sonlu boyutluymus gibi davranmaktadir. Kompakt operatorlere ait ozellikler ve spek-
tral yapilar:i tamamen bilinmektedir. Birlikte kompakt kiime kavrami aslinda kompakt
bir operatoriin genellestirilmesi olarak dustiniilebilir. Ancak burada dikkat edilmesi
gereken birlikte kompakt kiimenin kompakt operatorlerden olustugu fakat kompakt

operatorlerden olusan siirh bir kiitmenin birlikte kompakt olmadigidir.

Tez caligmasinin ilk boliimiinde, temel kavramlarin yani sira X Banach uzayr olmak
tizere B(X) uzaymdaki temel yakinsakliklar ve bu yakinsakliklar arasindaki iligkiler
kargit ornekler verilerek aciklanmigtir. Uyar1 2.1.2. de goruldugi tlizere diizgiin ya-
kinsakliktan kuvvetli yakinsakliga gecis ¢ok kolay bir gekilde saglanmaktadir. Tez
boyunca ozellikle kuvvetli yakinsakligin ne zaman diizgiin oldugu tizerinde durulmusg ve
kuvvetli yakinsakligin bu eksikligi kompakt operator aileleriyle giderilmeye ¢aligilmigtir.
Ozellikle son boliimdeki Higgins'in [9] calismasinda, {A,,} dizisi T operatériiniin kuvvet-
lerinin aritmetik ortalamasini gostermek tizere, bu dizi igin kuvvetli yakinsakligin diiz-
glin oldugu gosterilmistir. Yani bazi 6zel durumlarda kuvvetli yakinsakligin diizgiin

yakinsaklik oldugu goriilmektedir.

Caligmanin spektral teori kisminda, temel bilgilerin yani sira spektral kiime, spektral
izdiigim ve spektral alt uzay kavramlarina deginilmistir. Bilindigi {izere bir operatoriin
spektrumu kompleks sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir, yani bir bagka bakig acisiyla

bir alt uzay degildir. Dolayisiyla spektrumun alt kiimeleri alt uzay olmak zorunda
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degildir. Spektrumun alt kiimelerine alt uzay goziiyle bakabilmek icin spektral kiime
kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Ciinkii spektral kiime yardimiyla spektral izdiigiim
operatorii elde edilmekte ve spektral izdiigimiin deger bolgesi bir alt uzay olmaktadir.
Spektrumdan yararlanilarak elde edilen bu alt uzaya spektral alt uzay denilmektedir.
Sonug olarak bu alt uzaydan yararlanilarak, uzaym ayrigimi sozkonusu olmaktadir.
Dolayisiyla spektral alt uzayin onemi artmaktadir. Tezin ikinci boliimiiniin sonunda,
”Spektral bir alt uzay elde edilebilinir mi? Elde edilmesi halinde bu alt uzaym bir
karakterizasyonunu yapmak miimkiin miidiir?” sorularina yanit aranmis ve bu sorular

elde edilen iki teoremle yanitlanmigtir.

Tez caligmasinin son boliimiinde, birlikte kompakt kiimelerin Ergodik teoriye uygu-
lamasina yer verilmistir. Higgins [9] tarafindan yapilan bu uygulamayla hem birlikte
kompakt kiimelerin somutlagtirilmasi saglanmig hemde Ergodik teoriye yeni bir bakig
acis1 kazandirlmigtir. {A, } dizisi T operatoriiniin kuvvetlerinin aritmetik ortalamasim
gostermek iizere, bu dizi Ergodik teoride yaygimn olarak kullamlmaktadir. Higgins [9]
tarafindan bu dizinin kuvvetli ve diizgiin yakimsakligi incelenmistir. Higgins’in [9] bu
caligmasindan yararlanilarak, ”{A,} dizisinin kuvvetli yakinsamasi halinde spektral
yarigap siirekli midir?” sorusu sorulmus ve bu soruya bir onerme ile yanit verilmigtir.
Daha sonra 7' nin kompakt olmasi hipotezi yerine 7" nin kuvveti kompakt olmasi
hipotezi getirilerek, bu durumda da ayni soruya bir bagka onerme ile yanit verilmigtir.
Sonug olarak bu énermelerle ikinci, tigiincii ve son boliim arasinda bir iligki kurularak

tezin bir uyum i¢inde olmasi saglanmisgtir.
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