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OZET

3-BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA UZAY HAREKETLERIi VE HOLDITCH-
TiPi TEOREMLER

Bes boliimden olusan bu tez ¢calismasinda; L’ 3 -boyutlu Lorentz uzayinda 3 -parametreli
uzay hareketi ve 2 -parametreli kapali uzay hareketi altinda, Holditch-Tipi Teoremler ve
bazi sonuglar ifade ve ispat edilmistir.

Birinci bslimde; E* Oklid diizleminde klasik Holditch Teoremi ifade edildikten sonra,
bu teoremle ilgili baz1 6nemli caligmalarin genel bir degerlendirilmesi yapilmustir.

Altr alt boliimden olusan ikinci bolimde; Oklid uzaylar ile ilgili baz1 temel kavramlar

anlatilmistir ve E° 3-boyutlu Oklid uzaymda 3-parametreli uzay hareketi ve 2-
parametreli kapali uzay hareketi altinda, Holditch-Tipi Teoremler ve bazi sonuglar
incelenmistir. Bunlara ek olarak, tezin orjinal boliimiinde gerek duyulacak olan Lorentz
uzaylari ile ilgili baz1 6n bilgiler sunulmustur.

Ucgiincii boliimde ise bu arastirmanin metodolojisi 6zetlenmistir.

Tezin orjinal boliimii olan dordiincii boliim, bes alt boliimden olugmaktadir. Alt boliim 4.1
de, I’ de uzay hareketlerinin tiirev denklemleri elde edilmistir. Ayrica bu uzay hareketleri
altinda, hiz vektorleri tanimlanmistir ve bu hiz vektorleri arasindaki bazi iligkiler
verilmistir. Bunlarin yani sira L’ de 1-parametreli, 2 -parametreli ve 3 -parametreli uzay

hareketleri tanimlanmustir. Alt boliim 4.2 de, L’ de 3-parametreli uzay hareketi altinda
hareketli uzayin herhangi bir sabit noktasi tarafindan sabit uzayda belirlenen bolgenin
hacim elementi ve hacim formiilleri bulunmustur. Alt boliim 4.3 de; oncelikle bu uzay
hareketi altinda, hareketli uzayin dogrudas ii¢c sabit noktasi tarafindan sabit uzayda
belirlenen bolgelerin hacimleri arasindaki iliski kullanilarak, Lorentz anlaminda bir
Holditch-Tipi Teorem ve bazi sonuclar elde edilmistir. Sonra da bu teorem, hareketli
uzaymn bir diizlemi tizerindeki ti¢li dogrudas olmayan dort sabit nokta icin
genellestirilmistir. Alt bolim 4.4 de, I’ de herhangi bir yiizeyin bir pargasinm dik
izdiistim alani ile ilgili baz1 6n bilgiler sunulmustur. Alt bsliim 4.5 de; oncelikle L’ de 2 -
parametreli kapali uzay hareketi altinda, hareketli uzayin herhangi bir sabit noktasi
tarafindan sabit uzayda cizilen kapali yoriinge yiizeyinin bir pargasinin vektorel alan
elementi ve alan vektorti formiilleri bulunmustur. Sonra da bu kapali uzay hareketi
altinda, hareketli uzaym dogrudas {i¢ sabit noktas1 tarafindan sabit uzayda ¢izilen kapali
yoriinge ylizeylerinin pargalarinm dik izdiisiim alanlar1 arasindaki iliski goz Oniine
almarak, Lorentz anlaminda bir Holditch-Tipi Teorem ve bazi sonuglar1 elde edilmistir.

Besinci boliimde ise bu tezin bir degerlendirilmesi yapilmistir.
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SUMMARY

SPATIAL MOTIONS AND THE HOLDITCH-TYPE THEOREMS IN 3-
DIMENSIONAL LORENTZIAN SPACE

In this thesis, which consists of five sections, the Holditch-Type Theorems and some
corollaries under 3-parameter spatial motion and 2-parameter closed spatial motion in 3-

dimensional Lorentzian space L’ are expressed and proved.

In the first section, after the classical Holditch Theorem in Euclidean plane £’ is expressed,
a general evaluation of some important studies related with this theorem is discussed.

In the second section, which comprises of six subsections, some fundamental concepts
about Euclidean spaces are explained and the Holditch-Type Theorems and some
corollaries under 3-parameter spatial motion and 2-parameter closed spatial motion in 3 -
dimensional Euclidean space E’ are examined. In addition to these, some preliminaries
about Lorentzian spaces which will be needed in the original section of this thesis are
presented.

In the third section, the methodology of this research is summerized.

The fourth section, which is the original section of this thesis, consists of five subsections.
In subsection 4.1, the derivative equations of the spatial motions in L’ are obtained.
Moreover, the velocity vectors under these spatial motions are defined and some relations
among these velocity vectors are given. Furthermore, 1-parameter, 2-parameter and 3-
parameter spatial motions in L’ are defined. In subsection 4.2, the formulas of volume
element and volume of the region which is determined in the fixed space by any fixed point
of the moving space under 3-parameter spatial motion in L’ are found. In subsection 4.3,
first of all, a Holditch-Type Theorem in the sense of Lorentzian by using the relation among
the volumes of the regions which are determined in the fixed space by collinear three fixed
points of the moving space and some corollaries are obtained under this spatial motion.
Then, this theorem is generalized for four fixed points on a plane of the moving space three
of which are noncollinear. In subsection 4.4, some preliminaries about the orthogonal
projection area of a part of any surface in L’ are presented. In subsection 4.5, firstly, the
formulas of vectoral area element and area vector of a part of the closed trajectory surface
which is drawn in the fixed space by any fixed point of the moving space under 2-parameter
closed spatial motion in L’ are found. Then, considering the relation among the orthogonal
projection areas of the parts of the closed trajectory surfaces which are drawn in the fixed
space by collinear three fixed points of the moving space, a Holditch-Type Theorem in the
sense of Lorentzian and some corollaries of it are obtained under this closed spatial motion.

In the fifth section, an evaluation of this thesis is discussed.
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1. GIRIS

Kinematik; mekanigin kuvvet ve kiitle kavramlarinin hicbir rol oynamadig: bir alt dah
olup, bir noktanin veya nokta sisteminin zamana bagli olarak meydana getirdigi yer

degistirmelerini inceler, [1].

Giliniimiize kadar kinematik {izerine pek ¢ok c¢alisma yapilmistir [1-46] ve halen de
yapilmaya devam edilmektedir. 19. yiizyilda 1-parametreli kapali diizlemsel hareket
altinda Holditch tarafindan ifade edilen "Klasik Holditch Teoremi" [2] ve Steiner
tarafindan verilen "Steiner Alan Formiilii" [3], kinematik ile ilgili yapilmis ¢aligsmalarin
bilinen en temel Orneklerindendir. Bu sebeple "Klasik Holditch Teoremi" [2] ve
"Steiner Alan Formiilii" [3], daha sonra bir¢ok bilim adami tarafindan -diizlem, kiire ve
uzay kinematiginde- farkli bakis acilarn ile calisilarak degisik metodlar ile
genellestirilmistir, [1,4-14,16,17,19-33,36-39,42,43,45,46]. Bu orneklere dair pek ¢ok
calisma, "Geometri" nin cesitli dallarina iliskin bilime 6nemli katkilar saglayacak
diizeydeki bir¢ok kaynagi iceren "Geometrie und ihre Anwendungen" ("Geometri ve

Uygulamalar1") [47] adl1 kitapta da bulunmaktadir.

Holditch [2], genellestirilmisleri literatiirde "Holditch-Tipi Teoremler" olarak
adlandirilan ve bu tez ¢alismasi i¢in de temel bir unsur olan "Klasik Holditch Teoremi"

ni asagidaki sekilde ifade etmistir:

Diizlemde sabit a +b uzunluklu bir 4B dogru parcasinin 4 ve B ug¢ noktalar1 bir k&

ovali boyunca bir defa dolandirildiginda, 4B dogru pargasi iizerinde tespit edilen bir

X noktast (H =a, XB= b) da genellikle konveks olmas1 gerekmeyen kapali bir &,

egrisini ¢izer, (Sekil 1.1 e bakiniz.). Bu k& ovali ile &, egrisi arasinda kalan "Holditch

Halkas1" nin F' ylizey alani,



F=rmab

dir. Burada F yiizey alani, sadece X noktasinin AB dogru pargasinin u¢ noktalarina

olan uzakliklarina bagl olup, & ile k, egrilerinden ve hareketten bagimsizdir.

Sekil 1.1: Holditch Halkasi

Bu klasik Holditch Teoremi'nin uzayda calisilan en onemli genellestirilmislerinden

bazilar1 agagida 6zetlenmistir:

1980 yilinda Miiller [23]; E° 3-boyutlu Oklid uzayinda 1-parametreli kapali uzay
hareketi altinda, hareketli uzaydaki sabit bir noktanin sabit uzayda c¢izdigi kapali
yoriinge egrisinin herhangi bir diizlem iizerine dik izdiislimiinii alarak, izdiigim
egrisinin smirladigr diizlemsel bolgenin alan formiiliinii vermistir. Ayrica bu uzay
hareketi esnasinda, hareketli uzaydaki dogrudas ii¢ sabit noktanin sabit uzayda
cizdikleri kapali yoriinge egrilerinin dik izdiisiim egrilerinin sinirladiklart diizlemsel
bolgelerin alanlar arasindaki iliskiyi kullanarak; izdiisiime ve 1-parametreli kapali uzay
hareketine bagli olarak tanimladigi -hareketli uzayin iki sabit noktasi arasindaki-
uzaklik sayesinde, klasik Holditch Teoremi’nin [2]; uzayda bir genellestirilmisini ifade
etmistir. 1989 yilinda da Giines ve dig. [31], bu teoremin iki 6énemli sonucunu elde

etmistir.

1948 yilinda Blaschke [11]; E’ de 3-parametreli uzay hareketi altinda, hareketli
uzaydaki sabit bir noktanin sabit uzayda belirledigi bolgenin hacim elementi ve hacim
formiillerini vermis ve bu uzay hareketi altinda, esit hacme sahip bolgeler belirleyen

hareketli uzayin biitiin sabit noktalarinin ayni bir kuadrik iizerinde bulunacagini ifade



etmistir. 1979 yilinda ise Miiller [22]; E® de 3-parametreli uzay hareketi esnasinda
hareketli uzaydaki dogrudas ii¢ sabit noktanin sabit uzayda belirledikleri bolgelerin
hacimleri arasindaki iliskiyi kullanarak, 3-parametreli uzay hareketine ve onunla birlikte
olusan 2-parametreli kapali uzay hareketine baglh olarak tanimladig1 -hareketli uzayin
iki sabit noktas1 arasindaki- uzaklik sayesinde, klasik Holditch Teoremi’ne [2] uzayda
esdeger olan bir Holditch-Tipi Teorem elde etmistir. Ayrica 1979 ve 1982 yillarinda
Miiller [22,26]; bu uzay hareketi altinda, hareketli uzaydaki dogrudas olmayan {i¢ sabit
nokta ve bu noktalar tarafindan tanimlanan diizlem iizerindeki bir diger sabit nokta i¢in
bu teoremi genellestirmistir. Bununla birlikte bu uzay hareketi esnasinda, bazi 6nemli

sonuclar da elde etmistir, [26].

1987 yilinda ise Miiller [30]; E° de vektdrel alan elementi ve alan vektdrii kavramlar:
yardimiyla, oncelikle 2-parametreli kapali uzay hareketi altinda hareketli uzaydaki sabit
bir noktanin sabit uzayda ¢izdigi kapali yoriinge yiizeyinin bir par¢asinin vektorel alan
elementi ve alan vektorii formiillerini vermistir. Sonra da bu kapali uzay hareketi
esnasinda, hareketli uzaydaki dogrudas ii¢ sabit noktanin sabit uzayda ¢izdikleri kapali
yoriinge ylizeylerinin parcalarinin bir diizlem iizerine dik izdiisiimlerinin alanlari
arasindaki iliskiyi kullanarak; izdlisime ve 2-parametreli kapali uzay hareketine bagh
olarak tanimladig1 -hareketli uzayin iki sabit noktasi arasindaki- uzaklik sayesinde,
klasik Holditch Teoremi’ne [2] uzayda esdeger olan baska bir Holditch-Tipi Teorem
elde etmistir. 1989 yilinda da Giines ve dig. [32], bu teoremin iki 6nemli sonucunu

ifade etmistir.

Son yillarda, Lorentz diizleminde ve uzaymnda da hareketler iizerine calisilmaya
baslanmistir, [33-35,39-42,44-46]. Yildirnm ve dig., Miiller'in 1-parametreli kapali
uzay hareketi altinda verdigi sonuglarin [23]; Lorentz uzayindaki karsiliklarini, [45] de

aragtirmislardir.

Bu tez ¢alismasinda da E° de 3-parametreli uzay hareketi ve 2-parametreli kapali uzay
hareketi esnasinda elde edilmis olan Holditch-Tipi Teoremler'in ve bazi sonuglarn
[11,22,26,30,32]; L’ 3-boyutlu Lorentz uzaymdaki karsiliklari, asagida belirtilen dort

adimda incelenmistir:



i) L’ de 3-parametreli uzay hareketi altinda, hareketli uzaydaki sabit bir noktanin sabit

uzayda belirledigi bolgenin hacim elementi ve hacim formiilleri bulunmustur.

ii) £° de 3-parametreli uzay hareketi esnasinda, hacimler ile ilgili ifade edilen
Holditch-Tipi Teoremler’in ve bazi énemli sonuglarin [11,22,26]; L’ deki karsiliklari

verilmistir. Ayrica I’ de 3-parametreli uzay hareketi altinda, bazi1 6nemli sonuglar da

elde edilmistir.

iii) L’ de vektorel alan elementi ve alan vektdrii kavramlar1 yardimiyla, 2-parametreli
kapal1 uzay hareketi esnasinda hareketli uzaydaki sabit bir noktanin sabit uzayda ¢izdigi
kapali yoriinge yiizeyinin bir parcasinin vektorel alan elementi ve alan vektorii

formiilleri bulunmustur.

iv) E° de 2-parametreli kapali uzay hareketi altinda, kapali yériinge yiizeylerinin
pargalarinin bir diizlem iizerine dik izdiislimlerinin alanlar1 i¢in Miiller tarafindan ifade
edilen Holditch-Tipi Teorem’in [30] ve bu teoremin Giines ve dig. tarafindan elde
edilen iki 6nemli sonucunun [32]; L’ deki karsiliklar1 verilmistir. Bunun i¢in L’ de 2-
parametreli kapali uzay hareketi esnasinda; hareketli uzayda ele alinan sabit noktalar
tarafindan sabit uzayda ¢izilen kapali yoriinge yiizeylerinin pargalarinin, € =¢€; birim
normal vektorii dogrultusunda, x'o’y’ -diizlemi iizerine dik izdiisimlerinin alanlar1 goz

Oniine alinmustir.

Tez calismasi icin gerekli olan temel tanimlar ve teoremler, "Genel Kisimlar" basligi
altinda ikinci boliimde; arastirmanin metodolojisi, "Malzeme ve Yontem" basligi altinda
liclincli boliimde; arastirma konusuyla ilgili elde edilen sonuglar, "Bulgular" basligi
altinda dordiincii boliimde; elde edilen tiim sonuglarin bir degerlendirilmesi ile bu
sonuglarin literatiire katkilar1 ve calisma sonucunda ortaya ¢ikan acik problemler de

"Tartisma ve Sonug" baslig altinda besinci boliimde verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boélimde, doktora tez calismasi icin gerekli olan temel tanimlar ve teoremler

sunulmustur, [1,11,15,18,22,23,26,30,32,48-59].

2.1. E" n-BOYUTLU OKLID UZAYLARI

Bu alt béliimde, E” n-boyutlu Oklid uzaylar ile ilgili baz1 temel kavramlar verilmistir,

[1,48-53].

Tamm 2.1.1: 4, bos olmayan bir ciimle ve V' de bir F' cismi iizerinde bir vektor uzayi

olsun. Eger VP,Q € 4 i¢in

D:Ax AV
(P,0)— ®(P,0)= PO

seklinde tanimlanan bir @ doniisiimii, asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise 4 climlesine

V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

i) VP,0,R e 4 i¢in PR=PO+OR,

iil) VPe 4 ve Va eV igin FQ = a olacak sekilde bir tek O € 4 noktas1 vardir, [48].

Burada 4 nin boyutu, boy4 = boyV olarak tanimlanir, [48].

Ornek 2.1.1: V=R" olsun. YP=aeR" ve VQ=pfecR" vektorleri icin ®

doniigtimii,

D:AxA>V
(P,0)—> ®(P,0)=PO=f-a



olarak tanimlanirsa; 4=R" nokta climlesi, /' =R" n-boyutlu standart reel vektor
uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olur. Bu afin uzaya, »-boyutlu standart reel afin

uzay denir, [48].

Tamm 2.1.2: V', n-boyutlu bir reel vektér uzay1 ve 4 da V' ile birlestirilmis bir afin
uzay olsun. Eger V ; bir i¢ ¢arpim uzay1 ise 4 afin uzayia, n-boyutlu bir Oklid uzayi

denir ve bu uzay, genellikle E" ile gosterilir, [48].

Tanmm 2.1.3: R" n-boyutlu standart reel vektdr uzay: lizerinde Vx :(xl,...,xn) ve

y= (yl,---,y,, ) e R" vektorleri igin

seklinde tanimlanan i¢ carpima, R” de standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ carpimi denir.
Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R" vektor uzayi ile birlesen R” afin uzayma da »n-

boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve bu uzay, E” ile gosterilir, [48].

Tamm 2.1.4: E", n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V ile birlestirilmis bir Oklid uzay1

ve || || da V tizerinde tanimli norm olmak iizere; VX,Y € E” i¢in

d:E"xE" >R
(X.7)>d(x,7)=|x7|

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna, E” de uzaklik fonksiyonu ve Hﬁ” reel sayisina

da X ile Y noktalarn arasindaki uzaklik adi verilir. Ayrica d uzaklik fonksiyonu bir

metrik olup, bu metrik; Oklid metrigi olarak adlandirilir, [48].



Tanmmm 2.1.5: V, ve V,, iki vektor uzay1; 4, ve A4,, sirastyla, bu vektdr uzaylan ile

birlestirilmis iki afin uzay ve f de
f:4 — 4,
seklinde bir doniistim olsun. O takdirde VP, Q € 4, i¢in

v VoV,
7 >y, (P0) TP (0

seklinde tanimlanan y, doniisiimiine, f ile birlesen bir dontisiim ad1 verilir. Eger

doniistimii lineer ise f doniisiimiine, bir afin doniisiim denir, [48].

Tanmm 2.1.6: E' ve E), swaswyla, V, ve V, n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzaylar ile

birlestirilmis birer Oklid uzay1 olsun. Bir
f:E' > E)

afin doniisimi, Va, ,B eV, i¢in

olacak sekilde bir
y =T

lineer doniigiimii ile birlesiyorsa; f ye, bir izometri denir, [48].



Teorem 2.1.1: f: E' — E) doniisiimi, bir izometri ise

i) VA, B e E] igin d(f(4),f(B))=d(4,B) dir,
ii) f, bire-bir ve lizerinedir,

iii) £ ve EJ Oklid uzaylarindaki dik koordinat sistemleri, sirasiyla, {xl,...,xn} ve

{V1sn,} ile gosterilirse; f izometrisi, 4= [aij] e0(n) ve C=[c]eR" olmak

lizere,
X i a a, ¢ ||X%
£l |=
xn yn anl ann n xn
1 1 0 0 11

seklinde ifade edilebilir, [48].

Tammm 2.1.7: U, E" de bir agik alt ciimle ve f:U — R diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olmak tizere; bostan farkli bir

M:{XeUcE”

f(X):c:sabit}

ciimlesine, VP e M igin Vf|, #0 olmak iizere, E" de bir (n—1)-yiizey denir. E* de

bir 1-yiizeye, diizlemsel egri; E° de bir 2 -yiizeye de sadece yiizey denir. Ayrica n>3
olmasi halinde, E" de bir (n—1)-yiizeye de bir hiperyiizey denir, [49].

Tamm 2.1.8: 4, V' vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay olsun. Pe 4 ve velV

icin (P,ﬁ ) sirali ikilisine, 4 afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir, [50].

A afin uzaymin P € A noktasindaki tanjant vektdrlerinin climlesi,

T,A={(P,%)=¥,|v eV, Pe A}



ile gosterilir. 7,4 da, sirasiyla,

®:T,AxT,A—>T,A

(Fpoiip) = ¥, @i = (V +id),
A\~

O:RxT,A—>T,A4
(A,7,) > A0 ¥, = (A7),

seklinde toplama ve skalerle ¢arpma islemleri tanimlansin. Bu islemler ile birlikte

{T PA,G-),R,+,.,®} altilisi, reel bir vektdr uzayidir. Burada R, 4 mnin birlestigi V'

vektor uzayinin cismidir, [50].

Tanimm 2.1.9: {T PA,@,R,+,.,O} vektor uzayina, 4 afin uzayinin P e A noktasindaki

tanjant uzay1 denir ve bu uzay, kisaca 7,4 ile gosterilir, [50].

Ozel olarak, 4 afin uzay1 yerine E" Oklid uzay1 almirsa; T,E" tanjant uzaymdan

bahsedilir, [50].

Tanim 2.1.10: P e E" noktasinda tanimli olan 7,E” tanjant uzaymin dual uzayina,

P e E" noktasinda E" nin kotanjant uzay1 denir ve bu uzay,
T;En — {¢P|¢P . TPEn lineer R}

seklinde gosterilir. Her ¢, € T,E" vektorine de E” nin P noktasindaki bir kotanjant

vektori veya kovektorii denir, [S1].
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Tamm 2.1.11: Bir ¢: E" — U T,E" doniisiimii igin

PeE"

| JT,E" > E"

PeE"

¢P_)7T(¢P):P

seklinde tanimlanan 7 doniisiimii ile 7o¢=1:E" — E" bagintis1 saglaniyor ise ¢ ye,

E" tizerinde bir 1-form denir, [51].

Teorem 2.1.2: E” iizerindeki koordinat fonksiyonlari, x,,...,x, olmak lizere; dx,,...,dx,

1-formlar1i, E" iizerindeki 1-formlarin vektor uzayinin bir bazini olusturur, [51].

Teorem 2.1.3: Bir /: E" — R fonksiyonu, diferansiyellenebilir ise df 1-formu icin

n af
df = Zl: @7 dx,

i

bagintis1t mevceuttur, [51].

Tanim 2.1.12: R cismi iizerinde r tane vektor uzay1 V,,...,V, olsun. Bir
fiVix.xV >R
fonksiyonu, 1<i<r i¢in u, v, €V, ve a, b € R olmak iizere;

f(vl,...,vl._l,aul. +bvl.,vi+1,...,vr) = af(vl,...,vi_l,ul.,vi+l,... )

+bf(\71,...,\7i71,17i,\7i+1,...,\7r)
seklinde tanimli ise f* ye, bir 7 -lineer fonksiyon denir, [50].

r -lineer fonksiyonlarin ciimlesi, £(V,,....7,

ro

R) ile gosterilir, [50].
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Tamm 2.1.13: L(V;,...V,;R)={f]f:V,x..xV, r-linecer R} ciimlesinde toplama ve

skalerle ¢arpma islemleri, V(ﬁl, ...,ﬁr) eV, x.xV_ ve 1€ igin, sirasiyla,

(i S ) = v, )+ ()

\

(S )it ) = A f (71,

seklinde tanimlanirsa; bu ciimle, bu iki isleme goére R iizerinde bir vektdr uzayt olur.
Bu vektor uzayma, V;',...,V." dual vektor uzaylarinin tensorel ¢arpimi denir ve bu uzay,

L(WV,,...V,

o

R)=V®..QV

ile gosterilir. V] ®...®V" tensér uzaymin her bir elemanina da . dereceden bir tensor

denir. O halde . dereceden bir tensor, bir 7 -lineer fonksiyondur. Eger

ise V" ®...QV" uzayina, kovaryant tensor uzay1 ve bu uzaym her bir elemanina da r.
|

r-tane

dereceden kovaryant bir tensor denir. J° ®...® V" uzayi, kisaca 7" (V) veya ® V" ile
%/—/

r-tane

gosterilir, [50].

Ornek 2.1.2: Bir V' reel vektdr uzaymin duali olan V" m elemanlar1, 1. dereceden

kovaryant tensorlerdir. Cilinkii

T'(V)=®V" =V ={f|f:Vlineer R}, [50].
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Ornek 2.1.3: Bir V' reel vektor uzayi iizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim fonksiyonu, 2.

dereceden kovaryant bir tensordiir, [50].

Ornek 2.1.4: R" iizerinde tanimlanan determinant fonksiyonu, . dereceden kovaryant

bir tensordiir, [50].

Tamm 2.1.14: Bir E(V,...,V;]R] kovaryant tensor uzayinda, V' yerine dual uzayi V"~
%/_J
r-tane

*

alinirsa; (V*) uzay1, V' vektor uzayina izomorf oldugundan;

E{V*,...,V*;R]=V®...®V=®”V=Tr(V*)
r'®.0F

r-tane

seklinde yazilan V" iizerindeki 7 -lineer fonksiyonlarin vektdr uzayina, kontravaryant

tensOr uzay1 ve bu uzayin her bir elemanina da ». dereceden kontravaryant bir tensor

denir, [50].

Ornek 2.1.5: Bir V vektér uzaymmn elemanlar;, 1. dereceden kontravaryant

tensorlerdir. Yani,
T,(V*)=®'V =V ={f|f:V" lincer R}
yazilabilir, [50].
Tamim 2.1.15: V', sonlu boyutlu bir reel vektor uzay1 ve V* da V' nin dual uzayi olsun.

L7V sR)={f| /7" %V (r++5)-lineer R}

climlesi, Tanim 2.1.13 de verilen toplama ve skalerle capma iglemlerine gore bir vektor

uzayidir. Bu uzaya, . dereceden kovaryant ve s . dereceden kontravaryant bir tensor
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uzay1 ve bu uzayin her bir elemanina da (r,s - tipinde bir tensér adi verilir. Bu uzay,
(V)T (V)= (V')®e' (V)

veya
(V)

seklinde gosterilir, [50].

Ornek 2.1.6: Reel sayilar, 0. dereceden kovaryant ve 0. dereceden kontravaryant olan

(0,0)- tipindeki tensérlerdir, [50].

Tanim 2.1.16: f € ®" (V*) ve ge®” (V*) olmak lizere; f ile g nin tensorel carpimi

f®g,V(v,..v,)eV" ve V(i,,..,i,)eV" i¢gin

(f®g)(\_/'1,...,\7n,ﬁl,...,ﬁm):f(\71,...,17n)g(ﬁl,...,ﬁm)
seklinde tanimlamir. /' ® g nin (n+m). dereceden bir tensér oldugu agiktir, [50].

Tensorel carpim, asagidaki dzeliklere sahiptir:

i)(f1+f2)®f3:f1®f3+f2®f3,

i) /,®(f,+/)=/®f+/®f,
iii) VAeR icin (1/])® f,=f£,®(A£,)=A(f,®f,).,

iv) (1®£)®f,=£®(£®f). [50]
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Tamm 2.1.17: o€ S, ve f € ®’V" olmak iizere, Vv, ¥, € V igin

(O_f)(‘_;l"_;Z):f(‘jo'(l)"_;cr(Z))

dir. Bu durumda Vo e S, i¢in o f = s(a) f ise f ye, 2. dereceden kovaryant alterne

bir tensor denir. Burada S, , {1, 2} climlesinin permiitasyonlarinin grubudur, [50].
V =T" (V) uzayinin kovaryant alterne tensorlerinin climlesi,
N ={f|0f=s(0')f, oces,, fe®2V*}
ile gosterilir ve A*V”, ® V" uzaymn bir alt uzayidir, [50].
Tanim 2.1.18: Bir
A, :®*V" lineer ®” V"

doniisiimii, V/ € ®* V" igin

seklinde tamimlanirsa; 4, ddniisiimiine, ®’V" vektdr uzay1 iizerinde bir alterneleyen

operator denir, [50].
Teorem 2.1.4: Vf € ®V" i¢in 4,(f)eA’V" dir, [50].
Tamm 2.1.19: Vf,geT' (V) igin

AT (V)XT' (V) > A2 V”
(f.g)=>A(f.g)=frg=4(/®g)

seklinde tanimli A fonksiyonuna, dis ¢arpim fonksiyonu ve f A g alterne tensoriine de

f ile g tensorlerinin disg carpimi denir, [50].
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Di1s carpimin 6zelikleri agagidaki teorem ile verilmistir:

Teorem 2.1.5: f, g, heT' (V) ve aeR olmak iizere,

i) (%,,%,) eV xV igin

(f/\g)()_élﬂ)_éz):f(fl)g(iz)_f(iz)g(xl)
(f®g)(x1,x2)—(g®f)(fl,)?2)
=(/®g-g®[f)(%.%,),
i) fAf=0,
iii) f/\(g+h)=f/\g+f/\h,

iv) frg=—gnf,

V)(af)/\g:f/\(a) (f/\g) [50].

Tanm 2.1.20: £ = Zai dx, ve n= Zbl. dx, , n-degiskenli iki 1-form olsun. O takdirde

i=1 i=1

Enn= Zn:(aibi—ajbi)dxi Adx;

1=i<j

ifadesine, £ ve 7 1-formlarinin dis ¢arpimi denir. Burada & A7 ¢arpimi, bir 2 -

formdur, [1,52].

Tamm 2.1.21: 7 -degigkenli bir & = Zai dx, 1-formunun dis tiirevi, d& ile gosterilir

i=1

Ve

dggzzn:dai Adx, = Zn: oa, dx; ndx,
i=l1

,,18x

seklinde tanimlanir, [1,51,52].
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Dis tiirev asagidaki 6zeliklere sahiptir:

i) f, bir skaler fonksiyon (0-form) ve &, bir 1-form olmak iizere;

d(fE)=df "+ fd&
esitligi gecerlidir.
ii) £ ve 77, iki 1-form olmak iizere;
d(Enn)=dEnn—E&ndn
esitligi gecerlidir.

iii) £, herhangi bir diferansiyel form ise d (d & ) =0 dir.

iv) & = Zay dx;, 1<i<k, 1-formlar verilsin. Buna gore
J=1

a4 4y @),
a,. a,, a, .
_ 2 2/ 2k
ENENLNE = 2 : - : dx, ndx, n..Andx;
Ji<Ja<e<Jg
P

esitligi gegerli olur, [1,51,52].

Teorem 2.1.6: &.&,,...,&, gibi k tane 1-formun lineer bagimli olmast igin gerek ve

yeter kosul & A&, A...A &, =0 olmasidir, [1,53].
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2.2. E’ DE BIiR YUZEY PARCASININ DIK iZDUSUM ALANI

Bu alt boliimde; E’ de, yiizeylerin diferansiyel geometrisine iliskin bilgiler géz 6niinde
bulundurularak, bir yiizey pargasimnin herhangi bir diizlem iizerine dik izdiislimiiniin

alani ile ilgili temel kavramlar verilmistir, [1,30].

¥, E’ de u ve v parametreleri iizerinde tanimli olan bir yiizeyin, bu parametrelerin

bolgesinin -bir ¢emberin baglantililik yapisina sahip- bir I alt bolgesi lizerinde tanimli,

bir pargast ve X = X (u,v) de bu ¥ yiizey pargasi iizerinde bir nokta olsun. x, (u,v),

1<i <3, koordinat fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir oldugundan;
20 =(%,%,), g, =(%,%) ve g, =(%,,%,)

olmak tizere,

2

T R 2
X, XX | =W =¢g,8» &

yazilabilir, [1,30].

Tanim 2.2.1: T bolgesi lizerinde

dF =W du ndv (2.2.1)

seklinde tanimlanan dF ifadesine, ¥ ylizey parcasinin bir X noktasindaki skaler alan

elementi denir, [1,30].

Tanim 2.2.2: ¥ yiizey parcasi lizerindeki bir X noktasi i¢in

i=— (%, x%,) (2.2.2)

v

1
w

seklinde tanimlanan vektére, W nin X noktasindaki birim normal vektorii denir.

Burada "x" sembolii, vektorler arasindaki vektorel carpimi gostermektedir, [1,30].
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Tamm 2.2.3: ¥ ylizey parcasi lizerindeki bir X noktasi i¢gin

dF :%d?c&d)? (2.2.3)

seklinde tanimlanan vektore, ¥ nin vektorel alan elementi denir. Burada "X" islemi,

vektorler arasindaki vektorel carpimi ve 1-formlar arasindaki dis carpimi

gostermektedir. Ayrica dF vektorii; X noktasmmda ¥ nin normali dogrultusunda olup,

normu bu noktada W nin skaler alan elementinden ibarettir, [1,30].

Eger dX =X, du+Xx, dv, (2.2.1) ve (2.2.2) denklemleri; (2.2.3) denkleminde g6z 6niine

alinirsa,

dF = %dx xdi =i dF (2.2.4)
yazilabilir, [1,30].

Tanim 2.2.4: T" bolgesi lizerinde,

F= j j dF (2.2.5)

seklinde tanimlanan vektore; ¥ yiizey parcasi iizerindeki bir X noktasi icin ¥ nin

alan vektori denir, [30].

Simdi, ¥ yiizey par¢asinin dF vektdrel alan elementinin ve F alan vektoriiniin birim

normal vektorii € olan bir 7 diizlemi lizerine dik izdiisiimlerini alalim, [30]:

dF vektorel alan elementinin @ birim normal vektdrii dogrultusundaki dik izdiisiimii,

dF" ile gosterilirse; (2.2.4) denkleminden
dF" =(é,dF ) = (e, ii)dF

yazilabilir, [30].
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Eger 7, baslangi¢ noktasindan gecen bir diizlem ise 6zel olarak € = e, alinabilir. O halde

VY yiizey pargasinin herhangi bir X noktasinin dik izdiisimii, X" ile gosterilirse; bu

izdlistim noktasinin x” ile gosterilen OX" = x, €, + x, é, konum vektdrii i¢in

yazilabilir. Buna goére ¥ yiizey parcasmin dik izdiisiimiinin X" noktasindaki dF" ile

gosterilecek olan vektorel alan elementi igin (2.2.3) denkleminde, dx" =dx, é +dx,é,

ve dF" = dx, Adx, denklemleri goz Oniine alinirsa

dr” :%d?c” xdxX" =édx, ndx,=€édF"
bulunur.

Y yilizey pargasinin birim normal vektorii € olan bir 7z diizlemi iizerine dik izdiistimii,
¥" ile gosterilsin. Ayrica W nin F alan vektSriiniin € birim normal vektdrii

dogrultusundaki dik izdiisiimii, F" ile gosterilirse
F'= <5ﬁ> (2.2.6)

yazilabilir. Burada F" ye, W" nin alani ad1 verilir, [30].

2.3. E" DE HAREKETLER

Bu alt boliimde, E” de hareketler ile ilgili temel kavramlar verilmistir, [18,48,49].

Tamm 23.1: f, E" de bir izometri olsun. E” deki bir {x,...,x,} dik koordinat

sistemine gore f nin matrissel ifadesi, 4€O(n) ve C, X, X'eR", olmak iizere;

il
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veya

X'=4X+C

formundadir. Bu sekilde tanimli olan f izometrisine, £” de bir hareket ad1 verilir. f

hareketine, det A =1 ise direkt hareket; det A =—1 ise karsit hareket denir, [48,49].

Tamm 2.3.2: Bir f:E" > E" izometrisi i¢in f(0)=0 olacak sekilde bir O E"

noktasi varsa; f ye, O noktasi etrafinda E£” nin bir donmesi ad1 verilir. Bu durumda
E" de baslangi¢ noktast O olan bir dik koordinat sistemi, {xl,...,xn} olmak tizere; O

noktasi etrafindaki bir f donmesi,

Wi

seklinde ifade edilir. Burada 4 € O(n) ve X, X'eR", dir. Eger hareket, direkt hareket

ise f ye direkt donme; karsit hareket ise f ye karsit donme denir, [48,49].

Tanmm 2.3.3: f:E" — E", bir izometri olsun. VX € E” i¢in f(X):X+C olacak
sekilde bir tek C=(c;,...,c,) € E" noktasi varsa, f ye E" nin C ile belirlenen bir

Otelemesi denir. O takdirde baslagic noktasi O olan bir {xl,...,xn} dik koordinat

sistemine gore bir f Otelemesi,

G ST

veya
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X'=X+C
seklinde ifade edilir, [48,49].

Tanmm 2.3.4: E" deki bir direkt hareketin,

A C
0 1
matrisinde, donmeye karsilik gelen AeSO(n) ve Otelemeye karsilik gelen C eR”,

matrisleri; A4=A4(t) ve C=C(t) olacak sekilde reel bir ¢ parametresinin

diferansiyellenebilir fonksiyonlari ise harekete, £” nin bir 1-parametreli hareketi denir.
Bu 1-parametreli hareketin ¢ parametresi, genellikle zaman olarak ele alinmaktadir,

[18,49].

Tamm 2.3.5: E” nin bir 1-parametreli hareketini belirleyen 4 e SO(n) ve CeR"

matrisleri,
A(t+T)=A(1) ve C(t+T)=C(2)

olacak sekilde periyodiklerse; bu harekete, 1-parametreli kapali hareket; aksi halde 1-
parametreli acik hareket denir, [49].

2.4. E? DE HACIMLER iCiN HOLDITCH-TiPI TEOREMLER

Bu alt boliimde; £’ 3 -boyutlu Oklid uzayinda hareketler ile ilgili 6n bilgiler verildikten

sonra E° de 3-parametreli uzay hareketi altinda, Holditch-Tipi Teoremler ve bazi
onemli sonuclar ifade edilmistir, [1,11,15,22,23,26,30]. Ayrica bu uzay hareketi

esnasinda, bazi yeni sonuclar da elde edilmistir.

R ve R', E’ 3-boyutlu Oklid uzayinda birbiri iizerinde hareket edebilen, sirasiyla,

hareketli ve sabit Oklid uzaylar1 olsun. Bu uzaylarda, sirasiyla, {O; 51,52,63} ve
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{0%;¢é,é,,¢,} dik catilar1 tespit edilsin, (Sekil 2.1 e bakiniz.). Bu iki dik ¢ati, sirasiyla,
R ve R' uzaylarmin temsilcileri olarak kabul edilirse; R uzaymmmn R’ uzayma gore
hareketi, {0;51,52,53} hareketli dik catisinin {0'; él',é;,é'g} sabit dik catisina gore
hareketi olarak diigiiniilmektedir. Bu hareket, genellikle R/R' ile gosterilmektedir.

Burada R ve R’ uzaylari, ayni sekilde yonlendirilmektedir.

Sekil 2.1: Hareketli ve sabit dik catilar

Tanim 2.4.1: R/R' hareketinde OO’ vektriine, hareketin dteleme vektorii denir ve bu

vektor,
00 =ii =u, & +u, &, +u, ¢,
ile gosterilir, [1,15,23].
Eger {51,52,53} ve {é{,é’z,ég} ortonormal bazlar1, matris formunda, sirasiyla,

— -y

| = r__ | =
E=|e | ve E'=|¢

— —r

seklinde gosterilirse; 4 € SO(3) olmak iizere,

E=AE'" veya E'=A"E (2.4.1)
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yazilabilir. 4 € SO(3) oldugundan,
A" = ATA=1, (2.4.2)

bagintilar1 gegerlidir. (2.4.1) deki ilk denklemin diferansiyeli alinirsa,

dE =dAFE'+ AdE'

elde edilir. Bu denklemde, (2.4.1) deki ikinci denklem ve dE’'=0 olmasi goz Oniine

aliirsa
dE =dA(A'E)=(dAA")E
bulunur. Burada d4 4" = Q alinirsa,
dE=QF (2.4.3)
yazilabilir. Ayrica (2.4.2) deki 4 A" = I, denkleminin diferansiyeli alinirsa,
dAA" + AdA" =0
ve dolayisiyla
dAA" +(dAA") =0
elde edilir. O halde ©Q matrisi i¢in
Q+Q" =0

veya
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Q' =-Q

bagintilar1 bulunur. Bu ise Q nin anti-simetrik bir matris oldugunu gosterir. Eger Q

matrisi,
Q= [QJJ € R33

ile gosterilirse; Q, anti-simetrik bir matris oldugu i¢in @, =0 ve ®,; = -0

Ji?

I

bulunur. Ayrica @, ,

w, :_a)k’ i’jak:1’2’3;293,1;3’192’

i

ile gosterilirse; (2 matrisi i¢in

0 - o,
Q=| o, 0 -o
-0, o 0

yazilabilir.

Tanim 2.4.2: Q matrisinin sifirdan farkl: bilesenleri ile tanimlanan

vektoriine, R/R' hareketinin donme vektorii adi verilir, [15,22,23,26].

Eger QO matrisi i¢in verilen son esitlik, (2.4.3) denkleminde kullanilirsa;

de, 0 -0 o |le¢
de, |=| o, 0 -ol|le

de, -0, o 0 || e
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ve dolayisiyla

dé.=wé,—wé,, i,jk=12,32.31312, (2.4.4)

elde edilir, [11,22,26,30]. Ayrica de, igin verilen bu denklem, @ donme vektori

kullanilarak

(2.4.4")

[N
]
Il
U
X
]!

seklinde de ifade edilebilir, [11,22,26,30].

Eger (2.4.4) denkleminin dis tiirevi alinirsa,
0=d(dé)=dé rw,+é do,—dé, na,—¢, do,
bulunur. Burada da (2.4.4) denklemi kullanilirsa,

0=(a)l.e_1. —a)_].el.)/\a)j +dw,.é —(0,é-wé )rm, —dwé,

=SONDE 0, N0V E+dD, &~ NDE+0, N, é —dd, €,
veya
6:(@ Aa)_j—da)k)é'_i+(da2j+a)iAa)k)Ek
elde edilir. {¢,¢,,¢,}, lineer bagimsiz oldugu i¢in bu son denklemden
o, N0, —do, =0, do,+o "o, =0

veya
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do, =0, N0, do,=o, o,

yazilabilir. O takdirde R/R’ hareketinin doénme vektoriiniin bilesenleri icin

integrallenebilme kosullari,

do,=w, o, i,j,k=1,2,32,313,12, (2.4.5)
seklinde bulunur, [11,22,26,30].

Diger taraftan, O'O = —ii = —u, é, —u, €, —u, €, vektoriiniin diferansiyeli alinir ve (2.4.4)

denklemi kullanilirsa;

o, = ~du,—u, o +u, 0, ij,k=1,23231312, (2.4.6)

ve —dii = 6" olmak lizere,
6'=0,6+0,¢+0,6 (2.4.7)
elde edilir, [22,26,30].

Tamim 2.4.3: (2.4.4) (veya (2.4.4")) ve (2.4.7) denklemlerine, R/R' hareketinin tiirev
denklemleri denir, [11,22,26,30].

Eger (2.4.7) denkleminin dis tiirevi alinir ve sonra da (2.4.4) denklemi kullanilirsa,

0=dc’
=dée no,+édo, +dé, no,+é,do,+de, no,+ ¢ do,
=(w,&é,—w,é,)n0,+do,é +(w,é —m &) no, +do, ¢,
+(w é,—w,é) Ao, +do, ¢,
=W, NO,&,—W, NO, &, +d0, 6+, NO, € —W, NO, € +d0, €,

+o, N0, 6, —w, AT, € +do, €,
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veya

0=(do, +®, Ao, — @, AG,)E +(do, — o, Ao, + 0, AT, )&,

+(doy+w, no -0, A 0,8,

yazilabilir. {¢,é,,¢,}, lineer bagimsiz oldugu i¢in bu son denklemden

do,+o;,n0,—w, N0, =0,
do,—w, Ao, +0, A0y =0,

do,+w, no,—w, Ao, =0
veya

do, =0, N0, —0; NO,,
do, =0, A0, —0, N@,,

do, =0, N0, —0, A0,

bulunur. Béylece R/R' hareketinin Gteleme vektori ile ilgili olarak elde edilen bu

integrallenebilme kosullari, kisaca

do,=0, "0, -0, ANO;, 1,j,k=1,2,3;2,31;31,2, (2.4.8)
seklinde de ifade edilebilir, [11,22,26,30].
Simdi, R/R' hareketi altinda, R hareketli uzayinda ele alinan herhangi bir noktanin R’
sabit uzaymi temsil eden dik catinin baslangic noktasina goére konum vektoriiniin

degisimini inceleyelim:

R hareketli uzayindaki herhangi bir X noktasmnn {O;é,,¢,,é,} hareketli dik ¢atisinin

baslangi¢ noktasina gore konum vektort, OX =% ile gosterilirse
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=l
[l
M-
=
o]

yazilabilir. Diger taraftan,
0X=00+0X

vektorel denklemi igin (Sekil 2.1 e bakimz.) X noktasin {O';€],,,é,} sabit dik

catisinin baslangi¢ noktasina gére konum vektorii, O'X =X’ ile gosterilirse; O'O =—ii

oldugundan,

yazilabilir. O halde X’ konum vektoriiniin degisimi olan dx’,
dx' =—du + dx
seklinde ifade edilebilir. Bu denklemde, (2.4.7) ve (2.4.4) denklemleri kullanilirsa

. - - ~ _ _ _ - _
dx' =0, € +0,€,+ 0,6, +dx é +xdé +dx, e, +x,de, +dx, e +x,de,
=0,6,+0,6,+0,6+(x,0,—x,0,)é +(x, 0, —x,0,)é, +(x, @, —x, ®,) ¢,

+dx, é, +dx, e, +dx; e,
veya

dX'=(o,+x,0,— %, @,) & + (0, + X, 0, — x, 0,) &, + (0, + X, @, — x, @, ) &, (2.4.9)

+dx, e +dx, e, +dx;e,
elde edilir.

Buna gore [1,15] goz oniinde bulundurularak, £’ de hareketler altinda hiz vektorleri

icin asagidaki tanimlar ve teorem ifade edilebilir:
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Tanim 2.4.4: R/R' hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasinin R’ sabit

uzayimnda ve R hareketli uzayinda sahip oldugu hiz vektdrlerine, sirasiyla, mutlak ve

relatif hiz vektorleri denir ve bu hiz vektorleri, sirasiyla,
X,=d¥

ve
X, = dx, & +dx, é,+dx, é,

ile gosterilir, [15].

Tamm 2.4.5: R/R' hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasinin mutlak hiz vektorii

ile relatif hiz vektorii arasindaki farka, siiriiklenme hiz vektorii denir ve bu hiz vektori,

X, =(0,+x,0,—x,0,)¢ +(0, +x,0,— X, @) &, + (0, + X, @, — x, @) &
ile gosterilir, [15].

Boylece diizlemsel hareketler altinda hiz vektorleri arasinda verilen iliskiye [1] benzer

olarak, uzayda asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.4.1: R/R' hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasimin mutlak,

suriiklenme ve relatif hiz vektorleri arasinda

— —

X, =X, +X,
bagintis1 gegerlidir, [15].

Eger R/R' hareketi esnasinda bir X € R noktast, sabit ise X, =0 olacagindan;
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elde edilir, [15]. Bu sonuca gore herhangi bir X € R sabit noktas1 i¢in (2.4.4) denklemi
g0z Online alinirsa, dx igin
dx = x, de, + x, de, + x, de,
=x (@6 -0,6)+x,(0,é-0é&)+x(wé—wd)
=(x, 0, —x, )8 +(x; 0, —x, @) &, +(x, 0, — x, &, ) &,

X @

Il
=l

ve dolayisiyla (2.4.9) denklemi g6z Oniine alinirsa da dx’ i¢in

dX' =0"+Xx@ (2.4.10)
yazilabilir. Ayrica

T,=0,+tx,0,-x, 0, 1j,k=12,32313]12, (24.11)
denirse; (2.4.10) denklemi,

dx' =16, +7,6,+1,€, (2.4.12)
seklinde yeniden yazilabilir, [11,22,26,30].

Calismamizin bundan sonraki kisminda, £’ de bir R/R’ hareketi; i, 1<i <3, hareketin

parametre say1st olmak iizere; kisaca B, ile gosterilecektir.

Tanim 2.4.6: R/R' uzay hareketinin # Oteleme vektorii ve €, 1 <i <3, vektorleri; reel
bir ¢ parametresinin (genellikle zaman olarak alinir) diferansiyellenebilir fonksiyonlari
ise {0;¢,¢,,¢,} hareketli dik ¢atisinin {0';¢,é,,€;} sabit dik ¢atisina gore hareketi

olarak kabul edilen R hareketli uzayinin R’ sabit uzayma gore hareketine, 1-

parametreli uzay hareketi denir ve bu hareket, kisaca B, ile gosterilir, [11,15,23].
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Tanim 2.4.7: R/R' uzay hareketinin u Oteleme vektori ve €, 1<i<3, vektorleri;
t, ve t, reel parametrelerinin diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 ise harekete, 2 -

parametreli uzay hareketi denir ve bu hareket, kisaca B, ile gosterilir, [11,22,26,30].

Tanmim 2.4.8: R/R' uzay hareketinin # Oteleme vektorii ve €, 1<i<3, vektorleri;
t, t, ve t, reel parametrelerinin diferansiyellenebilir fonksiyonlar: ise harekete, 3-

parametreli uzay hareketi denir ve bu hareket, kisaca B, ile gosterilir, [11,22,26,30].

B, hareketi esnasinda, Q matrisinin @, bilesenleri ve —dii =&" vektoriiniin (2.4.6) da
verilen o, bilesenleri; ¢, 7, ve ¢, reel parametrelerinin lineer diferansiyel formlaridir.
Ayrica 3-boyutlu parametre uzayinda (¢, parametrelerinin uzayinda) ele alinan bir G
bolgesinin sinir1 -bir kiirenin baglantililik yapisina sahip- kapali ve yonlendirilebilir bir
R(G) ylizeyi olmak tizere; kendimizi bu G bolgesine karsilik gelen bir B, hareketine
kisitlarsak, R(G) ye de bu B, hareketi ile birlikte olusan kapali bir B, hareketi karsilik
gelir. Bu kapal1 B, hareketi altinda R hareketli uzayinda ele alinan sabit bir nokta, R’
sabit uzayimnda kapali bir yoriinge yiizeyi ¢izer ve bu kapali yoriinge yiizeyi, B, hareketi

esnasinda bu noktanin R’ de belirledigi bolgenin siniridir, [1,11,22,26,30].

Tanmm 2.4.9: B, hareketi altinda R hareketli uzayinda ele alinan sabit bir X

noktasinin ~ R'  sabit uzayinda  Dbelirledigi  bolgenin  hacim  elementi;
T,=0,+X,0,—X;0,, T,=0,+X;0,—X, 0, V& T,=0,+Xx 0, —x,n olmak lzere,

(2.4.12) denklemi g6z oniine alinarak
dJ, =1, AT, AT, (2.4.13)
seklinde tanimlanir. Bu tanimdan yararlanilarak elde edilen

Jy=[dJ, (2.4.14)
G

ifadesine de bu bolgenin hacmi denir, [11,22,26].
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Bu tanima gore; B, hareketi esnasinda O € R baslangi¢c noktasinin R’ de belirledigi

bolgenin hacim elementi i¢in (2.4.11) ve (2.4.13) denklemlerinden,
dJ,=0,n0,N 0, (2.4.15)

elde edilir. O halde (2.4.14) ve (2.4.15) denklemlerinden, O € R noktasinin R’ de

belirledigi bolgenin hacmi igin

JO=J‘O'1/\O'2/\O'3 (2.4.16)

G

bulunur. Ayrica B, hareketi altinda sabit bir X € R noktasinin R’ de belirledigi

bolgenin dJ, hacim elementi i¢in (2.4.11) ve (2.4.13) denklemlerinden,

dJ, =T, AT, AT,y

=(oy+x,0,—x,0,) A (0, +x,0,—x, 0 ) A (05 + X, 0, —x, @)

[(o,+x,0,—x,0,) A (0, + X0, —x,0,) | A (03 + X, 0, — x, @)

O, AC, + 0, AW X, — O, A, X, + @, AT, X,
2
FO, AW Xy Xy — 0y NCy Xy — 0y A, X"+ @y AWy X, X,
Aoy +x, 0, —x, @)

=0, ANO,NO3+ 0, ANO, N, X, =0, ANO, A@, X, + O, AW, N Oy X,
+O,ANO AW, Xy X, — O Ay ANO, X5 X, — O AWy A Oy X,
— O A, A, X] + O AOy A X, Xy + Oy NCy AO X,
FONC, AW Xy X, — W ATy A, X, + Oy AN @O, ATy X, X,
F O, N DN, Xy Xy X — Oy NO| A DX, Xy — @) ATy AT, Xy
— O, NOY AWy Xy X, + D) ATy AW, Xy Xy — Oy AW AT Xy
— O, AOAD XX Oy N AD XS X, + 0y AO AT X, X,

2
+ W, NOy AN @, Xy X|T — Oy Ny A D, X X X,
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veya

_ 2 2 2

dJy =0, ANO, NO,+ O\ ADy AD X, + T, AOAG X, + T3 A A @y X,
+(—0, "D AD;+ 0, AW, AW X, X,
+(=0, Ao, AO + Oy A0, AW, X, X,

+(—oy A, A O, + 0, AO, A D) Xy X,
(2.4.17)
+(0, A0, A+ 0, AT, A®,) X,

+(oy, Aoy A0+ 0, Ao A, X,

+(0, A0 A® + 0, A0, A, )Xy
elde edilir. dJ, hacim elementi, kisaca

3
_ 2
dJ, =0,N0, NOy+ E NN
i=1

3
+ —O0O.NWO. NV, +O.NO. N, |X.X.
Z( O E T A0 ) x, (2.4.18)
3

+Z(Ji/\0j/\a)j+0i/\0'k/\a)k)xi,
i=1

i, j,k=12,3;2,3,1;3,1,2, seklinde de ifade edilebilir. Eger (2.4.17) denklemi, (2.4.14)

denkleminde kullanilirsa; B, hareketi esnasinda, X € R sabit noktasinin R’ de

belirledigi bolgenin J, hacmi i¢in
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2 2
O\ AC, AT+ 0, AW, AO X, + 0y AO, A D, X,
+O, AO A O, X;" +(—0, AO A O, + 0y A0, A0, ) X, X,
+(—0, A0, AO + Oy, A, A X, X,
JX:.[ +(—o, AW, A, + 0, A0 A D)Xy X, (2.4.19)
G
+(0, A0, A, +0, A0y Ay X,

+(o, Aoy A+ 0, O, A D)X,

+(oy Ao A0+ 0, A0, AW, X,
bulunur. Ayrica (2.4.18) denklemi, (2.4.14) denkleminde kullanilir ve

Ai=IGiAa)j/\a)k, i, jk=1,2,32,3,1;3,1,2,

G

alinirsa; (2.4.19) denklemi ile verilen J, hacmi, kisaca

3 3
2
Jy =j01 AO, /\0'3+ZA,.xi +ZJ(—0‘iAa)i /\a)k+0'j/\a)j/\a)k)xl.xj
=1 i=1
¢ ’ o (2.4.20)

3
+Zj(aiquA@j+aiAak/\a)k)xl.,

i=l G

i, j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, seklinde de ifade edilebilir. Dolayisiyla B, hareketi altinda
bir X € R sabit noktasinin R’ de belirledigi bolgenin J, hacmi, x, bilesenlerine gore

bir kuadratik polinomdur.

Eger o, Ao, 2-formunun diferansiyeli alinirsa,
d(O'j /\ak)de'j no,—0;ndo,

ve burada da (2.4.8) denklemi kullanilirsa,
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d(o,n0,)=(0, A0, ~0,n0 ) Ao, 0, A0, A0, ~0, n,)

=0, AW NO,—O; AW, NO, =0, ANC,AND,;+0; NO; N,
veya
d(O'j/\O'k)ZO'l./\O'j/\a)j-i-O'i/\O'k/\a)k

elde edilir. 3-boyutlu parametre uzaymin (¢, parametrelerinin uzaymin) G bdlgesinin

sInir R(G) olmak {izere; G bolgesi lizerinde taniml1 olan bir d¢ 3-formu i¢in

seklinde verilen Stokes Formiilii’niin kullanilmasiyla [1,11,22,26], d (O'j A O'k) 3-formu

i¢in

J(O‘iAG_jAa)j+O'iAGkAa)k)= '[ o, N0 (2.4.21)
G R(G)

bulunur. Benzer sekilde o, A @; 2-formunun diferansiyeli alinirsa,
d(o; /\a)j) =do,Anw, -0, Ndo,
ve burada da (2.4.5) ve (2.4.8) denklemleri kullanilirsa,

d(al. /\a)_/.)=(0j/\a)k—0'k /\a)_/.)/\a)_/.—o;/\(a)k INCY!

SO, AN ANQ—CL ANO;AND;, =0, AW, N O,

veya
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d(a,./\a)j):ai/\a),./\a)k—aj AN@; NG,
elde edilir. Burada Stokes Formiilii’niin kullanilmasiyla da

J(O'l./\a)l. /\a)k—aj/\a)j/\cok)z I O, N, (2.4.22)
G R(G)

bulunur. Buna gore B, hareketi esnasinda bir X € R sabit noktasinin R’ de belirledigi
bolgenin J, hacim formiilii i¢in elde edilen (2.4.20) ile verilen kuadratik polinomda,

lineer ve karisik kuadratik terimlerin katsayilar1 sifir olacak sekilde uygun bir hareketli

koordinat sistemi segilirse; (2.4.21) ve (2.4.22) denklemlerinden, sirasiyla,

J(GiAGjij+GiAJkAwk)= j o,An0, =0
G R(G)

Ve

Jy=Jy+ > Ax’ (2.4.23)

elde edilir. Burada 4, katsayilari,

1
A.=ja.Aw.Awk:§ jaj¢woj.+ I o, o, |, 1,j,k=12,3;2,3,1;3,1,2,

G R(G) R(G)

seklinde de ifade edilebilir, [11,22,26]. Gergekten, O, AN®; V& O\ A, 2-formlarinin

diferansiyelleri alinirsa, sirasiyla,
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d(a.

J/\a)j):daj./\a)j—aj/\da)j,

d(o, rne)=do, no, -0, nd,
ve bu denklemlerde de (2.4.5) ve (2.4.8) denklemleri kullanilirsa, sirasiyla,

d(O'J./\a)j)z(ak/\a)i—ai/\a)k)/\a)j—aj/\(a)k/\a)i)

=0, N, A@i—GiAka@i—QjAka@
Ve

d(o, /\a)k):(ai NIy /\a)i)/\a)k—ak /\(a)l./\a)j)

SO, ANO; ANO —C; NONO, =0, NO, N O,
bulunur. Buna gore
d(aj /\a)j)+d(ak AN® ) =20, A0, AO,

yazilabilir. Burada G boélgesi lizerinden integral alinir ve Stokes Formiilii kullanilirsa,

1
J‘O'i/\a)./\a)k=§ J‘Gj/\a)j-i- I o, Ao |, I,j,k=12,32,3131,2,

J
G R(G) R(G)

ve boylece 4, 1<i <3, katsayilar1 elde edilir.
Dolayisiyla (2.4.23) denlemi ile verilen J, hacmi i¢in asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.4.2: B, hareketi altinda esit J, hacimli bolgeler belirleyen hareketli uzayin

biitiin sabit noktalari, bir @, kuadrigi tizerinde bulunur, [11,26].
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Simdi, B, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda ele alman dogrudas ii¢ sabit

noktanin R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iliskiyi

inceleyelim, [22,26]:

X =(x) ve Y=(»,), R de iki farkli sabit nokta ve Z=(z,) de XY dogru pargasi

tizerinde bir diger sabit nokta olsun. Bu Z noktasinin bilesenleri i¢in
z,=Ax,+uy, A+u=1 (2.4.24)

yazilabilir. O halde B, hareketi alinda Z noktasinin R’ de belirledigi bélgenin J,
hacmi icin (2.4.23) ve (2.4.24) denklemlerinden,

3
Jy=Jo+ ) Az}
i=l1
3

:JO+ZAi(ﬂ,xi+yyi)2

i=l1

=Jy+ A7 ZS‘,A,-X,-Z +24 ui Axy, + 1 iA,-y,-z
i=1

i=1 i=1

3
=Jo+ A (Jy = Jo) 4221 Axy, + 12 (J, = J,)

i=1
3
—22J, +((1—(,1+y)2)+21y)J0 240> Axy, + 1 J,

i=1

veya

3
J,=2"J, +2/1,u(J0 + ZAix,.yijJr,uz J,

i=1

3
bulunur. Burada J, + ZAixi v, ifadesi, J,, ile gosterilirse;

i=1
J, = J+22udy+ 10 J, (2.4.25)

elde edilir.
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Tamm 2.4.10: B, hareketi esnasinda,
3
S =Jdo+ Y Axy, (2.4.26)
i=1

olarak tanimlanan J,, ifadesine, sabit X,Y € R noktalarmin R’ de belirledikleri

karigik yoriinge hacmi denir, [22,26].

Bu tanmma gore, J,, =J,, ve J,, =J, oldugu aciktir. Ayrica (2.4.23) ve (2.4.26)

denklemlerinden,

3
Je=20 gy +dy =Y A4 (x,~y) (2.4.27)

i=1

yazilabilir. Buna gére B, hareketi altinda, Z noktasinin R’ de belirledigi bdlgenin J,

hacmi i¢in (2.4.25) denkleminde; (2.4.27) ve A+ u =1 denklemleri kullanilirsa,

3
J,=2*J, +/1,U(JX +J, —ZAi(x[—yi)2j+,u2 J,

i=1

3
:/12JX+/1,uJX+ﬂ,uJY—/’t,uZAi(xi—yi)2+,u2JY

i=1

3
=A(A+p) o+ u(A+p)Jy A A (x, -5)

i=1

3
=AJ, +,uJY—ﬂ,uZ:Ai(xi—yi)2
i=1

bulunur.

O halde B, hareketi esnasinda, J,, J, ve J, hacimleri arasindaki iliskiyi veren

asagidaki teorem ifade edilebilir:
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Teorem 2.4.3: X ve Y noktalari, R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta ve Z de

XY dogru pargasi lizerinde bir diger sabit nokta olsun. B, hareketi altinda, X', ¥ ve

Z noktalarmin R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasinda

3
J,=Ad A ud, = Ap> A(x -y (2.4.28)

i=l1
bagintis1 gecerlidir, [22,26].

B, hareketine ve onunla birlikte olusan kapali B, hareketine gore 6zel bir sekilde

Olgiilen, sabit X,Y € R noktalar1 arasindaki D(X Y ) uzakliginin karesi
D*(X,Y)=eY A (x,~»), e=tl, (2.4.29)

ile tanimlanirsa [22,26]; (2.4.28) denklemi,

J,=AJy+ud,—eAuD*(X.Y) (2.4.30)
seklinde yeniden ifade edilebilir.
XY dogru pargasinin yonlendirilmesiyle,

D(X.,Y)=-D(Y,X)

alinir. Ayrica B, hareketine ve onunla birlikte olusan kapali B, hareketine gore

tanimlanan uzaklik g6z ontine alinarak; X', ¥ ve Z noktalar1 dogrudas olduklari i¢in
D(X,Z)+D(Z,Y)=D(X,Y)

ve (2.4.24) deki denklemlerde bulunan A ve p kullanilarak da
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AD(X,Y)=D(Z,Y) ve uD(X,Y)=D(X,Z) (2.4.31)

yazilabilir. Burada D(X,Y)#0 ise X ve y, sirastyla,

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda (2.4.30) denkleminden, J, hacmi i¢in

J, =ﬁ[D(Z,Y)JX+D(X,Z)JY]—5D(X,Z)D(Z,Y)

yazilabilir, [22,26].

Simdi, B, hareketi esnasinda XY dogru parcasinin u¢ noktalarinin R' de ayni bir
bolgeyi belirlediklerini kabul edelim. O takdirde J, =J, olur. Buna gore (2.4.31) ve
A+upu=1 denklemleri, (2.4.30) denkleminde kullamlirsa; J, ile J, hacimleri

arasindaki fark i¢in
Jy—J,=¢D(X,Z)D(Z.Y) (2.4.32)
elde edilir, [22].

Boylece klasik Holditch Teoremi’nin [2]; £’ de hacimler igin bir genellestirilmisi olan

asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.4.4: X ve Y, R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta ve Z de XY dogru

parcasi iizerinde bir diger sabit nokta olsun. XY dogru pargasi, B, hareketi altinda dyle

hareket ettirilsin ki; X ve Y noktalar1 R" sabit uzayinda ayn1 bir bolgeyi belirlerlerken,
Z noktast da R' de farkli bir bolgeyi belirlesin. O takdirde bu iki bolgenin hacimleri

arasindaki fark, yalmzca B, ve kapali B, hareketlerine gore 6zel bir sekilde 6lgiilen

D(X L ) ve D(Z Y ) uzakliklarina baglidir, [22].
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Simdi, B, hareketi esnasinda R’ sabit uzayinda belirlenen karisik yoriinge hacminin
geometrik yorumu i¢in aym1 @, kuadriginin farkli X ve Y noktalarindan yola ¢ikalim.
Bu durumda @, ile ®, cakisir ve J, =J, olur. Eger P=(p,) noktasi, X ve Y

noktalarina gére Z noktasinin harmonik eslenigi ise
p=Ax+uy, A+u =1

ve bununla birlikte z, =Ax,+uy,, A+u=1 oldugu icin uA'+ ' A=0 yazlabilir,
[54]. O halde P ve Z noktalarimin R’ de belirledikleri J,, karisik yoriinge hacminin

3
geometrik yorumunu ifade edebilmek i¢in Z A.p,z; toplam1 hesaplanirsa,
i=1

3
ZA[)Z—ZA XA u y)(Ax,+uy,)

i=1
3 3
=1 ﬂZAx +( y+,u’i)ZAixl.yi+,u',u2Aiyi2
i=1 i1
=AA(Jy=Jo)+ (A ' 2)(J gy = I )+ 1 (I, =)
=V AT =N AJ o+ (X i+ ' ATy = (A i+ ' A)J o+ i Jy, — ' 1,

3

Je+dy =D A4 (x,-»)
=V AJ = A Ay +(A p+p' 2) ‘:12

(At A) o+ p pdy =y,

(AA+A p+ ' A+ )y —(A A+ i+ A+ 4 ) J,

=(A+ i) A+pu)J—(A+ 1) (A+u)J,
veya

inpiZi =Jy—J,

i=1

elde edilir. Diger taraftan, P ve Z noktalari i¢in (2.4.26) denkleminden
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3
ZAipiZi =Jp,—Jo
i=1

bulunur. Bu son iki denklemin sol taraflar1 esit oldugu i¢in

elde edilir.
Dolayistyla asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.4.5: B, hareketi alinda R hareketli uzaymin P ve Z noktalari, @,
kuadrigine gore bir eslenik nokta ¢ifti ve J,, de bu noktalarin R’ sabit uzaymnda
belirledikleri karisik yoriinge hacmi olsun. Bu durumda J,, hacmi ile @, kuadriginin

noktalarinin belirledikleri bolgelerin J, hacmi esittir, [26].

Simdi de X ve Y noktalarini, @, kuadriginin bir dogurani lizerinde secelim (Bu halde
@, kuadrigi i¢in diizlem, silindir, koni ve tek kanatli hiperboloid 6rnek verilebilir.). O
takdirde (2.4.24) deki denklemler yardimiyla belirlenen Z noktas: da @, kuadrigi
tizerinde bulunur. Buna gore J, =J, =J, olur. Bu sonu¢ ve A+ =1 denklemi,

(2.4.30) denkleminde gdz Oniine alinirsa;
D(X,Y)=0

kosulu elde edilir.

Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.4.6: R hareketli uzaymnin X ve Y noktalari, @, kuadriginin bir doguran
tizerinde bulunuyorlarsa; bu noktalar arasindaki B, ve kapali B, hareketlerine gore 6zel

bir sekilde dlgiilen D(X,Y) uzaklig: sifir olur, [26].
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Simdi, M, N, X ve Y ; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun. Bununla

birlikte X ve Y noktalari, MN dogru parcasi lizerinde bulunsun. Kabul edelim ki B,
hareketi altinda, M ve N noktalar1 R hareketli uzaymin ayni bir ®,, kuadriginin
lizerinde bulunurlarken; X ve Y noktalar1 da R hareketli uzaymin ®,, den farkh
olan, sirasiyla, ®, ve ®, kuadriklerinin iizerinde bulunsunlar. Ayrica J,, ile J,
hacimleri arasindaki fark, J ve J,, ile J, hacimleri arasindaki fark da J' ile

gosterilsin. O takdirde yukaridaki kosullar altinda, J ve J' i¢in (2.4.32) denkleminden,

sirastyla,
J=J,-J, ng(M,X)D(X,N)
ve

J'=J, ~J,=eD(M,Y)D(Y,N)

yazilabilir. Burada J/J' orani hesaplanirsa,

J|J =

bulunur. Bu esitlik,

(2.4.33)

JIJ :{

seklinde de ifade edilebilir. Buradan agikga goriilecegi gibi J/J' orani, yalnizca MN

dogru pargasi lizerindeki X ve Y noktalariin secilislerine baghdir ve X #Y

oldugundan,
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dir. Ayrica (2.4.33) esitligindeki

orani; M, N, Y ve X noktalarinin ¢ifte oranmdir, [54]. Eger (MN ,YX ) ile gosterilen

bu ¢ifte oran [54], kisaca ¢ ile gosterilirse; (2.4.33) esitligi ile verilen J/J' orani, ¢

cifte oranina bagl olarak

seklinde yeniden ifade edilebilir.
Dolayisiyla agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.4.7: J /J "orani; M, N, X ve Y noktalarinin yalnizca rolatif durumlarina

baghdir.
Yukaridaki teoremin 6zel bir hali olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 2.4.1: M, N, X ve Y; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.
Bununla birlikte X ve Y noktalari, MN dogru parcasi iizerinde bulunsun. Kabul

edelim ki B, hareketi esnasinda, M ve N noktalar1 R’ sabit uzaymnda J,, hacimli
ayn1 bir bolgeyi belirlerlerken; X ve Y noktalart da R' de hacimleri J,, den farkh
olan, swrastyla, J, ve J, hacimli bolgeler belirlesinler. Ayrica J,, ile J, hacimleri
arasindaki fark, J ve J,, ile J, hacimleri arasindaki fark da J' ile gosterilsin. O

takdirde J/J' orani i¢in ¢ =(MN,YX ) olmak iizere,
(M, x)T
g =| PULX) |,
D(M

esitligi gecerli olur.
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Simdi, M, N, 4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun. Kabul
edelim ki MN ve AB dogru parcalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda

kesigsinler. Ayrica B, hareketi altinda, M ve N noktalar1 R hareketli uzaymin ayni
bir ®,, kuadriginin lizerinde bulunurlarken; 4 ve B noktalar1 da R hareketli uzayinin
aym: bir @, kuadriginin lizerinde bulunsunlar. O takdirde bu kosullar altinda bazi

irdelemeler yapilarak, asagidaki sonuglar ve bu sonuglarla ilgili teoremler verilebilir:

Yukaridaki kosullar ve B, ile kapali B, hareketlerine bagli olarak tanimlanan uzakliga
gore D(M,N)#0 ve D(A,B)#0 kosullar1 altinda, (2.4.32) denkleminde; M , X , N

ile 4, X, B dogrudas nokta iicliileri g6z oniine alinirsa, sirasiyla,
Jy—Jy=6D(M,X)D(X,N), ¢&==%I

ve
J,=J, =6 D(A,X)D(X,B), g, ==l

yazilabilir. O halde asagidaki iki durum s6zkonusudur:

i) 5 =¢6=¢ 1se

Jy—-Jy=¢D(M,X)D(X,N),

J,~J,=eD(4,X)D(X,B)
ve dolayisiyla
Jy—J,=€[D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)] (2.4.34)

elde edilir. Eger ®,, =@, ise J,, =J, olur ve bdylece (2.4.34) denkleminden
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D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0
bulunur. Tersine, bu son denklem gecerli ise (2.4.34) denkleminden
Jy,—=J,=0

ve dolayisiyla

elde edilir. Bu ise B, hareketi esnasinda, M, N, A ve B noktalarmin; R hareketli

uzayinin ayni bir kuadriginin (dD =D A) iizerinde bulunmalar1 demektir.
ii) 6, =—¢,=¢ 1se

Jy—Jy=eD(M,X)D(X,N),

J,~Jy=-eD(4,X)D(X,B)
ve dolay1siyla
Jy—J,=€[D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)] (2.4.35)
elde edilir. Eger ®,, =® , ise J,, =J, olur ve bdylece (2.4.35) denkleminden
D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)=0
bulunur. Tersine, bu son denklem gegerli ise (2.4.35) denkleminden

J,—J,=0
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ve dolayisiyla

elde edilir. Bu ise B, hareketi altinda, M, N, A ve B noktalarimin; R hareketli

uzayinin ayni bir kuadriginin (dD =D A) iizerinde bulunmalar1 demektir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.4.8: M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.
Kabul edelim ki MN ve AB dogru pargalari, B, ve kapali B, hareketlerine bagl

olarak tammlanan uzakliga gére D(M,N)#0 ve D(A4,B)#0 kosullar altinda, bu
dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda kesigsinler. Ayrica B, hareketi esnasinda,
M ve N noktalar1 R hareketli uzaymmn ayni bir @, kuadriginin iizerinde
bulunurlarken; 4 ve B noktalar1 da R hareketli uzayinm aym bir @, kuadriginin

tizerinde bulunsunlar. O takdirde bu hareket esnasinda, M, N, A ve B noktalarinin;

R hareketli uzaymin ayni bir kuadriginin (CD =D A) tizerinde bulunmalari igin gerek

ve yeter kosul asagidaki bagintilardan yalnizca birinin gerceklenmesidir:

D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0

ya da

D(M,X)D(X,N)+D(A4,X)D(X,B)=0.

Simdi de kabul edelimki M, N, 4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta
olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X

noktasinda kesigsinler. Eger B, hareketi altinda, R de; M ve N noktalarinin lizerinde
bulundugu ®,, kuadrigi, 4 ve B noktalarinimn iizerinde bulundugu @ , kuadrigi ve X

noktasinin iizerinde bulundugu @, kuadrigi aym ise J,, =J,=J, olur. Buna gore
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(2.4.32) denkleminde; M, X, N ile A, X, B dogrudas nokta igliileri gbz Oniine

alinirsa, sirastyla,

D(M,X)D(X,N)=0

\%~

D(4,X)D(X,B)=0

elde edilir. Eger bu son iki denklem gecerli ise de (2.4.32) denklemi g6z Oniinde

bulundurularak, sirasiyla,

Jy, —J, =0
veE

J,~J, =0
veya

J, =J,
ve

J,=J,

elde edilir. Bu ise B, hareketi esnasinda, M, N, 4, B ve X noktalarmin; R
hareketli uzaymin aym bir kuadriginin (®, =®,=®,) iizerinde bulunmalari

demektir.

Dolayisiyla agsagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 2.4.9: Kabul edelimki M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkl sabit
nokta olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkl sabit
bir X noktasinda kesissinler. Ayrica B, hareketi altinda, M ve N noktalar1 R

hareketli uzaymin ayni bir @,, kuadriginin iizerinde bulunurlarken; 4 ve B noktalari
da R hareketli uzaymnm aym bir @ , kuadriginin tlizerinde bulunsunlar. O takdirde bu

hareket altinda, M, N, A, B ve X noktalarinin R hareketli uzaymin ayni bir

kuadriginin (®,, =®, =® ) iizerinde bulunmalar igin gerek ve yeter kosul

D(M,X)D(X,N)=D(4,X)D(X,B)=0

olmasidir.

Yukaridaki teorem, Teorem 2.4.6 goz oniinde bulundurularak, asagidaki sekilde de ifade

edilebilir:

Teorem 2.4.10: Kabul edelim ki M, N, 4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkh
sabit nokta olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru parcalari, bu dort noktadan farkli

sabit bir X noktasinda kesissinler. Ayrica B, hareketi esnasinda, M ve N noktalar
noktalar1 R hareketli uzayinin ayni bir ®,, kuadriginin lizerinde bulunurlarken; 4 ve
B noktalar1 da R hareketli uzaymin ayni bir @ , kuadriginin iizerinde bulunsunlar. O

takdirde bu hareket esnasinda, MN ve AB dogru pargalarinin; R hareketli uzaymnin

ayn1 bir kuadriginin ((D yw =D A) bir X noktasinda kesisen iki dogurani olmalar1 i¢in

gerek ve yeter kosul

D(M,X)D(X,N)=D(4,X)D(X,B)=0

olmasidir.

Simdi, R hareketli uzayinda ele alinan dogrudas olmayan {i¢ sabit noktanin ve bu

noktalarin tanimladiklari diizlem {izerindeki bir diger sabit noktanin, B, hareketi altinda
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R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iliskiyi inceleyelim,

[22,26]:

X, =(x), X,=(») ve X,=(z), R de dogrudas olmayan ii¢ sabit nokta ve 0 =(gq,)
de X,, X, ve X, noktalarinin tanimladiklar1 diizlem {izerindeki bir diger sabit nokta

olsun. Bu durumda Q noktasinin bilesenleri i¢in
G =hx+Ahy+Ahz, A++4=1 (2.4.36)
yazilabilir.

B, hareketi esnasinda, O noktasinin R’ de belirledigi bdlgenin J, hacmi; (2.4.23),
(2.4.26) ve (2.4.36) denklemlerinin kullanilmasiyla, X,, X, ve X, noktalarina bagh

olarak
JQ :212'])(1 +122JX2 +/7‘32JX3 +2j1ﬂ2']){1/\’2 +2/1Iﬂ'};JX]X3 +2ﬂ'2/‘i3‘])(2)(3

seklinde bulunur. Eger bu denklemde, (2.4.27), (2.4.29) ve A, + A4, +4, =1 denklemleri

kullanilirsa; Jy hacmi,

JQ:ﬂlJX1+/12JX2+23JX3 0437
_{‘912/1112 D’ (X19X2)+8132’I2’3D2 (X19X3)+8231223D2 (X29X3)}

seklinde de ifade edilebilir, [22,26]. Eger O, noktalari, X0 ve X X,
i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, dogru parcalarinin kesisim noktalar1 olarak alinirsa; miimkiin
olan tiim uzakliklarin sifirdan farkli olmalar kabulii altinda, A4,, 1<i <3, i¢in

D(0.0) _D(X,,0) D(X..0)) D(X,.0) P(Q:. X))

A= S = 2.4.38
) D(X,.0,)D(X,.X,) (2439

S
>~
|8}
S
©
S
=
=

S

yazilabilir [22], (Sekil 2.2 ye bakiniz.).
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Sekil 2.2: Hareketli uzayda sabit bir tiggen

(2.4.38) de 4, 1<i <3, icin verilen esitlikler, (2.4.37) denkleminde g6z oniine alinirsa;

J, hacmi i¢in

i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, bulunur. Eger X,, X, ve X, noktalar1, B, hareketi altinda
R' de aymi bir bolgeyi belirlerlerse; J, =J, =J, olur. Buna gére J, hacmi i¢in

verilen son denklemde, 4 +4,+4,=1 denklemi gbz oniine almirsa; J, ile J,

hacimleri arasindaki fark icin

2
> D(X,.0) -
&, | ———%| D(0,.X,)D(X,,0,). i,j,k=12,32,313,2,
T U(D(Xkan)J (Qk ]) (%) /

elde edilir, [22].

Boylece Teorem 2.4.4 iin genellestirilmisi olan asagidaki teorem ifade edilebilir:
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Teorem 2.4.11: R hareketli uzayinda X,, X, ve X, kose noktalarina sahip bir liggen
g6z Oniine alalim. Kabul edelim ki B, hareketi esnasinda iicgenin kose noktalari, R’

sabit uzayinda ayni bir bolgeyi belirlerlerken; bu noktalarin tanimladiklar1 diizlem

tizerindeki bir diger sabit Q noktasi da R de farkli bir bolgeyi belirlesin. O takdirde bu
iki bolgenin hacimleri arasindaki fark, yalnizca hareket eden tliggenin B, ve kapali B,

hareketlerine gore 6zel bir sekilde 6l¢iilen uzakliklarina baghdir, [22].

Ozel olarak, R hareketli uzaymin bir @ x, kuadriginin her noktasindan iki doguranin
gectigini ve bu kuadrigin bir diizlem olmadiginm kabul edelim (Bu halde @, kuadrigi
icin tek kanath hiperboloid 6rnek verilebilir.). @, kuadriginin X, noktasindaki teget
diizlemi tizerinde ®, de bulunmayan bir O noktasini géz 6niine alalim. Bu durumda
teget diizlem i¢inde X, noktasinda kesisen iki doguran vardir. Bunlar iizerinde X, ve
X, gibi iki keyfi nokta se¢elim. O noktasindan yapilan izdiisiim, karsi doguranlar
izerinde @, ve O, noktalari verir. O takdirde B, hareketi altinda, J, hacmi i¢in
(2.4.37) denklemi gegerli olur. Ayrnica X, X, ve X, noktalari, aynt @, kuadrigi

lizerinde olduklarindan; J, =J, =J, esitlikleri gegerli olur. Dolayisiyla Teorem

2.4.6 geregince, D(X,,X,)=D(X,,X;)=0 bulunur. O halde 4 +4, + 4, =1 denklemi

D )
ile (2.4.38) de verilen /1i=M esitligi, i=2,3 i¢in (2.4.37) denkleminde
D(X,,0,)
kullanilirsa,
D(0, D(Q,
Ty =Jp =&y (0.0.) D(© Q3)D2(X2,X3)

D(X,,0,) D(X,0;)

yazilabilir, [26].

Bu sonug, verilen kosullar altinda, klasik Holditch Teoremi’nin [2] uzaysal bir

genellestirilmisi olarak degerlendirilebilir. Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir:



54

Teorem 2.4.12: B, hareketi esnasinda, @, kuadriginin her noktasindan iki doguranin
geetigini kabul edelim. Ayrica @, kuadriginin X, noktasindaki teget diizlemi iizerinde
®, de bulunmayan bir O noktasini géz 6niine alahm ve teget diizlem i¢inde X,
noktasinda kesisen iki doguran iizerinde, X, ve X, gibi iki keyfi nokta segelim. O
takdirde bu hareket esnasinda X,, X, ve X, noktalar1 tarafindan R’ sabit uzayinda
belirlenen bdlgelerin J, hacmi ile Q noktasi tarafindan R’ de belirlenen bélgenin J,
hacmi arasindaki fark, yalmizca hareket eden liggenin B, ve kapali B, hareketlerine

gore 6zel bir sekilde olgililen uzakliklarina baghdir, [26].

2.5. E* DE KAPALI YORUNGE YUZEYLERININ PARCALARININ DIK
IZDUSUM ALANLARI iCiN BiR HOLDITCH-TiPi TEOREM

Bu alt béliimde; 6ncelikle £° de kapah bir B, hareketi altinda R hareketli uzayinda ele
alinan sabit bir noktanin R’ sabit uzayinda ¢izdigi kapali yoriinge ylizeyinin, lizerinde
taniml1 oldugu R(G) parametre bolgesinin -bir cemberin baglantililik yapisina sahip-

bir I' alt bolgesi lizerinde tanimli, bir parcasinin vektdrel alan elementi ve alan vektorii

formiilleri verilmistir, [30]. Sonra da bu kapali hareket esnasinda R de ele alinan
dogrudas ti¢ sabit noktanin R' de ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin, I" R(G)

bolgesi tizerinde tanimli, pargalarmin bir € birim normal vektorii dogrultusunda
herhangi bir diizlem iizerine dik izdiisiimlerinin alanlar1 ile ilgili bir Holditch-Tipi

Teorem [30] ve bununla birlikte bu teoremin bazi sonuglar1 [32] ele alinmistir.

B, hareketi altinda bir X =(xi) € R sabit noktasinin R’ de belirledigi bolgenin dJ,

hacim elementi i¢in elde edilen (2.4.17) kuadratik denkleminde, x; lerin ve karisik

kuadratik terimlerin katsayilari, sirasiyla,

O, NO, AW, +0,ANO,; A@, =0,

O, NO; AW, +0, Aoy A, =0, (2.5.1)

O, ANO, A0 +0, A0, Aw, =0
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Ve

O, AN ANO;+ 0, AN, Ay =0,
—O, NO, AW, + 03, Ay A, =0,

—O, AN, N0, +O0, A0, AW, =0

olacak sekilde segilirse ve «;;

Q=0,AN0, O, 1,J,k=12,32,31;312,

olarak tanimlanirsa, dJ, hacim elementi i¢in

_ 2 2 2
dJy, =0, Ao, NO + 0y X"+ 0, X, + o X,

bulunur. Eger 6" niin o, bilesenleri,

o, =5,0,+5,0,+s,0,, 1<i<3,

olarak yazilirsa; (2.5.2) denklemlerinden

(2.5.1) ve (2.5.6) denklemlerinden de

55, =0, i,j,k=1,2,323,1;3,1,2,

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

elde edilir. Gergekten; (2.5.5) denklemi, (2.5.1) denklemlerinde kullanilirsa, sirasiyla,

(_511 Sy3 T 81385 T8, 85, =), 331)0)1 Aoy, Aoy =0,
(S21 S3p 78 S35 T 85, 813~ 83 Slz)a)l N, N = 0:

(S32 813 7833 81, 783 855 T 5335, )a)l Ny, N@; =0

(2.5.8)
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ve (2.5.5) denklemi, (2.5.2) denklemlerinde kullanilirsa da, sirasiyla,

(51485 ) o Ao, A, =0,
(835 +583, )0, A, A, =0, (2.5.9)

(85, +53)0, A, Ay =0

yazilabilir. Ayrica ®,, @, ve o, formlan lineer bagimsiz olduklarindan; (2.5.8)

denklemlerinden, sirasiyla,

Shi (_S23 + S32) +8)38y, = 8,85, =0,
S22 (_531 +Sl3)+521 Sy =858, =0, (2.5.10)

S35 (—s12 +5,, ) + 85, 813 =85, 8y = 0

ve (2.5.9) denklemlerinden de, sirasiyla,

S, +5,, =0,
Sy +85, =0, (2.5.11)
Sy +8,=0

elde edilir. Boylece (2.5.11) deki denklemler, (2.5.6) da tek bir denklem ile ifade
edilebilir. Ayrica (2.5.11) deki denklemler, (2.5.10) denklemlerinde kullanilirsa; (2.5.7)
denklemi elde edilir, [30].

B, hareketi esnasinda, O € R baslangic noktasinin R’ de belirledigi bdlgenin hacim

elementi i¢in (2.4.15) ve (2.5.5) denklemlerinden,
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ATy = (81, 0+, @, +5,; @) A (3 O + 55 @y + 535 @) A(83, 0, +53, @, +55, @)

I:(Sn W+, Oy + 53 0)3)/\(S21 W) + 8y W) + 53 Wy ):' /\(Ssl W) + 83, 0, + 533 a)s)

Sll S22 a)l /\a)Z +Sll S23 a)l /\a)3 +S12 S2] a)Z /\a)l +S12 S23 a)Z /\CU3

+Sl3 S21 603 VAN a)l +S13 S22 0)3 A a)z
/\(S3l a)l +S32 a)z +S33 0)3)
=811 85 S33 O Ny N5+ 8y 85383 O Ny N Dy + 81, 8,5, S35 W, N\ O N @y
+S12 S23 S31 CUZ /\a)3 /\a)l +S13 SZl S32 a)3 /\a)l /\COZ +S13 S22 S3l a)3 /\a)2 /\a)l

= (311322533 = 8182383 T 812521833 T 81259383, 81355153, T 81355,55, ) O N\ Wy N\ Wy
yazilabilir. Burada (2.5.11) denklemleri gbz 6niine alinirsa,
dJO = (Sll S22 S33 + Sll S232 + SIZ2 S33 + S22 S312)a)1 A 0)2 A 0)3
elde edilir. dJ, # 0 olmasi i¢in
S Sy S5 TSy Sy 8, S5+ 85,85, # 0
olmalidir. Eger bu son denklemde, (2.5.7) denklemi g6z oniine alinirsa
81152833 # 0

bulunur. Buna gore s, # 0 olmalidir. O halde (2.5.7) denkleminden, s, =0 elde edilir.

Bu durumda s, =s, aliirsa, (2.5.5) ve (2.5.6) denklemlerinden
o =50, 1<i<3, (2.5.12)

yazilabilir. Bu son denklem kullanilarak; (2.5.3) denklemi,

a=s,or 0, 0, 1<i<3, (2.5.13)
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seklinde yeniden ifade edilebilir, [30]. Boylece B, hareketi altinda, X € R sabit

noktasinin R’ de belirledigi bolgenin hacim elementi igin (2.5.4) denkleminde, (2.5.12)
ve (2.5.13) denklemleri kullanilirsa;

_ 2 2 2
dJ —I:S1S2S3 +8, X7 +8, X, +5, X, ]a)1 NN
bulunur, [30].

X € R sabit noktasi, B, hareketi esnasinda R’ sabit uzayinda bir bolge belirler. Bu
bolgenin smir1, kapali bir ylizeydir. Bu yiizey, B, hareketi ile birlikte olusan kapali bir
B, hareketi altinda meydana gelen kapali yoriinge yiizeyidir. O halde kapali B,

hareketi esnasinda X noktasinin R’ de ¢izdigi kapali yoriinge yiizeyinin, I' « R(G)

bolgesi lzerinde tanimli, ¥, ile gosterilecek olan yiizey pargasinin dﬁ,'( ile

gosterilecek olan vektorel alan elementi i¢in (2.2.3) ve (2.4.12) denklemleri ile vektorel

carpimin ve 1-formlar arasindaki dis carpimin 6zellikleri goz oniine alinirsa;

- 1 . N N N
dF)’(ZE X' XdX' =T, NT, €, + T, AT, €, +T, AT, &, (2.5.14)

elde edilir, [30]. Boylece kapali B, hareketi altinda, ¥, yiizey parcasinin F) ile

gosterilecek olan alan vektori igin (2.2.5) ve (2.5.14) denklemlerinden,
- R 3
Fy=[[dfy =% [[o,nn &, ik=123231312,
r i=1 T

yazilabilir, [30]. Eger F, alan vektoriiniin ”rj/\rk bilesenleri, f,(X,X) ile
r

gosterilirse; F)’( alan vektori,
_ _ 3
Fy=|[dFy = f.(X,X)é (2.5.15)
r i=1

seklinde yeniden ifade edilebilir, [30].
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(2.4.11) ve (2.5.12) denklemleri kullanilarak, 7, A7, i¢in
N (s,.sj +xk2)a),. Ao+ (X, x, =X, )0, Ay, +(x,.s,. +xjxk)a)k NN

i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, bulunur. Eger bu denklem ile birlikte

Ha)l nw; =2a,;,

r
”sl.sja)[/\a)j:hij,
r

Hsia)i/\a)j =2b,,
r

_”Sj @, A@; =2c;
r

gosterimleri kullanilirsa;

a=da, e +Cl31 €, +Cl12 €

olmak iizere, F alan vektériiniin £, (X, X) ile gdsterilen J‘J 7, AT, bilesenleri igin
r

[(X,X)=hy =2b, x, +2¢, x,+2x,(a,%), i,j,k=1,2323,1;31,2, (2.5.16)
elde edilir, [30].

Simdi, kapal1 B, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda ele alinan dogrudas ii¢ sabit
noktanin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin, I" R(G) bolgesi

tizerinde tanmimli, pargalarimin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiistim

alanlar arasindaki iliskiyi inceleyelim, [30]:
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X =(x) ve Y=(»,), R de iki farkli sabit nokta ve Z=(z,) de XY dogru pargasi
izerinde bir diger sabit nokta olsun. Kapali B, hareketi altinda, X, Y ve Z
noktalarinin R’ de ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin pargalarini, sirasiyla, ¥,
Y, ve ¥, ile gosterelim. O halde ¥, yilizey parcasinin 17"2’ alan vektoriiniin

bilesenleri i¢in (2.5.16) denkleminden,
/i (Z,Z) =h, —2b,z, +2¢;z,+2z <&,E>
yazilabilir. Bu denklem, (2.4.24) ve (2.5.16) denklemleri kullanilarak diizenlenir ve
hjk -b, (xk + ¥, ) +¢; (xj + yj) + X, <d,)7> +, <ﬁ,)?>
ifadesi, f;(X,Y) ile gosterilirse;
f(Z,2)=2 (X, X)+2Au f;(X.Y)+ 1’ f;(Y.Y) (2.5.17)

elde edilir, [30].

Tanim 2.5.1: Kapali B, hareketi esnasinda bilesenleri
L(XY)=hy =b, (x,+y,)+¢, (x; +y,)+x.(@. 7))+, (@.5), (2.5.18)
i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, olan
. 3
Fyp=> f(X.Y)e (2.5.19)
i=1

vektoriine, sabit X,Y € R noktalar1 tarafindan R’ sabit uzayinda belirlenen karigik alan

vektorii ad verilir, [30].
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Boylece F“Z' alan vektorii i¢in (2.5.15), (2.5.17) ve (2.5.19) denklemlerinden,
F) =2 F,+2AuF,, +i° F, (2.5.20)

elde edilir. Ayrica (2.5.15), (2.5.16), (2.5.18) ve (2.5.19) denklemleri kullamlarak; F R

Fy, ve Fj alan vektorleri arasinda

Fy—2F, +F =2(a,x-y)(3-¥) (2.5.21)

M =F, -2F, +F (2.5.22)
yazilabilir. O halde (2.5.21) ve (2.5.22) denklemlerinden, M vektoriiniin XY vektorii

dogrultusunda oldugu sdylenebilir. Ayrica (2.5.22) ve A+ =1 denklemleri, (2.5.20)

denkleminde kullanilirsa; F alan vektorii,
F)=AF, +uF —AuM

seklinde yeniden ifade edilebilir, [30]. Bu son denklemden, kapali B, hareketi altinda

V¥, yiizey parcasimin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiigiim alani igin
<é’,ﬁz’>=ﬂ,<é’,ﬁ)}>+ y<é',ﬁ;>—/1 y<é’,1\7[> (2.5.23)
elde edilir, [30].

[zdiisiime ve kapali B, hareketine gore Ozel bir sekilde oOlgiilen, sabit X,Y e R

noktalar1 arasindaki D(X ,Y ) uzakliginin karesi
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D*(X,Y)= g<é’,M> =2¢(a,x-y)(e,x-y), e=+%I, (2.5.24)
seklinde tanimlanir, [30]. Burada XY dogru parcasinin yonlendirilmesiyle,
D(X.,Y)=-D(Y,X)

aliir, [30]. Ayrica XY vektoril dogrultusunda olan M vektorii ile & vektorii dik

vektorlerse, D(X,Y) uzakhig sifir olur.
Eger (2.5.24) denklemi, (2.5.23) denkleminde kullanilirsa

(e, F;)=A(e.Fy)+u(e,F)-eAuD*(X,Y) (2.5.25)
bulunur, [30].

Simdi, kapali B, hareketi esnasinda ¥, ve ¥, ylizey parcalarinin ayni oldugunu

kabul edelim. O takdirde F} = F, olur. Bu durumda (2.5.25) denkleminde, A+ =1
denklemi kullanilarak

(¢, F)-(e.F;)=eAuD’(X.Y) (2.5.26)

elde edilir, [30]. Ayrica izdiistime ve kapali B, hareketine gore tanimlanan uzaklik goz

Oniine alinarak, X, ¥ ve Z noktalar1 dogrudas olduklari i¢in
D(X,Z)+D(Z,Y)=D(X.Y)
ve (2.4.24) deki denklemlerde bulunan A ve v kullanilarak da

AD(X,Y)=D(Z,Y) ve uD(X,Y)=D(X,Z) (2.5.27)

yazilabilir. Burada D(X Y ) #0 ise A ve u, sirastyla,
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seklinde ifade edilebilir. O halde (2.5.27) denklemi, (2.5.26) denkleminde yerine

yazilirsa
(¢, F;)-(¢,F;)=¢D(X,Z)D(Z.Y)

bulunur, [30]. Bu denklemde, (2.2.6) denklemi goz Oniine almirsa; F}" ve F," ile

gosterilecek olan dik izdiisiim alanlar arasindaki fark i¢in
F);”—Fz'”ng(X,Z)D(Z,Y) (2.5.28)
elde edilir, [30].

Dolayistyla klasik Holditch Teoremi’nin [2]; E° de kapali ydriinge yiizeylerinin,
I'c R(G) bolgesi tizerinde tanimli, pargalarinin €' birim normal vektorii dogrultusundaki

dik izdiisiim alanlar1 i¢in bir genellestirilmisi olan agagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 2.5.1: X ve Y, R hareketli uzayinda iki farkl sabit nokta ve Z de XY dogru

pargasi tizerinde bir diger sabit nokta olsun. Bununla birlikte kapali B, hareketi altinda,

X, Y ve Z noktalarinin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge yilizeylerinin

pargalar, sirasiyla, W, , ¥, ve W, ile gosterilsin. Kabul edelim ki bu hareket altinda,
Y, =Y, olsun. Ayrica ¥, de ¥, den farkli olsun. O takdirde ¥, ile ¥, yiizey
pargalarinin € birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim alanlari arasindaki

fark, yalnizca izdiisiime ve kapali B, hareketine gore 6zel bir sekilde 6lgiilen D(X ,Z )

ve D(Z,Y) uzakliklarma baghdr, [30].

Simdi, M, N, X ve Y ; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun ve X ve Y

noktalari, MN dogru pargasi lizerinde bulunsun. Bununla birlikte kapali B, hareketi
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esnasinda, M, N, X ve Y noktalarinin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge

yiizeylerinin pargalari, sirastyla, ¥,,, ¥, , ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki
bu hareket esnasinda, ¥, ve W, yiizey parcalarinin € birim normal vektorii
dogrultusundaki dik izdiislim alanlar1 aym1 bir F;" alam iken; ¥, ve ¥, ylizey
parcalarinin € birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdisiim alanlar da F," den
farkly, sirasiyla, F," ve F;" olsun. Ayrica F," ile F;" alanlari arasindaki fark, F" ve
F,' ile F;" alanlar arasindaki fark da F," ile gosterilsin. Buna goére yukaridaki

kosullar altinda, F," ve F," i¢in (2.5.28) denkleminden, sirasiyla,

F"=F,'—F,"=¢D(M,X)D(X,N)
Ve

F'=F) ~F"=¢D(M,Y)D(Y,N)

yazilabilir. Eger F" / F," orani hesaplanirsa,

wimn DM, X
E'[E =—

(2.5.29)

seklinde de ifade edilebilir. Buradan acikc¢a goriilecegi gibi F£" / F)" orani, yalnizca

MN dogru pargast iizerindeki X ve Y noktalarinin seciliglerine baghdir ve X #Y

oldugundan;
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dir. Ayrica (2.5.29) esitligindeki

D(M,Y)D(X,N)

oran;; M, N, Y ve X noktalarinin ¢ifte oranidir, [54]. Eger (MN ,YX ) ile gosterilen

bu cifte oran [54], kisaca /¢ ile gosterilirse; (2.5.29) esitligi ile verilen F" / F," orani, ¢

cifte oranina bagh olarak
D(M,x)T
R | 2ULX)
D(M

seklinde yeniden ifade edilebilir.

O halde [32] de verilen Sonu¢ 1 in bir genellestirilmisi olarak asagidaki teorem

verilebilir:

Teorem 2.5.2: F" /Fz" oran, M, N, X ve Y noktalariin yalnizca rolatif

durumlarina baghdir.

Yukaridaki teoremin 6zel bir hali olarak [32] de verilen Sonug¢ 1, asagidaki sekilde

yeniden ifade edilebilir:

Sonu¢ 2.5.1: M, N, X ve Y; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun ve

X ve Y noktalari, MN dogru pargasi lizerinde bulunsun. Bununla birlikte kapali B,
hareketi altinda, M, N, X ve Y noktalarinin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapali
yoriinge yiizeylerinin pargalari, sirasiyla, ¥,,, ¥, , ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul
edelim ki bu hareket altinda, ¥,, =¥, olsun ve bu yiizey parcasinin € birim normal
vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim alan1 da F;" ile gosterilsin. Ayrica ¥, ve ¥,
yiizey parcalarinin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim alanlar1 da

F,/" den farkli, sirasiyla, F;" ve F;" olsun. Eger F}" ile F}" alanlar arasindaki fark,
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E" ve F|" ile F" alanlari arasindaki fark da F," ile gosterilirse; F"/F," oram igin

¢ =(MN,YX) olmak iizere,
2
F]"/Fz” :{M} Vi
D(M

esitligi gecerli olur.

Simdi, M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun. Bununla
birlikte MN ve AB dogru parcalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda
kesigsinler. Ayrica kapali B, hareketi esnasinda, M, N, A, B ve X noktalarinin R’

sabit uzayinda cizdikleri kapali yoriinge ylizeylerinin parcalari, sirastyla, ¥,,, ¥, ,

M
Y,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki bu hareket esnasinda, ¥,, =¥, iken;
¥Y,=¥, olsun veya ¥,, ¥,, ¥, ve ¥, yiizey parcalarmin hepsinin birden ayni
olmamasit kosuluyla, W, ve ¥, yiizey parcalarinin € birim normal vektorii

dogrultusundaki dik izdiisiim alanlar1 ayni bir F, alani iken; ¥, ve ¥, ylizey

pargalarinin € birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim alanlar1 da ayni bir

F;" alani olsun. O takdirde bu kosullar altinda bazi irdelemeler yapilarak, asagidaki

sonuclar ve bu sonuglar ile ilgili teoremler verilebilir:

Yukaridaki kosullar ve izdiisiim ile kapali B, hareketine bagli olarak tanimlanan
uzakliga gére D(M,N)#0 ve D(A,B)#0 kosullar: altinda, (2.5.28) denkleminde;

M, X, N ile A, X, B dogrudas nokta {igliileri géz dniine alinirsa, sirasiyla,

F)'~F"=¢D(M,X)D(X,N), &=%1

Ve

Fy"~F" =& D(4,X)D(X,B), &=t%I

yazilabilir. O halde asagidaki iki durum sézkonusudur:
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i) g =¢6=¢ise

F)' ~F}"=¢D(M,X)D(X,N),

F"-F;"=¢D(4,X)D(X,B)
ve dolayisiyla
F)'—~F;"=¢[D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)] (2.5.30)

elde edilir. Eger ¥, =¥, =¥, =¥, veya hepsi birden ayn1 olmayan ¥,,, ¥,, ¥,
ve Y, yiizey parcalarnin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim

alanlari esit, yani F)" = F;" ise (2.5.30) denkleminden
D(M,X)D(X,N)-D(A4,X)D(X,B)=0

bulunur. Tersine, bu son denklem gecerli ise (2.5.30) denkleminden
F/'-F"=0

ve dolayisiyla

rn __ porn
FM _FA

elde edilir. Bu ise kapali B, hareketi altinda, ¥,, =¥, =¥, =Y, olmas1 veya hepsi
birden ayni olmayan ¥, , ¥,, ¥, ve ¥, yiizey pargalarinin €' birim normal vektorii

dogrultusundaki dik izdiigiim alanlarinin esit, yani F;" = F;" olmas1 demektir.
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ii) & =—¢,=¢ ise

F)' ~F}"=¢D(M,X)D(X,N),

F"-Fy"=—¢D(4,X)D(X,B)
ve dolayisiyla
F)'-F;"=¢[D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)] (2.5.31)

elde edilir. Eger ¥, =¥, =¥, =¥, veya hepsi birden ayn: olmayan ¥,,, ¥,, ¥,
ve Y, yiizey parcalarnin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim

alanlari esit, yani F," = F;" ise (2.5.31) denkleminden
D(M,X)D(X,N)+D(A4,X)D(X,B)=0

bulunur. Tersine, bu son denklem gecerli ise (2.5.31) denkleminden
F/'-F"=0

ve dolayisiyla

rn __ porn
FM _FA

elde edilir. Bu ise kapali B, hareketi esnasinda, ¥, =%, =¥ ,="Y, olmas: veya
hepsi birden ayni olmayan ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥, yiizey parcalarmin € birim normal

vektorii dogrultusundaki dik izdiisiim alanlarinin esit, yani F,," = F;" olmasi demektir.

Boylece [32] de verilen Sonug 2, yukaridaki kosullar altinda asagidaki sekilde yeniden
ifade edilebilir:
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Teorem 2.53: M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.
Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, izdiistime ve kapali B, hareketine bagl

olarak tanimlanan uzaklhiga gére D(M,N)#0 ve D(A4,B)#0 kosullart altinda, bu

dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda kesigsinler. Ayrica kapali B, hareketi

altinda, M, N, A ve B noktalarin R’ sabit uzaymnda cizdikleri kapali yoriinge

yiizeylerinin parcalari, sirasiyla, W¥,,, ¥, , ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki
bu hareket altinda, ¥,, =¥, iken; ¥, =¥, olsunveya ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥, yiizey
parcalariin hepsinin birden ayni olmamas: kosuluyla, ¥,, ve ¥, ylizey par¢alarinin
€ birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiigtim alanlart ayni bir F}" alani iken;
¥, ve ¥, yiizey parcalarinin € birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdistim
alanlart da aym bir F;" alam1 olsun. O takdirde bu hareket altinda,
Y, =¥,=Y,="Y, olmas: veya hepsi birden ayn1 olmayan ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥,
yiizey pargalarinin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiistim alanlarinin
esit, yani F," = F;" olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki bagintilardan yalmzca

birinin gerceklenmesidir:

D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0

ya da

D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)=0.

Simdi de kabul edelim ki M, N, 4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta
olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X
noktasinda kesigsinler. Ayrica kapali B, hareketi esnasinda, M, N, 4, B ve X

noktalarinin R’ sabit uzayinda cizdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin pargalart,

swrastyla, ¥ ,,, ¥, , ¥ ,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Eger bu hareket esnasinda, '¥,, ve
Y, ylizey pargalarinin €' birim normal vektorii dogrultusundaki F)" dik izdiisiim

alani, ¥, ve ¥, ylizey pargalarinin € birim normal vektorii dogrultusundaki F;" dik
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izdiisim alan1 ve ¥, ylizey pargasinin €' birim normal vektorii dogrultusundaki F,"
dik izdiistim alani esit ise (2.5.28) denkleminde; M, X, N ile 4, X, B dogrudas
nokta tigliileri géz Oniine alinirsa, sirasiyla,

D(M,X)D(X,N)=0
ve

D(4,X)D(X,B)=0

elde edilir. Eger bu son iki denklem gegerli ise de (2.5.28) denklemi g6z Oniinde

bulundurularak, sirastyla,

F~F" =0
Ve

F"—F/"=0
veya

F =F}
Ve

F"=F}

elde edilir. Bu ise kapal1 B, hareketi esnasinda ¥,,, ¥,, ¥,, ¥, ve ¥, yizey
pargalarinin €' birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdiigiim alanlarinin esit, yani

F\' =F"=F;" olmasi demektir.
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Dolayisiyla [32] de verilen Sonug 2, yukaridaki kosullar altinda, Teorem 2.5.3 den
farkli olarak asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:

Teorem 2.54: M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.
Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X
noktasinda kesissinler. Ayrica kapali B, hareketi altinda, M, N, 4, B ve X

noktalarmin R’ sabit uzayinda cizdikleri kapali ydriinge ylizeylerinin parcalari,

siraswyla, ¥,,, ¥, , ¥,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki bu hareket altinda,
¥, ve ¥, ylizey pargalarinin € birim normal vektorii dogrultusundaki dik izdisim
alanlari ayni bir F}" alani iken; W, ve W, yiizey pargalarmin € birim normal vektorii
dogrultusundaki dik izdiisiim alanlar1 da ayni bir ;" alani olsun. O takdirde bu hareket

altimda ¥,,, ¥,, ¥,, ¥, ve ¥, ylizey parcalarinin € birim normal vektorii

M>
dogrultusundaki dik izdiisiim alanlarinin esit, yani F,,' = F;" = F}" olmasi igin gerek ve

yeter kosul

D(M,X)D(X,N)=D(4,X)D(X,B)=0

olmasidir, yani MN ve AB vektorlerinin & birim normal vektdriine dik olmalaridir.

2.6. L' n-BOYUTLU LORENTZ UZAYLARI

Bu alt boliimde, L' n-boyutlu Lorentz uzaylari ile ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir,

[55-59].
Tamm 2.6.1: V' sonlu boyutlu bir reel vektdr uzay1 olmak tizere;

<,>:V><V—>R

bilineer fonksiyonu, Vv, we V' igin <\7, Vv> = <Vv,\7> 0zeligini sagliyor ise bu fonksiyona

V' {izerinde bir simetrik bilineer form denir, [55].
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Tamm 2.6.2: <, >, V' sonlu boyutlu reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer

form olsun. Eger

i) VveV, v#0 i¢in <\7,\7> >0 ise < ,> ya pozitif tanimli,

ii) VvvelV , v+ 0 i¢cin <17,17> <0 ise < , > ya negatif tanimli,

iii) VeV, v #0 i¢in <\7,\7> >0 ise < , > ya pozitif yari-tanimli,

iv) VeV, ¥ £0 icin <\7,\7> <0 ise < , > ya negatif yari-tanimli,

v) Vwel ve <\7, vT/> =0 i¢in v =0 oluyorsa <,> ya dejenere olmayan, aksi takdirde

dejenere simetrik bilineer form denir, [55].

Tamm 2.6.3: <, >, V' sonlu boyutlu reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer

form ve W da V' nin bir alt uzayi olsun. <,> nin W lizerinde

()

WxW >R
w

ile tamiml kisitlanig1 negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin
boyutuna, <,> simetrik bilineer formunun indeksi denir ve bu indeks, v ile gosterilir.
Genellikle <,> simetrik bilineer formunun indeksi, ' vektor uzaymin indeksi olarak

almir ve 0 <v<boyV dir, [55].

Tamm 2.6.4: Sonlu boyutlu bir V' reel vektor uzay: tizerindeki dejenere olmayan bir

< , > simetrik bilineer formuna bir skaler carpim ve bu < , > skaler carpimiyla donatilmis

V' uzayma da skaler carpim uzay1 ad1 verilir, [55].

Teorem 2.6.1: Sonlu boyutlu bir ¥ skaler ¢arpim uzayinin (boyV >1),

ozeliklerine sahip bir {é,..,é,} ortonormal bazi vardir. Burada &,

i

1<i,j<n,

kronecker deltasi ve ¢, de ¢; vektoriiniin isaretidir, [55].
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Teorem 2.6.2: Sonlu boyutlu bir V' skaler ¢arpim uzaymin herhangi bir ortonormal

bazinin negatif isaretli vektorlerinin sayisi, V' nin indeksine esittir, [55].

Tamm 2.6.5: Sonlu boyutlu bir V' skaler ¢carpim uzayi i¢in boyV >2 ve v=11ise V' ye

Lorentz vektor uzayr denir. Eger 6zel olarak V' =R", n-boyutlu standart reel vektor

uzay1 alinirsa; x = (xl,... X ) ve y= (yl,...,yn) € R" olmak iizere,

>n

(,), R"xR" >R
n-1

(56,)7) — <)?,)7>L = le.yi -X,),

i=1

seklinde tanimlanan simetrik, bilineer ve dejenere olmayan <, > , metrik tensoriine R”

lizerinde Lorentz metrigi denir. Bu metrik ile birlikte R" vektoér uzayi, n-boyutlu
Lorentz uzay1 (veya Minkowski uzay1) olarak adlandirilir ve genellikle L' (veya RY)

ile gosterilir, [55].
Tanmim 2.6.6: X € L' olsun. Eger

i) <Fc,)?> , >0 yadax =0 ise X vektdriine bir uzaysal (spacelike) vektor,
ii) <5c',7c> , <0 ise X vektdriine bir zamansal (timelike) vektor,
iii) <)?,?c> , =0 ve x #0 ise ¥ vektoriine bir 1giksal (lightlike ya da null) vektor adi

verilir, [55].

Tanim 2.6.7: X, y € L' olsun. Eger

ise X ve y vektorlerine Lorentz anlaminda dik vektorler denir, [56].
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Tanim 2.6.8: Bir ¥ € " vektorinin normu

[, =}(%:%),|
olarak tanimlanir, [55].
Bu son tanim ve Tanim 2.6.6 dan, asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 2.6.3: X € L" olsun. O halde

i) |%], 20 du,
i) | ¥, =0 ve ¥ #0 < ¥ bir is1ksal vektordiir,
iii) X bir zamansal vektor ise ||)?||i = —<7c,)?> , dir,

iv) ¥ bir uzaysal vektor ise |5 =(%,%), dir, [55].
Tamm 2.6.9: L' de,

H"(-1)={seL"

(%,%)=-1},

S/ ={xer"

(%,%)=1]
LC" =7 e L\ {0})(%,%) = 0}

seklinde tanimlanan bu sozde kiirelere, sirastyla, n -boyutlu hiperbolik uzay, n -boyutlu

de Sitter uzay1 ve n -boyutlu 1s1k konisi (lightcone ya da nullcone) ad1 verilir, [55-57].
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Tamm 2.6.10: X =(x,,x,,x;) ve y=(»,,7,,5;) €L’ vektdrlerinin Lorentz anlaminda

vektorel garpimi

é ¢ —é
xx, y=det| x, x, x =(x2y3—x3y2,x3y1—xly3,x2y1—xly2)

N N N
seklinde tanimlanir, [58,59].

Teorem 2.6.4: X,YV, Z,te’ olmak fiizere, Lorentz anlaminda vektorel carpim

asagidaki 6zeliklere sahiptir:

, =1 ve & =-1 olmak iizere; R", de, 6‘=[§..8} seklinde

Tamm 2.6.11: ¢, =...=¢ i€

n—

tanimlanan matrise isaret matrisi denir, [55].

Tanmm 2.6.12: R" de,
Al =gA'e (2.6.1)

esitligini saglayan bir 4 regiiler matrisine Lorentz anlaminda bir ortogonal matris denir

ve bu matrislerin ciimlesi O, (n) ile gdsterilir. Her 4 € O,(n) matrisi igin det A==l
dir. det 4 =1 kosulunu saglayan bir 4 < O, (n) matrisine de Lorentz anlaminda bir 6zel

ortogonal matris denir ve bu matrislerin climlesi de SO, (n) ile gosterilir, [55].



76

Teorem 2.6.5: Bir 4 € R" matrisi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

i) 4€0,(n),

ii) 4 matrisinin siitun (satir) vektorleri, L' uzayinin ortonormal bir bazidir,

iii) 4, L' uzayinin ortonormal bir bazini ortonormal bir baza doniistiiriir, [55].

Tamim 2.6.13: S” =—¢£ S ¢ esitligini saglayan bir S € R”, matrisine Lorentz anlaminda

anti-simetrik bir matris denir, [55].
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, E* de verilen klasik Holditch Teoremi’nin [2], E° de 3 -parametreli
uzay hareketi ve 2 -parametreli kapali uzay hareketi altindaki genellestirilmislerinin
(Holditch-Tipi Teoremler’in) [22,26,30]; L’ deki karsiliklar1 arastrlmistir. Ayrica E° de
bu uzay hareketleri ile ilgili verilen bazi sonuglarin [11,22,26,32], L’ deki karsiliklari
cahsilmistir. Bu sebeple E° deki bu genellestirilmisler ve sonuglar, "Genel Kisimlar"

boliimiiniin 2.4 ve 2.5 alt boliimlerinde detayli bir sekilde ele alinmustir.

E® de 3-parametreli uzay hareketi ve 2 -parametreli kapali uzay hareketi esnasinda verilen
bu genellestirilmislerin ve sonuglarm [11,22,26,30,32], L' deki karsiliklarinmn
arastirilabilmeleri amaciyla; bes alt boliimden olusan "Bulgular" bdliimiiniin 4.1 alt
boliimiinde, "Genel Kisimlar" boliimiiniin 2.6 alt boliimiinde verilen Lorentz uzaylari ile
ilgili temel kavramlar kullamlarak, I’ de uzay hareketlerinin tiirev denklemleri elde
edilmistir. Ayrica bu uzay hareketleri altinda, hiz vektorleri tanimlanmis ve bu hiz
vektorleri arasindaki iliskiler ortaya koyulmustur. Bununla birlikte L’ de; 1-parametreli, 2 -
parametreli ve 3 -parametreli uzay hareketleri tanimlanmustir. Alt boliim 4.2 de; L’ de 3-
parametreli uzay hareketi altinda, hareketli uzayin herhangi bir sabit noktasi tarafindan sabit
uzayda belirlenen bdlgenin hacim elementi ve hacim formiilleri bulunmustur. Alt béliim 4.3
de de bu uzay hareketi altinda, hacimler i¢in Lorentz anlaminda Holditch-Tipi Teoremler ve
bazi1 sonuglar elde edilmistir. Alt boliim 4.4 de ise L’ de herhangi bir yiizeyin bir pargasimin,

€ = e, birim normal vektorii dogrultusunda, xoy -diizlemi lizerine dik izdiisiimiiniin alani

ile ilgili baz1 6n bilgiler verilmistir. Alt boliim 4.5 de de L’ de 2 -parametreli kapali uzay
hareketi esnasinda, hareketli uzaymn herhangi bir sabit noktasi tarafindan sabit uzayda
cizilen kapali yoriinge yiizeyinin bir pargasinin vektorel alan elementi ve alan vektori
formiilleri bulunmustur. Ayrica bu kapali uzay hareketi esnasinda kapali yoriinge
ylizeylerinin parcalarmin, € =¢€; birim normal vektorii dogrultusunda, x'o’y’-diizlemi
tizerine dik izdiistimleri almarak; yiizey parcalarimin dik izdiisiimlerinin alanlar igin

Lorentz anlaminda bir Holditch-Tipi Teorem ve bazi sonuglari elde edilmistir.
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4. BULGULAR

"Genel Kisimlar" béliimiiniin 2.4 ve 2.5 alt boliimlerinde, sirasiyla, £ 3 -boyutlu Oklid
uzayinda hareketli uzayda ele alinan sabit noktalarin 3-parametreli uzay hareketi
altinda sabit uzayda belirledikleri bolgelerin hacimleri ve 2 -parametreli kapali uzay
hareketi altinda da sabit uzayda ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin parcalarmin dik
izdiisiim alanlar ile ilgili Holditch-Tipi Teoremler ve ayrica bu uzay hareketleri altinda
verilen bazi sonuclar incelenmistir, [11,22,26,30,32]. Doktora tez ¢alismasinin orjinal
kismin1 meydana getiren bu boliimde ise ' 3 -boyutlu Lorentz uzayinda, hareketler ile
ilgili on bilgiler verildikten sonra bu teoremlerin ve sonuglarin karsiliklar

arastirilmugtir. Ayrica L' de bu hareketler ile ilgili bazi sonuglar elde edilmistir.

4.1. L DE HAREKETLER

Bu alt béliimde, L’ 3 -boyutlu Lorentz uzayinda hareketler ele almmustir ve L’ de, uzay
kinematigi i¢in gerek duyulan ve tipki egriler teorisindeki Frenet Formiilleri gibi 6nemli
rol oynayan, hareketlerin tiirev denklemleri verilmistir. Ayrica bu uzay hareketleri

altinda, hiz vektorleri tanimlanmis ve bu hiz vektdrleri arasindaki baz iligkiler ortaya

koyulmustur. Bununla birlikte I’ de; 1-parametreli, 2 -parametreli ve 3-parametreli

uzay hareketleri tanimlanmistir.

R ve R', I’ 3-boyutlu Lorentz uzayimnda birbiri {izerinde hareket edebilen, sirasiyla,

hareketli ve sabit Lorentz uzaylari olsun. Bu uzaylarda, sirasiyla, {O; 51,52,53} ve
{0%;¢,é,,¢,} dik catilar tespit edilsin, (Sekil 2.1. e bakiniz.). Bu iki dik ¢ati, sirasiyla,
R ve R’ uzaylarmin temsilcileri olarak kabul edilirse; R uzaymmin R' uzayma gore
hareketi, {0;51,52,53} hareketli dik catisinin {O’; él’,é;,é;} sabit dik catisina gore
hareketi olarak diigiiniilmektedir. Bu hareket, genellikle R/R’ ile gosterilmektedir.

Burada R ve R’ uzaylari, ayni sekilde yonlendirilmektedir.
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Tanim 4.1.1: R/R’ hareketinde OO’ vektoriine hareketin dteleme vektorii denir ve bu

vektor,
OO0 =ti=ué +u,é +u,e, (4.1.1)
ile gosterilir.

Eger {51,52,53} ve {é{,é;,é;} ortonormal bazlar1, matris formunda, sirasiyla,

seklinde gosterilirse; R ve R’ uzaylarmin ayni yonlendirilmeye sahip oldugu goz

oOntine alinarak, 4 € SO, (3) olmak iizere,

E=AE' veya E'=A'E (4.1.2)
yazilabilir. Buradaki ilk denklemin diferansiyeli alinirsa,
dE =dAE'+ AdE' (4.1.3)

bulunur. Burada E’ matrisi, R' sabit uzaym temsil ettiginden; dE’'=0 dir. O halde

(4.1.3) denklemi, (4.1.2) deki ikinci denklem goz Oniine alinirsa;
dE =dA(A"'E)=(dAA")E
seklinde yeniden yazilabilir. Bu son esitlikte

dAA" =0 (4.1.4)
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alinirsa,

dE =QEF (4.1.5)
elde edilir. 4 €S0, (3) matrisi regiiler oldugundan,
AA =1,
yazilabilir ve buradan da diferansiyel alinarak
dAA™" +A4d4™ =0
bulunur. (4.1.4) ve (2.6.1) denklemleri, bu son denklemde kullanilirsa;
Q+Aedd'e=0
veya
Q=-AedA"e (4.1.6)
elde edilir. Ayrica (4.1.4) ve (2.6.1) denklemlerinden,
Q=dA (8 A" 6‘)
bulunur. Bu matrisin transpozu alinirsa,
Q' =gAdedA”
elde edilir. Boylece bu son denklem, (4.1.6) denklemi ile birlikte diisiiniiliirse

Q' =—¢Q¢
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bulunur. O halde Q matrisi, Lorentz anlaminda anti-simetrik bir matristir. Bu durumda

Q) matrisinin bilesenleri, @, , 1<, j <3, ile gosterilirse; Q2 matrisi i¢in

Q=| o, 0 - (4.1.7)

seklinde de ifade edilebilir.

Tanmm 4.1.2: QQ matrisinin sifirdan farkli bilesenleri ile tanimlanan

vektoriine, R/R' hareketinin dénme vektori ad verilir.

Eger (4.1.7) ile verilen Q) matrisi, (4.1.5) denkleminde kullanilirsa;

de, =-w,é,—w,é,,
de,= w,é—-weé, (4.1.8)

de,=-w e, —w,é
elde edilir. Bu tiirev denklemleri, kisaca

e =(-1Y" w,é -we,, ij.k=123231312, (4.1.9)

1

seklinde tek bir denklem ile ifade edilebilir.
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de, icin verilen bu son denklemin dis tiirevi alinirsa,

1

0=d(de)=(-1)"(dé, new, +8,dw,)~(dé, n e, +& de,)
bulunur. Burada da (4.1.9) denklemi kullanilirsa,

0=(-1)" (((—l)i_j w, €, — o, é,.)/\a)j +é, da)j)—(((—l)k_i w, & — o, ék)/\a)k +¢ da)k)

J
=(-1)" o A we ~(-1)"" RN +(-1)"" do,é, ()" @, ne &

to, Ao ¢ —dw, e,
veya

0=((-1)" &, n @, ~dw, )¢, +((-1) " da, + &, n 0, )G,

elde edilir. {€,¢,,¢,}, lineer bagimsiz oldugu i¢in bu son denklemden
(-1) " @ A0, ~da, =0, (-1)"do,+o re,=0

veya
do,=())* @rn0y do,=(-1) " oy no,

yazilabilir. Bu durumda R/R’ hareketinin donme vektoriiniin bilesenleri icin

integrallenebilme kosullari,

do,=(-1)" o, ney, i),k =1,2,32,31;3,1,2, (4.1.10)

1

seklinde bulunur.
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(4.1.1) den kolaylikla ifade edilen O'O=—ii= —u, e —u,é, —u, e, vektoriinin

diferansiyeli alinir ve (4.1.8) deki denklemler kullanilirsa,

dO'O=—du
=—du, e —u,de —du, e, —u,de, —du, e, —u,de,

= (—du, —u,, + 1,0, ) &, +(—du, + w30, +u,00,) &, +(—du, +u,0, + 1,0, )&,
elde edilir. Burada
o, =—du,—(-1) u, 0, +u, 0,, i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,12, @4.1.11)
ve —dii = &' alinirsa,
6'=0,6+0,¢ +0,6 (4.1.12)
yazilabilir.

Tanim 4.1.3: (4.1.8) (veya kisaca (4.1.9)) ve (4.1.12) denklemlerine, R/R' hareketinin

tiirev denklemleri denir.
Eger (4.1.12) denkleminin dis tiirevi alinirsa,
0=d6' =dé no,+é do, +dé, no,+é,do, +dé, Ao, +&,do,

bulunur. Burada da (4.1.8) deki denklemler g6z 6niine alinirsa,

0=do’
=(-w,é,-w,é,) o, +do,é +(w,é —w &) no, +do, ¢,
+(-w é,—w,é) Ao, +doyé,
=—W, N0, 6, — W, NO,6,+d0, €+, N0, € —W, NO,&+d0,é,—W, NO; €,

-0, NO, ¢ +do,é,
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veya

0=(do,+ o, A0, — @, AG,)E + (-0, A0, +do, — @, AT,)E,

+(-w, Ao -0, Ao, +doy)é,
elde edilir. {€,¢,,¢,}, lineer bagimsiz oldugu i¢in bu son denklemden

do+w,n0,—w,N0,=0,
do,—o,rno,—w,n0,=0,

do,—o,no,—o,r0,=0
veya

do, =0, N0,—0, N®,,
do,=-0, "0, -0, N®,,

do,=-0, "0, —0, N,

bulunur. Béylece R/R' hareketinin 6teleme vektori ile ilgili olarak elde edilen bu

integrallenebilme kosullar1, kisaca
do,=(-1) o, rne,—0, ne,, i, j,k=1,2,3231312, (4.1.13)

seklinde de ifade edilebilir.

Simdi, R/R’ hareketi altinda R hareketli uzayinda ele alinan herhangi bir noktanin R’

sabit uzaymi temsil eden dik catinin baslangic noktasina gore konum vektoriiniin

degisimini inceleyelim:

R hareketli uzayindaki herhangi bir X noktasiin {O;é,,¢,,é,} hareketli dik ¢atismnimn

baslangi¢ noktasina gore konum vektort, OX =% ile gosterilirse



85

yazilabilir. Diger taraftan,
0X=00+0X

vektorel denklemi igin (Sekil 2.1 e bakimz.) X noktasinn {O';€],,,é,} sabit dik

catisinin baslangi¢ noktasina gére konum vektorii, O'X =X’ ile gosterilirse; O'O =—ii

oldugundan,

yazilabilir. O halde X" konum vektoriiniin degisimi olan dx’,
dx' =—du + dx
seklinde ifade edilebilir. Bu denklemde, (4.1.12) ve (4.1.8) denklemleri kullanilirsa

S ~ ~ - - - - _ -
dx' =0,€ +0,¢e,+0,¢ +dx e +xde +dx,e +x,de, +dx, e +x, de,
=0,6,+0,6,+0,&+(x, 0, —x,0,)é +(—x, 0, — x,0,) &, +(—x, @, — x, ®, ) &,

+dx, €, +dx, e, +dx; e,
veya

dx'= (0, + X, 0, — X, ®,)é +(0, = X0, — x, 0,) &, + (0, —x, 0, — X, 0,) &, (4.1.14)

+dx, e +dx, e, +dx, e,
elde edilir.

Buna gore [1,15,33-35,40,41,44] goz oniinde bulundurularak, I’ de hareketler altinda

hiz vektorleri i¢in asagidaki tanimlar ve teorem kolaylikla ifade edilebilir:
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Tanmim 4.1.4: R/R' hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasinin R’ sabit

uzayimnda ve R hareketli uzayinda sahip oldugu hiz vektdrlerine, sirasiyla, mutlak ve

relatif hiz vektorleri denir ve bu hiz vektorleri, sirasiyla,

X, =dv

Ve

Xy, =dx € +dx,é, +dx;e,

ile gosterilir.

Tamm 4.1.5: R/R’ hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasinin mutlak hiz

vektori ile relatif hiz vektorii arasindaki farka, stiriiklenme hiz vektorii denir ve bu hiz

vektori,

X, =(0,+x,0,-x,0,)8 +(0,—x;0,—x,0,) &, + (0, —x, 0, — x, @) &

ile gosterilir.

Teorem 4.1.1: R/R' hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasimin mutlak,

suriiklenme ve relatif hiz vektorleri arasinda
X, =X, +X,

bagintis1 gegerlidir.

Eger R/R’ hareketi esnasinda bir X € R noktasi, sabit ise X, =0 olacagindan;
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elde edilir. Bu sonuca gore herhangi bir X e R sabit noktast i¢in (4.1.14)

denkleminden,
— _ _ -
dx' = (0, +x, 0, —x; @,) & +(0, —x, 0, —x, @,) &, + (0 —x, ©, — x, @, ) &,
yazilabilir. Burada

r=0,+(-1) x,0-x 0, ijk=123231312, (4.1.15)

almirsa; dx’,
dx' =71, +1,€,+1,¢6, (4.1.16)
seklinde yeniden ifade edilebilir.

Calismamizin bundan sonraki kisminda, I’ de bir R/R' hareketi; i, 1<i<3, hareketin

parametre say1st olmak tlizere; kisaca B, ile gosterilecektir.

Tanim 4.1.6: R/R' uzay hareketinin # Oteleme vektorii ve €, 1 <i <3, vektorleri; reel
bir ¢ parametresinin (genellikle zaman olarak alinir) diferansiyellenebilir fonksiyonlari

ise {0;¢,¢,,¢,} hareketli dik ¢atisinin {0';¢,é,,¢;} sabit dik ¢atisina gore hareketi

olarak kabul edilen R hareketli uzaymin R’ sabit uzaymna gore hareketine, 1-

parametreli uzay hareketi denir ve bu hareket, kisaca B, ile gosterilir.

Tanim 4.1.7: R/R' uzay hareketinin # Gteleme vektorii ve &, 1<i<3, vektorleri;
t, ve t, reel parametrelerinin diferansiyellenebilir fonksiyonlari ise harekete, 2 -

parametreli uzay hareketi denir ve bu hareket, kisaca 2, ile gosterilir.
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Tanim 4.1.8: R/R' uzay hareketinin u Oteleme vektori ve €, 1<i<3, vektorleri;
t, t, ve t; reel parametrelerinin diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 ise harekete,

3 -parametreli uzay hareketi denir ve bu hareket, kisaca 8, ile gosterilir.

4.2. I’ DE 3-PARAMETRELI UZAY HAREKETI ALTINDA SABIT UZAYDA
BELIRLENEN BOLGENIN HACMi

Burada alt boliim 4.3 de gerekli olacak, 23, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda ele

alinan herhangi bir sabit noktanin R’ sabit uzayinda belirledigi bolgenin hacim elementi

ve hacim formiilleri verilmistir.

B, hareketi esnasinda, QO matrisinin @, bilesenleri ve —dii = &' vektoriiniin (4.1.11) de
verilen o, bilesenleri; ¢, ¢, ve ¢, reel parametrelerinin lineer diferansiyel formlaridir.
Ayrica 3-boyutlu parametre uzayinda (¢, parametrelerinin uzayinda) ele alinan bir G
bdlgesinin sinir1 -bir kiirenin baglantililik yapisina sahip- kapali ve yonlendirilebilir bir
R(G) yiizeyi olmak iizere; kendimizi bu G bolgesine karsilik gelen bir 2B, hareketine
kisitlarsak, R(G) ye de bu B, hareketi ile birlikte olusan kapali bir 2, hareketi
karsilik gelir. Bu kapali 2, hareketi altinda R hareketli uzayinda ele alinan sabit bir
nokta, R’ sabit uzayinda kapali bir yoriinge yiizeyi ¢izer ve bu kapal1 yoriinge yiizeyi,

2, hareketi esnasinda bu noktanin R’ de belirledigi bélgenin siniridur.

Tanmm 4.2.1: 2, hareketi alinda R hareketli uzaymnda ele alinan sabit bir X

noktasinin ~ R"  sabit uzayinda  belirledigi  bdlgenin  hacim  elementi;
T, =0,+X,0,—X,0,, T,=0,—X,0,—X,®, V& T,=0,—X 0, —X,0 olmak lzere,

(4.1.16) denklemi g6z Oniine alinarak
dJ, =T, AT, AT, (4.2.1)

seklinde tanimlanir. Bu tanimdan yararlanilarak elde edilen
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Ty =[dJ, (4.2.2)
G

ifadesine de bu bolgenin hacmi denir.

Bu tanima gore; 8, hareketi esnasinda O € R baslangic noktasinin R’ de belirledigi

bolgenin hacim elementi i¢in (4.1.15) ve (4.2.1) denklemlerinden,
dJ,=0,A0, NO, (4.2.3)

elde edilir. O halde (4.2.2) ve (4.2.3) denklemlerinden, O € R noktasinin R’ de

belirledigi bolgenin hacmi igin

J, =j-61 NO, NO, (4.2.4)
G

bulunur. Ayrica 8, hareketi altinda sabit bir X € R noktasinin R’ de belirledigi

bolgenin dJ, hacim elementi i¢in (4.1.15) ve (4.2.1) denklemlerinden,

dJ, =7, AT, AT,
=(o,+x,0,—x;0,) N0, —x; 0, — x, &) A0 — X, 0, — x, @)
=[(o,+x,0,—x,0,) A (0, — X0 - x,0,) | A (0, — X, 0, — x, )

O, NO, =0, AW X;— 0, AW, X, + 0 A O, X,

2
—W, AW Xy Xy — ) NO, X3+ Wy AW X5 + @) A, X, X,

/\(Gs_x1 W, — X, a)l)
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=0, NG, ACy— 0, AC, AW, X, — G, NG, A, X, — O, @, AT,y X,
+O,ADAD, X, X, + O\ AO| A @, Xy X, — Oy AWy ATy X,
+O A, AD, X+ O, ANO, AD, X, X, + O, ANC, AO, X,
— W, AN, AWy Xy X, — Wy ATy AW X," — 3 AW ATy X, X,
F WOy A DA Wy Xy Xy X, + Oy A O, A DX, Xy — ) ATy AT X,
F W) ANy AWy Xy X, + Wy NCy A D, Xy Xy + @y AW AC Xy
— W, NO A Dy XX, — D) NOYA D, Xy Xy + @) A Dy ATy Xy X,

2
— ) Ny NDy Xy X,T — @) Ny AN D, Xy X, X,
veya

dJy =0, ANO, AN, — O AD, A, X, + 0, NO, A@, X, — Ty AW A @y Xy
+(—o, A0 A0, — 0, A, A ;) X, X,
+(—0, A, AW — Oy Ay A )X, X, (4.2.5)
+(—oy A0, A, + 0, AW A, X X,
+(-0, A0y A@, +0, Aoy Ay X,
+(o, A0 A0+ 0, Ao A, )X,

+(-03 A0, AW+ 0, A0, AW, X,

elde edilir. dJ, hacim elementi, kisaca
3 -
dJX=01A02A03+Z(—1)J 0'1./\601‘/\a)kx1.2
i1 (4.2.6)

3
k
+Z(_U; Ao~ +(-1) 0, Ao, /\a)k)xl.xj
i=1

+

-

I
—_

i
((—1) O,ANO,AN®;+0,NO, /\a)k)xi,

1
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i, j,k=12,3;2,3,1;3,1,2, seklinde de ifade edilebilir. Eger (4.2.5) denklemi, (4.2.2)
denkleminde kullanilirsa; 2, hareketi esnasinda, X € R sabit noktasinin R’ de

belirledigi bolgenin J, hacmi i¢in

2 2
O\ NG, NC;— O A@y, AD X, + Ty AW A @, X,
2
—Oy ANO AW, X+ (=0, A0, A~ O, ADy A, X, X,
+(—0, A0, A~ O, Ay A X, X,

+(—0, AW, A, + 0, A A D)Xy X, (4.2.7)

<
e
Il
Q—

+(—0, A0, A, + O, Ay Ay X,

+(o, Aoy A+ 0, Ao, A @)X,

+(=0, AO AW+ 0, AT, A, )X,
bulunur. Ayrica (4.2.6) denklemi, (4.2.2) denkleminde kullanilir ve

A= j(—l)"‘k o, A0 NG, ik =1,2,32,3,1;3,1,2
G
alinirsa; (4.2.7) denklemi ile verilen J, hacmi, kisaca

J

e (4.2.8)

i
J.((—l) O, AO; A®, +0, AO, /\a)k)xl.,
G

3 3
Jy =j01 AO, A63+24xi2+2j(—0i A, /\a)k+(—1)kaj/\a)j /\a)k)xl.x.
G i=1

+

3
i=1
i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, seklinde de ifade edilebilir. Dolayisiyla 23, hareketi altinda
bir X € R sabit noktasinin R’ de belirledigi bolgenin J, hacmi, x, bilesenlerine gore

bir kuadratik polinomdur.
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Eger 0, Ao, 2-formunun diferansiyeli alinirsa,
d(O'j /\O'k)ZdO'j no, =0, ndo,
ve burada da (4.1.13) denklemi kullanilirsa,

d(aj/\O'k>:((—l)ka/\coi—ai/\a)k)/\O'k—Jj/\((—l)io;/\coj—aj/\a)i)

(—l)kO'k A, NO,—O, N NO, —(—l)iO'j ANOAND;+0,NO, AN,
veya

d(O'j/\O'k):(—l)iO',. NO;AND, +0; NO, A @,
elde edilir. Burada Stokes Formiilii kullanilirsa,

I((—l)faiAajij+aiAak/\a)k): I o, AO, (4.2.9)
G R(G)

bulunur. Benzer sekilde o, A @; 2-formunun diferansiyeli alinirsa,
d(o; A a)j) =do, A0, -0, Ndo,

ve burada da (4.1.10) ve (4.1.13) denklemleri kullanilirsa,

d(o, /\a)j):((—l)j O, A0, —0, /\a)j)/\a)j—o; /\((—1) "o, /\a)i)

=(-1) o, h0, r0, 0, no, Ao, ~(-1) o, A0 A,
veya

d(o; A a)j) =(-1Y o, 09 nO, ~(-1)" o, r0, n0,
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elde edilir. Burada Stokes Formiilii’niin kullanilmasiyla da

j(—ai Ao, e, +(-1) oA, /\a)k) =—(-1)"" _[ N
G

(4.2.10)

bulunur. Buna gore 8, hareketi esnasinda bir X € R sabit noktasinin R’ de belirledigi

bolgenin J, hacim formiilii i¢in elde edilen (4.2.8) ile verilen kuadratik polinomda,

lineer ve karisik kuadratik terimlerin katsayilar1 sifir olacak sekilde uygun bir hareketli

koordinat sistemi segilirse; (4.2.9) ve (4.2.10) denklemlerinden, sirasiyla,

J.((—l)io;/\aj/\a)j+o;/\ak/\a)k)= J. o, A0, =0
G R(G)

\

(4.2.11)

i, j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, seklinde de ifade edilebilir. Gergekten, o, A @, SUNCHRT

o, A, 2-formlarmin diferansiyelleri alinirsa, sirasiyla,
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d(o,Aw)=do,rnw,—0, "dw,

d(aj /\a)j)=daj AW, =0, /\dcoj,

d(o, rnew,)=do, no,—0, Ado,

ve bu denklemlerde de (4.1.10) ve (4.1.13) denklemleri kullanilirsa, sirasiyla,

d(o,ne)=(-1) o, r0, rne,~0, neo, Ao, —(-1) " 0, 00, A,

k—

d(a./\a).)=(—1)kak NN I NCANCI 3 ) A JUNOINTR

J J

d(o, rne)=(-1) 0, rn0, A0, ~0, A0, Ao, (1) kak/\a)l./\a)j

bulunur. Bu denklemlerden,

_(—1)k d (o, A a)i)+d(aj /\a)j) = ((—l)kﬂ;i +l)ai INCIVNON

()" +(-1)7)o, r 0 ne,

Ve

d(o, A a)l.)+(—1)k7i d(o, ney)= (—(—I)H +(—1)k)0'l. AQ, N,

H + (1) 7)o, ha ne,
yazilabilir. Bu son iki denklemden de

(-0 =(=1)")d (o, r @) +((=1) +(=1)")d (0, n0,)

+((—1)H + (—1)7”)41’(0,{ rw,)=4(-1) o, A ;N O,

elde edilir. Burada G bdlgesi iizerinden integral alinir ve Stokes Formiilii kullanilirsa,
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J(—l)j_ko-i AO, A O,
G

(07 =)o na +((-1) " +(-1) ), no,

| +H(-) " +1) o n e

% (-1y" O, A®, +0, /\a)k}

i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, ve boylece 4,, 1<i<3, katsayilar1 bulunur.
Boylece (4.2.11) denlemi ile verilen J, hacmi i¢in asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.2.1: B, hareketi altinda esit J, hacimli bolgeler belirleyen hareketli uzayin

biitlin sabit noktalari, bir @, kuadrigi iizerinde bulunur.

4.3. I DE HACIMLER ICIN HOLDITCH-TiPi TEOREMLER

Bu alt boliimde, 23, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda ele alinan sabit noktalarin

R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri ile ilgili Holditch-Tipi Teoremler

ve bununla birlikte baz1 sonuglar elde edilmistir.

Simdi, 2B, hareketi altinda R hareketli uzayinda ele alman dogrudas ti¢ sabit

noktanin R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iliskiyi

inceleyelim:

X =(x) ve Y=(»,), R de iki farkli sabit nokta ve Z=(z,) de XY dogru pargasi

tizerinde bir diger sabit nokta olsun. Bu Z noktasinin bilesenleri i¢in
z,=Ax;+uy, A+pu=1 (4.3.1)

yazilabilir. O halde 2, hareketi esnasinda Z noktasinin R’ de belirledigi bolgenin J,
hacmi i¢in (4.2.11) ve (4.3.1) denklemlerinden,
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=J0+2Ai(/1x[+/1y[)2

i=1

3

=J, +/122147xi2 +2ﬂ,uZ3:Aixiyi +,uzz3:Aiyi2
i=1

i=l1 i=1

3
=Jo+ A (Jy =) +2A 1) Axy, + 12 (Jy, = J,)

i=1

3
=AJ, +((1—(ﬁ+,u)2)+2/1,u)J0 +2Au) Axy, + i’ J,
i=1

veya

3
J,=A"J, +2/1,L1(J0 +2Aixl.yl.j+y2 J,

i=1

3
bulunur. Burada J, + ZA,.xi v, ifadesi, J, ile gosterilirse;
i=1

JzzlzJX+2l/1JXY+/12JY (4.3.2)
elde edilir.

Tanim 4.3.1: &, hareketi altinda

3
S =Jo+ Y Axy, (4.3.3)

i=1

olarak tanimlanan J,, ifadesine, sabit X,Y € R noktalarmin R’ de belirledikleri

karigik yoriinge hacmi denir.

Bu tanima gore, J,, =J,, ve J,, =J, oldugu agiktir. Ayrica (4.2.11) ve (4.3.3)

denklemlerinden,
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3
Jo=20 gy +dy =D A4 (x,~y) (4.3.4)
i=1
yazilabilir. Buna gore 2, hareketi esnasinda, Z noktasinin R’ de belirledigi bolgenin

J, hacmi i¢in (4.3.2) denkleminde; (4.3.4) ve A+ u =1 denklemleri kullanilirsa,

3
J, =/12JX+/1y(JX+JY—2Al.(xl.—yl.)2j+,u2Jy

i=1

3
:/12JX+/1ny+/1,uJY—ﬂ,yZAi(xi—y[)2+y2JY

i=1

3
=A(A+u)Jy +,u(/1+,u)JY—/1,uZAl.(xi—yl.)2

i=l1

3
=lJX+,uJY—/1,uZAi(xi—yl.)2
i=1

bulunur.

Dolayistyla 2, hareketi altinda, J,, J, ve J, hacimleri arasindaki iliskiyi veren

asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.1: X ve Y noktalari, R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta ve Z de

XY dogru pargasi iizerinde bir diger sabit nokta olsun. 25, hareketi esnasinda, X, ¥

ve Z noktalarinin R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasinda

3
Jy= AT+ ud, = Apd> A(x -y, (4.3.5)

i=1
bagintis1 gecerlidir.

B, hareketine ve onunla birlikte olusan kapali 2, hareketine gore 6zel bir sekilde

Olclilen, sabit X,Y € R noktalar arasindaki D(X Y ) uzakligiin karesini
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D*(X,Y)=¢> 4(x,-y), e=tl (4.3.6)

seklinde tanimlayalim. Bu tamim; E° de B, hareketi ve onunla birlikte olusan kapali B,

hareketi altinda, [22,26] da verilen tanimin L’ deki karsiligidur.

Eger (4.3.6) denklemi, (4.3.5) denkleminde kullanilirsa;
J,=AJy+uld,—eAuD?(X,Y) 4.3.7)

elde edilir.

XY dogru pargasinin yonlendirilmesiyle,
D(X,Y)=-D(Y,X)

alinir. Ayrica B, hareketine ve onunla birlikte olusan kapali 23, hareketine gore

tanimlanan uzaklik g6z 6niine alinarak; X', ¥ ve Z noktalar1 dogrudas olduklari i¢in
D(X,Z)+D(Z,Y)=D(X,Y)

ve (4.3.1) deki denklemlerde bulunan A\ ve p kullanilarak da
AD(X,Y)=D(Z,Y) ve uD(X,Y)=D(X,Z) (4.3.8)

yazilabilir. Burada D(X,Y)#0 ise X ve p, sirasiyla,

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda (4.3.7) denkleminden, J, hacmi i¢in
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J, =—Y)[D(Z,Y)JX+D(X,Z)JY]—gD(X,Z)D(Z,Y)

yazilabilir.

Simdi, 2, hareketi altinda XY dogru parcasinin ug¢ noktalarinin R' de ayn1 bir bolgeyi
belirlediklerini kabul edelim. O takdirde J, =J, olur. Buna gore (4.3.8) ve A+ u=1

denklemleri, (4.3.7) denkleminde kullamlirsa; J, ile J, hacimleri arasindaki fark igin
Jy—J,=¢D(X,Z)D(Z.Y) (4.3.9)
elde edilir.

Bu sonug, £’ de B, hareketi esnasinda hacimler igin elde edilen sonucun [22]; I’ deki

karsihigidir. O halde 2B, hareketi altinda, asagidaki Holditch-Tipi Teorem verilebilir:

Teorem 4.3.2: X ve Y, R hareketli uzayinda iki farkl sabit nokta ve Z de XY dogru

pargasi lizerinde bir diger sabit nokta olsun. XY dogru parcasi, &, hareketi esnasinda

Oyle hareket ettirilsin ki; X ve Y noktalar1 R’ sabit uzayinda ayni bir bdlgeyi
belirlerlerken, Z noktast da R’ de farkli bir bdlgeyi belirlesin. O takdirde bu iki

bolgenin hacimleri arasindaki fark, yalnizca 2, ve kapali 25, hareketlerine gore ozel

bir sekilde dlgiilen D(X ,Z ) ve D(Z Y ) uzakliklarina baglidir.

Simdi, 2, hareketi altinda R’ sabit uzayinda belirlenen karigik yoriinge hacminin
geometrik yorumu i¢in aym1 @, kuadriginin farkli X ve Y noktalarindan yola ¢ikalim.
Bu durumda @, ile @, cakisir ve J, =J, olur. Eger P=(p,) noktasi, X ve Y

noktalarina gore Z noktasinin harmonik eslenigi ise

p,=Ax+uy, A+u=1
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ve bununla birlikte z, =Ax,+uy,, A+u=1 oldugu i¢cin uA'+ ' A=0 yazlabilir,

[54]. O halde P ve Z noktalariin R’ de belirledikleri J,, karisik yoriinge hacminin

3
geometrik yorumunu ifade edebilmek i¢in ZAZ. p,z; toplami hesaplanirsa,
i=1

ZAp”—ZA "X+ Uy, (/1x[+,uyi)

3 3
—MLZAX (At )Y Ax Y+l Y Ay
i=1 i=l
=V Ay =Jo)+ (A u+ ' A)(J yy = I )+ 1 1 (Jy, =)
=V A=A 2d g+ (A p+ ' 2) Ty (A i+ ' 2) Iy + 4 1y — ' 1,
3
Jy+dy =>4 (x-»)

=V AT = A AJy+ (A i+ ' ) i:‘2

(At )+ p pdy = uJ,
=(AA+2 p+ ' A+ p)Jy —(A A+ p+ ' A+ ' ) J,

=(A+ i) (A+p) ] —(A+ ')A+ 1),

veya
3
ZAipiZi =Jy—Jo
i=1
elde edilir. Diger taraftan, P ve Z noktalari i¢in (4.3.3) denkleminden

3
ZAipiZi =Jp,—Jo
i-1

bulunur. Bu son iki denklemin sol taraflar1 esit oldugu igin

elde edilir.
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Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.3: B, hareketi esnasinda R hareketli uzaymin P ve Z noktalarn, @,
kuadrigine gore bir eslenik nokta ¢ifti ve J,, de bu noktalarin R’ sabit uzaymnda
belirledikleri karisik yoriinge hacmi olsun. Bu durumda J,, hacmi ile @, kuadriginin

noktalarinin belirledikleri bolgelerin J, hacmi esittir.

Simdi de X ve Y noktalarimi, @, kuadriginin bir dogurani {izerinde secelim (Bu halde
@, kuadrigi i¢in 151k konisi ve de Sitter uzay: sdzde kiireleri, diizlem ve silindir 6rnek
verilebilir.). O takdirde (4.3.1) deki denklemler yardimiyla belirlenen Z noktasi da @,

kuadrigi tizerinde bulunur. Buna goére J, =J,=J, olur. Bu sonu¢ ve A+u=1

denklemi, (4.3.7) denkleminde kullanilirsa;

D(X,Y)=0

kosulu elde edilir.

Dolayisiyla agsagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.4: R hareketli uzaymmin X ve Y noktalari, @, kuadriginin bir dogurani
tizerinde bulunuyorlarsa; bu noktalar arasindaki 2, ve kapali 23, hareketlerine gore

Ozel bir sekilde dl¢iilen D(X Y ) uzaklig sifir olur.

Simdi, M, N, X ve Y; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun. Bununla

birlikte X ve Y noktalari, MN dogru pargas lizerinde bulunsun. Kabul edelim ki 2,
hareketi altinda, M ve N noktalar1 R hareketli uzaymin ayni bir ®,, kuadriginin
lizerinde bulunurlarken; X ve Y noktalar1 da R hareketli uzaymin @®,, den farkh
olan, sirasiyla, ®, ve @, kuadriklerinin iizerinde bulunsunlar. Ayrica J,, ile J,

hacimleri arasindaki fark, J ve J, ile J, hacimleri arasindaki fark da J' ile
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gosterilsin. O takdirde yukaridaki kosullar altinda, J ve J' i¢in (4.3.9) denkleminden,

sirasiyla,

J=J,~Jy=eD(M,X)D(X,N)

Ve

J'=J,~J,=¢D(M,Y)D(Y,N)

yazilabilir. Burada J/J' orani hesaplanirsa,

J|J =

bulunur. Bu esitlik,

J/J,z{D(]]\\/[/[,);)} D(M,Y)D(X,N)

(4.3.10)

seklinde de ifade edilebilir. Buradan agik¢a gériilecegi gibi J/J' orani, yalmizca MN

dogru pargas1 iizerindeki X ve Y noktalarinin secilislerine baglidir ve X #Y

oldugundan,
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orani; M, N, Y ve X noktalarinin ¢ifte orandir, [54]. Eger (MN ,YX ) ile gosterilen

bu cifte oran [54], kisaca ¢ ile gosterilirse; (4.3.10) esitligi ile verilen J/J' oram, ¢

cifte oranina bagl olarak
p(M.x)]
J/ J'= M Y
D(M

seklinde yeniden ifade edilebilir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.5: J/J' orani; M, N, X ve Y noktalarinin yalnizca rélatif durumlarina

baglidir.
Yukaridaki teoremin 6zel bir hali olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.3.1: M, N, X ve Y; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.
Bununla birlikte X ve Y noktalari, MN dogru pargasi iizerinde bulunsun. Kabul

edelim ki B, hareketi esnasinda, M ve N noktalar1 R’ sabit uzayinda J,, hacimli
ayni bir bolgeyi belirlerlerken; X ve Y noktalar1 da R’ de hacimleri J,, den farkl
olan, swrastyla, J, ve J, hacimli bolgeler belirlesinler. Ayrica J,, ile J, hacimleri
arasindaki fark, J ve J,, ile J, hacimleri arasindaki fark da J' ile gosterilsin. O

takdirde J/J' orant i¢in ¢ =(MN,YX ) olmak iizere,
p(M, x|
J/J'{—( ’ )} ’
M

esitligi gecerli olur.

Simdi, M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun. Kabul
edelim ki MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda
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kesigsinler. Ayrica 8, hareketi altinda, M ve N noktalar1 R hareketli uzaymin ayni
bir ®,, kuadriginin lizerinde bulunurlarken; 4 ve B noktalari da R hareketli uzayinin
aym: bir ®, kuadriginin lizerinde bulunsunlar. O takdirde bu kosullar altinda bazi

irdelemeler yapilarak, asagidaki sonuglar ve bu sonuglarla ilgili teoremler verilebilir:

Yukaridaki kosullar ve 2, ile kapal1 23, hareketlerine bagh olarak tanimlanan uzakliga

gore D(M,N) #0 ve D(A,B) # 0 kosullan altinda, (4.3.9) denkleminde; M, X, N

ile 4, X, B dogrudas nokta iicliileri g6z oniine alinirsa, sirasiyla,
Jy—Jy :ng(M,X)D(X,N), g =1%1

ve
J,~Jy=6D(4,X)D(X,B), & =4I

yazilabilir. O halde asagidaki iki durum sézkonusudur:

i) g =¢,=¢ 1se

Jy—Jy=eD(M,X)D(X,N),

J,~J,=¢D(4,X)D(X,B)
ve dolaystyla

Jy—J,=¢|D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)] (4.3.11)
elde edilir. Eger @, =@, ise J,, =J, olur ve boylece (4.3.11) denkleminden

D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0
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bulunur. Tersine, bu son denklem gecerli ise (4.3.11) denkleminden
Jy,—=J,=0

ve dolayisiyla

elde edilir. Bu ise 25, hareketi esnasinda, M, N, 4 ve B noktalarinin; R hareketli

uzaymin ayni bir kuadriginin (®,, = ® A) tizerinde bulunmalar1 demektir.
ii) & =—¢,=¢ ise

Jy—Jy=eD(M,X)D(X,N),

J,~J,=-eD(4,X)D(X,B)
ve dolaystyla
Jy—J,=¢|D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)] (4.3.12)
elde edilir. Eger ®,, =®, ise J,, =J, olur ve bdylece (4.3.12) denkleminden
D(M,X)D(X,N)+D(A4,X)D(X,B)=0
bulunur. Tersine, bu son denklem gegerli ise (4.3.12) denkleminden
Jy=J,=0

ve dolayisiyla
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elde edilir. Bu ise &, hareketi altinda, M, N, A ve B noktalarinin; R hareketli

uzaymin ayni bir kuadriginin (®,, = ® A) tizerinde bulunmalar1 demektir.

O halde asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.6: M, N, A4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.

Kabul edelim ki MN ve AB dogru pargalari, 2, ve kapali 2, hareketlerine bagl
olarak tamimlanan uzakliga gore D(M,N)#0 ve D(A,B)#0 kosullar altinda, bu
dort noktadan farkli sabit bir X' noktasinda kesigsinler. Ayrica 2, hareketi esnasinda,
M ve N noktalar1 R hareketli uzaymmn ayni bir @, kuadriginin iizerinde
bulunurlarken; 4 ve B noktalar1 da R hareketli uzaymm aym bir @, kuadriginin

tizerinde bulunsunlar. O takdirde bu hareket esnasinda, M, N, A ve B noktalarinin;

R hareketli uzaymin ayni bir kuadriginin ((D v =D A) iizerinde bulunmalari i¢in gerek

ve yeter kosul asagidaki bagintilardan yalnizca birinin gergeklenmesidir:

D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0

ya da

D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)=0.

Simdi de kabul edelimki M, N, 4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta
olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru parcalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X
noktasinda kesissinler. Eger 2, hareketi altinda, R de; M ve N noktalarinin lizerinde
bulundugu ®,, kuadrigi, 4 ve B noktalarinm iizerinde bulundugu ® , kuadrigi ve X
noktasinin iizerinde bulundugu @, kuadrigi aym ise J,, =J,=J, olur. Buna gore

(4.3.9) denkleminde; M, X, N ile A, X, B dogrudas nokta {igliileri g6z Oniine

alinirsa, sirasiyla,
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D(M,X)D(X,N)=0

Ve

D(4,X)D(X,B)=0

elde edilir. Eger bu son iki denklem gecerli ise de (4.3.9) denklemi g6z Oniinde

bulundurularak, sirasiyla,

Jy—J,=0
veE

J,~J, =0
veya

Jy=J,
veE

J,=J,

elde edilir. Bu ise 2, hareketi esnasmnda, M, N, 4, B ve X noktalarinin; R
hareketli uzaymin aym bir kuadriginin (®, =®,=®,) iizerinde bulunmalari

demektir.

Dolayisiyla asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 4.3.7: Kabul edelimki M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkl sabit
nokta olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkl sabit
bir X noktasinda kesissinler. Ayrica 2, hareketi altinda, M ve N noktalar1 R

hareketli uzaymin ayni bir @,, kuadriginin iizerinde bulunurlarken; 4 ve B noktalari
da R hareketli uzaymnm aynm bir ® , kuadriginin tizerinde bulunsunlar. O takdirde bu

hareket altinda, M, N, A, B ve X noktalarinin R hareketli uzaymin ayni bir

kuadriginin (®,, =®, =® ) iizerinde bulunmalar igin gerek ve yeter kosul

D(M,X)D(X,N)=D(4,X)D(X,B)=0
olmasidir.

Yukaridaki teorem, Teorem 4.3.4 g6z oniinde bulundurularak, asagidaki sekilde de ifade

edilebilir:

Teorem 4.3.8: Kabul edelimki M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkl sabit
nokta olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru parcalari, bu dort noktadan farkli sabit

bir X noktasinda kesissinler. Ayrica &, hareketi esnasinda, M ve N noktalar1 R
hareketli uzaymin ayni bir @,, kuadriginin iizerinde bulunurlarken; 4 ve B noktalari
da R hareketli uzaymnm aynm bir ® , kuadriginin tizerinde bulunsunlar. O takdirde bu

hareket esnasinda, MN ve AB dogru parcalarmin; R hareketli uzaymnm ayni bir

kuadriginin (d) =D A) bir X noktasinda kesisen iki dogurani olmalar1 i¢in gerek ve

yeter kosul

D(M,X)D(X,N)=D(4,X)D(X,B)=0

olmasidir.

Simdi, R hareketli uzayinda ele alman dogrudas olmayan {i¢ sabit noktanin ve bu

noktalarin tanimladiklar1 diizlem iizerindeki bir diger sabit noktanin; 23, hareketi
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altinda, R’ sabit uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iligkiyi

inceleyelim:

X, :(xl.) , X, :(yi) ve X, :(zi) , R de dogrudas olmayan ii¢ sabit nokta ve Q:(qi)
de X,, X, ve X, noktalarinin tanimladiklari diizlem iizerindeki bir diger sabit nokta

olsun, (Sekil 2.2 ye bakiniz.). Bu durumda Q noktasinin bilesenleri i¢in

g =Ax+Ay+A4z, A+4+4 =1 (4.3.13)
yazilabilir.

B, hareketi esnasinda O noktasi tarafindan R’ de belirlenen bdlgenin J, hacmi igin

(4.2.11) ve (4.3.13) denklemlerinden,

3
Jy=Jo+ Y, 4q]

i=1

3

=%+Z;q4%+@%+%4f

=yt A 24)@.2 £ 2] iAl.yﬁ £ A7 iAizf
u@@i4muaa@i4ww4@@i4wg

=Jo+ 22 (L, = o)+ 27 (Vi =0 )+ 457 (V= o)
2, lZi:Axiyi +20, 4, lZi:Aixl.zi 20, 2, illziyizi

=7y 42 w2 T (1= (At A+ ) )+ 20 420 A4 20 A )

3 3 3
+24 4, zAixiyi +24 A4 ZAI"X[Z[ +24, 4 ZAiini
i1 i=1 i=1

veya
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3 3
Jo= ATy + 27 Ty + 27T 24 4, (JO +>. A,.x,.y,.) +24, A (JO + ZA,.x,.z,.j

i=1 i=1
3
+24, 44 [Jo + z Aiyizi]
i=1
bulunur. Burada (4.3.3) denklemi g6z Oniine alinirsa,

JQ =112J)(, +122J,\'2 +ﬂ'32Jx3 +2/1I/12JX1X2 +2/1I//{3JX1X3 +2//{2£’3JX2X3

elde edilir. Bu denklemde de (4.3.4) ve A4 + A4, + 4, =1 denklemleri kullanilirsa,

3
Jy =A? Iy, +4,° Iy, + A7 Ty, + Ay (JXI +Jy, —ZAl.(xi —yl.)zj
i=1

+A23[JX1 +Jy, —Z::A[(xi—zi)z}rﬂz%(]xz +J,, —Z::Ai(y[—z[)zj
=4 (At A+ 2) Ty + 2 (A4 A+ 2) Ty + A (A + A+ 4)

SO ICEREVRWICEARTRS WICEs)
= ATy A2+ 2Ty

3
2
_/11 ﬂ“z zAi(xi _yi) _/11 ﬂ'} ZAi(xi _Zi)
i=lI i
bulunur. Burada da (4.3.6) denklemi kullamilirsa, J,, hacmi i¢in

Jo =/11JX1 +/12JX2+ABJX3
(4.3.14)

_{‘912/1112 D’ (XI,X2)+3131113D2 (X15X3)+823 A 25 D (XzaXs)}

elde edilir.
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Eger O, noktalar, X,0 ve X, X, i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, dogru pargalarinin kesisim

noktalar1 olarak alinirsa; miimkiin olan tiim uzakliklarin sifirdan farkli olmalar1 kabulii

altinda, Sekil 2.2 yardimiyla 4, 1 <i <3, i¢in asagidaki hesaplamalar yapilabilir:

Simdi, Sekil 2.2 deki Q,=(g,/) noktasimi goz éniine alalim. X,, O, ve X, noktalari

dogrudas olduklarindan,

G =Sy +¢,z, ¢, +¢,=1 (4.3.15)

ve X,, O ve O, noktalar1 dogrudas olduklarindan da

4, =6 % +8uq C3t+&,=1 (4.3.16)

yazilabilir. Burada

, _PO.X) . D(X,.0)

" D(X,,X,) 7" D(X,.X))
Ve

; _D(©0) , _D(%0)

" D(x,0) 7" D(X.0)

olmak iizere; (4.3.15) deki ilk denklem, (4.3.16) daki ilk denklemde yerine yazilirsa

g, =S¢5 X +§14(§11 Vi +¢h Zi):§13 X 61,61 Y6146, 7

elde edilir. Boylece
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D(0.9)

e x.a)
A=0u¢n= (())(( g)) ((Q 3)), (4.3.17)
bulunur.

Simdi de Sekil 2.2 deki Q, =(g,,) noktasim gz oniine alalim. X,, O, ve X, noktalari

dogrudas olduklarindan,

Gy =60 Z+C0n X, Gy tEy=1 (4.3.18)

ve X,, O ve O, noktalar1 dogrudas olduklarindan da

4 =CnYiTCut Gn+iy=1 (4.3.19)

yazilabilir. Burada

;. _D@.X) . _D(X.0)
* D(Xx,Xx,) 7" D(X,.X)
%S
om D(0.0,) c _D(X,.0)
T OD(X,0,) 7T D(X,.0:)

olmak tizere; (4.3.18) deki ilk denklem, (4.3.19) daki ilk denklemde yerine yazilirsa

q;,=Cn ) +é/24(é/21 Z; +é/22xi):§24 CnXi+Cn Y+ EC0 7
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elde edilir. Dolayisiyla

D(XzaQ) D(X37Q2)
D(X,,0,) D(X,,X,)’

/11 =Culn=

A =C)= M (4.3.20)

D(X,.0,)’

D(X,,0) D(0,, X))
D(X,,0,) D(X,,X,)

A =8y Gy =

bulunur.

Son olarak, Sekil 2.2 deki Q,=(qg,;) noktasin goz Sniine alalm. X,, O, ve X,

noktalar1 dogrudas olduklarindan,

Gy =C3 X%+ Vi Gy t8y =1 (4.3.21)

ve X,, O ve O, noktalar1 dogrudas olduklarindan da

4 =Gz +C3 Gy CyytGy =1 (4.3.22)

yazilabilir. Burada

, _D(0.X) . D(X.0)

' D(X,X,) 77 D(X,X,)
%~

, _D(0) . _D(X.0)

¥ D(x,,0) 7" D(X,.0)

olmak {iizere; (4.3.21) deki ilk denklem, (4.3.22) deki ilk denklemde yerine yazilirsa
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q;,=$57Z +§34(§31xi+;32yi):§34 G X+ Gy Y T8z

bulunur. Buna gore

_c. e 2 D(X.0) D(0.X,)
ﬂ1 _4344/31 - D(X3,Q3) D(Xl,Xz)’

(4.3.23)

i, j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, seklinde de ifade edilebilir. O halde 4, 1<i <3, i¢in verilen

bu esitlikler, (4.3.14) denkleminde g6z Oniine alinirsa; J,, hacmi igin

— \ D(Qan) _ 3 M :
Y= 2 (x.0)”" izlg”{D(Xk,Qk)j D(Q.X,)D(X,.0,).  (4324)
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i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, elde edilir. Eger X,, X, ve X, noktalari, 2, hareketi
altinda R" de aymi bir bélgeyi belirlerlerse; J, =J, =J, olur. Buna gore (4.3.24)
denkleminde, 4 +4,+4, =1 denklemi kullanilirsa; J, ile J, hacimleri arasindaki

fark i¢in

2
> [ D(X,,0) .
S =, =Z%{D(T"’QJJ D(Q,X,)D(X,,0,), i,)j,k=1,2,3231;312,

bulunur.
Boylece Teorem 4.3.2 nin genellestirilmisi olan agagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.3.9: R hareketli uzayinda X,, X, ve X, kose noktalarina sahip bir liggen
g6z Oniine alalim. Kabul edelim ki 2, hareketi esnasinda iiggenin kdse noktalar1, R’

sabit uzayinda ayni bir bolgeyi belirlerlerken; bu noktalarin tanimladiklari diizlem

tizerindeki bir diger sabit Q noktasi da R’ de farkli bir bolgeyi belirlesin. O takdirde bu
iki bolgenin hacimleri arasindaki fark, yalnizca hareket eden liggenin 2, ve kapali 2,

hareketlerine gore 6zel bir sekilde dl¢iilen uzakliklarina baglidir.

Ozel olarak, R hareketli uzaymin bir ® x, kuadriginin her noktasindan iki doguranin
geetigini ve bu kuadrigin bir diizlem olmadigin kabul edelim (Bu halde @, kuadrigi
icin de Sitter uzay: sdzde kiiresi 6rnek verilebilir.). @, kuadriginin X, noktasindaki
teget dizlemi tzerinde @, de bulunmayan bir O noktasim goz onine alalim. Bu
durumda teget diizlem i¢inde X, noktasinda kesisen iki doguran vardir. Bunlar iizerinde
X, ve X, gibi iki keyfi nokta segelim. Q noktasindan yapilan izdiisiim, karsi
doguranlar tizerinde O, ve O, noktalarm verir. O takdirde 2, hareketi altinda, J,,
hacmi i¢in (4.3.14) denklemi gegerli olur. Aynica X,, X, ve X, noktalari, aym @,
kuadrigi tizerinde olduklarindan; J, =J, =J, esitlikleri gegerli olur. Dolayisiyla

Teorem 4.3.4 den, D(X,,X,)=D(X,,X,)=0 bulunur. O halde 4 +4,+4,=1
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denklemi ve (4.3.20) de verilen A, ile (4.3.23) de verilen A, (4.3.14) denkleminde

kullanilirsa; J, ile J,, hacimleri arasindaki fark i¢in

D(0.0,) D(0.0)
D(X,,0,) D(X,,0;)

Ty —Jp =&y D*(X,,X,)

elde edilir.

Bu sonug, verilen kosullar altinda, klasik Holditch Teoremi’nin [2] Lorentz anlaminda

uzaysal bir genellestirilmisidir. Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.3.10: B, hareketi esnasinda, @, kuadriginin her noktasindan iki doguranin
geetigini kabul edelim. Ayrica @, kuadriginin X, noktasindaki teget diizlemi iizerinde
®, de bulunmayan bir O noktasini goz Oniine alalim ve teget diizlem iginde X,
noktasinda kesisen iki doguran iizerinde, X, ve X, gibi iki keyfi nokta segelim. O
takdirde bu hareket esnasinda X,, X, ve X, noktalar tarafindan R’ sabit uzaymnda
belirlenen bolgelerin J, hacmi ile O noktas tarafindan R’ de belirlenen bdlgenin J,

hacmi arasindaki fark, yalnizca hareket eden ticgenin 2, ve kapali 2, hareketlerine

gore Ozel bir sekilde Olctlilen uzakliklarina baglhdir.

4.4. |’ DE BIR YUZEY PARCASININ DiK iZDUSUM ALANI

Burada alt béliim 4.5 de gerekli olacak; L’ de bir yiizey pargasinin, é =&, birim normal
vektorii dogrultusunda, xoy-diizlemi {izerine dik izdiisiimiiniin alanmi ile ilgili temel

kavramlara yer verilmistir.

W, I’ de u ve v parametreleri iizerinde tanimli olan bir yiizeyin, bu parametrelerin

bdlgesinin -bir gemberin baglantililik yapisina sahip- bir I' alt bdlgesi iizerinde tanimli,

bir pargasi ve X = X (u,v) de bu ¥ yiizey pargasi iizerinde bir nokta olsun. x, (u,v),

1<i <3, koordinat fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir oldugundan;
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olmak iizere,

X, X, X

u v

2
L= w? :‘glzz 81 8»n
yazilabilir.

Tanim 4.4.1: T" bolgesi lizerinde

dF =W du ndv (4.4.1)

seklinde tanimlanan dF ifadesine, W ylizey parcasinin bir X noktasindaki skaler alan

elementi denir.

Tamm 4.4.2: ¥ ylizey pargasi lizerindeki bir X noktasi i¢in

dF =%dx %, di (4.4.2)

seklinde tanimlanan vektore, ¥ nin vektorel alan elementi denir. Burada "%, " islemi,

L’ de vektorler arasindaki vektorel carpimi ve 1-formlar arasindaki dis carpimi

gostermektedir. Ayrica dF vektorii; X noktasinda W nin normali dogrultusunda olup,

normu bu noktada ¥ nin skaler alan elementinden ibarettir.

Tanim 4.4.3: T" bolgesi lizerinde,

F=([aF (4.4.3)

seklinde tanimlanan vektore; W yiizey parcasi tizerindeki bir X noktasi i¢in ¥ nin

alan vektori denir.
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Simdi, ¥ yiizey par¢asinin dF vektorel alan elementinin ve F alan vektoriiniin birim

normal vektorii € = e, olan xoy -diizlemi tizerine dik izdiistimlerini alalim:

dF vektorel alan elementinin, é birim normal vektorii dogrultusunda, xoy -diizlemi

tizerine dik izdiistimii; dF”" ile gosterilirse

yazilabilir.

VY ylizey parcasinin herhangi bir X noktasmnin, € birim normal vektori

dogrultusunda, xoy -diizlemi {lizerine dik izdiistimii; X" ile gosterilirse
OX =0X"+X"X (4.4.4)

vektorel denklemi yazilabilir. Ayrica X" izdiisiim noktasinin x” ile gosterilen OX”

konum vektorii igin de
X"=x¢€+x,¢6, (4.4.5)

yazilabilir. Diger taraftan,

seklinde yeniden ifade edilebilir.
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Y yiizey pargasinin, € birim normal vektorii dogrultusunda, xoy -diizlemi {izerine dik

izdiigiimiinti; W" ile gosterelim. Bu durumda (4.4.2) denkleminde, sirastyla, (4.4.5) ve
(4.4.1) denklemleri géz oniine alinirsa; W" nin vektorel alan elementi igin
rn 1 —=n 2 —=n
dF" =—dx" %, dx
2
1 . N\ - -
=§(de é +dx, )%, (dx, & +dx, é,)
| P -
=E(e1 X, & dx, Adx, +&, %, & dx, Adx,)
=€, X%, €, dx, Ndx,
=—é, dx, ndx,
=—edx, Ndx,

=—edF"
elde edilir.

¥ yiizey pargasimin F alan vektoriiniin, é birim normal vektorii dogrultusunda, xoy -

diizlemi iizerine dik izdiisiimii; F" ile gosterilirse

Fr— <é’13> (4.4.6)

L
yazilabilir. Burada F" ye, W" nin alani ad1 verilir.

4.5. I’ DE KAPALI YORUNGE YUZEYLERININ PARCALARININ DiK
IZDUSUM ALANLARI iCiN BiR HOLDITCH-TiPi TEOREM

Bu alt béliimde; oncelikle L’ de kapali bir 2B, hareketi altinda R hareketli uzayinda ele
alinan sabit bir noktanin R’ sabit uzayinda ¢izdigi kapali yoriinge yiizeyinin, iizerinde

tanimli oldugu R(G) parametre bolgesinin -bir ¢cemberin baglantililik yapisina sahip-
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bir ' alt bolgesi lizerinde tanimli, bir parcasinin vektorel alan elementi ve alan vektori

formiilleri bulunmustur. Sonra da bu kapali hareket esnasinda R de ele alinan dogrudas
ic sabit noktanin R’ de c¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin, I’ CR(G) bolgesi
tizerinde tanimli, pargalarinin € =¢; birim normal vektorii dogrultusunda x'o'y’ -

diizlemi {izerine dik izdiisiimlerinin alanlar ile ilgili Lorentz anlaminda bir Holditch-

Tipi Teorem ve bununla birlikte bu teoremin bazi sonuglar1 verilmistir.

2, hareketi altinda bir X =(x,)€R sabit noktasimn R’ de belirledigi bolgenin dJ,

hacim elementi icin elde edilen (4.2.5) kuadratik denkleminde, x, lerin ve karisik

kuadratik terimlerin katsayilari, sirasiyla,

—O,ANO, AW, +O0, AT, A, =0,
O, ANO, A0 +0, Ao, AW, =0, (4.5.1)

0, NO,ANO,+0;, A0, Aw, =0
ve

—O\ANONW; =0, AN, ANy =0,
—O, NOyANW, —O; A, Ao, =0, (4.5.2)

O, AN, N0, +0, AN, AW, =0
olacak sekilde segilirse ve «;;

o, =(-1Y" o, n0, nay, 0 jk=1,2,32,3133,1,2, (4.5.3)
olarak tanimlanirsa, dJ, hacim elementi i¢in

. 2 2 2
dJ, =0, NO, ANO,+a, X, +0, X, +0, X, (4.5.4)
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bulunur. Eger 6’ niin o, bilesenleri,
O, =8,0,+5,0,+5;0,, 1<i<3, (4.5.5)
olarak yazilirsa; (4.5.1) denklemlerinden, sirastyla,

(Su Sy3 =838, 81855 — ), S3l)a)1 Ny, Aoy =0,
(s21 S3y =8y 831 F 8y 813 = Sy3 slz)a)1 ANy, N, =0, (4.5.6)
(_532 Si3 83381, =83 83 1855 SZl)a)l Ny, Awy =0

ve (4.5.2) denklemlerinden de, sirasiyla,

(81, =8y )@ A, Aoy =0,

(83 =83, )0 AWy, A, =0, (4.5.7)

(s5,+85)0 A0, A, =0

yazilabilir. Ayrica ®,, @, ve o, formlan lineer bagimsiz olduklarindan; (4.5.6)

denklemlerinden, sirasiyla,

S (st + 532) — 81385 =S5 85, =0,
Sy (_531 +513)+521 S33 =Sy 8, =0, (4.5.8)
S33 (SIZ + Szl)_ S33 813 = 8353 =0

ve (4.5.7) denklemlerinden de, sirasiyla,

81, =8y =0,

Sy =83, =0, (4.5.9)
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elde edilir. Boylece (4.5.9) denklemleri i¢in
s;+(=1)"s,=0 (4.5.10)
yazilabilir. (4.5.9) denklemleri, (4.5.8) denklemlerinde kullanilirsa da

58, =0, 1,j,k=12,3;2,3,1;3,1,2, (4.5.11)

bulunur.

%, hareketi esnasinda, O € R baslangi¢ noktasinin R’ de belirledigi bolgenin hacim

elementi i¢in (4.2.3) ve (4.5.5) denklemlerinden,

ATy = (8, @+, @, + 5, @ ) A8y, @+, O, + 85, @) N85, @ + 53, @, + 53, ;)

[(Sn W +5, 0, + 8 (03)/\(S21 W+ 8y, 0, + 8,3 Wy ):' /\(531 W+ 83, 0, + 8555 0)3)

Si1 Sy O N @y + 8y, Sy3 D) N Wy + 81, S5 ) N+ Sy, 853 0, N\ Oy

+S13 851 O3 N\ + 81385, O3 N\,
A(83, @ + 53, @, + 55, @, )
= 8118y S33 Oy N Oy N D3+ 81y Sp3 S35 O N W3 N Dy + 51y Sy S35 D) N Oy N\ s
+S12 853 83 a)z N\ 603 A\ C()l +S13 85153, a)3 N\ a)l 7a\ 0)2 +S13 Sy, 834 0)3 7a\ a)2 N a)l
= (51152855 = S11S23832 81252153 + 81253383, + 5138285~ S35085, ) O A @, A O,
yazilabilir. Burada (4.5.9) denklemleri géz oniine alinirsa,
dJ, :(s Syy S33 = Syy Sys. = Spy- Sq3 + 50, 2)a) NOWN©)
0 11522833 =811 823 T8y S33 785 83 | N, N,

elde edilir. dJ, # 0 olmas1 i¢in

2 2 2
81182 833 7811855 T8, Sy3H 8y, 85, #0
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olmalidir. Eger bu son denklemde, (4.5.11) denklemi goz 6niine alinirsa
81182 833 70

bulunur. Buna gore s, #0 olmalidir. O halde (4.5.11) denkleminden, s, =0 elde

edilir. Bu durumda s, =, alinirsa, (4.5.5) ve (4.5.10) denklemlerinden
o =50, 1<i<3, (4.5.12)
yazilabilir. Bu son denklem kullanilarak; (4.5.3) denklemi,

o, =(-1)"s,0 no, A0y, 0 k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, (4.5.13)

1

seklinde yeniden ifade edilebilir. Boylece 25, hareketi altinda X € R sabit noktasinin
R' de belirledigi bolgenin hacim elementi i¢in (4.5.4) denkleminde, (4.5.12) ve (4.5.13)

denklemleri kullanilirsa;
_ 2 2 2
dJ —[slszs3 — 85X +8, X, =85 X, ]a)l NN

bulunur.

X € R sabit noktasi, &, hareketi esnasinda R’ sabit uzayinda bir bolge belirler. Bu
bolgenin sinir1, kapali bir yiizeydir. Bu yiizey, 2, hareketi ile birlikte olusan kapal bir
B, hareketi altinda meydana gelen kapali yoriinge yiizeyidir. O takdirde kapali 25,

hareketi esnasinda X noktasinin R’ de ¢izdigi kapali yoriinge yilizeyinin, I' R(G)

bolgesi lizerinde tanimli, ¥, ile gosterilecek olan yiizey pargasinin d]j“)'( ile
gosterilecek olan vektdrel alan elementi icin (4.4.2) denkleminden;
1.

dF =%, dx’

X
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yazilabilir. Burada (4.1.16) denklemi kullanilirsa ve Lorentz anlaminda vektorel

carpimin ve 1-formlar arasindaki dis ¢arpimin 6zelikleri g6z 6niine alinirsa,
=, 1, _ _ ~\a _ _ -
dF; _E(Tl é+1,6 +1, e3)><L (rl é+1,6 +71, e3)

[ OAT @ X G TAT 6 X, G T AT 6%, & Ty ATy, X, &
2

T, AT €%, €+ T, AT, € X, &
:EGQAQ%—QAQ%+QAQ%+QAqq+QAQQ—QAQq)
=T,AT,€ +T, AT, €,— T, AT,6,

veya

3
dFy = (~(-1)' 7,77 )6, i jik=12,32,3,1:3,1,2, (4.5.14)

i=1

elde edilir. Boylece kapali 23, hareketi altinda, W, ylizey parcasinin F)’( ile

gosterilecek olan alan vektori igin (4.4.3) ve (4.5.14) denklemlerinden,

i=1 r

Fy = [[aF; =i(ﬂ—(—1)" 7, Ark]é,., ik =1,2,32,3,1;3,1,2,
r

yazilabilir. Eger F; alan vektoriiniin ”(—(—l)k T, A rk) bilesenleri, f(X,X) ile
r

gosterilirse; 1:“)’( alan vektort,

Fr=| d}:iﬁ(){,){)g (4.5.15)

seklinde yeniden ifade edilebilir.
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(4.1.15) ve (4.5.12) denklemleri kullanilarak, 7, A7, i¢in

N =(0'l. +(-1)"x, @, —x, a)j)/\(aj +(-1) x @ —x, a)k)

=0, n0, +(-1) x, 0, A0, —x,0, A3, +(-1) x, @, no,

k2
XX, 0 "0 —x, 0, Ao, —(=1) x” 0, AO+X, X, 0, AN,

J+k
xj Xy C()k /\a)i—xk Ct)j/\(Sj Ct)j)

)
= (s, a)i)/\(s.a).)+(—1)kxk (s;0)A@,—x, (s, @)~ o,
) x; @, /\(Sj a’/)+(_l)

)

2
X, O N0 X X, O N0,
- - (1)
=8,8, 0, ND; =X, 5, O AW, XS, 0 NO,

J+k k 2
+(—1) X; X, cok/\a)l.—(—l) X, O AN@+ X X, 0 N O,
veya

_ k2 J
z'i/\rj—(sisjvt(—l) X, )a)l /\a)j+(—(—1) xjsj+xkxi)cqj/\cok

+(xl. s +(-1)"" X; xk)a)k A,
i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, bulunur. Eger

_Ua)i nw; =2a,,
r

.Us[sjcq/\coj=hij,
r

ij°

.Us[a)i/\a)j:Zb
r

,”Sja’i/\@/=2%
T

gosterimleri kullanilirsa;
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.UT" AT, =h; +2(—1)k a; X —2(—1)j b, x;+2a, x, x,+2¢, x, +2(—1)j+k a, X; X,
r

elde edilir. Burada i —» j, j > k ve k — i yazilirsa,

1

J..[Tj AT, =hy +2(—1)i a x’ —2(—1)k by x, +2a, x;x,+2¢, x, +2(—1)k” a; x, x,
r

ve dolayistyla F) alan vektriiniin fi(X,X) ile gosterilen J:[ (—(—l)k 7, /\z'k)
r

bilesenleri igin

he+2(=1) a, x; —2(—1)k b x, +2a,; X, x; +2¢, X,

(X, X)=—(-1) 71, (4.5.16)

+2(—1)k+i a; X, X

i, j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, bulunur.

Simdi, kapali 23, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda ele alinan dogrudas ti¢ sabit
noktanin R' sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin, I' R(G) bolgesi
tizerinde tanimli, parcalarinin € =¢; birim normal vektorii dogrultusunda x'o'y’-

diizlemi {izerine dik izdiisiimlerinin alanlar1 arasindaki iliskiyi inceleyelim:

X =(x) ve Y=(»,), R de iki farkli sabit nokta ve Z=(z,) de XY dogru pargasi
lizerinde bir diger sabit nokta olsun. Kapali 25, hareketi altinda, X, ¥ ve Z
noktalarinin R’ de ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin pargalarini, sirasiyla, ‘¥, ,
¥, ve W, ile gosterelim. O halde W, yiizey pargasmin F, alan vektoriiniin

bilesenleri i¢in (4.5.16) denkleminden,

[(2,2)=~(=1)" h, —2(=1)"a, z? +2b, 2, —2(-1) a, 2,2, - 2(-1) ¢, z,

—2(—1)i a,z, z,
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yazilabilir. Bu denklem, (4.3.1) ve (4.5.16) denklemleri kullanilarak diizenlenirse;

fi(Z,Z) =—(—1)k hy+2Ab;x, +2ub, y, —2(—1)k Ac; x, —2(—1)k ue, y;

21? X, ((—I)Hk a;x, +(—1)k a, x;+ (—1)[ a; xk)

() a4 (1) ag v, +(-1) a, 2,
2213, ((-1)" @ x5+ (1) @y x, +(-1) @, x,)
22 3, (1) @y 3+ (1) @y, +(-1) 4, )
=—(=1)"hy +22b, x, +2ub, v, ~2(-1) Ac;x, -2(=1)" e, v,
+22 (£ (X, X)+ (1) By =2, 3, +2(=1) ¢, x,)
22p5,((=1) " a3, +(=1) @y v, +(-1) @, 3,)
2203, ((=1)" @ % +(=1) @y x, +(-1) ¢, x,
2 (f1(00)+(=1) =26, v, +2(-1) ¢, )
=(—1+ 22+ 1) (=1) by + A f (X, X) + 42 £,(Y.Y)
122k, x, (1= A)+2p1b, v, (1- 1)
+2(=1) e, x, (14 A)+2(=1)" e, v, (~1+ p)
225, ((=1)" @ 3, +(=1) @ 3, +(<1) @, 3,
223, ((-1)" @y % +(=1) @ x,+(-1) @, x,
=24 u(-1) hy + A% (X, X))+ £,(Y,Y)
122 by X, + 22 pby y, —2(=1) Apc, x, —2(=1) Auc, y,

24 ux, ((—I)Hk a, v, +(—1)k a4, v, +(=1Y a; yk)

241y, ((_I)Hk A X; +(_1)k A X, (_l)i a; 'xk)

veya
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f(Z,2)=2 f,(X, X))+’ f,(Y,Y)
~(=1)" By by (3, +3,) (1) ¢, (xj +y_/)
+24u _2(_l)i+k Aje % Vi _(_l)k Ay (xi Yty xj)

_(_l)i a; (X, v +,x,)
bulunur. Bu esitligin sag tarafindaki parantezli ifade, f, (X Y ) ile gosterilirse
f(Z,2)=2 [( X, X)+2Au f;(X.Y)+ 1 [ (Y.Y) (4.5.17)
elde edilir.
Tanim 4.5.1: Kapali 2, hareketi esnasinda bilesenleri

hy ~(=1) b, (x, )t (x./ +y./)
fi(X,Y):—(—l)k +2(—1)i a; xl.yl,+akl.(xi Y+ xj) , (4.5.18)

+(_1)k+i a; (xi Vit Vi xk)
i,j,k=1,2,3;2,3,1;3,1,2, olan
. 3
Fyp =Y f[(X.Y)e (4.5.19)
i=1

vektoriine, sabit X,Y € R noktalar1 tarafindan R’ sabit uzayinda belirlenen karigik alan

vektorl adi verilir.

Boylece FZ’ alan vektorii i¢in (4.5.15), (4.5.17) ve (4.5.19) denklemlerinden,
F)=AF,+2AuF), +1* F, (4.5.20)

elde edilir. Ayrica (4.5.15), (4.5.16), (4.5.18) ve (4.5.19) denklemleri kullamlarak; F o

Fy, ve F; alan vektorleri arasinda
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a, x’ —2(—1)k a, X, X, —2(—1)i a; X, X,

i

Ay X; ), +2(_1)k aki(xi Yty xj)

Q

a; (xi Vit Vi xk)_z(_l)i% a yiz
a,v,v,-2(-1) a; v, ¥,

) ajk(xi_yi)z
)k aki(xixj YV, T XY, xf) g
)

a; (xk X, TV Vi =% Yy _yixk)

1

[—z 1) a5 =2(-1) ak,<xi—yl->(x,—y,)]

Zalz(x3 s )2 —2ay, (x3 _y3)(x1 =N )]4

=2a,,(x, _y3)[(x1 =) +(x,-2,)8 +(x, —y3)é3]

esitlikleri ve sonug olarak

ﬁ,;—zﬁ,;ﬁﬁy':z{

3
=1

(~(=1) @, (%, —yk))}(fc—?) 4.521)

3 . —
esitligi bulunur. Burada 2{ (—(_1)’ a; (x, =y ))} (¥—y)=M alinirsa,
=1

1
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M =F] -2F}, +F] (4.5.22)
yazilabilir. O halde (4.5.21) ve (4.5.22) denklemlerinden, M vektoriiniin XY vektorii

dogrultusunda oldugu soylenebilir. Ayrica (4.5.22) denklemi, (4.5.20) denkleminde

kullanilirsa; F alan vektorii igin
Fy =X Fy+Au(Fy+F —M)+ 4 F)
=A(A+u)Fy +u(A+p)E —AuM
yazilabilir. Burada da A+ =1 denklemi kullamilirsa; F, alan vektori,
F)=AF,+uF - AuM

seklinde yeniden ifade edilebilir. Bu son denklemden; kapali 23, hareketi altinda ¥,
ylizey pargasinin, € birim normal vektorii dogrultusunda, x'o'y’ -diizlemi ilizerine dik

izdiisiimiiniin alan1 i¢in
<é’,FZ’>L = <é’,173;>L + ,Ll<§',ﬁy'>L ) u<é’,]\7I>L (4.5.23)
elde edilir.

[zdiisiime ve kapali 2, hareketine gore 6zel bir sekilde olgiilen, sabit X,Y e R

noktalari arasindaki D(X,Y) uzakhiginin karesini

D (X,Y)=¢(e.M) , e=%1, (4.5.24)

L

seklinde tanimlayalim. Burada XY dogru parcasinin yonlendirilmesiyle,

D(X,Y)=-D(Y,X)
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almir. Ayrica XY vektoril dogrultusunda olan M vektorii ile & vektorii Lorentz

anlaminda dik vektorlerse, D(X,Y) uzaklhig: sifir olur.
Eger (4.5.24) denklemi, (4.5.23) denkleminde kullanilirsa

(e.F;) =a(e,Fy) +u(é.Fy) —eAuD’(X,Y) (4.5.25)
bulunur.

Simdi, kapali 2, hareketi esnasinda ¥, ve ¥, yiizey pargalariin ayni oldugunu

kabul edelim. O takdirde F = F, olur. Bu durumda (4.5.25) denkleminde, A+ u=1

denklemi kullanilarak
<E',F)’(>L —<é’, o >L =sAuD*(X,Y) (4.5.26)

elde edilir. Ayrica izdiistime ve kapali B, hareketine goére tanimlanan uzaklik goz

Oniine alinarak, X, ¥ ve Z noktalar1 dogrudas olduklari i¢in
D(X,Z)+D(Z,Y)=D(X.Y)
ve (4.3.1) deki denklemlerde bulunan A ve p kullanilarak da

AD(X,Y)=D(Z,Y) ve uD(X,Y)=D(X,Z) (4.5.27)

yazilabilir. Burada D(X,Y)#0 ise X ve p, sirasiyla,
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seklinde ifade edilebilir. O halde (4.5.27) denklemi, (4.5.26) denkleminde yerine

yazilirsa
(e.Fy) —(¢.F;) =eD(X,2)D(Z,Y)

bulunur. Bu denklemde, (4.4.6) denklemi goz Oniine alnirsa; F' ve F," ile

gosterilecek olan dik izdiisiim alanlar arasindaki fark i¢in
F{'-F;"=¢D(X,Z)D(Z,Y) (4.5.28)
elde edilir.

Bu sonug, klasik Holditch Teoremi’nin [2]; L’ de kapali ydriinge yiizeylerinin,
FCR(G) bolgesi iizerinde tanimli, pargalarmimn € birim normal vektorii
dogrultusunda  x'o’y’ -diizlemi {izerine dik izdiigimlerinin alanlar1 i¢in bir

genellestirilmisidir. Dolayisiyla asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.5.1: X ve Y, R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta ve Z de XY dogru

parcasi lizerinde bir diger sabit nokta olsun. Bununla birlikte kapali 2, hareketi altinda,

X, Y ve Z noktalarinin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge ylizeylerinin

parcalari, sirastyla, ¥, , ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki bu hareket altinda,
Y, =Y, olsun. Ayrica ¥, de ¥, den farkli olsun. O takdirde ¥, ile ¥, ylizey
parcalarinin & birim normal vektorli dogrultusunda x'o"y’-diizlemi {iizerine dik

izdlisiimlerinin alanlar1 arasindaki fark, yalmizca izdiisiime ve kapali 2, hareketine

gore 6zel bir sekilde dlciilen D(X ,Z ) ve D(Z , Y) uzakliklarina baglidir.

Bu teorem, E° de kapali B, hareketi esnasinda yiizey pargalarinin dik izdiisiim alanlari

ile ilgili olarak Miiller tarafindan ifade edilen Holditch-Tipi Teorem’in [30]; L’ deki
karsiligidir.
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Simdi, M, N, X ve Y ; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun ve X ve Y

noktalari, MN dogru pargas: lizerinde bulunsun. Bununla birlikte kapali 25, hareketi

altinda, M, N, X ve Y noktalariin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge

yiizeylerinin parcalari, sirastyla, ¥ ,,, ¥, , ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki
bu hareket altinda, ¥, ve Y, ylizey pargalarinin € birim normal vektorii
dogrultusunda x'oy’ -diizlemi lizerine dik izdiislimlerinin alanlar1 ayni bir F," alam
iken; W, ve V¥, yiizey parcalarinin € birim normal vektorii dogrultusunda x'o’y’ -
diizlemi tizerine dik izdiisiimlerinin alanlar1 da F;" den farkli, sirasiyla, F}" ve F,”
olsun. Ayrica F," ile F;" alanlar1 arasindaki fark, F" ve F)" ile F;" alanlan

arasindaki fark da F," ile gosterilsin. Buna gore yukaridaki kosullar altinda, F" ve F)"

icin (4.5.28) denkleminden, sirasiyla,

F"=F,'~F"=¢D(M,X)D(X,N)

Ve

F'=F~F"=¢D(M,Y)D(Y,N)

yazilabilir. Eger " / F," orani hesaplanirsa,

n n MX
E'E =—

(4.5.29)

seklinde de ifade edilebilir. Buradan agikc¢a goriilecegi gibi F£" / FE)" orani, yalnizca
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MN dogru pargasi lizerindeki X ve Y noktalarinin segiliglerine baghdir ve X #Y

oldugundan;

oran;; M, N, Y ve X noktalarinn ¢ifte oranidir, [54]. Eger (MN ,YX ) ile gosterilen

bu cifte oran [54], kisaca ¢ ile gosterilirse; (4.5.29) esitligi ile verilen F" / F," orani, /¢

cifte oranina bagl olarak
D(M,x)T
5 2T

seklinde yeniden ifade edilebilir.

O halde asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.5.2: F" /Fz” orani, M, N, X ve Y noktalarinin yalnizca rolatif

durumlarina baghdir.
Yukaridaki teoremin 6zel bir hali olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.5.1: M, N, X ve Y; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun ve

X ve Y noktalari, MN dogru pargasi iizerinde bulunsun. Bununla birlikte kapali 25,

hareketi esnasinda, M, N, X ve Y noktalarinin R’ sabit uzayinda ¢izdikleri kapal

yoriinge yiizeylerinin pargalari, sirastyla, ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul
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edelim ki bu hareket esnasinda, W,, =¥, olsun ve bu yiizey pargasinin € birim
normal vektorii dogrultusunda x'o’y’ -diizlemi lizerine dik izdlislimiiniin alan1 da F)" ile
gosterilsin. Ayrica W, ve YW, yiizey parcalarinin € birim normal vektorii
dogrultusunda x'oy’ -diizlemi iizerine dik izdiistimlerinin alanlar1 da F)" den farkls,
sirastyla, " ve F;" olsun. Eger F)" ile F;" alanlar arasindaki fark, F," ve F" ile

F;" alanlar1 arasindaki fark da F," ile gosterilirse; F,"/F," orani igin / =(MN,YX)

olmak iizere,
2
Fin/szn =|:D(M’X):| g
D(M

esitligi gecerli olur.

Simdi, M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun. Bununla
birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda
kesigsinler. Ayrica kapali 2, hareketi altinda, M, N, A4, B ve X noktalarinin R’

sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge ylizeylerinin parcalari, sirasiyla, ¥,,, ¥,

Mo
Y,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki bu hareket altinda, ¥, =¥, iken;
Y, =%, olsun veya ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥, ylizey parcalarinin hepsinin birden ayni
olmamasit kosuluyla, W, ve ¥, yiizey parcalarinin € birim normal vektorii
dogrultusunda x'o'y" -diizlemi lizerine dik izdiiglimlerinin alanlari ayni bir F," alani
iken; W, ve ¥, ylizey pargalarinin € birim normal vektorii dogrultusunda x'o’y’ -

diizlemi iizerine dik izdiisiimlerinin alanlar1 da ayn1 bir F;" alan1 olsun. O takdirde bu

kosullar altinda bazi irdelemeler yapilarak, asagidaki sonuglar ve bu sonuglar ile ilgili

teoremler verilebilir:

Yukaridaki kosullar ve izdiisiim ile kapali 2, hareketine bagli olarak tanimlanan
uzakliga gére D(M,N)#0 ve D(A,B)#0 kosullar: altinda, (4.5.28) denkleminde;

M, X, N ile A, X, B dogrudas nokta {igliileri g6z dniine alinirsa, sirasiyla,
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Fy'—Fy" =g D(M,X)D(X,N), &=%1
ve

F"—F\"=¢,D(4,X)D(X,B), &==1
yazilabilir. O halde asagidaki iki durum s6zkonusudur:
i) 5 =¢6=¢ 1se

Fy'—Fy"=¢D(M,X)D(X,N),

F;"~F}"=¢D(A4,X)D(X,B)
ve dolayisiyla
F)'—~F;"=¢[D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)] (4.5.30)

elde edilir. Eger ¥,, =%, =¥, =¥, veya hepsi birden ayn1 olmayan ¥,,, ¥,, ¥,
ve V¥, yiizey pargalarinin € birim normal vektdrii dogrultusunda x'o’y’-diizlemi

tizerine dik izdiigtimlerinin alanlari esit, yani F," = F;" ise (4.5.30) denkleminden
D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0

bulunur. Tersine, bu son denklem gecerli ise (4.5.30) denkleminden
F"-F;"=0

ve dolayisiyla
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elde edilir. Bu ise kapali 25, hareketi esnasinda, ¥, =¥, =¥, =Y, olmas1 veya
hepsi birden ayn1 olmayan ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥, yiizey parcalarimin € birim normal
vektorii dogrultusunda x'o'y’ -diizlemi {lizerine dik izdiistimlerinin alanlarinin esit, yani

F," = F" olmasi demektir.
ii) & =-¢,=¢ 1se

F)'—F"=¢D(M,X)D(X,N),

F"-Fy"=—¢D(4,X)D(X,B)
ve dolayisiyla
F)'-F;"=¢|D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)] (4.5.31)

elde edilir. Eger ¥, =¥, =¥, =¥, veya hepsi birden ayn1 olmayan ¥,,, ¥,, ¥,
ve W, yiizey parcalarinin €' birim normal vektori dogrultusunda x'o’y’ -diizlemi

tizerine dik izdiistimlerinin alanlari esit, yani F," = F;" ise (4.5.31) denkleminden
D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)=0

bulunur. Tersine, bu son denklem gecerli ise (4.5.31) denkleminden
F,/'-F"=0

ve dolayisiyla

rn _ porn
FM _FA
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elde edilir. Bu ise kapali 23, hareketi altinda, ¥,, =¥, =¥, =¥, olmasi veya hepsi
birden ayni olmayan ¥,,, ¥, , ¥, ve ¥, ylizey pargalarinin € birim normal vektorii
dogrultusunda x'o'y’ -diizlemi Tlizerine dik izdiisimlerinin alanlarinin esit, yani

F,' = F}" olmasi demektir.

Boylece agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.53: M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.

Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, izdiisiime ve kapali 2, hareketine bagh
olarak tamimlanan uzakliga gore D(M,N)=0 ve D(A,B)#0 kosullar altinda, bu

dort noktadan farkli sabit bir X noktasinda kesissinler. Ayrica kapali £, hareketi

esnasinda, M, N, A ve B noktalarinin R" sabit uzayinda ¢izdikleri kapali yoriinge

yiizeylerinin pargalari, sirasiyla, ¥',,, ¥, , ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki
bu hareket esnasinda, ¥, =¥, iken; ¥, =¥, olsun veya ¥,, ¥,, ¥, ve ¥,
yiizey parcalarinin hepsinin birden ayni olmamas: kosuluyla, ¥, ve W, yiizey
pargalarinin & birim normal vektorli dogrultusunda x'o"y’-diizlemi {tizerine dik
izdiigtimlerinin alanlar1 ayni bir F," alani iken; ¥, ve ¥, yiizey pargalarinin € birim
normal vektorii dogrultusunda x'o'y’ -diizlemi iizerine dik izdiisiimlerinin alanlar1 da
ayni bir F;" alan1 olsun. O takdirde bu hareket esnasinda, ¥, =¥, =¥, =¥, olmasi
veya hepsi birden ayni olmayan ¥,,, ¥,, ¥, ve ¥, ylizey parcalarinin € birim
normal vektorii dogrultusunda x'o'y’ -diizlemi tizerine dik izdiistimlerinin alanlarinin
esit, yani F;" = F;" olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki bagintilardan yalnizca

birinin gerceklenmesidir:

D(M,X)D(X,N)-D(4,X)D(X,B)=0

ya da

D(M,X)D(X,N)+D(4,X)D(X,B)=0.
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Simdi de kabul edelimki M, N, 4 ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta
olsun. Bununla birlikte MN ve AB dogru parcalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X
noktasinda kesigsinler. Ayrica kapali 2, hareketi altinda, M, N, 4, B ve X

noktalarinin R’ sabit uzayinda cizdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin pargalart,

siraswyla, ¥,,, ¥,, ¥,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Eger bu hareket altinda, ¥,, ve
Y, ylizey parcalarmin € birim normal vektorii dogrultusunda x'o'y’ -diizlemi iizerine
dik izdiigiimlerinin F}" alani, ¥, ve ¥, yiizey parcalarinin €' birim normal vektorii

dogrultusunda x'o"y’ -diizlemi iizerine dik izddsiimlerinin F;" alam ve ¥, ylizey
pargasinin ¢ birim normal vektorii dogrultusunda x'o’y’ -diizlemi iizerine dik
izdlistimiiniin  F;" alam esit ise (4.5.28) denkleminde; M, X, N ile 4, X, B

dogrudas nokta ti¢liileri géz oniine alinirsa, sirasiyla,

D(M,X)D(X,N)=0

Ve

D(4,X)D(X,B)=0

elde edilir. Eger bu son iki denklem gegerli ise de (4.5.28) denklemi g6z Oniinde

bulundurularak, sirasiyla,

F—F/"=0
\%

Fi"—F}"=0
veya

rn __ porn
FM _FX
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elde edilir. Bu ise kapali 2, hareketi altinda ¥,,, ¥,, ¥,, ¥, ve ¥, ylizey
pargalarinin ¢ birim normal vektori dogrultusunda x'o’y’-diizlemi ftizerine dik

izdiisimlerinin alanlarinin esit, yani F,,' = F;" = F;" olmas1 demektir.

Dolayisiyla agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.54: M, N, A ve B; R hareketli uzayinda dort farkli sabit nokta olsun.
Bununla birlikte MN ve AB dogru pargalari, bu dort noktadan farkli sabit bir X
noktasinda kesigsinler. Ayrica kapali &, hareketi esnasinda, M, N, 4, B ve X

noktalarinin R’ sabit uzayinda cizdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin pargalart,

swrastyla, ¥,,, ¥,, ¥,, ¥, ve ¥, ile gosterilsin. Kabul edelim ki bu hareket
esnasinda, ¥, ve ¥, ylizey parcalarinin € birim normal vektorii dogrultusunda
x'0"y" -diizlemi {izerine dik izdiisiimlerinin alanlar1 aymi bir F}" alani iken; W, ve ¥,
ylizey pargalarinin € birim normal vektorii dogrultusunda x'o’y’ -diizlemi {izerine dik
izdiisimlerinin alanlar1 da ayn1 bir F;" alani olsun. O takdirde bu hareket esnasinda
v,, ¥, ¥, ¥, ve ¥, yiizey parcalarinin € birim normal vektdrii dogrultusunda
x'0"y" -diizlemi iizerine dik izdiigiimlerinin alanlarinin esit, yani F)" = F;" = F}\" olmasi

icin gerek ve yeter kosul

D(M,X)D(X,N)=D(4,X)D(X,B)=0

olmasidir, yani MN ve AB vektdrlerinin @ birim normal vektdriine Lorentz

anlaminda dik olmalaridir.
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5. TARTISMA VE SONUC

3-boyutlu parametre uzaymnda (¢, parametrelerinin uzayinda) ele alman bir G
bolgesinin sinir1 -bir kiirenin baglantililik yapisina sahip- kapali ve yonlendirilebilir bir

R(G) yiizeyi olmak iizere; E* 3-boyutlu Oklid uzayinda kendimizi bu G bdlgesine

karsilik gelen bir 3-parametreli uzay hareketine kisitlarsak, R(G) ye de bu 3-

parametreli uzay hareketi ile birlikte olusan bir 2 -parametreli kapali uzay hareketi
karsilik gelir. Bu 2 -parametreli kapali uzay hareketi altinda R hareketli uzayinda ele
alinan sabit bir nokta, R’ sabit uzayinda kapali bir yoriinge yiizeyi ¢izer ve bu kapali
yoriinge ylizeyi, 3-parametreli uzay hareketi esnasinda bu noktanin R’ de belirledigi

bolgenin simiridir, [1,11,22,26,30].

3 -parametreli uzay hareketi ile 2-parametreli kapali uzay hareketi arasindaki bu iligki
gbz oniinde bulundurularak; bu tez calismasinda, dncelikle E° de 3-parametreli uzay
hareketi altinda hacimlerle ilgili ifade edilen bir Holditch-Tipi Teorem ve
genellestirilmisleri ile baz1 sonuglarin [11,22,26]; L' 3-boyutlu Lorentz uzayindaki
karsiliklar1 arastirilmis ve ayrica bunlarin disinda bazi sonuglar elde edilmistir. Bunun
i¢in ilk olarak, I’ de 3-parametreli uzay hareketi altinda hareketli uzaymn herhangi bir
sabit noktasinin sabit uzayda belirledigi bolgenin hacim elementi ve hacim formiilleri
bulunmustur. Bununla birlikte bu uzay hareketi altinda; hareketli uzaydaki dogrudas ii¢
sabit noktanin sabit uzayda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iligki
kullanilarak, 3-parametreli uzay hareketine ve 2-parametreli kapali uzay hareketine
bagl olarak tanimlanan -hareketli uzayin iki sabit noktas1 arasindaki- uzaklik sayesinde,
Lorentz anlaminda bir Holditch-Tipi Teorem ve bazi sonuglar elde edilmistir. Daha
sonra da hareketli uzayda ele alinan dogrudas olmayan ii¢ sabit noktanin ve bu noktalar
tarafindan tanimlanan diizlem {tizerindeki bir diger sabit noktanin sabit uzayda
belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iliski kullanilarak, Lorentz anlaminda

hacimler icin ifade edilen Holditch-Tipi Teorem'in baz1 genellestirilmisleri verilmistir.
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Bu tez calismasinda ayrica E° de 2-parametreli kapali uzay hareketi esnasinda, kapali
yoriinge yiizeylerinin parcalarmin dik izdiisim alanlaryla ilgili ifade edilen bir
Holditch-Tipi Teorem'in [30] ve bu teoremin [32] de verilen iki sonucunun; L’ deki
karsiliklar1 arastirilmistir. Bu sebeple I’ de vektorel alan elementi ve alan vektorii
kavramlar1 yardimiyla, 2-parametreli kapali uzay hareketi esnasinda ilk olarak; hareketli
uzaydaki sabit bir noktanin sabit uzayda ¢izdigi kapal1 yoriinge ylizeyinin bir par¢asinin
vektorel alan elementi ve alan vektorii formiilleri bulunmustur. Bununla birlikte bu 2-
parametreli kapali uzay hareketi esnasinda; hareketli uzaydaki dogrudas ii¢ sabit
noktanin sabit uzayda ¢izdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin pargalarinin, € =¢; birim
normal vektorii dogrultusunda, x'o’y’ -diizlemi tizerine dik izdiisiimleri alinmis ve bu
ylizey parcgalarinin dik izdiisiimlerinin alanlar1 arasindaki iliski kullanilarak, izdiistime
ve 2-parametreli kapali uzay hareketine bagli olarak tanimlanan -hareketli uzayimn iki
sabit noktasi arasindaki- uzaklik sayesinde, Lorentz anlaminda bir Holditch-Tipi
Teorem elde edilmistir. Sonra da L’ de 2-parametreli kapali uzay hareketi esnasinda

ifade edilen bu Lorentz anlaminda Holditch-Tipi Teorem'in bazi sonuglar1 verilmistir.

Literatiirde, klasik Holditch Teoremi'nin homotetik  hareketler  altindaki
genellestirilmislerine de rastlanmaktadir, [36-38,42,43,46]. Ornegin; Diildiil ve dig.,
Miiller'in E° de 1-parametreli kapali uzay hareketi altinda verdigi sonuglarin [23]; E’
de 1-parametreli kapali homotetik hareket altindaki karsiliklarini, [38] de caligmislardir.
Bunun yam sira Diildiil ve Kuruoglu, Miiller'in E° de 3-parametreli uzay hareketi

altinda verdigi bazi sonuclarin [22,26]; E° de 3-parametreli homotetik hareket
altindaki karsiliklarini, [43] de arastirmislardir. Son yillarda, Lorentz diizleminde ve
uzayinda da hareketler iizerine bazi caligmalar yapilmistir, [33-35,39-42,44-46].
Ornegin; Yiice ve Kuruoglu, [39] da diizlemsel Lorentz hareketi altinda Holditch-Tipi
Teoremler vermislerdir. Bununla birlikte Yiice ve Kuruoglu, [42] de L’ Lorentz
diizleminde homotetik hareket altinda Steiner Formiilii ve Holditch-Tipi Teoremler elde
etmislerdir. Bu sebeple Yildirim ve dig., Miiller'in E° de 1-parametreli kapali uzay
hareketi altinda verdigi sonuglarin [23]; I’ Lorentz uzayindaki karsiliklarini, [45] de

incelemislerdir. Bunun yam sira Yildirnm ve dig., [45] deki calismanin; L' de 1-

parametreli kapali homotetik hareket altindaki karsiligini, [46] da sunmuslardir. Bu

nedenle I’ de 3-parametreli uzay hareketi altinda, bu tez kapsaminda elde edilen
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sonuclarin; L’ de 3-parametreli homotetik hareket altindaki karsihiklarini arastirmak

acik bir problem olarak goziikmektedir. Ayrica E’ de 2-parametreli kapali uzay

hareketi altinda, Miiller tarafindan kapali yoriinge yiizeylerinin parcalarinin bir diizlem

lizerine dik izdiisiimlerinin alanlari i¢in yapilan ¢alismanin [30]; E° de 2-parametreli

kapali homotetik hareket altindaki karsiligina literatiirde su ana kadar rastlanmamaistir.
Bu sebeple gerek [30] daki ¢alismanin; E° de 2-parametreli kapali homotetik hareket
altindaki karsihgm arastirmak, gerekse L' de 2-parametreli kapali uzay hareketi

altinda bu tez kapsaminda elde edilen sonuglarn; L’ de 2-parametreli kapali homotetik

hareket altindaki karsiliklarini arastirmak acik birer problem olarak goziikkmektedir.
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