ISTANBUL UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZI

CEBIRSEL KATSAYILI BAZI BOSLUK SERILERI
VE LIOUVILLE SAYILARI

Giilcan KEKEC
Matematik Anabilim Dah

Danmisman

Prof. Dr. Bedriye M. ZEREN

Eyliil, 2010

ISTANBUL



ISTANBUL UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZI

CEBIRSEL KATSAYILI BAZI BOSLUK SERILERI
VE LIOUVILLE SAYILARI

Giilcan KEKEC
Matematik Anabilim Dah

Danmisman

Prof. Dr. Bedriye M. ZEREN

Eyliil, 2010

ISTANBUL



Bu calisma 28/09/2010 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda

Doktora Tezi olarak kabul edilmistir.

Tez Jiirisi

Prof. Dr. Bedriye M. ZEREN (Danigman)

[stanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi

%% = cal &ﬁ‘
Prof. Dr. Fatma SENYUCEL

Mimar Sinan Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi

L

Prof. Dr. Hiseyin CAKALLI
T.C. Maltepe Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi

Prof. Dr. Serag OZTOP
[stanbul Universitesi

Fen Fakiiltesi

Prof. Dr. Nazim SADIK
[stanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi



Bu ¢ahisma Istanbul Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Yiiriitiicii Sekreterliginin
4317 numarali projesi ile desteklenmistir.



ONSOZ

Lisans, yiiksek lisans ve doktora dgrenimim sirasinda ve tez ¢aligmalarim boyunca
gosterdigi  her tirlii  destek ve yardimdan dolayr ¢ok degerli hocam
Prof. Dr. Bedriye M. ZEREN’e en igten dileklerimle tesekkiir ederim.

Doktora grenimim boyunca Yurt i¢i Doktora Burs Programi ad1 altinda verdigi maddi
destekten dolayr TUBITAK ’a tesekkiirii bir borg bilirim.

Eylil, 2010 Giilcan KEKEC



ICINDEKILER

ONSOZ.....cooiiiiieiee b I
| (01 1010 01 3G 1 35 ) 2 TR ii
SEMBOL LISTESI .........coooiiiiiiiiiiiiiii e iii
OZET ... v
SUMMARY ettt e e e ettt e e s a b bt e e e e n bt e e e e arae e e e anees Vv
| @] 0 23 1R 1
2. GENEL KISIMLAR ..ottt e e 4
2.1. LIOUVILLE TEOREMI VE LIOUVILLE SAYILARLI...........c.cccocoeveveviviiniernan, 4
2.2. KOMPLEKS SAYILARIN MAHLER VE KOKSMA SINIFLANDIRMALARI ..23
2.2.1. Mahler SInflandirmast .............ccooviiiiiiiiiiiii 23
2.2.2. Koksma SInflandirmasl.............cccoooiiiiiiiiiiiiicc e 28

2.3. YARDIMCI TEOREMLER .......ccoiiiiiiiiiiie e 32
3. MALZEME VE YONTEM.........cccocooiiiiiiiiieiieeeeeeeee ettt 33
4. BULGULAR. ...ttt e et e s 34
5. TARTISMA VE SONUC ... 70
KAYNAKLAR ettt e e e st e e nnnee s 71
OZGECMIS ..ottt ettt ettt ettt 73



SEMBOL LIiSTESI

N Dogal sayilar kiimesi

Z :  Tam sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi
R :  Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

lima,, : {a,} reel say1 dizisinin st limiti

max(aj, vy an) DA, a, (n e N) reel sayilariin maksimumu

min(al,...,an) DA, a4, (neN) reel sayilarmin minimumu

inf A . Reel sayilarin bos kiimeden farkli alttan sinirli A alt
kiimesinin en biiytik alt sinir1

(al, . an) . a,..,a, tamsayilarmm en biiylik ortak boleni

[al, ey an] . a,..,a, tamsayilarmin en kiiciik ortak kati

‘c_x‘ .« cebirsel sayisinin QQ {izerindeki esleniklerinin mutlak
degerlerinin maksimumu

H [Z] : H halkas1 iizerindeki tek degiskenli polinomlar halkasi

H[y. x] . H halkas iizerindeki iki degiskenli polinomlar halkas1

oP : P polinomunun derecesi

H(P) :  Tam katsayili P polinomunun yiiksekligi

oa :  «a cebirsel sayisinin derecesi

H(a) : «a cebirsel sayismin yiiksekligi



OZET

CEBIRSEL  KATSAYILI BAZI BOSLUK SERILERI VE
LIOUVILLE SAYILARI

Bu ¢alismada, baz1 genellestirilmis bosluk serileri iizerine incelemeler yapilmustir. Ilk
olarak, rasyonel katsayili baz1 genellestirilmis bosluk serilerinin, baz1 kosullar altinda,
Liouville sayilar1 argiimanlar i¢in aldig1 degerlerin ya bir rasyonel sayr ya da bir
Liouville sayist oldugu gosterilmistir. Daha sonra bu teorem genellestirilerek,
katsayilart m. dereceden bir K cebirsel say1 cisminden alinmis cebirsel katsayili bazi
genellestirilmis bosluk serilerinin, bazi kosullar altinda, Liouville sayilar1 argiimanlar

icin aldig1 degerlerin ya K cebirsel say1 cismine ait bir cebirsel say1 ya da Mahler
m

smiflandirmasmdaki UUi kiimesine ait bir U —sayis1 oldugu gdsterilmistir.
i-1



SUMMARY

ON SOME GAP SERIES WITH ALGEBRAIC COEFFICIENTS AND
LIOUVILLE NUMBERS

In this work, some generalized lacunary power series are considered. First, it is
shown that under some conditions the values of some generalized lacunary power series
with rational coefficients for Liouville number arguments belong to either the field of
rational numbers or the set of Liouville numbers. Then this theorem is generalized, and
it is obtained that under some conditions the values of some generalized lacunary power
series with algebraic coefficients from a certain algebraic number field K of degree m
for Liouville number arguments  belong to either the algebraic number field

m
K or U U; in  Mahler’s  classification ~ of  complex  numbers.
i=1



1. GIRIS
Asagidaki kosullar1 saglayan bir
F(2)=> 2" (c,eC; h=012..) (1.1)
h=0

kuvvet serisine bir genellestirilmis bosluk serisi denir:

Kosul 1. F(z) nin yakinsaklik yarigapt R >0 dur.

o0

Kosul 2. {Sn }::o ve {I’n}n=1 )

. S
0=5,<r,<s <r,<s,<r<s,<..., lim = (1.2)
n—o0 rn

olacak sekilde negatif olmayan tam sayilarm iki alt dizisi olmak {izere,

rc,=0, r,<h<s, (n=12,3,..),

{ ¢, #0, h=r, (n=12,3,...), (1.3)

L ¢, #0, h=s, (n=0,3,2,..)
dir.

M
P, (2) = Z (o " (n=0,12,..) olmak iizere
h=Sn
(P,(2), sifir polinomdan farkl;; B,(z)eC[z] ), F(z) genellestirilmis bosluk serisi,

yakinsak oldugu z € C ler i¢in, (1.3) ten dolay1

F(z)::zoch 2 :iopn(z) (1.4)



seklinde yazilabilir. Eger s ,=r,,, (n=0,12,..) ise P,(z) polinomu bir tek
terimden olusur, bu durumda F(z) genellestirilmis bosluk serisine bir basit bosluk

serisi denir.

Ik olarak, Mahler [1] , 1965 yilinda bazi tam katsayili genellestirilmis bosluk serilerini
incelemis ve bu serilerin sifirdan farkli cebirsel say1 argiimanlari igin transandant
degerler aldigna dair bir gerek ve yeter kosul vermistir. Daha sonra Braune [2], 1977

yilinda cebirsel katsayili baz1 genellestirilmis bosluk serilerini incelemis ve daha ileri

sonuglar elde etmistir.

Zeren [3], 1988 yilinda Mahler’in ve Braune’nin elde ettigi sonuglar1 daha da ileri
gotlirmiis ve katsayilar1 bir cebirsel sayr cisminden alinmig cebirsel katsayili bazi
genellestirilmis bosluk serilerinin, bazi kosullar altinda, sifirdan farkli cebirsel say1

arglimanlar1 i¢in Mahler’in U, — alt sinifina ait degerler aldigin1 gdstermistir, burada t,

verilen seriye ve arglimana bagh bir dogal sayidir.

Bu c¢alismada, Zeren [3] tarafindan ele alinan genellestirilmis bosluk serileri

incelenerek iki teorem elde edilmistir (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2). Bu ¢alismada elde

edilen ilk teoremde (Teorem 4.1), Zeren [3] in ele aldigi cebirsel katsayili

genellestirilmis bosluk serileri, katsayilar rasyonel iken disiiniilmiis ve rasyonel
katsayili bu genellestirilmis bosluk serilerinin, bazi1 kosullar altinda, Liouville sayilar
argiimanlar i¢in aldig1 degerlerin ya bir rasyonel say1 ya da bir Liouville sayis1 oldugu

gosterilmistir. Daha sonra bu teorem genellestirilerek, calismanin ikinci teoremi
(Teorem 4.2) elde edilmistir. Teorem 4.2 de, Zeren [3] in ele aldig1 katsayilar1 m.
dereceden bir K cebirsel say1 cisminden alinmis cebirsel katsayili genellestirilmis

bosluk serilerinin, bazi kosullar altinda, Liouville sayilar1 arglimanlar icin aldigi

degerlerin ya K cebirsel say1 cismine ait bir cebirsel sayr ya da Mahler

m
smiflandirmasmdaki UUi kiimesine ait bir U —sayis1 oldugu gosterilmistir.
i-1



Bu calismada elde edilen ilk teoremde (Teorem 4.1) s, =r,., (n=0,1,2,.. olursa

n
Yilmaz [4] m verdigi teorem elde edilir, yani Teorem 4.1, [4] te rasyonel katsayili

basit bosluk serileri i¢in verilmis olan teoremin (rasyonel katsayili genellestirilmis

bosluk serilerine) bir genellestirilmis halidir.

Kekeg [5], katsayilari m. dereceden bir K cebirsel say1 cisminden alnmis cebirsel

katsayili bazi basit bosluk serilerinin, bazi kosullar altinda, Liouville sayilari

argiimanlar i¢in aldig1 degerlerin ya K cebirsel say1 cismine ait bir cebirsel say1 ya da

m

Mahler smiflandirmasindaki UUi kiimesine ait bir U —sayis1 oldugunu gostermistir.
i-1

Bu ¢alismada elde edilen ikinci teorem, yani Teorem 4.2, Keke¢ [5] in verdigi

teoremin (katsayilar1 belli bir cebirsel say1 cisminden almmis cebirsel katsayili

genellestirilmis bosluk serilerine) bir genellestirilmis hali olarak diisiintilebilir.

Calismay1 iki boliime aymrmak miimkiindiir. ilk béliimde (2. GENEL KISIMLAR)
Liouville sayilari, kompleks sayilarin  Mahler ve Koksma siniflandirmalar1 hakkinda
bilgiler ve bu ¢alismada elde edilen teoremlerin (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2) ispatinda
ihtiya¢ duyulan yardimci teoremler verilerek caligmanin anlasilabilmesi i¢in gerekli
literatiir incelemesi yapilmustir. Ikinci bdlimde (4. BULGULAR) ise yukarida
bahsettigimiz bu ¢alismada elde edilen iki 6zgiin teorem (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2),

ifade ve ispat edilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. LIOUVILLE TEOREMI VE LIOUVILLE SAYILARI

J. Liouville, 1844 yilinda, kendi adiyla anilan Liouville teoremini vererek transandant
sayilarm var oldugunu ispat etmistir. Bu, hem transandant sayilarin varligini gdsteren

ilk ispattir hem de elimize somut transandant say1 6rnekleri vermektedir.

Teorem 2.1.1 (Liouville) (Perron [6, sayfa 178-179]). &, n. dereceden (n>1) bir

cebirsel say1 olsun. Bu takdirde,

1

n+l

‘é —B‘ < (2.1)

al g

esitsizligini gercekleyen ancak sonlu sayida P (p,q €Z;q > 0) rasyonel sayis1 vardir.
q

Ispat. g nun yeteri kadar biiyiik degerleri igin (2.1) esitsizliginin gegerli olmadigm1

gosterelim. & nin minimal polinomu

f(x)=a,+ax+---+ax" (a€Z (i=01..,n), (a,8a,...a,) =1 a, >0)

olsun. Herhangi bir g (p,g €Z,;q > 0) rasyonel sayis1 i¢in asagidaki degere bakalim.

(g2

_ 2y LN N -
=g, +as+a,s +--+ac ao+a1q+a2q2+ +a,—

a
oele-§)enle-5)
q q aq



& cebirsel sayisinin derecesi >1 oldugundan & ¢ Q dur, dolayisiyla & —g =0 dir.

(el
{q g ¢ q+azf = +ay| ¢ ) +a,| ¢ 7

esitliginin her iki tarafim & — P ile bolersek,

(a)

g_

2 n-1

:a1+a2(§+£j+a{§2+§£+p—2j+~-+a{§”l+§”2£+-~+ pn_lj (2.2)
q qa q q q

o |o

o |o

elde edilir. (2.2) den f(Bj;ﬁO oldugu sonucu ¢ikar. Ciinkii f(ﬁjzo olsa, (2.2)
q q

esitliginin sag tarafi sifira esit olur. (2.2) esitliginin sag tarafini £ nin kuvvetlerine gore
diizenleyecek olursak & nin en yiiksek dereceli teriminin derecesi n—1 dir ve &"" in
katsayist a,#0 dir, yani bu durumda &, sifir polinomdan farkli rasyonel katsayili
n. dereceden daha kiigiik dereceden bir polinomun kokii olur. Bu ise & nin derecesinin

n olmasiyla geligir.

Herhangi bir g (p,q €Z;q > 0) rasyonel sayisi i¢in

1

n+l

4
al g

ise, bu durumda

1
90-tels 11-[2]| < e~ 2]« k<1
q q al q
:‘Ep‘_m <1:‘§ <|él+1 (2.3)




olur. (2.3) ve |§| < |§| +1 esitsizlikleri kullanilarak, (2.2) esitliginden
—=Zl<fal+ 2l (£ +1)+3fas| (6] +2) +--+nfay| (1€ +2)"

elde edilir.  [a]+2[a,| (|&]+1)+3la| (|£]+1) +--+nla,| (j&]+1)" =c diyelim. c,
sadece & ye bagh bir pozitif reel sabittir, p ve g dan bagimsizdir. O halde,
(&)
A

s P
q

P

< —7 esitsizligini saglayan rasyonel sayilar1 i¢in <c dir. Oyleyse,

=
q

g nun yeteri kadar biiyiik degerleri i¢in, yani q>C kosulunu saglayan ( tam sayilari

i¢in

<q (2.4)

dur. Ayrica, yine herhangi bir g (p,q €Z;q>0) rasyonel sayis1 i¢in

p p" )
(ao+a1+---+ann]q n 1, ...4rap"
HBJ‘: a’ T _|asa apdrap 1,
q q q
ﬁ(ap}tO oldugundan aoq"+a1pq”‘1+---+an p"|#0 dm.\

0 ve aQq " +apq+--+a,p"eZ  oldugundan

l3,0" +a,pq" "+ +a,p"

‘aoqn +a,pq"*t +---+a p"|>1 dir.

o _/




(2.4) ve (2.5) ten,
(2]
0< 4 <q:‘§—£> f(BJ‘lz L
ée_B q a//q9 q
q

elde edilir. O halde,

1
+1

o2
al g

esitsizligi  nun yeteri kadar biiylik degerleri i¢in, yani >¢>0 kosulunu saglayan

g tam sayilar1 i¢in gecerli degildir. < esitsizligi ancak paydalar1 q<c olan

n+l

s P
q

P (p,g€Z;q>0) rasyonel sayilari tarafindan saglanabilir. 0<g<c olacak sekilde
q

ancak sonlu sayida q tam sayisi vardir. Ayrica <— esitsizligini saglayan

s P
q

herhangi bir 5 (p,q €Z;q >0) rasyonel sayisi i¢gin (2.3) ten,

2] <let=1= [pl<a(l+) = (el +1)< p<a(l+

elde edilir. g sonlu sayida deger aldigindan, p tam sayisi da ancak sonlu sayida deger

alabilir. O halde,

1

n+l

X
al q

esitsizligini gercekleyen ancak sonlu sayida P (p,q €Z;q>0) rasyonel sayis1 vardir.
q



Tamm 2.1.1 (Perron [6, sayfa 180]). &, bir irrasyonel say1 olsun. Eger her n>0 tam

sayisina karsilik asagidaki esitsizlikler gergeklenecek sekilde bir P (p,. 0, €7Z)

n

rasyonel sayisi bulunabilirse & irrasyonel sayisina bir Liouville sayis1 denir:

q, >1, ‘ _B <in . (2.6)
On|  On
Ornek 2.1.1 (Schneider [7, sayfa 3]). 5:22{! irrasyonel sayis1 bir Liouville
v=l
sayisidir:

n

P _ Z% (neN) rasyonel sayismi diisiinelim.
qn v=1 '

(101 1
1 (1 1 1y 2 (2+22'+"'+2”!j
&zz _(_ _+...+_j=

vl + 21 n! n!
q, =27 2 2° 2" 2"
. nt l 1 1 nt .. et g
dir. p,=2 > 22, +W+F , 0,=2">1 diyelim. Acikca goriildiigi gibi p, ve

g, >1 birer tam sayidur.

o1 1+ L + 1 4+ < 1 1+1+i+---
- 2(n+l)! 2(n+2)!—(n+1)! 2(n+3)!—(n+1)! - 2(n+1)! 2 22

o0
Z 2v'
v=n+1

i = ! + 1 +
2v'_ (n+1)! 2(n+2)! 2(n+3)!

v=n+1

2 2 2 1 1
= = = < = —_—

o(n+ )t o(n+d)nt (Zn!)” 2n!_(2n!)n qr '




Not 2.1.1. 1) (Perron [6, sayfa 180]) &, bir Liouville sayist ise her n>0 tam sayisi

N

n

icin (2.6) esitsizligini gergekleyen birbirinden farkli sonsuz sayida rasyonel sayisi

vardir.

2) (Perron [6, sayfa 180]) &, bir Liouville sayist ise her n>0 tam sayisi i¢in (2.6)
esitsizligini gercekleyen paydalart keyfi bir pozitif reel sayidan daha biiyilk olan

birbirinden farkli sonsuz sayida Py rasyonel sayis1 vardir.

n

3) &, bir Liouville sayisi ise her n>0 tam sayist i¢in (2.6) esitsizligini gergekleyen
paylarmm mutlak degeri (|pn|) keyfi bir pozitif reel sayidan daha biiyiik olan

N

n

birbirinden farkli sonsuz sayida rasyonel sayis1 vardir.

Ispat. 1) Bir n>0 tam sayis1 alam. &, bir Liouville sayis1 oldugundan v =1,2,3,...

i¢in

1 1

n+v

< n
qn+v qn+v

g _ pl’l+V <

q (G >1,v=123,..) 27

esitsizligini  gercekleyen Py (v=L12,3,..) rasyonel sayilar1 vardwr. Bu

n+v

Py (v=12,3,...) rasyonel sayilar1 arasinda birbirinden farkli sonsuz sayida rasyonel

n+v

say1 vardr. Cilinkii

0 <|g - Pox <qnl+v Sznl+v (v=123..)

[fﬁQjéih , q.,,>1=q,, =2 (v:1,2,3,...)j

n+v
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dir. O halde, ‘é—h (v=12,3,..) terimleri bir sifir dizisi olusturur. Eger
Onv

Py (v=12,3,...) rasyonel sayilar1 arasinda birbirinden farkli olanlarin sayisi sonlu

n+v

olsa, bagka bir deyisle {h} rasyonel say1 dizisinin birbirinden farkli sadece sonlu
v=l

n+v

g_h

n+v

sayida terimi olsa, bu durumda { } sifir dizisinin de birbirinden farkli sadece
v=l

n+v

sonlu sayida terimi olur. {‘f—h} sifir dizisindeki birbirinden farkli bu sonlu
v=1

sayidaki degeri U,,U,,...,u, (t=1) ile gdsterelim. {‘f—h

n+v

} dizisinin her bir terimi
v=1l
pozitif oldugundan uj,u,,...,u, pozitif reel sayilardir. u=min(u,,u,,...,u,) diyelim. u,

g P

pozitif bir reel sayidir. O halde, her v=12,3,... igin >u dur. Bu ise

s
O

dizisi oldugundan yeteri kadar biiyiik v ler ig¢in

n+v

} dizisinin bir sifir dizisi olmasiyla ¢elisir. Clinkii {‘5 _ P
v=1

n+v

o0
} , bir sifir
v=1l

g_h <U olmalidir. O halde,

n+v

0
{h rasyonel say1 dizisinin birbirinden farkli sonsuz sayida terimi vardir.
Cnsv

v=l

2) 1) de herhangi bir n > 0tam sayis1 i¢in buldugumuz (2.6) esitsizligini gergekleyen,

er—V

Oy

birbirinden farkli sonsuz sayida terimi bulunan { } rasyonel say1 dizisinin
v=l

paydalarinin olusturdugu {q,,,} _

, Dozitif tam say1 dizisini diigiinelim. Bu {q”+V}v:l

smirli olsa, bu durumda
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M >0 reel sayisi; Vv eN i¢in q,,, <M
olur. Ote yandan 1<q,,, <M olacak sekilde ancak sonlu sayida g, tam sayisi vardur.
{h} rasyonel sayr dizisinin terimleri (2.6) esitsizligini gerceklediginden, daha
v=1

n+v

once de yaptigimiz gibi,

_qn+v ( (:| +1) < pn+v < qn+" ( §| +1)

dir. q,,, sonlu sayida deger aldigindan p,,, tam sayis1 da ancak sonlu sayida deger

alabilir. O halde, birbirinden farkli ancak sonlu sayida Py terimi olusturulabilir. Bu

n+v

ise {h dizisinin birbirinden farkli sonsuz sayida teriminin bulunmasi ile ¢eligir.
qn+v v=l

O halde, limg,,, =o olmak zorundadir. limg,,, =o oldugundan {q,,, } " dizisinin

©
j=

limq,,, =oo olacak sekilde bir {anj} alt dizisi vardir. Dolayisiyla herhangi bir
joo 1

G >0 reel sayis1 verildiginde yeteri kadar biiyiik j ler icin Q, o, >G dir. Ayrica

Prv, |
{qm J} alt dizisinin de birbirinden farkli sonsuz sayida terimi vardwr. O halde,
n+vj j=1

er-Vj

terimleri (2.6) esitsizligini gergekleyen { } alt dizisini distintirsek istenilen
j=1

n+vj

elde edilir.
3) Bir n>0 tam sayist alalm. &, bir Liouville sayisi oldugundan 2) den dolayi, (2.6)
esitsizligi gergceklenecek sekilde, yani

ey <i (G, >1,v=123,..) (2.8)

n
n+v
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olacak sekilde paydalar1 keyfi bir pozitif reel sayidan daha biiyilik almabilen birbirinden

farkli sonsuz sayida r (1 =1,2,3,..) rasyonel sayisi vardir. (2.8) den,
|§|—% < —g— < 5—% <ni (v=1,23..)
Il g =l M-
= [ Pows|> [€] Oy, - qn;l > |4 q,., -1
= [Py > G 6] -1 (v=123,..) (2:9)

elde edilir. M >0 keyfi bir reel say1 olsun. q,,, > ( =1,2,3,...) alnirsa, (2.9)

dan | P...|>M (v=123,..) elde edilir. Boylece 3) iin ispat1 tamamlanmis olur.

Sonuc 2.1.1. &, bir Liouville sayis1 ise her n >0 tam sayisi i¢in

L

qn >l, ‘ — —
Uil On

olacak sekilde bir P rasyonel sayisi vardir, ve burada g, ile |pn| keyfi her pozitif

n

reel sayidan biiyilik alinabilir.
Sonug¢ 2.1.2. &, bir Liouville sayis1 olsun. O halde, tanim geregi her n>0 tam sayis1

icin

x

n

1
<q_n (qn >1)

n



13

P

n

olacak sekilde bir (p,, G, €Z) rasyonel sayis1 vardir. Burada lim g, =co ve her

N—oo

neN i¢in p, #0 oldugunu kabul edebiliriz.

Ispat. Not 2.1.1 ve Sonug 2.1.1 den elde edilir.
Teorem 2.1.2 (Perron [6, sayfa 180-181]). Liouville sayilar1 transandanttir.

Ispat. &, bir Liouville sayis1 olsun. &, bir transandant say1 olmasa, yani &, derecesi
n>1 olan bir cebirsel say1 olsa (&, bir Liouville sayisi oldugundan bir irrasyonel

sayidir. Dolayisiyla eger &, bir cebirsel say1 ise derecesi >1 dir), bu durumda

Teorem 2.1.1 den dolayi, <

—  esitsizligini saglayan ancak sonlu sayida

£ P
q

P (g >0) rasyonel sayist var olur. Bu ise, Not 2.1.1. 1) ile geligir. &, bir Liouville
q

sayist oldugundan n+1 pozitif tam sayisi i¢in

1
F—EF ~_ (q>1)
a q

olacak sekilde birbirinden farkli sonsuz sayida 5 (g>1) rasyonel sayisi vardir.

O halde &, transandant olmak zorundadir.

Teorem 2.1.3 (Schneider [7, sayfa 3]). &, bir irrasyonel sayi; {&} , bir rasyonel
n=1

n

say1 dizisi (p,, 4, €Z; q,>1); {Sn} Wsn =oo olacak sekilde bir reel say1 dizisi

o0
n=1 '

ve

x
Qs

sqisn (N=123...) 2.10)

n

olsun. Bu takdirde ¢, bir Liouville sayisidir.



14

ispat. lims, = oldugundan {s,}"

n—o =1

reel say1 dizisinin lim Sy, = olacak sekilde bir

]

{Snj }w alt dizisi vardir. n, verilen herhangi bir dogal sayi olmak iizere,
j=1

joo

lims, =oooldugundan yeteri kadar biiyiik j ler i¢in Sp, >N dir. O halde, 3 j, dogal

sayist  Oyleki Snjl >1, 3], > J, dogal sayist oyleki Snj >2, 3j,> ], dogal sayisi
2

reel say1 dizisinin {Snj } alt dizisi i¢in
k) k=1

oyleki s, >3,... . Yani s, |

I3 j=1

5,, >k (k=123..) dr. (2.10) dan,

pnjk 1
<= (k=123..) (2.11)
On: q "k

K

é‘f_

Ik
elde edilir. Po, o, Snjk lar1 yeniden adlandwralim ve Pn, =90 1< O, =h,,

S,. =r (k=123,...) diyelim. O halde (2.11) den,

K

<—<—— (9,,h eZ;h >1k=123,..)

(Snjk >k:>rk>k>0)

bulunur. Dolayisiyla &, bir Liouville sayisidir.

Not 2.1.2. &, bir Liouville sayis1 olsun. Bu takdirde, V& >0 reel sayisi igin

<i (9>2)

@

X
q

olacak sekilde birbirinden farkli sonsuz sayida g (p, g € Z) rasyonel sayis1 vardur.
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Ispat. Bir >0 reel sayis1 alalim. Archimedes prensibinden dolay1, n=n(w) > o >0
olacak sekilde bir n dogal sayis1 vardwr. &, bir Liouville sayist oldugundan
Not 2.1.1. 1) den dolay1, bu n dogal sayis1 igin

1

<_n (qn >1)

X
G| On

N

n

olacak sekilde birbirinden farkli sonsuz sayida rasyonel sayis1 vardir. O halde,

1 1
‘5—% <—<— (q,>))
oldugundan
1
‘f—g <= (@>)

olacak sekilde birbirinden farkli sonsuz sayida P rasyonel sayis1 vardir.

Not 2.1.3. {Sn}:zl , $,>0 (n=123,..) ve Wsn =oo olacak sekilde bir reel say1

dizisi olmak tizere, £ Liouville sayisi

<L (P 0, €%, 0,>L5n=1,23,..)

b,
‘g__ T

Qs

mg,=o ve p,=0 (n=123,..)

li
N—o0

gibi bir yaklasima sahip olsun. Bu takdirde,

oldugunu kabul edebiliriz.
Ispat. &, bir Liouville sayis1 ve s, >0 (n=12,3,...), bir reel say1 oldugundan

< L (q>1) olacak sekilde

Not 2.1.2 den dolayi, her s, (n=1,2,3,...) i¢in 5

s P
q

birbirinden farkli sonsuz sayida P rasyonel sayist vardw. O halde, s i¢in
q
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‘5 _B < isl (g, >1) olacak sekilde bir il #0 (p,#0) rasyonel sayisi vardr,
G| G i
S, i¢in ‘Zj Py is {qz >1, P &, q, > ql] olacak  sekilde  bir
q2 q22 2 1
P =0 (p, #=0) rasyonel sayist vardir, S, icin
2
‘ _Bsl i% [qs >1, L &, P, &, 0; >0, > qu olacak sekilde bir
O] s G 0 O Q

P #0 (p,#0) rasyonel sayis1 vardir. Bu sekilde devam edilirse ispat tamamlanur,

3

n

yani {&} rasyonel say1 dizisi i¢in
n=1

i (4, > n=1,23..),

p,#0 (n=123,..),
0, <Q, <@z <

dir. q,€Z (n=123,..) ve ¢, <0Q,<0; <--- oldugundan lim ¢, =oo dur.

Teorem 2.1.4 (Perron [6, sayfa 184-185]). &, bir Liouville sayist ise 7 = de bir

Liouville sayisidir.
Ispat. &, bir Liouville sayis1 olsun.

&, bir Liouville sayist ise —& de bir Liouville sayisidir. Cilinkii &, bir Liouville sayis1

oldugundan her n>0 tam sayist i¢in ‘f _P
q

<q—1n (q>1) olacak sekilde bir

P
q

(0>1) rasyonel sayisi vardir.
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<= @)

n

28| e-2
(=p)

oldugundan her n>0 tam sayisi i¢in ‘—5—— < (q> 1)olacak sekilde bir

n

—P (q>1) rasyonel sayist bulmus oluruz. O halde —¢&, bir Liouville sayisidir (&, bir

irrasyonel say1 oldugundan —¢ de bir irrasyonel sayidir). Dolayisiyla £ >0 kabul

edebiliriz.

&, bir Liouville sayist oldugundan her n>0 tam sayisi1 i¢in,

X
q

1
q
olacak sekilde p ve q (q>1) pozitif tam sayilari vardir. p >0 alinabilir, ¢linkii

1
e-Plc = (@>1)
q q

Rt
q q

(£>0,0>0=]4=¢, [a]=q)

dur. Sonu¢ 2.1.1 den dolayr |p|=p ve q, keyfi her pozitif reel sayidan biiyiik

alinabilir. O halde,
1
p>1 q> max[§+1, Ej (2.13)
alabiliriz. (2.12) den,

f_p

<% (q>1):>ap—§ <

=
!

:>0<£<§+1:>0<£2<§—+1<1

q
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[(2.13) =0>¢+1=> g+t <1j
q
dir. Dolayisiyla,

0<q£2<1 (2.14)

bulunur. (2.12) esitsizliginin her iki tarafini fi >0 ile carparsak,
Y

‘ i_Bi‘<%i: E_QHQ_EF% (2.15)
¢p gépl a7 ép (& p p &l 97 ¢p

elde edilir. (2.13) ve (2.15) ten,

n-1
1 q 1 q 1 1 ( pJ
— < < = =—| —
‘ q2n—1é; p q2n—l p qun—Z n 2

n-1
S0

elde edilir. Simdi ise (2.13), (2.14) ve (2.16) dan,

n

<L sy
p p

g

bulunur. Her n pozitif tam sayis1 igin < 1 (p>1) olacak sekilde bir %
P

n

rasyonel sayist buldugumuza gore nz% irrasyonel sayisi, bir Liouville sayisidir

1 o
(&, bir irrasyonel say1 oldugundan E de bir irrasyonel sayidir).
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Teorem 2.1.5 (Perron [6, sayfa 185-186]). Iki irrasyonel £ ve 7 sayilari arasinda
n=r+ré+--+r.f" (reQ i=01...m meN)

seklinde bir bagint1 var olsun. Bu takdirde &, bir Liouville sayist ise 7 da bir Liouville

sayisidir.

Ispat. &, bir Liouville sayis1 olsun. &, bir Liouville sayis1 oldugundan her n>0 tam

sayis1 i¢in

<

=
q

(9>1) (2.17)

2mn

olacak sekilde p ve g tam sayilari vardir ve ¢, keyfi her pozitif reel sayidan biiyiik
almabilir. (2.17) den,

‘E
q
bulunur. (2.17), (2.18) ve |&| < |&|+1 esitsizlikleri kullanilarak

éﬂ_p_: :‘Kg_gj(§y1+§y2£+_-'+ p:;]
q q q q

pu-1

:‘g_ﬁ‘ §#,1+§y,2£+_”+p_
aq

<|g+1 (2.18)

1 ;
q gt <W“(|f|+1)ﬂ1 (neN, uz2)

elde edilir. Ote yandan, (2.17) den dolay,

g P

1 _
| < g (Igf+2)

<

q

esitsizligi x =1 i¢in de gecerlidir. Dolayisiyla her x dogal sayisi i¢in

..

7 zlmn u |8+ (2.19)

<

q
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dir. (2.19) kullanilarak,

2

r H
P n_(roﬂlgwp_
g

q”

-2

#=0

2

P

bl 5l 8

q q q

5*‘—"’—”} <
q//

§+1
S LS ey
U= w=1
bulunur. O halde,
mor p* 1 & _
n- | < 2| u(lg+1)"
=0 q q u=1
dir.
Zm: LI S
g qy 0 1 q 2 q m qm

3

P

m
e —

q g

=0 +EE+LE + 1 ET —[r0+rl£+r2—2+~-

Tre4rp

+r

7
mqm

(2.20)

m

m

q

_ (g™ +5,pg"* +-+1,p") K
Iq"

Iq

m
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olup, burada I; ry, r,...,r,, rasyonel sayilarinin paydalarinin en kiigiik ortak katidr, ve

m

bir rasyonel sayinin paydasi pozitif bir tam say1 oldugundan | >0 bir tam sayidir,

k=1(rg" +5pg"" +---+1,p")eZ dir. Oyleyse,

m H
> K (klez;150) (2.21)
p R S L

dir. (2.20) ve (2.21) den,

m

q q =1

elde edilir. )’ ‘rﬂ‘,u(|§|+1)ﬂfl =c diyelim. r,r,,...,r_ rasyonel sayilarmin hepsi birden
u=1

sifir olamayacagindan ¢ >0 dir. Dolayistyla ¢, n ve g dan bagimsiz bir pozitif reel

sabittir. O halde,

k 1
- < 2.23
1| < e
dir. q>1 tamsayis1 (> m«nfcln olacak sekilde alinirsa,
mn
1L 19" 11 .20

qzmn - qzmn In qmnln (Iqm)n

olur. (2.23) ve (2.24) ten,

(keZ 1q"eZ, 19" >1)

bulunur ( 1>0, g>1, m>1 birer tam say1 oldugundan 1q™ >1 de bir tam sayidir ).

O halde, her n>0 tam sayisi igin
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k 1 m
n——-|< lq” >1
: : k 5 . .
olacak sekilde bir o rasyonel sayisi buldugumuzdan 7 irrasyonel sayisi, bir
q

Liouville sayisidir.
Teorem 2.1.6. Liouville sayilar1 R de yogundur.

Ispat. R deki her acik aralikta bir Liouville sayisinin var oldugunu gosterelim.

X, yeR, x<y ve ¢&>0, bir Liouville sayisi olsun. Rasyonel sayilar kiimesi, R de

yogun oldugundan « e{i, X] olacak sekilde bir «a#0 rasyonel sayis1 vardir.

Buradan & e(X, y) elde edilir. Ote yandan, Teorem 2.1.5 ten dolayr « ¢ irrasyonel

sayis1 bir Liouville sayisidir.
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2.2. KOMPLEKS SAYILARIN MAHLER VE KOKSMA
SINIFLANDIRMALARI

2.2.1. Mahler Siniflandirmasi

Mahler [8], 1932’de kompleks sayilart birbirine yabanci dort smifa asagidaki sekilde

ayirmistir.

&, verilen bir kompleks sayi, n ve H da verilen iki dogal sayr olsun.
Tam katsayili bir P(z)=a,+az+---+az" polinomunun  yiiksekligini

H(P) = max( ENRENBEY |) seklinde tanimlayalim ve derecesini oP ile gosterelim.

Kon ={P(2)€Z[z]: 6P<n, H(P)<H} kiimesini diisiinelim. P(z)=1 polinomu
K,n kimesine ait oldugundan K ., kiimesi bos kiimeden farkhidir ve K,

kiimesinin sonlu sayida elemani vardir, yani oP <n, H(P)<H kosullarii saglayan
sonlu sayida tam katsayili polinom vardir. Simdi ise

Kon, e :{ IP(&)|eR: P(z)eK,, } kiimesini diigiinelim. K, kiimesi bos kiimeden
farkli oldugundan K, . kiimesi de bos kiimeden farkhdir, K, kiimesinin sonlu
sayida elemani oldugundan K, .  kiimesinin de sonlu sayida elemam vardur.
P(z)=1eK,, oldugundan |P(¢)|=1e Kon e dir. O halde, K, . kimesine ait

sifirdan farkli |P(&)| degerleri vardir. Su halde asagidaki minimumdan bahsedebiliriz:

W, (H, &)= min|P(&)| . (2.25)

P(z) e Z[z],P(&) =0

P <n, H(P)<H
(2.25) te minimuma giren |P((§)| degerleri arasinda 1€ R de bulundugundan
O<w (H,&)<1 (2.26)

dir.
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n i sabit tutup H y1degistirelim. H, >H, ise w (H,;,&) < w, (H,,&) dir, yani
w,(H,&), sabit bir n i¢in, H nm bir monoton azalan fonksiyonudur. Ciinkii

H, > H, oldugundan

Kn,H1,§ —{0} ) Kn,Hz,g_{O} (2.27)

dir. Ky, e —{0} ve Koh,, 2 —{0}, reel sayilarin bos kiimeden farkli ve alttan (sifir

ile) smirlh alt kiimeleri oldugundan ve (2.27) den,

inf (K, «—{0}) < inf(K,,, -—{0}) (2.28)

dir. Ko\ . —{0} ve Koh,. 2 —{0} kiimeleri sonlu oldugundan ve (2.28) den,

min(K, , —{0}) < min(K_,, .—{0}) (2.29)
dir. Buradan
w,(H,, &) < w,(H,,$) (2.30)

elde edilir. Tamamen benzer sekilde, H y1 sabit tutup n i degistirelim. n, >n, ise
Wnl(H,f) < WnZ(H,§) dir, yani w, (H,&), sabit bir H i¢in, n in bir monoton

azalan fonksiyonudur.

w,(H,&)=H™ (H>1) denklemini goz oniine alalim. Bu denklemin tam bir tane

¢Oziimii vardir, o da

|0g#
w,(H. )

X=—--"2 127 2.31
logH ( )

dir.Bu x i p,(H) ile gosterelim. (2.26) dan dolayi, p,(H)>0 dur.
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1
log———
w,(£) = Tim p,(H) = Tim —2a(H.2) (2:32)
How Hoe  logH
diyelim.
0<w, (&) <o (2.33)

dur. Ciinkdi her H >1 dogal sayisiigin p,(H) >0 oldugundan FI||_m p,(H)=w, (&) =0
dir. { ,on(H)}::2 reel say1 dizisi, alttan sinirhi oldugu icin, eger iistten de siirh ise
|Li_m py(H)=w, (&) degeri sonludur, yani bir reel sayidir. Eger {p,(H)}, , dizisi

iistten sinirl degilse J|i_mpn (H)=w, (&)= dur.

Ayrica, w, (&), n in bir monoton artan fonksiyonudur, yani
n>n, ise W, (€)= w, () (2.34)

dir.  Ciinkii n,>n, ise 0< Wnl(H,f) < Wy, (H,%) oldugundan

IOQ# |og#

w, (H, w, (H,

1 .1 . olup, buradan ny (H:¢) > ng {6
Wy, (H,8)  w,, (H,$) logH logH

(H>1),

Iog# Iog#
— T w, (H, — T wy (H,
dyleyse W, (&)= lim M > lim M

Hoo0 log H is  logH =W, (&) elde edilir.

w(@) = fim ") (2.35)

diyelim.
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0<W(E) <o (2.36)

dur.Ciinkii,

vnelN i¢in w,(£)20 = VneN igin Wnrf‘f)>0 = lim Wé§)>o = w(&)>0.

N—o0

Eger bir nyeN i¢in w, (&)= ise, w,(§), n in bir monoton artan fonksiyonu

(&)
n

oldugundan her n>n, i¢in W, (&) =co dur. Dolayistyla, her n>n, icin

W, (cf)

dur. Bu durumda, w(&) = lim —=22

N—o0

=oo olur. Eger her neN igin w, (&)< ise,

bu durumda {W”—(é:)} , bir reel say1 dizisi olur. {W”—(é:)} dizisi, alttan sinirh
n =1 n =1

oldugu icin iistten de smirl ise w(&) = lim ——~22 UAC)

N—o0 n

<oo dur, yani w(&), bir reel

say1dir; {W”—(é:)} , tistten siurh degilse w(&) = lim w(e) =00 Olur.
n 1 n—o0 n

1) w, (&) =0 olacak sekilde n indeksleri varsa, bu indekslerin minimumuna (<)
diyelim. O halde, n< (&) i¢in W (£)<oo; W (£), n in bir monoton artan
fonksiyonu oldugundan n> u(&) i¢in w, (&) =00 dur. Bu durumda & nin indeksi

(&), sonludur denir.

2) Her neN icin W () <o ise p(é)=o0 yazilir ve & nin indeksi sonsuzdur

denir.

O halde, £€C igin w(&) ve w(&) degerleri tek tirli belirlidir; w(&) ve u(é)

nin her ikisi birden sonlu olamaz. Ciinkii x(&), sonlu ise n> u(&) igin W, () =

w,() Tim Yal8) _ . elde edilir.
n n

olacagindan, n> u(&) igin =oo olur, buradan w(<&) = lim
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Oyleyse, £ €C igin asagidaki dort durumdan tam bir tanesi s6z konusudur. & sayisina
w(&) =0, u(&) =0 ise bir A-—sayisi,
O<w(&) <o, wu()=o0 ise bir S-—sayisi,
w(&) =00, u(&) =0 ise bir T —sayisi,
w(&) =0, (&) <oo ise bir U —sayist

denir. O halde, bu sekilde biitiin kompleks sayilar1 birbirine yabanci dort smifa
aywrabiliriz. A—sayilarinin olusturdugu sinifa A—smifi, S—sayilarmin olusturdugu
smifa S —smifi, T —sayilarmin olusturdugu smnifa T —smnifi  ve U —sayilarmin

olusturdugu sinifa U — smifi denir.

Teorem 2.2.1.1 (Schneider [7, sayfa 68-69]). Her cebirsel say1 bir A—sayisidir ve
karsit olarak her A—sayis1 bir cebirsel sayidir. Baska bir deyisle, A—snifi ile cebirsel

sayilar kiimesi aynidir.

Sonug 2.2.1.1. Transandant sayilar S, T, U gibi birbirine yabanci1 ti¢ sinifa ayrilir.

Teorem 2.2.1.2 (LeVeque [9, sayfa 172-174]). z ve t gibi iki kompleks say1

birbirine cebirsel olarak bagl ise, yani F(z,t)=0 olacak sekilde sifir polinomdan

farkli bir tam katsayili F(Xx, y) polinomu varsa, z ve t ayni simifa aittir.

EeC, wu(&)=m olacak sekilde bir U —sayisi olsun ve U ile de bu sekildeki &
sayllarmm olusturdugu kiimeyi gosterelim, yani U, ={&eU: u(&)=m} olsun.

U, (m=123,..) kiimesi, U—smifinin bir alt smifidir ve U, bu ayrik U,

m

siniflarinin birlesimidir, yani U = UUm (m=n ise U, nU, =) dir. LeVeque [10],

m=1

U,#9 (Mm=12,3,...) oldugunu goéstermistir. Liouville sayilarmim kiimesi ile U, alt

smifi (tamamen) aynidir. !

1 U — sayilari ile ilgili daha fazla bilgi icin LeVeque [10] e bakiniz.
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Aklimiza A—,S—T—,U —sayilarinin var olup olmadigi gibi bir soru gelebilir. Her

cebirsel say1 bir A—sayis1 ve her Liouville sayisi da bir U —sayis1 oldugundan
A— ve U —smifi bos kiimeden farklidir. Ote yandan hemen hemen tiim sayilar

S —sayilaridir, yani Lebesgue Olgiisii sifir olan bir kiime disinda tiim sayilar
S —sayilaridir. Ozellikle e sayis1 bir S —sayisidir (Schneider [7, sayfa 82-94]). Ancak
T —sayilarmin var olup olmadig: yaklagik kirk yil boyunca agik bir problem olarak

kalmistir ve nihayet 1968 yilinda Schmidt [11] tarafindan T —sinifinin bos kiimeden

farkli oldugu ispat edilmistir.

2.2.2. Koksma Siniflandirmasi

Koksma [12], 1939°da kompleks sayilarin baska bir siniflandirmasimi daha verdi.

Koksma siniflandirmasi ile kompleks sayilar asagidaki sekilde A", S",T,U" gibi

birbirine yabanci dort sinifa ayrilmaktadir.

aeC, bir cebirsel say1 ve P(z)=a,+az+---+a,z"
(ao,ai,...,ak eZ; k=1; (ay,8,,...8,) =1 a, >0)2 de « nm minimal polinomu olsun.
Bu takdirde, & nin yiiksekligi H(«), H(a)=H(P) olarak; a nin derecesi da ise

Oa =0P olarak tanimlanir.

&, verilen bir kompleks say;; n ve H, verilen iki dogal sayi ve aeC de

yiiksekligi <H , derecesi <n olan herhangi bir cebirsel say1 olsun. Yiiksekligi <H ,
derecesi <n olacak sekilde ancak sonlu sayida tam katsayili polinom oldugundan
yiiksekligi < H , derecesi <n olacak sekilde ancak sonlu sayida cebirsel say1 vardir

(Bu cebirsel sayilar, bu polinomlarin kokleridir).

*

Knon:={|é—aleR: a, cebirselsay; da<n, H(a)<H; a+&} kiimesini
diistinelim. K:’H’SE #J tur, clinkii eger £ =0 ise o =1 alinabilir, yani |O—]4€ K:,H,§
olup, K;,H,g;‘é@ tur. Eger &0 ise bu durumda da o =0 alinabilir, yani

|§—O|=|§|EK:’H’§ olup, yine K:,Héi@ tur. Ayrica, bir Onceki paragrafta

2 (ao, a, ..., ) notasyonu ile @,,4a,,...,8, tam sayilarinm en biiyiik ortak boleni gosterilmektedir.
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aciklananlardan dolayi, K:,H’ ; kimesinin sonlu sayida elemam vardwr. O halde,

asagidaki minimumdan bahsedebiliriz:

W, (H,&)=min [£—¢f . (2.37)
a,cebirsel; a =&

oa<n, H(ax)<H

Eger £=0 ise a =1 cebirsel sayisi (2.37) de minimuma giren « cebirsel sayilarindan
biri oldugundan W, (H,&) <1 olur. Eger &0 ise bu durumda da a =0 cebirsel sayisi
(2.37) de minimuma giren o cebirsel sayilarindan biri oldugundan w,(H,&) <|&| olur.

O halde,

0<w(H,&) < max(|£],1) (2.38)

dir. Burada max( |§|, 1)21; sadece & ye bagli, n ve H dan bagimsiz bir reel sabittir.

Mahler siniflandirmasinda oldugu gibi, sabit bir n igin, W (H,&), H nin bir monoton
azalan fonksiyonudur, yani H, > H, ise W (H,,&) < W, (H,,&) dir, yine sabit bir H
icin, W (H,&), n in bir monoton azalan fonksiyonudur, yani n >n, ise

Wy, (H,&) <w, (H,&) dir.

Hw (H,&)=H™ (H>1) denklemini gbz oniine alalim. Bu denklemin tam bir tane

¢Oziimii vardir, o da

1

|09H*7
. w,(H, &) (2.39)
logH

dir. Bu x i p.(H) (H>1) ile gosterelim. (2.38) ve (2.39) dan dolays, {p;‘(H)}

0
H=2'

alttan smirlt bir reel say1 dizisidir.
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1
log—
W (&) = Tm pr (H) = Tim — 3 e (H &) (2.40)
H—0 H—0 |ogH

diyelim. w; (&) degeri sonlu ya da sonsuz olabilir ve w,(£) , n in bir monoton artan

fonksiyonudur, yani

n>n, ise w (&) 2w, (¢) (2.41)
dir.

w'(§) = lim WT@) (2.42)
diyelim.

0<wW (&) <o (2.43)
dur.

1) W:((f):oo olacak sekilde n indeksleri varsa, bu indekslerin minimumuna " (&)
diyelim. O halde, n< (&) igin W (&)<co; W (£), n in bir monoton artan
fonksiyonu oldugundan n> " (&) igin W:(§)=oo dur. Bu durumda & nin indeksi

2 (£), sonludur denir.

2) Her neN igin W (&)< ise 4 (&)= yazilir ve & nin indeksi sonsuzdur

denir.

Ohalde, £eC igin W (&) ve (&) degerleri tek tiirlii belirlidir; W™ (&) ve (&)

nin her ikisi birden sonlu olamaz. Ciinkii £ (&) nin sonlu olmast W (&) nin sonsuz

olmasin1 gerektirir.
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Oyleyse, £ € C igin asagidaki dort durumdan tam bir tanesi sz konusudur. & sayisina
w (&) =0, (&)= ise bir A" - sayisl,
O<W (&)<, 4 (E)=o0 ise bir S” —sayisi,
W (&)=, (&)= ise bir T - sayisl,
W (&)=, 1 (&)< ise bir U™ —sayist

denir. A" —sayilarmin olusturdugu smifa A" —smif, S — sayilarinin olusturdugu sinifa
S” — smifl, T - sayllarmin olusturdugu sinifa T —smifi  ve U - sayilarinin
olusturdugu smifa U “_smifi  denir. O halde, Koksma smiflandirmasi ile biitiin

kompleks sayilar birbirine yabanci A*, S*, T*, u” gibi dort sinifa ayrilmis olur.

EeC, ' (&)=m olacak sekilde bir U™ — sayis1 olsun ve U,: ile de bu sekildeki &
sayllarmin olusturdugu kiimeyi gosterelim, yani U:n :{ e U 1 (&)=m } olsun.
u: (m=12,3,...) kiimesi, U” - smifinin bir alt sinifidir ve U*, bu ayrik U; alt

m

smiflarinm birlesimidir, yani U™ = JUy, (m#=n ise Uy U, =@) dir,

m=1

Wirsing [13], 1961°de Mahler smiflandirmasi ile Koksma siniflandirmasinin esdeger
oldugunu, yani A—,S—T-,U —sayilarinin sirasiyla A*—, S*—, T*—, u” —sayilariyla

ayn1 oldugunu gostermistir. Ayrica, U, =U:1 (m=12,3,...) dr.
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2.3. YARDIMCI TEOREMLER

Yardimer Teorem 2.3.1 (icen [14]). K, m. dereceden bir cebirsel say1 cismi;

a;eK (j=12,.,k; k=1); n, herhangi bir cebirsel say1; F(y,X,...., %), Y ye gore
derecesienaz 1 olan tam katsayil bir polinom; 7 cebirsel saystile «; (j=12,...,k)

cebirsel sayilar1 arasinda

F(7,a,...0)=0

bagmtisi gegerli olsun. «; (j=1,2,...,k) nin yiiksekligini H(e;), 7 nin yiiksekligini
H(), F(y,X,...%) polinomunun y ye gore derecesini d, F(y,X,....%)
polinomunun  x; (j=12,...,k) ye gore derecesini I; ve  F(y,X,...,%)

polinomunun yiiksekligini H ile gosterelim. Bu takdirde,
on <dm

ve

2dm+(ly+ -+l )m

H(y) <3 H™H ()™ H(e )"

dir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu caligmada makale ve kitaplardan yararlanilmistir. Kaynaklar bolimiinde belirtilen
kitap ve makaleler incelenip gerekli alt yapi olusturulduktan sonra, 4. BULGULAR
bolimiinde verilen iki 6zgiin teorem (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2) elde edilmistir.
Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin ispatinda Zeren [3] ve Yilmaz [4] iin kullandigi
tekniklerden yararlanilmistir. Ayrica, Teorem 4.2 nin ispatinda Koksma siniflandirmasi
kullanilmistir. Ciinkii Mahler smniflandirmasinda tam katsayili polinomlarla, Koksma
siniflandirmasinda ise cebirsel sayilarla ¢aligilmaktadir. Teorem 4.2 nin ispatinda,
cebirsel sayilarla ¢aligmak tam katsayili polinomlarla ¢alismaktan daha kolay oldugu

icin, Koksma siniflandirmasi ile ¢calismak tercih edilmistir.
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Bu ¢alismada asagidaki iki 6zgiin teorem elde edilmistir.

Teorem4.1. F(z)=>Y ¢, 2" (ch eQ;c, by b, €Z,a,eN (h :0,1,2,...)];
h=0 a

h

0=5,<<S<I,<s,<Ir<s;<..

kosulunu saglayan, negatif olmayan tam sayilarn iki alt dizisi;

rc,=0, r,<h<s,
{ ¢, #0, h=r,
L ¢, =0, h=s,
. S

lim ™2 =w;

nN—oo rﬂ

(n=12,3,..),
(n=1,2,3,..),
(n=0,1,2,..);

F(z) kuvvet serisinin yakinsaklik yari¢api

R>0 (R, sonluya da sonsuz olabilir) ;

gﬂh

lim

h—o0

S[ao,al,...,ah] notasyonu, 8,,a,..,

(A =[a.a,...a,]; h=123..)°

a;, tam sayilarmin en kiigiik ortak katin1 gdstermektedir.

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.9)

(4.5)
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g

1

<
n
On

S i
(pn,qneZ, q, >1 a)n:rn Ioréqn (n=123,..); rl]l_r)g)a)n :ooj (4.6)

x
On

gibi bir yaklagima sahip bir Liouville sayis1 ( burada r, =0 ise yaklasim, n=2 den

baglatilir) ve
£ <R
olsun. Bu takdirde ya F(¢), bir rasyonel sayidir ya da F (&), bir Liouville sayisidir.

Mkt

Ispat. R()=Y ¢ 2" (k=012..) olmak lizere
h=S,

( B.(2), sifir polinomdan farkly; B (z)eQ[z] ), F(z) genellestirilmis bosluk serisi,

yakmsak oldugu z € C ler i¢in, (4.2) den dolay1

F(2)=>c2"=> R(2) (4.7)
h=0 k=0
seklinde yazilabilir.

Teoremin ispatin1 bes asamada yapacagiz:

1) 0< |§| <R oldugundan z=¢ igin F(z) serisi yakmsaktir ve F(&) eR dir,

n-1
2) F.(2) = z P(z) (n=123..) polinomlarmi distinelim ( F,(z), sifir
k=0

polinomdan farkli, F,(z) e Q[z] ).

I'n h
=S, [&j (n=123,..) (48)
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rasyonel sayilarini goz Oniine alalim. Simdi 7, rasyonel sayilarnin paydalarini

belirleyelim. (4.8) den,

So So+1 n
M =Cs, [%J +Cs (%J +o 4 Cp [%]
n n n

So Sp+l I'n
=bi[&j +_b50+1 [&J ++bi[&J
aso qn aso+1 qn arn qn

d

:W, d,eZ
elde edilir, o halde
My = A:agn (dor A, O €Z; A O >1 n=1,23,...) (4.9)
seklindedir.
3)  [F(&)—m|<[F (&)~ F (&) +]F\ (&)~ (n=1,23,..) (4.10)

dir. Simdi |F (&)-F, (§)| ve ||:n 3] —77n| i¢in birer Ust sinir belirleyelim.

0 n-1 0
IF(&)-F.(&)|= %&(f)‘%ﬂ(f) = kZPk(f)
|2 Shalll i
0<|é[<p<R (4.12)

olacak sekilde bir p >0 reel sayis1 alalim (R=o0 ise p>|§| olacak sekilde bir

p>0 reel sayist almak yeterlidir). F(z) serisinin yakinsaklik yarigapt R ve

0< | p| =p<R oldugundan F(p)= Zch ,oh serisi ~ yakinsaktir, dolayisiyla
h=0
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r|]im (Ch P ) =0 dir. Her yakinsak dizi smirli oldugundan {Ch ph}w
—>0

) dizisi sinirhdir.
=0

O halde,
IM >0 reel sayis;; Vh=012,... igin |c, p"|<M

= |ch|§% (h=0,1,2,..) (4.13)

elde edilir. (4.11), (4.12) ve (4.13) ten,

h
FO-F@I< Y folld <> 2l =m (@j
h=Sn S P h P

he =S,

R ERERE ST

Sn 1-=
_M (Iflj 1|§| __Pr (n=123,.)
1151

[(4-12)2> 0<|é|<p<R= O<E<1J
P

= IF(é)—Fn(é)IS(%n (n=123..) (4.14)
2
elde edilir. Burada e1:%>0, e2=£>1 pozitif reel sabitlerdir
kel <]
o)

(e, vee,; nr,s, 17, P, veq, lerden bagimsizdir).
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IF, (&) -] = ZP(&) ZP('O"]

Bl (2]

Eoe-£a(2)

h=s,
h
{2)

< Sl

h=5,

h-1
<Z|ch| pn §“1+§“ 2P .--+[&j . (4.15)
ay n
(4.13) ten,
M h h
e < —-<MB"<M}B (h=0,12,..) (4.16)
Yo,
dir. Burada B = max[l, lj >1, M;=max(L,M)=>1 dir. (4.6) dan,
Yo
Pn 1
& <JE-——" | < ——-<1

qn s ! G| g
olup, buradan

Polig+1 (n=123,.) (4.17)

n
bulunur. (4.6), (4.15), (4.16), (4.17) ve |§| < |c§|+1 olmasindan dolayi,
I n
R (&) =7 < D M,B"— (|§|+1) Z M/ B (|§|+1)
h=s qn h=So qn
1 I,
=(r, +1) M" g (|&+1) (4.18)
n

dir. Burada M, =M,B>1 dir. (4.18) den,



39

Iﬁ@%wAs¢ih@ﬁifM?Gﬂ+Q“ (4.19)

elde edilir. Ote yandan,

limr, = limfr, =1= lim Yy, +1=1= lim 1} +1) =1
N—o0 w:> n—)OO\/_ :> N—oo :>n—)00 )

= Je, >1 reel sayisi; yeteri kadar biiytik n ler i¢in

—

(r,+1)° <ep (4.20)

dir. (4.19) ve (4.20) den, yeteri kadar biiyiik n ler igin,

1 em
R (&) -1, < o en M (j+1)" qr;‘a,n (4.21)
n n

elde edilir. Burada e, =e,M,(|&+1)>1 dir (e; n r,s, 7, p,ved, den
bagimsiz, pozitif reel sabit). Ayrica &, bir Liouville sayist oldugundan limg, =
N—o0

oldugunu kabul edebiliriz (Sonu¢ 2.1.2 ve Not 2.1.3 ¢ bakiniz). O halde, yeteri kadar
biiyiik n ler i¢in,

e, <0, (4.22)
dir. (4.21) ve (4.22) den, yeteri kadar biiyiikk n ler igin,

' 1
|Fa (&) —170| < q?nnwn = (4.23)
n

M (on-1)
n

bulunur. $imdi (4.14) e geri donelim.
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A, degeri daha sonra agiklanacak pozitif bir reel say1 olsun. Yeteri kadar biiyiikk n ler

icin,

e, 1

& S—q;” CE (4.24)
dir. Ciinkii, sonsuz sayida n igin,

% L (4.25)

>
S r -1
ezn qnn(wn )

olsa; (4.25) i saglayan n dogal sayilarinin olusturdugu dogal sayilarin alt dizisini

{n j}j_o:l ile gosterirsek,

6 1
ezsnj q rnj [a)hj %I.j/?.

n;

>0 (j=123..)

elde edilir. Bundan ve (4.6) dan,
loge, - S, loge, > —th, (a)nj —1)1 log On,
= loge + I, (a)nj —1)/1 log On; > Sn, loge,

S

él}l log Gn; > Sn, loge,
n.

loge, +r. !
= l0ge€ ”J(rnjlogq

= Ioge1+(snj —f, log O, )/1 > Sp, loge,

r.. logq,.
= IOﬁ+ Llu}l > loge,

Sn n;

i i
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r,. logq,.
= lim ['0‘9’—% [1u]zJ > limloge,

joo Snj Snj joo

= A=loge, >0 (e,>1=loge,>0).
Ohalde; 4, O<A<loge, olacak sekilde segilirse (4.24) saglanir.

Ote yandan, 0< A <1 igin

1 < 1
e

esitsizligi yeteri kadar biiyiik n ler icin gegerlidir.

(4.26)

Sonug olarak, A4 reel sayisi, 0<A<min(l, loge,) olacak sekilde segilirse; (4.14) ve

(4.24) ten, yeteri kadar biiyiik n ler igin,

1

FO-R@I< (4.27)
n
(4.23) ve (4.26) dan, yeteri kadar biiyiik n ler igin,
[N RN E— (4.28)
n n|= qr:n (an-1)2 :
bulunur. (4.10), (4.27) ve (4.28) den, yeteri kadar biiyiik n ler igin,
2 1
[F(&)—m,|< g7 s o (@27 (4.29)
elde edilir. rl]m @, =%, 1>0 oldugundan r|]I_r)1010((a)n — 2)2,) =oo dur.

(a)n - 2)/1 =y, (N=123,..) diyelim. O halde, yeteri kadar biiyiik n ler i¢in,
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|F(§)—f7n|sqrniyn (Iim}/n=oo) (4.30)

N—o0
n

elde edilir.

—>0

4) (45) ten, rl]l_m IoghAh <oo oldugundan {IOQTA“} reel say1 dizisi, Ustten
h=1
- log A,
smirlidir. O halde, 3Jo>0 reel saywsi; Vh=123,... icin OSTSG dir.
Buradan,

A <A (h=123,..) (4.31)

elde edilir. Burada A=e° >1 dir (A; n, r,S,, 77, P, Ve q, den bagimsiz, pozitif

reel sabit ).

Yeteri kadar biiytik n ler igin,

1 1
o < T (4.32)
n (Arnqnn)z
dir. Ciinki,
1 1 'n’n maln LG
osqrms< — )%aqn 2(Anqn)
n Anqnn 2
n I
g =A? g . (4.33)

(4.33) esitsizligi, yeteri kadar biiylik n ler i¢in dogrudur. Ciinkii, yeteri kadar biiyiik n

ler i¢in,

In n In In Yn In
=(0?)? =(d,0,)2 =0, G, 2A2q,



43

dir (limg, = oldugundan, yeteri kadar biiyilk n ler i¢in, q,> A dir. Ayrica yeteri
N—o0

n n
kadar biiyiik n ler icin y, >0 dir. O halde, yeteri kadar biiyiik n ler igin qn2 >A?2

dir ). Oyleyse, (4.33) iin esdegeri olan (4.32) esitsizligi de yeteri kadar biiyiik n ler icin

dogrudur.

(4.31) den,
A <A™ (n=123..) (4.34)

elde edilir ( r, #0 oldugunu kabul edebiliriz, ¢linkii , =0 ise, (4.34) esitsizligi n=2

den baglatilir ). (4.34) ten, yeteri kadar biiyiikk n ler igin,

1 1
7 < i (4.35)
(A™gr) 2 (A an")?
bulunur. (4.30), (4.32) ve (4.35) ten, yeteri kadar biiyiikk n ler i¢in,
IF(£)- |<—l (Iim —oo) (4.36)
In| = I U |
(A, o) 2
elde edilir.  limy, =o  oldugundan M2 =w dur. 2o=g  (n=123,..)
n—oo n—w 2 2
diyelim. O halde, yeteri kadar biiyiik n ler i¢in,
1 .
F@)-mls——— (lim g, =) (4.37)
n n—o0
(A, o)
bulunur. A q" >1, limg, =« oldugundan ;‘9 , bir sifir dizisidir.
N—o0 (Ar qrn) n
n n
Oyleyse, (4.37) den,
{|F(&)—n,|} . bir sifir dizisi (4.38)
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oldugu elde edilir. Bagka bir deyisle,

limz, =F(¢) (4.39)
dir.
5) { |F(E) -, } sifir dizisi i¢in asagidaki iki durumdan tam bir tanesi s6z konusudur:
a) Belli bir n den itibaren |F(&)—7,|=0 ise:

Bu durumda, belli bir n den itibaren 7, =F(&) olur, yani {7,}, bir sabit dizi olur ve

aldigi deger de F(&) dir. 7,€eQ (n=12,3,...) oldugundan, bu durumda F(&), bir

rasyonel say1 olur.

b) Sonsuzsayida neN i¢in |F(&)—n,|=0 ise:

|F(§)—77n|¢ 0 kosulunu saglayan n dogal sayilarmin olusturdugu dogal sayilarin alt
dizisini {nj}j_o_l ile gosterip, (4.9) ve (4.37) yi kullanirsak, yeteri kadar biiyiik j ler

i¢in,

d, ‘ 1 Mn: Mn; .

" e s ———— (dnj,Afnjqn?‘ c7; Ay Gn' > im0, :oo) (4.40)
| (A, @)
nj Mj n; N

J

elde edilir. (4.40) tan, 6nce F (&) reel sayisinin bir irrasyonel say1 oldugu elde edilir.
Teorem 2.1.3 ve (4.40) tan, F(&) irrasyonel sayismin bir Liouville sayist oldugu
bulunur. O halde, b) durumunda F(&), bir Liouville sayisi olur. Boylece, Teorem 4.1 in

ispat1 tamamlanmis olur.

Asagidaki teorem, Teorem 4.1 in bir genellestirilmis halidir. Daha ag¢ik bir sekilde ifade
edecek olursak, Teorem 4.1 de katsayilart Q rasyonel sayilar cisminden alinmig, bagka
bir deyisle, katsayilar1 1. dereceden bir cebirsel sayr cisminden almmis bir

genellestirilmis bosluk serisiyle ¢alistik, Teorem 4.1 de katsayilar1 m. dereceden bir
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cebirsel say1 cisminden alinmig bir genellestirilmis bosluk serisiyle ¢alisirsak asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 4.2. K =Q(#), m. dereceden bir cebirsel say1 cismi; *

F(Z)=§:chzh (c,eK; h=012..);
h=0

{Sn}n:O ve {rn}nzl !
0=5,<<S<I,<s,<Ir<s;<.. (4.41)
kosulunu saglayan, negatif olmayan tam sayilarin iki alt dizisi;

(c,=0, r,<h<s, (n=123..),

< ¢, =0, h=r, (n=12,3,..), (4.42)

L Ch #0, h=s, (n=01,2,...);

Z ‘a‘ z" ° Kkuvvet serisinin yakinsaklik yarigap1
h=0

R>0 (R, sonluya dasonsuz olabilir) ; (4.43)
.S
lim = =oo; (4.44)
nN—o0 rn

a, (h=0,12..), a,c, tam cebirsel say1 olacak sekilde uygun bir dogal say1 olmak

lzere,

* Cebirsel sayi cisimleri, cebirsel sayilar ve tam cebirsel sayilar hakkinda bilgi icin LeVeque [9] ve

Pollard [15] a bakiniz.
> ‘a‘ notasyonu, C,, cebirsel sayisinin Q fiizerindeki esleniklerinin mutlak degerlerinin maksimumunu

gostermektedir.
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Tim 1294 _, (A =[20aa,]; h=123..) ; (4.45)

1

<
n®n

[pn,qneZ, q, >1 o, = % (n=12,3..); r|1|_r>nw“ =00](4-46)

p
g—tn
‘ a, r.logq,

-
n
gibi bir yaklagima sahip bir Liouville sayis1 ( burada r, =0 ise yaklasim, n=2 den

baslatilir) ve
£ <R

olsun. Bu takdirde ya F(&), K cebirsel say1 cismine ait bir cebirsel sayidir ya da

H@eUUiW.
i=1

Mt

Ispat. P (2)= Z (o 2" (k=0,12,..) olmak iizere ( B.(z), sifir polinomdan farkls;
h=S,

R(2) eK[z]=C[z] ), F(z) genellestirilmis bosluk serisi, yakinsak oldugu zeC ler

i¢in, (4.42) den dolay,

F(2)=)¢c,2"=> R(2) (4.47)
h=0 k=0
seklinde yazilabilir.

Teoremin ispatin1 dort agsamada yapacagiz:
1) F(2) :Zch " genellestirilmis bosluk serisinin yakisaklik yarigapt >R dir.
h=0

Clinkii |Ch |S ‘(I‘ (h=0,1,2,...) oldugundan i ‘a‘ 2" serisinin yakmsak oldugu
h=0

tim zeC ler i¢cin F(z) de yakinsaktir. O halde, z=¢ i¢in F(z), yakinsaktir ve
F(&) eC dir.
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n-1
2) F,(2)= z P(z) (n=1273,..) polinomlarini diisiinelim ( F,(z), sifir polinomdan
k=0

farkli; F,(z) eK[z]<CJz]).

werla) g el (2

r h
=z (pnj eK (n=123..) (4.48)
a,
cebirsel sayilarmi  goz Oniine alalim, n,eK (n=123,..) oldugundan

on,<m (n=12.3,...) dir.

h
Zch[q j (n=12,3,..)

esitliginin her iki tarafini A dogal sayisi ile ¢arparsak,

ZA ( ]h = (4.49)

bulunur. A c, (h=sy, s,+1..,r,), K=Q(#) cebirsel sayr cismine ait bir tam

cebirsel sayidir. Ayrica, teoremin hipotezindeki &€ K cebirsel sayismnin bir tam

cebirsel sayr olduunu kabul edelim. A.c, eK=Q(0) ve K=Q(0) nmn Q

uzerindeki bir tabani {1, o,..,0 m_l} oldugundan,
A c, = xgh) + x}h)0+---+ xﬁ:‘)l 0™ (h=s,,..,1,) (4.50)

olacak sekilde tek tiirlii belirli X(()h), Xl(h),..., Xf:_)l rasyonel sayilar1 vardir. Simdi bu

X(()h), Xl(h),..., Xf:_)l rasyonel sayilarini belirleyelim. (4.50) bagintisinda, K iizerindeki

cisim esleniklerine gegilirse,
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< . (4.51)

K A’ncém} = Xgh) —+ Xl(h)g{m} 4.4 X'Q:_)l(em—l){m}

lineer denklem sistemi elde edilir. Burada bilinmeyenler x(()h), xl(h),..., xf:_)l dir. (4.51)

denklem sisteminin katsayilar matrisi

1Y G 1 1 .1
1 6% . (" H? 6% 6% .. o™
= #0
1 e{m} (em—l){m} (em—l){l} (em—l){Z} (em—l){m}

dir. Clinkii, K=Q(#) cebirsel say1 cisminin Q iizerindeki boyutu m ve 8, bir tam

cebirsel say1 oldugundan

D(0) =A%*(L,0,...,0™") =

(em—l){l} (em—l){Z} (em—l){m}

diskriminant1 * sifirdan farkli bir tam sayidir. O halde, (4.51) denklem sisteminin bir tek

¢Oziimii vardir:

® K, m. dereceden bir cebirsel sayi cismi ve o € K olsun. atlt (i=12,...,m) notasyonu ile

a € K cebirsel sayisinin K iizerindeki cisim eslenikleri gosterilmektedir (cisim eslenikleri hakkinda
bilgi i¢in LeVeque [9] ve Pollard [15] a bakiniz).
" D(0) diskriminant hakkinda bilgi i¢in LeVeque [9] ve Pollard [15] a bakiniz.
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AC
Arc{z 0{1}
] }
! 9{2} v
h . |
): Arc{m : 1){1}
| | } (em—l
1 o™ }
9{1} v
1
o2 T
1 K (em—l){l}
o™ .
mel
| ( 1){'“}
Arc{z 9{1}
] }
! 5{2} (
.. :
= ¢ €] AR
e{m} m—l){Z}
(9{1}
1
(9 9{2}
l m-1y{m . (6m7
it )™ |1 o :
1 6% o™ .
.. (Hm_l Do
1 { . o ){1} 2 . .
o™ ” )}
A ci (eml'){m}
o™ ArnCr{f}
| 9{2} )
- .o {
){1} - nChm}
o™ | |
( 1){2} o ) oY
| 9{2}
1 ™) | (m
)m} 1 - 9 _1){1}
o 1 o™ (em_l){z}
9{2} : ..
o'™ .

(Hm_l).{l}. Lo
(em_l){z}. e
(em—l){m}
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Ac++A ™ AoV e A MO AT E )+t A G (0"
o+ g™ A L L A Il (i G

(emfl){l} ++(0m—l){m} (Hmfl){l} 0{1} ++(0m—l){m} a{m} (Hmfl){l} (gmfl){l} +'”+(€m—l){m} (Hm—l){m}

D(9)

(ArnCh){l} +“'+(Arnch){m} (Arnche){l} +_..+(Arnch€){m} (Arncham—l){l} +...+(ArnCh0mfl){m}
oY+ 0™ (92){1} +---+(¢92){m} O™+ (0m)™
@Y et @y 'wﬂﬁ;;;@%@':; G e G
= D(6)

_ &"
o

< 0 " determinantindaki bilesenlerin hepsi birer tam sayidir. Ciinkii K, m. dereceden
bir cebirsel say1 cismi ve « € K, bir tam cebirsel say1 ise oM+ g™ bir tam

sayidir. O halde, cf(; ez dir. Dolayisiyla,

(h) é/O(h) é’o(h) e

Xy :
DO

seklinde yazilabilir. Burada D(60), sifirdan farkli bir tam say1 oldugundan |D(0)| eN

dir. |D(t9)|= D diyelim. D, sadece & ve @ nm esleniklerine bagh sabit bir dogal
sayidir. O halde,

(h)
XWof . sy pen

seklindedir. Tamamen benzer sekilde,



51

bulunur. (4.50) den,

() () (")
Arnch :%_'_%04_”,_}_%9”“1 (h:so,...,rn) (452)

elde edilir. (4.49) ve (4.52) den,

Ih m-1 (h) h
A=Y > o (p—] =0

hos, u0 D On
rn m-1 h p h
= DA - > "o [—j =0 (4.53)
h=s, #=0 s

elde edilir. (4.53) tin her iki tarafini qrf” ile garparsak,

rn m-1

(DA ) -Y > ¢ Mot pl 4 =0 (4.54)

h=sy ©=0

bulunur. g”ﬂ(h) (#=01..m-1;, h=s,...r,), q,:"’h, p,? (h=s,,...,1,) ve

" DA, birer tam say1 oldugundan

rn m-1

Ly, =(arDA )y-> > ¢, g™ ph x* (4.55)

h=sy ©=0

tam katsayil1 bir polinomdur ve
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L(7,,6) =0 (4.56)

dir. g DA, #0 oldugundan L(y,x) polinomunun y ye gore derecesi 1 dir.
L(y,x) in x e gore derecesine |, diyelim, 1, <m-1 dir. L(y,x)eZ[y, x|

polinomunun yiiksekligini H ile gosterirsek, Yardimci Teorem 2.3.1 den dolay,
H (nn) S 32m+llm H m H (e)llm
< 32m+(m—1) m H m H (9)(m—l) m
= H(z,)<3M™D HM H(g)mHm (4.57)

elde edilir. Simdi L(y,x) polinomunun H yiiksekligini iistten smirlayalim. (4.55)

ten,
H max( DA “)‘q,ﬂn— 2) (4.58)
h=s,,...I,
#=0,..,m-1

dir. &, bir Liouville sayist oldugundan p, #0 (n=12,3,...) oldugunu kabul edebiliriz
(Sonug 2.1.2 ve Not 2.1.3 e bakiniz). O halde, p, GZ—{O} oldugundan |pn| >1 dir.

Ayrica (4.46) dan q,>1 (n=12,3,...) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, (4.58) den,

Hsmax( DA, | ‘q Ik )
h=s,,...I,

u=0,.,m-1

<m (nlpnl &) i e )
h=s,,...I,
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gﬂ(“)‘ ) (4.59)

elde edilir. Simdi ise ‘é’ﬂ(h)‘ (#=01,..,m-1; h=s,,..,r,) yt Ustten smirlayalim.

(4.52) den,

DA, ¢, =& " + &0+ +£, 0™ (h=s,.m;) (4.60)
drr.

DA, ¢, =& (4.61)

diyelim. Burada A c, €K, bir tam cebirsel sayi, D de bir dogal say1 oldufundan
6 € K, bir tam cebirsel sayidir. (4.60) ve (4.61) den,

h h h) Hm-
s=¢"icMor s Mo™ (h=s,,..1) (4.62)
olur. (4.62) de K iizerindeki cisim esleniklerine gegersek,
{1}

oM =g WMo g, M (0m)

st :éfo(h) +§1(h)9{2} +"'+§m_1(h)(9m71){2}

< . (4.63)

\ St :élo(h)+é/1(h)9{m}_,___,_,_élm_l(h)(emfl){m}

lineer denklem sistemi elde edilir. Burada bilinmeyenler g”o(h), gl“"),..., g’m_l(h) dir.

(4.63) denklem sisteminin katsayilar matrisi
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1 0{1} (em—l){l} 1 1 1
2 m-1y1{2} oY o' o™
1 6 (o™ | 0
1 e{m} (Hmfl){m} (em—l){l} (em—l){Z} (em—l){m}
oldugundan (4.63) lineer denklem sisteminin bir tek ¢6ziimii vardir:
Sy oY (gmfl){l}
st2 ol (gmfl){z}
: v _ sim gim (gmfl){m}
0 1 ot (gmfl){l}
1 9{2} (gmfl){z}
1 o™ (gmfl){m}
o (gmfl){l}
6){2} (gmfl){z} “ i 6){1} (em—l){l}
: N @) +oeet (DM SE S
{m} m-1y {m} Tt {m-1} m-1y{m-1}
9 (0 ) g{m} (em—l){m} H (0 )
1 1 1
o o' o™
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(n) _xBoj o)
= =» —0
& JZ .
1 m-1y {1}
o' (Qm—l){z} o @)
e (O™
bulunur. Burada Ay, = . . . . . . |, Ap=-
{m} m-1y(m} Co
o .. (6™ gt gy
1 1 1
1 m-1y {1}
o7 .. (07) e pe gim
Agy = ()™ C ve A=A(L6,...60M ") =

g{m—l} (Qm—l){m—l}

m-1y{1} m-1y{2} m-1y{m}
@) (") .. (0™)

kompleks sayilari sadece 6 ve @ nm esleniklerine baghdir; &, n ve h ya bagh

degildir. Tamamen benzer sekilde,

é’ﬂ(h) zifjé‘{j} (/J:O,l,...,m—l; h E{ Sgy-er Iy }) (4.64)

seklindedir. Burada A ; (#=01..m-1; j=1..,m) ve A, sadece & ve & nm

esleniklerine baglidir; &, n ve h dan bagimsizdir. (4.64) ten,




56

i 2 5= |o \Z‘ o <l 33 8, (4.65)
= A S5 |
elde edilir. (4.61) den,

5 <A o]=DAL 6] (he{snn)) (460

dir. (4.65) ve (4.66) dan,

<D ‘C‘ m-1 m ‘ ‘ Dm—li ‘ij‘ C_‘ (4.67)
Mol 22 W 7| T )M |
bulunur.
m-1 m ‘ _
D =C(K 4.68
u=OJZ=£ A| ( )

diyelim. C(K), sadece & ve 6 nm esleniklerine bagli olan pozitif bir reel sabittir.

-1
C(K); n,h ve x den bagimsizdir. Ciinkii D ve mz:i ‘|”|J‘ , sadece 6 ve 6
u=0 j=1

nimn esleniklerine bagli olan pozitif reel sayilardir. O halde, (4.67) ve (4.68) den,

Cﬂ(h)

sE(K)Arnw (#4=01...m-1; h=s,,...1,) (4.69)

elde edilir. (4.59) ve (4.69) dan,

H < [p,|" max[ DA, , C(K) A, [c,| j (4.70)

bulunur.
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max (D, C(K)) =C(K) (4.71)

diyelim. C(K)>1, sadece & ve 6 nn esleniklerine bagli olan pozitif bir reel sabittir.

C(K), h ve n denbagimsizdir. O halde, (4.70) ve (4.71) den,
7 I -
H < a7 [p,|™ C(K) A, max(1, [c,] ) (4.72)
h=s,,...I,

elde edilir. Simdi (4.57) ye geri donelim. (4.57) ve (4.72) den,
m
H () <3 ™ o™ [p, | C(K)" AT {max(l, | )} HEO™™  (4.73)

bulunur.

0<|é[<p<R (4.74)

olacak sekilde bir >0 reel sayis1 alalim (R=o0 ise p>|c§| olacak sekilde bir

p >0 reel sayisi almak yeterlidir). (4.43) den dolayi, Z ‘a‘ p"  serisi yakimsaktir.
h=0

Dolayisiyla, Am( ‘a‘ ph)z 0 dir. Her yakinsak dizi sinirli oldugundan { ‘(I‘ o" }::o

dizisi smirhidir. O halde, 3M >0 reel sayisi; Vh=0,12,... icin ‘c_h‘ o' <M dir.
Oyleyse,

M
o

m < (h=0,12,..) (4.75)

elde edilir. (4.75) ten,



yo,
""" N =81l h=sg,....,I
1"
=M, (max(l, —D (4.76)

Yo,
bulunur.  Burada M, =max(, M) >1 dir.  (4.45) ten  dolayi,
rl]im Ioghph <o oldugundan {IOgTAh} dizisi iistten sinirhidir. O halde,
—0

h=1

Jdo>0 reel sayisi; Vh=123,... i¢in log A,

<o (4.77)
= IogrA’“ <o (n=23..) (4.78)
= A <e”™  (n=23.) (4.79)

elde edilir. (4.73), (4.76) ve (4.79) dan,

fmm
H ) 3™ gp™ [p,| ™™ C(K)" 7" M (max(léﬂ He)™ "

fhm
S3rnm(m+1) C(K)rnmearnm ernm [max(l,ijj H(H)r”(m_l)m qr:nm |pn|rnm (n>2)
P

r
<e, g™ [p|"™" (1=23..)

(4.80)

elde edilir. Burada e, =3™YC(K) e M, max(l, ij H(@O) ™ >1;
P

N, r, S, 7y, P, Ve q, den bagimsiz pozitif bir reel sabittir. Ote yandan

&, bir

Liouville  sayisi oldugunu  kabul  edebiliriz

oldugundan  limq, =0
N—o0
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(Sonug 2.1.2 ve Not 2.1.3 e bakiniz). O halde, yeteri kadar biiyiik n ler i¢in, €, <q,

dir. Bundan ve (4.80) den, yeteri kadar biiyiik n ler i¢in,

H()<ga™" [py ™" (4.81)
bulunur. (4.46) dan dolay,

Pn Pn Pn 1

it < e -] <le-Pr )< —=—<1

o | 6= e[ 0 | g
olup, buradan

Polcig+1 (n=123,..) (4.82)

n

olur, (4.82) dende

Ipa| <0y (j€]+1)  (n=123,..) (4.83)

elde edilir. (4.81) ve (4.83) ten, yeteri kadar biiyiik n ler igin,
rHm
H () <™ (] +1)

bulunur. Yine, yeteri kadar biiyiikk n ler i¢in |§|+1£ g, oldugundan, yeteri kadar

biiyiik n ler i¢in,

H(z,) < g (4.84)

n

olur. O halde, yeteri kadar biiyiik n ler i¢in,

H(@7,) <gs™ (4.85)

n

elde edilir. Burada e, =4m>1 dir.
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3) |F(§)_77n|S|F(§)_Fn(é:)|+||:n(§)_77n| (n=1,2,3,...) (486)

dir. Simdi |F (&)-F, (§)| ve |Fn &) —nn| i¢in birer {ist sinir belirleyelim.

0 n-1 0
FO-F&] =2 R0~ 2R = 2R(©)
_ hi ¢, & < hﬁ NG hi ES (4.87)

dir. (4.74), (4.75) ve (4.87) den,

o0

M = |§|Jh
F(&)-F )<Y —&'=M &l
IF(O)-F,©&)|< > 7 4| Z[p

h=5p h=5y

R ERERE ST

[(4-74): 0<|él<p<R= O<E<1J
)

- |F(§)—Fn(§)|£:T2n (n=12,3,..) (4.89)

elde edilir. Burada ezz%>0, eszé>1 pozitif reel sabitlerdir
1-=1

o,

(e,veey; n,r,s,, 7, P, Veq, denbagimsizdrr).
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Ry (&) —m,| = (p"] £ _zch[pnj
h=s, q
" h
—Zch[gh(an}<Z|ch| [ ]
h=SO qn h—so n
r h-1
, 5_& gh—1+§h—2&+...+[&j
h=s, n d, d,
L, |— Py h-1 | h-2| Py P, "
<> \ch\ L 1 g ) P (4.89)
h=s, n d, Qn
dir. (4.75) ten,
m < ﬂh <MB" < M,B" (h=012..) (4.90)
Yol

bulunur. Burada B=max[1,lj21, M, =max (1, M)>1 dir. (4.46), (4.82), (4.89),

P
(4.90) ve |§| < |§| +1 olmasmdan dolayi,

IF, (&)=, < Z‘SOM B~ qrnah h(jg+1)" 2Mr”Br” o r, (1g+1)"
=(r, +1) M" q;% r, (1g+1)" (4.91)
dir. Burada M, =M,B>1 dir. (4.91) den,
IF, (&)=, < q;nl% (r,+1)° M (| +1)" (4.92)

elde edilir. Ote yandan,
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limr, =eo= lim§fr, =1= lim Yfr, +1= 1:!@01} L +1) =1
= Je, >1 reel sayisy; yeteri kadar biiyiik n ler i¢in
(r,+1)° <ep (4.93)
dir. (4.92) ve (4.93) ten, yeteri kadar biiylik n ler igin,

1 eln
IF.(&)- nn|<qrnwn e My (j¢)+1)" qr,fa,n (4.94)

n

bulunur. Burada e; =e, M, (|¢]+1)>1 dir (&; n, 1, s, 7,, P, Ve G, den bagimsiz,
pozitif reel sabit). Ote yandan, limg, = oldugundan, yeteri kadar biiyiik n ler igin,
N—o0
e <0, (4.95)
dir. (4.94) ve (4.95) ten, yeteri kadar biiyiik n ler igin,

F(&) -y <2 L (4.96)
n ni= qr';nah qrn (an-1) .

n

elde edilir. Simdi (4.88) e geri donelim.

A, degeri daha sonra agiklanacak pozitif bir reel say1 olsun. Yeteri kadar biiyiikk n ler

i¢in,

e, . 1

R g (an-1)A (4.97)
dir. Ciinkii, sonsuz sayida n igin,
% 1 (4.98)
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olsa; (4.98) i saglayan n dogal sayilarmin olusturdugu dogal sayilarin alt dizisini

{n j}j_o:l ile gosterirsek,

e, 1

e, EW@W‘V

>0 (j=123..)
i

elde edilir. Bundan ve (4.46) dan,
loge, — Sn, loge, > —th, (a)nj —1)& log O,

= loge, + I, (a)nj —1)/1 log Gn; > Sn, loge,

= loge, + I,

Sp.
— 1 _1|xlogg, >S. loge

= loge, +(snj —M, log O, )i > Sy, loge,

nj

r.. logq,.
= Iog_ez+ [1u]/1 > loge,
Sn

i

r. logq,.
= lim '0‘9’—%{1qu > limloge,

joo Sn Snj joo

i
= A=loge, >0 (e;>1=loge,>0).
Ohalde; 4, O<A<loge, olacak sekilde secilirse (4.97) saglanur.

Ote yandan, 0< A <1 i¢in,

1 < 1
e g

(4.99)

esitsizligi yeteri kadar biiyiik n ler icin gegerlidir.
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Sonug olarak, A reel sayis;, 0<A<min(l loge,) olacak sekilde segilirse; (4.96) ve

(4.99) dan, yeteri kadar biiyiikk n ler i¢in,

1
|Fn(§)_77n|gqrn(ah—)/1 ' (4.100)

n

(4.88) ve (4.97) den, yeteri kadar biiyiikk n ler igin,
F(&)—F, (&)< —— 4.101
IF(&) - ”(§)|_qrn(Tl)ﬂv (4.101)
n

bulunur. (4.86), (4.100) ve (4.101) den, yeteri kadar biiyiik n ler igin,

2 1

F(&)—m|< AT < e (4.102)

elde edilir. r;“ , bir sifir dizisi oldugundan ve (4.102) den,
gy "

{|F(&)—n,|}, bir sifir dizisi (4.103)
dir. Bagka bir deyisle,

limn, = F(&) (4.104)

n—oo
dir. (4.85) ve (4.102) den, yeteri kadar biiyiik n ler igin,

IF(&)—n,|< =y (4.105)

H(p,) ©

(w,-2)2 - . -

olur. ——=y, (n=12,3,...) diyelim. O halde, (4.105) ten, yeteri kadar biiyiik
&

n ler icin,

F&-mlsgoym  (Imr==) . (4.106)
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4) { IHEEN } sifir dizisi i¢in asagidaki iki durumdan tam bir tanesi sz konusudur:
a) Belli bir n den itibaren |F(&)—7,|=0 ise:

Bu durumda, belli bir n den itibaren 7, =F(&) olur, yani {7,}, bir sabit dizi olur ve

aldigi deger de F(&) dir. 7, e K (n=12,3,...) oldugundan, bu durumda F($) e K

olur. Yani a) durumunda F(&), K cebirsel say1 cismine ait bir cebirsel sayidir.

b) Sonsuzsayida neN igin |F(&)—n,|=0 ise:

Bu durumda, {7,} cebirsel say1 dizisinin birbirinden farkli sonsuz sayida terimi vardur.
Ciinkii, {,} dizisinin birbirinden farkli sonlu sayida terimi olsa, bu durumda
{|F(§)—77n|} dizisinin de birbirinden farkli sonlu sayida terimi olur. Sonsuz sayida
nelN igin |F(§) —77n|;t 0 oldugundan { |F(§) —77n| } dizisinde sifirdan farkli en az bir
terim vardir. O halde, { |F &) - 77n| } dizisinin birbirinden ve sifirdan farkli sadece sonlu
sayida terimi olur. {|F(§)—77n|} dizisindeki birbirinden ve sifirdan farkli olan bu
sonlu sayidaki degeri U, Uy, Uy (t21) ile gosterelim (Uu,U,,...,U; eR;
u #0,u, #0,..,uy #0 = U, >0, U, >0,...,u >0;  i=j=u=u;, i,je{l2,..t}).
min(u,,u,,...,U;) =c diyelim, ¢>0 bir reel sayidir. Ote yandan, herhangi bir n dogal

sayisl i¢gin

ya |F(&)—n,|=0 dir yada |F(&)—n,]|#0= |F(&)—n,|=c (4.107)

dir. Oysaki, {|F(£)-n,

} , bir sifir dizisi oldugundan

In eN; vnxn, icin |F(&)-n,|<c (4.108)

dir. Sonsuz sayida neN igin |F(§)—77n|;t0 oldugundan #0 olacak

F(é)—nﬁ

sekilde bir n> n, dogal sayisi vardir. (4.107) den dolayz, >c elde edilir.

F(cf)—nﬁ
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Bu ise, (4.108) ile gelisir. O halde, {r,} cebirsel say1 dizisinin birbirinden farkli sonsuz

sayida terimi vardir.

17, cebirsel sayilarmm yiiksekliklerinin olusturdugu {H(7,)} dogal say1 dizisi, Gistten

siursizdir. Ciinkii, {H(7,)} dizisi, tistten smirli olsa;
M, >0 reel sayis;; Vn=123,... icin H(n,)<M,

olur. Ote yandan, d7,<m (n=123,..) oldugunu biliyoruz. Bu durumda, {7,}
dizisinin birbirinden farkli sonlu sayida terimi olur (H(a)<M,, da<m olacak
sekilde birbirinden farkli sadece sonlu sayida « cebirsel sayis1 vardir). Bu ise, {nn}

dizisinin birbirinden farkli sonsuz sayida teriminin olmasiyla celisir. O halde,

{H(n,)} dizisi, tstten simrsizdir. Dolayisiyla, @ H(n,) = dur. @ H(,) =

oldugundan {H(7,)} dogal say1 dizisinin

1<H(@m ) <H@m,)<H@m,) <., !il?o“(”n,-) =0 (4.109)

0 0

alt dizisi vardir. (4.109) dan dolayi, {nnj} dizisinin
j=1

olacak sekilde bir {H (n, )}

tiim terimleri birbirinden farklidir (i j = 775, #775,). O halde, {nnj }Tl dizisinde
F(&) ye esit olan en fazla bir terim olabilir. T, (j=L12,3,..) terimleri arasinda
F(&) ye esit olan bir terim varsa, yani bir j,eN i¢in Ty, = F(&) ise; {Unj}
dizisinden bastaki sonlu sayidaki My sees Ty terimlerini atip, {Unj} dizisini

tekrar numaralandirwsak ( jo+1—1 j,+2—2,..), artik {’7nj } dizisinin tim

terimleri F(&) den farkli olur. Toparlayacak olursak, {7,}

o]
n

_, cebirsel say1 dizisinin

{77nj } alt dizisi asagidaki 6zellikleri gercekler:
j=1
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) my2FE@ (1=123.),
i) 1< H(’?nl)<H(77n2)<H(77n3)<--- ' !L”O]OH(Unj)ZOO,
iii) T, eK (j=123.) = annj <m (j=123..) .

(4.106) dan ve i) den, yeteri kadar biiyiik j ler i¢in,

0<|F(&)-1m, <1 (Iim 7 =oo) (4.110)

n; j—0
H(77nj) K =
elde edilir. H(z,)=H; (j=123..) diyelim. ii) den dolayy, {H, }Tl , dogal

sayilarm kesin artan bir alt dizisidir. i), ii), iii) ve (4.110) dan,

* . 1 1

W, (Hy, F(©)= min [F(@)-al| <[F@)-m|s——=-—%
a, cebirsel; a=F (&) H(m,) H;
da<m, H(a)<Hj

= 0<w, ( H;, F (f)) < lj/n_ (yeteri kadar biiyiikk j ler igin)
H™
i

* 1 . . ..

= 0<H;w, (H i F (5)) < —T (yeteri kadar biiyiikk j ler igin)
i

1 ni—1 . - . ..

> ' >0  (yeterikadar buyik j ler igin)

Hw, (H;, F©&)

1
log =
Hjwa (Hj, F(9) | o
= > 7. —1 (yeteri kadar bliyiik ] ler i¢in)
logH; i

: 1
lim yn;=c0 log
. j *
jo ) H.w,(H;, F

= lim ! m( ! (5)) =00

=0 logH;
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1
log .
—~ Tm HWm(H’F(f)):OO
H—co logH

= W, (F(&)=w

= F(@eU™ ve 4 (F)<m

= FEeJu . (4.111)
i=1

m
U;=U; (i=123..) oldugundan (4.111) den, F(&)e|JU; elde edilir, yani b)
i=1

m
durumunda F (<) UUi dir. Boylece, Teorem 4.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.

i=1
Teorem 4.1, Teorem 4.2 nin bir 6zel halidir. Teorem 4.2 de m=1 alinirsa
Teorem 4.1 elde edilir.

Ornek4.1. s,=0, s, =((n+2))"? (N=123,..),

1)!

r,=2((n +1)!)(n+

(n=123,..),
¢c,=0, r,<h<s, (n=123..),

¢,=1, s,<h<r, (n=012.),

= .. - 1 . .
olmak iizere F(z)=>c,z" serisive &= — (a>3, bir tam say:) Liouville
h=0 a’

v=1

sayist Teorem 4.1 in kosullarin1 saglar

n
1
r
an
&:Zn: 1 :@ P :arnii q —a™ms1 (n=123,..)
qn v=l al’v arn , ) v=l arV’ " T

Dolayisiyla F(&), ya bir rasyonel sayidir ya da bir Liouville sayisidir.
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Ornek 4.2. K=Q(%) (p>2, bir asal say:; m>2) (K, m. dereceden bir

cebirsel say1 cismidir),

=0, s,=((n+2))"? (n=123,..),
r,=2((n+1))"" (N=123,..)
c, =0, r<h<s, (n=123,..),

ch:”Q,F, s,<h<r,, (n=012.),

o0

olmak iizere F(z)=>c, 2" serisive &= ir (a=3, bir tam say:) Liouville
h=0 v at

sayist Teorem 4.2 nin kosullarmi saglar

n
1
.
an
&:Zn: L :@ P =arnZn:i g,=a">1 (n=123,..)
qn v=l al’v arn , ) v=l arV’ ) o

Dolayisiyla ya F(&), K cebirsel sayr cismine ait bir cebirsel sayidir ya da

F(&)e LmJUi dir.
i-1
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada, ilk olarak, rasyonel katsayili baz1 genellestirilmis bosluk serilerinin, baz1
kosullar altinda, Liouville sayilar1 argiimanlar i¢in aldig1 degerlerin ya bir rasyonel say1
ya da bir Liouville sayis1 oldugu gosterilmistir (Teorem 4.1). Daha sonra, bu teorem
genellestirilerek, katsayilar1 m. dereceden bir K cebirsel say1 cisminden almmig
cebirsel katsayili baz1 genellestirilmis bosluk serilerinin, bazi1 kosullar altinda, Liouville

sayilar1 argiimanlar i¢in aldig1 degerlerin ya K cebirsel say1 cismine ait bir cebirsel say1

m
ya da Mahler smiflandirmasindaki UUi kiimesine ait bir U —sayis1 oldugu
i-1

gosterilmistir (Teorem 4.2). Daha sonraki ¢aligmalarda,

1) Teorem 4.2 de kesin sinif belirlenebilir, yani Teorem 4.2 deki F(z) genellestirilmis

bosluk serisinin Teorem 4.2 nin kosullarini saglayan & Liouville sayisi i¢in aldigr F(&)

m
degeri cebirsel degilse, yani UUi kiimesine aitse F(&) nin U,,..,U,, alt smiflarindan

i—
tam da hangisine ait oldugu belirlenebilir,

2) Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 de, argiiman olarak U, smifint olugturan Liouville
sayilar1 kullanilmistir. Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 de, argiiman olarak bir U, sayisi
yerine bir U, (m>1) sayis1 konulup incelenebilir,

3) Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 de calsilan F(z) serisinde lim S dur,

nN—oo
rn

lim " <o olursa iglerin nasil yiiriiyecegi tizerine diisiiniilebilir,
n—wo
n

4) Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 de kompleks alanda ¢alisilmaktadir. Teorem 4.1 ve

Teorem 4.2, p—adik alana nakledilebilir.
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