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OZET

KONNEKSiYONLARIN GEOMETRISI

Konneksiyonlarin geometrisini incelemek i¢in oncelikle yogun bir bi¢imde analiz, cebir
ve topoloji bilgilerinin gézden gegirilmesine gereksinim duyulmaktadir. Bu hazirliklar
sonucunda, bu bilgilerin diferansiyel geometri i¢inde nasil kullanildigim1 gérmek bu
tezin temel amacidir.

Bu c¢alisma, diferansiyellenebilir manifoldlar ve diferansiyellenebilir manifoldlar
lizerinde tamimlanan baz1 temel kavramlar, lineer konneksiyonlar, Riemann
manifoldlari, tensor demetleri, vektor demetleri olmak {izere dort ana basliktan
olusmaktadir.

Birinci kisimda, daha sonraki bdliimlerde kullanilacak olan on bilgiler verilmistir.
Ardindan diferansiyellenebilir manifold kavrami tanitilip 6rnekler verilmis ve bu yapilar
tizerindeki teget vektor, vektor alani, egri ve diferansiyellenebilir doniistim kavramlari
incelenmistir.

Ikinci kisimda, bir diferansiyellenebilir manifold iizerinde lineer konneksiyon tanimi
verilmistir. Ayrica bir lineer konneksiyona gore, bir diferansiyellenebilir manifold
tizerindeki bir egrinin jeodezik olmasi kosulu ifade edilmistir.

Ugiincii kisimda, bir diferansiyellenebilir manifold iizerinde metrik alan1 tanimlanmustir.
Buna ek olarak Riemann metrigi, Riemann manifoldu ve Riemann konneksiyonu
kavramlar1 ifade edilerek Riemann konneksiyonunun burulmasiz bir metrik
konneksiyon oldugu gosterilmistir. Ote yandan, bir Riemann manifoldundaki bir egrinin
jeodezik olmasi ile ilgili teoremler verilmis ve sonuglar elde edilmistir.

Son kisimda ise tensér demeti kavrami incelenmis ve bu yapmn bir
diferansiyellenebilir manifold oldugu kanitlanmistir. Bunun yani sira vektér demetleri,
tensor demetleri, ¢ati demetleri, asal lif demetleri kisaca tanitilmis ve bu yapilarin
diferansiyellenebilir manifoldlarla olan baglantis1 ortaya konmustur.

Vi



SUMMARY

THE GEOMETRY OF CONNECTIONS

In order to examine the geometry of connections, the knowledges of analysis, algebra
and topology are intensely needed for review. As a result of the preparations of these
knowledges, to see how they are used in differential geometry is the main purpose of
this thesis.

This study consists of four main chapters that are differetiable manifolds and some basic
concepts defined on differentiable manifolds, linear connections, Riemannian
manifolds, tensor bundles and vector bundles.

In the first part, preliminaries used in the next sections are given. Then, by introducing
the concept of differentiable manifold, examples are given and tangent space, vector
fields, curves, differentiable maps on this structure are examined.

The definition of linear connection on a differentiable manifold is given in the second
part. In addition, the condition of being a geodesic of a curve on a differentiable
manifold is expressed with respect to a linear connection.

Metric field on a differentiable manifold is defined in the third part. In addition to this,
by expressing the the concepts of Riemannian metric, Riemannian manifold and
Riemannian connection, it is shown that Riemannian connection is a torsion free and a
metric connection. On the other hand, the theorems related to a curve to be a geodesic
on a Riemannian manifold are given and some results have been obtained.

In the last part, the notion of tensor bundles are examined and it is proved that this
structure is a differentiable manifold. In addition, the concepts of vector bundles, frame
bundles, principal fiber bundles are introduced briefly and the relationship between
these structures and differentiable manifolds have been revealed.

vii



1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin farkli bir disiplin olarak ortaya ¢ikis1 Carl Friedrich Gauss ve
Bernhard Riemann ile baslamistir. Riemann bir ylizey kavraminm1 daha genis boyuta
tagimak i¢in yogun calismalar yapmustir. 1854°de Gottingen’deki agilis konusmasinda
ilk kez manifold kavramini tanimlamistir. Carl Friedrich Gauss, “Theorema Egregium”
teoremi ile bir ylizeyin egriliginin intristik bir 6zellik oldugunu kanitlamistir. Manifold
teorisi de bu intristik 6zelliklere dayanmaktadir. Bir fizik¢i olarak James Clerk
Maxwell’in ve Gregorio Ricci Corbastro, Tullio Levi-Civita gibi matematik¢ilerin
calismalar1 tensor analizinin gelisimine yon vermistir. Bu diislincelerle Einstein’in
“Genel Rolativite Teorisi” bir uygulama alani bulmustur. Manifold teorisi ile ilgili
calisma yapan bilim adamlarindan biri de Alman matematikg¢i ve bir teorik fizikei olan
Hermann Klaus Hugo Weyl’dir. 1913°de yayimladigi “Riemann Yiizeyleri” adli
kitabinda 2-boyutlu bir manifoldun tanimini vermistir. Manifoldlarin yaygin olarak
kabul edilen tanimi ise Amerikali bir matematik¢i olan Hassler Whitney tarafindan

verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda diferansiyellenebilir manifold kavraminin yani sira inceleyecegimiz
geometrik yapilardan biri de, bizi bir vektor alaninin diger bir vektor alanina gore
tiirevini hesaplama olanag1 saglayacak olan ve adina “lineer konneksiyon” ya da
“kovaryant tlirev”’ diyecegimiz yapidir. Bir konneksiyon, klasik olarak 1869°da bir
Alman matematik¢i ve fizik¢i olan Elwin Bruno Christoffel tarafindan {jlk} ya da Ff‘]
ile gosterecegimiz sembollerin kiimesi olarak tanimlanmistir. Riemann ve Yar
Riemann geometrisinde kovaryant tiirev kavrami, Gregorio Ricci Corbastro ve Tullio
Levi-Civita tarafindan tanitilmistir. Ricci ve Levi-Civita, bir manifold iizerindeki bir
vektor alaninin yone gore tlirevini genellestirmislerdir. Boylece yeni tiirev de “Levi-
Civita Konneksiyonu” adi verilmistir. Bu fikirler birlestirilerek bir vektdr demeti

tizerindeki kovaryant tiirev kavraminin modern anlamda gilinlimiizde de kullanilan ve



adina “Koszul Konneksiyonu” denilen tanimi 1950°de Jean-Louis Koszul tarafindan

verilmigtir.

Biz bu calismada bir lineer konneksiyon kavraminin, bir egri boyunca vektorlerin
paralel 6telemesi ile olan iliskisini de inceleyecegiz. “Paralel 6teleme” kavrami 1917°de
Levi-Civita tarafindan sunulmustur. Elie Cartan paralel 6telemenin onemini gorerek
yeni bir geometri tanimlamak icin “teget uzay” kavramini daha da genellestirmistir. Ote
yandan 1930’lardan sonra lif demeti kavrami gelistirilmistir. 1950’lerde ise bir lif
demeti tizerindeki bir konneksiyon teorisi ortaya ¢ikmistir. Bu konuda bir Fransiz
matematik¢i olan Charles Ehresmann yani sira Shiing Shen Chern gibi pek cok

matematik¢i Cartan’in ¢alismasina biiyiik dl¢iide 151k tutan calismalar yapmustir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. ON BILGILER

Bu kisimda ileride sikca kullanilacak olan teorem ve tanimlar verildi.

Tanim 2.1.1: R" = {x = (xl,...,xm)| x, eR,1I<i< m} olsun. x sayilarma xeR"

noktasinin 7 -inci koordinat1 adi verilir.

Her x,y e R" ve a € R olmak iizere,

(x+y), =x,+y,

() - ax (2.1.1)

islemlerini tanimlayalim. Yukarida tamimladigimiz toplama ve skalerle carpma

islemlerine gore R™, R {izerinde m -boyutlu bir vektdr uzayidir.

Her x,y e R" igin,

m

d(x,y)=>(x,-»Y) 2.12)

i=1

seklinde tanimlayalim. d(x, y) asagidaki ii¢ kosulu saglar:

(1) d(x,y) =0 dir.Esitlik yalnizca x = y olmasi durumunda gerceklesir.
(2) d(x,y)=d(y,x),
(3)Herx, y,ze R" i¢in, d(x,y)+d(y,z) > d(x,z) dir.

Dolayisiyla d(x,y), R” iizerinde bir metriktir ve R” bir metrik uzay olur. Ote yandan,

R™ dogal bir topolojik yapiya da sahiptir: x e R, » >0 olmak iizere,



B, = {y eR"|d(x.y) < r} (2.1.3)

acik toplarmin birlesimi de agik kiimedir.

Tamm 2.1.2: d(x,y) metrigine sahip m -boyutlu R™ vektor uzayina, m -boyutlu
Oklid Uzay1 adi verilir.

Tanmm 2.1.3: f, R"’in acik bir alt kiimesinden R"’e giden bir fonksiyon olsun.
f(x)=(f,(x),..., [, (x)) olmak iizere, f, (i=12,...,m) koordinat fonksiyonlarnin her
mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ise f ’e diferansiyellenebilir fonksiyon

yada C”smifindandir denir.

Tanim 2.1.4: peR" olmak iizere; u, :R" > R, ui(p)zui(pl,...,pn)zpi (ISiSn)

seklinde taniml1 u,,...,u, fonksiyonlarina R" ’in dogal koordinat fonksiyonlar1 denir.

Tanim 2.1.5: R"’in dogal koordinat fonksiyonlar1 u,,...,u, ve R™’in dogal koordinat
fonksiyonlar1 v,,...,v, olmak tzere f,=v,of (j=1,..,m) dir. Bu durumda f’in
x € R"’deki Jakobiyen matrisi,

REANNESRY)
B L7 R o

lx

seklindedir.

Teorem 2.1.1 (Ters Fonksiyon Teoremi) [1] :f:EcR" —>R" fonksiyonu E
iizerinde C'smifindan olsun. ae€ E igin f'(a)terslenebilir ve b= f(a)olsun. Bu
durumda,

(i) R"’de aeU ve beV olacak sekilde U ve V agik kiimeleri vardir. /', U iizerinde
birebirdir ve f(U) =V "dir.

(if) g, f’in tersi olmak iizere, g € C'(V) dir.



Bu teoreme gore, f’in x ’in bir komsulugunda diferansiyellenebilir bir tersinin olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul J ,(x) matrisinin tekil olmamasidir.

Tamm 2.1.6: X herhangi bir kiime olsun. Birlesimleri X kiimesini veren X ’in alt

kiimelerinin bir ailesine X' kiimesinin bir ortiisii adi1 verilir. Bagka bir deyisle;
U={U,:aeA}, X in bir alt kiimeler ailesi ise U *nun bir &rtii olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul,

Yu,=x (2.1.5)

aeA

olmasidir.

Tamim 2.1.7: X herhangi bir kiime olsun. X ’in kuvvet kiimeleri olan P(X) iizerinde

7 ile gosterilen bir alt kiimeler ailesi verilsin. Bu alt kiimeler ailesi asagidaki 6zellikleri

gerceklesin:
(i) g, Xer

(ii)Her ael, G, et igin | JG, er

ael

(iti) i=1,...,n i¢gin ﬁGl.er

i=1
Yukaridaki ti¢ kosulu gergekleyen 7 ailesine X' {izerinde bir topoloji denir. (X ,T) 'ya

da bir topolojik uzay adi verilir. 7 'nun iyelerinin her birine ac¢ik kiime, tiimleyeni

acik olan kiimeye de kapal kiime denir.

Tamm 2.1.8: Bir p € X i¢in p noktasini igeren G € 7 agik kiimesine p noktasinin bir

komsulugu ya da civari adi verilir.

Tamim 2.1.9: X bir topolojik uzay olsun. X ’in bir Ortiisiiniin biitiin elemanlar1 agik

kiimeler ise bu ortiiye a¢ik ortii ad1 verilir.

Tamm 2.1.10: U={U,:aed} ve V= {Vﬂ :Be B}, X uzaymin ortiileri olsun.

V' ’>deki her kiime U ’daki kiimelerin alt kiimesi oluyorsa V' ortiisiine X uzaymin U



ortisinin bir inceltilmisi adi verilir. Bagka bir deyisle; her V, eV igin,

U, eU:V,cU, di.

Tamim 2.1.11: X uzaymin bir agik ortlisii olsun. X uzayinin her noktasi ortiistindeki

sonlu sayidaki kiimeleri kesen bir komsuluga sahipse bu agik ortiiye yerel (lokal)

olarak sonlu ortii ad1 verilir. Baska bir deyisle; U ={Ua :aeA} ortiisiinlin yerel

olarak sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x e X igin {a eA:U,NV(x)# @}

kiimesi sonlu olacak bigimde x € X ’in bir V' (x) komsulugunun olmasidir.

Tamim 2.1.12: Bir topolojik uzayin her agik ortiisii yerel olarak sonlu olan bir agik

inceltme igeriyorsa bu uzaya yantikiz (paracompact) uzay adi verilir.

Tanmm 2.1.13: (X,r) bir topolojik uzay olsun. Her p,p,eX (pl;épz) icin

G,NG, =D olacak sekilde p, €G et ve p, €G, et acik alt kiimeleri varsa (.X,7)

topolojik uzayina Hausdorff uzayr denir.

Tamm 2.1.14: (X ,Z'X) ve (Y ,Z'Y) iki topolojik uzay olsun. Asagidaki kosullari
saglayan f:X — Y fonksiyonuna (X ,TX) ve (Y , rY) topolojik uzaylar arasinda bir

homeomorfizma adi verilir.

(i ) f birebir orten bir fonksiyondur,
(if) f siireklidir,

(iti) £~ siireklidir.

Tamm 2.1.15: f, birebir drten bir doniisiim olsun. f ve f~' doniisiimleri birer
homomorfizma ise yani yap1 koruyan doniisiimler ise bu durumda f doniistimiine bir

izomorfizma adi verilir.



Tanim 2.1.16: Bir matematiksel nesnenin kendi lizerine olan bir izomorfizmasina bir

otomorfizma adi verilir.

2.2. DIFERANSIYELLENEBILIR MANIiFOLDLAR

Bu kisimda, 6ncelikle diferansiyellenebilir manifold kavrami tanimlanarak, bu yapilarla
ilgili 6rnekler verildi. Daha sonra, diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde tanimlanan
temel kavramlar incelendi.

2.2.1. Diferansiyellenebilir Manifold Tanim ve Ornekleri

Bir diferansiyellenebilir manifold yerel olarak Oklid uzayma benzeyen bir topolojik

uzaydir. Simdi bu kavrami ayrintili bir sekilde inceleyelim.

Tamim 2.2.1.1: n-boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu yantikiz bir

Hausdorff uzayidir ve {(U 9, )

y e F} kiimesi asagidaki kosullar1 saglar:

(i ) U, lar M *de agik kiimelerdir ve

Mm=Ju, (2.2.1)

yel

dir. Her ¢,, U, dan R"’in bir agik alt kiimesine bir homeomorfizmadir.

(ii) U,NU, # & olmak iizere,

bso0, " 19, (U ,NuU 5) — ¢ (U ,NU 5) homeomorfizmast C” smifindandur.

(iti) (i) ve (ii)’ ye gore {(Uy,@) ye F} kiimesi maksimaldir yani her y eT" i¢in bu
kiime ¢o¢y"l ve ¢yo¢"1 fonksiyonlart C* sinifindan olacak sekilde (i)’yi saglayan
biitiin (U ,¢) elemanlarini igerir, [2].

U, kiimesine M ’de bir koordinat komsulugu, ¢ ’ya M ’de bir (yerel) koordinat
sistemi, (Uy,g/}y)’ya da M ’de bir harita (chart) adi verilir. (ii) kosulu haritalarin

bagdasmasi (compability condition) olarak adlandirilir. (Sekil 2.2.1)



{(Uy,@) yel"} kiimesine M ’de bir diferansiyellenebilir yap1 ya da C* yap1 adi
verilir.
.;-fr? R"
U, /‘_\A
L=
=
M

]

T E

Sekil 2.2.1

Tammm 2.2.1.2: M iizerinde bir C”yap1 verilebiliyorsa M ’ye diizgiin manifold

(smooth manifold) adi verilir.

Teorem 2.2.1.1. [3]: M ’deki (i) ve (ii) kosulunu saglayan her kiime bir tek

diferansiyellenebilir yap1 ile kapsanir.

Ispat: M >de Tanim 2.2.1.1’in (z) ve (ii) kosulunu saglayan koordinat sisteminin

kiimesini A ile gosterelim. A 'nin her elemani ile C” bagdasan n-boyutlu biitiin
koordinat  sistemlerinin kiimesi 4" olsun. A"’niin  A’y1 kapsayan bir
diferansiyellenebilir yapt oldugunu ve bu kiimeden bagska A’y1 kapsayan bir

diferansiyellenebilir yapmin bulunmadigi gosterilmelidir. A" 'niin tanimina gére 4 4’

dir. peMolsun. 4, Tamm 2.2.1.1 (i) ve (ii) kosulunu sagladiindan p noktasi



A’daki en az bir ¢ koordinat sisteminin tanim boélgesindedir. 4 < 4" oldugundan p
noktast A'’deki en az bir koordinat sisteminin tanim bolgesinde demektir. Boylece 4',

Tanim 2.2.1.1’in (z) kosulunu saglamis olur. 7,77, A'’de iki koordinat sistemi olsun.
Her 7, (U1 ﬂUz) igin 77, (p) € M ’yi igeren 4 ’ya ait bir (V,¢) haritas1 vardir. Hipotez
geregince A'’niin her elemani 4 ’nin her elemani ile C*bagdastigindan 7,04 ve
¢on,” fonksiyonlar1 C”smifindandir. Dolayistyla bu fonksiyonlarin bileskesi de
C” sinifindandir. O halde (771 o¢’1)o(¢0772’1) fonksiyonu da C” sinifindandir. p ’nin
bir komsulugu iizerinde (771 o¢’1)o(¢0772"1) fonksiyonu 7,077, fonksiyonuna esittir.
Dolayistyla 7,077,”" fonksiyonu bu komsuluk {izerinde C” smifindandir. Her p noktast
igin bu islemler yapilabileceginden 7,0n,” fonksiyonu 772(U1 ﬂUZ) kiimesinin her
noktasinda C” siifindandir. Béylece Tanim 2.2.1.1’in (ii) kosulu da saglanmis olur.
M ’de bir ¢ koordinat sistemi A'’niin her elemani ile C”bagdasiyorsa A'’niin

tanimina gore ¢ € A’ olur. Bu durumda 4', Tanim 2.2.1.1%in (iii) kosulunu saglamis

olur. O halde A', M ’de bir diferansiyellenebilir yapidir. Simdi A ’y1 kapsayan birden
cok diferansiyellenebilir yapt bulunamayacagini gosterelim. 4™, A4’y1 kapsayan diger

bir diferansiyellenebilir yapt ve e 4™ olsun. Ac A" oldugundan &, A’nin her
elemani ile C”bagdasir. A 'niin tammina gére &e A’ olur. Béylece, A" = A’ olarak
elde edilir. &€ 4" ise &, A ’niin her eleman: ile C” bagdasir. 4" 4’ oldugundan &,

A"’ her elemani ile de C”bagdasir. A" bir diferansiyellenebilir yap1 oldugundan,

& e A" olmalidir. O halde A’ < A" olarak bulunur. Béylece A = 4’ olarak elde edilir. [
Simdi de diferansiyellenebilir manifoldlar i¢in basit birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 2.2.1.1: 7, 6zdeslik doniisiimii olmak {izere (R”,I ) , R"’in bir haritasidir ve

R", n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifolddur.

Ornek 2.2.1.2: R’ uzaymdaki birim ¢emberi S' ile gosterirsek, S' 1-boyutlu bir

diferansiyellenebilir manifolddur.
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Bilindigi gibi R* bir topolojik uzaydir. Bir topolojik uzaym her alt kiimesi asil uzaym
topolojisinden indirgenen topoloji ile birlikte bir topolojik uzay oldugundan S' kiimesi

bir topolojik uzaydir. R*, Hausdorff uzay1 oldugundan S' de Hausdorff uzayi olur.
S' = {(x,y)‘x2 +y° = 1}

seklinde yazip, koordinat komsuluklarini asagidaki gibi segelim.

)
U, ={(x,y)eS1‘x<O}
(2.2.2)
U, :{(x,y)eSl‘y>0}
U, ={(x.y)eS'|y <0}
U, ( 721,...,4) kiimeleri a¢ik yarim ¢emberlerdir.
s'=u,Uu,Uu,Uu,
dir.
¢:U, > (-L1) ¢.U, —>(-11)
(x, )~ ¢ (x.y)=y (x,y)> 4 (x,y)=x
, (2.2.3)
$:U, > (-11) $:U, > (-1,1)
(x,y)|—>¢2(x,y):y (X,y)H¢4(x,y)=x

olsun. ¢, ( 721,...,4) fonksiyonlar1 birer homemorfizmadir. Ornegin, ¢ icin kontrol
edelim:

¢ (x,y) =y oldugundan, ¢ fonksiyonu siireklidir.

Her (x,,3,),(x,,5,) €U, igin, ¢ (x,0,)=¢ (x,, ;) ise,
M= (2.2.4)

olarak bulunur. (x;,,),(x,,»,)€S" oldugundan,
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X +y) =1
ve
X +y; =1
dir. Buradan (2.2.4) kullanilirsa ve x, >0,x, >0 oldugu dikkate alinirsa,
X=X
olarak elde edilir. Dolayisiyla ¢, fonksiyonu birebirdir. Simdi ¢, ’in tersini bulalim:

¢ :(—1,1) - U,

dir. ¢7'(») :(x,y) fonksiyonu stirekli oldugundan ¢ bir homeomorfizmadir. Benzer
sekilde @,,4,,4, fonksiyonlar1 da birer homemorfizma olur. Béylece, Tanim 2.2.1.1’in

(i) kosulu saglanmus olur. U, NU; ve U, NU, i¢in bagdasma kosulunu kontrol edelim.
U NU, :{(x,y) € Sl‘x>0,y >O}

¢1°¢3_1 :¢3(U10U3)_>¢1(U1HU3)

ve ¢, (U, NU,)=(0,1) “dir.

ve g (U NU;) olsun.

T R

bulunur. Bu durumda,

@o@*bﬂz@(ﬂJl—ﬁ)zxﬁ—vze(Ql) (2.2.5)

seklinde elde edilir. Boylece ¢ o¢;' fonksiyonu (0,1) araligi iizerinden (0,1) araligi

tizerine bir homeomorfizmadir. Bu fonksiyonun tersi,

¢3°¢1_1 :¢1(Uan3)_)¢3(Uan3)
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dir. ve ¢, (U, NU,) olsun.

¢1(m,v)=v:>¢[l (V):(m,v)
&, °¢171(V):¢3(\/1—V2,V)=\/l—v2 e(O,l)

(2.2.6)

olarak bulunur.

¢, o' fonksiyonu siireklidir ve (0,1) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilirdir. O halde
# o¢;' homeomorfizmasi C”smifindandir. Dolayisiyla (U 1,¢1) ve (U3,¢3) haritalar

icin Tanim 2.2.1.1’in (ii ) kosulu ger¢eklenmis olur. Benzer sekilde,
Unu, :{(x,y) € Sl‘x>0,y <0}

404, 1, (U,NU,)—> ¢ (U NU,)

ve ¢, (U,NU,)=(0,1)"dir.

ved, (U NU,) olsun.

55 = 4o s = 1o )
bulunur. Bu durumda,

) o¢4’1 (v) =4 (v, —J1-v? ) =—/1-Vv' e (—1,0) (2.2.7)

olarak elde edilir. Dolayisyla ¢ o¢,' fonksiyonu (0,1) araligindan (—1,0) aralig

tizerine bir homeomorfizmadir. Bu fonksiyonun tersi,
9, °¢171 9 (Ul ﬂU4) —>9, (Ul ﬂU4)

dir. ve(-1,0) olsun.
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¢1(X,y)=y = (ﬁl(m,v)zv = ¢1"1(v):(m,v)
bulunur.

4, o¢1’1(v)=¢4(\/1—v2,v):\/1—v2 <(0,1) (2.2.8)

olarak bulunur. ¢, o4 ' fonksiyonu siireklidir ve (0,1) aralig1  {izerinde
diferansiyellenebilirdir. O halde ¢ o, homeomorfizmasi C” sinifindandr.
Dolayisiyla (U,,¢,) ve (U,.4,) haritalar1 i¢in de Tamm 2.2.1.1’in (ii) kosulu

gergceklenmis olur. Benzer sekilde diger haritalarin da C” bagdastigi gosterilebilir.

Boylece S' 1-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Uyart 2.2.1.1: Ornek 2.2.1.2°deki haritalar1 baska sekilde de se¢mek miimkiindiir.
Aslinda bagdasan iki koordinat haritas1 bulmak yeterlidir. Koordinat komsuluklarini

asagidaki gibi segilip,

U =5"\{(0.,1)}
v =8"\{(0,-1)}

kiimelerine karsilik gelen koordinat sistemleri,

p:UcS -5p(U)cR yVcsS sy(V)cR
X s X
(o(an/)—l_y W(xay)_m

olarak almsa (U,p) , (V,y) haritalan C”bagdasir ve S' I1-boyutlu bir

diferansiyellenebilir manifold olarak elde edilir.

Uyan 2.2.1.2: Diferansiyellenebilir bir manifold insa etmek istiyorsak sadece
yapmamiz gereken bu yapiyr C” bagdasan haritalar ile kaplamaktir. Yani Tanim

2.2.1.1°deki (1) ve (ii) kosulunu saglatmak yeterlidir ¢iinkii Teorem 2.2.1.1°e gore,
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{(Uy,géy))/el"} kiimesini tek bir yolla Tanim 2.2.1.1°deki ii¢ kosulu saglayan

haritalarin ailesine genisletebiliriz.

Ornek 2.2.1.3: R’’teki birim kiire olan S°, 2-boyutlu bir diferansiyellenebilir

manifolddur.

Haritalar1 S' kiimesi icin yapilan islemlere benzer olarak segelim. S°’nin 6 koordinat

komusulugu x>0, x<0, y>0, y<0, z>0, z<0 yarim kiireleri olmak iizere , ¢.

1

i =(1,...,6) fonksiyonlar1 koordinat diizlemleri iizerine dik izdiistimler olsun. Agik

olarak yazarsak,

Ulz{(x,y,z)eS2‘x>0} ¢1(x,y,z):(y,z)

U, ={(x.y.2) e 5*|x <0} ¢, (x,y.2)=(y.2)
U3:{(x,y,z)eSz‘y>O} ¢ (x,y,2)=(x,z) .
Uy ={(x.pnz)esy<0} Z4Eiy2i82)) (2.2.9)
U, ={(x,5,2) € 8*|z>0} (;(x’;’z);(x’i)
U,={(x.r.2)e5%z<0) N ’

dir. ¢ lerin i=(1,..,6) goriintiisii o diizlemdeki agik birim disktir. Ornegin, ¢ ’in
goriintiisii  (y,z)-diizlemindeki agik birim disktir. Ornek 2.2.1.2°deki adimlar
uygulanarak Tanim 2.21.1’in (i) kosulu kolayca gergeklenir. Ornegin, (U,,4,) ve

(U s> s ) haritalar1 i¢in bagdasma kosulunu kontrol edelim.
U,NU, = {(x,y,z) € Sz‘x <0,z > 0}

¢2°¢5_1 2@ (Uz ﬂUs)_)¢2(U2 ﬂUs)

A~

22 (UzﬂUS):{(ql,qz)‘—1<ql <0,-1<gq, <1}
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dir.
(%oqz) € ¢ (U2 ﬂUS) olsun.

4 (x..2)=(x.») = ¢ (x.r)=(x0z2)

= ¢5_1(xay)=(x7ya 1_x2 _y2)

bulunur. Boylece ,

¢2°¢;‘(q1,q2)=¢2(q1,q2, 1—%2—(]22):(%,\/1—(112—%2) (2.2.10)

seklinde elde edilir.

(2.2.10)’a goére ¢, o¢.' fonksiyonu siirekli ve birebirdir. Bu fonksiyonun tersi olan

¢, ;" fonksiyonu,

ot (U,NUS) > ¢ (U, NU;)
seklindedir ve

4,(U,NU,) ={(9,-9,)|0< g, <1,-1<g, <1

dir.
(91.9,) € ¢,(U,NUs) olsun. Bu durumda,

b (x0.2)=(n2) = &7 (n2)=(-1-" =2 .z)

A~

¢ °¢2_1(Q1:QZ):¢5(_\/1_‘]12 —qzz,qpqz):(—\/l—qlz —qzz,ql) (2.2.11)

olarak elde edilir. Boylece ¢ o¢,' fonksiyonu siireklidir. O halde ¢, o¢;"

homeomorfizmast C” sinifindandir. Benzer sekilde diger haritalarin da C* bagdastigi

gosterilebilir.
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Dolayisiyla {(Uy,@) 7=(l,...,6)} kiimesi Tanim 2.2.1.1°deki (z) ve (ii) kosullarin

gercekler. Buna gore S°, 2-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Uyari 2.2.1.3: 5 nin 2-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold oldugunu géstermek
icin asagida verilen koordinat komsuluklarini ve koordinat sistemlerini se¢mek

yeterlidir.

U =51{(0.0.)] olee)=[ i)

1-z

v =5M{(0,0,-1)} ‘”(x’y’z):( T j

l+z 1+z

olsun.

Bu durumda {(U,go),(V,l//)} kiimesi Tamm 2.2.1.1°deki (i) ve (ii) kosullarini

gercekler. Béylece S, 2-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Ornek 2.2.1.2 ve Ornek 2.2.1.3’de yaptiklarimiz1 genellestirirsek,

n+l

S" = {(xl,...,xm) eR"™

X+t x, :1}

olarak verilen 7 -boyutlu kiire, n -boyutlu bir diferansiyellenebir manifold olur. Bunun

igin,

U, :{pz(xl,...,xn+l)eS"

v :{p:(xl,...,xnﬂ)eS”

xi>0}
, 1<i<n+l1

X, <O}

olarak se¢mek ve

> <1}
P
w,:V,—> B" ={(yl,...,yn) >y <1}

@ :Ui —> B’ :{(yla---ayn)

i=1

fonksiyonlarini
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?; (xl’xZ"“’xi—l’xi’xi+1""’x11+l ) = (xl»xzv"'vxi-laxi+1a"'7xn+1)

Vi (xl’x2""’xi—l’xi’xi+1""’xn+l ) = (xl’x2’""xi—l’xi+1""’xn+l)

seklinde tanimlamak yeterlidir, [4].

Bu genellestirmeyi S” tizerinde iki harita insa ederek de yapabiliriz :

U =5"{(0,...,0,1)}

v =5"{(0,...,0,-1)}

Ve
X X X
— 1 2
(o(xl,xz,...,xm)—(l '] ] n ]
_xn+1 - xn+1 - xn+1
X X X
_ 1 2
1//(x1,x2,...,xn+1)—(1 7 e n }
+ xn+1 + xn+1 + xn+1

olsun. Bu durumda {(U,(D),(V,l//)} kiimesi Tamm 2.2.1.1’deki (i) ve (ii)

kosullarmi gercekler. R""' topolojik uzay oldugundan S” de bir topolojik uzaydir. R""'
Hausdorff uzayt oldugundan S" de Hausdorff uzayidir. O halde S§", n-boyutlu bir

diferansiyellenebilir manifold olur, [5].

Ornek 2.2.1.4: nxn’lik tekil olmayan biitin matrislerin genel lineer grubu olan

GI(n,R), n*-boyutlu bir manifolddur.

R™ =R" oldugundan, R” ’nin topolojisi R™” icin de verilebilir. Boylece,

GI(n,R)’yi R” *deki bir acik kiime ile,

[ai]} = (@)eees @y, Ay ss s ) (2.2.12)

tasviri araciligtyla belirleyebiliriz. R™" iizerindeki determinant fonksiyonunu

det:R™ > R (2.2.13)

olarak gosterelim.
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Bu fonksiyon R™" iizerinde siireklidir. Dolayisiyla R” iizerinde de siirekli olur.

{0} c R kiimesi, R ’de kapalidir. Siirekli bir fonksiyon altinda kapal1 bir kiimenin ters
goriintiisii de kapali oldugundan det™ ({0}) kapalidir. Benzer sekilde, siirekli bir
fonksiyon altinda agik kiimelerin ters goriintiileri de agik oldugundan ve R—{0} agik
oldugundan det” (R—{0}) kiimesi agiktir. GI(n,R)=det”' (R—{0}), oldugundan
Gl (n,]R) kiimesi de agiktir. Boylece , G/ (n,]R) i¢in R” *nin acik alt kiimeleri koordinat

komsuluklar1 ve bunlara karsilik determinant fonksiyonunu koordinat sistemi olarak

alinirsa G/ (n, R) , n*-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur, [4].

2.2.2.Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar ve Diferansiyellenebilir Doniisiimler

Diferansiyellenebilirlik yerel (lokal) bir kosul oldugundan, bu kavram tanim kiimesi
diferansiyellenebilir bir manifold ve deger kiimesi R olan  siirekli tasvirlere
genisletilebilir. Burada temel amac haritalar1 kullanarak durumu Oklid uzayma

tasiyabilmektir.

Tamm 2.2.2.1: M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold ve f, M ’nin bir V
agik alt kiimesi iizerinde tanimli reel-degerli bir fonksiyon olsun. M *deki biitiin (U, ¢)
haritalar1 i¢in fo¢™, R"’de ¢(m) noktasinda diferansiyellenebilir ise f

fonksiyonuna m €V noktasinda diferansiyellenebilirdir ya da C”smifindandir

denirr. Her melV igin f  diferansiyellenebilirse, [ ’e V' lizerinde

diferansiyellenebilirdir denir.

V' iizerindeki biitiin diferansiyellenebilir, reel-degerli fonksiyonlarin kiimesini C* (V)

ile gosterecegiz.

Teorem 2.2.2.1. [6]: f’in m noktasindaki diferansiyellenebilirligi m ’yi kapsayan

haritalarin se¢iminden bagimsizdir.
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Ispat: M ’deki bir (U,4) haritast i¢in fog™', R"’de ¢(m) noktasinda
diferansiyellenebilir olsun. (V,y), M *de m ’yi igeren baska bir haritave UV # &

olsun. fow ™" fonksiyonunun da diferansiyellenebilir oldugunu gostermeliyiz.
fo(//_lz(fo¢_1)o(¢o(//_l) (2214)

seklinde yazilabilir. (U,¢#) ve (V,y) haritalari C* bagdastigindan, Tanim 2.2.1.1°deki

(ii) kosuluna gdre @gow”' homeomorfizmast C” smifindandir. fog™

diferansiyellenebilir oldugundan ve diferansiyellenebilir fonksiyonlarin bileskesi de
diferansiyellenebilir ~ oldugundan  fow ™  fonksiyonu da m  noktasinda

diferansiyellenebilirdir. M ’deki biitiin haritalar i¢in bu islemler tekrarlanabileceginden

f fonksiyonu m noktasinda diferansiyellenebilirdir. O

Tanim 2.2.2.2: M, m-boyutlu ve N, n-boyutlu iki diferansiyellenebilir manifold
olmak iizere f, M ’den N ’ye giden bir doniisiim olsun. (U,¢4) ve (W,y), M ve
N ’nin sirastyla m ve f(m) noktalarinda haritalari olsun. y o fo¢™ doniisimii ¢(m)

noktasinda diferansiyellenebiliyorsa f ’e m noktasinda diferansiyellenebilir doniisiim
denir. Her me M i¢in f donilisiimii diferansiyellenebilir ise f’e, M ’den N ’ye bir

diizgiin doniisiim adi1 verilir.

f:M — N  diferansiyellenebilir ~ donlisiimiiniin  tersi varsa ve tersi de
diferansiyellenebilir ise  f doOniisiimiine bir difeomorfizm adi verilir. M ve N

manifoldlar1 verildiginde M ’den N ’ye giden bir difeomorfizm varsa M manifoldu N

manifolduna difeomorfiktir, denir.

Teorem 2.2.2.2. [6]: f’in m noktasindaki diferansiyellenebilirligi (U,¢) ve (W,y)
haritalarinin se¢iminden bagimsizdir. Bir baska deyisle; M manifoldunun bir (U ,(15)

haritasi ve N manifoldunun bir (W,y) haritasi ig¢in yo feg”  doniisiimii

diferansiyellenebilir ise f doniisiimii M iizerinde diizgiindiir.
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Ispat: ¢ ve w,, sirastyla M ve N ’de koordinat sistemleri olsun. w,o fog

doniistimiiniin diferansiyellenebilir oldugunu kanitlamak yeterlidir.
wiofod 14 (U) > w, (W) (2.2.15)

¢ (m)ew, o fod olsun. Hipoteze gbre, m noktasinda en az bir ¢ ve f(m)
noktasinda en az bir y koordinat sistemi i¢in y o fo¢™ doniisimii ¢(m) noktasinda
diferansiyellenebilirdir. (U1,¢1) ile (U ,¢) ve (VVI,I/II) ile (W,l//) haritalar1

C” bagdastigindan,
god ¢ (UNU,) - ¢(UNU,)
wioy iy (WOW) =y, (WNW,)

homeomorfizmalar1 C* siifindandir. Zincir kuralindan dolayi,
(wioy™)o(woseg”)o(go0") (22.16)

doniisimii ¢ (m) noktasinda diferansiyellenebilirdir. (2.2.16) ifadesi o fogd
doniisiimiine esit oldugundan istenilen elde edilmis olur. M ’deki her (U,,4) ve
N deki her (VVl,l/ll) haritasi i¢in benzer iglemler yapilabileceginden, f doniisimi M

tizerinde diizglindiir. 0

Simdi diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve diferansiyellenebilir doniistimlerle ilgili

ornekler verelim.

Ornek 2.2.2.1: (U,¢), n-boyutlu bir M manifoldunun bir haritasi olsun. Bu durumda,
¢ homeomorfizmasi diferansiyellenebilirdir. #-boyutlu bir M manifoldunun iki
haritasi, sirastyla, (U,¢) ve (V,l//) olsun. Tanim 2.2.1.1, (ii) kosuluna gore bu
haritalar C* bagdastigindan ¢oy ' homeomorfizmast C” smifindandir. Dolayisiyla ¢

fonksiyonu diferansiyellenebilirdir. Boylece, u, 'ler R" ’in dogal koordinat fonksiyonlar:
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olmak tlizere, x, =u,o¢ (1 <i< n) fonksiyonlarmma ¢ ’nin koordinat fonksiyonlari

denir.

Bu fonksiyonlar U {izerinde C” smifindan olan reel-degerli fonksiyonlardir. Her

peU icin, ¢(p)=(x(p).,.x,(p)) dir. Ohalde,
¢=(x,....x,):U >R" (2.2.17)

seklinde yazilabilir, [7].

Tamm 2.2.2.3: (X : r.)iel topolojik uzaylar ailesi verilsin.

270

x=]1x (2.2.18)

iel

carpim kiimesi tizerinde her ie/ icin, 7, : X — X, izdisiim fonksiyonlarm siirekli

kilan X kiimesi lizerindeki en kaba topolojiye verilen (X LT, )iel uzaylarinin ¢arpim

270
27

topolojisi denir. Bu topoloji P ile gosterilir ve (X,9) uzayma verilen (X,,7,)
uzaylarinin ¢arpim uzayi, (X T )ie , uzaylarinin herbirine de ¢arpan uzay: denir.
Tamm 2.2.2.4: (X,7) bir topolojik uzay olsun. X kiimesi iizerinde bir topoloji tabam

diye her bir elemani X kiimesinin bir alt kiimesi olan ve agagidaki iki Onermeyi

dogrulayan bir B kiimesine denir.

(1) Her xe X i¢in B kiimesinde x elemanini iceren en az bir eleman vardir.

(2) X kiimesinin bir x eleman: B ’deki B, ve B, kiimelerinin arakesitinde ise ‘B ’nin

B, c B, (1B, olacak bigimde x elemanini igeren en az bir B, elemani vardir.

Teorem 2.2.2.3. [8]: (X l,rl) ve (Xz,rz) topolojik uzaylar verilsin. Bu takdirde her

T, e 7, ve T, e r, kiimesi igin,
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%={7}><T2|T1 erl,Tzerz} (2.2.19)

ailesi X = X, x X, carpim uzay1 i¢in bir tabandir.

X kiimesi lizerinde bir B topoloji tabani varsa, X iizerinde bu tabanin {irettigi bir 7
topolojisi vardir. 7 kiimesinin elemanlar1 su sekilde tanimlanir: X ’in bir U alt
kiimesini géz oniine alinsin. Her x €U igin ‘B ’nin, x€B ve B c U olacak bicimde
en az bir B alt kilmesi varsa U €7 ’dur. 7 ’nun X istiinde bir topoloji oldugu kolayca

gortlebilir, [3].
Yukaridaki verilen tanimlar ve teoremden faydalanarak bir 6rnek verelim.

Ornek 2.2.2.2: M, ve M, sirasiyla n, ve n, boyutlu manifoldlar olsun.
{(U P, )‘7/ € A} ve {(Vﬂ,l//ﬂ )‘ pe B} ,sirastyla, M, ve M, igin diferansiyellenebilir

yapilar olsun. Bu durumda,

(1) {UV X Vﬂ}yeA,ﬂeB , M, xM,’nin bir acik Ortiisiidiir.
(il) @, xp,:U, xV, >R"™"

(p.9) > 0, xv,(p.9)=(2,(P).v,(q))
olarak tanimlanan ¢, xy/, doniistimi,

0, %y, (U, xV,;) >0, (U, )xy, (V) cR" xR™ =R""™

seklinde bir homeomorfizmadir.

Dolayisiyla (U XV, 0, xy ﬁ) , M xM, icin bir koordinat  haritasidir ve
{(Uy XV, 0, Xy 4 )‘7 €A pe B} kiimesi Tanim 2.2.1.1°deki (z) ve (ii) kosullarini
saglar. Boylece M, xM, c¢arpim uzayi (n1 + nz) -boyutlu diferansiyellenebilir manifold

olur. Bumanifolda M, ve M, manifoldlarinin ¢arpim manifoldu denir.

7 M x M, - M, (i=1,2)
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izdligiim dontistimleri diferansiyellenebilirdir, [6].

Tamm 2.2.2.5: G bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan G

kiimesine 7 -boyutlu bir Lie Grubu adi verilir.

1) G bir gruptur,
2) G, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifolddur,
3) $:G>G , 0:GxG—>G

-1

g &(g)=g (gn8)P0(g.2)=2-8

doniisimleri C” ’dur.

g€ G igin,
R, (x):go(x,g):x.g (2.2.20)

olarak tanimlanan R,:G — G doniislimine G lzerinde g kadar sag oteleme adi

verilir. g € G i¢in,

L, (x):(o(g,x):g.x (2.2.21)

bi¢iminde tanimlanan L, :G — G donisiimiine G Uzerinde g kadar sol dteleme adi

verilir. (2.2.20) ve (2.2.21) ile tanmimlanan doniisiimler ,G’den G’ye C”

dontistimlerdir, [6].
Tanim 2.2.2.5’1 agiklayan bir 6rnek asagidaki gibi verebiliriz.

Ornek 2.2.2.3: Ornek 2.2.1.4’te yer alan GI (n,]R) kiimesini G ile gosterelim. G
kiimesi matrislerin ¢carpimina gore bir gruptur, [9]. 4= (Al.j ) eG, B= (Bl.j ) € G olmak

uzere,

(4.B) = Z A*B! (2.2.22)
k=1
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seklindedir. (2.2.22)’nin sag tarafi A4 ve B matrislerinin elemanlarinin bir

polinomudur. Boylece, ¢(4,B)=A4.B doniisimi C*’dur. Ustelik 4" matrisinin
elemanlar1 4/ elemanlarinin rasyonel fonksiyonlar1 oldugundan f(A) = A" doniisiimii

de C”’dur. Dolayisiyla, Tanim 2.2.2.5’e gére G kiimesi bir Lie grubudur.

GI(n,]R) tizerindeki determinant fonksiyonu, bir polinomun R” "nin bir acik alt

kiimesine kisitlanmigi oldugundan bu fonksiyon C” dur, [2].

Simdi kisaca alt manifold kavramindan bahsedelim:

Tamm 2.2.2.6: M ve M sirastyla k-boyutlu ve n-boyutlu iki diferansiyellenebilir

manifold olsun. Her peM igin U:{mGU‘)?,M(m):)?k+2(m):...:)?n(m)=0}

kimesi X, =X|,,% =X, . X =%, |U koordinat fonksiyonlariyla birlikte M ’de
p ’nin bir koordinat komsulugu olacak sekilde M 'nin bir U = (3?1,...,3?”) koordinat

komsulugu varsa M ’ye M ’nin k-boyutlu bir alt manifoldu denir. Bu koordinat
sistemlerine de 6zel koordinat sistemleri veya adapte edilmis koordinat sistemleri ad1

verilir, [10].

2.2.3. Teget Vektorler, Vektor Alanlar: ve Egriler

Oklid uzayimndaki diferansiyellenebilir bir egri her noktasinda bir teget vektdre sahipse,
bir diferansiyellenebilir manifold da her noktasinda bir lineer uzay olusturan teget

vektorlerin kiimesine sahiptir.

Teget vektorler R"’deki dogrultu tiirevinin genellestirilmisidir. X, , R"’mn m

noktasindaki herhangi bir vektorii ve f', m 'nin bir komsulugunda C* sinifindan olan
bir fonksiyon ise Vf,  f’in gradiyent vektdr alam1 olmak tlizere f’in X

dogrultusundaki tiirevi,

X, f=X,-(Vf), (2.2.23)
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ile verilir, [10].

Tamm 2.2.3.1: M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold ve me M olsun.
X, :C” (M )—)]R fonksiyonu asagidaki kosullar1 gergekliyorsa X ‘e , M ’nin m

noktasinda bir teget vektorii denir.

Her a,beR , f,geC” (M) igin,
(i) X, (af +bg)=aX, (f)+bX,(g) .

(i) X, (fg)=rs(m)X,(g)+g(m)X, (/)
dir.

Lemma 2.2.3.1. [11]: X, , M ’nin m noktasinda bir teget vektorii olsun. Bu durumda,
(i ) ¢ sabit bir fonksiyon olmak tlizere , X, (c) =0’dr.

(ii ) f,geC” (M ) olmak tizere; f ve g, m ’yiigeren bir acik kiime iizerinde esitlerse

X,(f)=X,(g)

dir.

Tamm 2.2.3.2: M ’nin m noktasindaki teget vektorlerinin kiimesine, M ’nin m

noktasindaki teget uzayr denir ve 7 M ile gosterilir.

T' M wuzayi, asagida belirtilen toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore R cismi

iizerinde bir vektdr uzayidir: X,.,Y, e T M , feC”(M) ve aeR igin,

(X+7),(/)=X,(/)+7,(f)

(2.2.24)
(aX), (f)=aX,(f)

dir.
M ’nin m noktasindaki te§et uzaymin dual uzaymna ise M ’nin m noktasindaki

kotanjant uzay (cotangent space) denir ve T, (M) ile gosterilir.
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(U.#) , M ’*nin bir haritas,, meU ve x,=u,o¢ (1<i<n) olsun. feC”(M) igin,

0 0

— (f)==—] (fos") (2.2.25)
ox, | ou, o)
seklinde
0
— C"(M)->R
S C 00

fonksiyonunu tanimlayalim.

(2.2.25)’nin sag tarafi R" iizerindeki reel-degerli bir fonksiyonun kismi tiirevidir.

Kismi tlirevin carpim kurali, lineerlik o6zelligi ve (2.2.25)’i kullanarak, ﬁi
X,

tlm

fonksiyonunun M ’nin m noktasinda bir teget vektorii oldugunu gosterelim: a,b e R

f,geCw(M) icin ,

0 =
] (] e ]

_9 [(af)og +(bg)o0" ]
Oty |y

0
2 (o) 2] (s
Oy | my i lg(m)

0 0
=a—| (fed')+b—| (gog”
oy, ¢<m>( ) ou, ¢(m>( )
0 0
“az e (2)
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oldugundan Tanim 2.2.3.1’in (i) kosulu gergeklenir. Benzer sekilde,

0 0 q
ALUa] [vere
0 -1 -1
== [(ro07)(g20")]
T lg(m)
—1 a -1 -1 a -1
=(/o9 )La( o (go87)+(ged )Lw)‘a (/47
Fg(m) Fg(m)
i 0 o 0
=(fo¢ )L(m)'a—xi ()+(&e9"),, 5 )

olarak bulunur. Buna gére Tamim 2.2.3.1’in (ii) kosulu da gergeklenir ve istenilen elde
edilmis olur.

o of

—1| (f) ifadesi yerine ——| ifadesini yazabiliriz.
ox, ox,

Ulm m

Lemma 2.2.3.2. [10]: M bir diferansiyellenebilir manifold ve m € M olsun. m 'nin bir

U civarimda bir ¢ =(x,,...,x,) koordinat sistemi her i =1,...,n igin x,(m)=0 olacak

sekilde segilmis olsun. Bu durumda her f e C”(m) igin,

fi(m)=— (/) (2.2.26)
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olacak sekilde f;,..., f, e C*(m) fonksiyonlar: mevcuttur ve

f=f(m)+2 xf, (2.2.27)
dir.

Ispat: F = fog¢ " olsun. Bu durumda F, R"’de orijin civarindaki bir topta tanimlidir.

Bu topu B ile gosterelim ve a = (al, »a, ) € Bc R" olsun. Bu takdirde,
F(al,...,an) :F(al,...,an)—F(al,...,anfl,O)

+F(a1,...,an_1,0)—F(al,...,an_z,O,O)

+F(a,,0...,0)~ F(0,...,0)

+F(0,...,0)

n 1

=F(0,...0)+ Y F(a,,...a,,.ta,.,0...,0)|

i=1 =0

n 1
=F(O,... + 8_F al,...,aifl,tal.,O...,O)dt
3 ot
( OF
- F(o,...,o)+Zja—(al,...,an,l,tal.,o...,o)aidt (2.2.28)
i o oY,

bulunur.

F (al,...,an) = J.F(al,...,anfl,tal.,O...,O)dt

olsun. o fonksiyonlar1 C* smifindan oldugundan F;’ler de C” siifindandir.
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Boylece (2.2.28) ifadesi,

F(a,..,a,)=F(0,..,0)+ ZaiFi (a,....a,)

i

olarak dizenlenir.

f = F o¢ olsun. Bu durumda,
(a,.na,)=a=¢(p)=(x,(p),-x,(P))
F(ay,...a,)=F(a)=F(4(p))=f(p)

F(0.00)=F (¢(m)) =(Fog)(m) =  (m)

olarak elde edilir. Bu bulduklarimizi (2.2.29)’da yerine yazarsak,
1(p)=1(m)+ 5 (1) ()

seklinde bulunur. Dolayistyla,
r=fme X

bulunur. Béylece (2.2.27) ifadesi elde edilmis olur. Ote yandan,

olarak bulunur.

(2.2.29)
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Teorem 2.2.3.1. [10]: M bir diferansiyellenebilir manifold ve x,,..,x, M ’nin m

civarinda bir koordinat sistemi olsun. Bu durumda X, € 7, M olmak iizere,

(2.2.30)

koordinat vektorleri 7 M igin bir baz olusturur. Boylece,

m

seklinde yazilabilir ve 9
Ox.

tlm

dim(M)=dim(T,M )=n

dir.
Ispat: meM , X, eT M ve feC”(m) olsun. Her i =1,...,n i¢in x,(m) =0 ise

YVi=X%—X (m)
olsun. Bu durumda,
Vi (m) =X (m)_xi (m) =0

dir. O halde y,,...,y, Lemma 2.2.3.2°deki kosullar1 saglayan bir koordinat sistemidir.

Buradan, feC”(m) igin,

f= 1)+
%~

0

ﬁ(m)=a—y

(/)

m

yazilabilir. Yukaridaki ifadeler ve Tanim 2.2.3.1 kullanilarak,

X,(f)=X, (f(m)ﬁyl—f,-j
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olarak bulunur. Her f € C”(m) igin (2.2.31) yazilabileceginden,

n 0
X, =2Xm(xi)a

i=1 m

bulunur. Boylece (2.2.30) elde edilir.

Simdi ai vektorlerinin 7, M i¢in bir baz teskil ettigini gosterelim:
x|
2] o
i=1 axi

olsun.

(2.2.31)
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Bu durumda,

n a
a, —
i=1 axj

(x_,)zo

m

dir. Ote yandan, (2.2.25) kullanilarak,

0 _i o :i —

Z_Z_I:a_xim(xj)—aui ¢(m)(xj ¢) o M)(uj) ;
bulunur. Su halde,

ia@fa,:o , (j=1...n)

i=1

seklinde elde edilir. O halde, ; koordinat vektorleri lineer bagimsizdir ve
X .

tlm

(2.2.30)’dan dolayr T, M ’yi gererler. Dolayisiyla, dim (7, M )=n olarak elde edilir. L]
Teorem 2.2.3.1°deki yontemle her g €U igin T, M ’ye bir baz bulabiliriz.

Tanmm 2.2.3.3: Her me M noktasint 7 M ’'nin bir X, elemanina gotiiren bir X

fonksiyonuna M {izerinde bir vektor alanmi adi verilir.
f:M — R fonksiyonu i¢in,
XM —>R

m> (Xf)(m)=X,(f) (2.2.32)

ile verilir.



33

Biz C” sinifindan olan vektor alanlar ile ilgilenecegiz. Bu 6zellik yerel olarak kontrol

edilebilir. X', M manifoldu tizerinde bir vektor alani olsun. f € C* (M ) olarak alinsin.

Bu durumda asagidakiler esdegerdir:
(i) Her feC” (M) icin Xf eC” (M) "dir,
(ii ) M 1tizerindeki her (U ,¢) haritasi i¢in,

< 0
X, :Zai(m)g

i=l tm

seklinde tanimlanan a, : U — R fonksiyonlar1 C* sinifindandir, [2].

Buna gore, X vektor alam ai vektor alanlarinin lineer kombinasyonudur. X bu
X,

1

ozelliklere sahipse X ’¢ diferansiyellenebilir vektor alan1 ya da C* vektor alam

adi verilir. M tzerinde C” sinifindan olan biitiin vektor alanlarinin kiimesini %(M )

ile gosterecegiz.

Uyan 2.2.3.1: feC”(M) ve XeX(M) ise bu durumda fX € X(M ) dir. Oysa,

Xf eC* (M) dir.

Tamm 2.2.3.4: X,Y€X(M) olsun. X ve Y ’nin Lie Carpim (Lie Bracket) olan

[X.,Y] ,her meM veher feC”(M) igin,

[X.Y] f=X,(Y)-Y,(Xf) (2.2.33)

olarak tanimlanir.

Lemma 2.2.3.3. [11]: [X,Y], M iizerinde bir vektor alanidir.

Ispat: (z) f.geC” (M) ve reR icin Tanim 2.2.3.4 kullanilirsa,
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[x.7],(f+8)=X,(Y(f+8)-Y.(X(/ +g))
=X, (¥ +¥g)-¥, (X + Xg)
=X, (Y)+X, (Yg)-Y, (X)-¥, (Xe)
=[x.,Y] f+[X.Y] g

Ve

[4.7], (/) =X, (Y (1)) =7, (X (if))
= X, (1Y)~ Y, (XF)
— X, (Y)- Y, (XF)
—r[xY] f

olarak elde edilir ve Tanim 2.2.3.1’in birinci kosulu ger¢eklenmis olur. [X Y ]m el M

oldugunu gostermek igin [X,¥] (/fg) ifadesi hesaplanmalidir.
Y, (/2)=f(m)Y,g+g(m)Y, [
oldugundan,
Y(fg)=sv(g)+g¥ (/)
dir. Bu ifade ve (2.2.32) kullanilarak,
(i) [X.7], (f2) =X, (Y (f2))-Y, (X (/2))
=X, (/Y (g)+gY(f))-Y, (/X (g)+eX(f))

=f(m)X, (Yg)+ X, (f)¥g(m)+g(m)X, (¥)+X,(g)¥f (m)
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—f(m)Y, (Xg)-Xg(m)Y, (f)-g(m)Y, (Xf)-Xf (m)Y, (g)

=/ (m)(X, (72)-7, (Xg))+ g (m)(X, (¥/)-, (X))

+XF (m) Ye (m) + Xg (m) Y (m) X (m) ¥ (m) ~ X7 (m) e (m)

— F(m)[X.¥], g+ g(m)[X.¥], 1
olarak bulunur. Dolaysiyla [X.Y] eT,M dir. Xf.¥ <C”(M) oldugundan
X(¥).Y (Xf) e C* (M) dir. O halde [X,Y]e X (M) di. 0

Lemma 2.2.34. [11]: X,Y,Ze%(M) , f,geC“’(M) ve reR ise bu durumda,

(a) [X,Y]=-[Y.X] ve [rX,Y]=r[X,Y],

(b) [X+Y,Z]=[X.Z]+[Y,Z] ve [Z,X+Y]|=[Z,X]+[Z,Y],
(c) [[Xx.¥].Z]+[[¥.2].x]+[[2,X].Y]=0 (Jacobi Ozdeslii)
(d) [/X.g¥]=feg[X.Y]+ / (X8)Y -5 (V) X .

dir.

(a) ve (d) ozelliklerine gdre, X(M) iizerindeki Lie ¢arpimi R -bilineerdir fakat

C” (M) bilineer degildir, [7].

Simdi i,i =0 (i,j=1..,n) oldugunu gosterelim: feC”(M) olsun.
ox; Ox;
(2.2.25)’e gore,

IR

oldugundan,
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o 0 »
a—%f{a—%(fw )04

bulunur. Burada ai ’ler (i =1,.., n) koordinat vektor alanlar olurlar.
X,

o 0 0 0
{a—a—}fa— —f}—[a—f]

olo,,. . oo , .
=—| (/o0 )04—5{50@ )04

olarak bulunur ve istenilen elde edilmis olur.

Tamim 2.2.3.5: f:M — N bir C” doniisiim olsun. Her m € M igin,

f:T,M ST,

N (2.2.34)
X, - f.(X,)

dontlistimiine f ’in m noktasindaki diferansiyel doniisiimii ya da tiirev doniisiimii

ad1 verilir ve bu doniisiim her g € C*(N) ve her X, e T, M igin,

LL(X.)](g)=X, (g°f) (2.2.35)

olarak tanimlanair.
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Lemma 2.2.3.5. [11]: f, diferansiyel doniisiimii iyi tamimhidir. Baska bir deyisle,

f:M —N bir C” doniisimve X, €7, M isebudurumda f,(X,)eT,, N ’dir

Lemma 2.2.3.6. [11]: Her m e M 1¢in f, diferansiyel doniisiimii 7 M ’den Tf(m)N ‘ye
bir lineer doniistimdiir.
Ispat: a,beR , X,.Y, eT,M ve geC”(N) olsun. Bu durumda, Tanim 2.2.3.5
kullanilarak,
[ f.(aX, +bY,)](g)=(aX, +bY,)(g° f)
=ax, (g2 f)+b,(g° /)
=al £.(X,)](g)+b[ £ (¥,)](2)
olarak bulunur. 0

(U,(p) ve (V,l//), M ve N manifoldlarinin sirasiyla m civarindaki ve f (m)
civarindaki haritalar1 olsun. Bu durumda f’in m noktasindaki diferansiyeli, 7 M ve

T, N igin belirlenen bazlara gore bir matris olarak ifade edilebilir. {xl,...,xnl} ve

{ Visewos ynz} , sirastyla M ve N iizerinde lokal koordinatlar olsun. Bu takdirde,

}(y) ) (lﬁiﬁnlj
J ’ < i<
1(m) l<j=<n,

oy,

Jed

tm

¢ oes)| o
_2‘ ox oy

J
m

i

f(m)

€T,M oldugundan weT, N "dir.

m

dir. Gosterelim: w= f, 9 olsun. 9
ox, | ox,

1




38

Dolayisiyla (2.2.30)’dan

w=2w(y,) -

j=1 v,

S (m)

seklinde yazilabilir. Ote yandan,

0

B Ox,

1

(y./°f)

m

olarak bulunur. Elde ettiklerimizi (2.2.36)’da yerine yazarsak,

_ a(yf°f)| al
m]_z Ox ,

J i
m

w:f{£

1

/(m)

olarak bulunur.

9 ve o bazlarina gore f, diferansiyel doniisiimii,
o], oy 7(m)
o(y,o
J. = ov.of)
S (m) Ox,
J m

matrisinin transpozesi ile temsil edilebilir, [2].

Tanim 2.2.3.6: (2.2.37)’de gosterilen J F(m)

Jakobiyeni adi verilir.

(2.2.36)

(2.2.37)

matrisine f’in m noktasindaki

Lemma 2.23.7. [7]: f:M >N ve g:N—L , C” donisiimler olmak tizere her

me M igin,
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* f(m) © ﬁ

m

dir.

Ispat: X eT M ve heC”(L) olmak iizere (2.2.35) kullanilirsa,

[(g2/).], (X.)](h)=x,,(ko(go 1)
=X, ((hog)o 1)
=[£(X,)](keog)

=[&.(£.(X,))](n)

= (&l £, ) (X, ()

olarak bulunur.

X,eT M ve heC” (L) keyfi oldugundan,

m

(g2 /)], =&l e s

m

seklinde elde edilir.

Tamim 2.2.3.7: [ c R olmak lizere a:1 — M , C* doniisiimiine M ’de bir e@ri adi

verilir.

Tanim 2.2.3.8: «, (i
dt|,

adi verilir ve ¢ (t,) ile gosterilir.

] €T, M vekidrine o 'nin ¢ =1, noktasindaki teget vektorii
17

Tamim 2.2.3.9: Her te/ igin o'c(t)zXa(I) kosulunu saglayan « egrisine X vektor

alaninin bir integral egrisi denir.
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Teorem 2.2.3.2. [10]: X € Z{(M) ve me M olsun. Bu durumda herhangi bir b€ R
igin £>0 reel sayis1 ve a(b)=m olacak sekilde bir a:(b—e,b+e&)—>M egrisi

vardir ve bu egri tektir. Ustelik , X ’in bir integral egrisidir.

Ispat: x,,...x, ~m nin civarinda tanim kiimesi U olan bir koordinat sistemi olsun.

(2.2.30)’1 teget vektorlerden vektor alanlarma genisletirsek, £, ler (izl,...,n) U

tizerinde reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere,

X:lZ:: f{%} (2.2.38)

seklinde yazilabilir. Bu durumda ; & 'nin X ’in bir integral egrisi olmasi1 kosulu, & 'nin

tanim kiimesi iizerinde,

s foq (2.2.39)

\

Ha(ny)
oldugu dikkate alinirsa ve (2.2.38) kullanilirsa,

n

Z%(xioa)

i=1

0

a(ty) ax[

0

=2/
(1) =l Ha(ty)

a()

seklinde bulunur. Buradan da (2.2.39) ifadesi elde edilir. ¢ = (xl,..., xn) olmak iizere,

L@ )= (o))
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=(f,~°¢_1 o¢oa)(t)
= (/o9 )[ (5o, )(@(0))]

:(fl o¢*1)(xloa,m,xnoa)(t) (2240)

seklinde elde edilir. f,o¢' =F ve x oa =y, olsun. Budurumda (2.2.40) ifadesi,

— )= (7 (1)57,(1)) (22.41)

olarak bulunur. Diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoremine gore, (2.2.41)
sisteminin 7, (7,)=7, (i=L,...,n) baslangi¢ kosullarin1 saglayan bir ¢dziimii vardir ve

bu ¢ozlim tektir. O
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l.mertebeden adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii,

x(t)=c¢ cost+c,sint

y(t) =¢,sint—c, cost
olarak bulunur, [12].
(x(O) , y(O)) =(1,0) baslangi¢ kosulundan ¢, ve c, sabitleri,

¢ =1
c, =0

olarak bulunur. Béylece X ’in (1,0) € R? noktasindaki integral egrisi,
c(t)=(cost,sint)

seklinde elde edilir.

Vo)
t\_z </

Sekil 2.2.2

Bu egri ise birim ¢emberin parametrik denklemlerle gosterilmis halidir (Sekil 2.2.2).
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3. MALZEME VE YONTEM

Genel kisimlarda ele aldigimiz diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde bir lineer
konneksiyon tanimlayacagiz. Bunun i¢in §2.2’de tamimlanan diferansiyellenebilir
manifold, teget vektor, vektor alan1 ve egri gibi kavramlar1 kullanacagiz. Diferansiyel
denklemlerin temel varlik ve teklik teoremini kullanarak, manifoldun her noktasi ve bu
noktadaki her teget vektor i¢in belli kosullar1 saglayan bir jeodezigin var oldugunu
gosterecegiz. Ayrica, bir egri boyunca paralel oteleme tanimini vererek lineer
konneksiyonla olan iligkisini ortaya koyacagiz. Daha sonra, Riemann manifoldu
kavramini ifade ederek bu manifold iizerindeki yapilari aciklayacagiz. Ote yandan,
Levi-Civita  konneksiyonunu (Riemann konneksiyonunu) tanimlayarak, bu
konneksiyonun sagladigi kosullar1 saptayacagiz. Bu kosullar1 §2.2°de verilen lemma ve
teoremlerden yararlanarak kanitlayacagiz. Ayrica paralel Otelemenin Riemann
konneksiyonu ile olan iliskisini de verecegiz. Bunlara ek olarak, Levi-Civita
konneksiyonunun standart Oklid konneksiyonuna benzerlikleri ile ilgili teoremleri
verecegiz. Bir Riemann manifoldu iizerindeki bir egrinin jeodezik olmasi kosulunu da
ifade ederek, jeodeziklerin egri uzunlugu ile olan baglantisin1 da gdsterecegiz. Son
olarak, bir diferansiyellenebilir manifold iizerinde tensér demeti, vektér demeti
kavramlarini agiklayarak, ikinci kisimda tanimlanan ¢arpim manifoldu kavramini, lif
demeti kavramina genisletecegiz. Bunun i¢in de yine §2.2°de verilen teget uzay, genel

lineer grup ve ¢apim manifoldu gibi tanimlardan faydalanacagiz.
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4. BULGULAR

4.1. BiR LINEER KONNEKSiYONUN GEOMETRISIi

Bu kisimda bir M diferansiyellenebilir manifoldu lizerinde R"’de oldugu gibi bir
vektor alaninin bagka bir vektor alanina gore diferansiyeline yoneltecek geometrik
yapilar tanitildi. Bunlarin sayesinde bir dogrunun teget vektoriiniin kendisine gore

tiirevinin sifir oldugu gosterildi.

Tanm 4.1.1: Her X,Y,ZeX(M) ve feC”(M) i¢in,
i\VyZ=V,Z+V,Z

i)V, Y =fV,Y

i)V, (Y+Z)=V,Y+V, Z

VIV (fY)=fV,Y+(X)Y

kosullarin1 saglayan V:X (M ) xX (M ) —->X (M ) fonksiyonuna M {izerinde bir

(
(
(
(i

lineer konneksiyon ya da kovaryant tiirev adi verilir.

Uyan 4.1.1: Verilen bir manifold iizerinde farkli pek cok lineer konneksiyon vardir.

Baska bir deyisle, bir uzay iizerinde farkli geometrileri barindirabilir.

Tamm 4.1.2: «:] —> M bir egri olsun. Eger Vd(t)d(t)zo ise, a egrisine V

konneksiyonuna gore bir jeodezik adi verilir.

X, Xa(t):o'c(t) kosulunu saglayan bir vektdr alani ise VXX(a(t)), X’in
genislemesinden bagimsizdir. Dolayisiyla Vd(t)d(t) ile V,X (a(t)) oldugunu

anlayacagiz, [2].
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Tamm 4.1.3. [11]: a:] > M bir egri , Ye%(M) ve X, Xa(t0)=d(t0) olacak

sekilde M iizerinde bir vektor alan1 olsun. Bu durumda Y ’nin « ’ya gore kovaryant

tirevi olan VY,

olarak tanimlanir.

Simdi bir vektor alan1 dogrultusunda baska bir vektor alaninin tiirevini tanimlayalim:

Tamm 4.1.4. [10]: X, p noktasinda R"’in bir teget vektdrii ve Y =(f,...,f,) bir
C” vektor alam1 olsun. Dolayisiyla f;’ler (i :1,...,n) Y ’nin tanim kiimesi lizerinde

tanimli reel-degerli C* fonksiyonlardir. Y ’nin X vektorii dogrultusundaki tiirevi,
VY =(X, 1 X, f,)

olarak tanmimlanir ve V Y ile gosterilir.

X, W R"in p noktasinda teget vektorleri ve Y, Z, p’nin civarinda C” vektor

alanlart olsun. Bu durumda f , reel degerli bir C* fonksiyon olmak iizere Tanim 4.1.4

kullanilarak,

(i)vX+WY = ((X+W)p fl""’(X—i-W)p fn)
:((Xp +Wp)f1""’(XP +Wp)f")
= (X J; AW, S X [, 4 W, 1)

- (prl""’prﬂ)+(Wl’f1""’Wpf”)

=V, Y+V,Y
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(iiil) Y=(fnf,) ve Z=(g.g,) olmak iizere,
Vo (Y+2)=(X,(fi+8)snX, (f,+8,))
=(X, i+ X,8...X,[,+X,g,)
=(X, £ X, 1, )+(X, 80 X, 8,)
—V, Y4V, Z
W)V (Y)= (X, (£ )5 X, (1))
=(X,/1(p)*+ f ()X, firs X, 11, (P)+ [ (P) X, 1))
=X, /Y (p)+f(P)ViY
kosullari gergeklenir.

Burada X teget vektoriinii bir vektor alanmi olarak da almak miimkiindiir. Boylece V
fonksiyonu Tanim 4.1.1°¢ gore R" iizerinde bir lineer konneksiyon olusturur. Bu

konneksiyona R"’in standart konneksiyonu denir. Bu konneksiyonda X ve Y

vektor alanlarini 6zel olarak baz vektor alanlari olarak alirsak yani X :8_ ve
Uu.

1

Yzai (i,j=1,...,n) ise Tanim 4.1.4’e gore,
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seklinde bulunur.

Tanim 4.1.5. [2]: «a:1 — M bir egri olsun. Her fe/’y1 Ya(t) € Ta(t)M "ye gotiiren Y

fonksiyonuna a egrisi boyunca bir vektor alani denir.

Her feC” (M ) icin Y, B f, I tzerinde reel degerli bir C” fonksiyondur.

Tamim 4.1.6. [10]: Y , « egrisi boyunca bir vektdr alan1 olsun. Her #e€/ igin

Vd(t)Y =0 ise Y vektor alan1 o egrisi boyunca paralel kayiyor denir.

Bir a egrisi boyunca bir Y vektor alami verilsin. a(O)z p ve d(O)zX , Olsun.

a(t)=(a(t),..a,(t)) ve Y = (f,(2),-ws f, (1)) ise bu durumda zincir kuralindan,

_ " of du;
L0)=2 2o (0)

~(0)=X -(Vf) =X -Vf.
dt = auj dt ( ) p ( ‘f;)p p ‘f;|t:0

bulunur. Dogrultu tiirevi tanimi1 kullanilarak R”’in standart konneksiyonu igin ,
VY= (X, /0o X, 1)

=(X,-Vf... X, -Vf,)

:(%(0),..., L. (o)]

olarak bulunur. Dolayisiyla Y, R"’in bir « egrisi boyunca bir C* vektor alani ise

a’mn tegeti ¢ olmak iizere VY , iyi tammh bir R”- vektdr alamidir. Ozetle,

a(t):(al(t),...,an(t)) ve ¥ :(fl (1)-es £, (t)) ise

vd(,)Y{d(flOa),...,d(f”oa)] 4.1.1)
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seklinde elde edilir. (4.1.1)’e gore Y vektdr alaninin o egrisi boyunca paralel kaymast

icin gerek ve yeter kosul ,

olmasidir. Buradan da , ¢, ’ler sabitler olmak {izere ,

Jica=c¢

olarak elde edilir. Ornegin, {ai} , (i :1,...,n) baz vektor alanlar1 herhangi bir egri

boyunca paraleldir.
Simdi R"’in standart konneksiyonuna gore jeodezikleri belirleyelim:

o (t) = (al (t),...,an (t)) olsun. Buna gore,

(1) - ("dot‘l (1).... 2% (t)j

t

dir. Buradan da ,

Vd(t)d(t): i(%jam,i(danj
dr\ dt dr\ dt

(d’ey,  d’a,
dar* 7 dr

olarak bulunur. Yani,

: " d’a, 0
V@ (1)=2 i o (4.1.2)

i=1

seklinde elde edilir. (4.1.2) ve Tanim 4.1.2°ye gore « egrisinin bir jeodezik olmasi i¢in,
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a =at+bh, (i=1,...n) (4.1.3)

olarak bulunur. (4.1.3)’deki denklemler de e« egrisinin bir dogrunun lineer

parametrelenisi oldugunu gosterir.

Uyan 4.1.2: Egrinin parametrelenisi jeodezik tanimi1 agisindan 6nemlidir.

Ornek 4.1.1: a:R—>R*, a(t)=(cost,sint) egrisi verilsin. Bu durumda,
¢ (t)=(-sint,cosr)
ya da

a(t)= (—sint)%+(cost)£
1 2

olarak bulunur.

_a ..
() = "t +u, olmak iizere,
o aul 8u2
. 0 P
Xa(t) - X(Cost sint) =—smf{—+cost—
’ u, ou,

seklindedir. Yani,

olarak bulunur. Boylece,

V0@ () =V, X (a(1))
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seklinde elde edilir. Buradan da,
Vaod (1)=0

oldugu goriiliir. Dolayistyla gember R’ ’nin bir jeodezigi degildir, [2]. (Sekil 4.1.1).

Sekil 4.1.1

Bir me M noktas: verildiginde baslangict bu nokta olan jeodezikler bulmak daima
miimkiindiir fakat bu jeodezikler genis bir aralik iizerinde tanimli olmayabilir. Simdi
verecegimiz teoremle bir baslangi¢ teget vektorii belirleyebilecegimizi gorecegiz. Bu
teoremin ispat1 da Teorem 2.2.3.2’de oldugu gibi diferansiyel denklemlerin varlik ve

teklik teoremine dayanmaktadir. Yukarida sozii edilen teoremi ifade edelim.
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Teorem 4.1.1. [2]: meM olsun. Her X, €T M igin a(O):m ve d(O):X

m

olacak sekilde bir «:(—¢,6)>M (&>0) jeodezigi vardir.

Ispati ise ileride verilecektir.

Tanim 4.1.7: V , M {izerinde bir konneksiyon ve (U ,¢), M °de bir harita olsun.

seklinde tanimlanan l"f;. eC” (U ) fonksiyonlarina (U ,¢5) haritasina gére V 'nin

Christoffel Sembolleri adi verilir.

. . . k . . . . . -
Uyan 4.1.3: Tamim 4.1.7°ye gore I, Christoffel Sembollerinin simetrik oldugu

kararina varmak miimkiin degildir. Genel olarak bu durum dogru degildir.

Teorem 4.1.2. [2]: a, M ’de bir egri ve m=ca(0) olsun. Her X, €T M igin
Y =X, ve Y, a egrisi boyunca paralel olacak sekilde o boyunca tanimli olan bir ve

yalniz bir Y vektor alani vardir.

Ispat: Kanit1 yerel olarak yapalim. (0)’mn bir U koordinat komsulugunda,

a(t)=(a(t),...a,(t))

olarak yazilabilir. Yani «, = x, ca seklindedir ve (2.2.30) denklemine gore,

(1) = X (da ) (3fx,)

i

bulunur. Y = z S (6/ ox j) ise bu durumda Tanim 4.1.1 kullanilirsa,
J

Vo' =0 2 Vs e [zt = ZZVW e ) =0 (4.1.4)
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seklinde bulunur. (4.1.4) denklemi, Tanim 4.1.1°in kosullart ve Tanim 4.1.7

kullanilarak,

da,
0= ZZV da; [dt)(0/ox;) (a/ax ) ZZ%VB/&\,]Z (a/ax/)

da. 0 f 0
N2y 24
{f’ o/ 6xj Ox; Ox, ]

da, . 0 o, 0
=y —L YT —+—L—
(flz,{: Yox, ox 6xjj

G da,
-3 doy 0, 0 |5 @t 01y
dt 8x 8x

Jodt 7 ox,
olarak elde edilir. (4.1.5) ifadesini x, ’ya gore diizenlersek,

U

do, o 0 42 9|
Z{Z,{: dt ox, axk+zsz dt "'axj

ok

0

4%y 5 4% i) O
ox,

+> f.

y =0
dt ox, 77 dt 7

2%

bulunur. Buradan da ,

da, of, da,
—L K —LT (=0 4.1.6
Z{ dt ox, Zf’ dt ”} ( )

J

olarak elde edilir. f, ccx (0) ’lar X, ’in bilesenleri olarak verilirse (4.1.6) denklemi,

d(f,oca da, _,
%+Z(ﬂoa)d—0t{1“yoa:0 , (Vk=1,...,n) (4.1.7)

i,J

seklinde bulunur. f, oo ’lar bilinmeyenler, I f; ve %’ler bilinenler olmak {izere
‘ t

(4.1.7) sistemi bir adi diferansiyel denklem sistemidir. Diferansiyel denklemlerin temel

varlik ve teklik teoreminden (4.1.7) sisteminin ¢6ziimii vardir ve bu ¢dziim tektir. Bu
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sistemin ¢0ziimil bize f, o« ’lar1 verecektir. Bu yolla devam edilerek « egrisi boyunca

1yl tanimli olan bir Y vektor alani edilir. 0

Simdi de o egrisinin bir jeodezik olmasinin kosulunu bulalim:

a(t)=> (de,/dt)(0]ox,)

1

olmak iizere,

Vd(t)d(t) =0 < Vi) (%:(daj/dt)(ﬁ/@xj )j =0

i

seklinde bulunur. Bu denklemde Tanim 4.1.1°in kosullarim1 kullanalim ve Teorem
4.1.2°in ispatindaki hesaplara benzer adimlar takip edelim. Bu takdirde Tanim 4.1.7

kullanilarak,

0=V (aaayaren) (?(d a, [dt)(fex, ))

DR S )

do.
_ Z%vm (%:(daj /dt)(@/@xj)j

- %ZV & 0
= dr |50t )| ox,

da | <da, o) of(da)a
=2 z_va/ax. ~— |7 7 A
—dt |5 dt ‘\Ox, ) ox;\ dr )ox;

J

_y| s dadey o o (de\da o
S|\ T 7 dt dr ox, ox\ dt ) dt ox,

_y|ypdeade | o i(d%j@i
_; 2T dt dt}axk—i_z{zax dt ) dt

B; ki O ox,
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_y |y deds da ) 0
. Ydt dt dr |ox,

i,Jj

sonucuna ulagilir. O halde o 'nin bir jeodezik olmasi igin,

d’a, cda, da;
— Ay L= , (k=1,...,n 4.1.8
dt* Z Vodt dt ( ) ( )

i,j

kosulu gerceklenmelidir. {a,. (0)} ve {dai / dt| 0} verildiginde (4.1.8) sisteminin ¢dzimil

tektir. Boylece Teorem 4.1.1 de ispatlanmis olur.

Tanim 4.1.8: T :Ta(O)M - Ta(t)
X’” = T“(t) (X’” ) - },(1(1)

bi¢iminde tanimlanan 7, doniisiimiine o egrisi boyunca paralel dteleme ad: verilir.
Teorem 4.1.3. [7]: o0 dontisiimii Ta(O)M ’den Ta(t)M iizerine bir izomorfizmadir.

Teorem 4.1.3’e gore her lineer konneksiyon bir paralel 6telemeyi miimkiin kilar.
R"’in standart konneksiyonu i¢in T’} =0 (i, j,k =1,...,n) oldugundan 7, bagimsizdr.

Baska bir deyisle,

l

0
[0) {Z’ a; 6_x,

0
= a,—
a(O)} Zl: o,

a(1)

dir. Bu durum R"’i 6zgiin kilar ¢iinkii diger bir ¢ok geometri i¢in gegerli degildir.

Not: x,...x, , a(to)’m komsulugunda bir koordinat sistemi olusturuyorsa, a,’ler

(i = 1,...,n) reel-degerli fonksiyonlar olmak iizere ¢, "in komsulugundaki her ¢ i¢in

0
Ty X o) = Z 4; (t) 8_99 »
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olarak yazabiliriz.

Paralel 6teleme, kovaryant tlirevin global halidir. Asagidaki énerme, bu durumu ifade

edecektir.

Onerme 4.1.1. [11]: a, a(0)=m olacak sekilde X, ’in bir integral egrisi ve

Y € X(M) olsun. Bu durumda,

R
(VY)(m) _m;(ra(t)ya(t) -7, | (4.1.9)
dir.
Ispat: Z_, o boyunca paralel olan bir vektér alani olsun. Bu vektér alanini
|
(Zs )a(o) = (Ta(s)Ya(s))

olacak sekilde secelim. Bir harita tizerinde

ZZ )(6/ox,) (0

X,y=a(t)= > (da,/dt)(0]ex, )a(t)

=Y (1) (d/ox,),

olarak yazalim.

Z_, a boyunca paralel oldugundan Teorem 4.1.2°den

dz* da. _ .
s 7/ (T* =
dt +,Zj: dt ’ (t) ”(a(t)) 0

Z!(s)=Y"(s)

. (k=1..,n) (4.1.10)

seklinde yazilabilir. Z* (t) fonksiyonuna 0<¢<s aralig1 lizerinde Ortalama Deger

Teoremi’ni uygularsak 0< &, <s icin,
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Z;(s)=2,(0)

N

Zsk'(gk): -0

olarak bulunur. Buradan da,
Z;(s)=2:(0)+s2] (&) (4.1.11)

denklemi elde edilir. Dolayisiyla (4.1.11) kullanilarak,

ifadesinin % -inc1 bilesenti,

Z/(0)=7*(0) _ Z{(s)=sZ] (&) =Y"(0)

S S

-2t () 20

seklinde bulunur. (4.1.10) kullanilirsa yukaridaki denklem,

M:z@(é)zg (@)F; (a(gk))_Fw

s — dt ' s

LJ

olarak elde edilir. s - 0 iken limite ge¢elim. Bu durumda &, — 0 oldugundan,

-1
.Y —-Y
11 a(s) a(s) a(O)

s—0 Ky
ifadesinin k -inc1 bileseni (4.1.10) kullanilarak,

Z%(O)Zoj O (a(0))+ dj: (0)= Z%(O)Yj (0)T5 («(0))+ dj”: (0)

i,J i

seklinde bulunur. Yukarida bulunan ifade de Teorem 4.1.2°nin ispatin1 yaparken elde

ettigimiz (V,Y)(m) nin k -inc1 bilesenidir. Bdylece (4.1.9) ifadesi elde edilmis olur. [J
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Ote yandan, (4.1.9) formiilii su anlama gelmektedir: Kovaryant tiirev, verilen bir vektor

alaninin egri boyunca paralel olmaktan ne kadar saptigini dlcer.

Paralel oOtelemeyi kullanarak M ’nin herhangi iki noktasindaki teget uzaylar

karsilastirabiliriz. Bagka bir deyisle,

ay) _ ° -1 .
o) = Zat) ° Fate) * TayM = TyyM

olarak tanimlayabiliriz. Bu durumda HZ&)) bir izomorfizma olur ve teget uzaylari

karsilagtirmamiza olanak verir. Bu izomorfizma genel olarak « egrisine baglidir.

4.2. BIR RIEMANN METRIiGININ GEOMETRISI

Bu kisimda bir M manifolduna adina “Riemann Metrigi” denilen bir yap1 eklendi. Bu
yapt sayesinde M iizerinde bir dogal konneksiyon tanimlandi ve R" {izerinde oldugu
gibi jeodeziklerin kiimesinin minimum uzunluklu egrilerin kiimesi olup olmadigi

gosterildi.

Tammm 4.2.1: M bir diferansiyellenebilir manifold ve meM olsun. Her

X,.Y ,Z €T M ve relR igin,

m?>~-m?>~m

(i)gm(Xm+Ym’Zm):gm(Xm’Zm)+gm(Ym’Zm) ve

gm(rX Y):rgm(X Y)

m>-m m>= m

(ii)gm(Xm’Ym):gm(Ym’Xm)
(iti) g, (X,.X,)=20 ve g, (X,.X,)=0 < X, =0

kosullarin1 saglayan g, :7 M xT M — R doniisiimiine M manifoldu iizerinde bir

metrik alani adi verilir.

Uyar1 4.2.1: Tamim 4.2.1°deki (i) ve (ii) kosullar,

m>~m

gm(Xm’Ym+Zn1):gm(X Y )+gm(Xm’Zm)
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gm(Xm’er):rgm(Xm’Ym)

olmasini gerektirir. Dolayisiyla bir metrik ile 7 M {izerindeki i¢ ¢arpimi kastederiz.

m

Tanim 4.2.1 ve Uyan 4.2.1°de verilen kosullara gore g metrik alami bilineerdir,

simetriktir ve pozitif tanimlidir (pozitif definittir).

g, M iizerinde bir metrik alan1 ve X,Y € }:(M ) ise bu durumda g(X Y ) , m’deki

m>~m

degeri g, (X Y ) olan reel-degerli bir fonksiyondur.

Tamm 4.2.2: Her X,Y e X(M) i¢in g(X,Y)eC”(M) olacak bigimdeki g metrik

alanina M manifoldu lizerinde bir Riemann Metrigi adi verilir. Bir Riemann metrigi

ile birlikte M manifolduna Riemann Manifoldu denir.

Uyan 4.2.2: Geometride metrik kavramini uzaklik fonksiyonu olarak degil de i¢ ¢carpim

olarak degerlendirecegiz.

Simdi bir Riemann manifoldu iizerinde tanimli olan egrilerin ve 7, M {izerindeki teget

vektorlerin uzunluk tanimlarint verelim:

Tanim 4.2.3: Bir 7 M i¢ ¢arpim uzayinda bir X, teget vektoriiniin uzunlugu,

1

1%, 1= €. (X, X,) 4.2.1)

bigiminde tanimlanir.

Tamm 4.2.4: o :[a,b] > M bir C* egri olsun. Bu durumda « egrisinin uzunlugu,

L ()= [lla(e)]de (42.2)

seklinde tanimlanir.
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Ja(2)

parcali bir C* egri olmast durumunda ise « egrisinin uzunlugu C” parcalarin

, t’nin siirekli fonksiyonu oldugundan (4.2.2)’deki integral mevcuttur. ¢ 'nin

uzunluklari toplami olarak tanimlanir. L (a) yerine kisaca L (a) olarak gosterecegiz.

Simdi de bir M Riemann manifoldu i¢in uzaklik fonksiyonu tanimina gegmeden Once

baglantili uzay tanimini verelim:

Tamim 4.2.5: S bir topolojik uzay olsun. S ’de hem acik hem de kapali olan kiimeler

sadece S ve O ise bu uzaya baglantili uzay adi verilir.

Teorem 4.2.1. [13]: S topolojik uzayinin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
S=V,UV, olacak sekilde kesisimleri bos olan V=<, V,# acgik kiimelerinin

birlesimi olarak ifade edilememesidir.

Tanim 4.2.5 ve Teorem 4.2.1’in M manifoldu agisindan 6nemi, M baglantili bir

Riemann manifoldu ise M ’nin herhangi iki noktasindan gegen en az bir pargali C”

egrinin var olmasidir.

Tanim 4.2.6: Asagidaki gibi tanimlanan d:M xM — R fonksiyonuna m ve ¢

noktalar1 arasindaki uzakhk adi verilir.

d(m,q)=inf {L(a)‘a , M 'de bitis noktalar1 m ve g olan bir C* pargali egri}

d(m,q)>0 ve d(m,m)=0 oldugu agiktir. Ayrica, d(m,q)=d(g,m) kosulu saglanr.

Ote yandan » € M olmak iizere,
d(m,q) < d(m,r)—i—d(r,q)

kosulu da gergeklenir, [14]. O halde d fonksiyonu M manifoldu i¢in g ile belirlenen

bir metriktir. Boylece g degistikge M manifoldu i¢in farkli metrikler elde ederiz.
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Bu kisimda ele aldigimiz Riemann metrigi ve egri uzunlugu tanim ile ilgili bir kag

ornek verelim:

Ornek 4.2.1: {ul} ’ler (i=1,...,n) R"’in koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere R”

tizerindeki standart Riemann metrigi,

o
g}'n aul

seklinde tanimlanir.

0

b
. 8ujm

] 5, (4.2.3)

Ozel olarak n=2 durumunda, 8/8u1| ve 6/6u2|m teget vektdrleri 7 R* igin bir

m

ortonormal baz olusturur. o = (al, az) , R?*de bir egri olsun.
G = [%,_d 2 ]
dt  dt
ve @, =u,oa (i=1,2) oldugundan (2.2.30) kullanilarak,

. d o d 0
(24 —E(ul oa)a—ul—i—a(uz Oa)a—uz

Ve

bulunur.

Simdi sirasiyla, (—1,0) ’dan (1,0) ’a olan dogru parcasinin ve yarim ¢emberin
uzunluklarimi hesaplayalim: Ik durumda, te[O,l] icin a(t)=(2t—1,0) egrisini goz
oniine alahm. Bu takdirde, ¢ =2(0/du,) ve her t€[0,1] icin Hd(z)”=2 olarak

bulunur. Boylece,
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1 1
L(a)={|a(¢)|de =] 2dt =2
0 0
seklinde bulunur.
Simdi de 7 € [0, 1] icin o (t) = (—cos t,sin m) egrisini gdzoniine alalim. Bu durumda,

. ) 0
o =S xgt—+ 77 CoS Tt ——
Ou, ou,

bulunur. Buradan da,

1

Hd(t)” = [(ﬂ'sin ﬂ't)2 +(7r cos m)z}2 =7

olarak elde edilir. Boylece (—1,0) ’dan (1,0) ’a olan egri uzunlugu,

(@) = [ (¢ e =] et ==
0 0
seklinde elde edilir.

Ornek 4.2.2: H, olagan alt uzay manifold yapis1 ile birlikte R*’nin {ist yar1 diizlemi

olsun. Baska bir deyisle, H = {(x, y)eR? ‘ y> 0} olsun. g’yi,

0.
g(ul,uz)( 0.0 J__U 4.2.4)

—,— =
Ou; Ou; | u;

olarak tanimlayalim.
£>0 olmak iizere o, (r)=(0,z) ile verilen «,:[¢,1]—> H egrisinin uzunlugunu

hesaplayalim: ¢, = 0/0u, oldugundan Tanim 4.2.3 kullanilarak,

1

s 0l=Cotaaa = o o) (3] -5

N | —
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bulunur. Buradan da Tanim 4.2.4 kullanilirsa,

1

L(a,)=]|

&

1
o‘zg(t)Hdtzj%dtzlntrg =-In¢
olarak elde edilir.

Tamm 4.2.7. [11] : M bir N manifoldunun alt manifoldu olsun. N manifoldu bir g"

Riemann metrigine sahipse ve X, ,Y €T M T N ise bu durumda,

g/i\zl (Xm’Ym) = grlr\t[ (Xm’Ym)

olarak tanimlanan g metrigine g" ile indirgenmis Riemann metrigi ya da

indirgenmis metrik ad1 verilir.

Ornek 4.2.3: /h:S*> >R’ kapsama doniisimii (inclusion map) olsun. g° ile R’

lizerindeki standart metrigi gosterelim. S* iizerindeki g indirgenmis metrigini
g(X.,Y)=g’(hX,hY)

olarak tanimlayalim. Bu durumda S>’deki bir egrinin uzunlugunu hesaplamak

istiyorsak, bu egriye R*’te bir egri goziiyle bakarak islemlerimizi yapabiliriz. ¢ <[0,1]
igin, B(¢t)=(0,sinzt,coszt) egrisini gozoniine alahm. Tamm 2.2.3.5 kullanilarak

ge C°°(]R3) olmak {izere,
[1.(B)](2)=B(gon)=B(g)
bulunur. Buradan da,
) = O rsin(r) -2
h,ﬁ(ﬂ)—ﬂcos(m)au2 7rsm(7rt)au3

olarak elde edilir. Boylece,
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[B)|=n.[B0)]|=[2(8(1).5(0) ] ==

ve
1
L0)= [l =
0
seklinde elde edilir.

Simdi ise amacimiz,
L(p)=d(B(1).5(s)) (4.2.5)

kosulunu saglayan £ egrilerinin jeodezik oldugunu kanitlamaktir. Bunun i¢in Riemann

metriginden bir V lineer konneksiyonu elde etmemiz gerekmektedir. R”’deki
diisiincelerden hareketle bir jeodezigi “kendi kendine paralel” olan ve uzakligi
minimum yapan bir egri olarak tanimlamaya calisacagiz. Kendi kendine paralel olmak

yerel bir kosuldur. Bir drnek vererek agiklayalim: Ornek 4.2.3’te ele aldigimiz S
egrisinin tanim  kiimesini [0,1] araligindan [0,2] araligina genisletirsek, £ ’nin
goriintiisii S? iizerinde bir biiyiik ¢gember gdsterir ve L()=2x olur. Oysa 3(0)'dan
B(2)'ye olan uzaklik 27z degildir ¢iinkii S(0)=4(2) dir. Fakat (4.2.5) denklemi
kiiciik (s—t) icin gerceklenir. Boylece tanim kiimesi genisletildiginde £ egrisinin

global olarak minimum uzunluk 6zelligi gegerli olmaz. Dolayisiyla bu problemi, yerel
olarak uzunlugu minimum yapan ve kendi kendine paralel olan bir egri i¢in bir
konneksiyon bularak ¢dzmeliyiz. Simdi yukarida ifade ettigimiz kavramlari, tanim ve

teoremler vererek ayrintili bir sekilde agiklayalim.
Tamm 4.2.8: Her X,Y,Z e X(M) igin
28,(V.Y.2,)=X,8(Y.Z)+Y,8(X.2)-Z,g(X.Y)

+g,([X.Y],.2,)+g.([2.X],.7.)+2.([2.Y],.X,) (42.6)
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ile tanimlanan V konneksiyonuna Levi-Civita Konneksiyonu ya da Riemann

Konneksiyonu adi verilir.

Tanim 4.2.8°de verilen g (Y ,Z ) ,g (X ,Z ) ,g (X Y ) ’ler M {izerinde fonksiyonlardir

ve “[ , ] simgesi, Tanim 2.2.3.4’te verilen Lie Carpimi’n1 gostermektedir. Koordinat

fonksiyonlari x,..,x, olan bir U komsulugunda 0/dx, vektor alanlarmi X, ile
gosterelim. Bu durumda, [Xl.,XJ:O , (i,j=L..,n) oldugunu  §2.2.3°de

kanitlamistik. Boylece (4.2.6) denklemi,
2(V, X, X, )= Xg(X,. X, )+ X g(X,.X,)-X,g(X,. X)) 4.2.7)
sekline indirgenir.

(4.2.6)’da verilen V konneksiyonunun Tanim 4.1.1°in kosullarim1 sagladigi kolayca
gosterilebilir. Dolayisiyla, V bir lineer konneksiyondur, [2]. V 'nin bu sekildeki se¢imi

ile asagidaki teoremi kanitlayabiliriz:

Teorem 4.2.2. [15] : Her X,Y,ZeX(M) ig¢in (4.2.6)’daki gibi tanimlanan V

konneksiyonu M iizerinde,

Xg(Y.Z)=g(V, Y, Z)+g(Y,V,Z) (4.2.8)
ve

T(X,Y)=V, Y-V, X-[X,Y]=0 (4.2.9)
kosullarin1 gergekleyen yegane konneksiyondur.
Ispat: Varlik. (4.2.6)’dan her X,Y,Z € .’{(M) i¢in,

28,(V.Y.2,)=X,8(Y.Z)+Y,8(X.2)-Z,g(X.Y)

+g,([X.Y],.2,)+8.([2.X], .Y, )+ 2. ([2.Y],.X..)
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A%~
2¢,(V,X.2,)=Y,8(X.2)+X,¢(V.2)-Z,8(Y.X)
+g,([Y.X],.2,)+2.([2.Y],.X.)+&.([2.X],..)

olarak yazabiliriz. Yukarida elde edilen ifadeleri taraf tarafa ¢ikarip Lemma 2.2.3.4 (a)

dzelligini ve Tamm 4.2.1°1 kullanirsak,
28, (V. 7.2,)-2¢2,(v, X.2,)=2g,([X.Y],.Z,)
denklemi bulunur. Bu takdirde,
. (Ve Y-V, X.2,)-g,([X.Y],.2,)=0
olarak elde edilir. Buradan da her Z € X(M) icin,
g, (Vy Y-V, X-[X.Y],.Z,)=0 (4.2.10)
seklinde bulunur. (4.2.10)’dan,
V, Y-V, X-[X,Y] =0
bulunur. O halde her X,Y € X (M) igin,
VY-V, X -[X,Y]=T(X,Y)=0
olarak elde edilir.

Benzer sekilde,

2¢(V,Y,Z)=Xg(Y¥,Z)+Ye(X,Z)-Zg(X,Y)

+g([X.7].2) (7. X].7)+g([2.7]. X)
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Ve

2g(V,Z,Y)=Xg(Z,Y)+Zg(X,Y)-Yg(X,Z)
+g([X.z].Y)+g([v.X].Z)+g([¥.2]. X)

olarak yazabiliriz. Bu ifadeleri taraf tarafa toplayip Lemma 2.2.3.4 (a) ozelligini ve

Tamim 4.2.1°1 kullanirsak,
g(VXY,Z)+g(Y,VXZ):Xg(Y,Z)

seklinde istenilen elde edilmis olur.

Teklik. (4.2.6)’nin sag tarafi g metrigi ile belirlendiginden V.Y ’nin degeri de
belirlidir. Dolayisiyla V konneksiyonu tek tiirli belirlidir. Bagka bir deyisle (4.2.6)’y1

gercekleyen V gibi bir konneksiyon alirsak (4.2.6)’dan V =V sonucu elde edilir. Buna
gore V konneksiyonu tektir. 0

Teorem 4.2.2, “Riemann Geometrsinin Temel Yardimci1 Teoremi” olarak bilinir.
Tanmim 4.2.9: (4.2.9)’da verilen,
T(X,Y):VXY—VYX—[X,Y]

ifadesindeki 7 tensOr alanina burulma adi verilir.

Tanim 4.2.10: (4.2.9)’u gercekleyen bir konneksiyona burulmasiz konneksiyon adi

verilir.

(4.2.9)’da X=i ve Y=i olarak alalim. Bu durumda, i,i =0
ox, Ox; Ox; Ox;

(i, j=1.., n) oldugunu dikkate alirsak ve Tanim 4.1.7’yi kullanirsak,
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0 0 0 0 0 0
0=T| —=— |=Voa | 7 _Va/ax. ~ |7 As P A.
ox; Ox, Ox; "\ Ox, Ox; 0Ox,

) )
=y IF =3k
I W

k

DIUEE

ox,
bulunur. Buradan da M ’deki her koordinat sistemi igin,
ri=r% , (i,jk=1..n)

olarak elde edilir. O halde, Christoffel sembolleri simetriktir.

Tanim 4.2.11: (4.2.8)’1 gergekleyen bir lineer konneksiyona metrik konneksiyon adi

verilir.
(4.2.8) denklemi metrigin dogrultu tiirevini kovaryant tiirevler cinsinden ifade eder, [2].

Paralel 6teleme operatdrii bir konneksiyonun geometrisinde énemli bir role sahiptir. Bu
operatdr Riemann metriginin bir izometri olmasi ile de uygunluk gosterir. Bunun ig¢in

asagidaki tanimi verebiliriz:

Tamm 4.2.12. [11] : 7:T M — T M donistimi i¢in X, ,Y, €T, M olmak lizere,

g, (tX,.7Y,)=g,(X,.Y,) 4.2.11)

m>~=m

kosulu saglaniyorsa 7 doniigiimiine bir izometri denir.

Bir Riemann manifoldu tizerindeki bir “dogal” lineer konneksiyon i¢in paralel 6teleme
bir izometridir. Simdi verecegimiz 6nermeyle, paralel 6telemenin bir izometri olmasinin

bir metrik konneksiyon i¢in gergeklendigini gosterecegiz.
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Onerme 4.2.1. [11] : Paralel Stelemenin bir izometri olmasi igin gerek ve yeter kosul

her X,Y,ZeX (M ) icin V 'nin bir metrik konneksiyon olmasidir.

Ispat: (4.2.8)’in gerceklendigini varsayalim. o, M ’de herhangi bir egri olsun.

Y, ZeT M i¢in Y, ve Z ile sirasiyla T,y ve 7,,Z paralel otelemelerini

t

(0)

gosterelim. « ’nin tanim kiimesindeki her ¢ igin
8ar) (X,Zz) = 8u(r) (Ta(t)Y’ Ta(t)Z) = 84(0) (Y’Z)

oldugunu gostermeliyiz. Bunu, f = ga(t)(Yt,Z,) fonksiyonunun sabit oldugunu

gostererek de yapabiliriz. ¥ ve Z, a boyunca paralel oldugundan V konneksiyonu

(4.2.8)’1 gergekliyorsa bu durumda,

0 (4.2.12)

d(t)g(Y,Z)Ig(va(z)Y’Z)+g(Y’va(f) )

olarak bulunur.

olarak elde edilir. Buna gore, .0 (Y,,Z,) fonksiyonu sabittir. Bagka bir deyisle,

8a(r) (¥.2,)= 8.a(0) (¥.2)
dir. Dolayisiyla Tot) bir izometridir.
Tersine, herhangi bir o egrisi icin o) ‘nin bir izometri oldugunu varsayalim ve

X,eT M olsun. a egrisini a(0)=m ve a(0)=X, olacak sekilde segelim.

(4.2.8)’in her iki tarafi da  egrisi boyunca sadece Y ve Z vektor alanlarina baghdir.
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Oncelikle o egrisi boyunca paralel olan Y ve Z vektdr alanlarmi gdz éniine alalim.

Bu durumda g(Y ,Z ) , a boyunca sabit oldugundan m noktasinda (4.2.8)’in sol tarafi

stfirdir. ¥ ve Z, o boyunca paralel oldugundan,
VY=V, Z=0
dir. O halde bu durum igin (4.2.8) ger¢eklenir. Simdi {Xl.} "ler (i = 1,...,n) T' M ’nin bir

ortonormal bazi ve {X i(t)} ’ler @ boyunca X,’lerin paralel 6telemesi olsun. Paralel

oteleme bir izometri oldugundan,
8, = 80 (X0 X,) = 84 (7t Ko Futs X, ) = g (X,0):, 1)

bulunur. Dolayisiyla, {X ; (t)} ’ler de Ta(t)M icin bir ortonormal baz olusturur. ¥ ve Z,

a boyunca diferansiyellenebilir vektor alanlart oldugundan a, ve b,’ler (i=1,...,n)

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

Y :Zai (1) X, (2)
Za(t) = Zi:bi (t)Xi (t)

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda,

X,8(v.2)=c(0)(2(7.2))
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seklinde bulunur. V, X, =V, X, =0, oldugundan

i

8. (VyY.2,)+g,(%.V Z)=2g, (Z{% (0)V,, X, +%

db,
+g, {Zai(O)Xl.,Z[bj(O)VXij+ d-’

i

da,

Xi,ij(O)ij

0 J
v)
0

bulunur. {X l.} ’ler ortonormal oldugundan yukaridaki denklemi diizenlersek,

db

+gm[2ilai(0)Xi,27;

J

b,(0)g, (Xi=Xj)

gm(VX”,Y,Zm)+g,,,(Ym,vxmz)zzz%
i

0

seklinde elde edilir. O halde, V bir metrik konneksiyondur. O

Simdi ileride kullacagimiz bir ek bilgi verelim: y,...,y, , U lzerinde diger bir

koordinat sistemi olmak iizere, Tanim 4.1.7’ye gore,



71

0 -, O
V('}/('}ya [a}zzrgﬂg 5 (Ot,ﬂ,yzl,...,n)
B 7

4

oldugundan Tanim 4.1.1°e gore

_ ox 0 Px, 0
A ob il T e AN ol . (u=1..n) 4.2.13)
ik OV, Oy O, T Oy,0p, Ox,

olarak bulunur, [15].

(4.2.9)’u yerel olarak gercekleyen bir konneksiyon asagida verecegimiz Onermeden

dolay standart Oklid konneksiyonuna benzerdir.

Onerme 4.2.2. [16] : Bir V konneksiyonunun burulmasinin sifir olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her m € M igin m ’nin civarinda,

=0 (4.2.14)
olacak sekilde bir {xl.} koordinat sisteminin olmasidir.

(4.2.14) ifadesi, klasik gosterimle Ff;. =0 seklinde de yazilabilir. Simdi Onerme 4.2.2’yi

kanitlayalim.

Ispat: m ’nin civarinda T f; (m):O olacak sekilde bir {xl.} koordinat sistemi olsun.

Tanim 4.2.9°da X :i ve Y = i olarak alalim. Bu durumda,

ox, Ox;

O 2 _y(ror)-2
T(@xi’aij_Zk:(rij Fﬁ)axk

oldugundan, hipoteze gore 7' =0 bulunur. Tersine, V konneksiyonunun burulmasi sifir

ise bir koordinat komsulugunda I f; (m) =T ’; (m) dir.
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% (p) =[x (p)-x, (m)]fih’;(m)[xl-(p)—xl-(m)][x_,-(p)—x_,(m)] (4.2.15)

i,j=1

seklinde tanimlayalim. (4.2.15)’te x,’ye gore tiirev alip Ff;(m)=l“';(m) oldugunu

kullanirsak kolayca,

ox, u
a—x’l‘ =0+ ;Fl’; (m)[xi —x, (m)]

!
ox,

=o'
ox, (m) :

(4.2.16)

bulunur. (4.2.16) ifadesi {x,i} ’larin m ’nin bir komgulugunda bir koordinat sistemi

olusturdugunu gosterir.

Ote yandan, (4.2.16)’daki ilk denklemde x, ’ya gére tiirev alirsak,

21
0% 1% (m) (4.2.17)

il
Ox,0x,

seklinde bulunur. (4.2.13) ifadesini {x,i} ‘lara gore diizenleyip (4.2.17) ifadesini burada

yerine yazarsak,

I, (m)=0
olarak istenilen elde edilir. 0

§4.1°de bir lineer konneksiyon verilince jeodeziklerin belirlenebilecegini gordiik. Bu
kisimda yaptigimiz islemler sonucunda da burulma tensorii ile metrik konneksiyonun
belirlenebilecegini gormiis olduk. Bundan sonra, bir Riemann manifoldunun bir

jeodezigi ile Levi-Civita konneksiyonunun jeodezigini kastedecegiz.

Simdi de daha 6nce sozii edilen egri uzunlugunun jeodezik agisindan énemini gosteren

bir teorem verelim.
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Teorem 4.2.3. [17]: Bir M Riemann manifoldunun her m noktast i¢in asagidaki
kosullar1 saglayan bir A pozitif sayisi ve bir U ={qu |d(m,q)</1} komsulugu
vardir.

(i) U ’daki herhangi iki g, » noktasindan goriintlisi U ’da olan bir tek « jeodezigi
gecer.

(ii) a jeodezigi uzunlugu d(g,r) olan, g ve r noktalarindan gegen tek egridir.

(iti) Her qeU i¢in, U’da «(0)=g olan her a jeodezigi a(t)=(ajft,...a,t),
(ay,...,a, = sabit) bi¢iminde olacak sekilde g ’nun bir civarinda yerel bir koordinat

sistemi vardir.

Bu teorem su sekilde yorumlanabilir: Jeodezikler ayni bitis noktasina sahip olan
egrilerden uzunlugu en kiiiik olanlaridir. Ote yandan, manifoldun herhangi iki noktasi
minimum uzunluklu tek bir jeodezik ile birlestirilebilir. Bu durum yerel olarak R"’e
benzerdir fakat global olarak gerceklenmeyebilir. Baska bir deyisle bir Riemann

manifoldunda m ve ¢ gibi keyfi noktalar verildiginde bu noktalardan gecen ve
uzunlugu d (m,q) olan bir egri olmak zorunda degildir. Omegin, R* —{(0,0)} 1 olagan
Riemann metrigi ile géz oniine alalim. m=(-1,0) ve ¢=(1,0) olsun. m’den ¢’ya
olan bir egrinin uzunlugu en azindan 2’dir ve her ¢ >0 i¢in bu noktalardan gecen ve
uzunlugu 2+ ¢ dan kiigiik olan bir egri vardir. O halde, d(m,q)=2"dir. Ote yandan
R* — {(0,0)} ’da uzunlugu 2 olan bir egri yoktur. Bu durum R* — {(0,0)} ’In tam metrik

uzay olmamasindan kaynaklanmaktadir. Asagidaki tanimi ve oOnemli bir teoremi

vererek, yukarida sozii edilen kosulu agiklayabiliriz:

Tanim 4.2.13. [17] : V bir M manifoldu iizerinde bir lineer konneksiyon olsun. V ile

belirlenen her a:[a,b]—)M jeodezigi tanim kiimesi R olan bir jeodezige

genisletilebiliyorsa V  konneksiyonuna  jeodezik olarak tamdir (geodesically

complete) denir.

Teorem 4.2.4 (Hopf-Rinow Teoremi) [17] : Bir Levi-Civita konneksiyonuna sahip

olan bir M Riemann manifoldunun jeodezik olarak tam olmasi icin gerek ve yeter
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kosul M ’nin bir metrik uzay olarak tam olmasidir. Ustelik, M *deki herhangi iki m ve

g noktasindan uzunlugu d(m,q) olan bir egri geger.

Teorem 4.2.4°de ifade edilen egri bir jeodeziktir. Asagidaki teorem bunu gosterecektir.

Teorem 4.2.5. [2]: a, uzunlugu bitis noktalar1 arasindaki uzaklik olan bir egri ise bu

durumda, a egrisi bir jeodeziktir.

Ispat: o, uzunlugu bitis noktalar1 arasindaki uzaklik olan bir egri olsun. Bdyle bir egri
ile goriintiistindeki herhangi iki nokta arasindaki uzaklik ya da « ’nin bir pargasi olan
daha kisa bir egri olmasi gerektigi anlasilir. Teorem 4.2.3 ile « nin goriintiistindeki her
noktanin komsulugunda bir jeodezik olmas1 gerektigini ifade etmistik. O halde a egrisi

bir jeodeziktir. O

Simdi bir Levi-Civita konneksiyonu ig¢in Christoffel sembollerini hesaplayalim.
X, =0/ox, ler (i=1,..,n) T,M igin bir ortonormal baz olmak iizere bir Levi Civita
konneksiyonu  icin  Christoffel  sembolleri  metrigin  terimleri  cinsinden
F; = g(V XX k) olarak verilir. Bir koordinat komsulugu {izerinde g metrigini

[ gl_./}:[g(X i X /)] seklinde bir matris degerli fonksiyon olarak ifade etmek

miimkiindiir. Bu matrisin tersini g~ ile gdsterelim. O halde, &' Kronecker deltasi

olmak tizere,

l

g;g" =6! (4.2.18)

seklindedir. Tanim 4.1.7’yi (4.2.7)’de kullanirsak,
2g(ZF5Xp’XkJ = Xigjk +ngik _ngg‘j
p

bulunur. Tanim 4.2.1 kullanilarak,

og . og. og..
2 rPg =2k | ZOk 00 =N
%“ 78 = oy ox;  0x,

1
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S =L % Bey % (4.2.19)
—~r ST ax, Ox, Ox,

olarak bulunur. (4.2.19)’un her iki tarafim1 g* ile carpip k iizerinden toplam alirsak,

og . . 0g.
251’31“5 :lzgkh E jk +aglk _ 98
> 24 ox;  Ox,

i ox,

k

1 og . og. og..
[ =N k| Yok O8w 98
Y 2Zg ( ox, Ox, Ox,

seklinde bulunur. £ <> £ indis degisimiyle yukaridaki denklem,

1

1 og, 0g, 0g;
=2 hh iy ZOjh _ Zoi 4.2.20
Y2 Zh:g ( ox, Ox, Ox, ( :

olarak elde edilir.

Bu kisimla ilgili asagidaki 6rnekleri verebiliriz:

Ornek 4.2.4: R"’deki standart metrikte g(@/@ui,a/ﬁu j) sabit fonksiyonunun

0/0u, *ya gore tiirevini alirsak her i, j=1,..,n igin (4.2.3)’ten

0
v, 2 -0
0/ du; 61/[

J

bulunur.

Tanim 4.1.7°den her i, j,k=1,....,n igin, Fi =0 olarak bulunur. Dolayisiyla standart

metrigin Levi-Civita konneksiyonu, R" *deki standart konneksiyondur.

Ornek 4.2.5 (Poincaré Ust Yar1 Diizlemi): H — R* metrigi (4.2.4) ile verilen iist yari

diizlem olsun. Bu durumda Christoffel sembollerini hesaplayalim.



76

(& &) |u s (g &%) (us O
8y = = ve & = n |~ 2
' &1 Ex 0 1 g g 0 u

oldugundan (4.2.20)’den,

1"12 :lighl o8, n 08, _ 081,
243 Ou, Ou, Ou,

_ lgll[agll +ag21 _agu} 1 21[6&2 +5g22 _agu]

2 Ou, Ou, Ou ) 2 Ou, Ou, Ou,

seklinde bulunur. Benzer hesaplar izlenerek sifirdan farkli olan Christoffel sembolleri,

riz :F121 :_F121 :1—22 :_L

u,
olarak elde edilir.
a, >0 olmak iizere bir @ = (¢, a,) jeodezigi i¢in (4.1.8)’den

d’ay, 2 da da,

dt*  a,(t) dr dt

da, 1 (da,Y 1 (da,)
+ —_ =

o, (t)\ dt ) a,()\ dt

denklemleri elde edilir. (4.2.21) sisteminin ¢6zlimleri, a,a’,b,b’,c,c',r ve r' sabitler

(4.2.21)

olmak iizere,
a,(t)=a+btanh(ri+c) , a,(t)=bsech(rt+c) (4.2.22)

Ve
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a(t)=a , a,(t)=be" (4.2.23)

olarak bulunur, [2].

(4.2.22) formundaki jeodezikler x -eksenine dik olan dogrulardir. (4.2.23) formundaki

jeodezikler i¢in,
(, (t)—a)2 +(a, (t)—O)2 =b* tanh’ (r1 +¢)+ b’ sech® (rt+c) = b’

seklinde oldugundan bu egriler (a,O) merkezli ve |b| yarigapli {ist yarim ¢emberlerdir

(Sekil 4.2.1).

(a,b)

(a’,b')

Sekil 4.2.1

Bu manifolda hiperbolik iist yar1 diizlem ad1 verilir.

4.3. TENSOR DEMETLERI VE VEKTOR DEMETLERI

Iki manifoldun ¢arpimi c¢ok temel bir kavramdir. Bu kavramdan Ornek 2.2.2.2°de
bahsetmistik. Bu kisimda ise lif demeti (fiber bundle) kavrami tanitilip Onceki
kisimlarla olan baglantisi ortaya kondu. Lif demetleri g¢arpim manifoldlarinin
genellestirilmis halidir. Diferansiyel geometride, temel olarak lif demetlerinin-vektor
demetlerinin 6zel bir sinifinda ¢alisilir. Burada oncelikle tensér demeti kavrami islendi.
Sonra da daha genel olarak vektdr demetlerinden bahsedildi. Verdigimiz tanimlar icin

kullandigimiz kaynaklarin bazilar [2], [6], [18], [20] dir.
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M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold, 7, ve T, p* , sirastyla, M ’nin p

noktasindaki teget ve kotanjant (cotangent) uzaylari olsun. Bu durumda p noktasinda

Tr(p)=Tp®...®Tp®Tp*®...®Tp* (4.3.1)

s

r—tane s—tane

seklinde (r,s) tipinden bir tensor uzayr vardir. Bu uzay, n™™ boyutlu bir vektor

uzayidir, [6].

=7 (p) (4.32)

PEM
olsun.

Tanim 4.3.1: (4.3.2) ile tamimlanan 7" uzayma M manifoldu iizerinde (r,s) tipinden

bir tensor demeti denir.

Amacimiz 7 iizerinde bir topoloji tanimlamak ve boylece 7 tensor demetinin bir

Hausdorft uzay1 oldugunu gostermektir. Yani 7, ’ye bir diferansiyellenebilir manifold

yapisi kazandirmaktir. Oncelikle bazi kavramlari tanitalim:

V', R {izerinde n-boyutlu bir vektér uzayr olsun. ¥ ’nin lineer otomorfizmalarinin

grubunu GI(V') ile gosterelim. {e,,...,e,} , V' 'nin bir bazi olsun. Bu durumda ¥, R"’e

izomorf olur. ¥ ’nin bir y elemani,
y=(¥"y") (4.3.3)

seklinde olsun. G/ (V) , nxn’lik tekil olmayan biitlin matrislerin ¢arpim grubudur. Yani

Ornek 2.2.1.4’te bahsettigimiz genel lineer gruptur. @ € GI(V') olmak iizere,

a ... a
y~a=(y1,...,y”)-f R (4.3.4)
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biciminde sagdan ¢arpma islemi tanimlansin.

V' ile V' vektor uzay: ilizerindeki biitiin (r,s) tipinden tensdrlerin uzaymi gosterelim

ve bu uzay,

€ 8..0€ s o0, 1< Iy>JpSn (4.3.5)

bazina sahip olsun. 7 ’nin elemanlarini (4.3.3)’teki gibi gosterirsek (4.3.5)’teki baz

elemanlar1 da uygun bir sekilde siralandirilmalidir.

M iizerinde yerel koordinatlar1 u',...,u" olan bir U koordinat komsulugu gdz 6niine

alalm. Bu durumda herhangi bir peU igin T, ve T, uzaylarimn, sirasiyla,

(il] ,...,( 0 j ve {(dul) ,...,(du”) }bazlarl vardir. Dolayistyla,
ou » ou” » r P

0 0 » 3 .
(wl ®m®(8ui’ ]p ®(duf )p @...@(du* )p , 1<i,,jz<n (4.3.6)
T/ (p) nin bir bazidir.

o, :UxV > T/ (p) (4.3.7)

peU

(p.y)= o, (p.y)

seklinde bir doniisiim tanimlayalim. ¢, ( )22 y) ‘nin bilesenleri (4.3.6)’ya gore ve y 'nin

bilesenleri (4.3.5)’e gore yazilabileceginden ¢,, birebirdir.

M ’nin bir {U,W,...} ortiisiinii goz Oniine alalim ve bu kiimelere (4.3.7) ile verilen
{QJU,(DW,...} doniisiimlerinin karsilik geldigini varsayalim. ¢, doniisiimii altinda

U xV/ ’nin biitlin acik alt kiimelerinin goriintiisiiniin kiimesini 7, i¢in bir topolojik baz
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olarak segelim. Bu topoloji ile birlikte 7" bir Hausdorff uzay1 olur ve (4.3.7)’deki her

dontigiim bir homeomorfizma olur, [6].

Bir p € U noktasini sabitleyelim. Bu durumda,
¢U,p : I/sr - ]7: (p)

vy o, (¥)=0,(p.y) (4.3.8)

bi¢iminde tanimlayalim.

(4.3.7) ve (4.3.8)’e gore ¢, ve ¢, , donistimleri birer lineer izomorfizmadir, [6].
M ’nin p’yi iceren ve yerel koordinatlar1 w',...,w" olan bir W koordinat komsulugu
g0z Oniine alalim.

o, VSV (4.3.9)

W.p S S

Euw (p):(D

olsun. Bu durumda g, (p), V) vektor uzaymm bir otomorfizmasidir. Yani
Suw ( p) e Gl (K’) ’dir. O halde (4.3.4)’te tanimlandig lizere Gl (K’) "deki herhangi bir

eleman sagdan ¢arpma islemini gergekler. Dolayisiyla y,y" €V, olmak iizere,

oy (P.y) =05 (p.)') (4.3.10)

gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter kosul
V'=y-guw(p) 4.3.11)

olmasidir. Gergekten, (4.3.10) kosulundan ve (4.3.9)’dan
¢U,p = ¢W,p OgUW (p)

yazilabilir. Buradan da ¢,, *nun birebir oldugu kullanilarak (4.3.10)’dan
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20, (V)=[00, 8w (P)](¥) =

Pw p (y,) =y, |:(gUW (p))(y)]

oldugundan (4.3.11) kosulu elde edilir. Tersine, benzer adimlar islenerek (4.3.11)
kosulu gercekleniyorsa (4.3.10) kosulu saglanir.

Simdi, M ’nin herhangi iki U,W komsulugu i¢in U W = & ise (4.3.9) ile tanimlanan
g :UNW > GI(V)) (4.3.12)

doniistimiiniin diferansiyellenbilir oldugunu gosterelim.Genelligi bozmadan r=s=1

durumunu inceleyelim:

w',..,w" vyerel koordinatlarma gore T , ve T © uzaylarmin bazlari, sirastyla,

y= yj.ei v’ , Y= y;.iei ve" (4.3.13)

seklinde ifade edelim. Bu durumda,

oy (p.y)=V (ij o(du’)

ou' ),
5 (4.3.14)
Pw (p:y,) =y (Wl ®(dw] )p
olarak yazilabilir.
du' = 8ui dw’
ow! (4.3.15)
0o ow 0

ou' ou' ow
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i

. . 0
bagintilart U (W lizerinde gerceklenir. Burada (l

p ] , yerel koordinatlarda yapilan
u

degisken doniisiimiiniin Jakobiyen matrisidir. Bu matrisi J,,, ile gosterelim. (4.3.10)’da

(4.3.14) ifadelerini yazarsak ve (4.3.15)’1 kullanirsak,

0 ri 0 j
v (W} ®(dul)p =Y (Wl ®(dwj )p =

p

ow' ou' 0 , i O -
1(20) [22) () o, () o),
b4 P P

P

olarak bulunur. Buradan da,

vk o' ou'
Yi =N W ow’
p p

sonucuna ulasilir. (4.3.11) kullanilirsa yukaridaki denklem,

i [ ow o
(v-guw (P)), =7, [#l (af:j ],, (4.3.16)

olarak elde edilir.

Simdi de iki matrisin tensor ¢arpimi tanimini verip g, doniisimi i¢in yaptigimiz

islemlere devam edelim:

Tamm 4.3.2: 4= (aj.) ve B = (bg) matrislerinin tensor ¢arpimi,

aB ... a'B
AeB= RV
a,B - a'B

n

blok matrisi ile verilir.
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y elemaninin bilesenlerini, ( VsV sees Vi s Voo y,’f) seklinde bir satir ile gosterelim. Bu

durumda  (4.3.16) denklemi g, (p)’yi temsil eden (n’xn’)’lik tekil olmayan

matrisin J,;, matrisinin tensor ¢arpimi oldugunu gosterir ve
_ -1
Euw = UW®‘]UW (4.3.17)

seklindedir. J,, ve J;IW =Ju Jakobiyen matrisleri U(\W {iizerinde C”

fonksiyonlarin bileskesi oldugundan g, doniisiimii de U (1 iizerinde C” ’dur.

T’ 'nin topolojik yapist ile birlikte {(/)U (U xV’),(pW (WXV;),...} kiimesi 7" ’nin bir

N

agik ortiisiinii olusturur. u'’ler M manifoldunun bir U koordinat komsulugundaki

yerel koordinatlar1 ve y’/‘]’j , y €V nin (4.3.5)te verilen baza gore bilesenleri olmak

lizere, ¢, (U X VS’) koordinat komsulugunda bir ¢, ( p. ) noktasinin koordinatlari
(v (p) ) (4.3.18)

seklindedir., UMW #&  olmak tzere, g, :UNW -Gl (Vf) dontistimii
diferansiyellenebilir oldugundan (4.3.11)’den 7 ’nin {(pU UV )., (W V! )}

koordinat ortiisii C” -bagdasir. Boylece 7. bir diferansiyellenebilir manifold olur, [6].
7T > M (4.3.19)
izdiistimii 77 ( p) ’deki elemanlar1 p € M noktasina tasir ve iizerinedir.

Tanim 4.3.1°de, T diferansiyellenebilir manifoldunun M iizerinde (r,s) tipinden bir

tensor demeti olarak adlandirildigini ifade etmistik. 7 ’ye ise bir izdiisiim demeti

(bundle projection) denir. Tsr( p) ’ye de p noktasinda 7 demetinin lifi (fiber) ad:

verilir.
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r=1, s =0 olmasi durumunda M ’nin teget demeti olan T (M ) ’yi elde edilir. »=0 ,

s =1 olmasi durumunda ise M ’nin kotanjant demeti olan 7" (M) elde edilir.

Simdi de yukarida yaptigimiz tanimlar1 genellestirerek vektor demeti kavramini ifade

edelim:

Tamm 4.33: E, M iki diferansiyellenebilir manifold , 7:E—>M bir

diferansiyellenebilir {izerine donlisim ve ¥V =R?, ¢ -boyutlu bir vektdr uzayr olsun.
M ’nin bir {U ,W,Z...} acik Ortiisii ve {ng,(DW,(DZ...} dontistimlerinin kiimesi asagidaki
kosullar1 sagliyorsa (E M ,7[) ’ye M Tlizerinde ¢ -boyutlu bir (gergel) vektor demeti

(vector bundle) adi verilir.

(i) @, ’lar, UxR? dan 7' (U) “ya birer difeomorfizmdir ve her pe U, y € R? i¢in

mop,(p.y)=p (4.3.20)

dir.

(ii) Herhangi bir p e U igin,

oy,(¥)=0,(p.y) ., yeR’ 4.3.21)

olsun. Bu durumda, ¢, ,:R?—7z"'(p) bir homeomorfizmadir. UNW #& olmak

tizere herhangi bir p e U NW igin,

g (P)=¢" c@, , :R' >R (4.3.22)
4

w,
doniisiimii ¥ =R’ nun bir lineer otomorfizmasidir. Yani g, (p)e G/ (V) dir.

(iti) UNW =& olmak iizere, g, :UNW — GI(V) doniisimii C*dur.

E’ye demet uzayi (bundle space) , M ’ye taban uzayi (base space) , x’ye izdiisiim

demeti (bundle projection) ve V =R? ’ya da tipik lif (¢ypical fiber) ad1 verilir.
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(4.3.10) ve (4.3.11)’de yapilanlara benzer sekilde, (ii) kosulundan y,,y, €W olmak

uzere,

oy (P vy ) =0y (P yw) (4.3.23)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Yo &ow (P) =y (4.3.24)

gerceklenmesidir.

Tamm 4.3.4: Herhangi bir peM i¢in E, = ( p) olarak tanimlanan doniisiime

(E M, 72') vektor demetinin p noktasindaki lifi (fiber) denir.

M xR? = E c¢arpim manifoldu en basit vektdr demeti 6rnegidir ve M {izerinde triviyal

demet ya da carpim demeti adim alir. Ote yandan bu kismin basinda tanimladigimiz

T tensor demetleri de vektor demetidir.

Tamm 4.3.5: M , n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olsun. 7, M *nin bir bazi

ile birlikte p € M noktasina M iizerinde bir ¢at1 (frame) ad1 verilir. p € M noktasina

da catinin orijini denir.

M iizerindeki biitiin ¢atilarin kiimesini L (M) ile gosterelim. L(M)’ye M ’nin ¢ati

demeti (frame bundle) ad1 verilir. Yani,

L(M)={(p. X\, X,)

peM ve {X,}, T,M nin birba21} (4.3.25)
dir.
m:L(M)>M (4.3.26)

doniisimii, (p, X,,... X, ) ﬂ[(p,Xl,...,Xn )] = p , seklinde tanimlansin.
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Simdi L(M ) ‘nin bir manifold yapisina sahip oldugunu gosterelim: (U 7,¢y) , M ’nin

bir haritasi ve V, = ! (U 7) olsun. Bagka bir deyisle,
V,={(p. X, X, )€ L(M)|peU, |

9
ox,
P

geeey

S . 0
olsun. Herhangi bir peU, i¢in {a—
x|,

}, T,M ’nin bir bazidur. Ote yandan

bir vektdr uzay1 verildiginde bu uzayin herhangi iki bazi, bir tekil olmayan matris ile

ayrilir. Dolayistyla herhangi bir ( p.X,... X ) catis1 verildiginde,

(4.3.27)

Xi= za” ox;

P

olacak sekilde bir 4= [ai/.] e GI(n,R) matrisi vardir. Yani 4 matrisi, {8/ Gxi|p} bazini
{X.} bazmna tasir. GI(n,R) yerine kisaca G yazalhm ve v/, [(p,X WX ):| = (p,AT)
olarak tanimlanan y, :V, > U, xG donisiimlerini g6z oniine alalim. L(M ) iizerinde
bir {l//;l (W)‘ W, U,xG'de aglk} bazi secerek her bir y/, *y1 siirekli yapan bir topoloji

kurabiliriz. Simdi , ¢ [ DX X )] = (x1 (p)sen, (p),a“,au,...,a,m) olarak verilen
&'y . V; N R;an

dontigiimlerini goz Oniine alalim. Bu durumda, (Vy,;/;y) , L(M ) ‘nin bir haritasidir.

Verilen bu topoloji ve haritalarla  birlikte L(M), n+n’-boyutlu bir

diferansiyellenebilir manifold olur, [2].

Simdi de A:[aﬂ] olmak iizere, d)((p,Xl,...,Xn),A):(p,ZaﬂXj,...,Zaanjj
j 7

olarak tanimlanan

®:L(M)xG - L(M)
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doniisiimiinii ele alahm. be L(M) olmak iizere, ®(b,4)=b" seklinde gosterelim.

B
Buradan her b e L(M ) igin, (bA) =b" oldugunu kanitlayalim:

(p Zajl Jjo »zam Jj ? :[aii}’B:[bii}EG Zaﬂ /:i ’

(i=1,...,n) olsun. Buna gore,

(@ (b,4),B)=0((p, %, Y,),B)= [p 2b,Y.- :Z j

2n"2 nnn

=(p.b Y, +b,Y, +..+b, Y ,..b Y, +b, Y, +..+b V) =

<1>(<1>(b,A),B) (p,b“ZaﬂX,,+ +bn12am e ,bMZaﬂX+ +b,m2ajn ,j

= p,Z:(bllaj1 +...+bn1ajn )X].,...,Z:(bma/1 +.. +b,majn )ij

J J

SODIITS P
J

=0((p.X,,... X,), 4B)
=® (b, AB)
:bAB

seklinde elde edilir. Benzer islemler yapilarak su sonuca da ulasabiliriz: b* =b olmasi

icin gerek ve yeter kosul 4 matrisinin G 'nin birim matrisi olmasidir, [2].

Tamm 4.3.6: «:] — M bir egri olsun. zod@=a kosulunu saglayan &:1 — L(M)
egrisine « 'nin bir lifti ad1 verilir. b:ﬂfl(oc(O)) olmak iizere @(0)=b ise &’ya

a ’'nin b ’deki lifti denir.
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Cat1 demetleri i¢in 6nem tagiyan bir teoremi ifade edelim:

Teorem 4.3.1. [2] : M ’deki her o egrisi boyunca bir 7, paralel dtelemesi karsilik

getirmek her o egrisi, her b= 7" (a(O)) ve «a ’nin tanim kiimesindeki her ¢ i¢in

a,. (t)=[a, ()] (4.3.28)

olacak sekilde tek bir lift karsilik getirmeye esdegerdir.

(4.3.28) kosulu o ’min  b”’daki liftinin, & ’nin 4 tarafindan etki eden b ’deki lifti
olmasi anlamina gelir. Bu kosula esdegerlik 6zelligi adin1 verecegiz. Teorem 4.3.1°de
ele aldigimiz bu lifte o 'nin b ’deki yatay lifti (horizontal lift) denir. Simdi Teorem

4.3.1°1 kanitlayalim:

Ispat: bz(a(O),Xl,...,Xn)eﬂ”(a(O)) olsun ve

<
—
R
—~
~
N—"
SN~—"
-

S
S
—
Q
—_
~
N—"
S~—"
S~—"

o Dok |- Zan(a) @ )=(e(),
bi¢giminde karsilik gelsin.

{Yl. (a(t))} , T(»M "nin bir bazi olmak iizere &, (¢) yukaridaki gibi ifade edilsin. Bu

durumda 7, , yukaridaki bagintinin sol tarafindaki gibi tanimlansin. Esdegerlikten

dolay1 7, , b ’nin se¢iminden bagimsizdir ve 7, bir izomorfizmadir. Baska bir deyisle,

7, oM —>T,,

X, >7,,(X,)=Y(a(r))

seklindedir ve Teorem 4.1.3’e gore 7, bir izomorfizmadir. Tersine, her o egrisi igin

r, verilsin ve &, o?b(t):(a(t),Yl(a(t)),...,Y (a(t))) seklinde tanimlansmn. 7,

n
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Ta(O)M lizerinde birim doniisiim oldugundan Tanim 4.3.6’ya gore ¢,, o egrisinin bir

liftidir. @(0)=(a(0),X,,.... X,)=b oldugundan &,, @ egrisinin b deki liftidir.

oldugundan (4.3.28) kosulu ger¢eklenir. 0

Bu ispat ile ¢, egrisini o 'nin b ile temsil edilen bazinin paralel 6telemesi olarak elde

edecegimizi gérmiis olduk.

Son olarak asal lif demeti kavramindan kisaca bahsedelim:

Tamim 4.3.7: P bir manifold ve G, bir Lie grubu olsun. Her p € P i¢in,
(pg)h =pgh (Vg,heG)
p*=p < g, G'nin birimidir

olacak sekilde bir PxG — P doniisiimii varsa G grubu P iizerine serbest etki eder

(acts freely) denir.

p,q€ P olsun. Bir g€ G i¢in g= p*® ise p ve g noktalarina G ’nin etkisi altinda

esdegerdir denir.

Tanim 4.3.8. [19] : M , n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold , G bir Lie grubu

ve 7 : P — M bir diferansiyellenebilir doniisiim olsun.

(i) G, P iizerine serbest etki eder.
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(ii) M manifoldu, G ’nin etkisi altinda P ’nin boliim uzayidir. 7r( p) = ﬂ(q) olmasi
icin gerek ve yeter kosul p ve ¢ noktalarimin G ’nin etkisi altinda esdeger olmasidir.
(iz’i) M ’nin her U, acik Ortiisii icin asagidaki kosulu saglayan bir

7

v, (Uy) - U, xG difeomorfizmi vardir: v,(p)=(7(p). h) ise

v, (pg) = (ﬁ(p),hg) dir.
kosullar1 saglantyorsa (P,G,7) igliisine M iizerinde diferansiyellenebilir bir asal lif

demeti (principal fiber bundle) ad1 verilir.

P ’ye total uzay (total space) ya da demet uzayi (bundle space) , M ’ye baz uzayi

(base space) ve G gurubuna da yapisal grup (structural space) adi verilir.

Tanim 4.3.8 ile onceki yapilanlari birlestirerek asagidaki sonuca varabiliriz:

Sonug: L(M), M ’nin ¢at1 demeti, Gl(n,]R) genel lineer grup ve x, (4.3.26) ile
tanimlanan doniisiim olmak {izere Tanim 4.3.8’¢ gore (L(M ),Gl (n,]R),ﬂ) ticliisii bir

asal lif demeti olusturur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez c¢alismasinda diferansiyel geometride temel bir yere sahip olan
diferansiyellenebilir manifoldlar, Riemann manifoldlar1 ve bu manifoldlar iizerinde
tanimlanan geometrik yapilardan bazilarini inceledik. Lineer konneksiyon kavraminin
manifold tlizerinde tanimlanan diger yapilarla olan iligkisini ele aldik. Ayrica bir
Riemann konneksiyonunun Teorem 4.2.2°de ifade ettigimiz gibi birtakim kosullar
sagladigin1 gosterdik. Ayrica bir Levi-Civita konneksiyonu i¢in jeodeziklerinin ne
sekilde belirlendigini Orneklerle aciklamaya calistik. Bunun disinda tensér demeti
kavramini inceledik. Bunun sonucunda tensoér demetlerinin de bir diferansiyellenebilir
manifold yapisinda oldugunu gordiik. Daha sonra bu yapinin genel hali olan ve global
diferansiyel geometride temel bir yere sahip, vektdr demetleri kavramina kisaca
degindik. Son olarak da asal lif demeti kavramini yine kisaca inceleyerek tez

calismamizi tamamladik.

Modern diferansiyel geometri agisindan manifold kavrami 6nemli oldugu i¢in ¢esitli
manifoldlar iizerinde pek ¢ok ¢aligmalar yapilmaktadir. Ayrica sadece soyut matematik
alaninda degil gliniimiizde teorik fizik, ekonometri, bilgisayar grafikleri gibi farkli
alanlarda da manifold iizerindeki yapilar kullanilmaktadir. Ote yandan, manifold
teorisinin genel rolativite ve klasik mekanik gibi uygulama alanlar1 da bulunmaktadir.
Bu teorilerin uygulanmasi diferansiyel denklem sistemleri ¢ozmeyi gerektirmektedir.

Dolayisiyla manifold teorisinde diferansiyel denklemler de sik¢a kullanilmaktadir.

Yukaridaki ifade ettiklerimize ek olarak, asal lif demetleri gibi pek ¢ok yap1 ilizerinde
konneksiyon tanimlama olanagi vardir. Ayrica bu bilgilerin 15181nda genel konneksiyon

kavrami da detayl1 bir sekilde incelenebilir.
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