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OZET

BAZI YANLI TAHMIN EDIiCILERDE YANLILIK PARAMETRESININ
TAHMIN EDILMESI

Coklu lineer regresyon modelinde agiklayici degiskenler arasindaki lineer iliski goklu
i¢ iliski olarak adlandirilir. Modelde coklu i¢ iliskinin varolmasi durumunda, en
kiglk kareler (EKK) tahmin edicisi yine en iyi yansiz tahmin edicidir. Ancak,
varyanst ¢ok biyiktir. Bu nedenle, EKK tahmin edicisi parametrenin gercek
degerinden uzaklasmaktadir. I¢ iliskinin etkisini azaltabilmek icin énerilen tahmin
stirecleri yanli tahmin edicilerin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Modelde ¢oklu i¢
iliski olmast durumunda, EKK tahmin edicisine alternatif olarak Onerilen yanh
tahmin edicilerden ikisi, Ridge ve Liu tahmin edicileridir. Fakat, Ridge ve Liu
tahmin edicileri EKK tahmin edicisine baglidir. Bu nedenle, EKK tahmin edicisinin
kararsizlig1 Ridge ve Liu tahmin edicilerini etkilemektedir. Bu durumun iistesinden
gelmek icin iki yanlilik parametresi iceren yanli tahmin ediciler ileri siiriilmiistiir. Bu
tezin amaci, modelde ¢oklu i¢ iliski olmasi durumunda 6nerilen bazi yanli tahmin
edicilerin tanitilmasi, yanlilik parametrelerinin se¢cimi ve bu tahmin edicilerin
birbirleriyle karsilastirilmasidir.

“Bazi Yanli Tahmin Edicilerde Yanlilik Parametresinin Tahmin Edilmesi” adli bu
tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, coklu ic iliski problemi ayrintili olarak tanmitilmistir. Ayrica, ¢oklu
i¢ iliskinin belirlenmesi, neden oldugu sonuglar ve ¢6ziim yontemleri verilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerdeki teoremlerin ispatlarinda kullamlacak olan
tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uclincti bélimde, modelde ¢oklu ig iliski olmas1 durumunda EKK tahmin edicisine
alternatif olarak Onerilen Ridge ve Liu tahmin edicileri tanmitilmis ve yanlilik
parametrelerinin bulunmasi i¢in ¢esitli yontemler verilmistir. Bu tahmin ediciler 6nce
EKK tahmin edicisiyle ve daha sonra ise birbirleriyle skaler hata kareler ortalamasi
(SHKO) ve matris hata Kkareler ortalamas1i (MHKO) o6lcltlerine gore
karsilastirilmistir.

Dordunct boélimde, modeldeki ¢oklu ig iliski probleminin etkisini giderebilmek icgin
EKK, Ridge ve Liu tahmin edicilerini iceren iki tane yanlilik parametresine bagl
tahmin ediciler tanmitilmistir. Bu tahmin edicilerin yanlilik parametrelerinin bulunmasi
icin yontemler verilmistir. Ayrica, tanitilan iki tane yanlilik parametresi igeren
tahmin edicilerin EKK, Ridge, Liu tahmin edicileriyle ve birbirleriyle MHKO
olgltine gore karsilastirilmasi yapilmistir.

Besinci boliimde, Hald veri kiimesi yeniden analiz edilmistir. Teorik olarak verilen
karsilastirmalar grafiksel olarak gosterilmistir.

Son b6éluimde, elde edilen sonuglar verilmistir.
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SUMMARY

ESTIMATION OF THE BIASED PARAMETER IN SOME BIASED
ESTIMATORS

In multiple linear regression model, the linear relationship among independent variables
is called as multicollinearity. In the present multicolinearity, the ordinary least squares
(OLS) estimator is still the best linear unbiased estimator. But, its variance is very large.
Therefore, OLS estimator may be far from parameter’s true value. Estimation processes
to reduce collinearity effect has led to the emergence of biased estimators. When
multicollinearity is present in model, two of biased estimators, which are suggested as
alternative to OLS estimator, are Ridge and Liu estimators. But, Ridge and Liu
estimators are depended on OLS estimator. Therefore, unstable of OLS estimator effects
Ridge and Liu estimators. To overcome this problem, biased estimators which include
two biasing parameters are proposed. The aim of this thesis, some biased estimators are
suggested are introduction, selection of parameters, and comparison of these estimator
with each other in the present of multicollinearity.

The thesis entitled as “Estimation of the Biased Parameter in Some Biased Estimators”
consists of six chapter.

In the first chapter, multicollinearity problem is examined as comprehensive. In
addition, the determination of multicollinearity, results caused by its, and methods of
solution are given.

In the second chapter, definitions and theorems, which are used proof of theorems in
later sections, are given.

In the third chapter, in the present multicolinearity in model, Ridge and Liu estimators,
which are suggested as alternative to OLS estimator, are introduced and various
methods for finding biasing parameters are given. These estimators have comparisoned
previously OLS estimator and then each other according to the scalar mean squared
error (SMSE) criteria and the matrix mean squared error (MMSE) criteria.

In the fourth chapter, estimators which include as special cases OLS estimator, Ridge
estimator and Liu estimator are introduced. Methods for finding biasing parameters of these
estimators are given. In addition, estimators which include two biasing parameters are made
comparisons with OLS estimator, Ridge estimator, Liu estimator and each other according to the
MMSE criterion.

In the fifth chapter, Hald dataset is analysed again. Comparisons which are given
theoretical are showed as graphically.

In the last chapter, conclusions are gained are given.
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1. GIRIS

Regresyon analizi, bir bagimli degisken ile bir veya daha fazla bagimsiz degisken
arasindaki iliskiyi analiz eden ve modelleyen analitik ve grafiksel tekniklerden olusur.
Daha 6zel olarak, regresyon analizi bagimsiz degiskenlerden herhangi birindeki degisim
sonucunda bagimli degiskende meydana gelen degisim hakkinda bilgi verir. Lineer
regresyon analizi, miithendislik, yonetim, bilim ve tip arastirmalar1 basta olmak {izere bir
cok alanda kullanilan en yaygin istatistiksel yontemlerden biridir. Regresyon analizi;
veri toplama, parametre tahmini, 6ngorii ve kontrol olmak iizere dort genel kullanim

alanina sahiptir (Montgomery ve dig., 2001).
Genel olarak, lineer regresyon model matris formunda
y=Xp+se (1.1)

biciminde tanimlanir. (1.1) modelinde y (nx1) tipinden yanit vektori, X (nx p)
tipinden agiklayici degiskenlerin gbézlem matrisi, B (px1) tipinde bilinmeyen
parametreler vektorii ve € ise E (8)20 ve V&I’(E)ZO‘ZI olmak iizere (nx1) tipinde

hata vektoriidiir. (1.1) modelindeki B parametrelerini tahmin etmek i¢in en kiiclik

kareler (EKK) tahmin edicisi,
Br =(X'X)" X'y (1.2)

olarak tanimlanir. Gauss-Markov teoremi geregince P, , B parametresinin tiim yansiz

tahmin edicileri arasinda minimum varyansa sahiptir. EKK tahmin edicisinin bu 6zelligi
teorik olarak tatmin edici gorlinmektedir. Ancak, agiklayict degiskenler arasinda lineer
bagimliliga yakin bir iligki varsa daha kii¢clik varyansa sahip yanli bir tahmin edici

bulunabileceginden EKK tahmin edicisi pratikte kullanilabilir degildir. Bu durum, yani



aciklayici degiskenler arasinda lineer bagimliliga yakin bir iliski, regresyon analizinde

coklu i¢ iliski (multicollinearity) problemi olarak adlandirilmaktadir.

1.1. COKLU iC ILISKi PROBLEMIi

Coklu lineer regresyon modelinde, X matrisinin siitunlarin1 olusturan aciklayici
degiskenlerin bagimsiz oldugu varsayilmaktadir. Ancak, uygulamada genellikle X
matrisinin siitunlar1 arasinda yaklasik bir lineer iliski var olabilir. Bu durumda,
aciklayict degiskenler arasinda oldugu varsayillan bagimsizlik varsayimi gegerli

olmadigindan modelde c¢oklu ig¢ iliski problemi ortaya ¢ikabilmektedir.

X, X matrisinin ;- inci stitun vektorii olsun. {xl,xz,...,x p} vektorleri,

p
Dtx, =0 (1.3)
Jj=1

olacak bi¢cimde yazildiginda, eger t skalerlerinden en az biri sifirdan farkli oluyorsa
{xl,xz,...,xp} vektorleri lineer bagimlidir ve modelde “tam coklu ig iligki vardir” denir.
Boyle bir durumda rank(X'X) < p olur ve bu nedenle X'X matrisi tekil olacagindan
(X'X)" matrisi bulunamaz. Bu durum, (1.2) ile verilen EKK tahmin edicisinin
hesaplanmasini engeller. Eger, modelde ¢oklu i¢ iligki varsa bu durumda X'X
matrisindeki ¢ok kiiciik bir degisime karsilik (X'X)™" matrisinde ¢ok biiyiik degisim
meydana gelir. Ayrica, (X'X)™' matrisinin kdsegenindeki bazi elemanlar ¢ok fazla

biliyliyeceginden, EKK tahmin edicisinin bazi elemanlari ¢ok biiyiik varyansa sahip

olacaktir. Diger taraftan, (1.3) esitligi X'X matrisinin bazi alt kiimeleri i¢in yaklasik
olarak dogru ise {xl,xz,...,x p} vektorleri yaklasik olarak lineer bagimlidir ve modelde
“yaklasik ¢oklu i¢ iliski vardir” denir. Eger agiklayicit degiskenler arasinda lineer bir

iliski yoksa, agiklayict degiskenler ortogonaldir denir ve X'X =T ile gosterilir.

Coklu ig iliskinin bir ¢ok nedeni olabilir (Montgomery ve dig., 2001). Bu nedenlerden
bazilar1 agagidaki gibidir:



1. Kullanilan 6rnekleme teknikleri: Gergekte olmamasina ragmen analizcinin
bagimsiz degiskenler kiimesinden sadece bir alt kiimeyi drnekleme almasi durumunda
coklu i¢ iliski problemi ortaya ¢ikmaktadir.

2. Modeldeki veya kitledeki kisitlar: Model veya kitle iizerindeki fiziksel
kisitlardan kaynaklanan coklu i¢ iliski, kitlede var olan gercek iligskinin yani giiclii
bagimliligin 6rneklemde de korunmasiyla olusur.

3. Modelin belirlenmesi: X matrisindeki aciklayic1 degiskenlerin  degisim
araliginin kiiciik olmasit durumunda regresyon modeline polinom terim eklenmesiyle
coklu i¢ iliski problemi ortaya ¢ikmaktadir.

4. Modelin agir1 tanimlanmasi: Gozlem sayisindan ¢ok degisken sayisinin oldugu
durumlarda ¢oklu i¢ iligki ortaya ¢ikar. Bu tip modellerle daha ¢ok davranis bilimleri ve
tip gibi alanlarda karsilagilir. Modelin asir1 tanimlanmasi durumunda 6nem sirasina gore

bagimsiz degiskenlerden bazilarinin modelden ¢ikarilmasi gerekir.

Coklu ig iliskinin belirlenmesi i¢in bir¢ok yontem vardir. Bunlardan bazilari:

l. Bagimsiz degiskenler arasindaki korelasyon katsayisi: X'X matrisinin kdsegen
disindaki elemanlar1 korelasyon katsayisi olarak adlandinlir ve 7, ile gosterilir.
Geometrik olarak; 7, , x; ve x; vektorleri arasindaki ag¢min kosintisidir (Farrar ve
Glauber, 1967). Eger ‘7”,-]-‘ bire yakin bir degerse, bu durumda x; ve x; vektorleri

arasinda yliksek derecede ¢oklu i¢ iligski olmaktadir.

2. Bagimsiz degiskenler arasindaki korelasyon matrisinin determinanti: |X'X|
determinant degeri [0,1] araligindadir. Eger |X'X| =0 ise X matrisinin siitun vektorleri

lineer bagimlidir denir. |X’X| =1 olmasi durumunda ise X matrisinin siitunlar1 birbirine

diktir denir ve bu durumda lineer bagimliliktan s6z edilemez. Diger bir deyisle, X'X|

degeri sifira yaklastikca coklu i¢ iligskinin derecesi artmaktadir (Farrar ve Glauber,
1967).

3. Coklu belirleme katsayist: x; degiskeninin p—1 bagimsiz degisken tzerindeki
regresyonundan elde edilen ¢oklu belirleme katsayisi R_/2 ile gosterilir. Yani, C_/fjl,

korelasyon matrisinin tersinin kosegen elemanlari ve



R} =1-C},  j=12..p o

olmak tzere, ¢oklu belirleme katsayisi bire yakin ise x, ile X matrisinin geri kalan

stitunlarinin bir alt kiimesi arasinda yaklasik lineer bagimlilik vardir denir.

4. Varyans Sisirme Faktorii (VIF'): Farrar ve Glauber (1967) tarafindan c¢oklu i¢
iliskiyi belirlemek igin Onerilmis olan (X'X)"' matrisinin j- inci kdsegen eleman
Marquardt (1970) tarafindan VIF olarak adlandirilmustir. (1.4) esitliginde C; =VIF,

olarak alinmasi halinde,

1
2
1-R?

VIF, =

olarak yazilabilir. Incelenen modelde kac tane bagimsiz degisken varsa o kadar VIF

degeri hesaplanmaktadir. x; ile diger bagimsiz degiskenler arasinda lineer bagimlilik
yoksa R_/2 degeri ¢ok kiigiik olacagindan VIF; degeri bire yaklasir. Diger bir deyisle, x;
ile diger bagimsiz degiskenler arasinda bir lineer bagimlilik varsa, Rf degeri bire yakin

olacagindan VIF; degeri ¢ok buyiik olacaktir. Herhangi bir V/F" degeri 10 dan biiyiikse

coklu i¢ iliski vardir denir.

5. Kosul sayisi Olgiitii: Bir matrisin  kosul sayisi, i¢ iliskiyi tanimlamada
kullanilabilmektedir. Eger tekil olmayan A matrisindeki ¢ok kiigiik bir degisime
karsilik A" matrisinde ¢ok biiyiik bir degisim meydana geliyorsa, A matrisi kotii
kosulludur (ill-condition) denir. Bu durum go6zoniine alinirsa, modelin kotii kosullu
olmasi ile i¢ iliskili olmasinin birbiriyle baglantili oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla, kotii
kosullulugun derecesini 6lgmek i¢in de kosul sayis1 kullanilabilmektedir. Kosul sayzs,

X'X matrisinin en biiyiik 6zdegeri 4, ve en kiigiik 6zdegeri A; olmak lizere;

A

1

A
Kosul sayis) = —m& =%
e

‘min j
olarak hesaplanir. Diger bir ifade ile, kosul sayisi, verilerdeki kiiciik degismelere karsi
regresyonun duyarliligini 6lgmektedir (Montgomery ve dig., 2001). Hesaplanan kosul
sayis1 1000 den biiylikse yiiksek derecede bir ¢oklu i¢ iliski vardir denir.



1.2. COKLU iC iLiSKiNiN NEDEN OLDUGU SONUCLAR

(1.1) ile verilen lineer regresyon modelinde (1.3) seklinde bir lineer iliskinin varlig
EKK tahmin edicisinde ve hipotez testlerinde birtakim problemlere yol acar. Coklu i¢
iliskinin KK tahminleri lizerindeki etkilerini agiklayabilmek icin; x; ve x, gibi iki
tane aciklayici degisken iceren lineer regresyon model,

y=P0x+px, +e

seklinde alinsin. Bu model i¢in normal denklemler,

XIXﬁEKK =Xy
L7 :él |y (1.5)
| ,éz B n,

seklinde elde edilir. Buradan (1.2) esitligi ile verilen EKK tahmin edicisi elde edilir.

(1.5) denklemlerinde, r,, x, ve x, arasindaki basit korelasyon, r, ise j=1,2 olmak

lizere x; ile y arasindaki basit korelasyondur. Buradan,

1 T

-2 1-r
C — (er)—l — 712 rlz (1.6)

1 1

2 2
l-r; 1-1;

matrisi elde edilir. (1.6) matrisinin (1.5) esitliginde yerine yazilmasi sonucu regresyon

katsayilarinin tahmini,

A _ l/iy _l/iZFZy o _ sz _riniy
1

- 2 > 2 2
1-r; 1-1;

seklinde bulunur. x;, ve x, arasinda tam bir lineer iliskinin olmas: durumunda |r12| =1

olacagindan X'X matrisinin ranki diiser ve dolayisiyla (1.2) ile verilen EKK tahmin

edicisi bulunamaz. x, ve x, vektorleri arasinda yaklasik lineer iliski olmas1 durumunda
ise |5,/ ~1 olacaktir. Bu durumda ise, cov(P ) = 02(X'X)™ — o0 yakinsayacaktir.

Yani, x; ve x, vektorleri arasindaki yaklasik ¢oklu ic iliski, regresyon katsayilarinin



EKK tahminlerinin varyanslarinin biiyiimesine neden olmaktadir. Boylece ¢oklu i¢

iliski EKK tahminlerinin mutlak degerce biiyilk olmasina neden olmaktadir

(Montgomery ve dig., 2001). Bu durum, ﬁEKK ile B arasindaki uzaklhigin karesi

incelenerek goriilebilir. f i« ile P arasindaki uzakhigin karesi L’ = (i KK — B) (B wx —B)

olmak tizere;

E(L)=E@B e —B) B —B)
“SEB B

= var($))

j=1
p
Jj=1

2 1 2 S 1
=otr(XX) =0") —

Jj=1 7%

dir. Bu durum en az bir A, 6zdegerinin ¢ok kii¢iik olmasi halinde, B i 1le B arasindaki

uzakligin ¢ok biiyiik olacagi anlamina gelir. Yani, ﬁ s tahmin vektorii f parametre

vektoriinden biiyiiktiir. Dolayisiyla, EKK ydnteminin regresyon katsayilarinin mutlak

degerce biiylik tahmin degerlerini iirettigini gosterir.

Yaklasik ¢oklu i¢ iliski, parametreler iizerinde kurulan hipotez testlerini olumsuz yonde
etkiler. Modelde yaklasik coklu i¢ iliski olmasi durumunda, regresyon katsayilarinin
EKK tahmin edicilerinin varyanslar1 biiyiik olacagi i¢in standart hatalari da biiytlik
olacaktir. Test istatistigi olarak kullanilan ¢ degeri hesaplanirken, varyansin biiyiik
olmast nedeniyle ¢ degeri mutlak degerce kiigiilecektir. Bu durum, bagimsiz
degiskenlerin gergekte bagimli degiskeni agiklama da 6nemli olsa bile 6nemsiz olarak
nitelendirilmesine neden olacaktir. Her bir bireysel parametrenin istatistiksel

anlamliligini test etmek i¢in kurulan

H,:p,=0
H:B #0

hipotez testinde, /, hipotezini H, hipotezine karsi test etmekte kullanilan ¢ istatistigi;



A

t = = -

J 2 /(l—R?) T o2

oldugundan ¢oklu i¢ iliski olmast durumunda; Rf — | yaklasacagindan ¢, degeri sifira

yaklagir. Bunun sonucu olarak ger¢ekte onemli olsa bile, ¢ testi sonucunda pg,
parametresinin sifirdan farkli olmadigi ve x; bagimsiz degiskeninin bagimli degiskeni

etkilemedigine karar verilebilir. Diger yandan, parametrelerin birlikte anlamliliginin
incelendigi F testinde parametrelerin anlamli oldugu sonucuna varilsa bile, her bir
parametre i¢in ayr1 ayri ¢ testi yapildiginda parametrelerin anlamsiz oldugu sonucuna

varilabilir. Bu durum coklu ig¢ iliskiden kaynaklanan bir problemdir.

1.3. COKLU IC ILiSKININ GIDERILMESI iCIN YONTEMLER

Coklu i¢ iliskinin etkilerini 6nemli bir Olclide giderebilmek i¢in kullanilacak

yontemlerden bazilar1 asagidaki gibidir:

1. Ek veri toplanmasi: Farrar ve Glauber (1967), ¢coklu i¢ iliskiye gidermek icin ek
veri toplanmasint 6nermislerdir. Ancak, modeldeki veya kitledeki kisitlar nedeniyle bu
yontemi kullanmak her zaman miimkiin olmaz.

2. Coklu i¢ iliskiye neden olan degiskenlerin modelden c¢ikartilmasi: Coklu i¢
iliskiye neden olan degiskenler belirtilen yontemler yardimiyla tespit edilir ve modelden
atilir. Bu yontem kullanildiginda degiskenler ortogonallige yaklasir ve EKK tahmin
edicisinin varyansi kiiciiliir. Fakat, bu durumda bagimli degisken tizerinde etkili olan bir
veya daha fazla degisken modelden atilabilir.

3. Degiskenler iizerinde doniisiim yapilmasi: Bagimsiz degiskenlere uygun bir
doniislim uygulanarak g¢oklu i¢ iligki sorununun giderilmesi saglanabilir. Fakat, bu
durumda bagimli degisken ile bagimsiz degisken arasindaki iligkinin degismesine neden
olabilir.

Bu yontemler veriler iizerinde degisiklik yapmaya yoneliktir. Fakat, veriler iizerinde

degisiklik yapmak her zaman miimkiin olmayabilir. Zaman, maddi agidan yetersizlikler



veya yeterli veri kaynagmin olmamasi gibi sebeplerden dolayr bu yontemler

uygulanamayabilir. Uygulanabilse bile her zaman kesin ¢6ziim vermeyebilir.

Lineer regresyon modelinde ¢oklu i¢ iligski varsa, bu durumda (1.2) ile verilen EKK
tahmin edicisi yine en iyl yansiz tahmin edicidir. Fakat varyansi ¢ok biiyiiktiir.
Dolayistyla EKK tahmin edicisi kararsiz olacaktir. Bu nedenle, agiklayici degiskenleri
degistirmeden modelde tutarak coklu ic iliski problemini ¢dézmeye yonelik alternatif
yaklasimlar kullanilabilinir. Bu problemin ¢6zlimiine yonelik olarak parametre
varyanslarini kiictiltebilecek yanli tahmin edicilerin kullanilmasinin uygun bir yaklasim

oldugu sonucuna varilmistir. Bu amagla Stein (1956) tarafindan , 0 <c¢ <1 olmak {iizere
[Ais =cﬁ s tahmin edicisi Onerilmigstir. Hoerl ve Kennard (1970a) tarafindan onerilen
ridge tahmin edicisi uzun yillar en yaygin ¢oziim yontemi olarak kullanilmistir. Ridge
tahmin edicisi, fi =(XX+k)"'X'y, k>0 olarak tamimlanmaktadir. Ridge yanli

tahmin edicisi k>0 olmak iizere k yanlilik parametresinin karmasik bir
fonksiyonudur. Bu nedenle k& yanlilik parametresini se¢mek i¢in kullanilan g¢esitli
yontemler sonucunda c¢ogunlukla karmasik denklemlerle karsilasilmaktadir. Ridge
tahmin edicisi X'X +4I, k >0 matrisi ile kurgulandigindan X'X+4I matrisinin kosul
sayist Onemlidir. X'X+AI matrisinin kosul sayis1 k& parametresinin azalan bir
fonksiyonu oldugu igin & parametresi X'X+ I matrisinin kosul sayisini indirgeyecek
kadar yeterli biiyiiklilkte sec¢ilmelidir. Ancak uygulamada k& degeri oldukca kiiciik
secilmektedir. Bu durum koétii kosulluluk problemini diizeltmek igin yeterli biiytikliikte
bir k£ degeri secilmesini engelleyebilir. Bu durumda ridge tahmin edicisi kararsiz

olabilir.

Ridge ve Stein tahmin edicileri baz1 avantaj ve dezavantajlara sahiptirler. Ridge tahmin
edici pratikte etkili olmasina ragmen k& parametresinin karmasik bir fonksiyonudur.
Stein tahmin edicinin avantaji ¢ nin lineer bir fonksiyonu olmasidir. Fakat ﬁs tahmin

vektoriiniin her elemaninin biiziilmesi aynidir. Bu durum pratikte iyi degildir.

k yanhlik parametresinin secilmesi i¢in ortak bir gorlis olmayist ve ridge tahmin
edicisinin kararsiz olmasi durumu goz Oniline alinarak c¢oklu i¢ iliski problemini
gidermek i¢in yeni tahmin ediciler Onerilmistir. Bu amagla Liu (1993), Stein tahmin

ediciyle Ridge tahmin edicinin avantajlarini birlestiren yeni bir tahmin edici ileri



sirmustir. Liu (1993) tarafindan Onerilen tahmin edici, 0<d <1 olmak iizere
B, =(XX+D) ' (X'X+dDP,,, seklindedir. Bu yeni tahmin edici d yanllik

parametresinin lineer fonksiyonudur. Boylece d yanlilik parametresinin se¢imi daha
kolaydir. Bu yeni tahmin edici Akdeniz ve Kagciranlar (1995) ve Gruber (1998)

tarafindan Liu tahmin edici olarak adlandirilmistir.

o Liu tahmin edicisi, ﬁ s« tahmin edicisine baglhdir. Fakat lineer modelde ¢oklu i¢

iliski olmas1 durumunda EKK tahmin edicisinin kararsiz oldugu bilinmektedir. ﬁEKK

tahmin edicisinin kararsizliginin Liu tahmin edicisini de etkileyecegi agiktir. Bu
durumun Ustesinden gelmek i¢in iki tane yanlilik parametresi igceren tahmin ediciler
Onerilmistir. Bu amagla Liu tarafindan (KEJIAN, 2003), £ >0 ve —0o<d <o olmak

tizere iki tane yanlilik parametresi igeren fi kd = (X'X+ kl)f1 (X'y —dﬁ*) tahmin
edicisinin kullanilmasini dnermistir. Burada, ﬁ*, B parametresinin herhangi bir tahmin
edicisidir. Alternatif olarak, Ozkale ve Kagiranlar (2007), EKK, Ridge, Liu tahmin
edicilerini igeren B(k,d)=(X'X+kI)" (X’y + kdﬁEKK) , k>0, 0<d<1 tahmin
edicisini ileri slrmiistiir. Alternatif olarak, Sakallioglu ve Kagciranlar (2008),
B(k,d)= (X'X+ I)f1 (X'y +d|§R) k>0 ,—o<d<w k—d smf tahmin edicisini

Onermislerdir. Bu tahmin edicilere alternatif olarak, Yang ve Chang (2010) coklu i¢
ilisgki problemini gidermek icin EKK, Ridge, Liu tahmin edicilerini iceren

B(k,d)=(XX+1)" (XX +dI)(XX+) XYy , k>0 ve 0<d <l yeni iki tane

yanlilik parametresi iceren tahmin ediciyi tanimlamistir.

1.4. AMAC

Lineer regresyon modelinde EKK tahmin edicilerinin ¢oklu i¢ iliskiden
etkilenmesi nedeniyle son yillarda alternatif tahmin ediciler {izerinde 6nemli ilerlemeler
olmustur. Bu tahmin edicilerin en 6nemlileri Ridge ve Liu tahmin edicileridir. Ancak bu
tahmin ediciler sirasiyla & ve d yanlilik parametrelerine baglidir. Dolayisiyla, yanlilik
parametresinin keyfi olarak belirlenmesinin regresyon katsayilari iizerinde olumsuz
etkileri olabilir. Ornegin Ridge tahmin edicisinde, k degerinin sonsuza gitmesi
durumunda regresyon parametreleri sifira yakinsamaktadir. Bu nedenle bu

parametrelerin belirlenmesi icin belli bazi 6l¢iitlerin kullanilmasi gerekmektedir.
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Bu tezin amaci, yanli tahmin edicilerin yanlilik parametrelerinin belirlenmesi igin
onerilen olgiitleri incelemektir. Bu nedenle, ikinci boliimiinde ilk olarak daha sonraki
boliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugciincii boliimde,
Ridge ve Liu tahmin edicilerini tanitip, yanlilik parametrelerinin se¢imi i¢in yontemler
verilmigtir. Bu tahmin ediciler 6nce EKK tahmin edicisiyle karsilastirilmig, daha sonra
ise birbirleriyle karsilagtirllmigtir. Dordiincti boliimde, lineer regresyon modelindeki
coklu i¢ iliskinin etkisini hafifletmek i¢cin EKK, Ridge ve Liu tahmin edicilerini
kullanan iki tane yanlilik parametresi iceren tahmin ediciler incelenmistir. Bu tahmin
edicilerin & ve d yanlilik parametrelerinin tahmin edilmesi i¢in farkli yontemler
verilmistir. Besinci Boliimde verilen tahmin edicilerin yanlilik parametrelerinin
belirlenmesi i¢in Hald veri kiimesi ele alinmistir. Son bdliimde ise elde edilen sonuglar

yorumlanmustir.
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2. GENEL BIiLGILER

Bu béliimde, teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1. MATRIS CEBRIi

Tanmm 2.1: A nxn tipinde simetrik bir matris ve y nxI tipinde herhangi bir vektor

olsun. Q(y)=y'Ay=Zaijyl. y, bigiminde tanimlanan fonksiyona kuadratik form adi
ij

verilmektedir.

Tamim 2.2: A nxn tipinde simetrik bir matris ve O =y'Ay bir kuadratik form olmak
tizere, sifirdan farkli nx1 tipinde her y vektorii igin Q >0 oluyorsa 4 matrisine
pozitif taniml1 matris denir. Eger, en az bir y #0 i¢in Q=0 ve her y i¢in Q0 >0 ise A
matrisine yar1 pozitif tanimli denir. A matrisi pozitif tanimli ya da yar1 pozitif tanimh

ise negatif olmayan tanimlidir denir.

Tamm 2.3: A ve B, mxm tipinde iki matris olsun. B— A negatif olmayan taniml ise

B matrisi A matrisinden biiyiiktiir denir ve sembolik olarak A <B yazilmaktadir.

Tamim 2.4: A mxm tipinde bir matris olmak tizere A’A =1=AA' esitligini saglarsa

A matrisi ortogonaldir denir.



12

Teorem 2.1 (Rao ve dig., 2008): A ve B mxm tipinde iki matris olsun. H ortogonal
matris olmak tlizere, HAH ve H'BH matrisleri kosegenseldir < A ve B matrisleri

degismelidir, yani, AB =BA dir.

Tanim 2.5: A pxp tipinde bir matris olsun. Bu durumda, A'= A ise, A matrisi

simetriktir denir.

Tanmmm 2.6: A pxp tipinde bir matris olmak {iizere, q(/l)=|A—/tI| karakteristik
denklemi A nm p. dereceden bir polinomudur. q(/1)=|A—/11| =0 Kkarakteristik
denkleminin p tane A4,4,,...,4, kokleri A matrisinin 6zdegerleri olarak
adlandirilmaktadir. |A—/1il|=0 oldugundan A—-AI matrisi tekildir. Bu nedenle,
(A—/ll.l)vi =0 denkleminin ¢6ziimiinden sifirdan farkli bir v, vektori elde

edilmektedir ve bu vektdre A matrisinin A O6zdegerine karsilik gelen 6zvektor adi

verilmektedir.

Teorem 2.2 (Rao ve dig., 2008): A pxp tipinde bir matris ve 4,4,,...4,, A

P
matrisinin 6zdegerleri olmak tizere, tr(A) = Z/Ii esitligi ile verilmektedir.
i=1

Teorem 2.3 (Rao ve dig., 2008): A px p tipinde simetrik bir matris ve 4,,4,,...,4

p’

A matrisinin 6zdegerleri olmak iizere,

- A matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

A, >0, i=12,..,p olmasidir.
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2- A matrisinin yar1t pozitif tanimli olmast icin gerek ve yeter kosul

4,20, i=12,.., p olmasidir.

Teorem 2.4 (Spektral Parcalanig Teoremi): A px p tipinde simetrik bir matris olsun.
A= diag(ﬂq,/lz,...,/ip) , A matrisinin 0zdegerlerinden olusan matris ve T bu
Ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri siitun kabul eden ortogonal matris olmak {izere,
A matrisi;

A=TAT =) Avv!

bi¢iminde yazilabilmektedir.

Teorem 2.5 (Theobald, 1974): N, nxn tipinde simetrik bir matris olsun. Bu

durumda, N >0 olmasi icin gerek ve yeter kosul, biitiin negatif olmayan tanimli B

matrisleri i¢in tr(BN) >0 olmasidir.

Ispat: nxn tipinde N simetrik matrisi Teorem 2.4 kullanilarak N = TAT' = leiqiql'.

bi¢iminde yazilabilir. Buradan, tr(BN):tr(z/lquiq;j:Z/qu;qu esitligi elde

i=1 i=1

edilir.

= Varsayalim ki N >0 olsun. Teorem 2.3 den 4 20,i=1,2,...p oldugu goriiliir. Bu
durumda, B negatif olmayan tanimli matris olarak verildiginden tr(BN) >0 oldugu

goruliir.

<Tersine varsayalim ki biitiin negatif olmayan tanimli B matrisleri i¢in tr(BN) >0

olsun. Bu durumda, uygun i=L2,.,p degerleri i¢in B=q,q segilerek

i=1 i=1

0<tr(BN)= tr(BZ /Il.ql.ql’.j = tr(qiq;Zliqiq;j =1,,i=1,2,..., p bigiminde yazilabilir

ve boylece Teorem 2.3 den N >0 oldugu goriiliir.
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Teorem 2.6 (Rao ve dig., 2008): A simetrik bir matris olmak tizere A =TAT’ spektral

parcalanisina sahip olsun. Bu durumda, A ve A matrisleri ayn1 6zdegerlere sahiptir.

2.2. ISTATISTIKSEL KARAR TEORISININ TEMEL OZELLIKLERI VE BAZI
TEOREMLER

Tamm 2.7: p, pxI tipinde p parametre vektoriiniin tahmin vektorii olsun. Eger,

E (fi) =B ise B, p parametre vektoriiniin yansiz tahmin edicisidir. Eger E (fi) # P ise,

bu durumda B yanhi bir tahmin edicidir ve yanlhlik yan(f}):E (|~3)—B biciminde

tanimlanmaktadir.

Teorem 2.7: ﬁ e tahmin edicisi B parametre vektoriiniin yansiz bir tahmin edicisidir.

Ispat: £ (8) =0 oldugundan,

E(Bo )= E| (XX)" Xy |= E| (XX)" X' (XB+5)
X

=B+(X'X)" XE(z)=
dir.

APA

ge
n—p

Teorem 2.8: ¢ parametresinin yansiz tahmin edicisi 6° = dir.

ispat: E=y-Xp,, = [1 ~X(X'X)” X’}y esitliginde (1.1) modeli gdz 6niine

alindiginda,

8=y =X =| 1, - X(XX)" X' |(XB+8) =| 1, -X(XX)" X' |& = Me
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bi¢iminde yazilabilir, M=1, —X(X’X)_1 X' simetrik, idempotent bir matris

oldugundan,
e =¢Mg (2.1)
dir. Iz operatérii kullanilarak (2.1) esitliginin beklenen degeri hesaplandiginda,

E(#8)=E(£Mg)=E(tr(¢Me)) = E(1r(Mee')) = tr(ME (g2'))

= o[ 1,-X(XX)" X' |= 0’ [1,-1,]=0 (n-p)

AIA

£E
n—p

elde edilir. Sonug olarak, £ ( jz o’ oldugundan

6r="5% _ (2.2)
n—p n—p

esitlifi o parametresinin yansiz tahmin edicisidir.

Teorem 2.9 (Gauss-Markov Teoremi): Eger E(y)zXB ve cov(y)zazl ise B
parametre vektoriiniin ﬁEKK tahmin edicisi, diger biitliin lineer yansiz tahmin ediciler

arasinda en kiiclik varyansa sahiptir. Diger bir deyisle, ﬁ s €N 1yl lineer yansiz tahmin

edici (BLUE) dir.

Tamm 2.8: Lineer regresyon modelinin f lineer tahmin edicisi, C nx p tipinde ve d

nx1 tipinde matrisler olmak tiizere,
p=Cy+d (2.3)

bigiminde ifade edilebilir. (2.3) esitliginde d=0 ise f, p parametre vektdriiniin

homojen tahmin edicisidir denir. Aksi durumda; B, B parametre vektoriiniin homojen

olmayan tahmin edicisidir denir.
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Tamm 2.9: ﬁ, B parametresinin herhangi bir tahmin edicisi olmak iizere, p tahmin

edicisinin Genellestirilmis Hata Kareler Ortalamas1 (GHKO),

GHKO(B) = E[(B-B)B(B-B)] (2.4)

esitligi ile verilmektedir. (2.4) ifadesinde, B negatif olmayan tanimli matristir. Eger
(2.4) esitliginde, 6zel olarak B =1 negatif olmayan tanimli matrisi kullanilirsa, Skaler

Hata Kareler Ortalamasi (SHKO) olarak adlandirilan,

SHKO(B) = E[(B-BYB-B)] = E[B—E(B)+£(B)-] [B-£(B)+£(5)-p)

- £(p-£(B)) (B-£(B))+(£(F)-B) (£(F)-B) (2.5)

- zr(var(fi))+)’an(ﬁ) yan(ﬁ)

@l

ifadesi elde edilir. Istatistik karar teorisinde, E {(fi—ﬁ) ([NS—B)} ifadesi karelenmis

kayip fonksiyonun beklenen degeri veya karelenmis kayip fonksiyonuna karsilik gelen

risk fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tamm 2.10: |§, P parametresinin herhangi bir tahmin edicisi olmak iizere Matris Hata

Kareler Ortalamas1 (MHKO),

MHKO(B) = E[(G-B)B -] = E[B-£(B)+ ()-8 | B-£(5)+ £(5)-8]
)-

=5 (B-£(8))(3-£(8) +(£(6)-8)(=(3)-p) @6)
=Var(B)+yan( )yan( )

bi¢iminde ifade edilmektedir. (2.5) ve (2.6) esitlikleri arasindaki bagintinin
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SHKO(p) = tr( MHKO(B)) = tr(var(ﬁ)+ yan(ﬁ)yan(ﬁ)lj

_ W(Var(ﬁ)+ yan(B) yan(f‘)j

(2.7)
bi¢iminde oldugu goriiliir.

Tammm 2.11 (Theobald, 1974): Biitiin negatif olmayan tanimli B matrisleri ig¢in

GHKO ( B, ) <GHKO (fil ) olmasi icin gerek ve yeter kosul

GHKO(f}1 ) - GHKO((SZ) >0 olmasidir.

Tamim 2.12: P parametresinin  herhangi iki tahmin edicisi ﬁl ve |~32 olsun.

MHKO ( fil ) - MHKO ( B 5 ) matrisi ~ negatif  olmayan  tanimhi  ise, yani

MHKO(B, )= MHKO(B, ) ise B, tahmin edicisi B, tahmin edicisinden daha iyidir.

Teorem 2.10 (Rao ve dig., 2008): P parametresinin herhangi iki tahmin e:dicisifi1 ve
ﬁz olsun. Bu durumda, MHKO(ﬁI)—MHKO(fiz) matrisinin negatif olmayan tanimh

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim negatif olmayan tanimli B =bb’ matrisleri igin

GHKO([E1 ) - GHKO([~52 ) >0 olmasidir.

ispat: (2.7) ifadesinden tr(B(MHKO(ﬁl)—MHKO(f}z))):GHKO(f}l)—GHKO(ﬁZ)

esitligi yazilabilir. Yazilis kolayligi agisindan N :MHKO(ﬁl)—MHKO(ﬁZ) ile
gosterilsin. N simetrik matrisinin 6zdegerleri 44, t,,..., 41, ve bu dzdegerlere karsilik

gelen 6zvektorler q,,q,,...,q, olmak tizere Teorem 2.4 den,

P
N= z;uiqiq;" (2.8)

i=1
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biciminde yazilabilir. (2.8) ifadesinden,

P
ZI’(BN) = Zﬂiq;qu (2.9)

i=l1
esitligi elde edilir.

= N simetrik matrisi negatif olmayan tanimli olsun. Bu durumda, Teorem 2.5 den

tr(BN) >0 dir.

< GHKO(B,)-GHKO(B,)>0 olsun. Yani,

tr(BN) = Zp: 14qBq, = Zp: #4qbb'q, = i g (b'q)’>0  olsun.  Bu  durumda,

i=1 i=1 i=1
Vi=L2,.,p i¢in g >0 ise Teorem 2.5 den N simetrik matrisi negatif olmayan

tanimlidir.

Uyan 2.1: SHKO o6lgiitiiniin kullanilmas1 durumunda, MHKO matrisindeki kosegen dis1
elemanlar goz ardi edileceginden hesaplamalar daha kolay olacaktir. Ancak, MHKO
olciitli, SHKO ol¢iitiine gore daha kapsamli ve daha iyi bir olgiittiir. Diger yandan,
Teorem 2.10 da keyfi olarak secilen negatif olmayan tanimli bir B =bb’ matrisi, N

matrisinin pozitif tanimli olmasini her zaman garanti etmez.

Teorem 2.11 (Farebrother, 1976): M p x p pozitif tanimli bir matris, yani M >0 ve

b=0 px1 bir vektdr olsun. Bu durumda, M —bb’' >0 dir < b'M'b <1 dir.

Ispat: M —bb’ >0 olsun. Bu durumda,

M >bb' < ¢'Mc>c'bb'c, Ve =0 igin
< ¢'Me > (¢ b)2 , Ve#0 icin
r e \2
L (¢'b)
b'M'b ¢Mcb'M™'b
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olacaktir. Burada Cauchy-Schwartz esitsizligi, yani (c'b)2 S(c'Mc)(b’M'lb)

kullanilirsa, esitsizligin sag tarafi maksimum 1 olacagindan,
b'M'b<1

elde edilecektir.

Teorem 2.12 (Trenkler, 1980): ﬁj =Ay,j=1,2, B parametresinin iki homojen lineer

tahmin edicisi ve C pozitif tanimli bir matris olsun. Bu durumda, C=A,A] - A,A)

olmak lizere, eger B’(AZX-I)' C'(AX-I)p<o? ise MHKO(B,)— MHKO(B,) pozitif

taniml1 bir matristir.

Ispat: Teorem 2.11° de (AzX— I)B=b ve C=M alinmasi halinde elde edilir.

Teorem 2.13 (Trenkler ve Toutenburg, 1990): |§j =Ay,j=1,2, B parametresinin iki
homojen lineer tahmin edicisi ve C pozitif tanimli bir matris olsun. Bu durumda,

C=AA,/-A,A, olmak iizere, MHKO(ﬁl)—MHKO(ﬁZ) matrisinin pozitif tanimh

olmast igin gerek ve yeter kosul b), (GZC +b,b; )_1 b} <1 olmasidir.

Ispat: Teorem 2.11° de b=b, ve 6’C+b,b] =M alimasi halinde elde edilir.

Tanim 2.13 (Standartlastirilmis Model): (1.1) modeli i¢in EKK tahmin edicisi

hesaplanirken X'X matrisinin tersinin bulunmasi gerekmektedir. Ancak, (1.1)

modelinde bagimsiz degiskenlerin hepsi veya bazilar1 i¢ iliskiye sahipse |X'X

determinant1 sifira yakin bir deger olarak bulunmaktadir. Bu durum, X'X matrisinin
tersinin hesaplanmasi sirasinda 6nemli problemlere neden olmaktadir. Bu problemi
gidermek icin kullanilabilecek bir yontem, degiskenleri belli bir kurala gore

doniistiirmektir. Boylece belli bir kurala gore dlgeklendirilip parametrelendirilmis olan
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regresyon modeli {izerinde hesaplamalar yapmaktir. Bu 6l¢eklendirme isleminden sonra
elde edilen modele standartlastirilmis model denir. Standartlastirilmis modeldeki

parametreler de standartlastirilmis formdadir ve elde edilen tahminler iliskisizdir.

Standartlastirma islemi, gozoniine alinan modellerin yapisina gore degisiklik
gostermektedir. Eger gdzoniine alinan model sabit terim igeriyorsa homojen olmayan
model olarak adlandirilmaktadir. Homojen olmayan modeller i¢in standartlagtirma
islemi; birim uzunluk 6l¢eklendirme yontemi ya da standartlastirma yontemi olmak
tizere iki tlirlii yapilabilmektedir. Genellikle, birim uzunluk Ol¢eklendirme yontemi

tercih edilmektedir. Birim uzunluk 6l¢eklendirme yontemi ile y yanit degiskeninin ve

X, bagimsiz degiskeninin bilesenleri,

3 Y= .
yj = . / i =1,2,...,p
Z(yi_y)
- (2.10)
R ] =1,
- D) ]_ D) 7"')p

bicimindedir. (2.10) esitlikleri, sifir ortalamaya ve birim uzunluga sahiptir. Verileri
standartlastirmanin avantajlarindan biri; regresyon katsayilarimin sayisal birimlerle
karsilastirilabilir olmasini saglamasidir. Birim uzunluk O6l¢eklendirme yontemi ile

Olceklendirilen veri igin,
cor(x,,x, )= 2,2, 2.11)
i=1

esitligi yazilabilir. Yani, x; ve x, orijinal degiskenleri arasindaki korelasyon katsayilari

Ol¢eklendirilmis formdaki degiskenlerin carpimlarinin toplami olarak ifade edilebilir.

Veri kiimelerinin analizi i¢in ayrica sabit terim igermeyen modeller de gdzoniine
alinabilmektedir. Sabit terim icermeyen modeller, homojen model olarak
adlandirilmaktadir. Homojen modeller, homojen olmayan modellerden fakli bir
Olceklendirme yontemi ile standartlagtirilmaktadir. Burada yapilan islemlerde,
degiskenlerin ortalama degerlerinden farki (yani merkezilestirme) kullanilmamaktadir.

Bu durumda yapilan dlgeklendirme islemi
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V= ,j=12,..,p
2V
- (2.12)
X.
Z = n] , J=12,..,p
2
Xy
i=1
seklindedir.

Coklu ig iliski problemini gidermek i¢in bir ¢ok yanli tahmin edici ileri siiriilmiistiir. Bu
tahmin edicilerin hesaplanmasi sirasinda birtakim zorluklar ortaya ¢ikabilmektedir. Bu
zorluklar1 ortadan kaldirmak i¢in modelin kanonik formda ifade edilmesi iyi bir ¢6ziim

yontemidir.

Tamim 2.14 (Kanonik Model): (1.1) lineer regresyon model,
y=Xp+e=(XT)(T'B)+e

bigiminde kanonik formda yazilabilmektedir. Burada T matrisi, X'X matrisinin

Ozdegerleri 4 24, >---> 4, olmak lzere bu ozdegerlere karsilik gelen &zvektorleri

stitun kabul eden ortogonal matristir. (1.1) denkleminde Z =XT ve a=T'p oldugu

kullanilarak,

y=Zo+¢g (2.13)

kanonik modeli elde edilmektedir. Burada, y vektoéri ve Z matrisi, Z'Z ve Z'y

katsayilarinin korelasyon matrisleri olmak iizere (2.10) birim uzunluk dl¢eklendirme
dontigiimleri yardimiyla merkezilestirilmis ve standartlagtirilmigtir. A ve T kare

matrisleri,
T’(Z'Z)T =A ve TT=TT =1

esitliklerini saglamaktadir. Ayrica, Ta=p bagmtis1 yardimiyla istenildigi takdirde

kanonik formdaki parametrelerden orijinal parametrelere gegilebilmektedir.
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3. BAZI YANLI TAHMIN EDIiCIiLER VE
KARSILASTIRILMALARI

Bu boliimde EKK tahmin edicisine alternatif olarak onerilen iki 6nemli tahmin edici ele
alinacaktir. Bu tahmin ediciler Ridge ve Liu tahmin edicileridir. Ayrica, bu tahmin
edicilerin yanlilik parametrelerinin se¢imi ile birlikte birbirleri ile karsilastirmalar

verilecektir.

3.1. RIDGE TAHMIN EDICiSi

Ridge tahmin edicisi, ilk kez Hoerl ve Kennard (1970a) tarafindan X'X matrisindeki i¢
iliskiyi gidermek amaciyla 6nerilmistir. Bu amagla Hoerl ve Kennard (1970a),(1970b),
X'X matrisinin kosegen elemanlarma pozitif kiiglik bir & sabitini ekleyerek
parametrelerin tahmin edilmesi i¢in kullanmay1 6nermislerdir. Kisaca, X'X yerine &
yanlilik parametresini iceren X'X+ I matrisi kullanilmaktadir. Coklu i¢ iligki olmasi
durumunda (1.2) ile verilen EKK tahmin edicisi yerine, Ridge tahmin edicisi olarak

adlandirilan £ parametresine bagli yanli bir tahmin edici,
B, =(XX+K)" Xy, k>0 3.1)

olarak tanimlanmaktadir. » Ridge tahmin edicisiyle B s tahmin edicisi arasinda,

Bo=(XX+H)" Xy

-1

[Tk (xXX) | (XX) " Xy

[ T+k(XX)" T Bk
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bagintis1 vardir. k£ yanlilik parametresinin se¢imi, B, tahmin edicisinin performansini

etkilemektedir

Hoerl ve Kennard (1970a) Ridge tahmin edicisini agsagidaki yolu izleyerek elde etmistir.

ﬁ » tahmin edicisinin hata kareler toplamu,

SS,.5, = (v-XB,) (y-XB,) .

= (v~ X ) (¥~ X )+ (B~ B ) XX (B B
olarak yazilmaktadir. (3.2) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim, EKK tahmin edicisi
yerine ﬁ » tahmin edicisinin kullanmilmasindan kaynaklanan yanlilifin karesidir. X'X
matrisi kotii kosullu iken B, ile p arasindaki uzaklik artmaktadir. Yani, B, tahmin
degeri p parametresinin gercek degerinden uzaklasmaktadir. Bu nedenle, |§’R[§ » tahmin

edicisinin uzakliginin karesinin minimum yapilmas: istenmektedir. ¢ >0 hata kareler

toplam1 i¢in verilen bir sabit olsun. Buna gore, &S’Res[3 =58, ; +¢, kosulunu

saglayan bir {ﬁ R} kiimesi vardir. Bu kiime igerisinde f parametresine en yakin olan

ﬁ » tahmin edicisinin bulunmasi istenir. Eger bu bir Lagrange problemi olarak

degerlendirilirse

ﬁ;iﬁR +%|:(l§EKK _ﬁR )' X,X(ﬁEKK _ﬁR)_¢0:| (3-3)

ifadesinin minimize edilmesi sonucu Ridge tahmin edicisi bulunabilmektedir. Burada
1/ k Lagrange ¢arpanidir. (3.3) esitliginin ﬁ zve 1/k terimlerine gore tiirevi alinip sifira

esitlenirse;
B+ (1K) (XX)(By ~Baxx ) = 0 (3.4)

ve

¢0 = (ﬁEKK _ﬁR ), X’X(ﬁEKK _ﬁR) (3-5)
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normal denklemleri elde edilmektedir. (3.4) denkleminin ¢dziimiinden,

k A I o,on I o,on
;BR-FZXXBR_ZXXBEKK:O

(KL+X'X) B, = X'XB e
B =(XX+A)" XX(XX) " Xy
B =(XX+A)" Xy

(3.1) ile verilen ﬁ » tahmin edicisi elde edilir. Diger yandan, k yanlilik parametresi (3.5)
ifadesinin iteratif olarak tiirevlenmesiyle elde edilebilmektedir (Rao ve dig., 2008).

Diger yandan, Ridge tahmin edicisi, (1.1) ile verilen lineer regresyon modeline
0=k"Bp+¢ esitliginin eklenip, EKK yonteminin uygulanmasiyla elde edilebilmektedir.

Kisaca, (1.1) modeli i¢in X'Xp=X'y normal denklemi ele alinsin. Burada X
. . . : o | X .
matrisine, k"I matrisi satir olarak eklenildiginde elde edilen matris XZL{”J ile

gosterilsin. Bu durumda,
V'V _ ! 1/2 X _ X!X kI
XX=[X k"] g |7 XX+

ifadesi normal denklemin sol tarafindaki X'X matrisi yerine kullanildiginda,
X'X+LDp =Xy

normal denklemi elde edilmektedir. Boylece, (3.1) ile verilen Ridge tahmin edicisi elde

edilmektedir.

B, tahmin edicisinin MHKO degeri,

E(By) = E[(X'X+KI)"X'y]
= E[(X'X+ K )" X'(XB +¢£)]
=[(X'X+KD) "' X'XB + (XX +AiI) ' X'E(¢g)]
= (X'X+AD) ' X'XP

olmak iizere,
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yan(B,)=E@B,)-B
=(X'X+KD)'X'Xp-p
=[(X'X+kD)'X'X-1]p
={[(XX)"'XX+(XX)"'Hd]"' -1\p
=[(T+k(X'X)")" 11
={I-k[I+XX)'(]T'(XX)" -1}
={I-k[XX+A]"-1}p
=—k(X'’X+kI)'p

Ve

cov(ﬁR) =cov[(X'X+ A1) Xy]
= (XX + k)" X cov(y)X(X'X + A1)
= o2 (XX + KD X'X(X'X + KT) ™
= (X'X+ A [X'X(XX)" +k(XX)'T
= (XX + M) L+ E(XX) ' T
= (XX + M) L= k(XX + D)™
= (XX + ) — k(XX + )]

esitliklerinin (2.6) ifadesinde yerlerine yazilmasi sonucu,

MHKOB,) = o [(X'X + k)™ — k(XX + k) 2]+ p(X'X +KI) B’ (3.6)
dir. (3.6), (2.7) ifadesinde yerine yazilarak,

SHKO(B ) = o [tr(X'X + k)™ —ker(X'X + k) 21+ k2B (XX + k1) 2 (3.7)
elde edilmektedir.

(2.13) kanonik modelinde @ parametresinin @, tahmin edicisi,

i, =(ZZ+H) ' Zy (3.8)

yardimiyla MHKO(a.,) ve SHKO(a,) degeri,

MHKO(6.,)=0’[(ZZ+k)" —k(Z'Z+K) 1+ kK’0u(Z'Z+ K)o/ (3.9)
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SHKO(a.,) = o tr(ZZ+K)" —ktr(ZZ+ k) + k0 (Z'Z+ k) a (3.10)
dir.

Tanim 2.14 den Z =XT olmak iizere Z'Z=T'X'XT = A ifadesinin (3.10) esitliginde

yerine yazilmasi sonucu,
SHKO(G.,) = o’ [tr(A+ k)" —ktr(A+ kD) 1+ kK*a' (A + kD) @ (3.11)
ifadesi elde edilir. (3.9) esitligindeki matris ifadeleri,

1

0 0
A +k
L L 0 ! 0
(ZZ+K) " =(A+k)" = A +k (3.12)
0 0 !
i /1P+k_
Ve
;2 0 0
(4 +k)
o —L_ .
(ZZ+K)? =(A+kD)7 = (4, +k) (3.13)
0 0 ;2
(4, +k)

biciminde agik olarak yazilabilmektedir. Teorem 2.2 den (3.12) ve (3.13) ifadeleri,

4% 1
tr(A +kI) _;(ﬂwk) (3.14)
Ve
L =1
tr(A + k) _;Mﬁk)z (3.15)

biciminde yazilabilir. (3.14) ve (3.15) esitlikleri (3.11) ifadesinde yerlerine yazildiginda,
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4 1 2 1
SHKO(6.,) = o kY —— [+ (A+KD) Ca
(@) 0{;(%—”6) ;WW} (A+4D

A+ -k | 5, 2
o {Z T }k o (A+iD)a (3.16)

p
2 + k20 (A+KI
GZM+) (A+i) e

esitligi elde edilir. (3.16) esitliginde,

LK) =0 ;—M el

£,(k) =Ko (A+K)>a

olarak alinsin. Burada, f/(k) ile gosterilen toplam varyans degeri, k& yanlilik
parametresinin siirekli ve monoton azalan bir fonksiyonu, f,(k) ile gosterilen yanlilik

degerinin karesi ise k yanlilik parametresinin siirekli ve monoton artan bir
fonksiyonudur (Hoerl ve Kennard, 1970a). Bdylece, toplam varyanstaki azalmanin,
yanliligin karesindeki artistan fazla oldugu durumlarda EKK tahmin edicisine gore,

Ridge tahmin edici iy1 bir tahmin edici olmaktadir.

3.1.1. £k Yanhlik Parametresinin Se¢imi

Ridge regresyonda k yanlilik parametresinin se¢imi i¢in kullanilabilecek bir¢ok yontem
vardir. k£ yanlhilik parametresinin se¢imi i¢in Onerilen yontemlerden bazilar1 asagidaki
gibidir:

1. Ridge izi Yéntemi: Hoerl ve Kennard (1970b) k yanlilik parametresinin secimi
igin grafiksel bir yontem olan Ridge izi yontemini onermislerdir. Bu yontemde 0 <k
olmak tizere k degerleri yatay eksende, Ridge regresyon katsayilart olan ﬁ » tahmin

edicileri ise diisey eksende alinarak iki boyutlu kartezyen diizlemde ridge izi grafigi elde

edilmektedir. Boylece her bir k& degeri igin elde edilen parametre tahmini grafikle

gosterilmis olmaktadir. & yanlilik parametresinin degeri arttikca, ﬁ » tahminlerinin
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SHKO degeri azalmaktadir. Burada EKK yontemiyle elde edilen regresyon
katsayilarinin SHKO degerinden daha kiigiik degerler veren kararli bir tahmin edicinin

bulunmasi amaclandig i¢in katsayilarin dengeye geldigi, yani & parametresi belli bir
degere kadar arttiktan sonra ﬁ » degerindeki degisimin duragan oldugu ve yatay eksene

paralel bir konuma ulastig1 noktaya karsilik gelen en kiigiik & degeri yanlilik degeri
olarak secilmektedir. Hoerl ve Kennard (1970a) bu deger igin 0<k <1 araligim

Onermislerdir.

2. SHKO(a.,) degerinin minimize edilmesi: (3.16) ile verilen

A STV
SHKO(6,) = & ;(/1 e ;k aa v = g(k)

ifadesinin k yanlilik parametresine gore tiirevi alindiginda;

, 0o Lala (2 +k) . ale,
)=-20") — < 42ky HEEAEE _gpry
g'(k) < ;(/1[4_]()3 ; (/11.+k)3 i=1 (ﬂ‘i+k)3

esitligi elde edilmektedir. Bu ifade sifira esitlendiginde,

GZZP: Z”:aa(/1+k) kZp: a'a,

(z,. = (A +k) (z}+k)3 -
a'al W - aa
Zlu +k)’ g(hk) k”( ;(ﬂ +ky’ =0 G1D
» Y _p/ll(a —kaa)
zlm kY S A +k Z (4 +ky

elde edilir. (3.17) denkleminin yaklagik olarak bir ¢6ziimii,

dir.
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Hoerl ve Kennard (1970a), @ ve o’ parametrelerinin (yansiz) tahmin edicileri @, ve

6 degerlerinin (3.17) esitliginde kullanilmas1 sonucu k parametresinin tahmin
edicisinin,
0'\_2

kyy = (3.18)

~2
m:

bi¢iminde se¢ilmesini onermislerdir. (3.18) de &

max 2

o, tahmin edicisinin en biiyiik

elemanidir (Kibria, 2003). Ancak, (3.18) ile verilen IQHK ifadesine alternatif bir yaklagim

ise,

bi¢imindedir. Dikkat edilirse, bu tahmin degerleri (3.17) ifadesinin minimum degerine
bir yaklagimdir. Alternatif olarak, (3.17) ifadesini minimum yapabilecek ¢esitli
yaklasimlar da kullanilabilir.

3. o, degerleri ¢ok kiiglik ise bu durumda k yanlilik degeri asir1 biiyiik olmasi

nedeniyle aritmetik ortalama iyi bir se¢im olmaz. Bu nedenle, Hoerl, Kennard ve

Baldwin (1975) k degerlerinin harmonik ortalamasini kullanilmasini, yani

B 1
ST
DT ke

ifadesinden k yanlilik parametresinin,

; po__ PO (3.19)

bi¢iminde sec¢ilmesini 6nermislerdir.

(3.19) ile verilen yanlilik parametresinin bulunmasi i¢in alternatif bir yontem ise, (3.17)

ifadesinin degisik bir yaklagimla minimize edilmesine dayanir. Eger, (3.17) deki,

(0'2 —ka! ) , i=1,2,..., p, ifadesinin her bileseni ayr1 ayri minimize edilmeyip, toplam
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p
deger minimize edilirse, yani; Z(az —ka? ) =0 ifadesi dikkate alinirsa, (3.19) esitligi

i=1

elde edilir.

4. Modelde ¢oklu ig iliski oldugunda, B’ degeri ok biiyiik olacaktir. Bu
durum, (3.18) ve (3.19) ile verilen k yanlilik parametresinin tahmininin ¢ok kii¢iik

olmasina neden olabilir. Bu durumda, E (ﬁjEKKﬁ EKK) =p'B+o’tr(X'X) olacagindan,

ﬁfEKKf} =« Dbeklenen degerinin B'p degerinden daha bilyiik oldugu gorilir. Ridge

regresyonun karelenmis uzunlugu olan ﬁ;ﬁ R ﬁjEKKﬁ =« degerinden daha kiiciiktiir. (3.8)

A

ile verilen Ridge tahmin edicisinin bilesenleri, o?R(l.) = j’ lk ile ifade edilebilir. Lawless
+

i

ve Wang (1976) bu durumu goz Oniine alarak,

pé’

w4
A2
Z%%
i=1

k, (3.20)

yanlilik tahmin edicisini 6nermislerdir. Lawless ve Wang (1976), (3.20) ile 6nerilen

k,, tahmini, (3.17) esitliginden,

0.}, (0 —kaja,)
2, (4 +k)

i=l1

p
=0 =Y 4(0’ —kaja,)=0
i=1

P
ve Z/L = p olarak diisiiniilmesi halinde elde edilebilir.

i=1

5. Hoerl ve Kennard (1976) tarafindan gelistirilen iterasyon yontemi:

k yanllik parametresinin secilmesi i¢in diger bir yontem Hoerl ve Kennard (1976)
tarafindan gelistirilen iterasyon yontemidir. (3.19) esitligi i¢in k& yanlhilik parametresinin

iterasyon tahmin edicisi,
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A2
., ky =22
aEKKaEKK
~2
. pé
o,(k ), k=
R( 0) 1 0"R’(kO)ﬁ‘R(kO)
a2
&’R(kl)’ k2: P2

. _ k... —k.
dir. lterasyon T = (X'X) : / p olmak iizere, %>20T %) oldugunda

J

sonlandirilir. j.degeri i¢in iterasyonun sonlandirildigi varsayilirsa, o parametresini

tahmin etmek i¢in @, (kj ) terimi kullanilacaktir.

6. C, olciitlinii kullanarak & yanlilik parametresinin bulunmasz:

Simdiye kadar k& yanlilik parametresinin seg¢ilmesi i¢in Onerilen yontemler, regresyon

katsayilarinin tahminlerinin daha kararli olmasini amaglamaktadir. Mallows (1973), &

yanlilik parametresinin bulunmasi i¢in model segim Olgiitlerinden C, istatistigine

benzeyen C, 6lciitiinii kullanmigtir. C, oOlgiiti,

SS. .
C, :%’B"+2tr(XL)—n+2 (3.21)

olarak Onerilmistir (Mallows, 1973). (3.21) ifadesinde, SS k’ nin bir fonksiyonu

Res,ﬁAR ?

olan artik kareler toplami1 ve L = (X’X + kI)_1 X' olarak tanimlanmaktadir. EKK tahmin

edicisi  kullanilmasi halinde, C,=C, = &ies—n +2p olarak elde edilmektedir.
c

Mallows (1973), p degerlerine karsilik, C, degerlerinin grafiginin ¢izilmesinde,
E[C p] ~ p olarak elde edilen modelin kullanilmasini onermistir. Burada, £ yanlilik

parametresi i¢in p degerlerine karsilik V, =1+tr(X'XLL') degeri kullanilmaktadir. 7V,

ifadesinden, EKK tahmin edicisi i¢in p degeri elde edilmektedir. Dolayisiyla, ilk olarak
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V, degerlerine karsilik C, istatistiginin serpilme diagramu ¢izilir. k {lizerinde C, nin
minimum degeri, ¥, lizerindeki C, nin minimum degerinden olusur. Diger bir yontem
olarak, C, degerini minimum yapan k yanlilik parametresinin elde edilmesi i¢in, (3.21)

ifadesinin £ degerine gore tiirevi alinip sifira esitlenir. Ancak elde edilen ifade &
parametresinin karmasik bir fonksiyonudur. Ozel olarak, ortogonal degiskenler igin

A =1 olmasi nedeniyle daha basit bir sekilde ifade edilebilir. Bu durumda (3.21)

esitligi,
)4 A2
n—p)ét+k* a;
C —( ) ;(“k)z +2Zp: 4 (n-2)
o &’ “ 14k

bi¢imini alir. C, ifadesinin minimize edilmesi sonucu,

oy =—P2% (3.22)

yanlilik parametresi elde edilir.

3.2.LiU TAHMIN EDIiCiSi

(1.1) ile verilen lineer regresyon modelinde ¢oklu i¢ iliski olmasit durumunda EKK

tahmin edicisi kararsizdir. Bu durumda modeldeki ¢oklu i¢ iliski problemini gidermek
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icin yanl tahmin edici kullanilmasi onerilmistir. Bu yanli tahmin edicilerden en sik

kullanilanlarindan biri (3.1) ile verilen Ridge tahmin edicisidir. Diger tahmin edici ise,
ﬁs =cp x> 0<c<lile verilen Stein tahmin edicidir. Bu iki yanli tahmin edici bazi

avantaj ve dezavantajlara sahiptir. Ridge tahmin edicisi pratikte etkili olmasina ragmen,
k yanlilik parametresini segmek i¢in kullanilan yaygin yontemler sonucunda k nin

karmasik bir fonksiyonu ortaya ¢ikabilmektedir. Diger yandan, £ yanlilik parametresinin

tahmin degeri biyiidiikce, P » tahmin edicisi sifira yaklasir. Stein tahmin edicinin

avantaji ¢ nin lineer bir fonksiyonu olmasidir. Fakat, ﬁ tahmin edicisinde her

parametrenin biiziilmesi aynidir. Bu ise pratikte iyi degildir. Liu (1993) bu iki yanh

tahmin ediciyi birlestirerek,
B, =(XX+D) ' (Xy+dP ), 0<d<l (3.23)

tahmin edicisini elde etmistir. Bu yeni tahmin edici hem Ridge hem de Stein tahmin
edicisinin avantajli yonlerine sahiptir. (3.23) tahmin edicisinde, Ridge tahmin edicisinde
oldugu gibi X'X matrisinin esas kdsegenine k =1 sabiti eklenmistir ve Stein tahmin
edicide oldugu gibi d yanlilik parametresinin lineer bir fonksiyonudur. (3.23) Liu
tahmin edicisinin Ridge tahmin edicisine gore avantaji d yanlilik parametresinin lineer

bir fonksiyonu olmasidir. Bu nedenle d yanlilik parametresini segmek daha kolaydir.

Liu tahmin edicisi, (1.1) ile verilen lineer regresyon modeline df xx =B +€ esitliginin
eklenmesi ve bu durumda EKK yonteminin kullanilmasi ile elde edilebilmektedir.

Kisaca, X matrisine I matrisinden olugan bir satir eklendiginde elde edilen matris

X e X
X:{J ile gosterilsin. Bu durumda XX =[X' I]L}X'XH matrisi elde

edilmektedir. (1.1) modeli i¢in verilen X'Xp = X'y normal denkleminin sol tarafinda

X'X matrisi yerine X'X + I matrisinin kullanilmasi ve sag tarafinda ise dp,, teriminin

eklenmesi ile normal denklem
(X'X+DB = X'y +dp

bicimini almaktadir. Buradan ise (3.23) ile verilen Liu tahmin edicisi elde edilir. (3.23)

tahmin edicisinin alternatif bir gosterimi,
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ﬁd = (X'X"'I)_I(X'X_"dl)ﬁﬂq( (3.24)
bi¢cimindedir. Bu durumda

EB,) = E(XX+1)" (XX +dD)p ., ]
=(XX+D (XX + dI)E(ﬁEKK)
=(XX+I) (XX +dD)B

olmak lzere

yanB,)=EB,)-B
=(XX+D'(XX+dDB-B=[(XX+D) (XX +dl)-1]p
=[(XX+D "' (XX +dD)-(XX+D ' (XX+D]p
=(XX+D" [ XX+dI-XX-I]p=(XX+I)" (dI-1)B

ve

cov(B,) = cov[(X'X+I) (XX +dD)B ., ]
=cov[(X'X+ D) (XX +dD)(X'X) "' X'y]
=(XX+D) (XX +dD(X'X) " X cov(y) X(XX) "' (XX +dD(X'X+I)"
= (XX+D ' (XX +dDXX) "' X'XX'X) (XX +d)(XX+])™
=’ (XX+D)'(XX+dD)XX) (XX +d)(XX+]1)

ifadeleri elde edilmektedir. Bu esitlikler yardimiyla, Tanim 2.10 dan

MHKO@,)) = > (XX + 1) (XX +d)(XX) " (XX +dD)(X'X +]I)"

(3.25)
+(XX+T) " (dI-T)Bp (dl-T) (XX +1)"!

bulunur.

3.2.1. d Yanhlik Parametresinin Se¢imi

d yanlilik parametresinin se¢imi yapilirken hesaplamalarin kolay yapilabilmesi igin

(2.13) kanonik modeli kullanilacaktir.

EKK tahmin edicisi @, = A™'Z'y
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Liu tahmin edicisi @, = (A +1)" (A +dl)d .,
=(A+D ' (A+dDA'Zy

ile verilmektedir. (3.23) ile verilen Liu tahmin edicisi igin,

E(a,)=E((A+1)" (A+d1)éty )
=(A+I) (A+dl)a

olmak tizere,

yan(a,)=E(a,)-a
(A+1)" (A+dl)a-a=[(A+1)" (A+dl)-1]a

[(A+1)" (A+d)-(A+1) " (A+T) |a

=(A+1) [A+dl-A-1]=(A+1)" (dl-1)a

cov(&d)=cov((A+I)7l(A+dI)A‘1Z’y)
:(A+I)_1(A+dI)A’lZ'cov(y)Z(A+dI)(A+I)_l
o (A+1) (A+d) A" ZZ(A+dl)(A+T1)"
o (A+1) (A+d) A" A(A+dl)(A+T)"
o (A+1)" (A+dl)(A+dl)(A+1)"

ifadelerinin Tanim 2.10 da kullanilmasiyla,

MHKO(8,)= 0> (A+1)" (A+dl) A" (A +dI)(A+1)"

(3.26)
—(A+1)" (A1 -T)aa (dI-1)(A+1)"

esitligi elde edilmektedir. (2.7) esitliginden,

SHKO (6,,) = t [ *(A+T) (A+dI)A’1(A+dI)(A+I)_lJ
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ifadesi elde edilmektedir.
d yanlilik parametresinin se¢imi i¢in agsagidaki yontemler kullanilmaktadir.

1. SHKO(@,) degerinin minimize edilmesi:

SHKO (@ azi (o +d) Hd-1YY

d) 1ifadesinin d vyanlilik
i=1 /1+1) i=1 (/1 1) ( ) Y

parametresine gore tlirevi alindiginda,

(/10-11)

M-

i . (o)

i=1 + 1) i

2

bulunmaktadir. g'(d)=0 esitliginden d yanlilik parametresinin gekilmesi sonucu,

L A +d Lo g
20" ! +2(d -1 =0
;/1[(/1,.“)2 ( );(/L.H)z
P r 1 r a? P a?
o’ : +o’d +d : —=0
=4 (A +1) = 4 (A +1) ;(/1 +1) ;(1 +1)
Loal o’
= (4 +1)
d-= p‘(fl+ ) (3.27)
za +al/11
i:l/li(ﬂl--i-l)z

yanlilik parametresi bulunmaktadir. (3.27) ifadesinde, @’ ve &’ parametrelerinin

yansiz tahmin edicileri kullanilarak 4 yanlilik parametresinin tahmin edicisi elde

~2
. . : : C 2 O .
edilecektir. @’ ve o’ parametrelerin yansiz tahmin edicileri sirasiyla & —— ve &7

i

dir. Burada,

E(y)=Zao
E(&EKK) = E(A-IZIY) = A_IZIE(Y) =A"Z'Zo=A"Aa=qa

oldugu kullanilarak,
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E (@bl ) = E(A'Z'yy'ZA ™) = A Z'E (yy') ZA”
=A'Z (0" +Zaa'Z') ZA™
=0’A"ZZIAN " + N7 200/ Z'ZA
=0’A'AAN + A2 Z00/ZZA!
=0’A" +a0’

!

ifadesi elde edilmektedir. Kisaca E (6@} )=0"A" +aa’ esitliginin her i igin

yazilmasiyla E(¢) = o 1 +a;” esitligi elde edilir. Sonug olarak,

ifadesi elde edilmektedir.

(3.27) esitliginde @’ ve o’ parametrelerinin yerine bunlarin yansiz tahmin edicileri

A2
o
A2 AD . . .. . . e s
olan & ——— ve & ifadeleri kullanilirsa d yanlilik parametresinin tahmin edicisi,

Az_(%i_oﬁ2 diz/li_aAz_Oﬁzﬁ“l
P i /11 P /11
i Z (4 +1) _Z‘ (4 +1)
I R )
Z A (4 +1) ;/1,(/1,-“)2
p &2 g A +1
i -6 ‘
. ;(ﬂiﬂ)z ;&(%“)2
d= P aAZ
;(/1[+1)2
Z”: a; o1
J=r (/%WLI)Z_G;;L[(&:*'U
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T 629
min a /1[. (/1[ +1) i=1 (ﬂ“z +1)2 |

biciminde elde edilmektedir. (3.28) ifadesinin sifirdan kii¢iik olmasi durumunu ortadan

kaldirmak igin 0 </ <1 olmak iizere bir / ile garpilmasi sonucu,

v
d iy =1-h6’ 3.29
min {z /1[ (l +1 P i :| ( )
esitligi elde edilir.
2. C, olgitii kullanilarak d yanlhilik parametresinin bulunmasi: Mallows (1973),

Ridge tahmin edicisinde k yanlilik parametresinin elde edilmesi i¢in C, Olgiitlinii

kullanmistir. Benzer yontem,

SS
C, = ;" +2tr(H,)-(n-2) (3.30)

ile verilen denklemin minimize edilmesi ile d yanlilik parametresi bulunabilir. Burada,

iy~ = (A+T) " (At dl) =1 it
= (A+1)" (A+dl)=(A+1)" (A1) |y,

=(A+T) " (d1 1) 6
olmak iizere,

(dd—&EKK)'A(ad—&EKK) . (dI D(A+1) A(A+T) " (d1-1) 6
2 4 4’
Yy

i=1 /1 +1

esitliginden,
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SSRes,ﬁd = (y ~Za, ), (y -Za, )
= (y _ZdEKK )' (y - ZdEKK ) + (dd _dEKK) A(é’d _dEKK) (3-3 1)

LI N
=(n=p)&2+(d-1) Y 2% _
( p) ( ) im1 (ﬂi +1)2

artik kareler toplami elde edilmektedir. H, =Z(Z'Z+1) (Z'Z+dl)(Z'Z)" Z olmak

lizere,

D=r(z(zz+1) (22+a1)(22)" 7))

r((zz+1) (z2+a1)(z2)" 22)
(3.32)

or((A+1)" (A+dl)AA)

A+

1

YA +1

i= i

W

ifadesi elde edilmektedir. (3.31) ve (3.32) ifadeleri (3.30) denkleminde kullanildiginda,

~2
(n p)O' +1 dzzp: A
= (4 +1) & A+d
C, = +2) F——(n-2) (3.33)

~2
(o2

esitligi elde edilmektedir. (3.33) esitligi d yanlilik parametresinin karesel bir
fonksiyonudur. (3.33) esitligi minimize edilerek d yanlilik parametresi elde edilecektir.

Bunun i¢in (3.33) esitliginin tiirevi alinip sifira esitlendiginde,

z:l 1+1 Pl
r 0?2 r 1
-2(1-d L +2 =
( );&2 /1.+1)2 ;ﬂﬂrl
2 Aa? Z a’ 2]
_ (g} +d i i —
;&2(/11.“)2 ;&2(1“)2 ;/Hl

elde edilmektedir. Bu esitlikten d yanlilik parametresi,
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. A 2047
d, =1-6 Al (3.34)
w2 R

biciminde elde edilmektedir.

3. Hoerl ve Kennard tarafindan gelistirilen iterasyon yontemi:

d yanlilik parametresinin segilmesi i¢in diger bir yontem (3.28), (3.29) veya (3.34)
esitliklerinden birine Hoerl ve Kennard (1976) tarafindan gelistirilen iterasyon
yonteminin uygulanmasidir. Ornegin, (3.28) esitligi i¢in d yanlilk parametresinin

iterasyon tahmin edicisi

N J =1-4 L 1 L 0?1.2

aq,, 0~ o ;ﬂl(ﬂlﬁ-l)/;(ﬂl-i-l)z
= .

a,(d,), d =1-6"

.(dy) 1 o ;/11/14_1 2/14_1
- -

a,(d) d,=1-6" Zi/iﬂ 2/1+1

dir. iterasyon T =#(X'X)"'/p olmak iizere (dj -d H)/d ;<207 7 oldugu zaman
sonlandirilir. j degeri i¢in iterasyonun sonlandirildigi varsayilirsa @ parametresini

tahmin etmek i¢in a, (d j) tahmin degeri kullanilacaktir.
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3.3. EKK TAHMIN EDICiSi iLE RIDGE VE LiU TAHMIN EDIiCIiLERININ
KARSILASTIRILMASI

Herhangi iki [~$ ;=A)y, j=L2 homojen tahmin edicileri i¢in, Tanim 2.10

kullanilarak,
A= MHKO(B, ) - MHKO(B, )
= cov (B, )~cov(B, ) + yan(B, ) yan(B,) — yan(B, ) yan(B,) (3.35)
~o?(AA/ -4 ) +yan(p, ) van(B, ) — yan(B, ) yan(B, )
esitligi elde edilmektedir.
EKK tahmin edicisi yansiz tahmin edici oldugu icin (2.6) esitliginden

MHKO (6, ) =cov(A™'Z'y) = A™'Z cov(y) ZA™

(3.36)
=0’A"'ZZA " =0’
dir.
EKK tahmin edicisi @, = A'Z'y=C,y (3.37)
Ridge tahmin edicisi @, =(A+k1)" Z'y =C,y (3.38)

Liu tahmin edicisi @, = (A+1) " (A+dl)a=(A+1) (A+d)A"'Zy=Cy (3.39)

(3.37), (3.38) ve (3.39) ifadeleri (3.35) esitliginde kullanilarak karsilastirmalar asagidaki
gibi yapilabilmektedir.

3.3.1. EKK Tahmin Edicisi ile Ridge Tahmin Edicisinin Karsilastirilmasi

(3.35) de (3.6) ve (3.36) esitliklerinin kullanilmasi ile EKK tahmin edicisiyle Ridge

tahmin edicisi asagidaki gibi karsilastirilabilmektedir:
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Teorem 3.1 (Theobald, 1974 ): @, ve @, tahmin edicileri i¢in k£ >0 olmak iizere, @,

tahmin edicisi @, tahmin edicisine gére daha iyi bir tahmin edicidir. Yani,

MHKO (64 ) - MHKO (61,) > 0
sa(A+m)’| o} (AT —(A+k)" A(A+4)’ )}1 (A+k) " a<1

Ispat: Bunun i¢in Teorem 2.11 den

14
coV (61 ) —cov (i, ) = 0 [A" —(A+kI)_lA(A+kI)_l}:o-2 Li_(lf 1)2}
i : i=1

1

Bu durumda, A~ —(A+kl)7lA(A+kI)71 >0 dire 1__4

=>0
A (A4 +1)

1

(4 +1) =22
A (4 +1)
& (A4+1)=22>0
S (A +1-2)(A+1+24)>0

olmak iizere MHKO (., )— MHKO(G,)> 0 esitsizligi saglanr.

3.3.2. EKK Tahmin Edicisi ile Liu Tahmin Edicisinin Karsilastirilmasi

(3.35) esitliginde (3.26) ve (3.36) esitliklerinin kullanilmasiyla asagidaki teorem Liu

tahmin edicisinin EKK tahmin edicisinden daha iyi bir tahmin edici oldugunu verir.

Teorem 3.2 (Liu, 1993): Oyle bir 0<d <1 vardir ki SHKO(ﬁd)<SHKO([§EKK)

esitsizligi saglanir.



Ispat: Bu teoremin ispatinda hesaplamalarin kolay yapilabilmesi i¢in kanonik formunun

SHKO degeri kullanilacaktir. Bu durumda,

SHKO(@,)= azi

i=1 j’i (/Iz +l) i=1 (2;1 +1)2
P
tiirev ifadesi elde edilir. Bu durumda, g(1)= 022% >0 oldugu goriilir. g(d)
=l 7Y
p P
ifadesinin ikinci tiirevi alindiginda "(d)= 202 elde
s g'(d) oA (ﬂ, +l Z:1: 4 +1

edilir. SHKO ifadesinin ikinci tiirevi daima pozitiftir. Dolayisiyla, dyle bir 0<d <1
vardir ki g(d)<g(1) dir. Bu esitsizlik SHKO(a, )< SHKO (@, ) bigiminde de ifade

edilebilmektedir. Orijinal parametrelere gegilirse SHKO(ﬁ J ) < SHKO(ﬁ EKK) oldugu

goriilmektedir.

3.3.3.Ridge Tahmin Edicisi ile Liu Tahmin Edicisinin Karsilastirilmasi

Ridge tahmin edicisi ve Liu tahmin edicisinin karsilagtirilmasi her iki tahmin edicinin

yanlilik degerleri i¢in ayr1 ayri ele alinacaktir.

Teorem 3.3 (Sakallioglu, Kagiranlar ve Akdeniz, 2001),(Akdeniz ve Erol, 2003):

-1

a.  Eger yan(&d)'(czcz'—csc;) yan(é,)<o® ise bu durumda 0<k <k,
i¢cin

MHKO(6,)—-MHKO(@, ) pozitif tammhdir.



44

1

b.  Eger yan(é,) (C3C3' —c,c, ) yan(@,) < o ise bu durumda 0 <k, <k icin
MHKO(&,)—-MHKO(a,) pozitif tanimhidir.
A (1-d
Burada k,, =— (1-d)
T A +d

J

,j=12,..,p dir.
Ispat: (3.10) ve (3.11) ile verilen @, ve @, tahmin edicileri kullanilarak,
a. cov(a,)—cov(a,)=0" (CZCZ'—C3C3')

=o? | A(A+H) 7 ~(A+1)7 (A+dl) A”]

p
_o-zdiag[ 4 (iﬁd)z }
i=1

(/1]‘ +k)2 z (/11 +1)2

esitligi elde edilmektedir.

2
A, A +d
Burada cov(@,)—cov(a,)>0 < L — ( ! )2 >0 dir. Sonug¢ olarak,

(4, +k) 4,4 +1)

C,C, —C,C/ >0 4, (4, +1)—=(4,+d)(4,+k)>0 oldugu elde edilir.
C,C, -C,C, pozitif tammlidir < 4, (ﬂ/ +1)—(lj +d)(lj +k) >0

Bu esitsizligin ¢oziimiinden A, (4, +1)—(4,+d)(4, +k)>0
A+ A= A0 —kA,—dA, —dk >0
k(4,+d)<2,(1-d)

ij(l_d)=k

k< .
A +d Y

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.11 kullanilirsa teorem ispatlanmis olur.

b. Benzer bi¢imde,

cov(a,)—cov(a,)=0" (C3C3' —CZCZ')
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=o?[(A+1) (A+dl) A7 - A(A+KD) ]

P

(4,+d) 2,

J

A, (24, +1) (4, +k)

=o’diag

i=1

I : : (4+d) 4
esitligi elde edilir. Burada cov(a,)—cov(a,)>0 demek —— e |

2,(4,+1) (2, +k)

demektir. Sonug olarak, C,C, ~C,C, >0<> (4, +d)(4,+k)-4,(4,+1)>0 oldugu

elde edilir.
C,C, -C,C, pozitif tanimlidir < (ﬂ.j + d)(lj + k) -4, (ﬂ./ + 1) >0 dir.

Bu esitsizligin ¢oziimiinden (4, +d)(4, +k)-4,(4,+1)>0
0<A’+A,-A7 —kA, —dA, —dk
A, (1-d)< k(4,+d)
4 (1_d)

=k <k
A +d /

elde edilir.Bu durumda Teorem 2.11 den teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.4(Sakallioglu, Kaciranlar ve Akdeniz, 2001) ,(Akdeniz ve Erol, 2003):

-1

a. Eger yan(é,) (CZCZ' —C3C3') yan(@,)< o’ ise bu durumda 0<d <d,; <1
icin MHKO(a.,)— MHKO(a,) pozitif tanimlidir.

b.  Eger yan(é,) (C3C3' —C,C, )1 yan(é,) <o ise bu durumda 0<d,, <d <1
icin MHKO(a,)—MHKO(@,) pozitif tanimlidur.

ﬁ“/’(l_k)

Burada, dlj = '/1 T Jj=12,..p dir.
j

Ispat: (3.10) ve (3.11) ile verilen @, ve @, tahmin edicileri kullanilarak,
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a. cov(a,)—cov(a,)=0" (CZCZ'—C3C3')

=0 | A(A+H) 7 =(A+1)7 (A+dl) A”]

p
_o-zdiag[ 4 (iﬁd)z }
i=1

(/1]‘ +k)2 z (/11‘ +1)2

2
. A +d
esitligi elde edilir. Burada cov(a,)—cov(a,)>0 demek L —— ( ! ) ~>0
(4,+k) 2,(4,+1)

demektir. Sonug olarak, C,C, —C,C, >0 < 4 (/1]. + 1) —(/11. + d)(/ij + k) >0 oldugu
elde edilir.

C,C, —C,C, pozitif tammhidir < 4, (4, +1)—(4, +d)(4, +k)>0

Bu esitsizligin ¢oziimiinden 4, (4, +1)—(4, +d)(4, +k)>0
A2+ A, =27 —kA,—dA, —dk >0
d(4,+k)<4,(1-k)
A=k _
A+k oY

J

d<

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.11 kullanilirsa teorem ispatlanmis olur.

b. Benzer bi¢imde,

cov(a,)—cov(a,)=0’ (C3C3' - CZCZ')

=o? | (A+1)7 (A+dI) A - A(A+H)” ]

20 [(/1].+d)2 4 T
=o"diag - :

2,(4,+1) (4, +k)

i=1
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o 3 ) A (4,+d) A
esitligi elde edilir. Burada cov(é,)—cov(a,)>0 demek —— -——2 >0

(4, +1) (2+k)

demektir. Sonug olarak, C,C, ~C,C, >0<>(4,+d)(4,+k)-4,(4,+1)>0 oldugu

elde edilir. Bu esitsizligin ¢ozlimiinden (ﬁ/ + d) (/1/ + k) -4 (ﬂ,j + 1) >0

0<A’+A,—A —kA —dA, —dk
A, (1-k) < k(4; +k)
’1_/(1_]‘)

=d,; <d
A +k '

elde edilir.Bu durumda Teorem 2.11 kullanilirsa teorem ispatlanmis olur.

Sonug olarak, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 den hangi tahmin edicinin daha iyi
oldugu hem B ve o’ bilinmeyen parametrelerine hem de yanlilik parametresinin

se¢imine baghdir.
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4. IKi YANLILIK PARAMETRESI iCEREN YANLI TAHMIN
EDICILER

Bu boliimde (1.1) ile verilen lineer regresyon modelindeki c¢oklu i¢ iliskinin etkisini
azaltabilmek i¢in EKK, Ridge ve Liu tahmin edicilerini igeren iki tane yanlilik

parametresine bagli olan yeni tahmin ediciler ele alinacaktir.

(3.23) ile tanimlanan Liu tahmin edicisi, f s tahmin edicisine baglidir. Fakat lineer
modelde c¢oklu i¢ iliski olmast durumunda EKK tahmin edicisi kararsizlik
gosterebilmektedir. Bu nedenle f,,, tahmin edicisinin kararsizhigi, Liu tahmin edicisini

de etkilemektedir. Bu durumun iistesinden gelmek icin aragtirmacilar iki parametreli

tahmin ediciler ileri stirmiislerdir. Bu amagla Liu (2003),
By =(XX+M)" (Xy-df’). k>0, ~w<d <o (4.1)

olmak iizere iki yanlilik parametresi iceren tahmin edicisini Onerdi. (4.1) tahmin
edicisinde ﬁ*, B parametresinin herhangi bir tahmin edicisidir. Diger yandan, Ozkale ve

Kaciranlar (2007), EKK , Ridge, Liu tahmin edicilerini igeren
B(k,d)=(XX+K) " (Xy+kdByy ), k>0, 0<d<I (4.2)
tahmin edicisini ileri siirmiislerdir. Alternatif olarak, Sakallioglu ve Kagiranlar (2008),
ﬁ(k,d):(X'X+1)’1(X'y+d[§R), k>0 ,—oo<d<o 4.3)

tahmin edicisini 6nermislerdir. k—d smif tahmin edici adin1 verdikleri (4.3) tahmin
edicisi EKK, Ridge ve Liu tahmin edicilerini igeren genel bir tahmin edicidir. Yang ve
Chang (2010) ¢oklu i¢ iliski probleminin iistesinden gelmek i¢in EKK, Ridge ve Liu
tahmin edicilerini igeren iki tane yanlilik parametresine bagli olan alternatif bir tahmin

ediciyi,
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B(k,d)=(XX+I)" (XX+d)(XX+H) Xy, k>0, 0<d<l (4.4)

bi¢iminde tanimlamiglardir. Bu kisimda, (4.3) ve (4.4) ile verilen tahmin ediciler ile
ilgilenilecektir. (4.3) ve (4.4) tahmin edicileri ayn1 gosterime sahip olarak verilmistir.

Bu durumun ileride karigikliga neden olmamasi icin (4.3) ile verilen k-d sinif tahmin

edicisi B, , (k,d) ile gosterilecektir.

4.1. iKi TANE YANLILIK PARAMETRESI iICEREN B(k,d) TAHMIN EDiCiSi

(4.4) ile tamimlanan tahmin edici i¢in k£ ve d yanlilik parametrelerinin uygun bigimde

secilmesi halinde EKK, Ridge ve Liu tahmin edicileri sirasiyla,
B(0.1) = (XX + D) (XX +D)(X'X) "' X'y = (X'X) "Xy = B
B(k,1) = XX+ (XX+D)(XX+A) "Xy = (X'X+A)' X'y =,
BO,d)=(XX+I) (XX +d)(X'X)"' X'y =(XX+D) ' (XX +dDp =P,

bi¢iminde elde edilmektedir.

Iki yanlilik parametresi igeren (4.4) tahmin edicisi, (1.1) ile verilen lineer regresyon
denklemine (d —k)ﬁ » =B +¢ esitliginin eklenip EKK metodunun uygulanmasiyla elde

edilebilmektedir. Kisaca, X matrisine, I matrisinden olusan bir satir eklendiginde elde

X
edilen matris, X= { . } matrisi ile gosterilsin. Bu durumda,

. X
XX =[X I']{I } =X'X+1I matrisi (1.1) lineer regresyon modeli igin verilen

X'Xp =Xy normal denkleminin sol tarafinda X'X matrisi yerine kullanilip, sag

tarafina da (d — k)ﬁ » 1fadesi eklenirse,

(X'X+DB=X'y+(d—k)p,
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esitligi elde edilmektedir. Sonug olarak, iki yanlilik parametresi igeren (4.4) ile verilen

tahmin edici,

Bk.d) = (X'X+1)"[Xy +(d - k)B,]
=(X'X+ D) [(XX+KDB, +(d - k)]
= (X'X+D)[X'X+M+dl -,
= (XX+D)(XX+dI)B,

bigiminde elde edilmektedir.
(2.13) kanonik modeli i¢in (4.4) tahmin edicisi,

atk,d)=(A+1) " (A+dD)(A+KD) ' Zy (4.5)

esitligi ile verilmektedir. Bu tahmin edici i¢in kovaryans matrisi ve beklenen degeri

A =(A+I)"(A+dI)(A +K) ' olmak iizere sirasiyla,

cov(a(k,d)) =cov(A+1) " (A+dI)(A+K)"'Z'y)
=(A+D) ' (A+dI)(A+K) " Z cov(y)Z(A + kD) (A +dD)(A+1)
=0’ (A+D) ' (A+dD)(A+KD) AN+ (A+dD)(A+D)!
=0’AAA’

(4.6)

Ve

E(a(k,d)) = E(A+D) " (A+dI)(A+kD)"'Zy)
=(A+D)(A+dI)A+K)'Z'E(y)
=(A+D ' (A+dI)(A+kD) " Aa
= AAa

4.7)

dir. Bulunan beklenen deger ifadesinden yararlanarak,

yan(a(k,d)) = E(a(k,d))—a =[AA - T]a (4.8)

esitligi elde edilmektedir. (4.6) ve (4.8) esitliklerinden yararlanarak
MHKO((k,d)) = 0°AAA' +(AA—T)aa’(AA-T) 4.9)

ifadesi elde edilir. (2.7) esitliginden yararlanarak (4.9) esitligi,
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) & (A+d) 4, o ((k+1- d)/1+k)
SHKO(a(k,d)) =
HKO((k,d)) 0;(,1 +1) (,1+k +IZE (4 +1) (4 +k)

(4.10)

bi¢iminde yazilabilmektedir.

4.2. k-d SINIF TAHMIN EDIiCi

k-d smif tahmin edicisi, (4.3) esitligi ile tanmimlanmakta olup, k& ve d yanlihik
parametrelerinin uygun secimleri i¢cin EKK, Ridge ve Liu tahmin edicileri sirasiyla,

B (0.1) =B
l}k,d (k>1_k) = ﬁR
B, . (0,d)=P(d), 0<d<I
biciminde elde edilmektedir.
(2.13) kanonik modeli i¢in k-d siif tahmin edicisi,
a, ,(k,d)=(A+1) " (Zy+da,), k>0 ,—co<d<oo
A+I

4.11)
A+ﬂ+ﬂXA+ﬂf

A+(k+d)T](A+H)

1

)

) [(A+m)(A+ k) Zy+d(A+r) ' Zy]
=(A+1)"(

“(A+1) T+

dir.

(4.11) ile verilen k-d sinif tahmin edicisinin kovaryans matrisi ve yanliligi sirastyla,

cov (@, (k.d))=cov| (A+1)" (A+(k+d)I)(A+k1)" Zy |

=(A+1) (A+(k+d)1)(A+L)" Z'cov(y)Z(A+K) (A+(k+d)I)(A+1)" (4.12)
=0’ (A+1) (A+(k+d)D)(A+ k) A(A+H) " (A+(k+d)I)(A+1)"

A~
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yan(8y_, (kd)) = (8, (k.d)) ~o

E(,
(A+1) (A+(k+ar)1)(A+k1)‘l Z'Zo-a (4.13)

[(A+1)" (A+(k+a)1)(A+kD) " A= o

bigiminde elde edilir. M =(A+ I)_1 (A +(k+d) I) (A+ kI)_1 olmak iizere, (4.12) ve
(4.13) ifadeleri,

cov(a,_, (k,d))=c"MAM' (4.14)
Ve
yan(a,_, (k,d))=(MA-I) (4.15)

esitlikleriyle ifade edilebilir. (4.14) ve (4.15) ifadeleri (2.6) esitliginde yerine yazilarak,
MHKO(&,_, (k,d)) = °MAM' +(MA ~1) 0o’ (MA 1) (4.16)

esitligi elde edilir.

4.3. k ve d YANLILIK PARAMETRELERININ SECIiMIi

Iki yanlilik parametresi iceren tahmin edicilerin pratik bir uygulamasinin yapilabilmesi
icin k£ ve d yanlilik parametrelerinin en uygun degerlerinin bulunmasi gerekmektedir.
Ik olarak, (4.4) ile verilen tahmin edicinin k ve d yanlilik parametrelerinin en uygun
degerlerinin bulunmasi ic¢in (4.10) ile verilen SHKO degerinin minimize edilmesi
kullanilabilmektedir. Oncelikle (4.10) esitligi d yanlilik parametresinin uygun bir
degeri, yani 0 <d <1 i¢in, k yanlilik parametresine gére minimize edilsin. Buna gore,

(4.10) esitliginin £ yanlilik parametresine gore tiirevi alindiginda,
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og(k,d) _ i (A +1) (4 +k) (4 +d) 4,
ok = (A+) (A +k)

Zp:[( (k+1=d) A+ k) (4 +1)(4 +1) (4 +£) |

(4 +1)" (4 +k)’
o | (1) (A+R)((k+1-d) 4 +k) |
= (/1 +1)* (4, +k)*
o, (A+d) A

207,

= (A +1) (/7. +k)
o ((k+1=d) A+ k) (4 +1) (4 +k)=((k+1-d) 4 +k) |
o (A +1) (A +k)
& (A+d) A

-2

7 ;(z +1)° (4, +k)’
2i( (k+1-d)2, +k)[/1f+k/1,.:r/ii+k—3k/1,.—/1i+d/1i—k}af

- (4+1) (4 +4)
((k+1-d) A, + k) A,(4 +d)a}
T (A4+1) (4+k) G (A +1) (4 +k)

-2

+

ifadesi elde edilmektedir. Bu esitligin sifira esitlenmesiyle elde edilen

(k+1=d) A +k) A4 +d)a} —o* (4, +d) 4

1 1 1 1 1 1
2 ; ; =0

(A1) (4 +4)

1l
—_

M

1l
—_

[((k+1—d)/1i +k) A4y + dYa? = (A +d)’ 4,} =0

1

denklemlerinden, k, yanlilik parametresi,

O U rd) -4 (-d)a;

l 24D (4.17)

bigimindedir. Burada @, ve &° ifadeleri @ ve o parametrelerinin tahminleri olmak

tizere k; yanlilik parametresinin tahmin edicisi,
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(A +d)-A(1-d)E
G2 (2, +1)

R

(4.18)

bulunmaktadir. (4.18) ifadesinde, d =1 verildiginde B(1,k) =B(k) esitligi elde edilecek

ve (4.18) ifadesi Hoerl ve Kennard (1970a) tarafindan onerilen,

A2
o

k= (4.19)

a’
k yanlilik parametresinin tahmini degeri olacaktir.

k yanlilik parametresinin tahmini i¢in Kibria (2003) tarafindan (4.19) 121- degerlerinin

aritmetik ve geometrik ortalamalarinin kullanilabilecegi ileri stirtilmiistiir. Buradan
hareketle, (4.18) ile verilen k yanlilik parametresinin tahmini i¢in aritmetik ortalama ve

geometrik ortalama sirasiyla,

R P 2 _ _ ~n2
P VR S (S

= 4.20
AO pl &12(/11_’_1) ( )
Ve
1
A v 64 +d)—-A(1-d)a? |
k. = L . L 421
0 (H G2 (4 +1) (32

bi¢iminde verilebilir.

Benzer bi¢imde, (4.10) esitligi £ yanlilik parametresinin uygun bir degeri igin d
yanlilik parametresine gore minimize edilsin. (4.10) esitliginin d yanlilik parametresine

gore tlirevi alinip,

(A+d)A 3 ((k+1=d) 2 +k) Ao}
od (A1 (A k) T (A+1) (A +k)

ifadesi sifira esitlensin. Bu durumda,

ﬂ+d Z”: (kA + 4 —d2, +k)/1a
(4 +1) (;t +k = (A +1) (4 +k)

s
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2211: A’ di o’ di Ara?

O + L + i i

T (4 +1) (/1 +kY T (A (A k) T (A1) (4 +k)
i( (k+1)4 +k)Aa]

T (A1) (4 +k)

olarak elde edilen esitlikten d yanlilik parametresi,

i( (k+1)4 +k)Aa] —0°,
T (A+1) (4 +k)

L Aot + A%l
2 (4
(4 +1) (/11.+k)

d= (4.22)

bi¢iminde elde edilmektedir. Burada @, ve & ifadeleri @ ve o parametrelerinin

yansiz tahmin edicileri olmak iizere (4.22) ile verilen d yanlilik parametresinin tahmin

edicisi,
i( (k+1)4 +k) A8} -6°2,
- T (A1) (4 +k)
d=—- Ty (4.23)
Z‘ 4 +1) (/11.+k)

bi¢iminde bulunmaktadir. Eger (4.23) esitliginde k£ =0 alnirsa §(0,d ) =B, ifadesi elde

edilecek ve (4.23) ile verilen yanlilik parametresinin tahmin edicisi,

(4.24)

ifadesine esit olacaktir. Eger (4.24) esitliginde &’ ve o’ parametrelerinin yansiz

tahmin edicileri kullanilirsa, Liu (1993) tarafindan (3.28) ile verilen d yanlilik tahmin

edicisi elde edilir.

(4.3) ile verilen k-d smif tahmin edicisinin pratik bir uygulamasi i¢in k£ ve d yanlilik
parametrelerinin  se¢imi Onem tasimaktadir. Benzer bicimde, k& ve d yanlilik

parametrelerinin se¢imi icin (4.16) ifadesinin k& ve d yanlilik parametrelerine gore
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minimize edilmesi yontemi kullanilabilir. Ancak, (4.16) ifadesinin minimizasyon
islemleri sirasinda karmasik ifadeler elde edilmektedir. Bu nedenle, minimizasyon
yonteminin kullanilmasi tercih edilmeyebilir. Bunun yerine, grafiksel yontemlerle & ve

d yanlilik parametrelerinin se¢imi yapilabilir.

4.5. B(k,d) TAHMIN EDICISININ BAZI BILINEN TAHMIN EDiCiLERLE
KARSILASTIRILMASI

4.5.1. ﬁ(k, d) Tahmin Edicisinin EKK Tahmin Edicisiyle Karsilastirilmasi

(3.35) esitliginde, (3.36) ve (4.9) esitliklerinin kullanilmasiyla
MHKO(6.,,, ) — MHKO(6(k,d)) = o* (A" — AAA") - (AA —D)aa'(AA —T)' (4.25)

elde edilmektedir. £ >0 ve 0 <d <1 olmak iizere asagidaki teorem verilsin.

Teorem 4.1(Yang ve Chang, 2010):

0., ve O(k,d) tahmin edicileri i¢in k>0 ve 0<d <1 olmak iizere a(k,d) iki
parametreli tahmin edicisi, @,,, tahmin edicisine gore daha iyi bir tahmin edicidir.

Yani,

MHKO(6,, )~ MHKO(0(k,d)) >0 < a'(AA=T)[c* (A" —AAAN ' (AA -Ta <1
dir.

Ispat: (3.36) ve (4.6) esitliklerinden,

coV (@ ) —cov(@(k,d)) =0’ (A’1 - AAA’)

2 P
=(72diag{i— (A +d) A }
i=1

A (A +1) (4 +kY

ifadesi elde edilmektedir. Bu durumda,
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-1 T T . . .. 1 (/11 + d)z /ll.
A7 — AAA’ matrisi pozitif tanimhdir < —— 5 =>0
A (A4+1) (4 +k)

& (A+1) (4 +k) =(A4+d) 22 >0
S (A+)(A+k)—(4+d)4, >0

olmalidir. Teoremdeki kabul g6z Oniine alinirsa Teorem 2.11 kullanildiginda ispat

tamamlanmaktadir.

4.5.2. ﬁ(k, d) Tahmin Edicisinin Ridge Tahmin Edicisiyle Karsilastirilmasi

(3.35) esitliginde, (3.9) ve (4.9) esitliklerinin kullanilmasiyla,
MHKO(@,)~ MHKO(a(k, d) = o° | (A + K1) A(A+H)" ~AAA’|
(426
+k7 (A + kI)_1 a0’ (A + kI)_l - (AA —~ I) aa'(AA — I)

elde edilmektedir. £ >0 ve 0<d <1 olmak ilizere asagidaki teorem verilsin.

Teorem 4.2(Yang ve Chang, 2010):

a, ve a(k,d) tahmin edicileri, k>0 ve 0<d <1 olmak iizere, a(k,d) iki tane
parametre iceren tahmin edicisi @, tahmin edicisine gore daha iyi bir tahmin edicidir.

Yani,

o[ (k+1-d) A+ K[ AQA+(1+)) [ [(k+1-d)A+H Ja< o (1-d)
= MHKO(6,) ~ MHKO(a(k,d)) > 0

dir.

Ispat: Oncelikle,
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o [(k+1-d)A+K][A(2A+(1+d)1)] [(k+1-d)A+K]a <o’ (1-d) esitsizligi

saglansin. Bu durumda, (4.26) ifadesi, A = (A+I)_1 (A+kI)_1 olmak iizere,

MHKO(é,,) — MHKO(é(k,d))

=Alc’ (A+TD)A(A+1)-0? (A+dI)A(A+dl)+k* (A+1)aa'(A+1)
~(A+dl)A—(A+T)(A+kL))aa'((A+dl) A—(A+T)(A+AT))]A’

= A{A[(A+T)(A+T)—(A+dI)(A+dl)|c* +Kk* (A +T)aa’ (A+T)
—(A*+dA-A* —kA-A -k )oa' (A’ +dA— A’ —kA - A—KI}A’

= A{A[ A +2A+T1- A" =2dA - d’1 |6” +&* (A +T)aa’(A+1)
—(dA—kA—A—KI)ao' (dA —kA — A—KI)}A’

= A{A[2(1-d)A+(1-d* )1 |o” + K> (A+T)ao’ (A +1)
~((d-k-1)A-KI)aa'((d —k-1) A= kI)}A’

=A{o’[(1-d)A(2A+(1+d)1) |+ &> (A+T)aa' (A+T)
~((d—k-1)A—kT)aa'((d —k—1)A—KI)}A’

biciminde yazilabilmektedir. Burada, k* (A + I) aa’ (A + I) >0 dir.

o [(k+1-d)A+K][AQA+(1+d)1)] [(k+1-d)A+K Ja<o® (1-d)

olmasindan dolay1 Teorem 2.12 den

o’ [(1-d)A(2A+(1+d)1) |-((d —k=1) A~ kE)aa’((d —k—~1) A=KT) > 0 dir.

4.5.3. ﬁ(k, d) Tahmin Edicisinin Liu Tahmin Edicisiyle Karsilastirilmasi

(3.35) esitliginde, (3.26) ve (4.9) esitliklerinin kullanilmasiyla,

MHKO(é,) - MHKO(6(k,d)) = o [ (A+ 1) (A +dDA™ (A +dI)(A+1)" — AAA'|
+(A+D " (dl-T)ad (dI-T)(A+1)"! —(AA—I)aa'(AA—I)'
(4.27)

elde edilmektedir. £k >0 ve 0 <d <1 olmak iizere asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 4.3(Yang ve Chang, 2010):

a, ve 0(k,d) tahmin edicileri, k>0 ve 0<d <1 olmak iizere, a(k,d) iki tane

yanlilik parametresi igeren tahmin edici @, Liu tahmin edicisine gore daha iyi bir

tahmin edicidir. Yani,

o/ [(k+1-d)A+ K[ (A+dD)(20+kA")(A+dD) | [(k+1-d)A+H]a<ko?
= MHKO(é,) - MHKO(é(k, d)) > 0
dir.

Ispat: Oncelikle,

u'[(k+1—d)A+kI][(A+dI)(ZI+kA’1)(A+dI)T [(k+1-d)A+H] < ko?

esitsizligi saglansin. Bu durumda, (4.27) ifadesi, A =(A+ I)_1 (A+ kI)_1 olmak iizere,

MHKO(6.,) - MHKO(6(k, d))
=0’ [(A+D) ' (A+dDA™ (A +dD)(A+1)" - AAA']

FA+D " (d1-T)ad' (d-1)(A+D) " ~(AA-T)aa’(AA-T)

= A{G? [ (A+HD) (A+dDA™ (A +dD)(A+KD) " —(A+dDA(A+dD) |
+(d -1’ (A + kD)oo (A + kD)
~[(A+dDA~(A+D)(A+D)]aa'[(A+dDA—~(A+D(A+AD]}A’

=A{’(A+dD| (A+KD)" A (A+HD) " = A](A+d)+(d —1)* (A+k)aa'(A + k)
—| A’ +dA- A’ —kA—A—H |ao'| A’ +dA—A* —kA— A=K [} A’

= A{o> (A+dD|[ (T+kA) ' (A+K)" = A|(A+dD)+(d —1)’ (A +kDao'(A + kT)
—[dA—kA— A - Kl]ao'[dA—kA — A — K[} A’

=A{o?(A+dD)| (1+kA) ' (A+KD) ™" = A (A +dD)+(d ~1) (A +kDaa'(A + k)
—[(k+1-d)A+ Koo [(k+1-d)A+KI]}A’

= A{o k(A +dD)I+ KA YA +dl)+(d —1)* (A + kD)oo’ (A + kT)
—[(k+1-d)A+ Koo [(k+1-d)A+KI]}A’
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esitligi elde edilmektedir. Burada, ikinci terim, (d —1)"(A+kDaa'(A+kI)>0 dir.

Ayrica,

o [(k+1-d)A+ K[ (A+dD)(20+ kA7) (A+dD) | [(k+1-d)A+K]<ko? kabul

g6z Oniine alinip Teorem 2.12 kullanilarak,

S k(A+dDI+ kA ) A+dD) —[(k+1-d)A+ K ]aa'[(k+1-d)A+k1]>0

esitsizliginin ger¢eklendigi sOylenir. Boylce, Teorem 4.3 ispatlanmis olmaktadir.

4.5.4. ﬁ(k, d) Tahmin Edicisinin £-d Sinif Tahmin Edicisiyle Karsilastirnlmasi

(3.35) esitliginde, (4.9) ve (4.23) ifadeleri kullanildiginda,

MHKO(é,_,(k,d)) - MHKO(é(k.d)) = 0> (MAM'— AAA')

| (A= (A1) - (A~ Taw (A1) “28)

bi¢ciminde elde edilmektedir. Bu durumda, £ >0 ve 0<d <1 i¢in asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.4: 6, ,(k,d) ve a(k,d) tahmin edicileri igin k>0 ve —0<d <o olmak

lizere a(k,d) iki tane yanlilik parametresi igeren tahmin edici, @, ,(k,d) k-d simf

tahmin edicisine gore daha 1yi bir tahmin edicidir. Yani,
MHKO(a, ,(k,d))—MHKO(a(k,d)) pozitif tammlidir &

-1

u'(AA—I)’ [0'2 (MAM'—AAA')+(MA—I)aa’(MA—I)I} (AA-T)a<l  (429)
dir.

Ispat: (4.6) ve (4.12) esitliklerinden,
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cov (&, ,(k.d))-cov(d(k,d)) =0’ (MAM'~ AAA')

| {(Aﬂ)l (1+d(A+k) " )A(1+d(A+k) ) (A+1)" ]

—(A+1) (A+dD)(A+H) A(A+K) " (A+dD)(A+T)"

(1+a(a+m) )a(1+d(A+m)”) (A1)

—0'2(A+I) {

)
—(A+d)(A+H) " A(A+K)" (A+dl)

o (o d Y, AGea?] 1 |
=0 dlag{lﬁl ;Lﬂ-k] /11 ( i T )2 }(/114_1)2}'1

2 2 P
g P Al i)
(A+k) (4 +1) (A+k) (4+1) |

2 217
- o*diag /”Ll.(/”tl.+k+d)2 —/’t,.(/’t;+d)
(A4 +k) (4 +1)
i=1

ifadesi elde edilir. Bu durumda,

cov (&k_d (k,d))—cov (&(k, d)) pozitif tanimhidir <

A(A+k+d) =2 (A +d) >0

(4 +k+d) (4 +d) >0
(L+k+d+A+d)(A+k+d-2—-d)>0
A+k+d+A+d>0

k>0
24—k

d>

dir. Teoremdeki kabul gz 6niine alinarak Teorem 2.13’ den ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1: @, ,(k,d) ve a(k,d) tahmin edicileri igin &k >0 ve —0 <d <o olsun. Bu

durumda,

MHKO(a(k,d))— MHKO(a,_,(k,d)) pozitif tammlidir <

o (MA-T) [02 (AAA’—MAM’)+(AA—I)aa’(AA—I)’T (MA-T)a<1 dir



62

5. UYGULAMA

Bu béliimde, teorikte olarak verilen sonuglar1 6rneklendirmek i¢cin Woods, Steinour
ve Starke (1932) tarafindan ilk olarak kullanilan ve daha sonra Hald (1952), Daniel
ve Wood (1980) gibi caligmalarda pek ¢ok kez analiz edilen Portland ¢imento verisi
incelenecektir. Bu veriler, Portland ¢imentosunun hazirlanmasi ve sertlestirilmesi

sirasinda agiga cikan 1s1 miktarin1 gostermektedir. Cimentonun bilesenleri olan dort

bagimsiz degisken, tricalcium aluminate(x1 ), tetracalcium silicate (xz) , tetracalcium

alumino ferrite (x3) ve dicalcium silicate (x4) dir. Bagimli degisken olan ( y) ise

bir gram c¢imento basma diisen kalori cinsinden 1s1 miktarini gostermektedir.
Hesaplamalar Mathematica 7 programiyla yapildigindan diger hesaplamalarla
arasinda kiigiik farkliliklar olabilecektir. Hald veri kiimesinin ham verileri {izerinden

bagimli ve bagimsiz degiskenleri,

[ 78.5 ] 7 26 6 60]
74.3 1 29 15 52
104.3 11 56 8 20
87.6 11 31 8 47
95.9 7 52 6 33
109.2 11 55 9 22
y=102.7 X=|3 71 17 6
72.5 1 31 22 44
93.1 2 54 18 22
115.9 21 47 4 26
83.8 1 40 23 34
113.3 11 66 9 12
1109.4 | 10 68 8 12]

biciminde verilmektedir. Birgok arastirmaci, X'X matrisini korelasyon formda bir
matris olarak elde etmek icin verileri standartlastirmay1r 6nermektedir. Bu durum
tamamen arastirmaciya ve ele alian model yapisina gore degismektedir. Homojen

model kullanildiginda X matrisinin kosul sayis1 423.725 olarak bulunmaktadir. Bu
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durumda X matrisinin i¢ iligkiden oldukca ¢ok etkilenmedigi diisiiniilebilir. Fakat,
X matrisinine (2.10) esitlikleri ile verilen standartlastirma islemi uygulandigi zaman
X'X korelasyon matrisinin kosul sayis1 1376.8806 olmaktadir. Kosul sayisinin 1000
den biiylik olmas1 modeldeki degiskenler arasinda giiclii bir i¢ iliskinin oldugunun bir
gostergesidir. Bu durumda, EKK tahmin edicisi tutarli olmayacagindan Ridge ve Liu
tahmin edicileri EKK tahmin edicisine alternatif olusturacaktir. Diger taraftan, sabit

terim igeren standartlastirilmamis model kullanildiginda X matrisinin kosul sayisi

3.63221x107 degerine yiikselmektedir. Bu durum ise modelde gok yiiksek derecede
coklu i¢ iliski oldugunu gostermektedir (Yang ve Chang, 2010), (Liu, 2003),
(Sakallioglu ve Kagiranlar, 2008).

Bu tezde yanli tahmin edicilerin her iki durum {izerine yapilan c¢alismalarina yer
verilecektir. Ridge ve Liu tahmin edicileri i¢in homojen model ve standarlagtirilmig
veriler, iki yanlilik parametresi iceren tahmin ediciler i¢in homojen olmayan model

ve standartlastirilmamis veriler ilizerinde ¢alisilacaktir.

Veriler standartlagtirildiginda, regresyon katsayilart karsilagtirilabilir  sayisal

birimlerle ifade edilebilmektedir. Standartlagtirma yapildiktan sonra (1.1) lineer

regresyon modeli y, =X B +& lineer modeline doniisecektir. Birim uzunluk

Olceklendirme yontemiyle standartlastirilan veriler,

—0.324738 ] [-0.022649 —0.410983 —0.260016 0.517395 |
—0.405332 —-0.317096 -0.355329 0.145609  0.379423
0.170340 0.173648  0.145557 -0.169877 —0.172465
—-0.150118 0.173648 —-0.318227 -0.169877 0.293191
0.009151 -0.022649 0.071351 -0.260016 0.051739
0.264366 0.173648  0.127005 -0.124808 —0.137972

y,=| 0.139637 X, =[-0.218947 0.423827  0.235748 —0.413916
—-0.439873 -0.317096 -0.318227 0.461095  0.241451
—-0.044577 —-0.268022 0.108454  0.280817 —0.137972
0.392933 0.664392 -0.021405 -0.350154 -0.068986
—-0.223036 -0.317096 -0.151265 0.506164  0.068986
0.343042 0.173648  0.33107 —0.124808 —0.310437

| 0.268204 | | 0.124574 0368173  —0.169877 —0.310437 |
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dir. Bu durumda X X matrisinin 6zdegerleri A, =2.235704 , A, =1.576066 ,

A, =0.186606, 1, =0.001623 olmak iizere, bu dzdegerlerden olusan kosegensel

matris,
2.235704 0 0 0
A 0 1.576066 0 0
s 0 0 0.186606 0
0 0 0 0.001623

dir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerin olusturdugu ortogonal matris ise,

0.475955  0.508979  0.675500 0.241052
| 0.563870 —0.413991 —-0.314420 0.641756
* 1 -0.394067 —0.604969  0.637691  0.268466
—-0.547931 0.451235 -0.195421 0.676734

biciminde elde edilir. Bu durumda, (1.1) lineer regresyon modeli Tanim 2.14 ile
verilen (2.13) kanonik formunda ifade edilir. a parametresinin EKK tahmin edicisi

(1.2) esitliginden,

0.656958
| -0.008308
Herx =1 0.302770
0.388036

A

dir. Ayrica, o parametresinin EKK tahmin edicisi ise &° =0.001958 olarak

bulunmaktadir. Kosul sayisi, %:%:1376.8806 dir. Kosul sayisinin degeri
‘min 4

modelde ¢oklu ig¢ iliski oldugunu gostermektedir. Modelde ¢oklu i¢ iliski oldugunda
EKK tahmin edicisi, a parametresinin ger¢gek degerinden oldukca uzak bir sonug
verecektir. Bu durumda, yanli sonu¢ vermelerine ragmen alternatif olarak, Ridge ve

Liu tahmin edicileri kullanilabilir.

[lk olarak, Ridge tahmin edicisi i¢in yanlilik parametresinin degisimi ile elde edilen

Ridge izi plotu Sekil 5.1°de verilmisitr.
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Ridge izi
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Sekil 5.1. Hald veri kiimesi i¢in elde edilen Ridge izleri

Sekil 5.1’de parametrelerin gorsel olarak kararli oldugu aralik [0.2, 0.4] dir. Ancak,

bu tahmini deger yaklasiktir. £ yanlilik parametresinin analitik yOntemler ile
belirlenmesi halinde elde edilen tahmin degerleri ile birlikte regresyon parametreleri

ve bu parametrelerin SHKO degerleri Tablo 5.1°de verilmistir.

Tablo 5.1. Farkli k£ degerleri i¢in parametre tahmini ve SHKO degerleri

A

ke =0.004537 ks =0.011623  k,, =0.007973

a, 0.655627 0.653560 0.654623
a, —0.00828 —0.00824 —0.00826
a, 0.295583 0.285017 0.290363
a, 0.102267 0.047562 0.065650
SHKO 0.177596 0.145759 0.150364

Ridge tahmin edicisindeki & yanlilik parametresinin alternatif bir tahmini, C, 6l¢iitii
kullanilarak elde edilen lgck =0.02646 degeridir. Ayrica, V, degerlerine karsilik elde
edilen C, degerlerinin serpilme diagrami Sekil 5.2°de verilmistir. Sekil 5.2°de V,

degerlerine gore elde edilen minimum C, degeri /€Ck =0.02646 degeri ile tutarhdir.
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Ck
20}
15+
10} (3.68; 4.12)
51
2 3 p 5 Vi

Sekil 5.2. (Vk,Ck) serpilme diagrami

Simdi, Ridge tahmin edicisine alternatif olarak Onerilen Liu tahmin edicisi ele
alimsin. Liu tahmin edicisinin yanlilik parametresi se¢imi icin Oncelikle SHKO
esitliginin minimize edilmesi ile elde edilen (3.29) esitligi kullanilirsa, yanlilik
parametresi, d_. =-3.733050 olarak elde edilir. Bu deger 0<d <1 araliginda
olmadigindan bu yontemin kullanilmas1 uygun degildir. Ancak, (3.28) ile verilen d

yanlilik parametresinin tahmini i¢in @’ ve o’ parametrelerinin yerine &’ ve &°

tahmini degerleri yazilirsa elde edilen d yanlilik parametresinin tahmini degeri

~

d=0.172274 olarak bulunur. Bu deger icin
a’ =[0.488901 —0.005638 0.091570 0.067369] ve SHKO(&g)=O.214052

d=0.172274

olarak elde edilir. Diger bir alternatif yaklasim olarak, yanlilik parametresinin se¢imi

icin C, ol¢iitii kullanilabilir. Bu durumda, aAVCL =0.952465 olarak bulunur ve bu

deger icin a, =[0.6473 —-0.0081 0.2906 0.3696] ve

dc, =0.9524

SHKO(& P )= 1.106560 ifadeleri elde edilir. Ridge tahmin edicisine benzer olarak
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(VL,CL) serpilme diagraminin olusturulmasi halinde elde edilen d tahmin degeri

A

d., =0.952465 ile tutarhidir. Sekil 5.3°de (V,,C, ) serpilme diagrami verilmistir.

Cr
50

40|

(4.75;, 3.87)

i

3 4

[N

Sekil 5.3. (VL,C L) serpilme diagrami

Tablo 5.2°de k yanlilik parametresinin farkli degerleri i¢in SHKO(& R)degeri ve a,
tahmin edicisinin degerleri verilmistir. Tablo 5.3’de ise d yanlilik parametresinin
farkli degerleri i¢in SHKO(G,) degeri ve @, tahmin edicisinin degerleri

hesaplanmuistir.
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Tablo 5.2. Hald verinin kullanilmasiyla elde edilen @, ve SHKO(@,,,) degerleri

k a, SHKO(a.,,)
0.0001 0.656929  —0.008308  0.302608  0.365525 1.083250
0.0002 0.656899  —0.008307  0.302446  0.345482 0.970407
0.002 0.656371  —0.008298  0.299560  0.173873 0.300407
0.0116 0.653567  —0.008247  0.285051  0.047647 0.145767
0.04 0.645411  —0.008102  0.249326  0.015137 0.153302
0.02 0.651133  —0.008204  0.273461  0.029138 0.147134
0.5 0.536887  —0.006307  0.082287  0.001256 0.214722
0.8 0.483830  —0.005511 0.057265  0.000785 0.241618
0.99 0.455331  —0.005103 0.048018  0.000635 0.256798
0 0.656958  —0.008308  0.302770  0.388036 1.218630
Tablo 5.3. Hald verinin kullanilmastyla elde edilen @, ve SHKO(@,,) degerleri
d a, HKO(a,)
0.1 0.474227  —0.005405  0.073129  0.039369 0.221711
0.2 0.494531  —0.005728  0.098645  0.078110 0.215179
0.5 0.555441  —0.006695  0.175192  0.194333 0.371535
0.8 0.616351  —0.007663  0.251739  0.310555 0.791816
0.9 0.636655  —0.007986  0.277255  0.349295 0.990560
0.95 0.646806  —0.008147  0.290012  0.368666 1.100930
0.98 0.652897  —0.008244  0.297667  0.380288 1.170670
0.99 0.654928  —0.008276  0.300219  0.384162 1.194500
1 0.656958  —0.008308  0.302770  0.388036 1.218630
Tablo 5.2 ve Tablo 5.3 den asagidaki sonuglar ¢ikarilabilmektedir:
1. k=0.02 degerini alalm. Bu durumda, Teorem 3.4’den, d,; yanlilik
parametresinin  degerleri; d,, =0.971300 , d,,=0.967700 , d,;=0.884800 ,
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d, =0.089000 dir. Buradan gorilir ki, 0<0.971300<d <1 i¢in @, tahmin
edicisinin SHKO degeri, a, tahmin edicisinin SHKO degerinden daha kiigiiktiir.
Omegin,  SHKO (6, ) = 0.153022 < SHKO(@,_y04) =1.170670  olarak ~ elde

edilmektedir.

2. d=0.9 degerini alahm. Bu durumda, Teorem 3.3’den &, yanhlik
parametresini  degerleri; &, =0.071200 , £k, =0.063600 , £k,=0.017100 |,
k., =0.000220 dir. Benzer sekilde, 0<0.071200< k <1 i¢in &, tahmin edicisinin
SHKO degeri, @, tahmin edicisinin SHKO degerinden daha kiigiiktiir. Ornegin,

SHKO (84-02, ) = 0.153022 < SHKO(@,_,, ) = 0.99056 olarak elde edilmektedir.

Grafiksel olarak bu ii¢ tahmin edicinin SHKO degerleri Sekil 5.4°de verilmistir.

SHKO
2.0
1.5 . SHKO,
1.0 SHKORjdge
0.5 . SHKO e
k,d
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Sekil 5.4: EKK, Ridge ve Liu tahmin edicilerinin SHKO degerleri

Sekil 5.4°de, SHKO degerleri grafik {izerinde incelenirse, k£ parametresinin yaklasik
olarak 0.003 degerinden biiyiik olmas1 durumunda, Ridge tahmin edicisinin diger
tahmin edicilere gore daha iyi oldugu goriilmektedir. Diger yandan d parametresinin
yaklasik olarak 0.003 den kiigiik degerleri i¢in Liu tahmin edicisi, Ridge tahmin
edicisine gore daha iyidir. Sonu¢ olarak, £ ve d yanlilik parametrelerinin se¢imi

tahmin edicilerin performansini etkilemektedir.

Simdi Hald veri kiimesi {izerinde iki tane yanlilik parametresi i¢eren tahmin ediciler

ele alinsmn. Iki tane yanlilik parametresi igeren tahmin edicilerden (4.3) ve (4.4) ile
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verilen tahmin edicilerinin 6ncelikle & ve d yanlilik parametreleri bulunacak ve
SHKO degerleri 6nce Ridge ve Liu tahmin edicileriyle, sonra da birbirleriyle

karsilastirilacaktir.

Standartlagtirilmamis homojen olmayan model i¢in X'X matrisinin 6zdegerleri,

A, =44676.2 , A,=596542, 1,=809.952 , 1, =105.419, A,=0.001218 ve bu

0zdegerlerin olusturdugu kdsegensel matris ise

[44676.2 0 0 0 0 |
0 5965.42 0 0 0
A=l 0 0 809.952 0 0
0 0 0 105.419 0
|0 0 0 0 0.001218

dir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerin olusturdugu matris ise,

[-0.016994 —0.127886 —0.839675 -0.198419 —0.488807 |
0.003722  -0.042775 -0.509221 0.072109  0.856534

T=| 0.000042 -0.645904 -0.018120 0.755715 —0.106651
0.011041 0.751344 —0.187630 0.61985  —-0.126258

| 0.999788 —0.010284 -0.010303 -0.010519  0.010099 |

@ :% =3.63221x10", olarak

min 5

biciminde elde edilir. Bu durumda, kosul sayisi

bulunur. Yani, X matrisi ¢coklu i¢ iligkiden oldukca fazla etkilenmektedir. Simdi, iki
tane yanlilik parametresi igeren tahmin edicilerden (4.3) ve (4.4) ele alinacaktir.
Tablo 5.4°de (4.4) ve (4.3) tahmin edicileri i¢in elde edilen SHKO degerleri ile
birlikte parametre tahminleri elde edilmistir. £ ve d degerlerinin elde edilmesi igin

Boliim 4.3°de verilen yontemler kullanilmistir.
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Tablo 5.4. iki yanlilik parametresi iceren tahmin edicilerin karsilastiriimasi

k | d |[sHKO | B | b | B | B | B
B(k,d) 0 1 4912.09 | 62.4054 | 1.5511 | 0.5101 | 0.1019 | ~0.1440
B, . (k,d) 0 1 4912.09 | 62.4054 | 1.5511 | 0.5101 | 0.1019 | ~0.1440
B(k,d) 0.0015 1 2170.96 | 27.6164 | 1.9089 | 0.8687 | 0.4679 | 0.2073
B, .(k,d) | 00015 1 2170.97 | 27.6587 | 1.9085 | 0.8682 | 0.4675 | 0.2069
B(k,d) 0 0.95 | 444344 | 59.2913 | 1.5824 | 0.5424 | 0.1341 | —0.1125
B, . (k,d) 0 095 | 444344 | 592913 | 1.5824 | 0.5424 | 0.1341 | —0.1125
B(k,d) 0.0022 | 095 | 226507 | 21.1591 | 1.9746 | 0.9354 | 0.5353 | 0.2726

[Aikfd (k,d) 0.0022 0.95 2263.65 | 21.2079 | 1.9742 | 0.9349 | 0.5348 0.2721

ﬁ(k,d) 0.0015 0.95 2175.19 | 26.2396 | 1.9224 | 0.8830 | 0.4819 | 0.2213

[Aikfd (k,d) 0.0015 0.95 2174.93 | 26.2820 | 1.9220 | 0.8826 | 0.4814 | 0.2209

ﬁ(k,d) 0.0015 0.4412 | 2706.07 | 12.2315 | 2.0595 | 1.0290 | 0.6242 | 0.3639

[Aikfd (k,d) 0.0015 0.4412 | 2703.13 | 12.2738 | 2.0591 | 1.0286 | 0.6238 0.3634

ﬁ(k, d) 0.0076 0.98 2998.32 8.4886 | 2.1053 | 2.0659 | 0.6689 | 0.4006

[Aikfd (k,d) 0.0076 0.98 2992.67 8.5540 | 2.1047 | 2.0652 | 0.6683 0.3999

B(k,d) | 07948 | 045 | 3884.88 | 0.0900 | 21737 | 1.1566 | 0.7443 | 0.4881

ﬁk_d (k,d) 0.7948 0.45 3875.46 0.1659 | 2.1837 | 1.1533 | 0.7513 0.4857

B(k,d) | 07948 | 095 | 3878.95 | 0.1378 | 21800 | 1.1545 | 0.7487 | 0.4866

ﬁk_d (k,d) 0.7948 0.95 3869.54 0.2137 | 2.1900 | 1.1513 | 0.7556 | 0.4842

ﬁ(k,d) 28.9913 0.98 3890.06 0.0454 1.8734 | 1.2253 | 0.5329 | 0.5329

ﬁk_d (k,d) 28.9913 0.98 3880.47 0.1257 | 2.1887 | 1.1527 | 0.7547 | 0.4855

B(k,d) | 289913 | 095 | 3890.07 | 0.0454 | 18731 | 12254 | 05353 | 0.5329

ﬁk_d (k,d) 28.9913 0.95 3880.48 0.1256 | 2.1883 | 1.1528 | 0.7545 0.4855

Iki yanlilik parametresi iceren tahmin ediciler igin analitik yontemlerle belirlenebilen
farkli k£ ve d degerleri elde edilmektedir. Buradaki amacimiz, (4.3) ve (4.4) tahmin
edicilerini farklt k£ ve d degerlerini kullanarak karsilastirmaktir. Tablo 5.4’de, iki
yanli tahmin edicilerin noktasal £ ve d tahmin degerlerine gore karsilastirilmalari
grafiksel yaklasimlar kullanilarak daha kapsamli olarak verilebilir. ilk olarak, MHKO

Olciitiine gore, ¢esitli sabit k& degerleri i¢in (4.4) tahmin edicisinin (4.3) tahmin edicisi
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ile karsilastirilmas1 Sekil 5.5a, Sekil 5.5b, Sekil 5.5¢, Sekil 5.5d, Sekil 5.5¢’de

verilmisgtir.

4.29) Olciitii
(G57) 0

1.005
k=0.0015

1000 === mimimimimim mim e S S PP -
0.995 o

0.990

(4.29) Olgitii

0.985

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 ].5d

Sekil 5.5a. £ =0.0015 i¢in tahmin edicilerin (4.29) 6l¢iitiine gore karsilastirilmasi

k=0.0022
2R sy SIS RPOY -

0.995 i !
0.990

(4.29) Olgitii

0.985

d

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 L5

Sekil 5.5b. k£ =0.0022 i¢in tahmin edicilerin (4.29) 6lgiitiine gore karsilastirilmasi
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13700
1.005
J.000)e+m1mrmimrnimimiminimim i i e s -
0.995

0.990

0.985

k=0.0076

(4.29) Olgitii

Sekil 5.5¢. £ =0.0076 igin tahmin edicilerin (4.29) 6l¢iitiine gore karsilagtirilmasi

(4.29) Olciitii

1.004
1.002
L.000 = =simimimimimiminiminim e e ETE TR eimternim e e -
0.998

0.996

270 280 290 300 310

d

k=0.7948

(4.29) Olgitii

Sekil 5.5d. £ =0.7948 i¢in tahmin edicilerin (4.29) 6lgiitiine gore karsilastirilmasi
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(4.29) Olciitii

1.004

k=28.9913

1.002

J.0003= = =r=rmrmimi e o TR i e e s e e s e e e e -

0.998 (4.29) Olciiii

0.996

10000 10500 11000 11500 ]2006

Sekil 5.5e. £ =28.9913 i¢in tahmin edicilerin (4.29) dlgiitiine gore karsilastiriimasi

Sekil 5.5(a-e) tahmin edicilerinin (4.29) 6l¢iitiine gore birbirlerine tistiinliikleri farkl
k degerleri igin degistigi goriilmektedir. Ozel olarak, k =0.0015 igin verilen grafik
yorumlanirsa, yaklasik olarak d >1.1 degeri i¢in (4.4) ile verilen Yang ve Chang
tahmin edicisi, (4.3) ile verilen k-d sinif tahmin edicisinden daha iyi bir tahmin
edicidir. Diger bir deyisle yaklasik olarak d <1.1 i¢in (4.3) k-d siif tahmin edicisi,

(4.4) ile verilen Yang ve Chang tahmin edicisine gore daha kotiidiir.

Son olarak, (4.4) tahmin edicisi ile (4.3) tahmin edicisinin SHKO O0lgiitiine gore
karsilastirilmas: Sekil 5.6a, Sekil 5.6b, Sekil 5.6¢, Sekil 5.6d ve Sekil 5.6e’de

verilmistir.
217302
2171.5 k=0.0015
2171.0 — (4.4) Tahmin Edicisi
2170.5 (43) Tahmin Edicisi

d

0.96 0.97 0.98 0.99 1.00 1.01

Sekil 5.6a. £ =0.0015 i¢in tahmin edicilerin SHKO 6lgiitiine gore karsilastiriimasi
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217L2g.l(gKO

21715 k=0.0022

2]71_0\/ —— (44) Tahmin Edicisi

2170.5 (4.3) Tahmin Edicisi
1.22 1.23 1.24 1.25 1.2(#

Sekil 5.6b. £ =0.0022 i¢in tahmin edicilerin SHKO o6lgiitiine gore karsilastirilmasi

SHKO
2171.10

2171.05
k=0.0076

2171.00

—_— (4.4) Tahmin Edicisi

2170.95

2170.90

(4.3) Tahmin Edicisi

2170.85

3.190 3.195 3.200 3.205 3.2151

Sekil5.6¢. £ =0.0076 i¢in tahmin edicilerin SHKO 6lgiitiine gore karsilastirilmasi



SHKO
2196.0

2195.9

2195.7

76

2195.8\—/

283 284 285

286

287

d

k=0.7948

—_— (4.4) Tahmin Edicisi

(4.3) Tahmin Edicisi

Sekil 5.6d. £ =0.7948 i¢in tahmin edicilerin SHKO o6lgiitiine gore karsilastirilmasi

SHKO
3751.5

3751.4
3751.3
3751.2
3751.1\
3751.0
3750.9

\

800 805 810

815

820

d

k=28.9913

—_— (4.4) Tahmin Edicisi

(4.3) Tahmin Edicisi

Sekil 5.6e. £ =28.9913 i¢in Tahmin Edicilerin SHKO 6lgiitiine gore Karsilagtirilmasi

Sekil 5.6(a-e) tahmin edicilerinin SHKO o6lgiitiine gore birbirlerine iistlinliikleri farkli
k degerleri icin degismektedir. Ozel olarak, k=0.0015 igin verilen grafik
yorumlanirsa, yaklasik olarak d < 0.984 degeri i¢in (4.4) ile verilen Yang ve Chang
tahmin edicisi, (4.3) ile verilen k-d simif tahmin edicisinden daha iyi bir tahmin

edicidir. Diger taraftan, yaklasik olarak d > 0.984 icin (4.3) k-d sinif tahmin edicisi,

(4.4) ile verilen Yang ve Chang (2010) tahmin edicisine gore daha iyidir.
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6. MALZEME VE YONTEM

Birinci boliimde, c¢oklu i¢ iliski problemi tanitilarak, ¢oklu i¢ iligskinin belirlenmesi,

neden oldugu sonuglar ve ¢6ziim yontemlerinden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, sonraki béliimlerde yer alan teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan

genel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii bdliimde, modelde coklu ic¢ iliski olmast durumunda EKK tahmin edicisine
alternatif olarak oOnerilen Ridge ve Liu tahmin edicileri tanitilmis ve yanlilik

parametrelerinin bulunmasi igin gesitli yontemler verilmistir. Bu ydntemler; Ridge Izi

A

yontemi, SHKO(@,) ve SHKO(a,) degerlerinin minimize edilmesi, ks> ks C,
dlgiitli, C, olgiitii ve Iterasyon yontemi’dir. Ayrica, EKK, Ridge ve Liu tahmin edicileri

birbirleriyle SHKO ve MHKO dlgiitlerine gore karsilagtirilmisgtir.

Dordiincii boliimde, modeldeki ¢oklu i¢ iliskiyi ortadan kaldirmak icin EKK, Ridge ve
Liu tahmin edicilerini igeren iki tane yanlilik parametresine bagli tahmin ediciler
tanitilmistir. Ozellikle, Yang ve Chang (2010) tarafindan tanimlanan iki tane yanlilik
parametresi iceren yeni tahmin edici ile Sakallioglu ve Kagiranlar (2008) tarafindan
tanimlanan k-d smif tahmin edici lizerinde durulmus ve bu tahmin edicilerin & ve d
yanlilik parametrelerinin bulunmasi i¢in yontemler verilmistir. Bu yontemler, SHKO
degerinin minimize edilmesi ve grafiksel yontemlerdir. Ayrica, tanitilan iki tane yanlilik
parametresi igeren tahmin edicilerin EKK, Ridge, Liu tahmin edicileriyle ve birbirleriyle

MHKO 6lgiitiine gore karsilagtirilmasi yapilmistir.

Besinci bolimde, Mathematica 7 programi kullanilarak literatiirde yaygin olarak

kullanilan Hald veri kiimesi 0nerilen yaklagimlarla yeniden analiz edilmistir.

Sonucgta, modelde ¢oklu i¢ iliski olmasi durumunda literatiirde var olan tahmin

edicilerden daha iyi bir tahmin edicinin 6nerilebilecegi belirtilmistir.
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7. BULGULAR

Bu tezde, lineer regresyon model ve modelde ¢oklu i¢ iligki olmast durumu ayrintili bir
sekilde tanmitilmig, coklu i¢ iliskinin belirlenmesi ve giderilmesi i¢in yontemler

verilmistir.

Coklu ig¢ iligkinin giderilmesi i¢in verilen yontemler; ek veri toplanmasi, c¢oklu i¢
iliskiye sebep olan degiskenlerin modelden ¢ikarilmasi gibi model tizerinde degisiklik
yapmaya yonelik yontemlerdir. Bu yontemlere ek olarak, model {izerinde degisiklik
yapilmadan yanli sonu¢ vermelerine ragmen parametre varyanslari kiiciik olan bazi
yanli tahmin ediciler kullanilabilir. Ancak, yanli tahmin ediciler yanlilik parametrelerine
bagl olarak verilmektedir. Dolayisiyla yanlilik parametrelerinin regresyon katsayilari
lizerinde olumsuz etkileri olabilmektedir. Ornegin, Ridge tahmin edicisinde, k degerinin
sonsuza gitmesi durumunda regresyon parametreleri sifira yakinsamaktadir. Bu durum
ise, yanlilik parametrelerinin nasil se¢ilecegi sorusunu glindeme getirmistir. Buradan

hareketle, yanlilik parametrelerinin segimleri icin ¢esitli Olgiitler ileri siirilmiistiir. Bu

dliitlerden bazilar; Ridge izi ydntemi, SHKO(a,) ve SHKO(a,) degerlerinin

minimize edilmesi, IQHKB, IQLW, C, lgiitii, C, 6lgiitii ve iterasyon ydntemi’dir. Ileri
siirilen bu oOlgiitler incelendikten sonra li¢lincii ve dordiincii boliimde verilen tahmin
edicilerin birbirleriyle olan karsilagtirmalar1 verilmistir. Boliim 4’de, Sakallioglu,
Kagiranlar(2008) ve Yang ve Chang(2010) tarafindan Onerilen tahmin ediciler
karsilastirilmistir. Buna ek olarak, SHKO ve MHKO olgiitlerine gore karsilagtirmalari
hem grafiksel hem de teorik agidan verilmistir. Ayrica, bu tezde MHKO, SHKO ve
GHKO arasindaki iligkiye dikkat ¢ekilmistir.

Sonug olarak, yanl tahmin edicilerden hangisinin daha iyi oldugunun belirlenmesinde,
B ve o’ bilinmeyen parametreleri ile yanlilik parametresinin se¢iminin dikkate

alinacagi vurgulanmistir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Yapilan calismalarda, lineer regresyon modelinde agiklayict degiskenlerin bagimsiz
oldugu varsayilmaktadir. Ancak, uygulamada bu varsayim her zaman gecerli
olmayabilir. Bu durum ise ¢oklu i¢ iliski problemine neden olmaktadir. Modelde ¢oklu
i¢ iligki probleminin etkisini giderebilmek i¢in ¢oklu i¢ iligskiye neden olan degiskenler
modelden c¢ikarilabilir, ek veri toplanabilir ya da degiskenler iizerinde doniisiim
yapilabilir. Bu yontemler veriler iizerinde degisiklik yapmaya yoneliktir. Ancak, veriler
tizerinde degisiklik yapmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu nedenle, veriler
tizerinde higbir degisiklik yapmadan, ¢oklu i¢ iligki probleminin iistesinden gelmek igin

parametre varyanslar1 kii¢iik olan yanli tahmin edicilerin kullanilmasi 6nerilmistir.

Bu tezde, yanhi tahmin edicilerden Ridge tahmin edici, Liu tahmin edici, k-d sinif
tahmin edici ve iki tane yanlilik parametresine bagli olan alternatif tahmin edici
incelenmistir. Literatiirde pek ¢ok tahmin edici oldugundan hangi tahmin edicinin daha
1yl oldugu sorusu dogmustur. Buradan hareketle, tahmin edicilerin karsilastirilmasi i¢in
MHKO, GHKO ve SHKO olgiitleri ileri siiriilmistir. Karsilagtirmalarda SHKO
Ol¢iitliinlin kullanilmas1 durumunda, MHKO matrisinin kdsegen disindaki elemanlar1 goz
ard1 edilmektedir. Bu nedenle, MHKO 06lgiitii daha iyi bir 6l¢iit olmakla birlikte, bazi
durumlarda hesaplamalardaki kolaylik acisindan SHKO ve GHKO 6lgiiti
kullanilabilmektedir.

EKK tahmin edicisine alternatif olarak Onerilen tahmin edicilerin daha iyi oldugunu
gorebilmek i¢in her zaman ig¢ iligkiden yiiksek derecede etkilenmis X model matrislerin
ele alinmas1 gerekmektedir. Aksi takdirde, orta derecede i¢ iliskiden etkilenmis model
matrislerde yanli tahmin edicilerin etkisi ¢ok azdir. Bu durumda, arastirmacilar yanh
tahmin ediciler yerine optimallik o6zelliklerinden dolayr EKK tahmin edicilerini

kullanmay1 tercih ederler.
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Bu tezde yapilan analizler, kullanilan modelin yapisina ve modelde standartlagtirmanin
yapilip yapilmamasina bagli olarak tahmin edicilerin birbirlerine olan iistiinliiklerini
yanlilik parametrelerinin se¢imini géz Oniine alarak inceler. Standartlastirma isleminin
yapilmasi genel olarak arastirmaciya baglidir. Bu durum g6z oniinde bulundurularak,
literatiirde yaygin olarak kullanilan Hald veri kiimesi once standartlagtirilmis, homojen
model kullanilarak ele alinmis ve bu durumda Ridge ve Liu tahmin edicileri i¢in veriler
analiz edilmistir. Daha sonra standartlastirilmamis, homojen olmayan model ele alinmis
ve bu durumda ise iki yanlilik parametresi igeren alternatif tahmin edici ve k-d simif

tahmin edici i¢in veriler analiz edilmistir.

Ucgiincii ve dordiincii béliimlerdeki yapilan karsilastirma testlerinde, tahmin edicilerin
birbirlerine gore istilinliikleri yanlilik parametrelerinin se¢imine baghdir. Bu durumda,
hangi tahmin edicinin daha iyi olduguna karsilastirma testlerinin sonuglarina gore karar
verilebildiginden, yanli tahmin edicilerden birinin digerine gore her zaman daha iyi
olmadig1 sOylenebilir. Bu durumda birka¢ tahmin ediciyi igeren ve birden fazla yanlilik
parametresine bagli yeni bir tahmin edici 6nerilebilir. Onerilecek olan tahmin edicinin,

icerdigi tahmin edicilerden daha iyi bir tahmin edici olmasi istenen bir durumdur.

Dordiincii boliimde, iki tane yanlilik parametresine bagli tahmin ediciler esasinda k ve d
yanlilik parametrelerine verilen uygun degerler icin elde edilen EKK, Ridge ve Liu
tahmin edicileriyle karsilastirilmistir. Ancak, karsilastirma testlerine gore iki yanlilik
parametresine bagli tahmin ediciler her zaman icerdikleri Ridge ve Liu tahmin
edicilerinden daha iyi birer tahmin edici degildirler. Bu durum, verilen karsilastirma
testlerinin bir sonucu olarak ortaya konmustur. Son olarak ise, Sakallioglu ve Kaciranlar
(2008) ve Yang ve Chang (2010) tarafindan 6nerilen tahmin ediciler karsilastirilmistir
ve yanlilik parametrelerinin se¢cimine bagli olarak birbirlerine olan istiinliiklerinin

degisebilecegi goriilmiistiir.

Ayrica, SHKO ve MHKO dlgiilerine gore karsilagtirmalari hem teorik hem de grafiksel
verilmistir. Besinci boliimde elde edilen sonuglar, Sekil 5.6’da SHKO o6l¢iitiine gore
yapilan karsilastirmalarda, tahmin edicilerin birbirlerine gore iistiinliiklerinin Sekil 5.5
de MHKO olgiitine gore yapilan karsilastirmalardan oldukg¢a farkli oldugunu
gostermektedir. Bu ise, Teorem 4.4’de verilen (4.29) dlgiitiinlin daha kapsamli oldugunu

yani MHKO §lgiitiiniin daha iyi bir 6l¢iit oldugunu gdstermektedir.
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