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�            : X,Y vektör alanlarının Lie parantezi 

��                : X vektör alanının bir m noktasındaki integral eğrisi 

��
��        : Y’ nin X’ e göre � ∈ � noktasındaki Lie türevi  

	��           : M’nin açık alt kümeleri üzerinde tanımlı olan bütün diferensiyellenebilir  

                       vektör alanlarının bir kümesi 

�                  : kontrol sistemi 

D                  : sistemin dinamiği 

��                : sözde (pseudo) grubu 

 ��                : sözde yarı (pseudo-semi) grubu 

�����        : �� ‘nin afin grubu 

�����        : �� ‘nin afin cebiri 

���            : G bağlantılı bir Lie grubu 

����         : G‘nin afin grubu 

����         : G‘nin afin cebiri 

����         : ′′	�� + �	′′ afin grubu 

����         : ′′	�� + �	′′ afin grubunun Lie cebri 
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ÖZET 

LIE GRUPLARI ÜZER İNDEKİ AFİN KONTROL SİSTEMLER İ İÇİN BİR 
KONTROL ED İLEBİLİRLİK KARAKTER İZASYONU 

’Lie Grupları Üzerindeki Afin Kontrol Sistemleri İçin Bir Kontrol Edilebilirlik  
Karakterizasyonu’’ adlı bu tez çalışması üç bölümden oluşmaktadır. 

Afin sistemlerin kontrol edilebilirliği bilineer kısmının kontrol edilebilirliğine bağlı 
olarak çalışılmıştır. Bilineer sistemlerin incelenmesi ilk olarak 1972 ‘de Brockett [18], 
ve daha sonra 1973 ‘te Mohler [19], tarafından başlatılmıştır. Bilineer sistemler için 
temel obje olarak Lie cebirinin kullanılması yine 1972 ‘de Brockett [18], ve daha sonra 
1997 ‘de Jurdjevic ‘in [6],çalışmaları ile başlamıştır. Jurdjevic ve Sallet 1984 yılında ��  
üzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirli ğini karakterize etmişlerdir [12]. 
Daha sonra benzer tekniklerle, 2006’da Kara ile San Martin Genelleştirilmi ş Heisenberg 
[13], ve 2010’da da Kara ile Kule Carnot grupları, [14] üzerinde karakterizasyonu 
genelleştirmişlerdir. 

İlk bölüm de, konu hakkındaki genel kavramlar verilmektedir. 

İkinci bölüm de, genel kontrol sistemi verilerek, �� ve Lie grupları üzerinde afin 
kontrol sistemleri incelenmektedir.. 

Genel bir kontrol sistemi, ∑ =(M,D) şeklinde bir ikiliden oluşmaktadır. Burada, M 
diferansiyellenebilir bir manifold ve D de M manifoldunun açık altkümeleri üzerindeki 
tüm düzgün vektör alanlarının bir topluluğu olan X(M) ‘nin bir altkümesidir. 

M ‘ye ∑ ’nın durum uzayı ve D’ nin elemanlarına sistemin stratejileri denir.  

∑  kontrol sistemi;  

�∑ = ����� ∘ ���	 ∘ … ∘ ���
  �� ∈ !, "� ∈ �, # ∈ $% 
sözde (pseudo) grubunu tanımlar ve ∑’nın, M’nin p  noktasındaki yörüngesi  

{ }
∑∑

∈= GppG ϕϕ |)()(  

p ’de 
∑

G ’ nın etkisi ile verilir. Ayrıca ∑  ‘ya ilişik  

&∑ = ����� ∘ ���	 ∘ … ∘ ���
  �� ∈ !, "� ≥ 0, # ∈ $% 
sözde yarı (pseudo-semi) grubu vardır.  

&∑'� = �('�|( ∈ &∑% 
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sistemin pozitif yörüngesidir. Genel olarak, Mp ∈∀ için,  

     )()( MpGpS ⊆⊆
∑∑  

dir. 

Kontrol edilebilirlik problemi durum uzayı M, p ve dinamik D üzerindeki hangi koşullar 
altında bir p noktasından başlayarak pozitif zamanla M ‘nin tüm noktalarına ulaşma 
problemidir, yani; ne zaman &�'� = � olur. 

��	 üzerindeki bütün endomorfizmaların uzayını *+,�� ve bütün lineer 
otomorfizmaların kümesini de -."�� ile gösterirsek, -."�� ile �� ‘nin semi-direkt 
çarpımı; yani, 

-/�� = -."�� ⊗ �� 

��	’nin afin grubunu tanımlar ve bu grubun Lie cebiri ; 

�/�� = 	*+,�� ⊗ �� 

şeklindedir. Dolayısıyla, - ∈ *+,��	ve	� ∈ �� için,  

�'� = -' + � 

vektör alanına afin vektör alanı denir. 

�� üzerinde 0�'"�, �� üzerindeki difeomorfizmaların 1-parametreli grubunu oluşturur 
ve bunun sonsuz küçük üreteçleri 

�'� = -' + � 

afin vektör alanlarıdır. Burada, �, ��, … , �� afin vektör alanlarının herhangi bir sonlu 
topluluğu, 

��'� = -�' + �					1 = 0,1, … , � 

olmak üzere bir kontrol sistemi tanımlar. 

,'," = �'� + 2 .�"���'� = -' + �� + 2 .�"�-�' + ����

���

�

���

 

şeklindeki kontrol parametreli diferensiyel denklemler �� üzerindeki afin sistemlerin 
dinamiğini oluştururlar. Burada, .� ∈ 3 ⊂ �� fonksiyonları kontrollerle ilgili keyfi 
fonksiyonlar, -, -�, … , -� ler + × + ‘lik matrisler ve �, ��, … , ��’ ler ise �� içindeki 
sütun vektörleridirler. 

G bağlantılı bir Lie grubu ve g ’de onun Lie cebiri olmak üzere, 

∑
=

+++=
d

j

jj
j pXDtupXDtp

1

.

))()(())(()(  
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diferansiyel denklem ailesi, G üzerindeki afin kontrol sistemini belirler. Burada, Gp ∈
)(,...,, 1 GautDDD d ∈ ; gXXX d ∈,...,, 1  ve ju  de kontrolleri göstermektedir. 

Sistemin dinamiği  

{ }∑
=

∈+++=
d

j

djj
j RuXDuXDD

1

)(  

şeklindedir.  
Çalışmanın özgün kısmını oluşturan, üçüncü bölüm de ise, ′′	�� + �′′ grubu üzerindeki 
afin kontrol sistemleri incelenmiştir. 
 

-/1�, 2�2 ‘lik reel matrislerin bir grubu olduğundan dolayı ℝ�’ de geometrik bir 
nesnedir ve diğer taraftan, ℝ�’	ün sınırsız bir alt kümesidir. Çünkü, -/1�’ in tanımı 
gereği, �	herhangi bir sayı ve � ise pozitif herhangi bir sayıdır. Ayrıca, tıkız olmayan bir 
Lie grubudur. Tüm bu özellikleri ile değişmeli olmayan bağlantılı 2-boyutlu tek Lie 
grubudur.  

-/1� basit (simple) bir grup değildir. Ayrıca, (’ nin çekirdeğindeki matrislerin normal 
alt grubu, kendi matris Lie grubudur. -/1� grubunun çekirdeği, bütün matrislerini 
birim matrise gönderen bir grup homomorfizmasıdır. Yani, � → 1	ve	� = 0 için, 

( 4� �
0 15 = 41 0

0 15	 
                                                    (: 4� �

0 15 ⟼ 41 0
0 15 

dır. 

Geometrik olarak, bu alt grup bir doğrudur, ve 

41 ��
0 1 5 41 �	

0 1 5 = 41 �� + �	
0 1 5 

olduğundan dolayı, grup işlemi doğru üzerinde toplamaya tekabül etmektedir. 

-/1� , 4-boyutlu Öklid uzayı ℝ�’ de sonsuz bir düzlemin yarısı olduğundan dolayı, 
geometrik olarak  birim elemandaki teğet düzlem şeklindedir. Bununla beraber, teğet 

uzayın  matrislerini bulmak için, -/1�’in birim elemanı 41 0
0 15 ’ dan -/1�’ in yakın 

noktalarına olan vektörlere bakılır. Burada, düzlemdeki Lie doğrultuları aşağıdaki 
vektörlerle gerilirler; 

6 = 41 0
0 05 ,			7 = 40 1

0 05 

Bu baz vektörlerinin Lie parantezi ; 

�6, 7� = 67 − 76 
                                                                   = 7 

şeklindedir. �/1�	  bir Lie cebiri yapısına sahip olduğu için aşağıdaki özellikleri sağlar;  
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• �6, 7� = −�7, 6�     ∀6, 7 ∈ �/1� 
•89, �6, 7�: + 86, �7, 9�: + 87, �9, 6�: = 0;   ∀9, 6, 7 ∈ �/1�	(Jacobi	Özdeşliği)	 
�/1�’in Lie grubu olan -/(1)’ in merkezinin birim elemandan meydana geldiği 
bulunmuştur. 

′′	�� + �	′′ grubunun cebirsel özelliklerinin bazıları incelenmiş ve çözülebilir ancak 
nilpotent olmayan bir Lie grubu olduğu gösterilmiştir. 

Sistemin kontrol edilebilirlik karakterizasyonunda kullanabilmek için, grubun 
otomorfizm yörüngesi hesaplanmıştır.  

Ayrıca, sistemin durum uzayı -/1�’	 in yerel tıkız bir Hausdorff uzayı olduğu ispat 
edilmiştir.  

Son olarak, -/1� grubunun otomorfizm yörüngesi -.";-/1�<’ in yoğun olduğu 
gösterilmiş ve		-/1� durum uzayı üzerindeki afin sistemin kontrol edilebilir olması 
için gerek ve yeter koşulun afin kontrol sistemine ilişik olan -.";-/1�< − yörüngesi	 
üzerindeki bilineer sistemin kontrol edilebilmesi olduğu ispat edilmiştir. 
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SUMMARY 

A CONTROLLABILITY CHARACTERIZATION FOR AFFINE CONTR OL 
SYSTEMS ON LIE GROUPS 

This thesis titled ‘’A Controllability Characterization for Affine Control Systems on Lie 
Groups’’ consistof three parts. 

Controllability of Affine systems is studied related to the conrtollability of bilinear 
control systems. Study on bilinear systems has been initiated by the first in 1972 by 
Brockett, [18], and later in 1973 by Mohler, [19]. The use of Lie algebra as a 
fundamental object for Bilinear systems has been initiated again in 1972 by the work of 
Brockett, [18], and later in 1997 by the book of Jurdjaveic, [6]. Jurdjevic and Sallet in 
1984 have characterized the controllability of affine control systems on �� [12]. Later, 
by the similar techniques, on Generalized Heisenberg groups in 2006 Kara and San 
Martin, [13], and on Carnot groups in 2010 Kara and Kule, have generalized the 
characterization. 

The first chapter, it is given the general concept on the subject. 

In the second chapter, giving the general control system, the affine control systems on �� and on Lie groups are studied. 

A general control system consists of a pair of the form ∑ = �, !�. Here, � is a 
diffrentiable manifold and ! is a subset of ��� which is collection of all smooth 
vector fields on open subsets of �. 

It is called that � is a state space of ∑ and the elements of ! are the strategies of of the 
system. 

Control system ∑, 

�∑ = ����� ∘ ���	 ∘ … ∘ ���
  �� ∈ !, "� ∈ �, # ∈ $% 
defines so-called pseudo group and the orbit of ∑ at the point of ' of �. 

�∑'� = �('�|( ∈ �∑% 
is given by the action of �∑ at '. Moreover, associated to ∑, there exist 

&∑ = ����� ∘ ���	 ∘ … ∘ ���
  �� ∈ !, "� ≥ 0, # ∈ $% 
so-called pseudo-semi group, 

&∑'� = �('�|( ∈ &∑% 



xi 
 

is the positive orbit of the system. In general, ∀' ∈ �, 

&∑'� ⊆ �∑'� ⊆ � 

Controllability problem is to find under which conditions on the state ', state space � 
and the dynamic ! to reach all points of � by starting from ' with positive over time, 
i.e.; when &∑'� = � ? 

If we denote space of the all endomorphisms of �� by *+,�� and denote the set of all 
linear automorphisms by -."��, then the semi direct product of *+,�� and -."��, 
i.e.;  

-/�� = -."��⨂�� 

defines the affine group of �� and Lie algebra of this group is of the following from 

�/�� = *+,��⨂�� 

Therefore, for - ∈ *+,�� and � ∈ ��, the vector field 

�'� = -' + � 

is called affine vector field. 

0�'"� on �� creats 1-parameter group of diffeomorphisms on �� and these 
infinitesimal generators, 

�'� = -' + � 

are affine vector fields. Here, any finite number of affine vector fields ��, �	, … , �� 
such that  

��'� = -�' + �													1 = 1,2, … , � 

defines a control system. 

,'," = �'� + 2 .�"���'� = -' + �� + 2 .�"�-�' + ����

���

�

���

 

Such control-parameter differential equations on �� form the dynamics of affine 
systems. Here, .� ∈ 3 ⊂ �� functions are of arbitrary functions of controls, -�, -	, … , -� are +�+ matrices and ��, �	, … , �� are the column vectors of ��. 

Let � be a connected Lie group and g its Lie algebra, and then the family of differential 
equations 

'"� = ! + ��'� + 2 .�"�;!� + ��<'��

���

 

Determines the affine control system on �. Here, ' ∈ �, !, !�, … , !� ∈ �."��, �, ��, … , �� ∈ g and .� denotes the controls. The dynamics of the system is in the 
following form 
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! = =! + � + 2 .�;!� + ��<�

���

> . ∈ ��? 

In the third section which contains the original part of the study, the affine control 
systemson ′′�� + �′′ group have been investigated. 

Since -/1� is a group of 2�2 real matrices, it is a geometric object in �� and on the 
other hand it is an infinite subset of ��. Because of the definition of -/1�,� is any 
number and � is any positive number. In addition, -/1� is a non-compact Lie group. -/1�, with all of these properties, is the only non-abelian 2-dimensional connected Lie 
group. 

-/1� is not a simple group. Moreover, normal subgroup of matrices in kernel of ( is 
their matrix Lie group. Kernel of -/1� is a group homomorphism that sends al of 
matrices to unit matrix. So, for � → 1	and � = 0. 

( 4� �
0 15 = 41 0

0 15	 
                                                    (: 4� �

0 15 ⟼ 41 0
0 15 

Geometrically, this subgroup is a line and 

41 ��
0 1 5 41 �	

0 1 5 = 41 �� + �	
0 1 5 

Because of that, the group operation corresponds to the addition on the line. Since -/1� is the half of a plane in the four-dimensional Euclidean space ��, it is 
geometrically clear that it is of the form of the tangent space at the identity element. 
However, to find explicit matrices for the elements of the tangent space we look at the 
vectors from the identity element of -/1�. Here, Lie directions in the plane are 
stretched by the following vectors; 

6 = 41 0
0 05 ,			7 = 40 1

0 05 

Lie brackets of these base vectors have the following form; 

�6, 7� = 67 − 76 
                                                                   = 7 

Since, �/1� has a Lie algebra structure, provides the following properties, 

• �6, 7� = −�7, 6�     ∀6, 7 ∈ �/1� 
•89, �6, 7�: + 86, �7, 9�: + 87, �9, 6�: = 0;   ∀9, 6, 7 ∈ �/1�	(Jacobi	Identity)	 
That the center of the Lie group -/1� which is the Lie group of �/1� consists of the 
identity element has been found. 
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Some of the algebraic properties ′′�� + �′′ group has been studied and, that  ′′�� + �′′ 
group is not nilpotent but solvable Lie group has been showed. 

To use the characterization of the controllability of the system, the authomorphism orbit 
of the group has been calculated. 

In addition, that the system’s state space -/1� is a locally compact Hausdorff space 
has been proven. 

Finally, it has been shown that the authomorphism orbit of -/1� group is dense and it 
has been proven that the affine control system on the state space -/1� is controllable if 
and only if associated to affine control system on -.";-/1�<-orbit is controllable. 
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1. GİRİŞ 

Bu tez çalışmasının amacı, diferensiyel geometrik bakış açısı ile, topolojik ve cebirsel 

yaklaşımlar kullanılarak Lie grupları üzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol 

edilebilirliği için genel bir sonuç bulmaktır. Kontrol edilebilirlik problemi, Geometrik 

Kontrol Teorideki klasik temel en önemli problemlerden biridir. Lie grupları üzerindeki 

afin kontrol sistemleri ise, lineer, bilineer ve invariant sistemlerden daha genel bir 

sistem olarak önemli bir yer tutmaktadır. Bu problem ve yaklaşım ile ilgili olarak ilk 

çalışma 1984 yılında Jurdjevic ve Sallet tarafından yapılmıştır, [11]. Jurdjevic ve Sallet, 

n-boyutlu Öklid uzayı üzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirliğini cebir 

seviyesindeki homoteti fonksiyonu yardımıyla ilişik bilineer sistemin kontrol 

edilebilirliğini taşıyarak sağlıyorlar. Benzer teknik kullanılarak, daha genel bir durum 

olan, Genelleştirilmi ş Heisenberg Lie Grubu üzerindeki afin kontrol sistemlerin kontrol 

edilebilirliği Kara ve San Martin tarafından verilmiştir, [12]. Bu çalışmada, Lie cebiri 

seviyesinde bir otomorfizma tanımlanarak yoğun otomorfizm yörüngedeki bilineer 

sistemin kontrol edilebilirliği sağlanmıştır. Daha sonra ise, Kara ve Kule, 2.dereceden 

nilpotent bir Lie grubu olan Carnot grubu üzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol 

edilebilirliğine genişletmişlerdir, [13]. Bu çalışmada da, benzer tekniği kullanabilmek 

için Carnot grubunun ve Lie cebirinin özellikleri kullanılmıştır. 

Genel kontrol sistemi ∑ =(M,D) şeklinde bir ikiliden oluşmaktadır. Burada, M  

diferansiyellenebilir bir manifold ve D de M’ nin açık altkümeleri üzerinde tanımlı olan 

tüm düzgün vektör alanlarının kümesi X(M)’ nin bir altkümesidir.  

M’ ye ∑  ’nın durum uzayı ve D ’ye de sistemin dinamiği denir.  

∑  kontrol sistemi;  

{ }NrRtDXXXXG j
jr

ttt r
∈∈∈=

∑
,,|...21

21
oo  

sözde (pseudo) grubunu tanımlar ve ∑ ’ nın M’ nin p noktasındaki yörüngesi  
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{ }
∑∑

∈= GppG ϕϕ |)()(  

p ’de 
∑

G ’ nın etkisi ile verilir . Ayrıca, ∑ ’ ya ilişik  

{ }NrtDXXXXS j
jr

ttt r
∈≥∈=

∑
,0,|...21

21
oo  

sözde yarı (pseudo-semi) grubu vardır.  

&�'� = @('�|( ∈ &�A 
sistemin pozitif yörüngesidir. Genel olarak, Mp ∈∀ için, 

     )()( MpGpS ⊆⊆
∑∑  

dir. 

Kontrol edilebilirlik problemi durum uzayı M, p ve dinamik D üzerindeki hangi koşullar 

altında bir p noktasından başlayarak pozitif zamanla M ‘nin tüm noktalarına ulaşma 

problemidir. Hedef, M’ nin herhangi bir p noktasından başlayarak  

{ }NrtDXXXXS j
jr

ttt r
∈≥∈=

∑
,0,|...21

21
oo

 

sözde yarı (pseudo-semi) grubunun tüm elemanları yoluyla durum uzayının her 

noktasına varmaktır. 

Manifold üzerinde genel bir sonuç elde etmek olanaklı olmadığından, manifold 

özelliğine sahip olan Lie grubu durum uzayı olarak önem kazanmıştır. Lie grupları 

üzerindeki kontrol sistemlerinin en geneli olan afin kontrol sistemini tanımlayalım. G 

bağlantılı bir Lie grubu ve g ’de onun Lie cebiri olmak üzere, 

∑
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j
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.
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diferansiyel denklem ailesi, G üzerindeki afin kontrol sistemini belirler. Burada, Gp ∈  

)(,...,, 1 GautDDD d ∈ ; gXXX d ∈,...,, 1  ve ju  de kontrolleri göstermektedir. 

Sistemin dinamiği  
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şeklindedir. Durum uzayı olarak G’ nin ikinci dereceye kadar nilpotent basit bağlantılı 

Lie grupları hariç, bilineer kısmının kontrol edilebilirli ği yoluyla yapılmış bir çalışma 

bulunmamaktadır.  

 

Üç bölümden oluşan bu tez çalışmasında ise, farklı özelliklere sahip olan ′′	�� + �	′′ 
grubu üzerindeki afin kontrol sistemleri incelenerek kontrol edilebilirlik karakterize 

edilmiştir. 

Birinci bölümde, konu hakkında temel kavramlar verilmiştir. İkinci bölümde, genel 

kontrol sistemleri �� üzerindeki afin kontrol sistemleri ve Lie grupları üzerindeki afin 

kontrol sistemleri tanımları verilmiştir. Son bölümde ise, ′′	�� + �	′′ grubunun topolojik 

özellikleri incelenmiştir. Bunun sonucunda, -/(1) Lie grubunun merkezsiz ve 

çözülebilir bir Lie grubu olduğu ancak nilpotent olmadığı gösterilmiştir. Grubun 

yörüngesi bulunup, -/1� durum uzayı üzerindeki afin sistemlerin kontrol edilebilmesi 

için gerek ve yeter koşul ispat edilmiştir. 
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2. GENEL KISIMLAR 

2.1. MAN İFOLD 

Tanım 2.1.1. � bir Hausdorff uzayı olmak üzere, �	’nin herbir noktası ��	’nin açık bir 

alt kümesine homeomorfik olacak şekilde bir komşuluğa sahip ise �	’ye +-boyutlu 

topolojik manifold veya yerel Öklid uzayı denir. 

 3 ⊂ � açık kümesi olmak üzere, 

(: 3 → B ⊂ �� 

homeomorfizması vardır ve 3, (� çiftine de �	’nin bir koordinat komşuluğu denir. 

Eğer ' ∈ 3 ise ('� de �� ‘nin bir noktasıdır ve böylece ('� +-katlı reel 

sayıdır.	('�	’nin 	1. koordinatı  ��'� olsun. Böylece, 

('� = ;��'�, … , ��'�< 

dır. ( sürekli olduğundan, her bir �� , 3 üzerinde tanımlı reel değerli sürekli bir 

fonksiyondur. Ayrıca, ( 1-1 olduğundan, eğer ', C ∈ 3 için  	��'� = ��C� 1 =
1, … , +� ise ' = C dur. Yani, 3’ nun bir ' noktası, ;��'�, … , ��'�< gibi +-katlı reel 

sayı ile belirlenir ve ;��'�, … , ��'�<’ ye 3, (� koordinat komşuluğuna göre 3 nun 

bir ' noktasının yerel koordinatlarının kümesi denir. 3 üzerindeki fonksiyonların ��, … , ��� gibi +-katlı reel sayısına ise, 3, (� üzerindeki yerel koordinat sistemi 

denir. Bu durumda, 3 daki ' nin 3, (�’e göre yerel koordinatları, ��’ deki ('� nin 

koordinalarına eşittir. 

‘’Yerel’’ kelimesini, �’ nin sadece 3 üzerinde tanımlı koordinatlarını belirlemek için 

kullanıyoruz. �’ nin tamamı üzerinde, sadece �, ��’ nin bir açık kümesine 

homeomorfik ise yerel koordinat sistemi tanımlanır.  

� +-boyutlu topolojik manifold olduğundan, �, �� deki açık kümelere homeomorfik 

olan 3� açık kümelerinin @3�A ailesi ile örtülür. -, 3� açık kümelerinin D indislerinin 
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kümesi olsun ve @3�A, @3�A�∈� ile gösterelim. B�, 3�’ ya homeomorfik ��’ nin açık bir 

kümesi ve (� da 3� dan *� üzerine bir homeomorfizma olsun. Koordinat komşulukları 

kolleksiyonu	@3�, (�A�∈�, koordinat komşuluğu sistemi veya atlas olarak adlandırılır ve  E = @3�, (�A�∈� ile gösterilir. Eğer � den ' gibi bir nokta alınırsa, bu ' için birden 

fazla yerel koordinatlar olabilir. Çünkü, her bir '’	yi içeren 3� için,	��	deki (�'� nin 

koordinatları gibi yerel koordinatlar hesaplanır. Herbir D ∈ - için, 3�, (�� üzerindeki 

yerel koordinat sistemini ��� , … , ���� ile gösterelim. Eğer  

3� ∩ 3� ≠ ∅ 

İse, 3� ∩ 3� nın herbir noktasında aşağıdaki şekilde iki koordinat sistemi tanımlanır: 

��� , … , ���� ve ;���, … , ���< dirler. 

Bu iki koordinat sistemi arasındaki ilişkiyi inceleyelim. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1: İki koordinat sistemi arasındaki ilişki 

��	nin	açık	kümeleri	(�;3� ∩ 3�< ve (�;3� ∩ 3�< sırasıyla, B�	ile	B� da içerilen 

açık kümelerdir.  

(�
��:	(�;3� ∩ 3�< → 3� ∩ 3� 

ters fonksiyonu bir homeomorfizmadır ve ayrıca,  

(�:	3� ∩ 3� → (�;3� ∩ 3�< 

3� 

3� 

(� 

(�
�� 

(�
�� 

(� 

�
∝� 

*� 

(�;3� ∩ 3�< 

(�;3� ∩ 3�<, 

*� 

��∝ 
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fonksiyonu da bir homeoemorfizmadır. Bu iki homeomorfizmanın bileşiminden ise 

aşağıdaki tasvir elde edilir; 

/��:	(�;3� ∩ 3�< → (�;3� ∩ 3�< 

Bu durum, (�;3� ∩ 3�< ‘nın herhangi bir . noktası için  

/��.� = (�;(�
��.�< 

ifadesinin yazılabildiğini gösterir. .’nun koordinatları .�, … , .�� olmak üzere, 

/��.�’nın koordinatları 4/��� .�, … , .��, … , /��� .�, … , .��5 olsun. Burada, 

/��� .�, … , .��’ler +-değişkenli sürekli fonksiyonlardır.  

Eğer ' ∈ 3� ∩ 3� ise, ;���'�, … , ���'�< ∈ (�'� ve 4���'�, … , ���'�5 ∈ (�'� dır. 

(�'� ∈ (�;3� ∩ 3�< olduğundan yukarıdaki denklemde . yerine (�'� konursa 

denklem 

/��.� = (�;(�
��.�<								(�) 

/��.� = (�;(�
��(�'�	�< 

/��.� = (�'� 
şeklini alır. Dolayısıyla, eşitli ğin sol tarafı  

4/��� ;���'�, … , ���'�<, … , /��� ;���'�, … , ���'�<5 

iken sağ tarafı 

4���'�, … , ���'�5 

olur. Böylece,  

��� '� = /��� ;���'�, … , ���'�<																			;1 = 1, … , +; 	F ∈ 3� ∩ 3�< 

ili şkisi elde edilir. Dolayısıyla; 

��� = /��� ��� , … , ����									1 = 1, … , +� 
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dır ve 3� ∩ 3� üzerindeki ��� , … , ���� ve ;���, … , ���< gibi iki yerel koordinat sistemi 

arasındaki dönüşüm formülüdür.  

/	, ' ∈ �’nin bir komşuluğunda tanımlı reel değerli sürekli bir fonksiyon olsun. ', 3� 

gibi bir koordinat komşuluğunda içerilir ve 3�’nın noktaları onların yerel koordinatları 

ile belirlenir. Böylece /, + −değişkenli sürekli bir fonksiyon gibi düşünülebilir. Eğer bu 

+ −değişkenli fonksiyon ;���'�, … , ���'�< noktasında diferensiyellenebilir ise, /’ye ' 

noktasında diferensiyellenebilirdir diyebiliriz. /	’ nin '’nin bir G komşuluğunda 

tanımlandığı kabul edilsin. G ∩ 3� = G� olmak üzere ' ∈ G� dır. ��’ nin (�G�� açık 

kümesi üzerinde aşağıdaki şekilde bir fonksiyon tanımlansın 

H�.�												;. = .�, … , .�� ∈ (�G��< 

olmak üzere, 

H�.�, … , .�� = /;(�
��.�< 

dır. Daha önce tanımlanan /’in '’ deki diferensiyellenebilirliği, H�.�, … , .��’ nin 

;���'�, … , ���'�< ;∈ (�G��< da diferensiyellenebilirliğini verir. '’ nin aynı zamanda 

3�’da da içerildiği kabul edilsin. G ∩ 3� = G� olmak üzere (�;G�<’da sürekli 

fonksiyonu 

H�I�												4I = I�, … , I�� ∈ (�;G�<5 

olmak üzere, 

H�I�, … , I�� = / 4(�
��I�5 

şeklinde tanımlanır. Eğer 	. ∈ (�;G� ∩ G�< ise, /��.� = (�;(�
��.�<, (�;G� ∩ G�<’ 

nın bir noktasıdır. H� , H�’nın tanımından  

H�.�, … , .�� = H� 4/��� .�, … , .��, … , /��� .�, … , .��5 

elde edilir. Benzer şekilde, eğer I ∈ (�;G� ∩ G�< ise, /��I� = (� 4(�
��I�5 ,           

	(�;G� ∩ G�<’ nin bir noktasıdır ve; 
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H�I�, … , I�� = H� 4/��� I�, … , I��, … , /��� I�, … , I��5	 
elde edilir. (1)’den dolayı  

/��;���'�, … , ���'�< = 4���'�, … , ���'�5 

ve 

/�� 4���'�, … , ���'�5 = ;���'�, … , ���'�< 

dir. /’ nin '’ deki diferensiyellenebilirliği ise, '’yi içeren bir 3�’nın seçimi ve 3�, (�� 
koordinat komşuluğu kullanılarak yapılır. Ancak, yerel koordinat sistemlerinin hepsi 

aynıdır, yani, H�I�, … , I�� ‘de  4���'�, … , ���'�5 ’ de diferensiyellenebilirdir. H� ve 

H� arasında yukarıda yazdığımız şekilde bir ilişki olmasına ve /���  ile /��� ’ nın sadece 

.�, … , .��’ nın sürekli fonksiyonları olmasına rağmen, H�, ;���'�, … , ���'�<’da 

diferensiyellenebilir olsa bile H�’nın 4���'�, … , ���'�5’da diferensiyellenebilir 

olmasının hiçbir garantisi yoktur ve tersi içinde aynı şeyler söylenebilir. Ancak, verilen 

yerel koordinat sistemlerinin dönüşümleri,  +-değerli /��� , /���  ‘lar üzerindeki 

fonksiyonlar, bütün D	ve	β’ lar için diferensiyellenebilir olmak üzere bu güçlük ortadan 

kalkar. Dolayısıyla, /’in diferensiyellenebilirliğini koordinat komşuluklarının 

seçiminden bağımsız olarak tanımlayabiliriz. [1] 

Tanım 2.1.2. �	+-boyutlu yerel Öklid uzayı olmak üzere  

E = @3�, (��|3� ⊂ �	açık	bağlantılı	alt	kümesiA 
topluluğu aşağıdaki üç özelliği sağlıyor ise, �, E�’ ye J� sınıfından 

diferensiyellenebilen bir manifold denir: 

1) 3 = ⋃ 3��  

2) ∀D, F için (� ∘ (�
�� ∈ J� ;(� ∘ (�

�� ∈ J�< 

3) E topluluğu maksimaldir.  

Yani, 1) ve 2)’ yi sağlayan ∀ 3�, (�� koordinat sistemi E ‘nin içinde yer alır. �, E� 
diferensiyellenebilir manifoldu yerine kısaca �		manifoldu diyeceğiz. 
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Örnek 2.1.3. &	 = @� ∈ ��: |�| = 1A birim küre yüzeyi 3-boyutlu bir manifolddur. �� 

ün bir alt uzayı olarak, &	 yi kendi topolojisi ile birlikte ele alalım. Bazı açık  3L ⊂ �� 

için 		3 = 3L ∩ &	 ise 3, &	 de açıktır. Bu durumda &	 sayılabilir bir tabana sahip bir 

Hausdorff uzayıdır. &	 yerel öklid uzayı olduğunu gösterelim. 1 = 1,2 ya da 3 için     

3L�� = ���, �	, ���: �� > 0% ve 3L�� = ���, �	, ���: �� < 0% olsun, 3L�± iki açık kümeleri 

�� = 0 hiperdüzlem koordinatı ile  �� ü böler.Açık kümeler arasındaki ilişki                

3L�± =3L�± ∩ &	 olup , 1 = 1,2,3	; 	&	 yi örter. İzdüşümleri ile birlikte  

(�
±: 3�± → �	 tasvirini tanımlayalım. 

  (�±��, �	, ��� = �	, ��� ,                             
  (	

±��, �	, ��� = ��, ��� ,                                
  (�

±��, �	, ��� = ��, �	�                                    
Kolayca görüldüğü gibi bu tasvirlerden  M = @� ∈ �	: |�| = 1A açık kümelerine 

homeomorfizma vardır. Böylece &	 yerel öklid ve topolojik bir manifold dur.Ancak 

koordinatların  değişimi için formül J∞ dur, ve böylece bu koordinat komşulukları da J∞ olur. Örneğin (�
� ∘ (	

����  tasviri, (	
���� ve (�

� tasvirlerinin birleşmesiyle 3�� ∩ 3	� üzerinde verilir. 

(	
���� ∶ ��, ��� → 4��, −1 − ���	 − ���	�� 	� 	,			��5                                                 

(�
:�: 4��, −1 − ���	 − ���	�� 	� 	,			��5 → 4−1 − ���	 − ���	�� 	� 	,			��5 .                    

O takdirde gösterimin değiştirilmesiyle, 3	�  koordinatı için ��, ��� yerine .�, .	�; 3�� 

koordinatı için �	, ��� yerine I�, I	� kullanılarak,  

I� = −1 − .��	 − .	�	�� 	� , .	 = I	 olur. 

@.�, .	�: .��	 + .	�	 < 1A		üzerinde terimin karekökü hiçbir zaman 0 olmadığından 

dolayı .� nin J∞  (sürekli türetilebilir) fonksiyonları I� dir. 

Benzer hesaplamalar yardımıyla, 		(	
� ∘ (�

����,				@I�, I	�: I��	 + I	�	 < 1A  
kümesi üzerinde sürekli türetilebilen bileşke tasviri elde edilir.                                               
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Böylece 3��, (�
�� ve 3	�, (	

�� koordinat komşulukları da J∞ dur. Paralel argumanlar 

diğer durumlar için de uygulanır. Doğal olarak bu durum, sekiz koordinat 

komşuluğunun tek bir J∞ yapısını belirlemesi ile &	 örtüsü tanımlar. 

Böylece &	, �� manifoldunun  bir alt kümesi olarak manifolda bir örnektir ve de diğer 

koşulları da sağlamasından dolayı &	 bir manifolddur [ 2 ]. 

Örnek 2.1.4. Özel Üniter Grup 

&32, ℂ� = N- ∈ �O2, ℂ�: -�
= -��, ,0"- = 1P 

kümesini gözönüne alalım ve bunun diferansiyellenebilir bir manifold olduğunu 

gösterelim. Bu küme 2�2 lik tersi transpozesinin kompleks eşleniğine eşit ve 

determinantı 1 olan kompleks elemanlı matrislerin kümesidir ve Özel Üniter grup olarak 

adlandırılır. 

Q, R ∈ ℂ için |Q|	 + |R|	 = 1 olmak üzere, &32, ℂ� ‘nin elemanları 

- = 4 Q R
−R Q5 ∈ 	&32, ℂ� 

şeklinde yazılabilir. 

Denk olarak, herhangi bir - ∈ &32, ℂ� için, �	 + S	 + .	 + I	 = 1 olacak şekilde Q = � + 1S ve R = . + 1I kompleks sayıları bulunabilir. &32, ℂ�		′nin manifold 

yapısını oluşturmak için açık alt kümelerini ve koordinat tasvirlerini inceleyelim. 

3� = @- ∈ &32, ℂ�: � < 0A 
3	 = @- ∈ &32, ℂ�: � > 0A 
3� = @- ∈ &32, ℂ�: S < 0A 
3� = @- ∈ &32, ℂ�: S > 0A 
3� = @- ∈ &32, ℂ�: . < 0A 
3� = @- ∈ &32, ℂ�: . > 0A 
3� = @- ∈ &32, ℂ�: I < 0A 
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3� = @- ∈ &32, ℂ�: I > 0A 
kümeleri birleşimleri &32, ℂ�’ yi veren açık alt kümeleridir. 

Açık kümeleri taşıyan koordinat tasvirleri; 

(�-� = S, ., I�			,			(	-� = S, ., I� 
(�-� = �, ., I�			,			(�-� = �, ., I� 
(�-� = �, S, I�			,			(�-� = �, S, I� 
(�-� = �, S, .�			,			(�-� = �, S, .� 

şeklindedir. 

HT = @3�, (��: 1 = 1,2,3 … ,8A  kümesi &32, ℂ� ‘nin bir diferansiyellenebilir yapısını 

oluşturur.	&32, ℂ� &�	’e homeomorfik olup 3-boyutlu bir diferansiyellenebilir 

manifolddur.  

Tanım 2.1.5. I	, �� uzayının bir ' noktasında, I�, … , I� bileşenleri ile verilen bir vektör 

olsun. Bunu diferensiyellenebilir fonksiyonlar üzerinde bir operatör olarak 

düşünebiliriz. Özellikle, /, ' nin bir komşuluğunda diferensiyellenebilir ise, ' 

noktasının I	yönünde / nin yönlü türevi olarak I/�	reel sayısı aşağıdaki gibi 

hesaplanır; 

                                         I/� = I�  !

 
�
U
"

+ ⋯ + I�  !

 
�
U
"
                                           (1) 

diferensiyellenebilir fonksiyonlar üzerindeki I vektörünün bu operatörü iki önemli 

özelliği sağlar; 

a) I/ + VW� = I/� + VIW�, 
b) I/. W� = /'�IW� + W'�I/�                                                                     (2) 

burada / ve W, ' noktasının komşuluğunda diferensiyellenebilir fonksiyonklar ve V reel 

bir sayıdır. Birinci özellik, I nin bir lineer fonksiyon görevi gördüğünü, diğer özellik ise 

bir türev operatörü işlevi gördüğünü belirtmektedir. Bu özelliklerden dolayı I, 

manifoldun bir ' noktasındaki teğet vektörüdür. 
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X"� ile gösterilen teğet vektörlerin kümesine ' ∈ M noktasındaki teğet uzayı denir. 

Ayrıca, ,1�;X"�< = ,1��� dır, [3]. 

Tanım 2.1.6. Y: � → $ , J� sınıfından bir tasvir olsun. ' ∈ � olmak üzere Y ‘ nin ' 

deki diferensiyeli  

,Y: �" → $#$"% 

olacak şekilde tanımlanmış bir lineer tasvirdir. Eğer I ∈ �" ise, o takdirde ,YI�	,
Y'�’de bir teğet vektördür ve şöyle tanımlanır; 

W ∈ J�, Y'�’nin komşuluğunda bir fonksiyon olmak üzere; 

,YI�W� = IW ∘ Y� 

dir. Aynı tasvirin dualini tanımlayalım; 

ZY: $#$"%
∗ → �"

∗ 

ZYR�I� = R;,YI�< 

şeklinde tanımlanır. Burada, R ∈ $#$"%
∗  ve I ∈ �" dir. Özel olarak /: � → � 

fonksiyonu için I ∈ �" ve /'� = # ise, bu takdirde 

,/I� = I/� ,,#[

�

 

dır. Bu durumda ,/’i �"
∗ ’nin elemanı olarak alırız ve 

,/I� = I/� 
şeklinde  tanımlanır, [3]. 

Tanım 2.1.7. � ∈ J� sınıfından ve E diferensiyellenebilir yapıya sahip bir manifold 

olsun; 

X�� = \ �"

"∈&

 

ve 
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X∗�� = \ �"
∗

"∈&

 

olmak üzere, 

I ∈ �"		,				]: X�� → �			,			]I� = '			 
			^ ∈ �"

∗		,			]∗: X∗�� → �			, ]∗	^� = '		 
doğal iz düşümleri yazılabilir. ��, �	, … ��		 koordinat fonksiyonları olmak üzere, 3, (� ∈ E olsun. Buna göre  

(_ : ]��3� → �	� 

ve 

(_∗: ]∗���3� → �	� 

tasvirleri aşağıdaki şekilde yazılabilir; her I ∈ ]��3� ve her ̂ ∈ ]∗���3� lar için; 

(_I� = 4��;]I�<, … , ��;]I�<, ,��I�, … , ,��I�5 

ve 

(_∗^� = `��;]∗	^�<, … , ��;]∗	^�<, ^ a bb��c , … , ^ a bb��cd 

dir. Burada, (_  ve (_∗’ ın her ikiside �	�’ nin açık alt kümeleri üzerine 1 − 1 tasvirlerdir. 

a) Eğer 3, (�	ve	G, Y� ∈ E ise,  YT ∘ (_�� ∈ J� dır. 

b) �(_��R�: R	, 	�	�'de	açık	, 3, (� ∈ E	% kolleksiyonu X�� üzerindeki bir 

topoloji için baz formunda ise ,1�;X��< = 2+ dir. 

c) E,L @]��3�, (_�:	3, (� ∈ E	A içeren bir maksimal koleksiyon olsun. 

Dolayısıyla,	E	L  , X�� üzerinde diferensiyellenebilir bir yapıdır.  

O halde, X�� ve X∗��’ e bu diferensiyellenebilir yapılar ile birlikte sırasıyla teğet ve 

eşteğet demeti denir [3]. 

Tanım 2.1.8. Bir � eğrisi boyunca � vektör alanını şu şekilde tanımlayabiliriz; 
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�: ��, �� → 	 

olmak üzere, 


:	��, �� → �	� 

tasviri � eğrisini �	�’ e taşır, yani, 

π ∘ X � σ 

 

Şekil 2.2: � eğrisi boyuncaki 
 vektör alanı 

dir. 	
 vektör alanı, eğer 
:	��, �� → �	� �� sınıfından ise � eğrisi boyunca �� 

sınıfındandır. 	 deki � açık kümesi üzerindeki bir vektör alanı �’nun �	�’ e bir 

taşınmasıdır, yani,  


:� → �	� 

tasviri  

� ∘ 
 � ��|� 

şeklindedir, [3]. 
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Önerme 2.1.9.�, � üzerinde bir vektör alanı olsun. Bu takdirde aşağıdakiler 

eşdeğerdir; 

a) � ∈ J� dur. 

b) Eğer 3, ��, … , ���, � üzerinde bir koordinat sistemi ve @��A de 

�|3 = 2 �� bb��
�

���

 

şeklinde tanımlanmış 3 üzerindeki fonksiyonların bir kolleksiyonu ise, �� ∈ J�3� 
dur. 

c) G, �’de açık ve / ∈ J�G� ise �/� ∈ J�G� dir.[ 3 ] 

Tanım 2.1.10. �	ve	e, � manifoldu üzerindeki diferensiyellenebilir vektör alanları 

olmak üzere, ��, e� Lie parantezi 

/ ∈ 	 J∞, ' ∈ �	1ç1+, ��, e�"/� = �"e/� − e"�/� 
	şeklinde tanımlıdır ve � üzerinde yine bir vektör alanıdır. 

2.2. LİE PARANTEZ İNİN ÖZELL İKLER İ: 

1) ��, �� = 0 

2) ��, e� = −�e, ��	 (anti-simetri özelliği) 

3) 8�, �e, f�: + 8f, ��, e�: + 8e, �f, ��: = 0  (Jacobi özelliği) 

Tanım 2.2.1 

♦ M ve N birer manifold olmak üzere, eğer ('� de diferensiyellenebilen  

3 ⊂ � 								!						ghhhhi $( ↓ ↓ j
(3� (∘!∘)��ghhhhi jG� 

ve yukarıdaki şekilde olan, p için 3, (� ve /'� için G, j� koordinat sistemleri varsa /: � → $ fonksiyonuna ' ∈ � de diferensiyellenebilir olduğu söylenebilir.  

♦ M ve N iki manifold ve /: � → $ diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere, 
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 f ’ in türevi  

,/: X� → X$ 

,/��W� = �W ∘ /�,							∀� ∈ X� ve her bir W ∈ J∞$� 
tasviri ile tanımlıdır, [5]. 

2.3. LİE GRUPLARI 

Bir Lie grubu hem manifold hemde grup yapısına sahip bir kümedir. 

Tanım 2.3.1. � , 

♦ diferansiyellenebilir bir manifold, 

♦ �, . � bir grup 

♦ � × � → � 

  �, ^� ⟼ �^��  
tasviri diferensiyellenebilir ise � ye bir Lie grubu denir.  

Teorem 2.3.2. � bir Lie grubu ise,  

(: � × � → � 

(�, ^� = �^�� 
tasvirinin diferensiyellenebilir olması için gerek ve yeter koşul 

(�: ��� → �																																					(	: � → � 

(��, ^� = �^            ve                (	^� = ^�� 
tasvirlerinin diferensiyellenebilir olmasıdır. 

İspat : φ diferensiyellenebilir bir tasvir olsun. Bu durumda 

� *×+�ghi @0A�� )→ � 

^ ⟼ 0, ^� ⟼ ^�� 
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(	 = ( ∘ 0 × 9,� şeklinde düşünülürse, diferensiyellenebilir tasvirlerin bileşimleri de 

diferensiyellenebilir olduğundan,  

(	 = � → � 

(	^� = ^�� 
tasviri de diferensiyellenebilirdir. 

Benzer şekilde,  

� × � +�×)�ghhhi � × � )→ � 

(�, ^) ⟼ �, ^��� ⟼ �^ 

(� = ( ∘ 9, × (	� şeklinde düşünülürse diferensiyellenebilir tasvirlerin bileşimleri de 

diferensiyellenebilir olduğundan, 

(� = � × � → � 

(��, ^� = �^ 

tasviri de diferensiyellenebilirdir. 

 (� ve (	 tasvirleri diferensiyellenebilir olsunlar. Bu takdirde, 

� × � +�×)�ghhhi � × � )�gi � 

(�, ^) ⟼ �, ^��� ⟼ �^�� 
( = (� ∘ 9, × (	� şeklinde düşünülürse diferensiyellenebilir tasvirlerin bileşimleri de 

diferensiyellenebilir olduğundan, 

( = � × � → � 

(�, ^� = �^�� 
tasviri de diferensiyellenebilirdir. 

Örnek 2.3.3.                    &, = @�, S� ∈ �-: �- + S- = 1A  
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birim çemberinin bir diferensiyelenebilir manifold yapısına sahip olduğunu biliyoruz. &,de kompleks sayılardaki çarpma işlemine göre bir Lie grubudur. 

Örnek 2.3.4.               &32, ℂ� = N- ∈ �O2, ℂ�: -�
= -��, ,0"- = 1P  

Özel Üniter grubun diferansiyellenebilir bir manifold olduğu daha önce gösterilmişti. 

Burada ise Lie grubu yapısını inceliyoruz. 	&32, ℂ� matris çarpımı altında soyut bir 

gruptur. Bu durumda, 

(: &32, ℂ� → �� 

(-� = �, S, ., I� 
tasviri göz önüne alınsın. Burada,  Q = � + 1S   ile   R = . + 1I  kompleks sayılar ve   Q = � − 1S  ile  R = . − 1I  de kompleks eşlenikleri olmak üzere; 

- = 4 Q R
−R Q5 ∈ 	&32, ℂ�	 

dir. Q� = �� + 1S�, R� = .� + 1I�  ve  Q	 = �	 + 1S	, 	R	 = .	 + 1I	 için, 

-� = 4 Q� R�
−Rl� Q�̅ 5 , -	 = 4 Q	 R	

−Rl	 Q	̅ 5 ∈ 	&32, ℂ� matrislerini göz önüne alalım.  

-	�� = aQ	̅ −R	Rl	 Q	 c olmak üzere -�-	�� çarpımını inceleyelim; 

-�-	�� = 4 Q� R�
−Rl� Q�̅ 5 aQ	̅ −R	Rl	 Q	 c = a �� + 1S� .� + 1I�

−.� + 1I� �� − 1S�c a�	 − 1S	 −.	 − 1I	.	 − 1I	 �	 + 1S	 c  

                                                          =	4 Q� R�
−Rl� Q�̅ 5 

sonucu elde edilir. Burada,  

�� = ���	 + S�S	 + .�.	 + I�I	 
S� = −��S	 + S��	 − .�I	 + I�.	 

.� = −��.	 + S�I	 + .��	 − I�S	 
I� = −��I	 − S�.	 + .�S	 + I��	 
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olmak üzere Q� = �� + 1S�, R� = .� + 1I� şeklinde tanımlanmıştır. Sonuç olarak (-�-	��� = (-�� = ��, S�, .�, I�� olup matris çarpımı diferensiyellenebilir 

olduğundan &32, ℂ� bir Lie grubudur. 

Tanım 2.3.5. � ∈ � olmak üzere, 

n.: � → � 

n.^� = �^ 

tasvirine � nın sol ötelemesi denir. n. nın türevi  

,n.: X� → X� 

şeklindedir ve 

,n.X/�� ⊂ X./� 

dir. 

Tanım 2.3.6. � bir vektör alanı olmak üzere, ∀� ∈ � için, � ∘ n. = ,n. ∘ � ise, �’e � 

üzerinde sol invaryanttır denir. 

Teorem 2.3.7. � bir Lie grubu ve W de �’nin sol invaryant vektör alanlarının bir kümesi 

olmak üzere W bir reel vektör uzayıdır. 

D: W → X*� 

D�� = �* 
şeklinde tanımlı D tasviri bir izomorfizmadır. Sonuç olarak, ,1�W = ,1�X*� = ,1�� 

dir. 

İspat: W nin reel vektör uzayı olduğu, sol invaryant vektör alanlarının bir kümesi 

olmasından dolayı açıktır. 

�, e ∈ W ve �, � ∈ � için vektör alanı özelliğinden  

D�� + �e� = �� + �e�0 

                                                                     = ��0� + �e0� 
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                                                                    	= 	�D�� + �De� 
elde edilir, dolayısıyla  D lineerdir. 

∀� ∈ � için D�� = De� olsun. Sol invaryant tanımından; 

��� = 	� ∘ n.�0� 
                                                               	= (,n. ∘ �)0� 
                                                                = 	,n.;�0�< 

                                                                = 	,n.;e0�< 

                                                                = (,n. ∘ e)0� 
                                                                = 	e ∘ n.�0� 
                                                                = e�� 
elde edilir. Dolayısıyla, � = e ve D 1 − 1	dir. Bununla birlikte, ∀� ∈ � ve � ∈ X*� 

için, ��� = ,n.�� ise, D örtendir. Bu takdirde D�� = � dir ve � sol 

invaryanttır.	∀�, ^ ∈ � için ise, 

��^� = ,n./�� 
                                                                    = ,n.,n/�� 
                                                                    = 	,n.;�^�< 

elde edilir. Böylece W ≅ X*� dir ve dolayısıyla  

,1�W = ,1�X*� = ,1��	 
dır, [5]. 

2.4. LİE CEBİRİ 

Tanım 2.4.1. W, 7	 cismi üzerinde 7 = �, ℂ� bir vektör uzayı olmak üzere, 

W × W → W 
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�, e� ⟼ ��, e� 
tasviri aşağıdaki koşulları sağlıyorsa, W ye bir Lie cebiri denir; 

a) ∀D�, D	 ∈ 7 ve ∀�, ��, �	, e, e�, e	 ∈ W için 	7 cismi üzerinde  

      �D��� + D	�	, e� = D����, e� + D	��	, e� ve 

      ��, D�e� + D	e	� = D���, e�� + D	��, e	� 
     olduğundan bilineerdir. 

b)  ��, e� = −�e, ��	 ters simetri özelliği 

c) 8�, �e, f�: + 8f, ��, e�: + 8e, �f, ��: = 0  Jakobi özelliği 

�	 Lie grubunun W Lie cebiri, � üzerindeki bütün sol invaryant vektör alanlarının 

kümesi olarak düşünülebilir. Ayrıca, �’nin W Lie cebirini birimdeki teğet uzayı X*� 

olarak da alabiliriz, [ 16 ]. 

Örnek 2.4.2. Herhangi bir vektör uzayı üzerindeki bütün Lie parantezleri sıfır olarak 

alınırsa bu vektör uzayı bir Lie cebiri oluşturur ve bu şekildeki Lie cebirine değişmeli 

Lie cebiri denir. 

Örnek 2.4.3. + × + şeklindeki bütün matrislerin kümesi Wn+, �� ile gösterilsin. Wn+, �� nin bir vektör uzayı olduğu aşikardır. Wn+, �� üzerindeki Lie parantezi ise -, B ∈ Wn+, �� için �-, B� = -B − B- olmak üzere Wn+, �� bir Lie cebiri olur. 

Örnek 2.4.4. 3-boyutlu Heisenberg grubu; 

� = o`1 � Q
0 1 S
0 0 1

d : �, S, Q ∈ �p 
şeklindedir. ∀" ∈ � için 

q"� = `1 " 0
0 1 0
0 0 1

d ∈ � 

ve q0� = 9 = 0 olacak şekilde q"�, � üzerinde bir eğridir. Buna göre, 
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q"�r = `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d 

ise, 

	q0�r = `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d = � ∈ X*� 

olur. Benze şekilde ∀" ∈ � için, 

D"� = `1 0 0
0 1 "
0 0 1

d ∈ � 

dir ve D0� = 9 = 0 olacak şekilde D"�, � üzerinde bir eğridir.  

Buna göre 

D"�r = `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d 

ise, 

D0�r = `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d = e ∈ X*� 

olur. Benzer şekilde, ∀" ∈ � için, 

F"� = `1 0 "
0 1 0
0 0 1

d ∈ � 

dir ve q0� = 9 = 0 olacak şekilde q"�, � üzerinde bir eğridir. Buna göre 

F"�r = `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d 

ise, 

F0�r = `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d = f ∈ X*� 
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olur. Böylece X*� = @�, e, fA olur. Bunların Lie parantezine bakacak olursak; 

��, e� = `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d − `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d`0 1 0
0 0 0
0 0 0

d 

                               = `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d = f 

 

��, f� = `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d`0 0 1
0 0 0
0 0 0

d − `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d 

                                = `0 0 0
0 0 0
0 0 0

d = 0 

 

�e, f� = `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d − `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d 

                                = `0 0 0
0 0 0
0 0 0

d = 0 

dır. Sonuç olarak, � Heisenberg grubunun W Lie cebiri W ≅ X*� olduğundan                    W = s'�+@�, e, fA olur, [5]. 

2.5. ÜSTEL TASVİR 

Bu paragrafta, bir parametreli alt grupların kümesi aracılığıyla � Lie grubunun yapısını 

inceleyeceğiz. 

Tanım 2.5.1. (: � → � şeklindeki bir homomorfizmaya �’nin 1-parametreli alt grubu 

denir. 

� bir Lie grubu, W de onun bir Lie cebiri olmak üzere, � ∈ W için 
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V ,,# ⟼ V� 

tasviri � nin Lie cebirinin W içine bir homomorfizmasıdır. 

Reel eksen basit bağlantılı olduğundan, 

,0�'0 aV ,,#c = 	V� 

olacak şekilde 

0�'0:	� → � 

1-parametreli tek bir alt grup vardır. Diğer bir deyişle  

" ⟼ 0�'0"� 
tasviri, sıfır noktasındaki teğet vektörü �0� olan � nin 1-parametreli tek bir alt 

grubudur. 

0�': W → � 

üstel tasviri 

0�'�� = 0�'01� 
şeklinde tanımlanır, [5]. 

Teorem 2.5.2.  � bir Lie grubu, W de onun bir Lie cebiri olmak üzere, � ∈ W için 

aşağıdakiler sağlanır: 

a) 0�'"�� = 	 0�'0"�, ∀" ∈ �  

b) 0�'"� + "	�� = ;0�'"���<;0�'"	��<, ∀"�, "	 ∈ � 

c) 0�'−"�� = ;0�'"��<�� ∀" ∈ �  , [5]. 

İspat:  

a) ( ve Y,	 �	den � ye iki tasvir olsun. Ve ("� = 0�'0s"� ve Y"� = 0�'10"� 
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şeklinde tanımlansınlar. Burada s ∈ � dir. s� integral eğrisi Y dir ve tektir. Ayrıca Y0� = 0 dir. 

,( a ,,#[
�
c = ,0�'0 as ,,#[

1�
c = s�|*2"�$1�% 

olur ve böylece (, s� in integral eğrisi olup (0� = 0 dir. Ancak integral eğrileri tek 

olduğundan ( = Y dir. Böylece, 

0�'10"� = 0�'0s"�   s, " ∈ �	; � ∈ W 

olur. Bu eşitlikte öncelikle " yerine 1 ve daha sonrada s yerine " yazalım. Böylece, 

0�'�01� = 0�'0"� 
elde edilir. Tanımdan  

0�'�01� = 0�'"�� 
olup, 

0�'"�� = 0�'0"� 
elde edilir. 

b) 0�'� ‘ in � den � ye bir homomorfizma olmasından ve (a) şıkkından 

faydalanarak 

 

0�'"� + "	�� = 0�'0"� + "	� 
                                                                      = 	 0�'0"�. 0�'0"	 
                                                                      = 0�'"���0�'"	�� 
elde edilir. 

c) 0�'−"�� = 0�'0−"� = ;0�'0"�<�� = 	 ;0�'"��<�� olur. 

Teorem 2.5.3. (: t → � tasviri bir homomorfizma olsun. Bu takrirde aşağıdaki 

diyagram değişmelidir, [5] 
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t 								)						ghhhhi �0�' ↑ ↑ 0�'
ℎ

								�)						ghhhhhi W  

İspat: � ∈ ℎ olmak üzere (0�'�� ∈ � olur. " ⟼ (;0�'"��< tasviri sıfırdaki teğeti 

,(;�0�< olan �’de diferensiyellenen bir eğridir. ( bir homomorfizma olduğundan 

dolayı aynı zamanda �’nin bir 1-parametreli alt grubudur. Dolayısıyla, 

(;0�'"��< = 0�' 4";,(��<5 

olur. Eğer " = 1 alırsak 

(;0�'��< = 0�';,(��< ⇒ ( ∘ 0�' = 0�' ∘ ,( 

olur. 

Örnek 2.5.4. -	, + × + lik bir matris olsun. (: � → �O+, �� tasviri  

("� = 9 + "- +
"	-	

2! +
"�-�

3! + ⋯ = 2 "�-�+!

�

��

= 0�'"-� 
şeklinde tanımlanmış olsun. 0�'"-� = 0�'�"� ve 0�'� , � nin bir homomorfizması 

olup (, �O+, ��’ nin 1-parametreli alt grubu olur. Dolayısıyla matris grubunun üstel 

tasviri 

0�'-� = 9 + - +
-	
2! +

-�
3! + ⋯ 

şeklinde olur . Böylece, Lie cebiri bütün matrislerin vektör uzayının bir alt uzayı olur 

Örnek 2.5.5. � Heisenberg grubunun Lie cebiri W olmak üzere, 0�': W → � üstel tasviri 

için 0�'��’ e bakalım; � ∈ W için, 

� = `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d 

dır. 

0�'�� = 	9 + � +
�	

2! +
��

3! + ⋯ 
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şeklinde olup, �	 = �� = ⋯ = 0 olmasından dolayı, 

0�'�� = 	9 + � = `1 0 0
0 1 0
0 0 1

d `0 1 0
0 0 0
0 0 0

d = `1 1 0
0 1 0
0 0 1

d ∈ � 

olur. Şimdi de 0�'e� e bakalım. e ∈ W için, 

e = `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d 

dir. 

0�'e� = 	9 + e +
e	

2! +
e�

3! + ⋯ 

şeklinde olup, e	 = e� = ⋯ = 0 olmasından dolayı,  

0�'e� = 	9 + e = `1 0 0
0 1 0
0 0 1

d `0 0 0
0 0 1
0 0 0

d = `1 0 0
0 1 1
0 0 1

d ∈ � 

olur. Son olarak, 0�'f� e bakalım. f ∈ W için 

f = `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d 

dir. 

0�'f� = 	9 + f +
f	
2! +

f�
3! + ⋯ 

şeklinde olup, f	 = f� = ⋯ = 0 olmasından dolayı,  

0�'f� = 	9 + f = `1 0 0
0 1 0
0 0 1

d `0 0 1
0 0 0
0 0 0

d = `1 0 1
0 1 0
0 0 1

d ∈ � 

şeklinde bulunur.  

2.6. ADJOİNT GÖSTERİLİM 

Tanım 2.6.1. � bir diferensiyellenebilir manifold ve � de bir Lie cebiri olmak üzere 
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u: � × � → � 

u�^, �� = u;�, u^, ��<			,			u0, �� = �													∀�, ^ ∈ �	, ∀� ∈ � 

şeklindeki diferensiyellenebilir tasvire � nin � üzerindeki sol etkisi denir. Ayrıca sabit 

bir � ∈ � noktası için � ⟼ 	u�, �� tasviride �’nin bir difeomorfizmasıdır ve u. ile 

gösterilir. Benzer şekilde , 

u: � × � → � 

u�, �^� = uu�, ��, ^�			,			u�, 0� = �													∀�, ^ ∈ �	, ∀� ∈ � 

diffrensiyellenebilir tasvire de � nin � üzerindeki sağ etkisi denir. 

Tanım 2.6.2. Bir � Lie grubunun kendi üzerindeki sol etkisi ile oluşan iç otomorfizması 

1: � × � → � 

1�, ^� = �^��� = 1.^� 
şeklinde olup, birim elemanı bu etkinin sabit noktasıdır. Yani, ∀� ∈ � için 1.0� = 0 

dir. Bu takdirde, 

� ⟼ ,1.|* 											X*� ≅ W 

tasviri � nin -."W� içine bir gösterilimidir. Bu gösterilime Adjoint gösterilim denir ve  

-,: � → -."W� 
 şeklinde gösterilir. Adjoint gösterilimin diferensiyeli ise, [5] 

,-,� = �, 

dir.  

Böylece, 

-,�� = -,. 											I0									�,�� = �,0 

şeklindedir.  
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� 								��								ghhhhhhi -."W�0�' ↑ ↑ 0�'W 								3�								ghhhhhhi *+,W� 
ve 

� 									��								ghhhhhi �0�' ↑ ↑ 0�'W 								���						ghhhhhhi W  

değişmeli diyagramları 

0�'";-,.��< = �0�'"����� 
olduğunu gösterir ve özel olarak, � = -."G� alınırsa diyagramlar B ∈ -."G� için 

-."G� 								��								ghhhhhhi -."*+,G�0�' ↑ ↑ 0�'*+,G� 								3�								ghhhhhhi *+,;*+,G�< 

ve 

-."G� 								3�								ghhhhhi -."G�0�' ↑ ↑ 0�'*+,G� 								���								ghhhhhhhi *+,G� 
şekline gelir. Ayrıca, J ∈ *+,G� alınırsa , 

-,4J� = B ∘ J ∘ B�� 

olur, [5]. 

2.7. LİE TÜREVİ 

Tanım 2.7.1. ∀" ∈ � için tanım kümesi, 

!� = �� ∈ �: " ∈ ;���, ���<% 
olan 
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���� = q��� 
için �� dönüşümünü tanımlayalım. Burada, 

q�:	;���, ���< → �				,				0 ∈ ;���, ���<	ve	q�0� = � 

şeklinde � vektör alanlarının bir integral eğrisidir. Her " için !� = � ise � 

diferensiyellenebilir vektör alanı � üzerinde tamdır. O zaman �� dönüşümleri reel 

sayılarla parametrelenen ve � in 1-parametreli grubu olarak adlandırılan � nin 

dönüşümlerinin bir grubu olur. Eğer � tam değil ise o zaman da tanım kümeleri "’ye 

bağlı olduğundan �� dönüşümleri bir grup yapısı alamazlar. Bu durumda da �’in yerel 

1-parametreli grubu olarak	�� dönüşümlerinin bir kolleksiyonunu alabiliriz. 

Bir � manifoldu üzerinde sabit diferensiyellenebilir bir � vektör alanı alalım.	�� , � ile 

ili şkilendirilmiş dönüşümlerin 1-parametreli yerel grubunu göstermek üzere � 

manifoldu üzerindeki bir diğer diferensiyellenebilir vektör alanı e olsun. Şimdi � ∈ � 

noktasındaki e’nin �’e göre türevini tanımlayacağız. 

Öncelikle, �’ in integral eğrisinde, ��� noktasından ���� noktasına gelelim ve e’ i 

burada değerlendirelim. Sonrada, e0	$�%’ yi ��� difeomorfizmasının ,��� diferensiyeli 

ile � noktasındaki teğet uzaya geri taşıyalım. X�� de ,���;e0	$�%< ve e� vektörlerinin 

farkını alıp bu farkı " e bölüp " → 0 için limit alalım. Yani türevin tanımını 

uygulayalım. 

Sonuç olarak, X�� de bir vektör olup bu vektöre e’ nin �’ e göre � ∈ � noktasındaki 

Lie türevi denir ve O0e�� ile gösterilir. 

Yani, 

O0e�� = lim
�→

,���;e0	$�%< − e�" =
,,"[�� 8,���;e0	$�%<: 

olur, [5]. 

Önerme 2.7.2. �, � üzerinde diferensiyellenebilir bir vektör alanı olmak üzere � 

üzerindeki herbir diferensiyellenebilir e vektör alanı için O0e = ��, e� dir. 
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Önerme 2.7.3. � bir Lie grubu W de onun bir Lie cebiri olmak üzere ∀�, e ∈ W için 

�,��e� = ��, e� 
dir.    

Örnek 2.7.4. Lie cebiri ile birlikte 3-boyutlu Heisenberg grubunu alalım. 

1 = � × � → � 

1�, ^� = �^��� = 1.^� 
� = `1 � v

0 1 �
0 0 1

d w�	ve	^ = `1 � S
0 1 Q
0 0 1

dw� 

olsun. Bu durumda, 

1.^� = `1 � v
0 1 �
0 0 1

d`1 � S
0 1 Q
0 0 1

d`1 � v
0 1 �
0 0 1

d�� 

                                         = `1 � v
0 1 �
0 0 1

d `1 � S
0 1 Q
0 0 1

d `1 −� −v + ��
0 1 −�
0 0 1

d 

                                     					= 	 `1 � Q + �S − ��
0 1 S
0 0 1

d 

şeklinde hesaplanmıştır. 

x `1 � v
0 1 �
0 0 1

d = ,1. 

1.: �, S, Q� → �, S, Q + �S − ��� 
6�v;15< = ` 1 0 0

0 1 0
−� � 1

d 

,1.:	�, S, Q� → ` 1 0 0
0 1 0

−� � 1
d y�SQz = ` �S

−�� + �S + Qd 
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,x��e� =
,,"[�� x0�'"��e� 

x", 0,0�w-."W_� 
öyleki, 

x", 0,0� `0
1
0
d = `0

1"d 

,x��e� =
,,"[�� `0

1"d = `0
0
1
d = f = ��, e� 

dir, [5]. 

2.8. GENEL KONTROL S İSTEMLER İ 

�	 diferensiyellenebilir bir manifold olmak üzere, ���, M’ nin açık alt kümeleri 

üzerinde tanımlı olan bütün diferensiyellenebilir vektör alanlarının bir kümesini 

göstersin. Her bir � ∈ ���, � manifoldu üzerindeki yerel difeomorfizmaların 1-

parametreli bir grubunu tanımlar. Manifoldlar üzerinde vektör alanları aracılığıyla 

üretilmiş adi diferensiyel denklemlerin varlık ve teklik teoreminden dolayı, her bir " ∈ � için,  

��: ,{���� ⊂ � → � 

bir yerel difeomorfizması elde edilir. Ayrıca, q0. , ��, � noktasından geçen X vektör 

alanının integral eğrisi  

���� = q0", �� 
şeklinde tanımlanır. �� için aşağıdaki özellikleri sağlar; 

1) �6 ∘ �7 = �6�7		,				∀", s ∈ � 

2) ����� = ���		,			∀" ∈ � (���: ��;,{����< ⊂ � → ,{���� ⊂ � ) 

3) �8 = 9,  [4]. 
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Tanım 2.8.1. ∑ kontrol sistemi, ∑ = �, !� şeklindeki bir ikiliden meydana 

gelmektedir. Burada, � diferensiyellenebilir bir manifold ve ! ise ���			’nin bir alt 

topluluğudur. 						 
�		’ye  ∑ ‘nın durum uzayı ve  !’nin elemanlarına da sistemin stratejileri denir. 

∑ kontrol sistemine ilişik 

�∑ = ����� ∘ ���	 ∘ … ∘ ��

  �� ∈ !, "� ∈ �, # ∈ $% 
sözde (pseudo) grubu vardır ve  

�∑�� = �(�� ( ∈ �∑% 
� ´de �	’in yörüngesidir. 

Tanım 2.8.2. �∑�� = � olacak şekilde bir � ∈ � varsa, ∑ sistemi geçişli bir 

sistemdir.  

Şimdi de � üzerinde ′′	~	′′ bağıntısını tanımlayalım; 

�~S ⟺ �∑�� 
olsun. Buırada, ′′	~	′′ bir denklik bağıntısıdır. Özel olarak, ∑ sistemi geçişli bir sistem 

ise,  

�∑�� = �,				∀� ∈ � 

dır. Ayrıca ∑ ile birlikte sözde yarı (pseudo-semi) grubu yazılır. 

&∑ = ����� ∘ ���	 ∘ … ∘ ��

  �� ∈ !, "� ≥ 0, # ∈ $% 
olur. Burada, ∑’nın ulaşılabilirlik kümesi olarak da adlandırılabilen � ∈ �’nin pozitif 

yörüngesi  

&∑ (�) = �(�� ( ∈ &∑% 
olur ve genel olarak,  

∀� ∈ �	için	&∑�� ⊆ �∑�� ⊆ � 
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yazılır. � üzerindeki &∑ ile tanımlı ′′	~	′′ bağıntısı simetrik değildir. Çünkü, " > 0 

olduğunda �����‘ in &∑��’a ait olması gerekmez.Başka bir deyiş ile; 

� ∈ ! ⇏ −� ∈ ! 

dir. 

Kontrol teorideki en önemli temel problemlerden biri olan kontrol edilebilirlik 

problemi, &∑�� = � olacak şekilde �, !	ve	� ∈ � üzerindeki koşulların bulunmasıdır. 

Amaç, bir � başlangıç noktasından başlayarak sistemin dinamiği ile verilen, negatif 

olmayan stratejileri ile �’nin her noktasına ulaşmaktır.  

&∑�� ⊆ �∑�� ⊆ �	 olduğundan sistemin geçişlili ği bu problemi çözmek için gerek 

ama yeter bir koşul değildir. Örneğin, 

∑ = aℝ, | ,,#}c 

sistemini gözönüne alalım, 

&∑0� = [0, ∞) ⊊ �∑0� = ℝ 

dır ve dolayısıyla kontrol edilemezdir [4]. 

Tanım 2.8.3. ∑ = �, !� bir kontrol sistemi ve � ∈ � olmak üzere, &∑�� = �	 ise 

sisteme �’de kontrol edilebilirdir denir. Eğer sistem �’nin her noktasında kontrol 

edilebilir ise , sisteme kontrol edilebilirdir denir. 

Teorem(orbit) 2.8.4. ∑ = �, !� bir kontrol sistemi olmak üzere, her � ∈ � için, �∑�� yörüngesi(orbiti) diferensiyellenebilir bir manifold yapsına sahiptir [15]. 

2.9. �� ÜZERİNDEKİ AFİN KONTROL SİSTEMLER İ 

�� n-boyutlu Öklid uzayı üzerindeki afin kontrol sistemlerinin kontrol edilebilirliği 

Jurdjevic ve Sallet (1984) [12], tarafından karakterize edilmiştir. 

Bu uzay üzerindeki bütün endomorfizmaların uzayını *+,�� ve bütün lineer 

otomorfizmaların uzayını da -."�� ile gösterirsek, -."�� ile �� ‘nin semi-direkt 

çarpımı yani, 
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-/�� = -."�� ⊗ �� 

��’nin afin grunbunu tanımlar ve bu grubun Lie cebiri; 

�/�� = 	*+,�� ⊗ �� 

şeklindedir. Dolayısıyla, - ∈ *+,��	ve	� ∈ �� için  

��� = -� + � 

vektör alanına afin vektör alanı denir. 

�� üzerinde 0�'"�, �� üzerindeki difeomorfizmaların 1-parametreli grubunu doğurur 

ve bunun sonsuz küçük üreteçleri 

��� = -� + � 

afin vektör alanlarıdır. Burada, �, ��, … , �� afin vektör alanlarının herhangi bir sonlu 

topluluğu, 

���� = -�� + �					1 = 0,1, … , � 

olmak üzere,  ��  üzerindeki afin ontrol sistemi  

,�," = ��� + 2 .�"����� = -� + �� + 2 .�"�-�� + ����

���

�

���

 

şeklindeki diferansiyel denklemler ile tanımlıdır. Burada, .� ∈ 3 ⊂ �� fonksiyonları 

kontrollerle ilgili keyfi fonksiyonlar, -, -�, … , -� ler + × + ‘lik matrisler ve �, ��, … , �� ‘ ler ise de �� içindeki sütun vektörleridirler. 

H bir afin sistemi göstermek üzere,		∀� ∈ H	ve	∀� ∈ �� için ��� ≠ 0 ise, bu takdirde H afin ailesinin tekil noktası yoktur denir. 

Teorem 2.9.1. H	 �� üzerindeki afin kontrol sistemi ve H~	, H		’nin bilineer kısmını 

göstermek üzere; 

i) H  hiç bir tekil noktaya sahip değil ve 

ii)  H~	; 	�� − @0A  üzerinde kontrol edilebilir 
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ise, bu takdirde H afin ailesi �� üzerinde kontrol edilebilirdir, [6]. 

2.10. LİE GRUPLARI ÜZER İNDE AFİN KONTROL SİSTEMLER İ 

Lie grupları üzerindeki afin kontrol sistemlerinin incelenmesi oldukça yenidir. 

Tıkız bağlantılı ve tıkız olmayan yarı-basit (semi-simple) Lie grupları üzerindeki afin 

sistemlerin kontrol edilebilirlik karakterizasyonu Ayala ve San Martin tarafından 2000 

yılında yapılmıştır. 

Daha sonra, Jurdjevic ve Sallet ‘ın 1984 yılında yayınladıkları çalışmalarındaki teknik 

kullanılarak,  Kara ile San Martin 2006 yılında Genelleştirilmi ş Heisenberg Lie Grupları 

üzerindeki afin sistemlerin kontrol edilebilirlik karakterizasyonunu elde etmişlerdir. 

Benzer teknikle, Kara ile Kule 2010 yılında Carnot Grupları üzerindeki afin sistemlerin 

kontrol edilebilirliğini vermişlerdir. 

� bağlantılı bir Lie grubu ve O�� de onun Lie cebiri olmak üzere �	nin afin grubu -/��, � ile -."��’ nin semi-direkt çarpımıdır. Yani; 

																																																					-/�� = -."�� ⊗ �  dir. 

-/�� ‘de çarpım aşağıdaki gibi tanımlıdır; 

�, W��. Y, W	� = ;� ∘ Y, W��W	�< 

0 ve 1 sırasıyla �	ve -."�� nin birim elemanıdır. -/�� nin birim elemanı 1, 0� ve �, W�w	-/��’nin tersi ise ;���, ���W���< dir. -/�� ‘nin Lie cebiri �/�� , �."�� ile O�� nin semi-direkt çarpımıdır. Lie parantezi ise ; 

�!�, ���, !	, �	�� = �!�, !	�, !��	 − !	�� + ���, �	�� 
şeklinde tanımlıdır. 

�	bağlantılı bir Lie grubu ve W’ de onun Lie cebiri olmak üzere , 

�r"� = ! + ���� + 2 .��

���

(");!� + e�<�� 
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diferensiyel denklem ailesi , � üzerindeki afin kontrol sistemini belirler. Burada, 

�w�	, !, !�, … , !�w!0#;O��<	ve �, e�, … , e�wO�� .w3 için denklem 3 ile 

parametrize edilmiştir. 3 parçalı sabit reel değerli fonksiyonların ailesidir.  

O takdirde, dinamik aşağıdaki gibi verilir. 

! = =! + � + 2 .�;!� + e�<⃒:w��

�

���

? 

Burada �, e�wW olmak üzere ! = 0 ise sistem invaryanttır. Eğer Lie cebirinin 

elemanları; yani, � = 0			ve ! = !� = !	 = ⋯ = !� = 0 ise, afin kontrol sisteminin 

elemanları lineer kontrol sistemin elemanları formuna dönüşür. Diğer bir durum olarak, 

Lie grubu üzerinde afin kontrol sistemi için � = 0   ve e� = e	 = ⋯ = e� = 0 olduğu 

düşünülürse, bilineer kontrol sistemi ortaya çıkar. Genel olarak, afin kontrol ailesi 

bilineer kontrol ailesinden daha zengin aile olarak tanımlanır. Lie grupları üzerindeki 

afin kontrol sistemleri, lineer , bilineer ve invariant sistemlerden daha genel bir 

sistemdir.  

Dördüncü Bölümde, ′′	�� + �	′′ grubu üzerindeki afin kontrol sistemleri inceliyoruz. 
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3. MALZEME VE YÖNTEM 

Lie grupları üzerindeki afin sistemlerin kontrol edilebilirli ği oldukça genel bir durum 

olduğu için ilk malzeme olarak sistemin durum uzayı olarak ′′	�� + �	′′ nu inceliyoruz. 

� > { olmak üzere, ∀�, �wℝ		için	/3,;�� = �� + �, şeklindeki afin dönüşüm için, 

herhangi iki afin dönüşümün çarpımı yine aynı şekilde olduğundan bir grup oluştururlar 

ve tersi de yine aynı dönüşümü verir. Bu şekilde ortaya çıkan grubu -/1� ile ve /3,; 

fonksiyonunu da /3,; = 4� �
0 15	  matrisi ile gösteriyoruz. Afin kontrol sistemimizi 

oluşturan diğer malzemeleri tanımak için aşağıdaki diferansiyel denklem ailesini 

inceleyelim. 

�r"� = ! + ���� + 2 .��

���

(");!� + e�<�� 
diferansiyel denklem ailesi , 	-/1� üzerindeki afin kontrol sistemini belirler. Burada, �w		-/1�; 		!, !�, … , !�w!0#�/1�	�	; �, e�, … , e�w	�/1�	I0 .w3 dir. 3 parçalı 

sabit reel değerli fonksiyonların ailesidir.  

Bu takdirde, dinamik  

! = =! + � + 2 .�;!� + e�<⃒:w��

�

���

? 

şeklindedir.  

 

Yöntem; afin sistemi bilineer parçasına bağlayan cebir seviyesindeki bir otomorfizma 

ile bilineer sistemin kontrol edilebilirliğini ters tasvir yoluyla afin sisteme genişletme 

tekniğidir. Bu yöntem için sistemi oluşturan malzemeler ve özellikleri analiz 

edilmektedir. 
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4. BULGULAR 

Çalışmanın bu bölümü, kontrol edilebilirlik için hedeflenen özgün sonuçları 

içermektedir. Önce, -/1� grubunun cebirsel özelliklerini elde ediyoruz ve daha sonra 

sistemin kontrol edilebilirliğini karakterize ederek ispatlıyoruz. 

4.1. ′′	��+ 		′′ GRUBU 

� > { olmak üzere, ∀�, �wℝ		için	/3,;�� = �� + �, şeklindeki dönüşüme afin dönüşüm 

denir. Herhangi iki afin dönüşümün çarpımı yine aynı şekilde olduğundan bir grup 

oluştururlar ve tersi de yine aynı dönüşümü verir. Bu grubu -/1� ile göstereceğiz. /3,; 

fonksiyonu /3,; = 4� �
0 15	 matrisi ile ilişkilendirilebilir. 

Soldan 4�
15 ile çarpılırsa, 

                                              4� �
0 15 4�

15 = 4�� + �
1 5  

elde edilir, [7]. -/1�’ in grup olduğunu gösterelim; 

1) /3,;�� , /<,���w	-/1�  ise  /3,;��. /<,���w-/1� 
4� �

0 15 4v ,
0 15 4�

15 = 4�v �, + �
0 1 5 4�

15 = 4�v� + �, + �
1 5 

�, �, v, ,	w	ℝ								 ⇒ 							�v, �, + � w ℝ 

2) /3,;�� w	-/1�  ise /3,;���� w	-/1� 
4� �

0 15�� = a1 �� −� ��
0 1

c  ve � > 0		olduğundan 
�

3
> 0 dır. Ve �, �wℝ  

olduğundan 
�

3
	 , − ;

3
	wℝ	 dir. 
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3) /3,;�� ≠ /;,3�� yani -/1� değişmeli değildir. 

4� �
0 15 4�

15 ≠ 4� �
0 15 4�

15 

4�� + �
1 5 ≠ 4�� + �

1 5 

Böylece, -/1�, 2�2’ lik reel matrislerin bir grubu olarak incelenebilir ve dolayısıyla 

ℝ�’ de geometrik bir nesnedir. Diğer tarafdan -/1�’ in elemenları bir yarı-düzlem 

oluşturduğundan 2-boyutludur. Öncelikle �, �, 0,0�	 noktalarını içeren	ℝ�	’ ün 2-

boyutlu alt uzayını düşünelim. Bu bir düzlemdir ve dördüncü koordinat doğrultusunda 1 

birim kaydırılarak elde edilen �, �, 0,1�	 noktaların kümesidir. Sonuçta, ilk koordinatı � > 0 koşulu ile kısıtlayarak bu yarım düzlemi elde ederiz. 

Tekil olmayan limit altında -/1� kapalıdır; yani, vektör toplamı ve  �� × �� toru 

altında 2-boyutlu matris Lie grubudur. İki matris Lie gruplarından farklı olarak -/1� 
değişmeli değildir. Örneğin, 

/	,�/�,	�� = 42 1
0 15 41 2

0 15 4�
15 

                                                              = 42 5
0 15 4�

15 

                                                             	= 	 42� + 5
1 5 

/�,	/	,��� = 41 2
0 15 42 1

0 15 4�
15 

                                                             = 42 3
0 15 4�

15 

                                                             	= 	 42� + 3
1 5 

-/1� sadece bağlantılı, değişmeli olmayan 2-boyutlu Lie grubudur.  

Geometrik bir nesne olarak, -/1�, ℝ�’ ün sınırsız bir alt kümesidir. Çünkü, �	herhangi 

bir sayı ve � ise pozitif herhangi bir sayıdır. Ayrıca, tıkız olmayan bir Lie grubudur. 

Tüm bu özellikleri ile 2-boyutlu tek Lie grubudur. 

Bir grup olarak ise, homomorfizması aşağıdaki şekildedir; 
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� → 0 oldukça,  

(: 4� �
0 15 ⟼ 4� 0

0 15 

dır. Yani, sonsuz çokluktaki � değerli H3,; matrislerini H3, matrisine götürür. 

Dolayısıyla, 

(;H3�,;�H3�,;�< = (;H3�,;�<(;H3�,;�< 

olduğunu şöyle görebiliriz; 

( �4�� ��
0 1 5 4�	 �	

0 1 5� = ( �4�� ��
0 1 5� 	( �4�	 �	

0 1 5� 

                          ( �4���	 ���	 + ��
0 1 5� = 4�� 0

0 15 4�	 0
0 15  

                                               4���	 0
0 15 = 4���	 0

0 15 

-/1� basit(simple) bir grup değildir, ayrıca, ( ‘nin çekirdeğindeki matrislerin normal 

alt grubu kendi matris Lie grubudur. -/1� grubunun çekirdeği ise bütün matrislerini 

birim matrise gönderen bir grup homomorfizmasıdır. Yani, � → 1	ve	� = 0 için 

( 4� �
0 15 = 41 0

0 15	 
                                                     (: 4� �

0 15 ⟼ 41 0
0 15 

dır. 

Geometrik olarak, bu alt grup bir doğrudur, ve grup işlemi doğru üzerinde toplamaya 

tekabül eder, çünkü 

41 ��
0 1 5 41 �	

0 1 5 = 41 �� + �	
0 1 5 

dır.[7] 
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4.2. 
����	İN LİE CEBİRİ 

-/1� , 2�2’ lik matrislerin  ℝ� uzayında bir düzlemin yarısı olduğundan, geometrik 

olarak birim elemandaki teğet uzayının bir düzlemi olduğu aşikardır. Bununla beraber, 

teğet uzayın elemanları için belirtilmiş matrisleri bulmak için, -/1�’in birim elemanı 

41 0
0 15 dan -/1�’in yakın noktalarına vektörlere bakarız. 

α	I0	F nın küçük değerleri için , 

41 + D F
0 15 − 41 0

0 15 = 4D F
0 15 

                                                                                 = D 41 0
0 05 + F 40 1

0 05   

bunlar vektördür. Burada, düzlemde Lie doğrultuları aşağıdaki vektörlerle gerilir; 

6 = 41 0
0 05 ,			7 = 40 1

0 05 

Bu 6, 7 baz vektörlerinin Lie parantezi; 

�6, 7� = 67 − 76 
                                                                   = 7 

dir, [7]. 

Teğet uzaydaki genel matris, 

4D F
0 05 

 kullanılarak yapılacak kolay bir hesaplama ile üstel fonksiyon, teğet uzayı 1-1 ve 

üzerine olarak -/1�’ e resmeder. Tümevarım yöntemi ile, 

4D F
0 05� = aD� FD���

0 0 c 

dir, [7]. 

İspat: 

+ = 1	 için; 
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4D F
0 05 = aD FD���

0 0 c 

                                                                 = 4D F
0 05 

doğrudur. + = � − 1	için doğru olduğunu kabul edelim. Dolayısıyla, 

4D F
0 05=�� = aD=�� FD=�	

0 0 c 

olur. Şimdi de + = � için doğru olduğunu gösterelim. 

4D F
0 05=�� = aD=�� FD=�	

0 0 c 

4D F
0 05=�� 4D F

0 05 = aD=�� FD=�	

0 0 c 4D F
0 05 

4D F
0 05= = aD=��. D + FD=�	. 0 FD=�� + FD=�	. 0

0 0 c 

yani; 

4D F
0 05= = aD= FD=��

0 0 c 

dır. Bu eşitli ği 6	ve	7 cinsinden yazacak olursak, 

D6 + F7�� = D�6 + FD���7 

eşitli ğini elde ederiz. Bu ifade de tümevarım methodu ile gösterilebilir. Bu ifadeyi üstel 

fonksiyonda yerine koyarsak, 

2 D6 + F7��+! = 9 +
1
1! D6 + F7� +

1
2! D6 + F7�	 + ⋯ +

1+! D6 + F7���

��

+ ⋯ 

                                = 9 + �

�!
D6 + F7� + �

	!
D	6 + FD7� + �

�!
D�6 + FD	7� + ⋯ +

																																								 �
�!

D�6 + FD���7� + ⋯ 

                                = 9 + D6 + F7 + �

	!
D	6 + �

	!
FD7+

�

�!
D�6 + �

�!
FD	7 + ⋯ + �

�!
D�6 +

																																									 �
�!

FD���7+... 



44 
 

                         = 9 + 4�
�!

+ ��

	!
+ ⋯ + ��

�!
+ ⋯ 5 6 + F 4�

�!
+ �

	!
+ ��

�!
+ ⋯ + ����

�!
+ ⋯ 57 

                         = 9 + 0�6+�
�

D 4�
�!

+ ��

	!
+ ��

�!
+ ⋯ + ��

�!
+ ⋯ 57 

                         = 9 + 0�6 + �

�
0�7  

elde edilir. Matris formatında, 

                         = 41 0
0 15 + 0� 41 0

0 05 + �

�
0� 40 1

0 05 

                        	= y0� �

�
0� − 1�

0 1
z 

şeklinde yazılabilir. �/1�	 de bir Lie cebiri yapısına sahip olduğu için aşağıdaki 

özellikleride sağladığı gösterilebilir, [7]. 

• �6, 7� = −�7, 6�     ∀6, 7 ∈ �/1� 
•89, �6, 7�: + 86, �7, 9�: + 87, �9, 6�: = 0   (Jacobi Özdeşliği), ∀9, 6, 7 ∈ �/1� 
4.3. ′′	��+ 		′′  GRUBU’NUN MERKEZ İ 

Tanım 4.3.1. � bir grup olsun. �’ nin ∀� ∈ � için D� = �D şartını sağlayan	D ∈ �’ lerin 

kümesine �’ nin merkezi denir ve f�� ile gösterilir. 

Bu tanıma göre -/1� grubunun merkezini araştıralım; 

 

4D� D	D� D�5 4� �
0 15 = 4� �

0 15 4D� D	D� D�5 

bu eşitlik ancak  

D� = D�			ve		D	 = D� = 0 

olduğunda gerçekleşir. Dolayısıyla, merkez;-/1�< = D 41 0
0 15 = D9 dir ve grubun 

tanımı gereği D = 1 olmalıdır. 
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Yani, Merkez;-/1�< sadece birim elemandan ibarettir. Bunu, abelyen olmayan basit 

grupların merkezinin sadece birim elemandan oluşmasından dolayı da söyleyebiliriz. 

Dolayısıyla grubumuza merkezsizdir de diyebiliriz. 

•  0�' `�/1� �0#�0Q� d = 0�' 4D 0
0 D5 = 0�'D9� 

                                      = 9 + �

�!
D9� + �

	!
D9�	 + ⋯ + �

�!
D9�� 

                                      = 9 + �

�!
D9 + �

	!
D	9 + ⋯ + �

�!
D�9 

                                       = 9 + 9 4�
�!

D + �

	!
D	 + ⋯ + �

�!
D�5 

                                       = 9 + 90� 

                                       = 41 0
0 15 + 40� 0

0 0�5 

                                       = 41 + 0� 0
0 1 + 0�5 

D = 1  için, 

                                       = 41 + 0 0
0 1 + 05 

		 
                                       = 1 + 0� 41 0

0 15 

olur. 

4.4. ÇÖZÜLEB İLİR LİE GRUBU 

Tanım 4.4.1. Bir O Lie cebrinin ideallerinin serisi (the derived series) ; 

O$% = O 

O$�% = �O, O� 
O$	% = 8O$�%, O$�%: 

· 

· 

· 



46 
 

O$�% = 8O$���%, O$���%: 
şeklinde tanımlanır. Eğer bazı +’ ler için O$�% = 0 oluyorsa O’ ye çözülebilirdir denir. 

Grubun değişmeli olması çözülebilir olmasını gerektirir, oysa simple cebirler kesinlikle 

çözülebilir değidir, [8]. 

-/1� grubunun çözülebilirlik durumuna bakacak olursak; 

�6. 7� = 7 

8�6, 7�, �6. 7�: = �7, 7� = 0 

�8�6, 7�, �6, 7�:, 8�6, 7�, �6, 7�:� = 8�7, 7�, �7, 7�: = �0,0� = 0 

· 

· 

· 

8�6, 7�$�%, �6, 7�$�%: = 0 

elde edilir. Dolayısıyla, tanım gereği -/1� grubu çözülebilirdir. 

4.5. NİLPOTENT L İE GRUBU 

Tanım 4.5.1. Bir O Lie cebrinin ideallerinin serisi  

O = O 

O� = �O, O� 
O	 = �O, O�� 

· 

· 

· 

O� = 8O, O���: 
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şeklinde tanımlanır. Eğer bazı +  ‘ler için O� = 0 oluyorsa O’ ye nilpotenttir denir. 

Örneğin, herhangi değişmeli cebir nilpotenttir. Bütün 1 ler için O$�% ⊂ O� olacağından 

nilpotent cebirler çözülebilirdir ancak tersi doğru değildir, [8]. 

-/1� grubunun nilpotentlik durumuna bakacak olursak; 

�6. 7� = 7 

86, �6, 7�: = �6, 7� = 7 

�6, 86, �6, 7�:� = 86, �6, 7�: = �6. 7� = 7 

· 

		�,�6�7� = 7							 
+ = 0,1,2, … için hiçbir zaman sıfır olmayacağından dolayı -/1� grubu nilpotent 

değildir. 

4.6. ′′	��+ 		′′  GRUBUNUN YÖRÜNGELERİ 

-/1�, 2x2		lik	 reel matrislerin bir grubu olarak gözönüne alınır. Dolayısıyla, ℝ�’de 

geometrik bir nesnedir. Elemanları bir yarı düzlem oluşturur. O halde 2-boyutludur. 

ℝ�’ün 2-boyutlu bir alt uzayı �, �, 0,0� noktalarını içerir. Bu noktaların dördüncü 

koordinatlarını bir birim öteleyerek elde edilen  �, �, 0,1� noktaların kümesi bir düzlem 

oluşturur ve bunların ilk koordinatı � > 0 ile kısıtlanarak yarı düzlem elde edilir. 

-/1� grubu 2-boyutlu abelyen olmayan tek bağlantılı bir Lie grubudur. Geometrik bir 

nesne olarak -/1�, ℝ�’ün sonsuz alt kümesidir. Ayrıca, -/1� tıkız olmayan bir Lie 

grubudur. 

	-/1� grubunun aşağıdaki topolojik özelliğini elde ediyoruz. 

Teorem 4.6.1. Sistemin durum uzayı -/(1), yerel tıkız bir Hausdorff uzayıdır. 

İspat: -/(1) bir Lie grubu olduğundan Haussdorf uzayıdır. Yerel tıkız olduğunu 

göstermek için , -/(1)’ in her � noktasının komşuluğu için G�  tıkız ve G� ⊂ 3 olacak 

şekilde �’in bir  V komşuluğu olduğunu [17], göstermeliyiz. 
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-/(1) yarı-düzlemi üzerindeki topoloji ℝ	’nin standard topolojisine homeomorfik 

olarak ortaya çıkar. Dolayısıyla, ∀� ∈ -/(1) için, � ∈ 3 komşuluğu yuvara 

homeomorfik olup, ∀3 ∋ � komşuluğu için � ∈ G ⊂ G� ⊂ 3 olacak şekilde G 

komşuluğu vardır. G de yuvara homeomorfik olup G�  kapanışı kapalı yuvardır. ℝ	’deki 

kapalı sınırlı yuvarlar tıkız olduğundan homeomorfik görüntüleri de tıkızdır. 

Tanım 4.6.2. �, sonlu bir grup , -."�� de onun otomorfizm grubu olsun. Bu durumda, �, -."�� etkisi altında denklik sınıflarına bölünmüştür. Eğer �w-."�� için W> = ℎ 

ise W, ℎ’e  denktir denir. Bu denklik sınıflarına otomorfizm-yörüngeleri denir. Eğer �, k 

tane otomorfizm yörüngeye sahip ise �’ye k-yörünge grubu denir. Birim eleman sadece 

1-yörünge grubunu meydana getirir.  2-yörünge grup açıkça görülebilir ki asal kuvvetli 

elemanter abelyen bir gruptur [9]. 

-/1�  grubunun aşağıdaki yörüngesini elde ediyoruz. 

Yardımcı Teorem 4.6.3. -/1� grubunun yoğun bir -.";-/1�< − yörüngesi vardır. 

İspat:  

e: = 0�'�/1� − ��/1�, �/1��� 
                                              = -/1� − �-/1�, -/1�� 
kümesi -/1�’in otomorfizm yörüngesidir. Klasik Hadamard Teoremi’ne göre; yüzeyin 

her noktasında, teğet uzaydan yüzeye olan üstel (exp.) tasvir global bir 

difeomorfizmadır [10]. Ayrıca, W�W	������ doğru parçası �-/1�, -/1��’e paralel olacak 

şekilde W�, W	 ∈ e gibi iki elemanı gözönüne alınsın. 

�: e → e 

W� → "�W� + "	 = e                "�, "	 ∈ ℝ 

ile tanımlanan � bir otomorfizmadır. Ayrıca, bu doğruları dik doğrularla benzer yolla 

birbirine bağlamak mümkündür. -.";-/1�< − yörüngesi	 merkez�-/1�, -/1�� 
doğru formunda olduğu için açıktır. 

Herhangi bir � ∈ �-/1�, -/1�� için herbir B�, Z� yuvarı -/(1)’in �’de farklı bir 

elemanına sahiptir. Böylece;   
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-/1� − �-/1�, -/(1)������������������������������� = -/(1) 

dir. 

Aşağıdaki kontrol edilebilirlik karakterizasyonunu elde ediyoruz. 

Teorem 4.6.4. ∑3 , -/1� durum uzayı üzerindeki afin sistem olmak üzere, ∑3’nın 

kontrol edilebilir olması için gerek ve yeter koşul, ∑3’ya ili şik olan -.";-/1�< −
yörüngesi	 üzerindeki bilineer sistemin kontrol edilebilmesidir. 

İspat: ∑; = ;-.";-/1�<, !;<  bilineer kontrol sistemin kontrol edilebilir olduğunu 

kabul edelim.  

�? = 9, ×
1V 9, 

şeklindeki bW × W ‘den  bW × W’ye ,	�? tasviri cebirler üzerinde bir otomorfizma 

tanımlar. ∀! + � ∈ �/;-/1�< = 	bW × W için, 

�?! + �� = ! +
1V � 

dir. V → ∞ iken, �?! + �� = ! olacağından dolayı, V → ∞ iken �?!3� → !; ’ dir. 

Dolayısıyla, V → ∞ iken 	�?∑3� → �?∑;�’ dır. ∑; bilineer sistemi -.";-/1�< 

otomorfizm yörüngesi üzerinde kontrol edilebilir ve -.";-/1�< − yörüngesi	 de 

Yardımcı Teorem 4.5.3. e göre -/1� durum uzayında yoğun olduğundan dolayı, ∑; 

bilineer sistemi her yörüngesinde kontrol edilebilirdir. Sussmann’ın Yörünge 

Teorem’ine [15], göre durum uzayının yörüngeleri diferensiyellenebilir manifold 

yapısına sahip olduğundan, sistemin tüm bilgileri saklı tutularak sistem yörüngesi 

üzerinde incelenebilmektedir. ∑; ’ nin her yörüngesi üzerindeki kontrol edilebilirlik 

durum uzayına yansır.  

1* merkezli B1* , 1� birim yuvarın sınırı olan 1* merkezli &1* , 1� birim küresini göz 

önüne alalım.  Küçük bozulmalarda, tam kontrol edilebilirliğin korunması nedeni ile 

yeteri kadar büyük V değeri için, �?∑3� sistemi, 

&1* , 1� − �-/1�, -/1�� 
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üzerinde kontrol edilebilirdir, dolayısıyla, &1* , 1� üzerinde normal kontrol edilebilir 

sistemler açık olduğundan dolayı [11], �?∑3� sistemi,  

B1* , 1� − �-/1�, -/1�� 
de  kontrol edilebilirdir. O halde, ∑3, 

                                                 B�?1*�, 1� − �-/1�, -/1�� 
üzerinde kontrol edilebilirdir. Burada, 

�?
��1*� = 9,0 × V9,0 

dir. O takdirde �?
��1*� = 9,0 × V9,0 den geçen afin sistemin pozitif yörüngesi açıktır 

ve  B;�?
��1*�, 1< − �-/1�, -/1��’ i içerdiğinden içi boştan farklıdır. Dolayısıyla, 

∑3 sisteminin �?
��1*�	‘den normal ulaşılabilir durum uzayı bağlantılı olduğundan, 	∑3 

afin sistemi -/1� üzerinde kontrol edilebilirdir. 

Tersine olarak, ∑3 afin sistemin kontrol edilebilir olduğunu kabul edelim. Biz, 

otomorfizma-yörünge yardımı ile afin sistemimizi bilineer sisteme taşıdık ve bilineer 

sistemin kontrol edilebilirliğini kabul edip bunu afin sisteme genişlettik. Sürekli tasvir 

yardımı ile ∑3’ nın kontrol edilebilirliği ∑; bilineer sisteme kısıtlanabilir. 
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5. TARTI ŞMA VE SONUÇ 

Kontrol edilebilirlik Kontrol Teorideki en temel klasik problemlerden biridir. Lie 

grupları üzerindeki çeşitli kontrol sistemleri üzerinde bir çok sonuç mevcuttur. Afin 

sistemler üzerindeki çalışmalar, 1984’ de Jurdjevic ve Sallet’ nin yayınladığı 

çalışmalarında n-boyutlu Öklid uzayı üzerindeki afin sistemlerin kontrol 

edilebilirliğinin karakterizasyonu ile ortaya çıkmaktadır. 

Bu çalışmada elde edilen ′′	�� + �	′′ grubu üzerindeki afin kontrol sistemleri için 

kontrol edilebilirlik karakterizasyonu benzer bir teknik kullanılarak elde edilmiş ve 

ispatlanmıştır. 

Sistemin durum uzayı olarak kullanılan -/(1) grubu, 2-boyutlu, değişmeli ve aynı 

zamanda tıkız olmayan tek Lie grubudur. Grubumuzun merkezsiz olduğu, çözülebilir 

ancak nilpotent olmadığı gösterilmiştir. ′′	�� + �	′′ grubu üzerindeki afin kontrol 

sistemleri incelenmiştir. -/1� grubunun yerel tıkız bir Hausdorff uzayı olduğu 

ispatlanmıştır. -/(1) grubunun yörüngesi hesaplanarak, -/(1) durum uzayı üzerindeki 

afin sistemlerin kontrol edilebilmesi için gerek ve yeter koşul ifade ve ispat edilmiştir. 

Bundan sonra ise, ′′	�� + �	′′ grubunun + > 2 gruplarının özellikleri ve afin sistemlerde 

durum uzayı olarak kontrol edilebilirliği incelenebilir. 
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