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ÖZET

SONLU BOYUTLU UZAYLARDA MATEMAT�K PROGRAMLAMA VE

DUAL�TE

Bu tez çal�³mas�nda öncelikle konveks analizin temelini olu³turan konveks küme ve
konveks fonksiyonlar�n temel özellikleri verildi. Dualite teorisinde önemli bir yere
sahip olan konveks e³lenik fonksiyonlar�n yap�lar� incelenerek, konveks fonksiyon ile
konveks e³lenik fonksiyon aras�ndaki ili³kiler ara³t�r�ld�. Daha sonra baz� optimi-
zasyon problemleri tan�t�ld� ve bu problemlerin dual problemleri kurulup genelli§i
bozmaks�z�n incelenen minimum optimizasyon probleminin çözümü ile dual prob-
lemin çözümü aras�ndaki ba§�nt� verildi. Son olarak e³lenik fonksiyon yard�m� ile
Fenchel Dualitesi kullan�larak konveks optimizasyon problemlerinin çözümleri ince-
lendi.
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SUMMARY

MATHEMATICAL PROGRAMMING AND DUALITY IN FINITE

DIMENSIONAL SPACES

In this study, initially the basic properties of convex set and convex function which
are formed the basis of the convex analysis, were given. By examining structures
of convex conjugate functions which have an important place in duality theory, the
relationships between the convex functions and convex conjugate functions were
researched. Then some of optimization problems were de�ned and the relationship
between solutions of primal problems and the dual problems were given by const-
ructing dual problems of these optimization problems. Finally, solutions of convex
optimization problems were examined with the help of the conjugate function using
Fenchel duality.

vi
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1. G�R��

�nsano§lu yüzy�llard�r bilinçli ya da bilinçsiz olarak yapt�§� i³lerin tümünde her za-

man en iyiyi yapmay� planlam�³ ve istemi³tir. Bu çabalar, bazen bir i³çinin belirli

bir kuvvetle maksimum yükü kald�rabilmesi, bazen de uçaklardaki sürtünmenin mi-

nimuma indirgenmesi olarak kar³�m�za ç�kmaktad�r. Ünlü matematikçi Leonhard

Euler'in � Do§ada maksimum ya da minimum duyusunun bulunmad�§� hiç bir olay

yoktur� ifadesinde belirti§i gibi her zaman bir eniyileme çabas�n�n varl�§� yads�namaz

bir gerçektir. Türkçe'de en iyi anlam�na gelen asl�nda kökeni Latince optimus olan

optimal kelimesi, matematik analizin özel bir kolu olan matematik programlamada

önemli bir yer tutar. Matematik programlama, bir sistemde varolan kaynaklar�n en

verimli ³ekilde kullan�larak belirli amaçlara ula³may� sa§layan bir teknoloji olarak

tan�mlanan optimizasyon kavram� ile e³anlaml� olarak kullan�l�r. Di§er bir ifadeyle,

matematik programlama, optimizasyon modelinin kurulmas� ve çözümün elde edil-

mesi i³lemine verilen genel isimdir. Matematiksel olarak ise, matematik program-

lama ya da optimizasyon terimi bir reel de§erli fonksiyonu minimize ya da maksimize

etmek amac� ile reel ya da tamsay� de§erlerini, tan�ml� bir aral�kta seçip fonksiyona

yerle³tirerek sistematik olarak bir problemi incelemek ya da çözmek i³lemlerini ifade

eder.

Tarihte ilk optimizasyon problemi, Fenikeli bir prenses olarak tan�nan Dido'nun Kral

olan karde³inin kocas�n� öldürmesi nedeniyle ülkesinden kaçarak Kuzey Afrika'da

bir bölgenin kral�n�n, prensese yaln�zca bir s�§�r derisinin kaplayabilece§i alan kadar

toprak parças�na yerle³mesine izin vermesi üzerine, Prenses Dido'nun en büyük alanl�

toprak parças�n� nas�l bulabilece§i problemi tarihte Dido problemi olarak bilinir.

Matematiksel olarak ise �verilen uzunluktaki kapal� e§riler aras�nda en geni³ alan�

bulmak� olarak problem tan�mlan�r. Prenses Dido s�§�r derisini ince ³eritler halinde

kestirip bunlar� birbirine ba§lat�r ve uzun bir kordon elde eder. Kordonu bir çember

³eklinde yayd�r�r ve 3 ile 12.5 km2 aras�nda bir alan elde ederek problemi do§ru

bir ³ekilde çözer. E³it çevre uzunlu§una sahip düzemsel ³ekiller aras�nda en fazla

alan�n daireye ait olmas� gerçe§ini daha sonra matematikçiler aras�nda kan�tlamak
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o kadar kolay olmaz. M.Ö. üçüncü ya da dördüncü yüzy�lda Yunanl� matematikçi

Zenodoros, bu konuda ilk giri³imleri yapmakla beraber kan�t� baz� aç�klar içermek-

tedir. Bu aç�klar ise ancak 19. yüzy�lda Alman matematikçi Weierstrass taraf�ndan

kapat�lm�³t�r. 1696 y�l�nda Johan Bernoulli'nin ortaya att�§� sürtünmesiz ortamda

verilen iki nokta aras�nda bir cismin yerçekimi nedeniyle yapaca§� yer de§i³tirmenin

minimum zamanda olmas�n� sa§layacak yörüngenin bulunmas� problemi yunanca

brachistrochrone yani en k�sa zaman problemi olarak bilinir. Brachistrochrone prob-

lemine kadar, tek de§i³kenli fonksiyonlar�n minimum ya da maksimumlar� bulun-

maya çal�³�l�rken bu problemden sonra daha fazla de§i³kenli fonksiyonlar için opti-

mizasyon problemleri ile u§ra³�lmaya ba³land�. 18. yüzy�ldan itibaren matemati§in

bu tip problemlerle çal�³an koluna varyasyonlar analizi denilmektedir [1, 2]. Düz

bir yolda sürtünmesiz bir ³ekilde hareket eden, belirli s�n�rlar içerisinde de§i³tirile-

bilen bir d�³ güç taraf�ndan kontrol edilen, hareket halindeki bir araban�n belli bir

yerde en k�sa zamanda durdurulmas� problemi en basit zamanl� optimal problemi

olarak adland�r�l�r. 1950'lerden sonra, bunun gibi bir tak�m kontrol edilebilir güçleri

bünyesinde bar�nd�ran problemlerin çözümleri ile u§ra³an ve ad�na optimal kontrol

teorisi denilen bir teori geli³meye ba³lanm�³t�r [3]. Küme de§erli fonksiyonlar ve

yakla³�m metodlar� aç�s�ndan matematik programlaman�n temel kavram ve pren-

sipleri, adi ve k�smi diferansiyel içermeler ile verilen problemlerin kar³�la³t�r�lmal�

optimallik teorisi Mahmudov'un [4] kitab�nda ayr�nt�l� olarak verilmektedir.

Optimizasyon problemleri hem do§al bilimlerden, ekonomiden ve teknolojiden hem

de matemati§in kendi ihtiyaçlar�ndan ortaya ç�kmaktad�r. Matematik programlama

teknikleri çok geni³ bir yelpazede kullan�m alanlar�na sahiptirler. Mühendislikten i³-

letme ve ekonomiye, askeri modellerden tar�ma, t�p ve ilaç sektöründen spora kadar

birbirlerinden çok farkl� alanlarda geni³ ölçüde kullan�lmaktad�r. Daha özel olarak

uydu yörüngelerinin düzenlenmesi, �nansal planlama, ta³�mac�l�k problemleri, spor

liglerinin optimizasyonu, askeri hede�erin vurulmas�nda optimal silah kar�³�m�n�n

belirlenmesi ve radyoterapide �³�nlar�n optimal aç� ve yo§unluklar�n�n belirlenmesi

bunlardan sadece bir kaç�d�r.

Genel bir optimizasyon problemi,

min f(x) (1.1)

x ∈ X
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³eklinde verilir. Optimize edilecek yani maksimize ya da minimize edilecek f(x)

fonksiyonuna amaç fonksiyonu, X ⊂ Rn kümesine ise k�s�t kümesi denir. E§er X

k�s�t kümesi Rn ise (1.1) problemi k�s�ts�z optimizasyon problemi ad�n� al�r. K�s�tl�

optimizasyon problemi ise i = 1, . . . ,m için

min f(x)

gi(x) 6 0 (1.2)

x ∈ Rn

³eklinde tan�mlan�r. gi(x) k�s�t fonksiyonlar�n�n say�s�nda herhangi bir s�n�r bu-

lunmad�§� gibi k�s�tlar�n hepsi birlikte bir uygun çözüm bölgesi belirlerler. Opti-

mal çözüm de§eri veya de§erleri bu bölgeye ait bir de§er olmaktad�r. Buna göre,

optimizasyon problemleri birçok özellik dikkate al�narak s�n�fland�r�labilirler. Bu

s�n��and�rmalar�n baz�lar� amaç ve k�s�t fonksiyonlar�n�n lineer, nonlineer veya kon-

veks olmas�na göre, karar de§i³kenlerinin tipine göre, de§i³ken say�s�n�n çok veya

az olmas�na göre olabilece§i gibi fonksiyonlar�n düzgün yani diferansiyellenebilir ol-

mas�na veya olmay�³�na göre de yap�labilir. Fakat bu s�n��and�rmalar içerisinde

en yayg�n olarak kullan�lan k�s�tlar�n varl�§�na göre yap�lan s�n��and�rmad�r. Bu

bilgi �³�§�nda optimizasyon problemleri k�s�tl� veya k�s�ts�z optimizasyon problemleri

biçiminde ikiye ayr�labilir. K�s�ts�z optimizasyon problemleri k�s�tl� optimizasyon

problemlerinde k�s�tlar�n özel sabitler ile çarp�larak amaç fonksiyonuna eklenmesiyle

elde edilebilirler. K�s�tl� optimizasyon probleminde ise de§i³kenler s�n�rland�r�lm�³t�r.

E§er amaç fonksiyonu ve k�s�tlar x de§i³kenine ba§l� birer lineer fonksiyonlar ise bu

probleme lineer programlama problemi denir. Bunlardan en az�ndan biri nonli-

neer bir fonksiyon ise bu problem türüne nonlineer programlama problemi denir.

Hem k�s�tl� optimizasyon problemlerini hem de k�s�ts�z optimizasyon problemlerini

genel olarak bu iki alt ba³l�k alt�nda inceleyebiliriz. Bu tez çal�³mas�nda ise non-

lineer programlama içerisinde yer alan konveks programlama problemleri üzerinde

incelemeler yap�lmaktad�r [5, 6]. Öte yandan Bertsekas' �n 1995 y�l�nda yazd�§� [7]

kitab� optimizasyon problemlerinin yap�s�n�n daha iyi anla³�lmas� için önemli bir

kaynak niteli§indedir.

Optimizasyon problemlerini çözmek için çe³itli metodlar tarihten bugüne kadar bir

çok geli³im göstermi³tir. Bu metodlardan birincisi optimizasyon teorisinin geli³i-

minde önemli bir kilometre ta³� olan Newton ve Leibniz taraf�ndan 17. yüzy�lda

geli³tirilen Kalkülüs olmu³tur. Ancak, Kalkülüs uygulamalar�nda kar³�la³�lan ce-
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birsel problemlerin çözümü bazen güç olabilmektedir. Dolay�s�yla, Kalkülüs gerçek

optimizasyon problemlerin çözümünde yeterli ve güçlü bir araç olamamaktad�r.

Daha sonra J.L. Lagrange '�n 1788 y�l�nda Lagrange çarpanlar yöntemi olarak bili-

nen me³hur metodu, bilim dünyas�nda optimizasyon problemlerinin çözülmesi için

önemli bir ad�m olmu³tur ve günümüzde de optimizasyon teorisinin ana konular�n-

dan birini olu³turmaktad�. 1939 'da W. Karush'un k�s�tland�r�lm�³ problemler için

optimallik ko³ullar�n� bulmas� optimizasyon teorisinde yeni bir at�l�m ba³latm�³t�r.

II. Dünya Sava³�n�n ba³lamas�yla 1942 'de �ngiltere ve Amerika Birle³ik Devletlerinin

Yöneylem Ara³t�rmas� gruplar�n� olu³turmas� optimizasyon dünyas� için bir dönüm

noktas� olmu³tur. II. Dünya Sava³�ndan sonra geli³tirilen yeni s�n�f optimizasyon

teknikleri daha karma³�k problemlere ba³ar�yla uygulanm�³t�r. Bunda, yüksek h�zl�

dijital bilgisayarlar�n geli³tirilmesi ve optimum de§erlerin elde edilmesi için, nümerik

tekniklere matematiksel analizin uygulanmas� son derece etkili olmu³tur. Nümerik

teknikler Kalkülüs 'ün bir tak�m zorluklar�n� da ortadan kald�rm�³t�r.

Lineer programlama; bir amac�n gerçekle³me derecesini etkileyen baz� k�s�tlay�c�

ko³ullar�n bulunmas� ve bunlar�n lineer e³itlik veya e³itsizlik olarak verilmesi duru-

munda, bu amaca en iyi biçimde ula³�lmas� için k�t kaynaklar�n en verimli biçimde

kullan�lmas�n� sa§layan bir matematik programlama yöntemidir [8, 9]. Bilinen en

eski optimizasyon problemi olan lineer programlama problemlerin pratik olarak

çözümlenmesi için ilk kullan�³l� algoritma 1947 'de George Dantzig'in özel ara³t�rma

ekibinin ortaya att�§� simpleks algoritmas�d�r. Bu algoritma uygun çözümler kümesi

denilen k�s�tlar�n olu³turdu§u polihedral bölgenin kö³elerinin birer uygun çözüm

noktas� oldu§u �krini benimsemektedir. Uygun çözümler kümesinin bir kö³e nok-

tas�ndan ba³lay�p bu kö³eyi belirleyen kenarlar takip edilerek amaç fonksiyonuna

en iyi sonuç veren kö³e noktas� belirlenir. En iyi sonuç sa§layan kö³enin koor-

dinatlar� optimum çözüm olarak kabul edilmektedir. Bu algoritma, optimizasyon

dünyas�nda gerçekten bir devrim say�lmaktad�r. 1951 'de H. Kuhn ve A. Tucker

daha önce Karush'un önerdi§i k�s�tland�r�lm�³ problemler için optimallik ko³ullar�n�

tekrar formüle ederek lineer olmayan programlama modelleri üzerinde çal�³malar

yapm�³lard�r. Amaç fonksiyonu kuadratik fonksiyon olan bir nonlineer program-

lama çe³iti olarak bilinen Kuadratik programlama ise 1956 'da M. Frank ve P. Wolfe

taraf�ndan geli³tirildi. Tüm optimizasyon problemlerini çözmek için tek bir metod

³uana kadar mevcut de§ildir. Söz gelimi lineer programlar için geli³tirilen Simpleks



5

yöntem tüm lineer modelleri çözme potansiyeline sahipken lineer olmayan program-

lama modellerinin hepsini çözebilen genel bir çözüm yolu de§ildir. Ya da e³itlik

k�s�tl� lineer olmayan modellere Lagrange çarpanlar� metodu kullan�l�rken e³itsizlik

k�s�tl� problemlere de Kuhn-Tucker ko³ullar� uygulanmaktad�r. Ayr�ca bu metodlar-

dan bir k�sm� türevi temel al�rken di§er k�sm� türeve dayal� de§ildir. Genel olarak

türeve dayal� algoritmalar di§erlerine göre optimum sonuca ula³mada daha ba³ar�l�

metodlard�r.

Konveks optimizasyon problemlerinde, reel de§erli konveks bir fonksiyon konveks

kümeler ile verilen bir k�s�t bölgesinde minimum yap�lmak istenmektedir. Minimi-

ze edilecek fonksiyonun diferansiyellenebilir olmad�§� durumlarda bile konveksli§in

getirdi§i daima var olan yönlü türev ve subgradient kavramlar� sayesinde problemin

çözümü diferansiyellenebilir olma halindeki gibi bulunur. Daha kapsaml� ve derin-

lemisine bilgi için [10, 11] bak�labilir. Özel olarak kümelerin ve içermelerin polihedral

oldu§u ve küme de§erli dönü³ümler yard�m� ile verilebilen baz� konveks optimizasyon

problemlerinin çözümü için gerek ve yeter ko³ullar [12]'de incelenmi³tir. Konveks

fonksiyon ve kümelerin özelliklerinin çal�³�ld�§� matematik dal�na Konveks Analiz

denilmektedir. Bu tez çal�³mas�nda konveks analize ait gerekli kavramlar ve önemli

özellikler ikinci bölümde verilmektedir. Daha derinlemesine bilgi için konveks analiz

ile ilgili en temel bilgileri içeren [13, 14, 4, 15, 16, 17] kitaplar�na ba³vurulabilir.

Özel olarak sonlu boyutlu uzaylarda konveks analiz ile ilgili bilgiler için [5] ve [2]

kitaplar�n� da bak�labilir. Öte yandan konveks analizin kurucular�ndan kabul edilen

Rockafellar'�n 1972 y�l�nda yazd�§� Konveks Analiz adl� kitab� [13] bu dalda yaz�lm�³

en temel ve klasik kaynakt�r.

Primal optimizasyon probleminden belirli matematiksel i³lemle türetilen yeni opti-

mizasyon problemine dual problem denir. Dual ve primal problemler birbirleri ile

çok yak�n ili³kili olup bulgular k�s�m�nda verilecek olan dualite teoremleri ile, dual ve

primal problemlerin optimum çözümleri aras�ndaki ba§�nt�lar incelenmi³tir. Dualite

teorisi ilk defa 1947 'de John Von Neumann taraf�ndan ortaya at�lm�³t�r. George

Dantzig, genellikle oyunlar teorisinde çal�³malar yapan John Von Neumann'a ilk kez

lineer programlama probleminden bahsetti§inde, J.V. Neumann lineer programlama

problemlerinin çiftler halinde var oldu§unu öne sürmü³tür. Bu varsay�m 1948 y�l�nda

David Gale, Harold W.Kuhn ve Albert W.Tucker taraf�ndan ispatlanmaktad�r. Bu
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sebeple George Dantzig' in dedi§i gibi � Bugün herkes dualite teorisinin yarat�c�s�

olarak John Von Neumann bilir fakat ilk defa dualite teorisini yay�nlayanlar Tucker,

Kuhn ve Gale' dir.� Albert Tucker ile Princeton Üniversitesi'nde iken yap�lan

röportajdan al�nt� yapmak bu noktada daha gerçekçi bir yakla³�m sa§layacakt�r;

� O zamanlar Pentagon'daki Hava Kuvvetleri'nde istatistikçi olarak çal�³an George

Dantzig, 1948 'in bahar aylar�nda John Von Neumann'� ziyaret etmek için Prince-

ton'a geldi§inde tesadüf eseri onunla tan�³t�m. Lineer programlaman�n ne oldu§unu

sordum, bir ta³�ma problemi örne§i vererek lineer programlamaya bir giri³ yapm�³t�.

Daha sonra ö§rencilerim olan David Gale ve Harold Kuhn ile birlikte çal�³malar ya-

parken dualiteyi tan�mlad�k.� Böylece John Von Neumann taraf�ndan ortaya at�lan

ilk dualite teorisi David Gale, Harold W.Kuhn ve Albert W.Tucker taraf�ndan is-

patlanmaktad�r.

Dualite teorisine göre, her maksimizasyon problemine kar³�l�k onunla ili³kili bir

minimazsyon problemi ya da her minimazsyon problemine kar³�l�k onunla ili³kili

bir maksimizasyon problemi bulunur. 1948 'de Gale ve Kuhn lineer programla-

man�n bir maksimizasyon probleminde Lagrange Çarpanlar� yöntemi uygulayarak

Lagrange çarpanlar�n�n dual de§i³kenler oldu§unu göstermektedir. Lineer program-

lama için bulunan dualite teorisi daha sonra nonlineer programlama problemleri

için de geli³tirilmektedir. Bu teoriye ait daha derinlemesine bilgiye [7] kitab�ndan

ula³�labilir. Konveks programlama problemleri için ise dual ve primal problem-

lerin optimum çözümleri aras�ndaki ba§�nt�lar hakk�ndaki detayl� bilgiye [18, 19, 20]

kaynaklar�ndan ula³�labilir. Ayr�ca özel olarak parabolik tipli diferansiyel içermeli

problemlerin optimallik için gerek ve yeter ko³ullar�n� ve bu problemlerin dualleri

aras�ndaki ili³kileri Mahmudov'un [21] çal�³mas�nda mevcuttur.

Tezde ele al�nan problemler incelenirken gerekecek temel tan�m, teorem ve yöntemler

Genel K�s�mlar ba³l�§� alt�nda ikinci bölümde, Tez çal�³mas�n�n as�l konusu olan

konveks programlama problemi ile dual probleminin ili³kileri Bulgular ba³l�§� alt�nda

üçüncü bölümde, elde edilen bulgular hakk�ndaki görü³ ve yorumlamalar Tart�³ma

ve Sonuç ba³l�§� alt�nda dördüncü bölümde verilmi³tir.
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2. GENEL KISIMLAR

Bu k�s�mda Konveks Analize ait olan temel kavramlar ve onlar�n baz� özellikleri

verilecektir. Bu tez çal�³mas� boyunca R reel say�lar kümesi olmak üzere i = 1, . . . , n

için xi ∈ R gerçekleyen x = (x1, . . . , xn) vektörlerinin n-boyutlu Öklid uzay� Rn ile

gösterilecektir. x, y ∈ Rn vektörleri için iç çarp�m

⟨x, y⟩ =
n∑
i=1

xiyi

ve bu iç çarp�m yard�m�yla da bir x ∈ Rn vektörünün normu ||x|| =
√
⟨x, x⟩ ³eklinde

tan�mlanacakt�r. Rn uzay�ndaki x ve y noktalar� aras�ndaki Öklid uzakl�§�

d(x, y) = ||x− y|| =
√

⟨x− y, x− y⟩,

bu uzaydaki aç�k ve kapal� birim yuvarlar s�ras�yla

B(0, 1) = {x : ||x|| < 1}, B[0, 1] = {x : ||x|| 6 1},

ve A kümesinin tüm iç noktalar�n�n kümesi

int(A) = {x ∈ A : ∃ ε > 0, B(x, ε) ⊆ A}

³eklinde tan�mlan�r. Her noktas� iç nokta olan kümeye aç�k küme, her ε > 0

için
(
B(a, ε)\{a}

)
∩ A ̸= ∅ ise a noktas�na A kümesinin y�§�lma noktas� denir.

A kümesine tüm y�§�lma noktalar�n�n eklenmesiyle elde edilen kümeye A kümesinin

kapan�³� denir ve A ile gösterilir. Di§er yandan bu küme A kümesini kapsayan tüm

kapal� kümelerin kesi³imi ile çak�³t�§�ndan

A =
∩
ε>0

(A+ εB[0, 1])

notasyonu ile de ifade edilir.

Rn uzay�ndaki x1, . . . , xm vektörlerinin afin kombinasyonu λ1, . . . , λm skalerler ve

λ1 + · · ·+ λm = 1 olmak üzere λ1x1 + · · ·+ λmxm ³eklinde tan�mlan�r. Özel olarak

herhangi iki eleman�n�n afin kombinasyonunu içeren kümeye afin küme denir, yani

∀ x1, x2 ∈ A, λ1, λ2 ∈ R, λ1 + λ2 = 1 için λ1x1 + λ2x2 ∈ A
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gerçekleniyorsa A kümesi bir a�n kümedir. Bo³ küme afin küme olarak kabul edilir.

Tek elemanl� kümeler, do§rular, düzlemler afin kümelerdir.

λ1, λ2 ∈ R olmak üzere Rn uzay�ndaki herhangi iki x1, x2 eleman�n lineer kombinas-

yonu λ1x1 + λ2x2 ³eklinde tan�mlan�r. Herhangi iki eleman�n�n lineer kombinasyo-

nunu içeren kümeye lineer alt uzay denir, yani

∀ x1, x2 ∈ L, λ1, λ2 ∈ R için λ1x1 + λ2x2 ∈ L

gerçekleniyorsa L ⊆ Rn bir lineer alt uzayd�r. Afin kümeler ile lineer alt uzaylar

aras�ndaki ili³ki a³a§�daki lemma ile ifade edilir.

Lemma 2.1. Rn uzay�n�n her lineer alt uzay�, orijini içeren bir afin kümedir. Böylece

her lineer alt uzay bir afin kümedir.

�spat: Her lineer alt uzay orijini içerir. Alt uzaylar�n afin küme oldu§unu göstere-

lim. A, Rn uzay�n�n bir alt uzay olsun ve a, b ∈ A için (1−λ)a+λb ∈ A oldu§undan

A bir a�n kümedir. Orijini içeren bir A a�n kümesinin alt uzay oldu§unu göster-

mek için a, 0 ∈ A olsun. i) A a�n küme oldu§undan λa + (1 − λ)0 ∈ A d�r.

Dolay�s�yla λa ∈ A oldu§undan skalerle çarpma i³lemi alt�nda kapal�d�r. ii) a, b ∈ A

için 1
2
a + 1

2
b ∈ A olup i) den 2(1

2
a + 1

2
b) ∈ A olur. Böylece a + b ∈ A oldu§undan

A a�n kümesi toplama i³lemi alt�nda kapal�d�r. i) ve ii) den orijini içeren bir a�n

küme Rn uzay�n�n alt uzay�d�r.

A ve B iki afin küme olsun, e§er bir x0 ∈ Rn için A = B + x0, yani A kümesi B

kümesinin bir ötelemesi ise A afin kümesi B afin kümesine paraleldir denir.

Lemma 2.2. [13] ∅ ̸= A ⊆ Rn alt kümesinin afin olabilmesi için gerek ve yeter

ko³ul tek türlü belirli bir lineer L alt uzay�na paralel olmas�d�r, yani bir x0 ∈ Rn

için A = L+ x0 gerçekle³mesidir.

Bir A ⊆ Rn afin kümesinin boyutu, onun paralel oldu§u tek türlü belirli olan

lineer alt uzay�n boyutu olarak tan�mlan�r ve dim(A) ile gösterilir. Bo³ kümenin

boyutu -1 olarak kabul edilir. Rn uzay�nda n− 1 boyutlu afin kümeye hiperdüzlem

denir ve genellikle H ile gösterilir. Bir L ⊆ Rn alt uzay�n�n ortogonal tümleyeni

L⊥ = {x : ⟨x, y⟩ = 0 , ∀ y ∈ L} ³eklinde tan�mlan�r ve L⊥ kümesi de bir alt uzay-

d�r. Bilindi§i gibi dim(L) + dim(L⊥) = n ba§�nt�s� geçerli olup Rn uzay�n�n n − 1

boyutlu alt uzaylar�, 1 boyutlu alt uzaylar�n ortogonal tümleyenidir. dim(L) = 1
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olan alt uzaylar s�f�rdan farkl� tek bir b vektöründen olu³an bir tabana sahiptir.

dim(L⊥) = n− 1 olan alt uzay� {x : x⊥b} kümesidir. Lemma 2.2'den hiperdüzlem-

ler ise bu alt uzay�n a ∈ Rn olmak üzere a kadar ötelemesidir. Yani

H = {x ∈ Rn : x⊥b}+ a = {x+ a : ⟨x, b⟩ = 0} = {x : ⟨x− a , b⟩ = 0}

= {x : ⟨x, b⟩ = β}

gerçeklenir, burada β ∈ R ve 0 ̸= b d�r. b ̸= 0 vektörüne de H hiperdüzlemin normal

vektörü denir. H kümesi Rn uzay�nda (n− 1) boyutlu bir hiperdüzlem tan�mlar.

Lemma 2.3. [13] A,m×n reel matris ve b ∈ Rm olsun bu durumda Ax = b denklem

sisteminin çözümü olan {x ∈ Rn : Ax = b} kümesi afin kümedir. Ayr�ca herhangi

bir afin küme bu ³ekilde ifade edilebilir.

Kolayca herhangi say�da afin kümenin kesi³imi yine bir afin küme oldu§u görülebilir.

Bir A ⊆ Rn kümesini kapsayan tüm afin kümelerin arakesitine A kümesinin afin

zarf� denir ve affA ile gösterilir. Ayr�ca affA kümesi A kümesini içeren en küçük afin

kümedir. Rn, A kümesini kapsayan afin küme oldu§undan affA ̸= ∅ d�r.

A, m× n reel matris ve b ∈ Rm olmak üzere Lemma 2.3 nedeniyle

{
x ∈ Rn : Ax = b

}
=

{
x : ⟨x, bi⟩ = βi , i = 1, . . . ,m

}
=

m∩
i=1

Hi

denklemi gerçeklenir. Burada bi, A matrisinin i. sat�r�, βi, b vektörünün i. bile³eni ve

Hi = {x : ⟨x, bi⟩ = βi} dir. Böylece bir afin kümenin hiperdüzlemlerin kesi³imi

olarak ifade edilebildi§i anla³�l�r.

Tan�m 2.1. 0 ̸= a ∈ Rn ve b ∈ R olmak üzere H = {x : ⟨x, a⟩ = b} hiperdüzlemi

verilsin. Bu durumda,

H+ =
{
x : ⟨x, a⟩ > b

}
, H− =

{
x : ⟨x, a⟩ 6 b

}
kümelerine H hiperdüzlemine kar³�l�k gelen s�ras�yla pozitif ve negatif kapal� yar�-

uzaylar,

int(H+) =
{
x : ⟨x, a⟩ > b

}
, int(H−) =

{
x : ⟨x, a⟩ < b

}
kümelerine ise H hiperdüzlemine kar³�l�k gelen aç�k yar�-uzaylar denir.
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2.1. KONVEKS KÜMELER VE KON�LER

Bu k�s�mda konveks kümelerin temel tan�m ve teoremleri gösterilip, konveks analizde

önemli bir yere sahip iki konveks kümenin veya bir nokta ile bir konveks kümenin

bir hiperdüzlem yard�m�yla ayr�lmas�na ili³kin ayr�lma teoremleri ile konveks koniler

hakk�nda gerekli bilgi verilecektir.

2.1.1. Konveks Kümeler

x1, x2 ∈ Rn noktalar� aras�ndaki do§ru parças�

{λ1x1 + λ2x2 : λ1, λ2 > 0 λ1 + λ2 = 1}

kümesi ile ifade edilir.

Tan�m 2.2. Herhangi iki noktas� aras�ndaki do§ru parças�n� kapsayan, yani

x1, x2 ∈ A, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 için λ1x1 + λ2x2 ∈ A

gerçekleyen A ⊆ Rn kümesine konveks küme denir. Bir A kümesinin konveksli§i

için e³de§er bir tan�m olarak her λ ∈ [0, 1] için (1 − λ)A + λA ⊆ A kapsamas�n�n

sa§lanmas� verilebilir.

Tüm afin kümeler ve konvekslik ko³ulunu otomatik olarak gerçeklediklerinden tüm

alt uzaylar konveks kümelerdir. ∅ konveks küme olarak kabul edilir.

Lemma 2.4. [14] i) A1, . . . , Am ⊆ Rn konveks kümeler λ1, . . . , λm skalerler olmak

üzere λ1A1 + · · ·+ λmAm kümesi de konvekstir.

ii) Herhangi say�da konveks kümenin kesi³imi yine konveks kümedir.

iii) A konveks kümesinin içi int(A) ve kapan�³� A konveks kümelerdir.

iv) Her x, y ∈ Rn ve her α ∈ R için f(αx + (1 − α)y) = αf(x) + (1 − α)f(y)

ba§�nt�s�n� sa§layan f : Rn → Rm afin dönü³üm olmak üzere A ⊆ Rn konveks

küme ise f(A) görüntü kümesi de konveks kümedir. Ayr�ca B ⊆ Rm konveks

küme ise f−1(B) ters görüntü kümesi de konveks bir kümedir.

λ1, . . . , λm > 0, λ1 + · · · + λm = 1 olmak üzere x = λ1x1 + · · · + λmxm toplam�na

x1, . . . , xm ∈ Rn noktalar�n�n konveks kombinasyonu denir. Bu tan�m yard�m�yla

konveks kümelerin önemli bir özelli§i a³a§�daki lemma ile ifade edilir.
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Lemma 2.5. A konveks küme ve x1, . . . , xm ∈ A ise bu noktalar�n her konveks

kombinasyonu A kümesine aittir.

�spat: Tümevar�mla x1, . . . , xm ∈ A noktalar�n konveks kombinasyonunun kümeye

ait oldu§unu göstermek için A konveks küme tan�m�ndan m = 2 için do§ru olup

m = k için iddian�n do§rulu§unu kabul edelim. x = λ1x1 + · · · + λk+1xk+1 ol-

sun. λ1 + · · · + λk+1 = 1 için λ1, . . . , λk+1 > 0 de§erlerinden en az�ndan biri birden

küçük olaca§� için λk+1 < 1 olsun. λ = λ1 + · · · + λk = 1 − λk+1 > 0 olmak üzere

y = λ1
λ
x1 + · · · + λk

λ
xk ise iddia m = k için do§ru oldu§undan y ∈ A bulunur.

x = λy + λk+1xk+1 olaca§�ndan x ∈ A olur. Dolay�s�yla iddia m = k + 1 için de

do§ru oldu§undan istenen elde edilir.

Herhangi bir A ⊆ Rn kümesini kapsayan tüm konveks kümelerin arakesitine A

kümesinin konveks zarf� denir ve conv(A) ile gösterilir. Lemma 2.4 nedeniyle conv(A)

kümesi konvekstir. �ki farkl� noktan�n konveks zarf� bu iki noktay� birle³tiren do§ru

parças�d�r. R2 de bir çember üzerine simetrik olarak yerle³tirilmi³ m tane noktan�n

konveks zarf� m > 3 için m-kenarl� düzgün çokgendir. Konveks zarf ile ilgili bir di§er

örnek a³a§�da verilmektedir.

Örnek 2.1. A = {x : ||x|| = 1} kümesinin konveks zarf� B[0, 1] = {x : ||x|| 6 1}
kapal� birim yuvard�r.

Çözüm: B[0, 1] kapal� birim yuvar� konveks ve A ⊆ B[0, 1] kapsamas� var oldu§un-

dan conv(A) ⊆ B[0, 1] dir. Di§er taraftan x ∈ B[0, 1] olsun. E§er x = 0 ise y ∈ A

için x = 1
2
y + 1

2
(−y) ³eklinde yaz�l�rsa y,−y ∈ conv(A) olaca§�ndan x ∈ conv(A)

d�r. E§er x ̸= 0 ise, x =
(
1+||x||

2

)
x

||x|| +
(
1−||x||

2

) −x
||x|| ve

x
||x|| ,

−x
||x|| ∈ conv(A) olaca§�ndan

x ∈ conv(A) bulunur. Dolay�s�yla conv(A) = B[0, 1] olup istenen elde edilir.

Lemma 2.6. A ⊆ Rn kümesinin konveks zarf� olan conv(A) kümesi A kümesine ait

olan noktalar�n tüm konveks kombinasyonlar�n� içerir.

�spat: B kümesi ileA kümesinin noktalar�n�n tüm konveks kombinasyonlar� kümesini

gösterelim. conv(A) = B oldu§unu göstermek lemman�n ispat� için yeterli ola-

cakt�r. λ1 + · · · + λm = 1 ve λ1, . . . , λm > 0 olmak üzere a1, . . . , am ∈ A için

x = λ1a1 + · · · + λam ∈ B olsun. a1, . . . , am ∈ conv(A) ve conv(A) kümesi kon-

veks oldu§undan Lemma 2.5 nedeniyle x ∈ conv(A) olup B ⊆ conv(A) elde edilir.

B kümesinin tan�m�ndan dolay� konveksli§i kolayca görülür. Ayr�ca A ⊆ B oldu§un-

dan conv(A) ⊆ B olup conv(A) = B bulunur.
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Sonuç 2.1. x1, . . . , xm ∈ Rn olsun. O halde

conv{x1, . . . , xm} = {λ1x1 + · · ·+ λmxm : λ1, . . . , λm > 0, λ1 + · · ·+ λm = 1}

olarak yaz�l�r.

Lemma 2.6 'dan herhangi bir kümenin konveks zarf�n�n her bir noktas�n�n bu kü-

menin noktalar�n�n konveks kombinasyonu olarak yaz�labildi§i anla³�lmaktad�r. n

boyutlu bir kümenin konveks zarf�n�n her bir noktas�, bu kümenin en fazla n+1 nok-

tas�n�n konveks kombinasyonu olarak ifade edilebildi§i a³a§�daki ünlü Caratheodory

Teoremi'nde verilmektedir.

Teorem 2.7. (Caratheodory Teoremi) r-boyutlu A kümesi verildi§inde her

x ∈ conv(A) için öyle x1, . . . , xm ∈ A noktalar� vard�r ki her i = 1, . . . ,m için

λi > 0,
m∑
i=1

λi = 1 ve m 6 r + 1 olmak üzere x = λ1x1 + · · · + λmxm dir. Yani

conv(A) konveks kümesinin her bir eleman� r-boyutlu A kümesinin en fazla r + 1

noktas�n�n konveks kombinasyonu olarak ifade edilir.

�spat: r-boyutlu A kümesi için x1, . . . , xm ∈ A ise

conv(A) = {x = λ1x1 + · · ·+ λmxm : λ1, . . . , λm > 0, λ1 + · · ·+ λm = 1}

olur. x1, . . . , xm noktalar� birbirinden farkl�, her i = 1, . . . ,m için λi > 0 ve x nok-

tas� A kümesinin m'den daha az noktas�n�n konveks kombinasyonu ³eklinde yaz�la-

mad�§�n� kabul edelim. r + 1 < m olsun. {x1, . . . , xm} kümesi lineer ba§�ml�d�r.

t > 0, t = min{λi
µi

: λi > 0, µi > 0} ³eklinde tan�mlan�rsa λi − tµi de§erleri negatif

de§ildir ve i = 1, . . . ,m için en az�ndan biri s�f�ra e³it olaca§�ndan

(λ1 − tµ1)x1 + (λ2 − tµ2)x2 + · · ·+ (λm − tµm)xm

ba§�nt�s�nda {x1, . . . , xm} lineer ba§�ml� ise µi hepsi birden s�f�r olmayan skalerler

olmak üzere µ1x1 + · · ·+ µmxm = 0 ve µ1 + · · ·+ µm = 0 olmas� gerçe§inden

λ1x1 + · · ·+ λmxm − t(µ1x1 + · · ·+ µmxm) = x− t.0 = x

elde edilir. Her i = 1, . . . ,m için λi−tµi de§erlerinin en az�ndan biri s�f�r oldu§undan
x noktas� A kümesinin m'den daha az noktas�n�n konveks kombinasyonu ³eklinde

yaz�l�r.

Herhangi bir A ⊆ Rn kümesini içeren tüm kapal� konveks kümelerin kesi³imine A

kümesinin kapal� konveks zarf� denir ve conv(A) ile gösterilir.
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Lemma 2.8. [14] A ⊆ Rn kümesinin kapal� konveks zarf�, A kümesinin konveks

zarf�n�n kapan�³�na e³ittir. Yani conv(A) = conv(A) d�r.

A kümesinin tüm iç noktalar� kümesi olan int(A), A kümesinin hangi uzay�n alt

kümesi olarak göz önüne al�nd�§�na göre de§i³ir. Örne§in; R2 uzay�nda do§ru

parças�n�n iç noktalar� kümesi bo³ kümedir. Fakat ayn� do§ru parças� R'nin alt

kümesi olarak dü³ünülürse uç noktalar hariç tüm noktalar� iç noktad�r. Bu sebeple

konveks kümelerde kümenin içi kavram� yerine daha uygun olan iza� iç kavram� ve-

rilmektedir. A ⊆ Rn konveks küme olmak üzere, iza� iç noktalardan olu³an kümeye

A kümesinin iza� içi denir ve ri(A) ile gösterilir. Aç�kça,

ri(A) = {x ∈ affA : ∃ δ > 0 için B(x, δ) ∩ affA ⊆ A}

olarak tan�mlan�r. n-boyutlu konveks A kümesi için affA = Rn oldu§undan

ri(A) = int(A) gerçeklenir. Genelde A1 ⊆ A2 ise A1 ⊆ A2 ve int(A1) ⊆ int(A2)

kapsamalar� do§rudur. Ancak ri(A1) ⊆ ri(A2) kapsamas� gerçeklenmeyebilir. Ör-

ne§in, R3 uzay�nda bir küp A1 ve küpün bir yüzeyi A2 olsun. A2 ⊆ A1 kapsamas�

geçerli iken ri(A1) ̸= ∅ ve ri(A2) ̸= ∅ olup ri(A1) ∩ ri(A2) = ∅ d�r. Dolay�s�yla

ri(A2) * ri(A1) olur.

Lemma 2.9. [14] A ⊆ Rn bo³ kümeden farkl� ve konveks küme ise ri(A) ̸= ∅ d�r.

Lemma 2.10. [14] A ⊆ Rn konveks bir küme olsun. Bu durumda x ∈ ri(A) ve

y ∈ A ise her λ ∈ (0, 1] için λx+ (1− λ)y ∈ ri(A) d�r.

Lemma 2.11. A ⊆ Rn konveks bir küme olsun. Bu durumda x ∈ ri(A) ve y ∈ A

ise her λ ∈ (0, 1] için λx+ (1− λ)y ∈ ri(A) gerçeklenir.

�spat: x ∈ ri(A) oldu§undan öyle δ > 0 vard�r öyle ki B(x, δ) ∩ aff A ⊆ A olur.

c = λx + (1 − λ)y olsun ve λ ∈ (0, 1] için y ∈ A oldu§undan öyle d ∈ A vard�r ki

(1− λ)||d− y|| < λδ sa§lan�r.

z = x+ (
1

λ
− 1)(y − d) =

1

λ
· c+ (1− 1

λ
) · d

ise z ∈ aff A ve ||x+ (1−λ)
λ

(y−d)−x|| < δ oldu§undan z ∈ ri(A) d�r. c = λz+(1−λ)d
ve Lemma 2.10 'dan c ∈ ri(A) olup ispat tamamlan�r.

Lemma 2.12. [13] A1, A2 ⊆ Rn konveks kümeler olmak üzere ri(A1) ∩ ri(A2) ̸= ∅
olsun. Bu durumda

ri(A1 ∩ A2) = ri(A1) ∩ ri(A2) ve A1 ∩ A2 = A1 ∩ A2

e³itlikleri gerçeklenir.
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Ayr�ca α1, α2 ∈ R olmak üzere ri(α1A1 + α2A2) = α1ri(A1) + α2ri(A2) dir. Burada

α1 = 1 ve α2 = −1 al�n�rsa

0 ∈ ri(A1 − A2) ⇐⇒ ri(A1) ∩ ri(A2) ̸= ∅

elde edilir.

Tan�m 2.3. A ⊆ Rn bo³tan farkl� bir küme, H ⊆ Rn bir hiperdüzlem ve x ∈ A

olsun. E§er H hiperdüzlemi x noktas�n� içeriyor ve H hiperdüzlemine kar³�l�k gelen

kapal� yar�-uzaylardan biri A kümesini tamamen kaps�yorsa bu durumda H hiper-

düzlemi x noktas�nda A kümesini destekler denir.

Kapal� konveks küme bu kümeyi içeren kapal� yar�-uzaylar�n kesi³imi olarak yaz�la-

bilir. Konveks kümelerin bu özelli§i a³a§�da verilen ay�rma teoremlerinden kay-

naklanmaktad�r. Esas olarak ay�rma teoremleri ortak noktas� olmayan iki konveks

kümenin bir hiperdüzlem ile ayr�labilir olmas� ilkesine dayan�r.

Teorem 2.13. A ⊆ Rn konveks küme ve x0 ̸∈ A olsun. O halde öyle bir x∗ ̸= 0

vektörü ve ε > 0 say�s� vard�r ki her x ∈ A için

⟨x, x∗⟩ 6 ⟨x0, x∗⟩ − ε

gerçeklenir.

�spat: A konveks küme x0 ̸∈ A olsun. y = inf
{
d(x0, x) : x ∈ A

}
olarak tan�m-

layal�m. Her x ∈ A ve y ∈ A için ||x − x0|| > ||y − x0|| d�r. A kümesi de konveks

oldu§undan 0 6 λ 6 1 için λx+ (1− λ)y ∈ A olur.

||y − x0||2 6 ||λx+ (1− λ)y − x0||2 = ⟨y + λ(x− y)− x0, y + λ(x− y)− x0⟩

= ||y − x0||2 + 2λ⟨x− y, y − x0⟩+ λ2||x− y||2

e³itsizli§i sa§lanaca§� için 2⟨x − y, y − x0⟩ + λ||x − y||2 > 0 oldu§u görülür. Özel

olarak λ = 0 için ⟨x − y, y − x0⟩ > 0 olur. x∗ = x0 − y vektörünü ve ε = ||x∗||2

say�s� seçildi§inde x0 ̸∈ A oldu§u için y ̸= x0 olur ve x∗ ̸= 0, ε > 0 için

⟨x, x∗⟩ 6 ⟨x0, x∗⟩ − ⟨x∗, x∗⟩ = ⟨x0, x∗⟩ − ε

olaca§�ndan ispat tamamlan�r.

Teorem 2.14. (Destek Hiperdüzlem Teoremi) A konveks küme ve x0 ̸∈ A

olsun. O halde öyle bir x∗ ̸= 0 vektörü vard�r ki her x ∈ A için

⟨x, x∗⟩ 6 ⟨x0, x∗⟩

gerçeklenir.
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�spat: A konveks küme ve x0 ̸∈ A olsun. E§er x0 ̸∈ A ise Teorem 2.13 nedeniyle

istenen e³itsizlik gerçeklenir. x0 ∈ A olsun. Böylece xn ̸∈ A ve xn → x0 gerçekleyen

bir (xn) dizisi vard�r. Öyle bir x∗n ̸= 0 vektörü ve εn > 0 say�s� vard�r ki her x ∈ A

için ⟨x, x∗n⟩ 6 ⟨xn, x∗n⟩ − εn < ⟨xn, x∗n⟩ olur. Her x ∈ A, her n ∈ N için her iki

taraf� ||x∗n|| normuna bölersek

⟨x, x∗n
||x∗n||

⟩ < ⟨xn,
x∗n

||x∗n||
⟩

elde edilir. x∗n
||x∗n||

→ x∗ seçilip limit al�n�rsa her x ∈ A için ⟨x, x∗⟩ 6 ⟨x0, x∗⟩ e³itsizli§i
ispatlan�r.

Teorem 2.15. A1, A2 ⊆ Rn ve A1 ∩ A2 = ∅ olan konveks kümeler olsun. O halde

öyle bir x∗ ̸= 0 vektörü vard�r ki her x1 ∈ A1 ve x2 ∈ A2 için

⟨x∗, x1⟩ 6 ⟨x∗, x2⟩

e³itsizli§i gerçeklenir.

�spat: A = A1 − A2 olsun. A1 ∩ A2 = ∅ oldu§undan 0 ̸∈ A d�r. Teorem 2.14

nedeniyle öyle bir x∗ ̸= 0 vektörü vard�r ki her x ∈ A için ⟨x, x∗⟩ 6 ⟨0, x∗⟩ = 0 olur.

x1 ∈ A1, x2 ∈ A2 olmak üzere x = x1 − x2 ∈ A için ⟨x∗, x1 − x2⟩ 6 0 olup ispat

tamamlan�r.

Teorem 2.16. A1 kompakt konveks küme ve A2 kapal� konveks küme olsun. E§er

A1 ∩ A2 = ∅ ise öyle bir x∗ ̸= 0 vektörü ve ε > 0 say�s� vard�r ki her x1 ∈ A1 ve her

x2 ∈ A2 için

⟨x∗, x1⟩ 6 ⟨x∗, x2⟩ − ε

e³itsizli§i gerçeklenir.

�spat: A = A1 − A2 olsun. A1 ∩ A2 = ∅ oldu§undan 0 ̸∈ A d�r. Lemma 2.4

nedeniyle A kümesi konvekstir. Her n ∈ N için x1,n ∈ A1, x2,n ∈ A2 olsun ve

x1,n − x2,n = xn → x gerçeklensin. x ∈ A oldu§unu gösterirsek ispat tamamlanm�³

olur. A1 kompakt küme oldu§undan (x1,n) dizisinin yak�nsak bir alt dizisi vard�r.

Genelli§i bozmaks�z�n yak�nsak alt dizi olarak (x1,n) dizisi al�n�rsa x1,n → x1 ∈ A1

kabul edilebilir. (xn) dizisi yak�nsak ve A2 kapal� küme oldu§undan x2,n → x2 ∈ A2

gerçeklenir. Böylece x = x1 − x2 ∈ A elde edilir. Teorem 2.13 'den öyle bir x∗ ̸= 0

vektörü ve ε > 0 say�s� vard�r ki her x ∈ A için ⟨x, x∗⟩ 6 −ε olup

⟨x∗, x1⟩ 6 ⟨x∗, x2⟩ − ε

e³itsizli§i sa§lan�r.
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Tan�m 2.4. Bir A konveks kümesinin bir x∗ ∈ Rn noktas�ndaki destek fonksiyonu

a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

WA(x
∗) = sup

x
{⟨x, x∗⟩ : x ∈ A} (2.1)

Teorem 2.17. A kapal� konveks bir küme olmak üzere x ∈ A olabilmesi için gerek

ve yeter ko³ul her x∗ ∈ Rn için

⟨x, x∗⟩ 6 WA(x
∗) (2.2)

e³itsizli§inin gerçeklenmesidir.

�spat: x ∈ A ise Tan�m 2.4 nedeniyle (2.2) e³itsizli§i geçerlidir. Tersine bir x0

noktas� (2.2) ba§�nt�s�n� sa§las�n ama x0 ∈ A gerçekle³mesin yani x0 ̸∈ A olsun.

Bu durumda Teorem 2.13 nedeniyle öyle bir x∗ noktas� ve ε0 > 0 say�s� vard�r ki

her x ∈ A için ⟨x, x∗⟩ 6 ⟨x0, x∗⟩ − ε0 e³itsizli§i gerçeklenir. Bu e³itsizlikte x ∈ A

noktalar� üzerinden supremum al�n�rsa WA(x
∗) 6 ⟨x0, x∗⟩ − ε0 < ⟨x0, x∗⟩ e³itsizli§i

elde edilir. Bu ise x0 noktas�n�n (2.2) ba§�nt�s�n� sa§lad�§� varsay�m� ile çeli³ir.

Konveks kümelerin özel bir s�n�f� da polihedral (=çokyüzlü) kümelerdir. Bir A ⊆ Rn

kümesi, e§er sonlu say�daki kapal� yar�-uzay�n kesi³imi olarak ifade edilebiliyorsa ya

da e³de§er olarak i = 1, . . . ,m için bi ∈ Rn ve αi ∈ R olmak üzere ⟨x, bi⟩ 6 αi

biçimdeki sonlu say�da e³itsizlikler sisteminin çözümü ise A kümesine bir polihedral

küme denir. Böylece polihedral kümeler kapal� ve konvekstir. ∅ ve Rn polihedral

kümedir. Ayr�ca Rn uzay�nda herhangi bir hiperdüzlem iki kapal� yar�-uzay�n ke-

si³imi ³eklinde yaz�labildi§inden polihedral kümedir. S�n�rl� bir polihedral kümeye

ya da e³de§er olarak sonlu noktal� bir kümenin konveks zarf�na politop denir.

2.1.2. Konveks Koniler

Tan�m 2.5. K ⊆ Rn, her x ∈ K ve her λ > 0 için λx ∈ K ise K kümesine koni

denir. E§er bu K kümesi ayn� zamanda konveks ise bu koniye konveks koni denir.

Tan�m 2.6. K bir koni olmak üzere her x ∈ K için ⟨x, x∗⟩ > 0 gerçekleyen x∗ ∈ Rn

vektörlerinin kümesine K konisinin dual konisi denir ve K∗ ile gösterilir. Aç�kça

dual koni

K∗ = {x∗ ∈ Rn : ⟨x, x∗⟩ > 0 , ∀ x ∈ K}

³eklinde tan�mlan�r.
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Dual koniler daima kapal�d�r. Gerçekten her n ∈ N ve x∗n ∈ K∗ için x∗n → x∗0 olsun.

Her x ∈ K ve her n ∈ N için ⟨x, x∗n⟩ > 0 d�r. Bu e³itsizlikte limit al�n�rsa her x ∈ K

için ⟨x, x∗0⟩ > 0 olur. Bu ise x∗0 ∈ K∗ oldu§unu gösterir. Böylece K∗ dual konisi tüm

limit noktas�n� içerdi§i için kapal�d�r.

Lemma 2.18. Bir K konisi ve onun K kapan�³ konisi ayn� dual koniye sahiptir.

�spat: E§er x ∈ (K)∗ ise her x ∈ K için ⟨x, x∗⟩ > 0 ve K ⊆ K nedeniyle her x ∈ K

için ⟨x, x∗⟩ > 0 olup x∗ ∈ K∗ d�r. Tersine x∗ ∈ K∗ olsun. E§er x ∈ K ise öyle

bir (xn) ∈ K dizisi vard�r ki her n ∈ N için (xn) → x olur. x∗ ∈ K∗ oldu§undan,

her xn ∈ K için ⟨xn, x∗⟩ > 0 sa§lan�r. Bu e³itsizlikte limit al�n�rsa her x ∈ K için

⟨x, x∗⟩ > 0 oldu§undan x∗ ∈ (K)∗ olup istenen elde edilir.

Lemma 2.19. Bir K kapal� konisi verildi§inde her x∗ ∈ K∗ için ⟨x, x∗⟩ > 0 gerçek-

leniyorsa x ∈ K olur.

�spat: Kabul edelim ki her x∗ ∈ K∗ için ⟨x0, x∗⟩ > 0 gerçeklensin ama x0 ̸∈ K

olsun. Teorem 2.16 nedeniyle öyle bir x∗0 ̸= 0 vektörü ve ε > 0 say�s� vard�r ki her

x ∈ K için

⟨x0, x∗0⟩ 6 ⟨x, x∗0⟩ − ε (2.3)

e³itsizli§i gerçeklenir. K koni oldu§undan yeterince küçük λ > 0 say�s� için λx ∈ K

olur. Böylece s�f�ra yeterince yak�n noktalar koniye dahildir. Özellikle kapal� koniler

daima s�f�r noktas�n� içerirler. Bu durumda ⟨x, x∗0⟩ çarp�m�n�n alt s�n�r� s�f�rdan

daha küçük olamaz. (2.3) ba§�nt�s� nedeniyle ⟨x, x∗0⟩ çarp�m� alttan s�n�rl�d�r. �imdi

⟨x, x∗0⟩ > 0 oldu§unu gösterelim. E§er ⟨x1, x∗0⟩ < 0 olacak ³ekilde bir x1 ∈ K

varsa bu nokta yard�m�yla x = λx1 noktas� tan�mlans�n. Bu durumda λ → ∞
için ⟨x, x∗0⟩ → −∞ olur bu ise ⟨x, x∗0⟩ çarp�m�n�n alttan s�n�rl� olmas� ile çeli³ir.

Dolay�s�yla ⟨x, x∗0⟩ > 0 d�r. Yani x∗0 ∈ K∗ d�r. (2.3) denklemi x = 0 oldu§unda

⟨x0, x∗0⟩ 6 −ε olup bu ise kabulümüz ile çeli³ir. Dolay�s�yla x0 ∈ K olur.

K∗ dual konisinin de dualinden bahsetmek mümkündür. Dual koniler daima kapal�

oldu§undan, kapal� olmayan bir koninin dual konisinin duali kendisine e³it olamaz.

Bu nedenle dualinin duali kendisine e³it olabilecek koniler ancak kapal� konilerdir.

Bu gerçek a³a§�daki lemma ile verilmektedir.
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Lemma 2.20. K konisi kapal� ise K∗∗ = K e³itli§i geçerlidir.

�spat: Tan�m 2.6'e göre K∗∗ = {x ∈ Rn : ⟨x, x∗⟩ > 0 , ∀ x∗ ∈ K∗} olur. E§er

x ∈ K ise her x∗ ∈ K∗ için ⟨x, x∗⟩ > 0 oldu§undan x ∈ K∗∗ d�r. Tersine x ∈ K∗∗

olsun. Böylece her x∗ ∈ K∗ için ⟨x, x∗⟩ > 0 d�r. Lemma 2.19 nedeniyle x ∈ K olup

K∗∗ ⊆ K kapsamas� sa§land�§�ndan K kapal� konisi için K∗∗ = K e³itli§i geçerlidir.

Uyar� 2.1. K∗∗ = K e³itli§i genel halde do§rudur. Çünkü K∗ = (K)∗ e³itli§inde

her iki taraf�n duali al�n�rsa K∗∗ = (K)∗∗ = K bulunur.

Lemma 2.21. K1 ve K2 herhangi iki konveks koni olsun. K1 + K2 toplam� da

konveks konidir ve (K1 +K2)
∗ = K∗

1 ∩K∗
2 dir.

�spat: Lemma 2.4 nedeniyle K1+K2 konveks kümedir. x = x1+x2 öyle ki x1 ∈ K1,

x2 ∈ K2 olsun. x ∈ K1+K2 ve her λ > 0 için λx = λ(x1+x2) ∈ K1+K2 oldu§undan

K1 + K2 toplam� da konidir. x∗ ∈ K∗
1 ∩ K∗

2 olsun. Bu durumda her x1 ∈ K1 için

⟨x1, x∗⟩ > 0 ve her x2 ∈ K2 için ⟨x2, x∗⟩ > 0 oldu§undan her x1 + x2 ∈ K1 +K2 için

⟨x1+x2, x∗⟩ > 0 olur. Böylece x∗ ∈ (K1+K2)
∗ elde edilir ve K∗

1 ∩K∗
2 ⊆ (K1+K2)

∗

kapsamas� gerçeklenir. Tersine x∗ ∈ (K1 + K2)
∗ olsun. Her x = x1 + x2 öyle ki

x1 ∈ K1, x2 ∈ K2 için ⟨x, x∗⟩ > 0 olur. Yani her x1 ∈ K1, x2 ∈ K2 için ⟨x1, x∗⟩ +
⟨x2, x∗⟩ > 0 d�r. Her λ > 0 için K1 ve K2 koni oldu§undan ⟨λx1, x∗⟩+ ⟨λx2, x∗⟩ > 0

d�r. Bunlardan birisi s�f�ra yeterince yakla³abilece§i göz önüne al�n�rsa her x1 ∈ K1,

⟨x1, x∗⟩ > 0 ve her x2 ∈ K2, ⟨x2, x∗⟩ > 0 e³itsizlikleri yaz�labilir. Böylece x∗ ∈
K∗

1 ∩ K∗
2 olaca§�ndan (K1 + K2)

∗ ⊆ K∗
1 ∩ K∗

2 kapsamas� elde edildi§inden ispat

tamamlan�r.

Lemma 2.22. Kapal� K1, K2 konileri için (K1 ∩K2)
∗ = K∗

1 +K∗
2 dir.

�spat: Kapal� K1, K2 konileri için

(K1 ∩K2)
∗ = (K∗∗

1 ∩K∗∗
2 )∗ =

((
K∗

1 +K∗
2

)∗)∗

=
(
K∗

1 +K∗
2

)∗∗
olur. Uyar� 2.1 nedeniyle (K1 ∩K2)

∗ = K∗
1 +K∗

2 e³itli§i bulunur.

2.2. KONVEKS FONKS�YON VE E�LEN�K FONKS�YON

Konveks fonksiyonlar, konveks analiz çal�³malar�n�n temel konular�ndand�r. Bu k�-

s�mda konveks fonksiyonlar�n genel tan�m ve özellikleri, yöne göre türev ve subdi-

feransiyel kavramlar�, konveks fonksiyonlar�n diferansiyellenebilme ve süreklilikleri

hakk�ndaki temel bilgiler verilecektir. Ayr�ca matematik programlamada kullan�la-

cak olan e³lenik fonksiyonlar�n yap�s� incelenecektir.
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2.2.1. Konveks Fonksiyonlar

f : Rn → [−∞,+∞] fonksiyonunun tan�m kümesi

domf = {x : f(x) < +∞}

ile verilir. α ∈ R ve x ∈ Rn olmak üzere f(x) 6 α gerçekleyen tüm (x, α) ∈ Rn+1

nokta çiftlerinden olu³an kümeye f fonksiyonunun gra�küstü kümesi denir ve

epif = {(x, α) : f(x) 6 α}

ile gösterilir. Burada x ∈ domf oldu§unda (x, α) ∈ Rn+1 noktas� epif kümesine ait

olur. Ancak f(x) = +∞ ise f(x) 6 α gerçekleyen α noktas� yoktur. f fonksiyonunun

gra�küstü kümesi ile f fonksiyonu belirlenebilir, ³öyleki

f(x) = inf
α
{α : (x, α) ∈ epif} (2.4)

dir. (2.4) formülünden anla³�laca§� üzere Rn+1 uzay�ndaki kümeler ile Rn uzay�ndaki

fonksiyonlar aras�nda yak�n bir ili³ki vard�r.

Tan�m 2.7. f fonksiyonunun epif kümesi konveks ise f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir.

Tan�m 2.8. −∞ de§erini almayan ve özde³ olarak da +∞ de§erine e³it olmayan

bir f fonksiyonuna proper ya da has fonksiyon denir.

Bir f has fonksiyonu için domf ̸= ∅ d�r. Böylece x ∈ domf için f(x) sonlu bir de§er

al�r.

Lemma 2.23. f has fonksiyonunun konveks olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul her

x1, x2 için λ1 > 0 ve λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2) (2.5)

olmas�d�r.

�spat: f has konveks fonksiyon olsun. λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere

(x1, α1) ∈ epif, (x2, α2) ∈ epif ise f(x1) 6 α1 ve f(x2) 6 α2 yaz�l�r ve Tan�m

2.7 gere§i epif kümesi konveks oldu§undan λ1(x1, α1) + λ2(x2, α2) ∈ epif tir. Yani

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1α1 + λ2α2
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e³itsizli§i gerçeklenir. Özel olarak α1 = f(x1) ve α2 = f(x2) al�n�rsa λ1, λ2 > 0 ve

λ1 + λ2 = 1 için

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2)

olup istenen e³itsizlik elde edilir. Tersine λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2) sa§lans�n. (x1, α1), (x2, α2) ∈ epif olsun.

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2) 6 λ1α1 + λ2α2

oldu§undan (λ1x1+λ2x2, λ1α1+λ2α2) ∈ epif olur bu ise epif kümesinin dolay�s�yla

f fonksiyonunun konveks oldu§unu gösterir.

Tan�m 2.9. f has fonksiyon ve λ1, λ2 > 0 ve λ1+λ2 = 1 olmak üzere her x1, x2 ∈ Rn

için

f(λ1x1 + λ2x2) < λ1f(x1) + λ2f(x2) (2.6)

e³itsizli§i gerçekleniyorsa f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.

α ∈ R ve x ∈ Rn olmak üzere Rn uzay�nda tan�ml� g fonksiyonu için α 6 g(x)

gerçekleyen tüm (x, α) ∈ Rn+1 nokta çiftlerinden olu³an küme g fonksiyonunun

gra�kalt� kümesidir ve

hyp g = {(x, α) : α 6 g(x)}

ile gösterilir.

Tan�m 2.10. g fonksiyonunun hyp g kümesi konveks ise g fonksiyonuna konkav

fonksiyon denir. E³de§er olarak her x1, x2 için λ1 > 0 ve λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak

üzere

g(λ1x1 + λ2x2) > λ1g(x1) + λ2g(x2)

ise g foksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Ayr�ca e§er f konveks fonksiyon ise Lemma 2.23 nedeniyle −f konkav bir fonksiyon

olaca§�ndan Tan�m 2.10 'a bir di§er e³de§er tan�m olarak e§er−f fonksiyonu konveks
ise f fonksiyonu konkav bir fonksiyon oldu§u verilebilir.

Lemma 2.24. E§er f fonksiyonu konveks ise domf kümesi de konvekstir.

�spat: f fonksiyonu konveks ve x1, x2 ∈ domf olsun. O halde sonlu α1, α2 say�lar�

vard�r öyle ki f(x1) 6 α1 ve f(x2) 6 α2 dir. Buradan (x1, α1), (x2, α2) ∈ epif olur.
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f konveks fonksiyon oldu§undan epif kümesi konvekstir. λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1

olmak üzere (λ1x1 + λ2x2, λ1α1 + λ2α2) ∈ epif yani

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1α1 + λ2α2 <∞

gerçeklenir. Böylece λ1x1 + λ2x2 ∈ domf ve dolay�s�yla domf kümesi konvekstir.

Lemma 2.25. (Jensen E³itsizli§i) f has konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

λi > 0, i = 1, . . . ,m ve λ1 + · · ·+ λm = 1 olmak üzere

f(λ1x1 + · · ·+ λmxm) 6 λ1f(x1) + · · ·+ λmf(xm)

e³itsizli§i gerçeklenir.

�spat: Matematik indiksiyon yöntemini kullan�l�rsa her i = 1, . . . , k için λi > 0 ve
k∑
i=1

λi = 1 olmak üzerem = k için f(λ1x1+· · ·+λkxk) 6 λ1f(x1)+· · ·+λkf(xk) do§ru
olsun. m = k+1 için do§ru oldu§unu göstermemiz yeterlidir. Her i = 1, . . . , k+1 için

λi > 0 ve
k+1∑
i=1

λi = 1 oldu§undan λi katsay�lar�ndan en az�ndan biri kabul edelim ki

λk+1 < 1 olsun. λ = λ1+· · ·+λk = 1−λk+1 seçilirse λ > 0 olup y = λ1
λ
x1+· · ·+ λk

λ
xk

için kabulden f(y) = f(λ1
λ
x1 + · · · + λk

λ
xk) 6 λ1

λ
f(x1) + · · · + λk

λ
f(xk) elde edilir.

f(λ1x1 + · · · + λkxk + λk+1xk+1) = f(λy + λk+1xk+1) 6 λf(y) + λk+1f(xk+1) olur.

Böylece istenen elde edilir.

Lemma 2.26. ∅ ̸= A ⊆ Rn konveks küme üzerinde tan�ml� f ve g fonksiyonlar

olmak üzere α, β > 0 için αf + βg fonksiyonu konvekstir.

�spat: x1, x2 ∈ A olsun. λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere

(αf + βg)(λ1x1 + λ2x2) = αf(λ1x1 + λ2x2) + βg(λ1x1 + λ2x2)

6 α
(
λ1f(x1) + λ2f(x2)

)
+ β

(
λ1g(x1) + λ2g(x2)

)
= λ1

(
αf(x1) + βg(x1)

)
+ λ2

(
αf(x2) + βg(x2)

)
= λ1

(
(αf + βg)(x1)

)
+ λ2

(
(αf + βg)(x2)

)
Dolay�s�yla αf + βg fonksiyonu konvekstir.

Lemma 2.27. ∅ ̸= A,B ⊆ Rn konveks kümeler, f : A → R konveks fonksiyon,

g : B → R artan konveks fonksiyon ve f(A) ⊆ B ise g ◦ f : A → R konveks

fonksiyondur.
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�spat: x1, x2 ∈ A olsun. λ1, λ2 > 0, λ1+λ2 = 1 olmak üzere (g ◦ f)(λ1x1+λ2x2) =

g
(
f(λ1x1+λ2x2)

)
olup f konveks fonksiyon ve g artan konveks fonksiyon oldu§undan

(g ◦ f)(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1g(f(x1)) + λ2g(f(x2))

elde edilir. Böylece g ◦ f bile³ke fonksiyonu konvekstir.

Lemma 2.28. I herhangi bir indis kümesi olmak üzere her i ∈ I için fi(x) konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda f(x) = sup
i∈I

fi(x) fonksiyonu da konvekstir.

�spat: fi fonksiyonlar�n�n gra�küstü kümesinin kesi³imi f fonksiyonunun gra�küstü

kümesidir. Aç�kca epif = ∩i∈Iepifi dir. Her i ∈ I için fi fonksiyonlar� konveks

oldu§undan f fonksiyonu konvekstir.

Daha sonraki bölümlerde kullan�lacak olan baz� özel konveks fonksiyon örnekleri

a³a§�da verilmektedir.

Lemma 2.29. ∅ ̸= A ⊆ Rn konveks küme olsun. O halde her u ∈ Rn için

dA(u) = inf{||u− x|| : x ∈ A}

uzakl�k fonksiyonu konvekstir.

�spat: x, y ∈ A olsun. Her ε > 0 ve u, v ∈ Rn vektörleri için in�mum tan�m�ndan

||u−x|| < dA(u)+ε ve ||v−y|| < dA(v)+ε e³itsizlikleri sa§lan�r. λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1

olmak üzere

dA(λ1u+ λ2v) 6 ||λ1u+ λ2v − (λ1x+ λ2y)||

6 λ1||u− x||+ λ2||v − y||

< λ1
(
dA(u) + ε

)
+ λ2

(
dA(v) + ε

)
(2.7)

(2.7) e³itsizli§i her ε > 0 için sa§lanaca§�ndan

dA(λ1u+ λ2v) 6 λ1dA(u) + λ2dA(v)

oldu§undan uzakl�k fonksiyonu konvekstir.

Örnek 2.2. ∅ ≠ A ⊆ Rn konveks kümesinin indikatör fonksiyonu

δA(x) =

{
0 , x ∈ A

+∞ , x ̸∈ A

³eklinde tan�mlan�r ve δA(x) indikatör fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.
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Örnek 2.3. Bir A konveks kümesinin bir x∗ ∈ Rn noktas�ndaki destek fonksiyonu

WA(x
∗) = sup

x
{⟨x, x∗⟩ : x ∈ A}

konveks bir fonksiyondur.

Tan�m 2.11. λ pozitif reel say� ve x ∈ Rn olmak üzere konveks koni kümesi üze-

rinde tan�ml� f fonksiyonuna f(λx) = λf(x) ba§�nt�s�n� sa§l�yorsa pozitif homojen

fonksiyon denir. Ayr�ca f(λx) = λkf(x) ise f fonksiyonu k. dereceden pozitif ho-

mojen fonksiyondur.

Teorem 2.30. f fonksiyonu, A konveks konisi üzerinde tan�ml� pozitif homojen

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul

f(x+ y) 6 f(x) + f(y) olmas�d�r.

�spat: f pozitif homojen konveks fonksiyon olsun. x, y ∈ A için

1

2
f(x+ y) = f(

1

2
x+

1

2
y) 6 1

2

(
f(x) + f(y)

)
oldu§undan f(x+ y) 6 f(x) + f(y) e³itsizli§i sa§lan�r. Tersine x, y ∈ A için

f(x+ y) 6 f(x) + f(y) olsun. λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere

f(λ1x+ λ2y) 6 f(λ1x) + f(λ2y) = λ1f(x) + λ2f(y)

oldu§undan f fonksiyonu konvekstir.

Tan�m 2.12. A ⊆ Rn konveks küme üzerinde tan�ml� f fonksiyonu tan�mlans�n.

Her α ∈ R için

Lα(f) = {x ∈ A : f(x) 6 α}

kümesine f fonksiyonunun α−seviye kümesi denir.

Lemma 2.31. f fonksiyonu konveks ise her α−seviye kümesi konvekstir.

�spat: x, y ∈ Lα(f) olsun. Tan�m 2.12 nedeniyle her α ∈ R için f(x) 6 α ve

f(y) 6 α d�r. λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere f konveks fonksiyon oldu§undan

f(λ1x + λ2y) 6 λ1f(x) + λ2f(y) 6 α olup λ1x + λ2y ∈ Lα(f) bulunur. Dolay�s�yla

her α−seviye kümesi konvekstir.

Fakat her seviye kümesi konveks olan f fonksiyonu konveks olmayabilir.
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Teorem 2.32. A ⊆ Rn konveks kümesi üzerinde tan�ml� f negatif olmayan pozitif

homojen fonksiyon ve L1(f) = {x ∈ A : f(x) 6 1} seviye kümesi konveks olsun. Bu

durumda f fonksiyonu konvekstir.

�spat: x, y ∈ A ve α, β ∈ R için 0 6 f(x) < α, 0 6 f(y) < β olsun. Ayr�ca

f( x
α
) = 1

α
f(x) < 1 ve f( y

β
) = 1

β
f(y) < 1 olaca§�ndan x

α
, y
β
∈ L1(f) dir.

f(x+ y)

α+ β
= f

( x+ y

α+ β

)
= f

( α

α+ β
· x
α
+

β

α+ β
· y
β

)
ifadesinde L1(f) seviye kümesi konveks oldu§undan α

α+β
x
α
+ β

α+β
y
β

∈ L1(f) dir.

Dolay�s�yla f(x+y) 6 α+β dir. Her α > f(x), f(x+y) < α için f(x+y) 6 f(x) d�r

ve her β > f(y), f(x+y) < β için f(x+y) 6 f(y) d�r. Buradan f(x+y) 6 f(x)+f(y)

olup Teorem 2.30 gere§ince f fonksiyonu konvekstir.

Negatif olmayan ortant X kümesi üzerinde tan�ml� bir pozitif homojen f fonksiyonu

x1, . . . , xn > 0 ve p > 1 için f(x1 . . . , xn) = (xp1 + · · · + xpn)
1

p verilsin. fp : X → Rn

fonksiyonu konvekstir. Lemma 2.31'den

{x ∈ X : fp(x) 6 1} = {x ∈ X : f(x) 6 1}

seviye kümesi konvekstir. Teorem 2.30 nedeniyle x, y ∈ X için(
(x1 + y1)

p + · · ·+ (xn + yn)
p
) 1

p 6 (xp1 + · · ·+ xpn)
1
p + (yp1 + · · ·+ ypn)

1
p

olur. Aç�kca ( n∑
i=1

(xi + yi)
p
) 1

p 6
( n∑
i=1

xpi

) 1
p
+
( n∑
i=1

ypi

) 1
p

Minkowski E³itsizli§i elde edilir.

(0,+∞) aral�§�nda f(x) = − log x konveks fonksiyon oldu§undan x1, . . . , xm > 0,

α1, . . . , αm > 0 ve α1 + · · ·+ αm = 1 için

− log(α1x1+ · · ·+αmxm) 6 −(α1 log x1+ · · ·+αm log xm) = −
(
log(xα1

1 · . . . ·xαm
m )

)
e³itsizli§i −1 ile çarp�l�rsa logaritma fonksiyonunun özelli§inden

xα1
1 · . . . · xαm

m 6 α1x1 + · · ·+ αmxm (2.8)

elde edilir. Burada α1 = · · · = αm = 1
m
al�n�rsa

(x1 · . . . · xm)
1
m 6 x1 + · · ·+ xm

m
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olup bu ise x1, . . . , xm noktalar�n�n geometrik ortalamas�n�n aritmetik ortalamas�n-

dan daha büyük olmad�§�n� gösterir.

i = 1, . . . ,m ve j = 1, . . . , n için aij > 0, α1, . . . , αm > 0 ve α1 + · · · + αm = 1 ise

(2.8) denkleminden

aα1
1j · . . . · a

αm
mj

(a11 + · ·+a1n)α1 · . . . · (am1 + · ·+amn)αm
6 α1a1j
a11 + · ·+a1n

+ · ·+ αmamj
am1 + · ·+amn

elde edilir. Her j = 1, . . . , n için
n∑
j=1

aα1
1j · . . . · a

αm
mj

(a11 + · ·+a1n)α1 · . . . · (am1 + · ·+amn)αm
6

α1

n∑
j=1

a1j

a11 + · ·+a1n
+ · ·+

αm
n∑
j=1

amj

am1 + · ·+amn
olup düzenleme yap�l�rsa,

n∑
j=1

aα1
1j · . . . · a

αm
mj 6 (a11 + · ·+a1n)α1 · . . . · (am1 + · ·+amn)αm

olur. Buradan α1 =
1
p
, α2 =

1
q
, m = 2 ve a1j = xpj , a2j = yqj al�n�rsa

n∑
j=1

xjyj 6
( n∑
j=1

xpj

) 1

p ·
( n∑
j=1

yqj

) 1

q

Hölder E³itsizli§i ispatlan�r.

Lemma 2.33. I ⊆ R bir aral�k, f : I → R konveks fonksiyonu x, y, z ∈ I ve

x < z < y olsun. Bu durumda

f(z)− f(x)

z − x
6 f(y)− f(x)

y − x
6 f(y)− f(z)

y − z

e³itsizli§i gerçeklenir.

�spat:z = y−z
y−xx+

z−x
y−xy ³eklinde yaz�l�rsa ve f konveks fonksiyon oldu§undan

f(z) 6 y − z

y − x
f(x) +

z − x

y − x
f(y) (2.9)

olur. E³itsizli§in her iki taraf�ndan f(x) de§eri ç�kar�l�p, düzenleme yap�l�rsa

f(z)− f(x)

z − x
6 f(y)− f(x)

y − x
(2.10)

elde edilir. (2.9) ba§�nt�s� −1 ile çarp�l�p, e³itsizli§in her iki taraf�na f(y) eklenip

düzenleme yap�l�rsa
f(y)− f(x)

y − x
6 f(y)− f(z)

y − z
(2.11)

elde edilir.
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Lemma 2.34. [14] I ⊆ R bir aral�k, f : I → R konveks fonksiyon I aral�§�n�n her

bir iç noktas�nda f ′
+ ve f ′

− var ve a, b ∈ int(I) için a < b ise

f ′
−(a) 6 f ′

+(a) 6
f(b)− f(a)

b− a
6 f ′

−(b) 6 f ′
+(b) (2.12)

e³itsizli§i sa§lan�r.

Tan�m 2.13. I ⊆ R bir aral�k, f : I → R reel de§erli bir fonksiyon olsun. T afin

dönü³ümüne T (x0) = f(x0) ve her x ∈ I için T (x) 6 f(x) ko³ullar�n� sa§l�yorsa x0

noktas�nda f fonksiyonunun deste§i denir ve m ∈ R için

T (x) = f(x0) +m(x− x0)

³eklinde yaz�l�r.

Teorem 2.35. I ⊆ R bir aç�k aral�k, f : I → R reel de§erli bir fonksiyonunun

konveks olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul I aral�§�n�n her bir noktas�nda deste§e

sahip olmas�d�r.

�spat: f fonksiyonu I aral�§�n�n her bir noktas�nda deste§e sahip olsun. x, y ∈ I,

λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere λ1x+ λ2y noktas�nda f fonksiyonunun deste§i

T afin dönü³ümü olsun. Tan�m 2.13 kullan�larak

f(λ1x+ λ2y) = T (λ1x+ λ2y) = λ1T (x) + λ2T (y) 6 λ1f(x) + λ2f(y)

olup f fonksiyonu konvekstir. Tersine f konveks fonksiyon x0 ∈ I ve m ∈ R için

f ′
−(x0) 6 m 6 f ′

+(x0) olsun. T (x) = f(x0) +m(x− x0) afin dönü³üm tan�mlayal�m.

Herhangi y, z ∈ I ve y < x0 < z olsun. Lemma 2.34' den

f(x0)− f(y)

x0 − y
6 f ′

−(x0) 6 m =
T (y)− T (x0)

y − x0
(2.13)

olup düzenleme yap�l�rsa T (y) 6 f(y) olur. Ayn� ³ekilde Lemma 2.34' den

m 6 f ′
+(x0) 6

f(z)− f(x0)

z − x0
(2.14)

e³itsizli§inden T (z) 6 f(z) olur. Ayr�ca T (x0) = f(x0) oldu§undan T afin dönü³ümü

f fonksiyonunun x0 noktas�nda deste§idir.

Her konveks fonksiyon sürekli de§ildir. Fakat konveks fonksiyonun tan�m kümesi

aç�k küme ise bu küme içerisindeki her noktada fonksiyon süreklidir. Bu önemli

özellik ise a³a§�daki teorem ile verilmektedir.
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Teorem 2.36. Bo³tan farkl� her aç�k konveks küme üzerinde tan�ml� her konveks

fonksiyon süreklidir.

�spat: A aç�k, konveks kümesinde yer alan P politopun elemanlar� y1, . . . , ym

olsun. x0 ∈ A noktas� P politopunun iç noktas� olsun. O halde öyle r > 0

vard�r ki B(x0, r) ⊆ P yaz�labilir. Her x ∈ B(x0, r) için λ1, . . . , λm > 0 ve

λ1 + · · ·+ λm = 1 olmak üzere x = λ1y1 + · · · + λmym yaz�l�r. Lemma 2.25 e³it-

sizli§inden ve f konveks fonksiyon oldu§undan f(x) 6 λ1f(y1)+ · · ·+λmf(ym) olur.
M = maks{f(y1), . . . , f(ym)} ise f(x) 6 M bulunur. Böylece B(x0, r) üzerinde f

fonksiyonu üstten M ile s�n�rl�d�r. g : [−r, r] → R fonksiyonu −r 6 t 6 r için

g(t) = f
(
x0 + t x−x0

||x−x0||

)
³eklinde tan�mlans�n. g fonksiyonunun konveks oldu§u ko-

layca görülür. Ayr�ca her x ∈ B(x0, r) için f(x) 6 M ve
(
x0 + t x−x0

||x−x0||

)
∈ B(x0, r)

oldu§undan −r 6 t 6 r için g(t) 6M dir.

g(0)−M

r
6 g(0)− g(−r)

r
6 g(||x− x0||)− g(0)

||x− x0||
6 M − g(0)

r

olur. O halde ∣∣∣g(||x− x0||)− g(0)

||x− x0||

∣∣∣ 6 M − g(0)

r
=
M − f(x0)

r

e³itsizli§i sa§lan�r ve böylece

|f(x)− f(x0)| 6
M − f(x0)

r
||x− x0|| (2.15)

elde edilir. A kümesinin x1, . . . , xk, . . . noktalar�n�n dizisi x0 noktas�na yak�ns�yorsa

k → ∞ için f(xk) → f(x0) olup f fonksiyonu x0 noktas�nda süreklidir. x0 ∈ A key�

nokta oldu§undan f fonksiyonu A kümesi üzerinde süreklidir.

Böylece f : Rn → R konveks fonksiyon ise sürekli oldu§u kolayca görülür. Daha

genel olarak f : A → R konveks fonksiyon ise A ⊆ Rn konveks kümesinin her iza�

iç noktas�nda süreklidir.

2.2.2. Konveks Fonksiyonlar�n Diferansiyellenebilme Özellikleri

Konveks fonksiyon her zaman türevli olmayabilir. Örne§in f(x) = |x| konveks bir
fonksiyon olmas�na ra§men x0 = 0 noktas�nda türevli de§ildir. Konveks fonksiyonlar

diferansiyellenebilir olmak zorunda de§ildir ancak yöne göre türevi daima vard�r.
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Tan�m 2.14. X ⊆ Rn aç�k küme üzerinde tan�ml� reel de§erli f fonksiyonu verilsin.

f fonksiyonu x ∈ X noktas�nda i. k�smi türevi ∂f
∂xi

(i = 1, . . . , n) ile gösterilir ve

∂f

∂xi
(x) = lim

λ→0

f(x1, . . . , xi + λ, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)

λ

³eklinde tan�mlan�r. E³de§er tan�m olarak ei birim vektör olmak üzere

∂f

∂xi
(x) = lim

λ→0

f(x+ λei)− f(x)

λ

tan�m� da verilir.

ei birim vektör yerine key� y ∈ Rn vektörü al�n�rsa f fonksiyonunun x noktas�nda

y yönündeki yönlü türevi elde edilir ve

Df(x)(y) = lim
λ→0

f(x+ λy)− f(x)

λ
(2.16)

ile tan�mlan�r. Bu tan�mdan hareketle f fonksiyonunun ei birim vektör yönünde x

noktas�ndaki yönlü türevi, f fonksiyonun i. k�smi türevi oldu§u sonucu elde edilir.

Tan�m 2.15. X ⊆ Rn aç�k küme üzerinde tan�ml� reel de§erli f fonksiyonu için öyle

x∗ ∈ Rn vektörü vard�r öyle ki

lim
u→0

f(x+ u)− f(x)− ⟨x∗, u⟩
||u||

= 0 (2.17)

denklemi sa§lan�yorsa f fonksiyonu x ∈ X noktas�nda diferansiyellenebilirdir denir.

Burada x∗ vektörü, f fonksiyonunun x noktas�ndaki gradient vektörüdür.

Teorem 2.37. f has konveks fonksiyon ve x ∈ domf olsun. O halde her y ∈ Rn

için Df(x)(y) yönlü türevi vard�r. Ayr�ca Df(x)(y) yönlü türevi pozitif homojen

konveks fonksiyondur.

�spat: x + λy ̸∈ domf ise her λ > 0 için Df(x)(y) = +∞ olur. x + λy ∈ domf

ve λ > 0 s�f�ra çok yak�n ise Lemma 2.33 'den f(x+λy)−f(x)
λ

ifadesi λ s�f�ra azalarak

yakla³t�kça λ n�n azalmayan bir fonksiyonudur. Bu nedenle daima

lim
λ→0

f(x+ λy)− f(x)

λ

limiti var oldu§undan Df(x)(y) yönlü türevi vard�r. α > 0 olsun.

Df(x)(αy) = lim
λ→0

f(x+ λαy)− f(x)

λ
= α lim

λ→0

f(x+ λαy)− f(x)

λα
= αDf(x)(y)
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oldu§undan Df(x)(y) yönlü türevi pozitif homojendir. E§er y1, y2 ∈ Rn, α1, α2 > 0

ve α1 + α2 = 1 için f konveks fonksiyon oldu§undan

f
(
x+ λ

(
α1y1 + α2y2

))
− f(x)

λ
6 α1

(f(x+ λy1)− f(x)

λ

)
+ α2

(f(x+ λy2)− f(x)

λ

)
λ→ 0 limit al�n�rsa ve (2.16) e³itli§inden

Df(x)
(
α1y1 + α2y2

)
6 α1Df(x)(y1) + α2Df(x)(y2)

elde edilir ve böylece Df(x)(y) yönlü türevi konvekstir.

Teorem 2.38. X ⊆ Rn aç�k konveks küme üzerinde tan�ml� f konveks fonksiyon

olsun. x ∈ X noktas�nda tüm k�smi türevlere sahip ise f fonksiyonu x noktas�nda

diferansiyellenebilirdir.

�spat: Öyle r > 0 için B(x, r) ⊆ X ve her u = (u1, . . . , un) ∈ B(0, r) için

ψ(u) = f(x+ u)− f(x)−
( ∂f
∂x1

u1 + · · ·+ ∂f

∂xn
un

)
(2.18)

olsun. ψ fonksiyonu B(0, r) yuvar�nda konvekstir. i = 1, . . . , n için B(0, r) de

θi fonksiyonu tan�mlayal�m. u ∈ B(0, r) olmak üzere

θi(u) =


ψ(ui.ei)

ui
, ui ̸= 0

0 , ui = 0
i= 1,. . . ,n

u→ 0, θi(u) → 0 d�r. Her u = (u1, . . . , un) ve n||u|| < r için

ψ(u) = ψ
( 1
n
(nu1e1) + · · ·+ 1

n
(nunen)

)
6 1

n
ψ(nu1e1) + · · ·+ 1

n
ψ(nunen)

e³itsizli§inden ve θ fonksiyonu tan�m�ndan

ψ(u) 6
∣∣∣u1θ1(nu) + · · ·+ unθn(nu)

∣∣∣ 6 ||u||
(
|θ1(nu)|+ · · ·+ |θn(nu)|

)
(2.19)

elde edilir. ψ(0) = 0 ve ψ
(
1
2
u + 1

2
(−u)

)
6 ψ(u)+ψ(−u)

2
oldu§undan −ψ(−u) 6 ψ(u)

bulunur. Böylece (2.19) ba§�nt�s�ndan

−||u||
(
|θ1(−nu)|+ · · ·+ |θn(−nu)|

)
6 ψ(u) 6 ||u||

(
|θ1(nu)|+ · · ·+ |θn(nu)|

)
olup bu e³itsizlikte her taraf ||u|| bölünüp, u→ 0 iken limit al�n�rsa ψ(u)

||u|| → 0 olur.

ψ(u)

||u||
=
f(x+ u)− f(x)

||u||
−

( ∂f
∂x1

u1 + · · ·+ ∂f

∂xn
un

) 1

||u||
= 0

olaca§�ndan ( ∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
) gradient vektörü ile f fonksiyonu x noktas�nda diferan-

siyellenebilirdir.
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Tan�m 2.16. f has konveks fonksiyon olmak üzere, her x ∈ Rn için

f(x)− f(xo) > ⟨x− x0, x
∗⟩

e³itsizli§ini gerçekleyen x∗ vektörüne f fonksiyonunun x0 ∈ domf noktas�ndaki sub-

gradienti denir.

Tan�m 2.17. f has konveks fonksiyonunun bir x0 noktas�ndaki subgradientlerinin

kümesine f fonksiyonunun x0 noktas�ndaki subdiferansiyeli denir ve

∂f(x0) = {x∗ : f(x)− f(xo) > ⟨x− x0, x
∗⟩ ,∀ x ∈ Rn}

ile gösterilir. E§er ∂f(x0) kümesi bo³tan farkl� ise f fonksiyonuna x0 noktas�nda

subdiferansiyellenebilir denir.

f fonksiyonunun x0 noktas�ndaki subdiferansiyeli ∂f(x0) kümesi kapal� konveks bir

kümedir. A³a§�daki lemma f konveks fonksiyonuna minimum de§er veren nokta ile

subdiferansiyel kavram�n�n ili³kisini ortaya koyar.

Lemma 2.39. x0 ∈ Rn noktas�n�n bir has konveks fonksiyonuna minimum de§er

verebilmesi için gerek ve yeter ko³ul 0 ∈ ∂f(x0) olmas�d�r.

�spat: x0 ∈ Rn, f has konveks fonksiyon olsun. Her x ∈ Rn için f(x) > f(x0)

olsun. O halde f(x)− f(x0) > 0 = ⟨x− x0, 0⟩ olaca§�ndan 0 ∈ ∂f(x0) d�r. Tersine

0 ∈ ∂f(x0) olsun. Tan�m 2.17 gere§i her x ∈ Rn için f(x)− f(x0) > ⟨x− x0, 0⟩ = 0

oldu§undan f fonksiyonuna minimum de§er veren nokta x0 d�r.

Örnek 2.4. f : R → R, f(x) = |x| fonksiyonu x0 = 0 noktas�nda diferansiyellene-

mez ama bu noktada subdiferansiyellenebilirdir. Aç�kca subdiferansiyel kümesi

∂f(0) = [−1, 1]

olarak bulunur.

Teorem 2.40. [14] A ⊆ Rn konveks küme üzerinde tan�ml� f konveks fonksiyon

ve x ∈ int(A) olsun. O halde f fonksiyonunun x noktas�nda diferansiyellenebilir

olmas� için gerek ve yeter ko³ul f fonksiyonunun x noktas�nda tek bir subgradient

vektörüne sahip olmas�d�r.
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Tan�m 2.18. A ⊆ Rn de bir küme ve f : A→ R∪{+∞} bir fonksiyon olmak üzere

lim
n→∞

xn = x0 gerçekleyen her (xn) dizisi için

f(x0) 6 lim
n→∞

inff(xn)

e³itsizli§i sa§lan�yorsa f fonksiyonuna x0 ∈ A noktas�nda alttan yar� sürekli denir.

Teorem 2.41. f, Rn de herhangi bir fonksiyon olmak üzere a³a§�dakiler denktir:

i) f , Rn de alttan yar� sürekli fonksiyondur.

ii) Her α ∈ R için Lα(f) = {x ∈ Rn : f(x) 6 α} seviye kümesi kapal�d�r.

iii) epif = {(x, α) ∈ Rn+1 : f(x) 6 α} gra�küstü kümesi kapal�d�r.

�spat: i) ⇒ ii) f fonksiyonu, key� x0 ∈ Rn noktas�nda alttan yar� sürekli ol-

sun. Lα(f) seviye kümesinin kapal� oldu§unu göstermek için x0 ∈ Lα(f) olsun. O

halde öyle bir (xn)n∈N ⊆ Lα(f) dizisi vard�r öyle ki xn → x0 d�r. Her n ∈ N için

(xn) ∈ Lα(f) oldu§undan f(xn) 6 α d�r. f fonksiyonu x0 noktas�nda alttan yar�

sürekli oldu§undan f(x0) 6 lim
n→∞

inff(xn) 6 α olur, yani x0 ∈ Lα(f) olaca§�ndan

Lα(f) seviye kümesi kapal�d�r.

ii) ⇒ iii) Her α ∈ R için Lα(f) seviye kümesinin kapal� olsun. (x0, α0) ∈ epif olsun.

O halde öyle (xn, αn)n∈N ⊆ epif vard�r öyle ki her n ∈ N için (xn, αn) → (x0, α0)

d�r. Her n ∈ N için f(xn) 6 αn dir. Seviye kümesi tan�m�ndan xn ∈ Lαn(f) ve

Lαn(f) kapal� oldu§undan x0 ∈ Lαn(f) tir. Yani f(x0) 6 αn dir. n → ∞ için limit

al�n�rsa f(x0) 6 α0 olup bu ise (x0, α0) ∈ epif oldu§unu gösterir. Böylece epif

kümesi kapal�d�r.

iii) ⇒ ii) epif , Rn+1 de kapal� ve x0 ∈ Lα(f) olsun. O halde öyle (xn)n∈N ⊆ Lα(f)

vard�r öyle ki her n ∈ N için xn → x0 ve f(xn) 6 α d�r. (xn, α) ∈ epif olup

epif kümesi kapal� oldu§undan (x0, α) ∈ epif olur. Yani f(x0) 6 α olaca§�ndan

x0 ∈ Lα(f) d�r. Böylece Lα(f) seviye kümesi kapal�d�r.

ii) ⇒ i) Lα(f) seviye kümesi kapal� ve her n ∈ N için xn → x0 ve f(xn) → µ

olsun. Her α > µ için belli bir indisten sonra f(xn) 6 α ve Lα(f) seviye kümesi

kapal� oldu§undan tüm limit noktas�n� içerir, yani x0 ∈ Lα(f) d�r. Böylece her

α − µ = ε > 0 için f(x0) 6 α yani her ε > 0 için f(x0) 6 ε + µ olup her ε > 0 için

sa§lanaca§�ndan f(x0) 6 µ olur. f(xn) → µ oldu§undan f(x0) 6 lim
n→∞

inff(xn) olup

f fonksiyonu key� x0 ∈ Rn noktas�nda alttan yar� süreklidir.

Tan�m 2.19. f has fonksiyonu alttan yar� sürekli ya da epigraf kümesi kapal� veya

denk olarak seviye kümesi kapal� ise f fonksiyonuna kapal� fonksiyon denir.
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Tan�m 2.20. A, n × n simetrik matrisine her x ∈ Rn için xTAx > 0 ko³ulunu

sa§l�yorsa pozitif tan�ml� matris denir. E§er x ∈ Rn için xTAx > 0 ko³ulunu sa§l�-

yorsa pozitif yar� tan�ml� matris denir. Benzer ³ekilde

H(x) =
( δ2f

δxjδxi
(x)

)
Hessian matrisinin asal minör de§erleri negatif de§il ise H matrisine pozitif yar�

tan�ml�, asal minör de§erlerinin hepsi pozitif ise H matrisine pozitif tan�ml� denir.

Teorem 2.42. [5] A ⊆ Rn konveks küme, f : A→ R fonksiyonu ikinci mertebeden

sürekli k�sm� türevlere sahip olsun ve Q, n× n reel simetrik matrisi verilsin.

i) Her x ∈ A için H(x) Hessian matrisi pozitif yar� tan�ml� ise f , A kümesi

üzerinde konveks fonksiyondur. Benzer ³ekilde her x ∈ A için H(x) Hessian

matrisi pozitif tan�ml� ise f , A kümesi üzerinde kesin konvekstir.

ii) A = Rn ve f konveks ise, her x ∈ A için H(x) Hessian matrisi pozitif yar�

tan�ml�d�r.

iii) f(x) = ⟨x,Qx⟩ kuadratik fonksiyon ve Q simetrik matris olmak üzere f

fonksiyonunun konveks olmas� için gerek ve yeter ko³ul Q simetrik matrisinin

pozitif yar� tan�ml� olmas�d�r. Benzer ³ekilde f fonksiyonunun kesin konveks

olmas� için gerek ve yeter ko³ul Q simetrik matrisinin pozitif tan�ml� olmas�d�r.

2.2.3. E³lenik Fonksiyonlar

Konveks fonksiyonlarda ayr�labilme teoremlerinin uygulanmas�n�n do§al bir sonucu

olarak e³lenik fonksiyonlar ortaya ç�kmaktad�r. Örnek 2.3 'de A konveks kümesinin

x∗ ∈ Rn noktas�ndaki destek fonksiyonu WA(x
∗) = sup

x
{⟨x, x∗⟩ : x ∈ A} verilmi³ti.

f kapal� konveks fonksiyonunun gra�küstü kümesinin destek fonksiyonunu hesapla-

yal�m. epif ∈ Rn+1 oldu§u için

Wepif

(
x∗, α∗) = sup

(x,α)

{⟨(x, α) , (x∗, α∗)⟩ : (x, α) ∈ epif}

= sup
(x,α)

{⟨x, x∗⟩+ αα∗ : (x, α) ∈ epif}

bulunur. E§er α∗ > 0 ise verilen x ve α noktas� istenildi§i kadar büyük olabile-

ce§inden Wepif

(
x∗, α∗) = +∞ olur. E§er α∗ 6 0 ise f kapal� fonksiyon oldu§u için

Wepif (x
∗, α∗) fonksiyonunu hesaplamak yerine Wepif (x

∗,−1) fonksiyonunu hesapla-

mak yeterlidir.
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E§er α∗ = −1 ise

Wepif (x
∗,−1) = sup

(x,α)

{⟨x, x∗⟩ − α : f(x) 6 α}

= sup
x
{⟨x, x∗⟩ − f(x)}

bulunur.

Tan�m 2.21. f : Rn → R bir fonksiyon olmak üzere f ∗(x∗) = sup
x
{⟨x, x∗⟩ − f(x)}

³eklinde tan�mlanan f ∗ : Rn → R fonksiyonuna f fonksiyonunun e³lenik fonksiyonu

(=konveks e³lenik fonksiyonu) denir.

Lemma 2.43. f∗ : Rn → R e³lenik fonksiyonu daima kapal� ve konvekstir.

�spat: x∗1, x
∗
2 ∈ Rn, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 için

f∗(λ1x
∗
1 + λ2x

∗
2) = sup

x
{⟨x, λ1x∗1 + λ2x

∗
2⟩ − f(x)}

= sup
x
{λ1⟨x, x∗1⟩+ λ2⟨x, x∗2⟩ − f(x)}

6 λ1 sup
x
{⟨x, x∗1⟩ − f(x)}+ λ2 sup

x
{⟨x, x∗2⟩ − f(x)}

= λ1f
∗(x∗1) + λ2f

∗(x∗2)

olaca§�ndan f ∗ e³lenik fonksiyonu konvekstir. f∗ e³lenik fonksiyonunun kapal� oldu-

§unu göstermek için Lα(f ∗) = {x∗ ∈ Rn : f∗(x∗) 6 α} seviye kümesinin kapal�l�§�n�

gösterelim. α ∈ R, x∗0 ∈ Lα(f
∗) olsun. Bu durumda öyle bir (x∗n)n∈N ⊆ Lα(f

∗)

dizisi vard�r öyle ki (x∗n) → x∗0 d�r ve her n ∈ N için f ∗(x∗n) 6 α d�r. Tan�m 2.21

gere§i sup
x
{⟨x, x∗n⟩− f(x)} 6 α olur. Her x ∈ Rn için ⟨x, x∗n⟩− f(x) 6 α d�r ve limit

al�n�rsa her x için f ∗(x∗0) 6 α olur. Böylece x∗0 ∈ Lα(f
∗) olur. Dolay�s�yla Lα(f ∗)

seviye kümesi kapal� oldu§u için f ∗ e³lenik fonksiyonu kapal�d�r.

Örne§in, f(x) = 1
2
x2, x ∈ R konveks fonksiyonunu göz önüne alal�m. Tan�m 2.21

kullan�larak

f∗(x∗) = sup
x

{
x · x∗ − 1

2
x2
}
= sup

x

{1
2
(x∗)2 − 1

2
(x− x∗)2

}
x∗ ∈ R için f ∗(x∗) = 1

2
(x∗)2 bulunur.

Tan�m 2.21 kullanarak elde edilen

f(x) + f∗(x∗) > ⟨x, x∗⟩ (2.20)

e³itsizli§ine e§er f konveks ve has fonksiyon ise Fenchel E³itsizli§i denir. E³lenik

fonksiyonlar�n temel özellikleri a³a§�daki lemma ile verilmektedir.
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Lemma 2.44. [13] i) Her x ∈ Rn için f1(x) 6 f2(x) ise f∗
2 (x

∗) 6 f∗
1 (x

∗) d�r.

ii) α ∈ R için g(x) = f(x) + α ise g∗(x∗) = f∗(x∗)− α d�r.

iii) t > 0 için g(x) = t.f(x) ise g∗(x∗) = t.f ∗( x∗

t

)
d�r.

iv) t ̸= 0 için g(x) = f(tx) ise g∗(x∗) = f ∗( x∗

t

)
d�r.

Örnek 2.5. f(x) = ex konveks fonksiyonu için x∗ = 0 ise f ∗(x∗) = 0 d�r.

x∗ < 0 ise x de§eri çok küçük negatif say� seçilirse f ∗(x∗) = +∞ bulunur. x∗ > 0

iken, ⟨x, x∗⟩ − ex fonksiyonu x = log x∗ noktas�nda maksimum de§erini al�r, böylece

f ∗(x∗) = x∗ log x∗ − x∗ d�r. Aç�kca

f ∗(x∗) =


x∗ log x∗ − x∗ , x∗ > 0

0 , x∗ = 0
+∞ , x∗ < 0

elde edilir.

C ⊆ Rn kümesinin δ(x|C) indikatör fonksiyonunun e³leni§i

f∗(x∗) = sup
x
{⟨x, x∗⟩ − δ(x|C)} = sup

x
{⟨x, x∗⟩ : x ∈ C} = WC(x

∗)

d�r. Yani C kümesinin indikatör fonksiyonunun e³leni§i, C kümesinin destek fonksi-

yonudur. Lemma 2.43 nedeniyle destek fonksiyonunun daima kapal� oldu§u sonucu

elde edilir.

Farkl� bir e³lenik fonksiyon örne§i olarak L alt uzay�n�n indikatör fonksiyonu

f(x) = δ(x|L) =
{

0 , x ∈ L
+∞ , x ̸∈ L

olmak üzere f fonksiyonunun e³leni§i

f ∗(x∗) = sup
x
{⟨x, x∗⟩ − f(x)} = sup

x
{⟨x, x∗⟩ : x ∈ L}

d�r. Her x ∈ L için ⟨x, x∗⟩ = 0 ise f ∗(x∗) = 0 ve her x ∈ L için ⟨x, x∗⟩ ̸= 0 ise

f ∗(x∗) = +∞ d�r. L alt uzay�n�n ortogonal tümleyeni

L⊥ = {x∗ : x⊥ x∗ , ∀ x ∈ L} = {x∗ : ⟨x, x∗⟩ = 0 , ∀ x ∈ L }

olarak tan�mland�§� için

f∗(x∗) =

{
0 , x∗ ∈ L⊥

+∞ , x∗ ̸∈ L⊥
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bulunur. Ayr�ca L alt uzay�n�n ortogonal tümleyeninin indikatör fonksiyonu

δ(x∗|L⊥) =

{
0 , x∗ ∈ L⊥

+∞ , x∗ ̸∈ L⊥

oldu§undan f ∗(x∗) = δ(x∗|L⊥) olur. Böylece f fonksiyonunun yani L alt uzay�n�n

indikatör fonksiyonunun e³lenik fonksiyonu, L alt uzay�n�n ortogonal tümleyeninin

indikatör fonksiyonudur.

Tan�m 2.22. g : Rn → R konkav fonksiyonunun g∗ : Rn → R e³lenik konkav

fonksiyonu

g∗(x
∗) = inf

x
{⟨x, x∗⟩ − g(x)} (2.21)

olarak tan�mlan�r. Konkav e³lenik fonksiyonu ile konveks e³lenik fonksiyonu aras�n-

daki ili³ki

g∗(x
∗) = −(−g)∗(−x∗) (2.22)

³eklinde verilir.

Teorem 2.45. f : Rn → R kapal� ve konveks fonksiyon olmak üzere x0 ∈ domf için

⟨x0, x∗⟩ = f(x0) + f ∗(x∗) ⇐⇒ x∗ ∈ ∂f(x0) (2.23)

ba§�nt�s� gerçeklenir.

�spat: f kapal�, konveks fonksiyon ve ⟨x0, x∗⟩ = f(x0) + f ∗(x∗) e³itli§i sa§lan-

s�n. Her x ∈ Rn için ⟨x0, x∗⟩ − f(x0) = f∗(x∗) = sup
x
{⟨x, x∗⟩ − f(x)} yani,

⟨x0, x∗⟩ − f(x0) > ⟨x, x∗⟩ − f(x) olur. Bu e³itlik ise x∗ ∈ ∂f(x0) oldu§unu gös-

terir. Tersine x∗ ∈ ∂f(x0) olsun. Subdiferansiyel tan�m�ndan her x ∈ Rn için

⟨x0, x∗⟩ − f(x0) > ⟨x, x∗⟩ − f(x) sa§lanaca§�ndan ⟨x0, x∗⟩ − f(x0) > f∗(x∗) olur.

Aç�kça ⟨x0, x∗⟩ > f(x0) + f ∗(x∗) ba§�nt�s� elde edilir. Ayr�ca (2.20) Fenchel e³itsiz-

li§i de kullan�larak ⟨x0, x∗⟩ = f(x0) + f ∗(x∗) elde edilir.

f ∗ e³lenik fonksiyonunun da e³lenik fonksiyonundan bahsetmek mümkündür. �kincil

e³lenik fonksiyon denilen ve f ∗∗ ile gösterilen bu fonksiyon da daima konvekstir ve

a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

Tan�m 2.23. f∗∗ : Rn → R olmak üzere f ∗∗(x) = sup
x∗

{⟨x∗, x⟩ − f∗(x∗)} fonksiyo-

nuna f fonksiyonunun ikincil e³lenik fonksiyonu denir.
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Tan�m 2.21 'den her x ∈ Rn için f(x) > ⟨x, x∗⟩−f∗(x∗) oldu§undan x∗'lar üzerinden

supremum al�n�rsa

f(x) > f∗∗(x) (2.24)

e³itsizli§i bulunur.

Teorem 2.46. f : Rn → R, f ∗∗ : Rn → R fonksiyonlar� ve her x ∈ Rn için

∂f(x0) ̸= ∅ ise f(x0) = f ∗∗(x0) e³itli§i gerçeklenir.

�spat: Kabul edelim ki ∂f(x0) ̸= ∅ olsun. O halde öyle x∗ ∈ ∂f(x0) vard�r ki her

x ∈ Rn için ⟨x0, x∗⟩ − f(x0) > ⟨x, x∗⟩ − f(x) olup bu e³itsizlikte x'ler üzerinden

supremum al�n�rsa

⟨x0, x∗⟩ − f(x0) > f∗(x∗) (2.25)

olur. Ayr�ca f∗∗(x) ikincil e³lenik fonksiyonu tan�m�ndan f ∗∗(x) > ⟨x∗, x⟩ − f ∗(x∗)

e³itsizli§i her x ∈ Rn için sa§lanaca§�ndan

f ∗∗(x0) > ⟨x∗, x0⟩ − f ∗(x∗) (2.26)

olup (2.25) e³itsizli§inden f ∗∗(x0) > f(x0) bulunur ve (2.24) e³itsizli§i daima geçerli

oldu§undan f(x0) = f ∗∗(x0) elde edilir.

f : Rn → R fonksiyonunun e³lenik fonksiyonu daima kapal� ve konveks fonksiyon

oldu§u Lemma 2.43 'de verilmi³ti. Her x ∈ Rn için f ∗∗(x) = f(x) olabilmesi

için f fonksiyonunun kapal� ve konveks olmas� gerekmektedir. Her x ∈ Rn için

f ∗∗(x) = f(x) ba§�nt�s�n�n sa§land�§�n� göstermek için baz� önemli tan�mlamalar

a³a§�da verilmektedir.

Tan�m 2.24. Herhangi bir f fonksiyonunun gra�küstü kümesinin konveks zarf�

ba³ka bir fonksiyonun gra�küstü kümesini verecektir. �³te bu fonksiyona f fonk-

siyonunun konveks zarf fonksiyonu denir ve cof ile gösterilir. Aç�kca;

cof(x) = sup
x
{g(x) : ∀ x ∈ Rn için g(x) 6 f(x)}

d�r. Burada ki g(x) fonksiyonu Rn üzerinde tan�ml� has, konveks fonksiyondur.

Benzer ³ekilde f fonksiyonunun kapal� konveks zarf fonksiyonu cof(x) ile gösterilir

ve h(x) fonksiyonu Rn üzerinde tan�ml� kapal�, konveks fonksiyon ise

cof(x) = sup
x
{h(x) : ∀ x ∈ Rn için h(x) 6 f(x)}
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³eklinde tan�mlan�r. E³de§er bir tan�m ise b ∈ R olmak üzere

cof(x) = sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ − b : ∀ x ∈ Rn için ⟨x, x∗⟩ − b 6 f(x)}

olarak verilir.

Tan�m 2.25. f has fonksiyonu ve x ∈ Rn için

clf(x) = lim
y→x

inf f(y)

biçiminde tan�ml� clf(x) fonksiyonuna f fonksiyonunun kapan�³ fonksiyonu denir.

E³de§er olarak epi(clf) = epif ko³ulunu sa§layan clf fonksiyonuna f fonksiyonunun

kapan�³ fonksiyonu denir.

Teorem 2.47. f herhangi bir fonksiyon ise her x ∈ Rn için f ∗∗(x) = cof(x) d�r.

�spat: Kapal� zarf fonksiyonu ve e³lenik fonksiyonu tan�mlar�ndan

cof(x) = sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ − b : ∀ x ∈ Rn için − b 6 f(x)− ⟨x, x∗⟩}

= sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ − b : −b 6 −f ∗(x∗)}

6 sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ − f∗(x∗)} = f∗∗(x)

e³itsizli§i bulunur. Tersine her x ∈ Rn için f ∗∗(x) 6 f(x) e³itsizli§i geçerliydi.

cof(x) kapal� konveks zarf fonksiyonu tan�m�ndan ve f∗∗(x) fonksiyonunun kapal�

ve konveks oldu§u gerçe§i göz önüne al�n�rsa her x ∈ Rn için f∗∗(x) 6 cof(x) olur.

Böylece herhangi bir fonksiyon için f ∗∗(x) = cof(x) elde edilir.

Sonuç 2.2. i) f herhangi bir fonksiyon ise f ∗∗ = cof dir.

ii) f konveks fonksiyon ise f ∗∗ = clf dir.

iii) f kapal� ve konveks ise f ∗∗ = f dir.

Teorem 2.48. f, g herhangi iki fonksiyon olmak üzere her x, x∗ ∈ Rn için

cof(x) 6 g(x) 6 f(x) ⇒ f∗(x∗) = g∗(x∗)

gerçeklenir.

�spat: cof(x) 6 g(x) 6 f(x) olsun. Teorem 2.47 nedeniyle f∗∗(x) 6 g(x) 6 f(x)

olur ve bu e³itsizlikte Lemma 2.44 dikkate al�n�p e³lenik al�n�rsa

f ∗(x∗) 6 g∗(x∗) 6 (f ∗)∗∗(x∗) elde edilir. f∗(x∗) kapal� ve konveks fonksiyon oldu§un-

dan f ∗(x∗) 6 g∗(x∗) 6 f ∗(x∗) yani f∗(x∗) = g∗(x∗) d�r.
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Teorem 2.49. f fonksiyonu pozitif homojen kapal� konveks fonksiyon ise

f ∗ e³lenik fonksiyonunun tan�m kümesinin indikatör fonksiyonu için f ∗(x∗) = δdomf∗(x
∗)

e³itli§i gerçeklenir.

�spat: f pozitif homojen kapal� konveks fonksiyon için daima f(0) = 0 oldu§undan

ve Fenchel e³itsizli§inden f ∗(x∗) = sup
x
{⟨x, x∗⟩ − f(x)} > 0 d�r. Öyle bir x1 ∈ Rn

noktas� için ⟨x1, x∗⟩ − f(x1) > 0 gerçeklensin. O halde

f ∗(x∗) > sup
λ>0

{⟨λx1, x∗⟩ − f(λx1)} = sup
λ>0

λ{⟨x1, x∗⟩ − f(x1)} = +∞

elde edilir. Böylece

f ∗(x∗) = δdomf∗(x
∗) =

{
0 , x∗ ∈ domf ∗

+∞ , x∗ ̸∈ domf ∗

olup ispat tamamlan�r.

Teorem 2.50. f pozitif homojen kapal� konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

f(x) = sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ : x∗ ∈ domf∗}

gerçeklenir.

�spat: f kapal� konveks fonksiyon oldu§undan f ∗∗(x) = f(x) d�r. Teorem 2.49'den

f(x) = f∗∗(x) = sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ − f∗(x∗)} = sup
x∗

{⟨x, x∗⟩ : x∗ ∈ domf∗}

olur, böylece istenen elde edilir.

Tan�m 2.26. f, g : Rn → R has fonksiyon olsun. f ∇g : Rn → R olmak üzere

(f ∇g)(x) = inf
y
{f(x− y) + g(y)}

biçiminde tan�mlanan fonksiyona f ile g fonksiyonlar�n�n in�mal konvolüsyonu denir.

Uyar� 2.2. f ve g has fonksiyon olmas�na ra§men f ∇g in�mal konvolüsyon has

fonksiyon olmayabilir. Örne§in; f(x−y) = x−y ve g(y) = −y ise (f ∇g)(x) = −∞
olaca§�ndan f ∇g in�mal konvolüsyon has fonksiyon de§ildir.

f ve g konveks fonksiyonlar ise λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 olmak üzere x1, x2 ∈ Rn için

(f ∇g)(λ1x1 + λ2x2) = inf
y

{
f(λ1x1 + λ2x2 − y) + g(y)

}
6 inf

y

{
λ1
(
f(x1 − y) + g(y)

)
+ λ2

(
f(x2 − y) + g(y)

)}
= λ1

(
f ∇ g

)
(x1) + λ2

(
f ∇ g

)
(x2)
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oldu§undan f ∇g konvekstir. Böylece f ∇g in�mal konvolüsyon konveksli§i korur.

Fakat kapal�l�k özelli§ini korumas� gerekmez. Örne§in C ve D kapal� kümeler için

f(x) = δ(x|C) ve g(x) = δ(x|D) kapal� fonksiyonlard�r. Ama (f∇g)(x) = δ(x|C+D)

olup kapal� kümelerin toplam�n�n kapal� olmas� gerekmedi§inden (f ∇g)(x) in�mal

konvolüsyonu kapal� olmayabilir.

Teorem 2.51. f, g : Rn → R konveks has fonksiyonlar ise f ∗ + g∗ = (f ∇ g)∗

gerçeklenir.

�spat: f ve g konveks has fonksiyonu ise

(f ∇ g)∗ = sup
x

{
⟨x, x∗⟩ − inf

y
{f(x− y) + g(y)}

}
= sup

x

{
⟨x, x∗⟩+ sup

y
{−f(x− y)− g(y)}

}
y = x2 ve x− y = x1 seçilip düzenleme yap�l�rsa

(f ∇ g)∗ = sup
x=x1+x2

{
⟨x1 + x2, x

∗⟩ − f(x1)− g(x2)
}
= f ∗(x∗) + g∗(x∗)

bulunur.

Teorem 2.52. i) f ve g kapal� konveks has fonksiyonlar ise (f + g)∗ = cl(f∗ ∇g∗)
e³itli§i gerçeklenir.

ii) (f + g)∗ 6 f ∗ ∇g∗ d�r.

�spat: i) f ve g kapal� konveks fonksiyon oldu§undan Teorem 2.51 nedeniyle

(f ∗ ∇ g∗)∗ = f + g elde edilir. Bu e³itlikte her iki taraf�n e³leni§i al�n�rsa ve

Sonuç 2.2'den (f + g)∗ = (f ∗ ∇ g∗)∗∗ = cl(f∗ ∇ g∗) gerçeklenir.

ii) f∗ ∇g∗ konveks oldu§undan (f +g)∗ = (f ∗ ∇ g∗)∗∗ d�r. Daima f ∗∗ 6 f e³itsizli§i

geçerli oldu§undan (f + g)∗ 6 f∗ ∇ g∗ d�r.

Tan�m 2.27. ∅ ̸= A ⊆ Rn, f : A → R herhangi bir fonksiyon ve a ∈ A olsun.

∃ ε > 0, ∀ x ∈ B(a, ε) ∩ A için f(a) 6 f(x) ise a noktas�na f fonksiyonunun yerel

minimum noktas� denir. Benzer ³ekilde ∀ x ∈ B(a, ε) ∩ A için f(x) 6 f(a) ise

a noktas�na f fonksiyonunun yerel maksimum noktas� denir.

Tan�m 2.28. a ∈ A, her x ∈ A için f(a) 6 f(x) gerçekleniyorsa a ∈ A noktas�na

minimum nokta denir. Her x ∈ A için f(x) 6 f(a) ise a ∈ A noktas�na maksimum

nokta denir.



40

Konvekslik kavram� alt�nda yerel minimum nokta ile minimum nokta aras�nda fark

olmad�§� a³a§�daki lemma ile gösterilmektedir.

Lemma 2.53. A konveks küme üzerinde tan�ml� f konveks fonksiyon için a³a§�da-

kiler gerçeklenir.

i) f , x0 noktas�nda yerel minimuma eri³irse, f fonksiyonu x0 noktas�nda mini-

muma ula³�r.

ii) f fonksiyonunun minimuma eri³tidi§i noktalar kümesi ya ∅ ya da konvekstir.

iii) E§er f kesin konveks fonksiyonu bir x∗ noktas�nda minimuma ula³�rsa, x∗

noktas� tektir.

iv) E§er f sabit fonksiyon de§il ve bir maksimum de§erine x ∈ A noktas�nda

ula³�rsa x noktas� A kümesinin s�n�rda olmal�d�r.

�spat: i) Kabul edelim ki f fonksiyonu, x0 noktas�nda yerel minimuma ula³s�n.

Öyle ∃ ε > 0, ∀ z ∈ B(x0, ε) ∩ A için f(x0) 6 f(z) dir. Key� y ∈ A noktas� için

0 < t <
ε

||y − x0||
ve z = x0 + t(y − x0) ³eklinde seçilirse z ∈ B(x0, ε) ∩ A olur ve

0 6 f(z)− f(x0)

t
6 f(y)− f(x0) (2.27)

oldu§undan f fonksiyonu x0 noktas�nda minimuma ula³�r.

ii) f fonksiyonu minimuma tek bir noktada ula³�rsa tek nokta kümesi konveks

oldu§undan istenen gerçeklenir. Kabul edelim ki f minimuma iki farkl� x1, x2 nok-

talar�nda ula³s�n. Yani, µ = f(x1) = f(x2) = min{f(x) : x ∈ A} olsun. α > 0

olmak üzere µ 6 f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2) = µ olur. Dolay�s�yla

[x1, x2] aral�§�n�n her bir noktas�nda f fonksiyonu minimuma ula³�l�r.

iii) f kesin konveks fonksiyonu x1 ve x2 noktalar�nda minimuma ula³s�n. Yani

µ = f(x1) = f(x2) = min{f(x) : x ∈ A} olsun ve α, β > 0, α + β = 1 için

µ 6 f(αx1 + βx2) < αf(x1) + βf(x2) = µ çeli³kisi elde edilece§inden f fonksiyonu

kesin konveks ise tek bir noktada minimuma ula³�r.

iv) f fonksiyonu x noktas�nda maksimuma ula³s�n. E§er x s�n�r noktas� de§il

ise iç nokta olaca§�ndan ve f sabit fonksiyon olmad�§�ndan öyle y ∈ A vard�r ki

f(y) < f(x) dir. A konveks küme oldu§undan [x, y] ∈ A d�r. x iç nokta oldu§un-

dan x ∈ [z, y] olacak ³ekilde [z, y] do§ru parças� vard�r. α + β = 1, α, β > 0 için

x = αz + βy dir ve f(x) = f(αz + βy) 6 αf(z) + βf(y) < αf(x) + βf(x) = f(x)

çeli³kisinden dolay� x iç nokta de§ildir. O halde x, f fonksiyonunun s�n�r noktas�d�r.



41

2.3. BAZI OPT�M�ZASYON PROBLEMLER�

Bu k�s�mda diferansiyellenebilir k�s�ts�z problemler, lineer programlama problemleri,

kuadratik programlama problemleri ve konveks programlama problemleri en genel

anlamda tan�t�lm�³ ve bu problemlerin yap�lar� incelenmi³tir. K�s�tlar� bir e³itsizlik

sistemi ile verilen optimizasyon problemi X ⊆ Rn, f : X → R ve g : X → Rr

fonksiyon olmak üzere

min f(x)

g(x) 6 0 (2.28)

x ∈ X

³eklinde verilir. Bu problemde f(x) fonksiyonuna amaç fonksiyonu, X kümesine

k�s�t kümesi ve X0 = {x : x ∈ X , g(x) 6 0} kümesine ise uygun çözümler kümesi

denir. (2.28) probleminde X k�s�t kümesi üzerinde tan�ml� reel de§erli f fonksiyonu

verildi§inde her x ∈ X0 için f(x∗) 6 f(x) ko³ulunu gerçekleyen x∗ ∈ X0 noktas�n�n

varl�§� ara³t�r�l�p, bu x∗ noktas�n�n�n bulunmas� amaçlan�r. Di§er yandan (2.28)

problemi ile

maks − f(x)

g(x) 6 0 (2.29)

x ∈ X

problemi ayn� oldu§undan genelli§i bozmaks�z�n minimum problemler için çözümler

ara³t�r�lmaktad�r.

2.3.1. Diferansiyellenebilir K�s�ts�z Problemler

I ⊆ R aç�k aral�k, f fonksiyonu bu aral�k üzerinde diferansiyellenebilir ve x0 ∈ I

yerel minimum noktas� olsun. O halde öyle δ > 0 vard�r ki her x ∈ B(x0, δ) için

f(x0) 6 f(x) d�r. Ayr�ca x0 < x < x0 + δ için f(x)−f(x0)
x−x0 > 0 ve x0 − δ < x < x0 için

f(x)−f(x0)
x−x0 6 0 d�r. f fonksiyonu x0 noktas�nda diferansiyellenebilir oldu§undan

f ′
+(x0) = lim

x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0

f ′
−(x0) = lim

x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
6 0
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olup f ′(x0) = 0 d�r. Böylece x0 noktas� yerel minimum noktas� ise f ′(x0) = 0 elde

edilir.

Kabul edelim ki f fonksiyonu (x0 − δ, x0 + δ) aral�§�nda ikinci mertebeden sürekli

k�smi türevlere sahip olsun. Taylor teoreminden her x ∈
(
(x0 − δ, x0 + δ)\{x0}

)
için

öyle bir x̃ ∈ (x0, x) noktas� vard�r öyle ki

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x̃)(x− x0)

2

dir. x0 yerel minimum nokta ise f ′(x0) = 0 oldu§undan f ′′(x̃) = 2f(x)−f(x0)
(x−x0)2 > 0

olur. E§er x → x0 al�n�rsa o halde x̃ → x0 ve f ′′(x̃) → f ′′(x0) elde edilir. Böylece

f ′′(x0) > 0 d�r. Dolay�s�yla a³a§�daki teorem ispatlanm�³ olur.

Teorem 2.54. I ⊆ Rn aç�k aral�k, I üzerinde tan�ml� reel de§erli fonksiyon f ve

x0 ∈ I yerel minimum noktas� olsun. E§er f fonksiyonu x0 noktas�nda diferansiyel-

lenebilir ise f ′(x0) = 0 d�r. E§er f , ikinci merteben sürekli k�smi türevlere sahip ise

f ′′(x0) > 0 d�r.

c ∈ X için f ′(c) = 0 ise c noktas�na f fonksiyonunun kritik noktas� denir. X ⊆ Rn

uzay�nda aç�k küme olsun, buna göre a³a§�da Teorem 2.54 'ün n boyuta genelle³ti-

rilmi³ hali verilmektedir.

Teorem 2.55. [5] X ⊆ Rn aç�k küme, f : X → R fonksiyonunun yerel minimum

noktas� x0 olsun. E§er f fonksiyonu x0 noktas�nda birinci mertebeden k�smi türevlere

sahip ise ∇f(x0) = ( ∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
)(x0) = 0 d�r. E§er f , B(x0, δ) aç�k yuvar�nda ikinci

mertebeden sürekli k�smi türevlere sahip ise j, i = 1, · · · , n için

H(x0) =
( ∂2f

∂xj∂xi
(x0)

)
Hessian matrisi pozitif yar� tan�ml�d�r.

Sonuç 2.3. C aç�k konveks kümesi üzerinde f konveks fonksiyonu diferansiyel-

lenebilir olsun. O halde f fonksiyonu x∗ noktas�nda minimuma ula³mas� için gerek

ve yeter ko³ul ∇f(x∗) = 0 olmas�d�r.

�spat: f fonksiyonu x∗ noktas�nda minimuma ula³s�n. f fonksiyonu ve C konveks

olmasa bile Teorem 2.55 nedeniyle ∇f(x∗) = 0 d�r. Tersine C aç�k konveks küme
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üzerinde f diferansiyellenebilir konveks fonksiyon ve ∇f(x∗) = 0 olsun. Lemma 2.39

nedeniyle

{0} = {∇f(x∗)} = ∂f(x∗)

d�r. Dolay�s�yla x∗ noktas�nda f minimuma ula³�r.

2.3.2. Lineer Programlama Problemi

K�s�tl� optimizasyon problemlerinde, amaç fonksiyonunun belirli e³itlik ve e³itsizlik

k�s�tlar� alt�nda minimum ya da maksimum de§eri aran�r. Amaç ve k�s�t fonksiyon-

lar�n�n hepsi lineer ise k�s�tl� optimizasyon problemi lineer programlama problemi

olarak tan�mlan�r. Amaç fonksiyonu optimum de§erine k�s�tlar taraf�ndan olu³tu-

rulmu³ uygun bölgede ula³�r. A, m×n reel matris olmak üzere x, c ∈ Rn ve b ∈ Rm

için

min cTx

Ax = b (2.30)

x > 0

problemi bir lineer programlama problemidir. Lineer programlama probleminin uy-

gun çözümler kümesi X0 = {x : Ax = b , x > 0} konveks bir kümedir. Uygun

çözümler kümesi için a³a§�daki gözlemleri yapmak zor de§ildir:

i) �ki boyutlu uzayda bir lineer programlama probleminin uygun çözümler kümesi

sonlu say�da do§rularla s�n�rlanan konveks bir düzlemsel bölge olu³turur.

ii) Üç boyutlu uzayda uygun çözümler kümesi sonlu say�da düzlemle s�n�rlanan

konveks bölgedir.

iii) n > 3, n-boyutlu uzayda ise uygun çözümler kümesi hiperdüzlemlerle s�n�r-

lanan polihedral konveks bir kümedir.

2.3.3. Kuadratik Programlama Problemi

Q, n×n pozitif yar� tan�ml� bir matris ve A, m×n reel matris olmak üzere b ∈ Rm,

c ∈ Rn ve f(x) = 1
2
⟨x,Qx⟩+ ⟨c, x⟩ için

min
1

2
⟨x,Qx⟩+ ⟨c, x⟩

Ax 6 b (2.31)

x > 0
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³eklinde verilen problem Kuadratik Programlama Problemi olarak adland�r�l�r.

Teorem 2.42 nedeniyle Q pozitif tan�ml� bir matris ise f fonksiyonu kesin konveks ve

uygun çözümler kümesi X0 = {x : Ax 6 b , x > 0} konveks bir küme oldu§undan

f(x) fonksiyonu minimuma tek bir x∗ noktas�nda ula³�r. E§er Q matrisi s�f�r matrisi

ise kuadratik programlama problemi, lineer programlama problemine dönü³ür.

2.3.4. Konveks Programlama Problemi

Genel olarak k�s�tlar� bir e³itsizlik sistemi ile verilmi³ konveks programlama problemi

a³a§�daki gibidir:

X ⊆ Rn konveks küme, f : Rn → R ve g : Rn → Rr konveks fonksiyonlar olmak

üzere

min f(x)

g(x) 6 0 (2.32)

x ∈ X

Konveks programlama probleminde, reel de§erli konveks bir fonksiyon konveks X

kümesi üzerinde minimum yap�lmak istenmektedir. Lineer programlama proble-

minde amaç fonksiyonu lineer dolay�s�yla konveks fonksiyon olaca§�ndan lineer prog-

ramlama problemi asl�nda konveks programlama probleminin özel bir halidir. Ayr�ca

kuadratik programlama probleminde amaç fonksiyonu f(x) = 1
2
⟨x,Qx⟩ + ⟨c, x⟩

konveks oldu§undan kuadratik programlama problemi de konveks programlama prob-

lemidir.

h : Rn → Rk afin fonksiyon olmak üzere h(x) = 0 k�s�t� h(x) 6 0 ve −h(x) 6 0

³eklinde iki e³itsizlik olarak yaz�labildi§inden (2.32) problemine h(x) = 0 k�s�t� da

eklenebilir. Bu durumda

min f(x)

g(x) 6 0 , h(x) = 0 (2.33)

x ∈ X

problemi k�s�tlar� e³itsizlik ve e³itlik sistemi olarak verilmi³ konveks programlama

problemidir.
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3. BULGULAR

Bu tez çal�³mas�n�n temelini olu³turan konveks programlama ve dualite kavram-

lar�n�n iyi anla³�lmas� için konveks programlama problemlerinin dual problemleri

kurularak, dual problemin nas�l bir yap�ya sahip oldu§u, dual ve konveks program-

lama probleminin hangi ko³ullar alt�nda birbirlerine ba§l� olduklar�n� veren dualite

ili³kisinin ve bu problemlerin çözümleri aras�ndaki ba§�nt�n�n ne oldu§u ile ilgili

sorulara yan�tlar incelenmektedir.

Konveks programlama problemleri için öncellikle dual problem olu³turulup, konveks

programlama problemleri için çözümlerin varl�§� ve nas�l bulunabilece§ine dair temel

bilgiler a³a§�da verilmektedir.

3.1. DUAL PROBLEM

f : Rn → R ve gj : Rn → Rr fonksiyon olmak üzere X ⊆ Rn kümesi için

min f(x)

gj(x) 6 0 , j = 1, . . . , r (3.1)

x ∈ X

problemine primal problem denir. X0 = {x : gj(x) 6 0 , x ∈ X} uygun çözümler

kümesi olmak üzere f∗ ile gösterilen optimal de§er

f∗ = inf
x∈X0

f(x) (3.2)

³eklinde tan�mlan�r.

Kabul 3.1. Primal problemin en az bir uygun çözümü vard�r ve optimal de§er

s�n�rl�d�r, yani −∞ < f∗ < +∞ d�r.

f ve gj fonksiyonlar� konveks, diferansiyellenebilir ve X = Rn olsun. O halde e§er x∗

minimum nokta ise öyle bir µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
r) vektörü vard�r öyle ki her j = 1, . . . , r

için µ∗
j > 0, µ∗

jgj(x
∗) = 0 ve ∇xL(x

∗, µ∗) = 0 d�r ya da benzer ³ekilde

f∗ = f(x∗) = min
x∈Rn

L(x, µ∗) (3.3)
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dir. Burada Lagrange fonksiyonu L : Rn+r → R

L(x, µ) = f(x) +
r∑
j=1

µjgj(x) = f(x) + µTg(x) (3.4)

³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 3.1. µ∗ = (µ∗
1, . . . , µ

∗
r) vektörüne e§er her j = 1, · · · , r için µ∗

j > 0 ve

f ∗ = inf
x∈X

L(x, µ∗) (3.5)

ise Lagrange çarpan vektörü (Lagrange çarpan�) denir.

Lagrange çarpan�n� geometrik olarak yorumlamak için normal vektörü

(µ, µ0) ̸= (0, 0) olan Rr+1 uzay�nda hiperdüzlem denklemini ele alal�m. µ ∈ Rr,

µ0 ∈ R ve c sabiti ile

H = {(z, w) : z ∈ Rr, w ∈ R, µ0w + µT z = c}

hiperdüzlemi verilsin. (µ, µ0) normali ile µ0 ̸= 0 ise hiperdüzlem dikey olmayan

hiperdüzlem olarak adland�r�l�r ve bu hiperdüzlemler normal vektörü µ0 ile bölünerek

normalle³tirilebilece§i için µ0 = 1 al�nabilir. Ayr�ca k�s�t ve amaç fonksiyon çiftinden

olu³an S ⊆ Rn,

S =
{(
g(x), f(x)

)
: x ∈ X

}
(3.6)

kümesi tan�mlans�n. Bu durumda a³a§�daki lemma geometrik olarak lagrange çarpan�

hakk�nda bilgi vermektedir.

Lemma 3.1. i)
(
g(x), f(x)

)
vektör çiftinden geçen ve normali (µ, 1) olan hiperdüzlem

{(0, w) : w ∈ R} dikey eksenini L(x, µ) noktas�nda keser.

ii) Pozitif yar�-uzay�nda S kümesini içeren ve normali (µ, 1) olan tüm hiperdüz-

lemler aras�ndan dikey ekseni kesen noktalar�n en büyü§ü inf
x∈X

L(x, µ) dir.

iii) µ∗ lagrange çarpan� olmas� için gerek ve yeter ko³ul µ∗ > 0 ve kapal� yar�-

uzaylar� S kümesini içeren normali (µ∗, 1) olan hiperdüzlemler aras�ndan dikey

eksenin kesim noktas�n�n en büyük de§eri f ∗ olmas�d�r.

�spat: i) µ ∈ Rr ve c ∈ R olmak üzere normali (µ, 1) olan hiperdüzlem denklemi

H = {(z, w) : w + µT z = c} dir. Bu hiperdüzlem (g(x), f(x)) vektör çiftinden

geçti§i için f(x) + µTg(x) = c olur. Lagrange fonksiyonu tan�m�ndan L(x, µ) = c
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olup hiperdüzlem {(0, w) : w ∈ R} dikey eksenini L(x, µ) noktas�nda keser.

ii) Normali (µ, 1) olan ve pozitif yar�-uzay�nda S kümesini içeren hiperdüzlem

f(x) + µTg(x) > c = w + µT z (3.7)

e³itsizli§ini sa§lar. Alttan s�n�rl� oldu§undan in�mum al�n�rsa

inf
x∈X

L(x, µ) > c (3.8)

olur. Böylece dikey eksenin kesim noktalar�n�n en büyü§ü inf
x∈X

L(x, µ) dir.

iii) µ∗ lagrange çarpan� tan�m�ndan ve ii) ³�kk�ndan istenen elde edilir.

Bu lemmadan hareketle normali (µ, 1) olan hiperdüzlemler aras�ndan dikey ek-

seni kesti§i en büyük de§er veren hiperdüzlem S kümesine destek hiperdüzlemidir.

Konveks programlama probleminde lagrange çarpan� bulmak önemlidir, çünkü e§er

Lagrange çarpan� belirli ise problemin çözümü daha kolay bulunabilir. Fakat lag-

range çarpan� yok ise çözüm de yoktur sonucu ç�kar�lmamal�d�r. A³a§�da Lagrange

çarpan� olmayan ama çözüme sahip konveks programlama örne§i verilmektedir.

Örnek 3.1. a) f(x) = x amaç fonksiyonu için

min f(x)

g(x) = x2 6 0

x ∈ X = R

probleminde �ekil 3.1a) 'da gösterilen S kümesine destek ve normali (µ∗, 1) olan

hiperdüzlemler aras�nda dikey ekseni en büyük de§erde kesen hiperdüzlem dikey

oldu§undan lagrange çarpan� yoktur ve f ∗ = 0 d�r.

b) f(x) = x1 − x2 amaç fonksiyonu için

min f(x)

g(x) = x1 + x2 − 1 6 0

x ∈ X = {(x1, x2) : x1 > 0, x2 > 0}

problemini ele alal�m. �ekil 3.1b) 'de gösterilen S kümesine destek ve normali (µ∗, 1)

olan hiperdüzlemlerin dikey ekseni kesen noktalar�n�n en büyük de§eri f∗ = −1 dir

ve lagrange çarpan� µ∗ = 1 bulunur.
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�ekil 3.1: Lagrange çarpanlar�

c) �ekil 3.1c) 'de ise f(x) = |x1|+ x2 amaç fonksiyonu olmak üzere

min f(x)

g(x) = x1 6 0

x ∈ X = {(x1, x2) : x2 > 0}

probleminde S kümesine destek ve normali (µ∗, 1) olan hiperdüzlemler gösterilmek-

tedir. Dolay�s�yla primal optimal de§er f ∗ = 0 d�r ve lagrange çarpanlar� µ∗ = [0, 1]

aral�§�d�r.

Lemma 3.2. µ∗, lagrange çarpan� olsun. O halde x∗, primal problemin minimum

noktas� olmas� için gerek ve yeter ko³ul uygun çözümler kümesine ait olan x∗ noktas�

için

x∗ = argmin
x∈X

L(x, µ∗) ve µ∗
jgj(x

∗) = 0 , j = 1, . . . , r (3.9)

olmas�d�r.

�spat: x∗ primal problemin minimum noktas� olsun.

f∗ = f(x∗) > f(x∗) +
r∑
j=1

µ∗
jgj(x

∗) = L(x∗, µ∗) > inf
x∈X

L(x, µ∗) (3.10)
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e³itsizli§inden f(x∗) = f(x∗) +
r∑
j=1

µ∗
jgj(x

∗) d�r. µ∗ lagrange çarpan� ise µ∗ > 0 ve

j = 1, . . . , r için gj(x∗) 6 0 oldu§undan µ∗
jgj(x

∗) = 0 d�r. Ayr�ca x∗ = argmin
x∈X

L(x, µ∗)

sa§lan�r. Tersine x∗ uygun çözümler kümesine ait ve (3.9) denklemi sa§lans�n.

Lagrange çarpan� tan�m�ndan

f(x∗) = f(x∗) +
r∑
j=1

µ∗
jgj(x

∗) = L(x∗, µ∗) = min
x∈X

L(x, µ∗) = f ∗ (3.11)

oldu§undan x∗ minimum noktad�r.

Tan�m 3.2. L : Rn+r → R lagrange fonksiyonu, µ ∈ Rr için

q(µ) = inf
x∈X

L(x, µ) (3.12)

fonksiyonuna dual lagrange fonksiyonu ya da dual fonksiyon denir.

Lagrange fonksiyonu alttan s�n�rl� de§il ise dual fonksiyon −∞ de§erini alaca§� için

bu durumdan kaç�nmak için D = {µ : q(µ) > −∞} kümesi olmak üzere

maks q(µ)

µ > 0 (3.13)

µ ∈ D

problemine dual problem denir. Dual optimal de§er q∗ ile gösterilir ve

q∗ = sup
µ>0

q(µ) (3.14)

³eklinde tan�mlan�r.

Örnek 3.2. A, m× n reel matris olmak üzere x, c ∈ Rn ve b ∈ Rm için

min cTx

Ax 6 b (3.15)

x > 0

kanonik formda verilen lineer programlama problemini göz önüne alal�m. Dual

fonksiyon

q(µ) = inf
x>0

{
cTx+ µT (Ax− b)

}
= −µT b+ inf

x>0

{
(cT + µTA)x

}
=

{
−µT b , cT + µTA > 0
−∞ , di§er
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olarak bulunur. Dolay�s�yla

maks − µT b

c+ ATµ > 0

µ > 0

problemi (3.15) lineer programlama probleminin dual problemidir.

Örnek 3.3. Q, n × n pozitif yar� tan�ml� bir matris ve A, m × n reel matris için

b ∈ Rm, c ∈ Rn ve f(x) = 1
2
xTQx+ cTx olmak üzere

min f(x) (3.16)

Ax 6 b

kuadratik programlama problemini ele alal�m. Dual fonksiyon

q(µ) = inf
x∈Rn

{1
2
xTQx+ cTx+ µT (Ax− b)}

olur. x = −Q−1(c+ ATµ) için q(µ) dual fonksiyonu minimuma eri³ece§i için

q(µ) = −1

2
µTAQ−1ATµ− µT (b+ AQ−1c)− 1

2
cTQ−1c

bulunur. Böylece P = AQ−1AT ve t = b+ AQ−1c al�n�rsa,

maks − 1

2
µTPµ− µT t− 1

2
cTQ−1c

µ > 0

problemi ya da e³de§er olarak

min
1

2
µTPµ+ µT t+

1

2
cTQ−1c

µ > 0

problemi (3.16) kuadratik programlama probleminin dual problemidir.

Lemma 3.3. q dual fonksiyonu, konveks D kümesi üzerinde konkavd�r.

�spat: Konveks küme tan�m�ndan D = {µ : q(µ) > −∞} kümesinin konveksli§i

kolayca görülür. α ∈ R ve µ, µ̃ ∈ D için

L(x, αµ+ (1− α)µ̃) = αL(x, µ) + (1− α)L(x, µ̃) (3.17)
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denkleminde x ∈ X üzerinden in�mum al�n�rsa

q(αµ+ (1− α)µ̃) = inf
x∈X

L(x, αµ+ (1− α)µ̃)

= inf
x∈X

{αL(x, µ) + (1− α)L(x, µ̃)}

> α inf
x∈X

L(x, µ) + (1− α) inf
x∈X

L(x, µ̃) = αq(µ) + (1− α)q(µ̃)

olur. Böylece q dual fonksiyonu D üzerinde konkav fonksiyondur.

q(µ) = inf
x∈X

L(x, µ) dual fonksiyonunun konkavl�§� asl�nda konkav fonksiyonlar�n in-

�mumu da konkav olaca§� gerçe§inden ç�kar�labilir. Bir di§er önemli özellik ise

optimal dual de§erin daima primal optimal de§erden küçük e³it kalmas�d�r. Zay�f

dualite teoremi olarak bilinen bu özellik a³a§�da verilmektedir.

Teorem 3.4. (Zay�f Dualite Teoremi) Dual optimal de§er q∗ = sup
µ>0

q(µ) ve

f ∗ = inf
x∈X0

f(x) primal optimal de§er için

q∗ 6 f∗ (3.18)

gerçeklenir.

ispat: Her µ > 0 , x ∈ X ve g(x) 6 0 olmak üzere

q(µ) = inf
x∈X

L(x, µ) 6 f(x) +
r∑
j=1

µjgj(x) 6 f(x) (3.19)

d�r. Her x ∈ X0 = {x : x ∈ X , g(x) 6 0} ve her µ > 0 için

q∗ = sup
µ>0

q(µ) 6 inf
X0

f(x) = f∗ (3.20)

olaca§�ndan ispat tamamlan�r.

Tan�m 3.3. E§er q∗ < f ∗ ise dualite bo³lu§u vard�r, e§er q∗ = f∗ ise dualite bo³lu§u

yoktur denir.

E§er µ∗ lagrange çarpan� varsa f ∗ = q(µ∗) 6 q(µ) 6 q∗ olaca§�ndan ve Teorem

3.4 nedeniyle dualite bo³lu§u yoktur. Fakat dualite bo³lu§u yok iken lagrange

çarpan�n�n var olmas� gerekmez. Örnek 3.1a) 'da verilen problemde lagrange çarpa-

n�n�n olmad�§� ve f∗ = 0 oldu§u gösterilmi³ti. Dual fonksiyon

q(µ) = inf
x∈R

L(x, µ) = inf
x∈R

{x+ µx2} =

{ −1
4µ

, µ > 0

−∞ , µ 6 0

olup q∗ = sup
µ>0

q(µ) = 0 bulunur. Dolay�s�yla dualite bo³lu§u yoktur.
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�ekil 3.2: Dualite bo³lu§u olmayan konveks programlama problemi

Lemma 3.5. i) Dualite bo³lu§u yok ise, lagrange çarpanlar� kümesi ile dual optimal

çözüm kümesi ayn�d�r.

ii) E§er dualite bo³lu§u var ise, lagrange çarpanlar� kümesi bo³ kümedir.

�spat: i) Dualite bo³lu§u yok ise f ∗ = f(x∗) = inf
x∈X

L(x, µ∗) = q(µ∗) 6 q∗ = f ∗

olaca§�ndan lagrange çarpanlar� kümesi ile dual optimal çözümleri kümesi ayn�d�r.

ii) Dualite bo³lu§u var olsun. Kabul edelim ki lagrange çarpanlar� kümesi bo³tan

farkl� olsun. µ∗ lagrange çarpan� olmak üzere f ∗ = inf
x∈X

L(x, µ∗) = q(µ∗) 6 q∗ olur.

Bu ise dualite bo³lu§u var oldu§undan çeli³ki yarat�r. Böylece dualite bo³lu§u var

ise lagrange çarpanlar� kümesi bo³ kümedir.

Örnek 3.4. A³a§�da verilen

min f(x) =
x21 + x22

2
g(x) = x1 − 1 6 0

x ∈ R2

problemde �ekil 3.2 'de gösterilen S kümesine destek ve normali (µ∗, 1) olan hiper-

düzlemlerin dikey ekseni kesen en büyük nokta primal optimal de§er olan f ∗ = 0

d�r ve lagrange çarpan� µ∗ = 0 d�r. Dual fonksiyon

q(µ) = inf
x∈R2

{x
2
1 + x22
2

+ µ(x1 − 1)} =
−µ2

2
− µ

olarak bulunur. Dual optimal de§er ise q∗ = sup
µ>0

q(µ) = 0 olur. Böylece dualite

bo³lu§u yoktur. Ayr�ca lagrange çarpanlar� kümesi ile dual optimal çözüm noktas�

ayn�d�r.

A³a§�da verilen lemma ile primal ve dual optimal çözüm çiftlerinin karakterizasyonu

verilmektedir. Fakat bu karakterizasyon yaln�zca dualite bo³lu§u olmad�§� durumlar

için geçerlidir, çünkü aksi taktirde lagrange çarpan� mevcut de§ildir.
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Lemma 3.6. [7] (x∗, µ∗) optimal çözüm ve lagrange çarpan çifti olabilmesi için gerek

ve yeter ko³ul

x∗ ∈ X, g(x∗) 6 0, (Primal Uygunluk) (3.21)

µ∗ > 0, (Dual Uygunluk) (3.22)

x∗ = argmin
x∈X

L(x, µ∗) (3.23)

µ∗
jgj(x

∗) = 0 , j = 1, . . . , r (3.24)

olmas�d�r.

Teorem 3.7. (Eyer Noktas� Teoremi) (x∗, µ∗) optimal çözüm ve lagrange çarpan

çifti olmas� için gerek ve yeter ko³ul x∗ ∈ X, µ∗ > 0 için

L(x∗, µ) 6 L(x∗, µ∗) 6 L(x, µ∗) , ∀ x ∈ X, ∀ µ > 0 (3.25)

gerçeklenir. Burada (x∗, µ∗) vektör çifti lagrange fonksiyonunun eyer noktas�d�r.

�spat: E§er (x∗, µ∗) optimal çözüm ve lagrange çarpan çifti ise Lemma 3.6 nedeniyle

x∗ ∈ X,µ∗ > 0 d�r ve (3.23) ba§�nt�s�dan L(x∗, µ∗) 6 L(x, µ∗) elde edilir.

L(x∗, µ) = f(x∗) +
r∑
j=1

µjgj(x
∗) 6 f(x∗) = L(x∗, µ∗) (3.26)

olup (3.25) e³itsizli§i sa§lan�r. Tersine x∗ ∈ X,µ∗ > 0 ve (3.25) e³itsizli§i sa§lans�n.

sup
µ>0

L(x∗, µ) = sup
µ>0

{f(x∗) +
r∑
j=1

µjgj(x
∗)} =

{
f(x∗) , g(x∗) 6 0
+∞ , g(x∗) > 0

ve ayr�ca (3.25) e³itsizli§inde ∀ x ∈ X, ∀ µ > 0 için L(x∗, µ) 6 L(x∗, µ∗) oldu§undan

g(x∗) 6 0 ve f(x∗) = L(x∗, µ∗) d�r. Dolay�s�yla
r∑
j=1

µ∗
jgj(x

∗) = 0 olup (3.24) denklemi

sa§lan�r. ∀ x ∈ X için L(x∗, µ∗) 6 L(x, µ∗) oldu§undan x∗ = argmin
x∈X

L(x, µ∗) (3.23)

ba§�nt�s� gerçeklenir. Böylece Teorem 3.6 'dan (x∗, µ∗) optimal çözüm ve lagrange

çarpan çifti olarak bulunur.

Bu bölümde incelenen problemlerde e³itsizlik k�s�tlar� dikkate al�n�p dual problem

olu³turulup çözümlemeler yap�ld�. Fakat e³itsizlik k�s�t�n�n yan� s�ra e³itlik k�s�t�

olmas� halinde j = 1, . . . , r ve i = 1, . . . ,m için

min f(x)

gj(x) 6 0 , hi(x) = 0 (3.27)

x ∈ X
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olarak yeni bir problem tan�mlanabilir. Her i = 1, . . . ,m için hi(x) = 0 k�s�t�,

hi(x) 6 0 ve −hi(x) 6 0 iki e³itsizlik k�s�t� olarak yaz�labilir. hi(x) 6 0 için λ+i

skaleri, −hi(x) 6 0 için λ−i skaleri ve her i için λ+i > 0 , λ−i > 0 ve her j için µ∗
j > 0

olmak üzere

f ∗ = inf
x∈X

{
f(x) +

r∑
j=1

µ∗
jgj(x) +

m∑
i=1

(λ+i − λ−i )hi(x)
}

ise (µ∗
1, . . . , µ

∗
r, λ

+
1 , λ

−
1 , . . . , λ

+
m, λ

−
m) vektörü Lagrange çarpan�d�r. λ+i − λ−i = λi

al�n�rsa Lagrange fonksiyonu

L(x, µ, λ) = f(x) +
r∑
j=1

µjgj(x) +
m∑
i=1

λihi(x)

olup µ∗ > 0 ve f∗ = inf
x∈X

L(x, µ∗, λ∗) ise (µ∗, λ∗) vektör çifti Lagrange çarpan�d�r.

Dual fonksiyon

q(µ, λ) = inf
x∈X

L(x, µ, λ)

olmak üzere dual problem

maks q(µ, λ) (3.28)

µ > 0 , λ ∈ Rm

³eklinde olup λ ∈ Rm oldu§u önemlidir.

Kabul 3.1 'de primal problemin en az�ndan bir tane uygun çözümünün var ve optimal

de§erin s�n�rl� oldu§u kabul edilmi³ti. �imdi Kabul 3.1 'deki ko³ullar�n geçerli ol-

mad�§� durumlar� inceleyelim. f ∗ = −∞ olmas� halinde Zay�f Dualite Teoreminden

her µ > 0 için q(µ) = −∞ olur bu ise dual problemin uygun çözümünün olmad�§�n�

gösterir. Çünkü D = {µ : q(µ) > −∞} kümesi için dual problem

maks q(µ)

µ > 0 (3.29)

µ ∈ D

olarak tan�mlanm�³t�. Dolay�s�yla optimal de§erin s�n�rl� olmas� gerekir. X k�s�t

kümesi bo³tan farkl� fakat primal problemin uygun çözümler kümesi

{x ∈ X : g(x) 6 0} bo³ küme olsun. Bu durumda f ∗ = ∞ oldu§u kabul edilir.

f ∗ = ∞ olmas� durumunda a³a§�da verilen örneklerde q∗ dual optimal çözümün

farkl� de§erler almas� söz konusudur.
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Örnek 3.5. a) f(x) = 1
x
fonksiyonu için

min f(x)

g(x) = x 6 0

x ∈ X = {x : x > 0}

probleminde uygun çözümler kümesi bo³ küme oldu§undan f∗ = ∞ d�r. Dual

fonksiyon

q(µ) = inf
x∈X

{L(x, µ)} = inf
x>0

{1
x
+ µx} = 2

√
µ

olur q∗ = sup
µ>0

q(µ) = ∞ bulunur.

b) f(x) = x fonksiyonu için

min f(x)

g(x) = x2 6 0

x ∈ X = {x : x > 0}

probleminde uygun çözümler kümesi bo³ küme oldu§undan f ∗ = ∞ d�r.

Dual fonksiyon

q(µ) = inf
x∈X

{L(x, µ)} = inf
x>0

{x+ µx2} =

{ −1
4µ

, µ > 0

−∞ , µ 6 0

bulunur ve q∗ = 0 d�r.

c) f(x) = x1 + x2 amaç fonksiyonu olmak üzere

min f(x)

g(x) = x1 6 0

x ∈ X = {(x1, x2) : x1 > 0}

probleminde uygun çözümler kümesi bo³ küme oldu§undan f∗ = ∞ d�r. Dual

fonksiyon q(µ) = inf
x∈X

{x1 + x2 + µx1} = −∞ d�r ve q∗ = −∞ olur.

Dualite teorisinde dualite bo³lu§unun olmad�§�n� ve Lagrange çarpan�n�n var ol-

du§unu garantilemek için primal problemin k�s�t ve amaç fonksiyonlar� üzerinde

konvekslik ko³ullar� getirmek gerekir.
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3.2. AMAÇ FONKS�YONU KONVEKS VE KISIT FONKS�YONLARI

L�NEER OLAN PROBLEMLER

f : Rn → R konveks fonksiyon ve X ⊆ Rn polihedral küme olsun.

min f(x)

eTi x− di = 0 , i = 1, . . . ,m (3.30)

aTj x− bj 6 0 , j = 1, . . . , r

x ∈ X

problemini ele alal�m.

Teorem 3.8. (Lineer K�s�tl� Güçlü Dualite Teoremi) f : Rn → R konveks

fonksiyon veX ⊆ Rn polihedral küme olmak üzere (3.30) probleminde uygun çözüm-

ler kümesi bo³tan farkl� ve primal problemin optimal de§eri f ∗ sonlu olsun. O halde

dualite bo³lu§u yoktur ve en az�ndan bir tane Lagrange çarpan� vard�r.

Bu Lineer K�s�tl� Güçlü Dualite Teoremi 'ni ispatlamadan önce baz� ön bilgileri

verelim. Teorem 3.8 'de verilen f fonksiyonunun Rn uzay�nda konveks olmas� önem-

lidir. Çünkü e§er f fonksiyonu X polihedral kümesinde konveks ise dualite bo³lu§u

olabilir.

Örnek 3.6. f(x) = e−
√
x1x2 fonksiyonu ve her x ∈ X için

min f(x)

g(x) = x1 = 0

x ∈ X = {x : x > 0}

probleminde f fonksiyonu X polihedral kümesi üzerinde konvekstir. Primal optimal

de§er f ∗ = inf
x∈X0

f(x) = 1 d�r. Dual fonksiyon

q(µ) = inf
x∈X

L(x, µ)} = inf
x>0

{e−
√
x1x2 + µx1} = 0

bulunur. Dual optimal de§er ise q∗ = sup
µ>0

q(µ) = 0 d�r. f ∗ ̸= q∗ oldu§undan dualite

bo³lu§u vard�r.

E§er Teorem 3.8 'de verilen X k�s�t kümesi s�n�rl� ise Weierstrass Teoremine göre

primal problem optimal çözüme sahiptir. Çünkü Weierstrass Teoremine göre sonlu

boyutlu uzayda bo³tan farkl� s�n�rl� ve kapal� bir alt küme üzerinde sürekli fonksiyon

mutlak maksimum ve minimuma ula³�r.
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Lemma 3.9. (Lineer Programlama �çin Dualite Teoremi)[7] (3.30) problemi-

nin uygun çözümler kümesi bo³tan farkl� ve f ∗ primal optimal de§eri sonlu olsun. f

lineer fonksiyon ve X ⊆ Rn polihedral küme olsun. O halde primal ve dual problem

optimal çözümlere sahiptir ve dualite bo³lu§u yoktur.

Örnek 3.7. A³a§�daki kanonik formda verilen lineer programlama problemini göz

önüne alal�m.

min 3x2 + 3x4

x1 − 2x2 − x4 6 −4 (3.31)

− x2 + x3 − 2x4 6 −5

x1, x2, x3, x4 > 0

(3.31) probleminin çözümünü bulmak klasik yollarla zor oldu§u için çözüm yön-

temi daha kolay olan dual problemini çözmek yerinde olacakt�r. Bu sebeple (3.31)

probleminin dual problemi

maks 4µ1 + 5µ2

2µ1 + µ2 6 3 (3.32)

µ1 + 2µ2 6 3

µ1, µ2 > 0

³eklinde bulunur. (3.32) probleminin optimal çözümü µ = (1, 1) için optimal de§eri

9 olarak bulunur. Lemma 3.9 nedeniyle dualite bo³lu§u olmad�§� için (3.31) prob-

leminin de optimal de§eri 9 dur.

Lemma 3.10. (Lineer Programlamada Primal Optimal Çözümlerin Varl�§�)

(3.30) probleminin uygun çözümler kümesi bo³tan farkl� ve f ∗ primal optimal de§eri

sonlu olsun. f lineer fonksiyon ve X ⊆ Rn polihedral küme olsun. (3.30) problemi

en az bir optimal çözüme sahiptir.

�spat: A, m× n matris ve c ∈ Rn, b ∈ Rm için

min cTx

Ax = b (3.33)

x > 0
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lineer programlama probleminin çözümünün olmad�§�n� kabul edelim. Bu durumda

Ax = b denklemini sa§layan her x > 0 için cTx > f ∗ dir. Aç�kca(
f∗

−b

)
=

(
cT

−A

)
x

sa§layan x > 0 yoktur. Farkas Lemmas�ndan ∃ α ∈ R ve ξ ∈ Rm vard�r öyle ki

αf ∗ − bT ξ < 0 (3.34)

αc− AT ξ > 0 (3.35)

e³itsizlikleri sa§lan�r. (3.33) probleminin uygun çözümler kümesi bo³tan farkl� oldu§u

için öyle bir x > 0 vard�r öyle ki Ax = b ve cTx > f ∗ dir. Buna göre (3.35) e³itsizli§i

x ile iç çarp�m yap�l�rsa

αcTx− bT ξ > 0 (3.36)

olur. Dolay�s�yla (3.34) e³itsizli§inden αcTx > αf ∗ olup α > 0 elde edilir. Böylece

(3.34) ve (3.35) e³itsizlikleri α ile bölünüp η = ξ
α
al�n�rsa

f ∗ < bTη , ATη 6 c (3.37)

olur. (3.33) lineer programlama probleminin dual problemi

maks bT ξ

AT ξ 6 c

dir. Böylece (3.37) e³itsizli§i primal optimal de§erden daha büyük dual de§erin

var oldu§unu gösterir. Zay�f Dualite Teoremi sebebiyle bu bir çeli³kidir. Dolay�s�yla

(3.33) lineer programlama probleminin bir çözümü vard�r. Genel lineer programlama

problemi

min cTx

eTi x− di = 0 , i = 1, . . . ,m (3.38)

aTj x− bj 6 0 , j = 1, . . . , r

x ∈ X

³eklinde verilir. X polihedral küme oldu§undan

X = {x : aTj x− bj 6 0 , j = r + 1, . . . , r̃} (3.39)
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lineer e³itsizlikler sistemi olarak ifade edilebilir. (3.38) probleminin standart formu

min cT (x+ − x−)

aTj (x+ − x−)− bj + zj = 0 , j = 1, . . . , r̃ (3.40)

eTi (x+ − x−)− di = 0 , i = 1, . . . ,m

x+ > 0, x− > 0, z > 0

olarak verilir. (3.40) problemi (3.33) probleminin özel bir halidir. Dolay�s�yla (3.38)

probleminin de bir çözüme sahip oldu§u gösterilmi³ olur.

Lemma 3.11. (Genelle³tirilmi³ Farkas Lemmas�)[7] C ⊆ Rn konveks küme

üzerinde f : C → R konveks fonksiyon, her j = 1, . . . , r için aj ∈ Rn, bj ∈ R olmak

üzere

S = {x : aTj x 6 bj , j = 1, . . . , r} (3.41)

kümesi ri(C) kümesinin bir eleman�n� içersin ve

F (x) > 0 ve ∀ x ∈ S ∩ C

olsun. O halde j = 1, . . . , r için µj > 0 skaleri vard�r öyle ki

0 6 F (x) +
r∑
j=1

µj(a
T
j x− bj) , ∀ x ∈ C (3.42)

e³itsizli§i gerçeklenir.

Bu gerekli bilgilerden sonra Lineer K�s�tl� Güçlü Dualite Teoremi 3.8 'in ispat�

a³a§�da verilmektedir.

�spat: (3.30) probleminde verilen e³itlik k�s�tlar�n� da e³isizlik k�s�t� olarak al�n�rsa

j = 1, . . . , r için

min f(x)

aTj x− bj 6 0 (3.43)

x ∈ X

probleminde Lemma 3.11 'de verilen C kümesi Rn ve F (x) = f(x)−f∗ > 0 ³eklinde

al�n�rsa öyle µ1, . . . , µp vektörleri ve her j için µj > 0 skaleri vard�r öyle ki

0 6 f(x)− f ∗ +
r∑
j=1

µj(a
T
j x− bj) , ∀ x ∈ X (3.44)
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e³itsizli§i gerçeklenir. (3.44) e³itsizli§inden ve dual fonksiyon tan�m�ndan

f ∗ 6 inf
x∈X

L(x, µ) = q(µ) 6 q∗

bulunur. Ayr�ca Zay�f Dualite Teoremi nedeniyle f ∗ = q∗ olur. Dualite bo³lu§u ol-

mad�§�ndan dual optimal çözüm kümesi ile lagrange çarpan kümesi ayn� oldu§undan

µ lagrange çarpan� vard�r. Böylece istenen elde edilir.

3.3. AMAÇ VE KISIT FONKS�YONLARI KONVEKS OLAN PROB-

LEMLER

f : Rn → R ve gj : Rn → R konveks fonksiyonlar ve j = 1, . . . , r için

min f(x)

gj(x) 6 0 (3.45)

x ∈ X

problemini inceleyelim.

Kabul 3.2. (3.45) probleminin uygun çözümler kümesi bo³tan farkl� ve optimal

de§er f ∗ sonlu olsun. X ⊆ Rn konveks küme, f : Rn → R ve gj : Rn → R, X
üzerinde konveks fonksiyonlar olsun. Öyle bir x̃ ∈ X vektörü vard�r öyle ki

gj(x̃) < 0 , ∀ j = 1, . . . , r (3.46)

ko³ulu gerçeklenir.

Teorem 3.12. (3.45) problemi için Kabul 3.2 sa§lans�n. O halde dualite bo³lu§u

yoktur ve en az bir Lagrange çarpan� vard�r.

�spat: A ⊆ Rr+1 kümesi

A = {(z1, . . . , zr, w) : ∃ x ∈ X öyle ki gj(x) 6 zj, j = 1, . . . , r, f(x) 6 w} (3.47)

³eklinde tan�mlans�n. A kümesi konvekstir. (0, f ∗), A konveks kümesinin iç noktas�

de§ildir. Gerçekten e§er (0, f ∗), A konveks kümesinin iç noktas� olsayd� öyle ε > 0

vard�r öyle ki (0, f ∗ − ε) ∈ A olurdu, bu ise primal optimal de§erin f ∗ olmas� ile

çeli³ir. O halde (0, f ∗), A konveks kümesinin iç noktas� de§ildir. Destek Hiperdüzlem

Teoremi 2.14 nedeniyle öyle (µ, β) ̸= (0, 0) vektörü vard�r öyle ki

βf ∗ 6 βw + µT z , ∀ (z, w) ∈ A (3.48)
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e³itsizli§i gerçeklenir. Her j = 1, . . . , r ve her γ > 0 için (z, w + γ) ∈ A ve

(z1, . . . , zj + γ, . . . , zr, w) ∈ A olup (3.48) e³itsizli§inden β > 0, µj > 0 elde edilir.

Kabul edelim ki β = 0 olsun. (3.48) e³itsizli§inden her (z, w) ∈ A için 0 6 µT z olur.

(g1(x̃), . . . , gr(x̃), f(x̃)) ∈ A oldu§undan

0 6
r∑
j=1

µjgj(x̃) (3.49)

bulunur. µ > 0 ve Kabul 3.2 'den her j için g(x̃) < 0 oldu§undan µj = 0 olur. Bu ise

(µ, β) = (0, 0) çeli³kisini yarat�r. O halde β > 0 d�r. Her x ∈ X için (g(x), f(x)) ∈ A

oldu§undan β = 1 al�n�p (3.48) e³itsizli§inde yerine yaz�l�rsa

f∗ 6 f(x) + µTg(x) , ∀ x ∈ X (3.50)

olur. x ∈ X üzerinden in�mum al�n�rsa ve µ > 0 oldu§undan

f ∗ 6 inf
x∈X

{f(x) + µTg(x)} = q(µ) 6 q∗ (3.51)

bulunur ve ayr�ca Zay�f Dualite Teoremi kullan�l�rsa f ∗ = q∗ gerçeklenir. Böylece

dualite bo³lu§u yoktur ve lagrange çarpan� µ vard�r.

Konveks e³itsizlik ve lineer e³itlik k�s�tlar� olmas� durumunda yani j = 1, . . . , r ,

i = 1, . . . ,m için gj(x) konveks fonksiyon olmak üzere

min f(x)

gj(x) 6 0 , eTi x− di = 0 (3.52)

x ∈ X

probleminde eTi x−di = 0 lineer k�s�t� eTi x−di 6 0 ve −eTi x+di 6 0 ³eklinde iki e³it-

sizlik k�s�t� olarak dü³ünülürse Kabul 3.2 'de verilen iç nokta ³art� sa§lanmayaca§�

için Teorem 3.12 geçerli de§ildir. Bu sebeple yeni bir kabul a³a§�da verilmektedir.

Kabul 3.3. X ⊆ Rn uzay�nda konveks küme, f : Rn → R, gj : Rn → R fonksiyon-

lar� X üzerinde konveks ve f∗ primal optimal de§er sonlu olsun. O halde öyle bir

x̃ ∈ ri(X) vektörü vard�r öyle ki her j = 1, . . . , r ve i = 1, . . . ,m için

gj(x̃) < 0 ve eTi x̃− di = 0 (3.53)

gerçeklenir.
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E³itsizlik k�s�tlar� alt�nda verilen Teorem 3.12 'ye paralel olarak e³itlik k�s�tlar� da

olmas� durumunda a³a§�daki teorem verilir.

Teorem 3.13. [7] X ⊆ Rn uzay�nda konveks küme, f : Rn → R, gj : Rn → R
fonksiyonlar� X üzerinde konveks ve f ∗ optimal de§eri sonlu olsun. j = 1, . . . , r,

i = 1, . . . ,m için

min f(x)

gj(x) 6 0 , eTi x− di = 0 (3.54)

x ∈ X

probleminde Kabul 3.3 geçerli olsun. Bu durumda dualite bo³lu§u yoktur ve en az

bir Lagrange çarpan� vard�r.

Teorem 3.13 'ün geçerli olmas� için teoremde yer alan tüm ko³ullar�n gerekli oldu§una

dair a³a§�daki örnek verilebilir.

Örnek 3.8. X konveks kümesi ve f(x) = x1 fonksiyonu için

min f(x)

g(x) = x2 = 0

X = {(x1, x2) : x21 6 x2}

probleminde tek optimal çözüm x∗ = (0, 0) ve primal optimal de§er f∗ = 0 d�r.

Dual fonksiyon

q(µ) = inf
x216x2

{x1 + µx2} =

{
inf
x1
(x1 + µx21) , µ > 0

−∞ , µ 6 0
=

{ −1
4µ

, µ > 0

−∞ , µ 6 0

bulunur ve q∗ = sup
µ>0

q(µ) = 0 olur. Dolay�s�yla dualite bo³lu§u yoktur. Lemma

3.5 nedeniyle dual optimal çözüm olmad�§�ndan lagrange çarpan� yoktur. Böylece

Kabul 3.3 'de verilen iza� iç nokta ko³ulu sa§lanmad�§�ndan Teorem 3.13 geçerli

de§ildir.

3.4. FENCHEL DUAL�TES�

f1, f2 : Rn → R fonksiyonlar ve X1, X2 ⊆ Rn alt kümeler olmak üzere

min f1(x)− f2(x) (3.55)

x ∈ X1 ∩X2
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probleminde uygun çözümün var ve f∗ optimal de§erin sonlu oldu§unu kabul edelim.

Buna göre

min f1(y)− f2(z)

z = y (3.56)

y ∈ X1 , z ∈ X2

probleminde dual fonksiyon

q(λ) = inf
y∈X1,z∈X2

{f1(y)− f2(z) + ⟨λ, z − y⟩}

= inf
z∈X2

{⟨λ, z⟩ − f2(z)}+ inf
y∈X1

{f1(y)− ⟨λ, y⟩}

olur. Burada g1 : Rn → (−∞,+∞] ve g2 : Rn → [−∞,+∞) fonksiyonlar� için

g1(λ) = sup
x∈X1

{⟨λ, x⟩ − f1(x)} (3.57)

g2(λ) = inf
x∈X2

{⟨λ, x⟩ − f2(x)} (3.58)

al�n�rsa q(λ) = g2(λ)− g1(λ) olur. g1 fonksiyonu, f1 fonksiyonunun e³lenik konveks

fonksiyonudur ve g2 fonksiyonu, f2 fonksiyonunun e³lenik konkav fonksiyonudur.

Λ1 = {λ : g1(λ) <∞} , Λ2 = {λ : g2(λ) > −∞} (3.59)

³eklinde tan�mlanan kümeler konvekstir. Ayr�ca Λ1 üzerinde g1 konveks, Λ2 üzerinde

g2 konkav fonksiyonlard�r. Böylece (3.55) probleminin dual problemi

maks g2(λ)− g1(λ) (3.60)

λ ∈ Λ1 ∩ Λ2

³eklindedir. Dual problem konveks küme üzerinde konkav bir fonksiyonunun maksi-

mum problemidir. Lemma 3.6 nedeniyle (x∗, λ∗) primal ve dual optimal çözüm çifti

olabilmesi için gerek ve yeter ko³ul

x∗ ∈ X1 ∩X2 (Primal Uygunluk)

λ∗ ∈ Λ1 ∩ Λ2 (Dual Uygunluk)

x∗ = arg maks
x ∈ X1

{⟨λ∗, x⟩ − f1(x)}

x∗ = arg min
x∈X2

{⟨λ∗, x⟩ − f2(x)}

olmas�d�r. Primal optimal çözüm ile dual optimal çözüm aras�nda dualite bo³lu§u

olmad�§�n� göstermek için öncellikle a³a§�daki kabul verilmektedir.
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Kabul 3.4. X1 konveks kümesi üzerinde f1 fonksiyonu konveks ve X2 konveks

kümesi üzerinde f2 konkav fonksiyondur.

�ekil 3.3 'de normali (−λ, 1) olan ve (x, f1(x)) noktas�ndan geçen konveks f1(x)

fonksiyonunun epif1 kümesini destekleyen hiperdüzlemin dikey ekseni kesti§i nokta

inf
x∈X1

{f1(x)− ⟨λ, x⟩} = −g1(λ) d�r. Benzer ³ekilde normali (−λ, 1) olan ve (x, f2(x))

noktas�ndan geçen konkav f2(x) fonksiyonunun hypf2 kümesini destekleyen hiper-

düzlemin dikey ekseni kesti§i nokta sup
x∈X2

{f2(x)− ⟨λ, x⟩} = −g2(λ) olarak bulunur.

�ekil 3.3: Destek hiperdüzlemin e³lenik fonksiyonla ili³kisi

Lemma 3.14. [7] Kabul 3.4 geçerli olsun. X1 ve X2 polihedral kümeler olmak üzere

i) ri(X1) ∩ ri(X2) ̸= ∅

ii) f1, Rn üzerinde konveks ve f2, Rn üzerinde konkav fonksiyon

e§er bu ko³ullar�ndan biri sa§lan�yorsa

min f1(x)− f2(x)

x ∈ X1 ∩X2

problemi çözüme sahiptir ve dualite bo³lu§u yoktur. Aç�kca,

inf
x∈X1∩X2

{f1(x)− f2(x)} = maks
λ ∈ Λ1 ∩ Λ2

{g2(λ)− g1(λ)} (3.61)

e³itli§i gerçeklenir.

f1 konveks ve f2 konkav fonksiyonlar� için (3.55) problemi incelendi§inde bu problem

tipik konveks programlama problemidir. Geometrik olarak (3.55) problemi f1 kon-

veks fonksiyonunun epif1 kümesi ile f2 konkav fonksiyonunun hypf2 kümesi aras�n-

daki dikey uzakl�§� minimum yapma problemidir. Lemma 3.14 'den (3.55) problemi
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epif1 ile hypf2 kümelerini ay�ran birbirlerine paralel destek hiperdüzlemleri aras�n-

daki dikey uzakl�§�n maksimum olmas� problemidir. Tüm bu anlat�mlar �ekil 3.4 'de

gösterilmektedir.

�ekil 3.4: Fenchel dualite teorisi

Fenchel dualitesinde e³lenik fonksiyonlar önemli bir rol oynar. Çünkü, tan�m olarak

g1(λ) = f ∗
1 (λ) = sup

x
{⟨x, λ⟩−f1(x)} ve g2(λ) = f2∗(λ) = inf

x
{⟨λ, x⟩−f2(x)} oldu§un-

dan Lemma 3.14 nedeniyle

min
x∈X1∩X2

{f1(x)− f2(x)} = maks
λ ∈ Λ1 ∩ Λ2

{f2∗(λ)− f ∗
1 (λ)} (3.62)

e³itli§i gerçeklenir.
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4. TARTI�MA VE SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda konveks küme ve konveks fonksiyonlar�n tan�m ve özellikleri ve-

rildikten sonra, konveks fonksiyonlar için gerek konveks analizde gerekse optimizas-

yon teorisinde önemli geli³meler do§uran subdiferansiyel ile dualite teorisinde büyük

i³leve sahip olan in�mal konvolüsyon kavramlar� ve Fenchel dualitesinin temelini

olu³turan e³lenik fonksiyonlar�n yap�s� incelenmi³tir. Optimizasyon problemlerinin

genel bir s�n��and�r�lmas� yap�larak, konveks kümeler ile verilen bir k�s�t bölgesinde

reel de§erli konveks bir fonksiyonun minimazsyon probleminin genel yap�s� a³a§�daki

gibi verilir.

Konveks Programlama Problemi:

f : Rn → R, g : Rn → Rr konveks fonksiyon ve h : Rn → Rk afin fonksiyon, X ⊆ Rn

k�s�t kümesi ve X0 = {x ∈ X : gj(x) 6 0 , hi(x) = 0} uygun çözümler kümesi olmak

üzere

min f(x)

gj(x) 6 0 , hi(x) = 0 (4.1)

x ∈ X

³eklinde verilir. (4.1) probleminde her x ∈ X0 için f(x∗) 6 f(x) ko³ulunu gerçekleyen

x∗ ∈ X0 noktas�n� bulmak amac�yla her konveks optimizasyon problemine kar³�l�k

bir dual problem var oldu§undan, konveks programlama problemlerinin dual prob-

lemi kurularak konveks problemler için çözümler bulunmu³tur. Verilen bir primal

problem ile onun dual probleminin optimal çözümünün e³itli§inin hangi durumlarda

geçerli oldu§u Güçlü Dualite Teoremi yard�m� ile verilmektedir. Böylece baz� durum-

larda as�l problem yerine çözümü daha kolay olan dual problemi göz önüne almak

büyük avantaj sa§lamaktad�r. Öte yandan konveks fonksiyon ile konveks e³lenik

fonksiyon aras�ndaki ili³kiler ile konveks optimizasyon problemlerininin çözümü için

Lagrange ve Fenchel Dualite teorileri incelenmi³tir. Bu dualite teorileri sayesinde bir

tak�m hesaplama i³lemlerinin basitle³tirilmesi sa§lanm�³, klasik yöntemlerle çözümü

bulunamayan baz� optimizasyon problemlerinin çözümünün bulunmas� mümkün ola-

bilmektedir.
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