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OZET

SONLU BOYUTLU UZAYLARDA MATEMATIK PROGRAMLAMA VE
DUALITE

Bu tez caligmasinda oncelikle konveks analizin temelini olugturan konveks kiime ve
konveks fonksiyonlarin temel 6zellikleri verildi. Dualite teorisinde 6nemli bir yere
sahip olan konveks eglenik fonksiyonlarin yapilari incelenerek, konveks fonksiyon ile
konveks eslenik fonksiyon arasindaki iligkiler aragtirildi. Daha sonra bazi optimi-
zasyon problemleri tanitildi ve bu problemlerin dual problemleri kurulup genelligi
bozmaksizin incelenen minimum optimizasyon probleminin ¢6ziimii ile dual prob-
lemin ¢Oziimii arasindaki bagint1 verildi. Son olarak eglenik fonksiyon yardimi ile
Fenchel Dualitesi kullanilarak konveks optimizasyon problemlerinin ¢éziimleri ince-
lendi.



SUMMARY

MATHEMATICAL PROGRAMMING AND DUALITY IN FINITE
DIMENSIONAL SPACES

In this study, initially the basic properties of convex set and convex function which
are formed the basis of the convex analysis, were given. By examining structures
of convex conjugate functions which have an important place in duality theory, the
relationships between the convex functions and convex conjugate functions were
researched. Then some of optimization problems were defined and the relationship
between solutions of primal problems and the dual problems were given by const-
ructing dual problems of these optimization problems. Finally, solutions of convex
optimization problems were examined with the help of the conjugate function using
Fenchel duality.

vi



1. GIRIS

Insanoglu yiizyillardir bilincli ya da bilingsiz olarak yaptig islerin tiimiinde her za-
man en iyiyi yapmay1 planlamis ve istemistir. Bu cabalar, bazen bir is¢inin belirli
bir kuvvetle maksimum yiikii kaldirabilmesi, bazen de ugaklardaki siirtiinmenin mi-
nimuma indirgenmesi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Unlii matematikci Leonhard
Euler’in “ Dogada maksimum ya da minimum duyusunun bulunmadig1 hi¢ bir olay
yoktur” ifadesinde belirtigi gibi her zaman bir eniyileme ¢abasinin varhigi yadsinamaz
bir gergektir. Tiirkce’de en iyi anlamina gelen ashinda kokeni Latince optimus olan
optimal kelimesi, matematik analizin 6zel bir kolu olan matematik programlamada
onemli bir yer tutar. Matematik programlama, bir sistemde varolan kaynaklarin en
verimli gekilde kullamilarak belirli amaclara ulagmay1 saglayan bir teknoloji olarak
tanimlanan optimizasyon kavrami ile esanlamh olarak kullanilir. Diger bir ifadeyle,
matematik programlama, optimizasyon modelinin kurulmasi ve ¢oziimiin elde edil-
mesi iglemine verilen genel isimdir. Matematiksel olarak ise, matematik program-
lama ya da optimizasyon terimi bir reel degerli fonksiyonu minimize ya da maksimize
etmek amaci ile reel ya da tamsay1 degerlerini, taniml bir aralikta secip fonksiyona
yerlegtirerek sistematik olarak bir problemi incelemek ya da ¢ézmek iglemlerini ifade

eder.

Tarihte ilk optimizasyon problemi, Fenikeli bir prenses olarak taninan Dido’nun Kral
olan kardeginin kocasini 6ldiirmesi nedeniyle iilkesinden kacarak Kuzey Afrika’da
bir bolgenin kralinin, prensese yalnizca bir sigir derisinin kaplayabilecegi alan kadar
toprak parcasina yerlesmesine izin vermesi iizerine, Prenses Dido’nun en biiyiik alanh
toprak parcasini nasil bulabilecegi problemi tarihte Dido problemi olarak bilinir.
Matematiksel olarak ise “verilen uzunluktaki kapal egriler arasinda en genig alani
bulmak” olarak problem tanimlanir. Prenses Dido sigir derisini ince geritler halinde
kestirip bunlar1 birbirine baglatir ve uzun bir kordon elde eder. Kordonu bir ¢cember
seklinde yaydirir ve 3 ile 12.5 km? arasinda bir alan elde ederek problemi dogru
bir sekilde ¢ozer. Esit ¢evre uzunluguna sahip diizemsel gekiller arasinda en fazla

alanin daireye ait olmasi gergegini daha sonra matematikciler arasinda kanitlamak
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o kadar kolay olmaz. M.O. iiciincii ya da dérdiincii yiizyllda Yunanl matematikci
Zenodoros, bu konuda ilk girisimleri yapmakla beraber kaniti bazi aciklar icermek-
tedir. Bu aciklar ise ancak 19. yilizyilda Alman matematik¢i Weierstrass tarafindan
kapatilmigtir. 1696 yilinda Johan Bernoulli'nin ortaya attig siirtiinmesiz ortamda
verilen iki nokta arasinda bir cismin yercekimi nedeniyle yapacag: yer degigtirmenin
minimum zamanda olmasini saglayacak yoriingenin bulunmasi problemi yunanca
brachistrochrone yani en kisa zaman problemi olarak bilinir. Brachistrochrone prob-
lemine kadar, tek degiskenli fonksiyonlarin minimum ya da maksimumlar1 bulun-
maya caligsilirken bu problemden sonra daha fazla degiskenli fonksiyonlar i¢in opti-
mizasyon problemleri ile ugragilmaya baglandi. 18. yiizyildan itibaren matematigin
bu tip problemlerle ¢alisan koluna wvaryasyonlar analizi denilmektedir |1, 2|. Diiz
bir yolda siirtiinmesiz bir gekilde hareket eden, belirli sinirlar icerisinde degistirile-
bilen bir dig gii¢ tarafindan kontrol edilen, hareket halindeki bir arabanin belli bir
yerde en kisa zamanda durdurulmasi problemi en basit zamanli optimal problem:
olarak adlandirilir. 1950’lerden sonra, bunun gibi bir takim kontrol edilebilir gii¢leri
biinyesinde barindiran problemlerin ¢oziimleri ile ugrasan ve adina optimal kontrol
teorisi denilen bir teori gelismeye baglanmigtir [3]. Kiime degerli fonksiyonlar ve
yaklagim metodlar1 agisindan matematik programlamanin temel kavram ve pren-
sipleri, adi ve kismi diferansiyel icermeler ile verilen problemlerin kargilagtirilmal

optimallik teorisi Mahmudov’un [4] kitabinda ayrintili olarak verilmektedir.

Optimizasyon problemleri hem dogal bilimlerden, ekonomiden ve teknolojiden hem
de matematigin kendi ihtiyaclarindan ortaya ¢ikmaktadir. Matematik programlama
teknikleri ¢cok genig bir yelpazede kullanim alanlarina sahiptirler. Miihendislikten ig-
letme ve ekonomiye, askeri modellerden tarima, tip ve ilag sektoriinden spora kadar
birbirlerinden ¢ok farkl alanlarda genis 6l¢iide kullanilmaktadir. Daha &zel olarak
uydu yoriingelerinin diizenlenmesi, finansal planlama, tagimacilik problemleri, spor
liglerinin optimizasyonu, askeri hedeflerin vurulmasinda optimal silah karigiminin
belirlenmesi ve radyoterapide iginlarin optimal ag1 ve yogunluklarinin belirlenmesi

bunlardan sadece bir kagidir.

Genel bir optimizasyon problemi,

min f(z) (1.1)
reX



seklinde verilir. Optimize edilecek yani maksimize ya da minimize edilecek f(x)
fonksiyonuna amac fonksiyonu, X C R" kiimesine ise kisit kiimesi denir. Eger X
kisit kiimesi R™ ise (D) problemi kisitsiz optimizasyon problemi adini ahir. Kisith

optimizasyon problemi ise ¢ = 1,...,m i¢in

min f(x)
gi(x) <0 (1.2)

z e R"?

seklinde tamimlanmir. g;(z) kisit fonksiyonlarmin sayisinda herhangi bir simir bu-
lunmadigy gibi kisitlarin hepsi birlikte bir uygun ¢oziim bolgesi belirlerler. Opti-
mal ¢oziim degeri veya degerleri bu bélgeye ait bir deger olmaktadir. Buna gore,
optimizasyon problemleri bircok oOzellik dikkate alinarak simiflandirilabilirler. Bu
simflandirmalarin bazilar1 amac ve kisit fonksiyonlarinin lineer, nonlineer veya kon-
veks olmasina gore, karar degigkenlerinin tipine gore, degisken sayisinin cok veya
az olmasina gore olabilecegi gibi fonksiyonlarin diizgiin yani diferansiyellenebilir ol-
masina veya olmayigina gore de yapilabilir. Fakat bu simiflandirmalar icerisinde
en yaygin olarak kullanilan kisitlarin varlhigina gére yapilan smiflandirmadir. Bu
bilgi 15181nda optimizasyon problemleri kisith veya kisitsiz optimizasyon problemleri
bi¢iminde ikiye ayrilabilir. Kisitsiz optimizasyon problemleri kisithh optimizasyon
problemlerinde kisitlarin 6zel sabitler ile carpilarak amag fonksiyonuna eklenmesiyle
elde edilebilirler. Kisith optimizasyon probleminde ise degiskenler sinirlandirilmigtar.
Eger amac fonksiyonu ve kisitlar x degiskenine bagl birer lineer fonksiyonlar ise bu
probleme lineer programlama problemi denir. Bunlardan en azindan biri nonli-
neer bir fonksiyon ise bu problem tiiriine nonlineer programlama problemi denir.
Hem kisithi optimizasyon problemlerini hem de kisitsiz optimizasyon problemlerini
genel olarak bu iki alt baglik altinda inceleyebiliriz. Bu tez caligmasinda ise non-
lineer programlama icerisinde yer alan konveks programlama problemleri iizerinde
incelemeler yapilmaktadir [5, 6]. Ote yandan Bertsekas’ in 1995 yilinda yazdig: [7]
kitab1 optimizasyon problemlerinin yapisinin daha iyi anlagilmasi icin 6nemli bir

kaynak niteligindedir.

Optimizasyon problemlerini ¢bzmek i¢in cesitli metodlar tarihten bugiline kadar bir
cok geligim gostermigtir. Bu metodlardan birincisi optimizasyon teorisinin geligi-
minde 6nemli bir kilometre tasi olan Newton ve Leibniz tarafindan 17. yiizyilda

geligtirilen Kalkiiliis olmustur. Ancak, Kalkiiliis uygulamalarinda kargilagilan ce-



birsel problemlerin ¢6ziimii bazen gii¢ olabilmektedir. Dolayisiyla, Kalkiiliis gercek
optimizasyon problemlerin c¢oziimiinde yeterli ve giiclii bir ara¢c olamamaktadir.
Daha sonra J.L. Lagrange 'in 1788 yilinda Lagrange carpanlar yontemi olarak bili-
nen meshur metodu, bilim diinyasinda optimizasyon problemlerinin ¢oziilmesi i¢in
onemli bir adim olmugtur ve giiniimiizde de optimizasyon teorisinin ana konularin-
dan birini olugturmaktadi. 1939 'da W. Karush’un kisitlandirilmig problemler icin
optimallik kosullarini bulmasi optimizasyon teorisinde yeni bir atilim baglatmigtar.
I1. Diinya Savaginin baslamasiyla 1942 'de Ingiltere ve Amerika Birlesik Devletlerinin
Yoneylem Arastirmasi gruplarini olusturmasi optimizasyon diinyasi i¢in bir doniim
noktast olmugtur. II. Diinya Savagindan sonra geligtirilen yeni sinif optimizasyon
teknikleri daha karmagik problemlere basariyla uygulanmigtir. Bunda, yiiksek hizh
dijital bilgisayarlarin gelistirilmesi ve optimum degerlerin elde edilmesi i¢in, niimerik
tekniklere matematiksel analizin uygulanmasi son derece etkili olmugtur. Niimerik

teknikler Kalkiiliis 'iin bir takim zorluklarini da ortadan kaldirmigtir.

Lineer programlama; bir amacin gerceklesme derecesini etkileyen bazi kisitlayici
kosullarin bulunmasi ve bunlarin lineer egitlik veya esitsizlik olarak verilmesi duru-
munda, bu amaca en iyi bicimde ulagilmasi i¢in kit kaynaklarin en verimli bigimde
kullanilmasini saglayan bir matematik programlama yontemidir |8, 9]. Bilinen en
eski optimizasyon problemi olan lineer programlama problemlerin pratik olarak
¢oztimlenmesi i¢in ilk kullanigh algoritma 1947 ’de George Dantzig’in 6zel aragtirma
ekibinin ortaya attig1 simpleks algoritmasidir. Bu algoritma uygun ¢oziimler kiimesi
denilen kisitlarin olugturdugu polihedral bolgenin kogelerinin birer uygun ¢oziim
noktast oldugu fikrini benimsemektedir. Uygun ¢oziimler kiimesinin bir koge nok-
tasindan baslayip bu koseyi belirleyen kenarlar takip edilerek amac fonksiyonuna
en iyi sonu¢ veren koge noktasi belirlenir. FEn iyi sonu¢ saglayan kdgenin koor-
dinatlar1 optimum c¢oziim olarak kabul edilmektedir. Bu algoritma, optimizasyon
diinyasinda gercekten bir devrim sayilmaktadir. 1951 ’de H. Kuhn ve A. Tucker
daha once Karush'un 6nerdigi kisitlandirilmig problemler i¢in optimallik kogullarini
tekrar formiile ederek lineer olmayan programlama modelleri iizerinde ¢aligmalar
yapmiglardir. Amacg fonksiyonu kuadratik fonksiyon olan bir nonlineer program-
lama cegiti olarak bilinen Kuadratik programlama ise 1956 da M. Frank ve P. Wolfe
tarafindan geligtirildi. Tiim optimizasyon problemlerini ¢ézmek icin tek bir metod

suana kadar mevcut degildir. S6z gelimi lineer programlar icin geligtirilen Simpleks



yontem tiim lineer modelleri ¢6zme potansiyeline sahipken lineer olmayan program-
lama modellerinin hepsini ¢ozebilen genel bir ¢éziim yolu degildir. Ya da esitlik
kisith lineer olmayan modellere Lagrange carpanlar1 metodu kullanilirken egitsizlik
kisitli problemlere de Kuhn-Tucker kogullar1 uygulanmaktadir. Ayrica bu metodlar-
dan bir kismi tiirevi temel alirken diger kismi tiireve dayali degildir. Genel olarak
tiireve dayali algoritmalar digerlerine gore optimum sonuca ulagsmada daha basgarili

metodlardir.

Konveks optimizasyon problemlerinde, reel degerli konveks bir fonksiyon konveks
kiimeler ile verilen bir kisit bélgesinde minimum yapilmak istenmektedir. Minimi-
ze edilecek fonksiyonun diferansiyellenebilir olmadigr durumlarda bile konveksligin
getirdigi daima var olan yonlii tiirev ve subgradient kavramlar: sayesinde problemin
¢Oziimii diferansiyellenebilir olma halindeki gibi bulunur. Daha kapsaml ve derin-
lemisine bilgi i¢in IO, IT] bakilabilir. Ozel olarak kiimelerin ve icermelerin polihedral
oldugu ve kiime degerli doniigiimler yardimu ile verilebilen baz1 konveks optimizasyon
problemlerinin ¢6ziimii igin gerek ve yeter kogullar |[I2]’de incelenmistir. Konveks
fonksiyon ve kiimelerin Ozelliklerinin caligildigi matematik dalina Konveks Analiz
denilmektedir. Bu tez ¢aligmasinda konveks analize ait gerekli kavramlar ve 6nemli
ozellikler ikinci boliimde verilmektedir. Daha derinlemesine bilgi i¢in konveks analiz
ile ilgili en temel bilgileri igeren [I3, T4, @, I5, 06, 17| kitaplarima bagvurulabilir.
Ozel olarak sonlu boyutlu uzaylarda konveks analiz ile ilgili bilgiler icin [5] ve [2]
kitaplarini da bakilabilir. Ote yandan konveks analizin kurucularindan kabul edilen
Rockafellar’in 1972 yilinda yazdigi Konveks Analiz adl kitabi [T3] bu dalda yazilmig

en temel ve klasik kaynaktir.

Primal optimizasyon probleminden belirli matematiksel iglemle tiiretilen yeni opti-
mizasyon problemine dual problem denir. Dual ve primal problemler birbirleri ile
¢ok yakin iligkili olup bulgular kisitminda verilecek olan dualite teoremleri ile, dual ve
primal problemlerin optimum ¢o6ziimleri arasindaki bagintilar incelenmistir. Dualite
teorisi ilk defa 1947 ’de John Von Neumann tarafindan ortaya atilmigtir. George
Dantzig, genellikle oyunlar teorisinde ¢caligmalar yapan John Von Neumann’a ilk kez
lineer programlama probleminden bahsettiginde, J.V. Neumann lineer programlama
problemlerinin ¢iftler halinde var oldugunu 6ne siirmiigtiir. Bu varsayim 1948 yilinda

David Gale, Harold W.Kuhn ve Albert W.Tucker tarafindan ispatlanmaktadir. Bu



sebeple George Dantzig’ in dedigi gibi “ Bugiin herkes dualite teorisinin yaraticisi
olarak John Von Neumann bilir fakat ilk defa dualite teorisini yayinlayanlar Tucker,
Kuhn ve Gale’ dir.” Albert Tucker ile Princeton Universitesi'nde iken yapilan
roportajdan alinti yapmak bu noktada daha gercekci bir yaklagim saglayacaktir;
“ O zamanlar Pentagon’daki Hava Kuvvetleri’'nde istatistik¢i olarak caligan George
Dantzig, 1948 ’in bahar aylarinda John Von Neumann’i ziyaret etmek icin Prince-
ton’a geldiginde tesadiif eseri onunla tanigtim. Lineer programlamanin ne oldugunu
sordum, bir tagima problemi 6rnegi vererek lineer programlamaya bir girig yapmisti.
Daha sonra 6grencilerim olan David Gale ve Harold Kuhn ile birlikte ¢aligmalar ya-
parken dualiteyi tanimladik.” Boylece John Von Neumann tarafindan ortaya atilan
ilk dualite teorisi David Gale, Harold W.Kuhn ve Albert W.Tucker tarafindan is-

patlanmaktadir.

Dualite teorisine gore, her maksimizasyon problemine kargilik onunla iligkili bir
minimazsyon problemi ya da her minimazsyon problemine kargilik onunla iligkili
bir maksimizasyon problemi bulunur. 1948 ’de Gale ve Kuhn lineer programla-
manin bir maksimizasyon probleminde Lagrange Carpanlari yontemi uygulayarak
Lagrange carpanlarinin dual degiskenler oldugunu gostermektedir. Lineer program-
lama icin bulunan dualite teorisi daha sonra nonlineer programlama problemleri
icin de geligtirilmektedir. Bu teoriye ait daha derinlemesine bilgiye || kitabimndan
ulagilabilir. Konveks programlama problemleri icin ise dual ve primal problem-
lerin optimum ¢6ziimleri arasindaki bagintilar hakkindaki detayh bilgiye [IR, 19, 20]
kaynaklarindan ulagilabilir. Ayrica 6zel olarak parabolik tipli diferansiyel igermeli
problemlerin optimallik i¢in gerek ve yeter kogullarini ve bu problemlerin dualleri

arasindaki iligkileri Mahmudov’un [21] ¢aliymasinda mevcuttur.

Tezde ele alinan problemler incelenirken gerekecek temel tanim, teorem ve yontemler
Genel Kisimlar baghigi altinda ikinci boliimde, Tez caligmasinin asil konusu olan
konveks programlama problemi ile dual probleminin iligkileri Bulgular baglig1 altinda
iigiincii boliimde, elde edilen bulgular hakkindaki goriig ve yorumlamalar Tartigma

ve Sonu¢ baghg altinda dordiincii béliimde verilmigtir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu kisimda Konveks Analize ait olan temel kavramlar ve onlarin baz &zellikleri
verilecektir. Bu tez calismasi boyunca R reel sayilar kiimesi olmak lizerez =1,...,n
icin 7; € R gercekleyen o = (1, ..., z,) vektorlerinin n-boyutlu Oklid uzay1 R” ile

gosterilecektir. =,y € R"™ vektorleri icin i¢ ¢arpim

i=1

ve bu i¢ garpim yardimiyla da bir z € R™ vektoriiniin normu ||z|| = /(z, x) seklinde

tammlanacaktir. R” uzaymdaki = ve y noktalar1 arasindaki Oklid uzaklhg:

d(z,y) = |z —yll = V(& —y, z —y),
bu uzaydaki acik ve kapali birim yuvarlar sirasiyla
B(0,1) ={z:|[lz| <1}, B[0,1] =A{z:|[lz[| <1},
ve A kiimesinin tiim i¢ noktalariin kiimesi
int(A)={x € A:3e>0, B(x,e) C A}

seklinde tanimlanir. Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye acik kiime, her ¢ > 0
icin (B(a,e)\{a}) N A # 0 ise a noktasina A kiimesinin yifilma noktas: denir.
A kiimesine tiim yigilma noktalarinin eklenmesiyle elde edilen kiimeye A kiimesinin
kapanist denir ve A ile gosterilir. Diger yandan bu kiime A kiimesini kapsayan tiim
kapali kiimelerin kesigimi ile ¢akigtigindan
A=((A+eB[0,1))
e>0

notasyonu ile de ifade edilir.

R™ uzayindaki x1,...,x, vektorlerinin afin kombinasyonu Ai,..., )\, skalerler ve
A+ -+ 4+ A = 1 olmak iizere A\jz1 + - - - + M2y seklinde tanimlanir. Ozel olarak

herhangi iki elemaninin afin kombinasyonunu iceren kiimeye afin kiime denir, yani

VIL’l,IQ GA, )\1,/\2 ER, )\1—|—)\2:11§in MT1+ Xaxg €A



gercekleniyorsa A kiimesi bir afin kiimedir. Bos kiime afin kiime olarak kabul edilir.

Tek elemanli kiimeler, dogrular, diizlemler afin kiimelerdir.

A1, A2 € R olmak iizere R™ uzayindaki herhangi iki x1, zo elemanin lineer kombinas-
yonu A1x1 + Agxo seklinde tanimlanir. Herhangi iki elemaninin lineer kombinasyo-

nunu iceren kiimeye lineer alt uzay denir, yani
VZL’l,CL’Q €L, )\1,)\2 eR i¢in AT+ Aoxy € L

gercekleniyorsa L C R™ bir lineer alt uzaydir. Afin kiimeler ile lineer alt uzaylar

arasindaki iligki agagidaki lemma ile ifade edilir.

Lemma 2.1. R" uzayinin her lineer alt uzayi, orijini igeren bir afin kiimedir. Boylece

her lineer alt uzay bir afin kiimedir.

Ispat: Her lineer alt uzay orijini igerir. Alt uzaylarmn afin kiime oldugunu gostere-
lim. A, R™ uzaymn bir alt uzay olsun ve a,b € A igin (1—X)a+ Ab € A oldugundan
A bir afin kiimedir. Orijini iceren bir A afin kiimesinin alt uzay oldugunu goster-
mek i¢in a, 0 € A olsun. i) A afin kiime oldugundan Aa + (1 — A\)0 € A dir.
Dolayisiyla Aa € A oldugundan skalerle ¢arpma iglemi altinda kapalidir. ii) a,b € A
icin 2a + 3b € A olup 4) den 2(3a + £b) € A olur. Boylece a +b € A oldugundan
A afin kiimesi toplama iglemi altinda kapalidir. @) ve éi) den orijini igeren bir afin

kiime R" uzayinin alt uzayidir. n

A ve B iki afin kiime olsun, eger bir zyp € R" i¢cin A = B + xp, yani A kiimesi B

kiimesinin bir 6telemesi ise A afin kiimesi B afin kiimesine paraleldir denir.

Lemma 2.2. [I3] ) # A C R™ alt kiimesinin afin olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul tek tiirlii belirli bir lineer L alt uzayma paralel olmasidir, yani bir o € R"

icin A = L 4 xy gerceklegsmesidir.

Bir A C R” afin kiimesinin boyutu, onun paralel oldugu tek tiirlii belirli olan
lineer alt uzayin boyutu olarak tamimlanir ve dim(A) ile gosterilir. Bog kiimenin
boyutu -1 olarak kabul edilir. R™ uzayinda n — 1 boyutlu afin kiimeye hiperdiiziem
denir ve genellikle H ile gosterilir. Bir L C R™ alt uzaymin ortogonal timleyen:
Lt ={x: (x,y) =0,V y € L} seklinde tammlanmr ve L' kiimesi de bir alt uzay-
dir. Bilindigi gibi dim(L) + dim(L*) = n bagmtis1 gegerli olup R" uzaymnm n — 1

boyutlu alt uzaylari, 1 boyutlu alt uzaylarin ortogonal tiimleyenidir. dim(L) = 1
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olan alt uzaylar sifirdan farkl tek bir b vektoriinden olusan bir tabana sahiptir.
dim(L*) = n—1 olan alt uzay1 {z : x1b} kiimesidir. Lemma Z2’den hiperdiizlem-

ler ise bu alt uzaymn a € R" olmak iizere a kadar 6telemesidir. Yani
H={zeR": zlb}+a = {z+a: (2,0) =0} ={z: (x—a, b) =0}
= {z:(z,0) =5}

ger¢eklenir, burada 5 € R ve 0 # b dir. b # 0 vektoriine de H hiperdiizlemin normal

vektori denir. H kiimesi R" uzayinda (n — 1) boyutlu bir hiperdiizlem tanimlar.

Lemma 2.3. [[3] A, m xn reel matris ve b € R™ olsun bu durumda Az = b denklem
sisteminin ¢oziimii olan {z € R" : Az = b} kiimesi afin kiimedir. Ayrica herhangi

bir afin kiime bu gekilde ifade edilebilir.

Kolayca herhangi sayida afin kiimenin kesigimi yine bir afin kiime oldugu goriilebilir.
Bir A C R” kiimesini kapsayan tiim afin kiimelerin arakesitine A kiimesinin afin
zarfi denir ve affA ile gosterilir. Ayrica affA kiimesi A kiimesini iceren en kiiciik afin

kiimedir. R", A kiimesini kapsayan afin kiime oldugundan affA # () dir.

A, m X n reel matris ve b € R™ olmak iizere Lemma =3 nedeniyle
{xGR": A:v:b}: {x: (x,b;) = B, izl,...,m}:ﬂHi
i=1

denklemi gerceklenir. Burada b;, A matrisinin ¢. satir1, 5;, b vektoriiniin ¢. bilegeni ve
H;, = {z : (z,b;) = f;} dir. Boylece bir afin kiimenin hiperdiizlemlerin kesigimi

olarak ifade edilebildigi anlagilir.

Tamim 2.1. 0 # a € R" ve b € R olmak iizere H = {z : (z,a) = b} hiperdiizlemi

verilsin. Bu durumda,
H ={z: (z,a) 2b} , H ={z: (z,a) <b}

kiimelerine H hiperdiizlemine karsilik gelen sirasiyla pozitif ve negatif kapalr yari-

uzaylar,

int(HY) = {x: (z,a) > b}, int(H")={z: (z,a) <b}

kiimelerine ise H hiperdiizlemine kargilik gelen a¢ik yari-uzaylar denir.
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2.1. KONVEKS KUMELER VE KONILER

Bu kisimda konveks kiimelerin temel tanim ve teoremleri gosterilip, konveks analizde
onemli bir yere sahip iki konveks kiimenin veya bir nokta ile bir konveks kiimenin
bir hiperdiizlem yardimiyla ayrilmasina iligkin ayrilma teoremleri ile konveks koniler
hakkinda gerekli bilgi verilecektir.

2.1.1. Konveks Kiimeler

21, T2 € R™ noktalar arasindaki dogru pargasi
{)\1371 -+ )\233'2 . )\1,)\2 2 0 )\1 + )\2 = 1}
kiimesi ile ifade edilir.

Tanim 2.2. Herhangi iki noktasi arasindaki dogru parcasini kapsayan, yani
T1,T9 € A, >\1,>\2 >0, A+ =1 icin MT1+ Xay €A

gercekleyen A C R™ kiimesine konwveks kiime denir. Bir A kiimesinin konveksligi
icin egdeger bir tamim olarak her A € [0,1] i¢in (1 — A\)A + AA C A kapsamasinin

saglanmasi verilebilir.

Tiim afin kiimeler ve konvekslik kosulunu otomatik olarak gerceklediklerinden tiim

alt uzaylar konveks kiimelerdir. () konveks kiime olarak kabul edilir.

Lemma 2.4. |I4] i) Aq,..., A, C R" konveks kiimeler Aq, ..., \,, skalerler olmak
izere \A; + -+ - + M\, A, kiimesi de konvekstir.

i1) Herhangi sayida konveks kiimenin kesigimi yine konveks kiimedir.
iii) A konveks kiimesinin ici int(A) ve kapanisi A konveks kiimelerdir.

iv) Her z,y € R™ ve her a € R igin f(ax + (1 — @)y) = af(x) + (1 — «)f(y)
bagintisini saglayan f : R" — R™ afin doniisiim olmak tizere A C R" konveks
kiime ise f(A) goriintii kiimesi de konveks kiimedir. Ayrica B C R™ konveks

kiime ise f~!(B) ters goriintii kiimesi de konveks bir kiimedir.

Ayeois A = 0, Ay + -+ X\, = 1 olmak lizere £ = A\jxy + - -+ + A\, 7, toplamina
T1,...,T, € R™ noktalarinin konveks kombinasyonu denir. Bu tanim yardimiyla

konveks kiimelerin 6nemli bir 6zelligi asagidaki lemma ile ifade edilir.
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Lemma 2.5. A konveks kiime ve z1,...,x, € A ise bu noktalarin her konveks

kombinasyonu A kiimesine aittir.

ispat: Timevarimla zq, ..., z, € A noktalarin konveks kombinasyonunun kiimeye
ait oldugunu gostermek icin A konveks kiime tanimindan m = 2 ic¢in dogru olup
m = k icin iddianmin dogrulugunu kabul edelim. = = M\xzy + -+ + App12ps1 ol-
sun. A\; + -+ Agypp = licin Ay, ..., Agr1 = 0 degerlerinden en azindan biri birden
kiiciik olacag: i¢in Agyq < L olsun. A = A + -+ Ay = 1 — A\gyq > 0 olmak iizere
y = %xl + o+ ’\Tkxk ise iddia m = k i¢in dogru oldugundan y € A bulunur.
r = Ay + A\gr12ks1 olacagindan x € A olur. Dolayisiyla iddia m = k + 1 icin de

dogru oldugundan istenen elde edilir. .

Herhangi bir A C R™ kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin arakesitine A
kiimesinin konveks zarfi denir ve conv(A) ile gosterilir. Lemma P4 nedeniyle conv(A)
kiimesi konvekstir. Iki farkli noktanin konveks zarfi bu iki noktay: birlegtiren dogru
parcasidir. R? de bir cember iizerine simetrik olarak yerlestirilmis m tane noktanin
konveks zarfi m > 3 icin m-kenarh diizgiin cokgendir. Konveks zarf ile ilgili bir diger

ornek agagida verilmektedir.

Ornek 2.1. A = {2 : ||z|| = 1} kiimesinin konveks zarfi B[0,1] = {z : [|z|| < 1}

kapali birim yuvardair.

Coziim: B0, 1] kapali birim yuvari konveks ve A C BJ0, 1] kapsamasi var oldugun-
dan conv(A) C BJ[0,1] dir. Diger taraftan = € B|0, 1] olsun. Eger x = 0 ise y € A
icin x = %y + %(—y) seklinde yazilirsa y, —y € conv(A) olacagindan x € conv(A)

dir. Eger = # 0 ise, x = (H‘ngc”)ui—ﬂ + (1—\2|ac||)”—_x ve [ Tal € conv(A) olacagindan

||
x € conv(A) bulunur. Dolayisiyla conv(A) = B0, 1] olup istenen elde edilir. 0

Lemma 2.6. A C R" kiimesinin konveks zarfi olan conv(A) kiimesi A kiimesine ait

olan noktalarin tiim konveks kombinasyonlarini icerir.

Ispat: B kiimesi ile A kiimesinin noktalarmnm tiim konveks kombinasyonlari kiimesini
gosterelim. conv(A) = B oldugunu gostermek lemmanin ispati i¢in yeterli ola-
caktir. Ay + -+ X\, = 1 ve A\j,..., A\, = 0 olmak iizere aq,...,a,, € A icin
xr = May + -+ Aa,, € Bolsun. ay,...,a, € conv(A) ve conv(A) kiimesi kon-
veks oldugundan Lemma 223 nedeniyle = € conv(A) olup B C conv(A) elde edilir.
B kiimesinin tanimindan dolay1 konveksligi kolayca goriiliir. Ayrica A C B oldugun-

dan conv(A) C B olup conv(A) = B bulunur. 0
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Sonug 2.1. zy,...,2, € R" olsun. O halde
conv{zy,...,x;mt={Mx1+ - FAnZm A, A 20, A+ F A, =11
olarak yazilir.

Lemma 28 ’dan herhangi bir kiimenin konveks zarfinin her bir noktasinin bu kii-
menin noktalarimin konveks kombinasyonu olarak yazilabildigi anlagilmaktadir. n
boyutlu bir kiimenin konveks zarfinin her bir noktasi, bu kiimenin en fazla n+1 nok-
tasinin konveks kombinasyonu olarak ifade edilebildigi agagidaki {inlii Caratheodory

Teoremi’'nde verilmektedir.

Teorem 2.7. (Caratheodory Teoremi) r-boyutlu A kiimesi verildiginde her
x € conv(A) igin oyle xy,...,z, € A noktalarn vardir ki her i = 1,...,m igin
A= 0, i)\i =1vem < r+ 1 olmak tizere x = A\jxy + -+ + A\px,, dir. Yani
conv(A) Zk:olnveks kiimesinin her bir eleman1 r-boyutlu A kiimesinin en fazla r + 1

noktasinin konveks kombinasyonu olarak ifade edilir.
Ispat: r-boyutlu A kiimesi icin @1, ..., z,, € A ise
conv(A)={z=Mz1+ -+ XpZm = A, A 20, Ay +---+ N\, =1}

olur. xy,...,x, noktalar: birbirinden farkli, her : = 1,... ,m i¢in \; > 0 ve x nok-
tast A kiimesinin m’den daha az noktasmin konveks kombinasyonu seklinde yazila-
madigini kabul edelim. r +1 < m olsun. {xy,...,2,} kiimesi lineer bagimhdir.
t>0,t= min{i—i : A > 0, p; > 0} seklinde tamimlamirsa A\; — tp; degerleri negatif

degildir ve ¢ = 1,...,m i¢in en azindan biri sifira egit olacagindan
()\1 — t,ul)ZE1 + ()\2 — t,ug)xz + -+ ()\m — tum)xm

bagintisinda {x1,...,2,} lineer bagimh ise u; hepsi birden sifir olmayan skalerler

olmak iizere 121 + -+ + &y, = 0 ve py + - - - + iy, = 0 olmasi gergeginden
M+ Ay — (e + -+ pp) = —t.0=2x

elde edilir. Her 7 = 1,...,micin \; —tu; degerlerinin en azindan biri sifir oldugundan
x noktas1 A kiimesinin m’den daha az noktasinin konveks kombinasyonu seklinde

yazilir. .

Herhangi bir A C R” kiimesini iceren tiim kapali konveks kiimelerin kesigimine A

kiimesinin kapali konveks zarfi denir ve conv(A) ile gosterilir.
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Lemma 2.8. [[4] A C R" kiimesinin kapali konveks zarfi, A kiimesinin konveks

zarfinin kapanigina egittir. Yani conv(A) = conv(A) dir.

A kiimesinin tiim i¢ noktalar1 kiimesi olan int(A), A kiimesinin hangi uzaym alt
kiimesi olarak goz oniine alindigina gore degisir. Ornegin; R? uzaymnda dogru
parcasinin i¢ noktalar1 kiimesi bog kiimedir. Fakat ayni dogru parcasi R'nin alt
kiimesi olarak diigiiniiliirse u¢ noktalar hari¢ tiim noktalar1 i¢ noktadir. Bu sebeple
konveks kiimelerde kiimenin ici kavrami yerine daha uygun olan izafi i¢ kavrami ve-
rilmektedir. A C R" konveks kiime olmak iizere, izafi i¢ noktalardan olugan kiimeye

A kiimesinin izafi i¢i denir ve ri(A) ile gosterilir. Agikga,
ri(A) = {z €affA:3 > 0igin B(z,0) NaffA C A}

olarak tanimlanir. n-boyutlu konveks A kiimesi i¢in affA = R" oldugundan
ri(A) = int(A) gerceklenir. Genelde A; C Ay ise A} C Ay ve int(A;) C int(Ay)
kapsamalar1 dogrudur. Ancak 7i(A4;) C ri(A,) kapsamasi gerceklenmeyebilir. Or-
negin, R3 uzaymda bir kiip A; ve kiipiin bir yiizeyi A, olsun. A; C A; kapsamasi
gegerli iken 7i(A;) # 0 ve ri(A2) # 0 olup 7i(A;) Nri(Ay) = O dir. Dolayisiyla
ri(As) € ri(Ay) olur.

Lemma 2.9. |T4] A C R” bos kiimeden farkli ve konveks kiime ise ri(A) # 0 dur.

Lemma 2.10. [I4] A C R" konveks bir kiime olsun. Bu durumda z € ri(A) ve
y € Aise her A € (0,1] igin Az + (1 — \)y € ri(A) dir.

Lemma 2.11. A C R" konveks bir kiime olsun. Bu durumda = € 7i(A) ve y € A
ise her A € (0,1] i¢in Az + (1 — )y € ri(A) gergeklenir.

Ispat: = € ri(A) oldugundan 6yle 6 > 0 vardir dyle ki B(z,d) Naff A C A olur.
c=Ar+ (1 =Ny olsun ve A € (0,1] icin y € A oldugundan &yle d € A vardir ki
(1= MN)||d —yl|| < Ao saglanr.
1 1 1
= DN y—d)=—- 1— =)
cma b (D)= et (1-3)-d
ise z € aff A ve Hx—i—@(y—d)—x“ < § oldugundan z € ri(A) dir. ¢ = Az+(1-\)d

ve Lemma P10 ’dan ¢ € ri(A) olup ispat tamamlanir. .

Lemma 2.12. [T3] A;, Ay C R” konveks kiimeler olmak {izere ri(A;) Nri(Ay) # ()

olsun. Bu durumda
TZ(AlmAQ) :T‘Z<A1)QTZ(A2) ve AlﬂAg :A_lﬂA_g

egitlikleri gerceklenir.



14

Ayrica aq, as € R olmak iizere ri(ag Ay + agAs) = agri(Ay) + asri(Ay) dir. Burada

a1 =1 ve ag = —1 alinirsa
0e Ti(Al — AQ) < T’l(Al) N TZ(AQ) 7é @
elde edilir.

Tanim 2.3. A C R" bostan farkli bir kiime, H C R" bir hiperdiizlem ve z € A
olsun. Eger H hiperdiizlemi x noktasini iceriyor ve H hiperdiizlemine karsilik gelen
kapali yari-uzaylardan biri A kiimesini tamamen kapsiyorsa bu durumda H hiper-

diizlemi z noktasinda A kiimesini destekler denir.

Kapali konveks kiime bu kiimeyi igeren kapali yari-uzaylarin kesigimi olarak yazila-
bilir. Konveks kiimelerin bu 6zelligi agagida verilen ayirma teoremlerinden kay-
naklanmaktadir. Esas olarak ayirma teoremleri ortak noktasi olmayan iki konveks

kiimenin bir hiperdiizlem ile ayrilabilir olmasi ilkesine dayanair.

Teorem 2.13. A C R” konveks kiime ve zo € A olsun. O halde 6yle bir z* # 0

vektorii ve € > 0 sayist vardir ki her z € A icin
(x,x") < (zg,2") — ¢
gerceklenir.

Ispat: A konveks kiime 2o ¢ A olsun. y = inf {d(xo,a:) cx € Z} olarak tanim-
layalim. Her # € A ve y € A icin ||z — x0|| > ||y — 20|| dir. A kiimesi de konveks
oldugundan 0 < A < 1icin Az + (1 — \)y € A olur.

ly —zol]> < [Mz+ (1 =Ny —zol>= (y+ Az —y) — 0, y+ ANz —y) — zo)
= ||y — xol|* + 2X\z — y, y — zo) + N*||z — y||?

esitsizligi saglanacagi icin 2(x — y, y — x0) + M|z — y||? = 0 oldugu goriiliir. Ozel
olarak A = 0 i¢in (z —y, y — zo) = 0 olur. z* = xy — y vektoriinii ve ¢ = |[|z*||?

say1st secildiginde o € A oldugu icin y # xo olur ve z* # 0, ¢ > 0 icin
(x,2") < (zg, ") — (", 2%) = (xg,2") — &
olacagindan ispat tamamlanir. .

Teorem 2.14. (Destek Hiperdiizlem Teoremi) A konveks kiime ve zy ¢ A

olsun. O halde 6yle bir z* # 0 vektori vardir ki her x € A i¢in
(x,x") < (zg,2")

gerceklenir.
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Ispat: A konveks kiime ve 2o ¢ A olsun. Eger zy ¢ A ise Teorem PI3 nedeniyle
istenen esitsizlik gerceklenir. o € A olsun. Boylece z,, & A ve x,, — x gercekleyen
bir (z,,) dizisi vardir. Oyle bir 2% # 0 vektérii ve €, > 0 sayis1 vardir ki her x € A
icin (x,xf) < (xp,x)) —e, < (xp,2)) olur. Her x € A, her n € N igin her iki

tarafl ||« || normuna bolersek

*

Ly,

x*
(@, =) < (&, )
"l (el

elde edilir. ﬁ — x* seqilip limit alinirsa her = € A igin (x, 2*) < (xg, x*) esitsizligi

ispatlanir. .

Teorem 2.15. A;, Ay C R ve A; N Ay = () olan konveks kiimeler olsun. O halde
Oyle bir x* # 0 vektorii vardir ki her z; € A; ve x9 € As icin

(x*, 1) < (27, 22)
esitsizligi gergeklenir.

Ispat: A = A; — A, olsun. A; N Ay = 0 oldugundan 0 ¢ A dir. Teorem 214
nedeniyle 6yle bir z* # 0 vektorii vardir ki her x € A i¢in (z,2*) < (0,2*) = 0 olur.
x1 € Ay, w9 € Ay olmak lizere x = x1 — 29 € A igin (2%, x; — z2) < 0 olup ispat

tamamlanir. "

Teorem 2.16. A; kompakt konveks kiime ve As kapali konveks kiime olsun. Eger
Ay N Ay = () ise dyle bir 2* # 0 vektorii ve € > 0 sayis1 vardir ki her z; € A; ve her
Xo € A2 1(;111

(x%,21) < (2%,29) — €
esitsizligi gerceklenir.

Ispat: A = Ay — A, olsun. A; N Ay = 0 oldugundan 0 ¢ A dir. Lemma P4
nedeniyle A kiimesi konvekstir. Her n € N icin zy, € Ay, x5, € A olsun ve
Tip — Ton = T, — T gerceklensin. x € A oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis
olur. A; kompakt kiime oldugundan (x;,) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir.
Genelligi bozmaksizin yakinsak alt dizi olarak (xy,) dizisi almirsa 1, — 1 € A;
kabul edilebilir. (z,) dizisi yakinsak ve Ay kapali kiime oldugundan x5, — 2 € Ay
gergeklenir. Boylece z = x1 — 25 € A elde edilir. Teorem I3 'den &yle bir x* # 0

vektorii ve € > 0 sayis1 vardir ki her = € A i¢in (x,z*) < —e olup
(% 11) < (2%, 29) — €

esitsizligi saglanir. .
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Tanim 2.4. Bir A konveks kiimesinin bir z* € R" noktasindaki destek fonksiyonu

agagidaki gibi tanimlanir:
Wa(x*) = sup{(z,z*) : x € A} (2.1)

Teorem 2.17. A kapal konveks bir kiime olmak tizere x € A olabilmesi i¢in gerek

ve yeter kogul her 2* € R" i¢in
(x,z") < Wa(x") (2.2)
esitsizliginin gerceklenmesidir.

Ispat: z € A ise Tamm P4 nedeniyle (232) esitsizligi gecerlidir. Tersine bir
noktas1 (222) bagmtisim saglasin ama xy € A gergeklegmesin yani o ¢ A olsun.
Bu durumda Teorem ZI3 nedeniyle 6yle bir 2* noktasi ve g9 > 0 sayis1 vardir ki
her x € A i¢in (z,2*) < (xg,2") — g9 esitsizligi gerceklenir. Bu esitsizlikte 2 € A
noktalar iizerinden supremum almirsa Wy (z*) < (o, 2*) — g9 < (2o, 2*) esitsizligi

elde edilir. Bu ise o noktasinin (22) bagintisini sagladigs varsayim ile celigir.

Konveks kiimelerin 6zel bir sinifi da polihedral (=gokyiizlii) kiimelerdir. Bir A C R"
kiimesi, eger sonlu sayidaki kapali yari-uzayin kesigimi olarak ifade edilebiliyorsa ya
da egdeger olarak i = 1,...,m igin b; € R" ve o; € R olmak iizere (z,b;) < o
bicimdeki sonlu sayida esitsizlikler sisteminin ¢oziimii ise A kiimesine bir polihedral
kiime denir. Boylece polihedral kiimeler kapali ve konvekstir. () ve R™ polihedral
kiimedir. Ayrica R"™ uzayinda herhangi bir hiperdiizlem iki kapali yari-uzayin ke-
sigimi geklinde yazilabildiginden polihedral kiimedir. Sinirh bir polihedral kiimeye

ya da egdeger olarak sonlu noktali bir kiimenin konveks zarfina politop denir.

2.1.2. Konveks Koniler

Tanim 2.5. K C R", her x € K ve her A > 0 icin Az € K ise K kiimesine koni

denir. Eger bu K kiimesi ayn1 zamanda konveks ise bu koniye konveks koni denir.

Tanim 2.6. K bir koni olmak iizere her = € K igin (x,z*) > 0 gercekleyen z* € R"
vektorlerinin kiimesine K konisinin dual konisi denir ve K* ile gosterilir. Acikca
dual koni

K'={z"eR": (z,2") >0, VzeK}

seklinde tanimlanir.



17

Dual koniler daima kapalidir. Gergekten her n € N ve 27 € K™ i¢in ), — () olsun.
Her x € K ve her n € Nigin (z,2%) > 0 dir. Bu egitsizlikte limit alimirsa her z € K
icin (z, x§) > 0 olur. Bu ise x§ € K* oldugunu gosterir. Boylece K* dual konisi tiim

limit noktasini icerdigi icin kapalidir.
Lemma 2.18. Bir K konisi ve onun K kapanis konisi ayni dual koniye sahiptir.

Ispat: Eger z € (K)* ise her z € K icin (z,2*) > 0 ve K C K nedeniyle her z € K
icin (x,2*) > 0 olup 2* € K* dir. Tersine z* € K* olsun. Eger x € K ise dyle
bir (z,,) € K dizisi vardir ki her n € N i¢in (z,,) — « olur. z* € K* oldugundan,
her x, € K icin (z,,2*) > 0 saglanir. Bu esitsizlikte limit alinirsa her # € K icin

(x,z*) = 0 oldugundan z* € (K)* olup istenen elde edilir. .

Lemma 2.19. Bir K kapali konisi verildiginde her z* € K* i¢in (x,z*) > 0 gercek-

leniyorsa x € K olur.

Ispat: Kabul edelim ki her z* € K* icin (xo,2*) > 0 gerceklensin ama zq & K
olsun. Teorem 218 nedeniyle dyle bir z{ # 0 vektorii ve € > 0 sayisi1 vardir ki her
r € K igin

(v0,33) < {x,35) —< (2.3)

esitsizligi gerceklenir. K koni oldugundan yeterince kiiciik A > 0 sayist i¢in Ax € K
olur. Boylece sifira yeterince yakin noktalar koniye dahildir. Ozellikle kapali koniler
daima sifir noktasim igerirler. Bu durumda (z,z{) ¢arpimimin alt simri sifirdan
daha kii¢iik olamaz. (223) bagmtisi nedeniyle (z, zj) ¢arpimi alttan simirhdir. Simdi
(x,x§) = 0 oldugunu gosterelim. Eger (r1,z§) < 0 olacak sekilde bir z; € K
varsa bu nokta yardimiyla x = Ax; noktasi tanimlansin. Bu durumda A — oo
icin (z,2§) — —oo olur bu ise (x,zf) ¢arpiminimm alttan siirli olmasi ile geligir.
Dolayisiyla (z,z§) > 0 dir. Yani 2§ € K* dir. (E3) denklemi z = 0 oldugunda

(x0, z§) < —¢ olup bu ise kabuliimiiz ile geligir. Dolayisiyla 2y € K olur. .

K™ dual konisinin de dualinden bahsetmek miimkiindiir. Dual koniler daima kapal
oldugundan, kapali olmayan bir koninin dual konisinin duali kendisine esit olamaz.
Bu nedenle dualinin duali kendisine egit olabilecek koniler ancak kapali konilerdir.

Bu gergek agagidaki lemma ile verilmektedir.
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Lemma 2.20. K konisi kapali ise K** = K egitligi gecerlidir.

Ispat: Tamm ZHe gore K** = {z € R*: (z,2*) >0, V2* € K*} olur. Eger
x € K ise her z* € K* i¢in (z,2*) > 0 oldugundan x € K** dir. Tersine z € K**
olsun. Boylece her z* € K* igin (z,z*) > 0 dir. Lemma ZT9 nedeniyle x € K olup
K** C K kapsamasi saglandigindan K kapali konisi i¢in K™ = K esitligi gecerlidir.m

Uyar:1 2.1. K** = K esitligi genel halde dogrudur. Ciinkii K* = (K)* esitliginde

her iki tarafin duali almirsa K** = (K)** = K bulunur.

Lemma 2.21. K; ve K5 herhangi iki konveks koni olsun. K; + K5 toplami da
konveks konidir ve (K + Ky)* = K N K dir.

ispat: Lemma 24 nedeniyle K+ K5 konveks kiimedir. x = z1+ x5 dyle ki z; € Kj,
x9 € Ky olsun. x € K1+ Ky ve her A > 0icin \x = A(z1+122) € K;+ K3 oldugundan
K; + K5 toplami da konidir. z* € K N K olsun. Bu durumda her z; € K; icin
(x1,2*) = 0 ve her x5 € K igin (x9,2*) > 0 oldugundan her x; + 25 € K; + K> i¢in
(x14 22, 2*) > 0 olur. Boylece z* € (K + K»)* elde edilir ve K7 N K5 C (K + Ky)*
kapsamasi1 gergeklenir. Tersine z* € (K; + K3)* olsun. Her z = x; + x5 dyle ki
1 € Ky,29 € Ky igin (z,2*) > 0 olur. Yani her 21 € Kj,29 € K, igin (x1,2*) +
(x9,2*) = 0 dir. Her A > 0 i¢in K; ve Ky koni oldugundan (Azy,2*) + (Aze,z*) >0
dir. Bunlardan birisi sifira yeterince yaklagabilecegi gbz oniine alinirsa her x; € Kj,
(x1,2%) = 0 ve her z9 € Ky, (x9,2*) > 0 esitsizlikleri yazilabilir. Boylece z* €
K} N K} olacagindan (K + Ky)* € K{ N K} kapsamasi elde edildiginden ispat

tamamlanir. -
Lemma 2.22. Kapal K;, K5 konileri icin (K, N Ky)* = K + K dir.
Ispat: Kapal Ki, K> konileri icin

(KiNKy)* = (KN K3 = ((Kf + Kg)*) = (K7 +K3)"

olur. Uyar1 70 nedeniyle (K; N K»)* = K} + K5 esitligi bulunur. 0

2.2. KONVEKS FONKSIYON VE ESLENIK FONKSIYON

Konveks fonksiyonlar, konveks analiz calismalarinin temel konularindandir. Bu ki-
simda konveks fonksiyonlarin genel tanim ve &zellikleri, yone gore tiirev ve subdi-
feransiyel kavramlari, konveks fonksiyonlarin diferansiyellenebilme ve siireklilikleri
hakkindaki temel bilgiler verilecektir. Ayrica matematik programlamada kullanila-

cak olan eglenik fonksiyonlarin yapisi incelenecektir.
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2.2.1. Konveks Fonksiyonlar
f:R" = [—00, 00| fonksiyonunun tanim kiimesi
domf ={x: f(x) < 4o}

ile verilir. @ € R ve z € R" olmak iizere f(x) < « gergekleyen tiim (z, ) € R*!

nokta ciftlerinden olusan kiimeye f fonksiyonunun grafikiistii kiimesi denir ve

epif = {(x,a): f(z) <a)

ile gosterilir. Burada x € dom f oldugunda (z,a) € R"™! noktasi epif kiimesine ait
olur. Ancak f(z) = +ooise f(x) < a gergekleyen av noktasi yoktur. f fonksiyonunun

grafikiistii kiimesi ile f fonksiyonu belirlenebilir, soyleki

f(z) = igf{a D (z,a) €epif} (2.4)

dir. (23) formiiliinden anlagilacag iizere R"™ uzayindaki kiimeler ile R™ uzayindaki

fonksiyonlar arasinda yakin bir iligki vardir.

Tanim 2.7. f fonksiyonunun epif kiimesi konveks ise f fonksiyonuna konwveks

fonksiyon denir.

Tanim 2.8. —oo degerini almayan ve 6zdes olarak da +oo degerine egit olmayan

bir f fonksiyonuna proper ya da has fonksiyon denir.

Bir f has fonksiyonu igin domf # () dir. Boylece 2 € domf icin f(x) sonlu bir deger

alir.

Lemma 2.23. f has fonksiyonunun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

1, xa icin Ay = 0 ve Ay > 0, A\{ + Ay = 1 olmak iizere

fazy + Aoxa) < Auf(21) + Ao f (22) (2.5)

olmasidir.

ispat: f has konveks fonksiyon olsun. A, Ao > 0, A\ + Ao = 1 olmak iizere
(x1,01) € epif, (x9,a2) € epif ise f(x1) < a; ve f(x2) < ag yazihr ve Tanim

270 geregi epif kiimesi konveks oldugundan Ay (z1, 1) + Ao(22, an) € epif tir. Yani

fAzr + Aowe) < Mg + Ao
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esitsizligi gerceklenir. Ozel olarak oy = f(x1) ve ap = f(x5) almirsa Aj, Ay = 0 ve
)\1 -+ )\2 =1 1g1n

Fazr + Xoxa) < Auf(x1) + Ao f(22)
olup istenen egitsizlik elde edilir. Tersine A, Ao > 0, Ay + Ay = 1 olmak iizere

FAamy + Aawe) < A f(x1) + Ao f (z2) saglansm. (z1,aq), (29, a0) € epif olsun.
fAzy + Aaws) < A f(xg) + Aaf(22) < Mg + Aean

oldugundan (A1 4+ Aoxo, Ay + Aaae) € epif olur bu ise epif kiimesinin dolayisiyla

f fonksiyonunun konveks oldugunu gdosterir. .

Tanim 2.9. f has fonksiyon ve A;, Ay > 0 ve Ay + Xy = 1 olmak iizere her z1, x5 € R”
icin
f(/\ll’l + /\QZL'Q) < /\1f((l]1> + /\2f(l’2) (26)

esitsizligi gercekleniyorsa f fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.

a € R ve z € R" olmak iizere R" uzaymda tammh ¢ fonksiyonu i¢in a < g¢(z)
gercekleyen tiim (z,a) € R™! nokta giftlerinden olusan kiime g fonksiyonunun
grafikalt1 kiimesidir ve

hyp g ={(z,a) : o <g(x)}
ile gosterilir.
Tanim 2.10. g fonksiyonunun hyp g kiimesi konveks ise g fonksiyonuna konkav
fonksiyon denir. Esdeger olarak her x1, x5 icin Ay > 0 ve Ay > 0, A\ + Ay = 1 olmak

uzere

g(/\1$1 + )\2!102) Z )\19(%) + )‘29(@)

ise g foksiyonuna konkav fonksiyon denir.

Ayrica eger f konveks fonksiyon ise Lemma 223 nedeniyle — f konkav bir fonksiyon
olacagindan Tanim 210 ’a bir diger egdeger tanim olarak eger — f fonksiyonu konveks

ise f fonksiyonu konkav bir fonksiyon oldugu verilebilir.
Lemma 2.24. Eger f fonksiyonu konveks ise dom f kiimesi de konvekstir.

Ispat: f fonksiyonu konveks ve 1,22 € domf olsun. O halde sonlu oy, ay sayilari

vardir oyle ki f(z1) < aq ve f(x2) < ag dir. Buradan (x1, aq), (2, a) € epif olur.
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f konveks fonksiyon oldugundan epif kiimesi konvekstir. Aj, Ay > 0, A\ + o =1
olmak iizere (A\1x1 + Aoxa, AMjay + Aaae) € epif yani

f()\l.’ll'l + )\2552) < A\ag 4 Aag < 00
gerceklenir. Boylece A\1x1 + A\oxs € dom f ve dolayisiyla dom f kiimesi konvekstir. =

Lemma 2.25. (Jensen Esitsizligi) f has konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

Ai=20,1=1,... . mveA + -+ A\, =1 olmak iizere
JOuzy + - 4+ X)) S A f(z1) + -+ A f (2m)
esitsizligi gergeklenir.
ispat: Matematik indiksiyon yontemini kullanilirsa her ¢ = 1,... k i¢in A; > 0 ve

k
> A = lolmak lizere m = kigin f(Ax1+- -+ \ezr) < A f(xy)+ -+ f(zg) dogru

i=1

olsun. m = k+1 i¢in dogru oldugunu gostermemiz yeterlidir. Herz =1,..., k+1i¢in
k+1
Ai = 0ve Y A\ =1 oldugundan ); katsayilarindan en azindan biri kabul edelim ki

=1
Mer1 < Lolsun. A = A +-- -+, = 1— X\, secilirse A > 0 olup y = %xﬁ-- . ~+’\—ka

icin kabulden f(y) = f(&x; 4+ -+ 3ay) < A f(21) + - + 32 f(2y) elde edilir.
Juzy + - 4+ xe + Mea1@ig1) = FOW + Aeg1rg1) < Af(Y) + Aegr f(2r41) olur.

Baylece istenen elde edilir. .

Lemma 2.26. ) # A C R"™ konveks kiime iizerinde tanimh f ve g fonksiyonlar

olmak {izere o, 8 > 0 i¢in af + B¢ fonksiyonu konvekstir.

ispat: T1,T9 € A olsun. A, A\g >0, A\ + Ay = 1 olmak tizere

(f + Bg)(Mz1 + Aows) = af(Mzy + Aoa) + Bg(Miazy + Aoa)
a(Af(x1) + Ao f (22)) + B(Mg(x1) + Aag(a2))
M (af(z1) + Bg(x1)) + Xe(af (x2) + Bg(x2))
M((ef + Bg)(w1)) + A ((eof + Bg)(w2))

N

Dolayisiyla af + 8¢ fonksiyonu konvekstir. .

Lemma 2.27. ) # A, B C R" konveks kiimeler, f : A — R konveks fonksiyon,
g : B — R artan konveks fonksiyon ve f(A) C Bise go f : A — R konveks

fonksiyondur.
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ispat: x1, T2 € Aolsun. Aj, A2 = 0, A\; + Xy = 1 olmak iizere (go f)(Ajx1 + Aoxe) =
g(f(Mz1+A2w2)) olup f konveks fonksiyon ve g artan konveks fonksiyon oldugundan

(go [l Mz + Aexa) < Ag(f(z1)) + Aag(f(22))

elde edilir. Boylece g o f bilegke fonksiyonu konvekstir. .

Lemma 2.28. [ herhangi bir indis kiimesi olmak iizere her ¢ € I i¢in f;(z) konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda f(z) = sup f;(z) fonksiyonu da konvekstir.
i€l

Ispat: f; fonksiyonlarmn grafikiistii kiimesinin kesigimi f fonksiyonunun grafikiistii
kiimesidir. Acikca epif = Mierepif; dir. Her ¢ € [ i¢in f; fonksiyonlar: konveks

oldugundan f fonksiyonu konvekstir. .

Daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi 6zel konveks fonksiyon ornekleri

agagida verilmektedir.

Lemma 2.29. ) # A C R" konveks kiime olsun. O halde her u € R" i¢in
da(u) = inf{||lu —z||: z € A}

uzaklik fonksiyonu konvekstir.

ispat: x,y € A olsun. Her ¢ > 0 ve u,v € R” vektorleri i¢in infimum tanimindan
[lu—x|| < da(u)+e ve ||[v—y|| < da(v)+e esitsizlikleri saglanir. Aj, Ay = 0, A\j + Ao =1
olmak ftizere
da(Mu+ Av) < |[Au + v — (A + Aoy

< Alfu =zl + Aofo -y

< M(da(u) +e) + Aa(da(v) +¢) (2.7)
(270) esitsizligi her € > 0 i¢in saglanacagindan

dA<)\1U + )\21}) < )\1d,4<u> + )\QdA('U)

oldugundan uzaklik fonksiyonu konvekstir. .

Ornek 2.2. ) # A C R" konveks kiimesinin indikator fonksiyonu

0 ,ze€A
5A<x>:{ too Lo A

seklinde tanmmlanir ve d4(x) indikator fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.
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Ornek 2.3. Bir A konveks kiimesinin bir 2* € R” noktasindaki destek fonksiyonu
Wa(x*) = sup{(z,z*) : x € A}
konveks bir fonksiyondur.

Tanim 2.11. A\ pozitif reel say1 ve x € R" olmak iizere konveks koni kiimesi iize-
rinde tamimh f fonksiyonuna f(Az) = Af(x) bagintisim saghyorsa pozitif homojen
fonksiyon denir. Ayrica f(Ax) = \¥f(x) ise f fonksiyonu k. dereceden pozitif ho-

mojen fonksiyondur.

Teorem 2.30. f fonksiyonu, A konveks konisi iizerinde taniml pozitif homojen
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun konveks olabilmesi icin gerek ve yeter kosul

flz+vy) < f(z) + f(y) olmasidir.

Ispat: f pozitif homojen konveks fonksiyon olsun. z,y € A icin

1 1

St y) = fgo+ 59) <

Jo5w) <5 (f) + 1)

N —

oldugundan f(z +y) < f(x) + f(y) esitsizligi saglanir. Tersine z,y € A igin
flz+y) < f(z)+ f(y) olsun. Aj, Ay = 0, A\; + A2 = 1 olmak iizere

fur + Aay) < f(hiz) + fF(Qay) = M f(x) + Ao f(y)
oldugundan f fonksiyonu konvekstir. .

Tanim 2.12. A C R” konveks kiime {izerinde tamimli f fonksiyonu tanimlansin.
Her o € R i¢in
Lo(f) ={z € A: f(z) < o}

kiimesine f fonksiyonunun a—seviye kiimesi denir.
Lemma 2.31. f fonksiyonu konveks ise her a—seviye kiimesi konvekstir.

Ispat: z,y € Lu(f) olsun. Tamm ZI2 nedeniyle her o € R icin f(z) < o ve
fly) <adir. A\, A2 =0, A; + Ay = 1 olmak iizere f konveks fonksiyon oldugundan
fax + Ay) < Aif(x) + Aaf(y) < aolup Mz + Aoy € Lo(f) bulunur. Dolayisiyla

her a—seviye kiimesi konvekstir. .

Fakat her seviye kiimesi konveks olan f fonksiyonu konveks olmayabilir.
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Teorem 2.32. A C R” konveks kiimesi iizerinde tanimli f negatif olmayan pozitif
homojen fonksiyon ve Li(f) = {x € A: f(z) < 1} seviye kiimesi konveks olsun. Bu

durumda f fonksiyonu konvekstir.

Ispat: =,y € Ave o, € Ricin 0 < f(z) < a, 0 < f(y) < B olsun. Ayrica
fE)=1f(z) <1 ve f(5) = %f(y) <1 olacagmdan £, § € Li(f) dir.

e =G =G a8

ifadesinde Li(f) seviye kiimesi konveks oldugundan _$5% + a%% € Ly(f) dir.
Dolaywsiyla f(z+y) < a+ S dir. Her a > f(z), f(z+y) < ai¢in f(z+y) < f(z) dir

veher 8 > f(y), f(z+y) < Bicin f(x+y) < f(y) dir. Buradan f(z+y) < f(z)+/f(y)

olup Teorem 2230 geregince f fonksiyonu konvekstir. .

Negatif olmayan ortant X kiimesi {izerinde tanimli bir pozitif homojen f fonksiyonu
1
T1, ..,y 2 0vep>=ligin f(zy...,2,) = (2] + -+ 2P)7 verilsin. fP: X — R

fonksiyonu konvekstir. Lemma PZ=3T’den
{fzeX: fMla)<1}={reX: fz)<1}

seviye kiimesi konvekstir. Teorem 2230 nedeniyle x,y € X i¢in

B =
s
S

<(fr1+y1)p+---+(:rn+yn)p> <@+ al)r (G 4+ )

olur. Acikca

n

(Z(ﬂfz + yi)p>

i=1

Q=
hSA

() ()

Minkowski Egitsizligi elde edilir.

(0, +00) araliginda f(z) = —logx konveks fonksiyon oldugundan zy,...,x, > 0,
Aty ..., 0n >0vea; +---+a, =1ic¢n
—log(ayxy + -+ + @) < —(aqlogzy + -+ ay log x,,) = —(log(x?l o x%ﬂ)

esitsizligi —1 ile carpilirsa logaritma fonksiyonunun 6zelliginden

it atm < aqxy o QT (2.8)
elde edilir. Burada oy = --- = o, = % alimirsa
1 T+t
(ml._.'.xm)m < o vm
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olup bu ise x1,...,x, noktalarinin geometrik ortalamasinin aritmetik ortalamasin-

dan daha biiyiik olmadigini gdsterir.

t=1,....omvej=1...,niin a; >0, ay,...,q, >0ve a; + -+ a, =1 ise

(Z8) denkleminden

@y e <— My OmOm
(a1 + - +a1)® - (@1 4 - A Un)® a1+ - Fa, A1+ * + +mn
elde edilir. Her j =1,...,n igin
n n n
Za?;m.na%f alzalj amZamj
j=1 < j=1 - j=1
(a1 + - Fa)® - oo (@ + - F ) T a + - Fa, L
olup diizenleme yapilirsa,
n
Zai"; cocag < (o Fa)™ o (@ )

=1

1

olur. Buradan oy = 1%, Qg =2, m=2vea; = zf, agj =y almrsa

n

>y < <Z$§>p ' (Zy§1>q
=1 ' =1

Jj=1

Holder Esitsizligi ispatlanir.

Lemma 2.33. [ C R bir aralik, f : I — R konveks fonksiyonu x,y,z € I ve

r < z < y olsun. Bu durumda

F) = @) _ 1) = 1) _ f) = )

AN ~X
Z—x y—x y—z

esitsizligi gergeklenir.

Ispat:z = Z:;x + z:zy seklinde yazilhirsa ve f konveks fonksiyon oldugundan

zZ—XT

fe) S ST @) + 1) (2.9)

olur. Esitsizligin her iki tarafindan f(z) degeri ¢ikarihp, diizenleme yapilirsa

fe) = () _ 1)~ F@)

~
z—x y—x

(2.10)

elde edilir. (2Z9) bagintis1 —1 ile ¢arpilip, esitsizligin her iki tarafina f(y) eklenip

diizenleme yapilirsa
fly) = f@) _ fy) = f(2)
y—x o y—z
elde edilir. .

(2.11)
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Lemma 2.34. 14| [ C R bir aralik, f : I — R konveks fonksiyon / arahigimin her
bir i¢ noktasinda f ve f’ var ve a,b € int(]) i¢in a < b ise

f() — f(a)

fla) < file) < FE =

<1 0) < 1L0) (2.12)
esitsizligi saglanir.

Tanim 2.13. [ C R bir aralik, f : I — R reel degerli bir fonksiyon olsun. 7" afin
doniigiimiine T'(zo) = f(xo) ve her x € I i¢in T'(z) < f(x) kogullarim saghyorsa

noktasinda f fonksiyonunun destegi denir ve m € R i¢in
T(x) = f(wo) + m(z — zo)
seklinde yazilir.

Teorem 2.35. I C R bir acgik aralik, f : I — R reel degerli bir fonksiyonunun
konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul [ araliginin her bir noktasinda destege

sahip olmasidir.

Ispat: f fonksiyonu I araliginin her bir noktasinda destege sahip olsun. z,y € I,
A1, A2 = 0, Ay + Ay = 1 olmak iizere \jx + Aoy noktasinda f fonksiyonunun destegi

T afin doniigiimii olsun. Tanim 2713 kullanilarak
fuz 4+ Agy) = T(Mx + Aay) = MT(2) + AT (y) < Af (@) + Ao f(y)

olup f fonksiyonu konvekstir. Tersine f konveks fonksiyon xq € I ve m € R i¢in
[ (xo) <m < ff (o) olsun. T'(x) = f(xo) + m(x — xy) afin doniigiim tanimlayalim.

Herhangi y,z € I ve y < 2y < 2z olsun. Lemma 234’ den

To —Y Y — o
olup diizenleme yapilirsa T'(y) < f(y) olur. Aym gekilde Lemma 2232’ den
f(z) = f(zo)

m < f (o) < p—

(2.14)

esitsizliginden T'(z) < f(z) olur. Ayrica T'(zg) = f (o) oldugundan T afin doniigiimii

f fonksiyonunun zy noktasinda destegidir. .

Her konveks fonksiyon siirekli degildir. Fakat konveks fonksiyonun tanim kiimesi
acik kiime ise bu kiime icerisindeki her noktada fonksiyon siireklidir. Bu onemli

ozellik ise agagidaki teorem ile verilmektedir.
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Teorem 2.36. Bostan farkli her acik konveks kiime iizerinde tanimli her konveks

fonksiyon siireklidir.

Ispat: A acik, konveks kiimesinde yer alan P politopun elemanlart v, ..., ym
olsun. zy € A noktasi P politopunun i¢ noktasi olsun. O halde 6yle » > 0
vardir ki B(zo,7) C P yazlabilir. Her z € B(zg,r) i¢in Ay,..., A, = 0 ve
A+ -+ Ay =1 olmak iizere x = \yp + -+ - + Ay yaziir. Lemma 223 egit-
sizliginden ve f konveks fonksiyon oldugundan f(z) < Ay f(y1)+- -+ A\ f(ym) olur.
M = maks{f(y1),..., f(ym)} ise f(z) < M bulunur. Béylece B(zg,r) iizerinde f

fonksiyonu iistten M ile simrhdir. ¢ : [—r,7] — R fonksiyonu —r < ¢t < r igin
gty =f (ZL‘Q + tﬁ) seklinde tanimlansim. ¢ fonksiyonunun konveks oldugu ko-

layca goriiliir. Ayrica her z € B(zo, ) i¢in f(x) < M ve (:L‘O + tHi:ng) € B(zo, 1)
oldugundan —r <t < ri¢in g(t) < M dir.

9(0) =M _ g(0) —g(=r) _ g(llz = zoll) —9(0) _ M — g(0)

~ ~ N
r r ||z — xol| r

olur. O halde

gz = ol[) —g(0)| _ M —g(0) _ M — f(zo)
||z — x| = r r

esitsizligi saglanir ve boylece

M — f(x0)

() = f(zo)] < ||z — o] (2.15)

elde edilir. A kiimesinin x4, ..., Z, . . . noktalarimin dizisi xo noktasina yakinsiyorsa
k — oo igin f(xy) — f(xo) olup f fonksiyonu zy noktasinda siireklidir. zo € A keyfi

nokta oldugundan f fonksiyonu A kiimesi iizerinde siireklidir. .

Boylece f : R® — R konveks fonksiyon ise siirekli oldugu kolayca goriiliir. Daha
genel olarak f : A — R konveks fonksiyon ise A C R" konveks kiimesinin her izafi

i¢ noktasinda siireklidir.

2.2.2. Konveks Fonksiyonlarin Diferansiyellenebilme Ozellikleri

Konveks fonksiyon her zaman tiirevli olmayabilir. Ornegin f(z) = |z| konveks bir
fonksiyon olmasina ragmen xy = 0 noktasinda tiirevli degildir. Konveks fonksiyonlar

diferansiyellenebilir olmak zorunda degildir ancak yone gore tiirevi daima vardir.
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Tanim 2.14. X C R" agik kiime iizerinde tanimli reel degerli f fonksiyonu verilsin.

f fonksiyonu x € X noktasinda i. kismi tirevi g—i (1=1,...,n) ile gosterilir ve
af . SN x,) — f(r, )

seklinde tanimlanir. Egdeger tanim olarak e; birim vektor olmak iizere

OF (1) _ iy 10+ 260 = 1)

ox; =0 A

tanum da verilir.

e; birim vektor yerine keyfi y € R™ vektorii alinirsa f fonksiyonunun x noktasinda

y yoniindeki yonli tirevi elde edilir ve

Df(z)(y) = lim flx+dy) — f(x)

A0 A (2.16)

ile tanimlanir. Bu tanimdan hareketle f fonksiyonunun e; birim vektoér yoniinde x

noktasindaki yonlii tiirevi, f fonksiyonun ¢. kismi tiirevi oldugu sonucu elde edilir.

Tanim 2.15. X C R"” acik kiime {izerinde taniml reel degerli f fonksiyonu icin Gyle

x* € R™ vektorii vardir oyle ki

=0 (2.17)

denklemi saglaniyorsa f fonksiyonu x € X noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Burada z* vektorii, f fonksiyonunun x noktasindaki gradient vektoriidiir.

Teorem 2.37. f has konveks fonksiyon ve x € domf olsun. O halde her y € R”
icin Df(z)(y) yonli tiirevi vardir. Ayrica Df(x)(y) yonlii tiirevi pozitif homojen

konveks fonksiyondur.

Ispat: =+ \y & domf ise her A > 0 icin Df(z)(y) = +oo olur. z + Ay € domf
ve A > 0 sifira ¢cok yakin ise Lemma =33 'den w ifadesi A sifira azalarak
yaklagtikca A nin azalmayan bir fonksiyonudur. Bu nedenle daima

i £ &+ AY) — f(2)

A—0 A

limiti var oldugundan D f(z)(y) yonlii tiirevi vardir. a > 0 olsun.

Df(x)(ey) = lim o+ AO‘AZ/) — f@) _ o lim flz+ Aii) — f(x)

= aDf(x)(y)
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oldugundan D f(z)(y) yonlii tiirevi pozitif homojendir. Eger y;,y2 € R", oy, 0 > 0

ve a1 + ap = 1 i¢in f konveks fonksiyon oldugundan

f<x+/\(oz1y1 J;a2y2)> - f(z) < al(f(x—l—)\y;) —f(x)> +a2<f($+>\y)\2) - f(@)

A — 0 limit alinirsa ve (218) egitliginden

Df(x)(arys + azyz) < arDf(x) (1) + aa D f(x)(y2)

elde edilir ve boylece D f(z)(y) yonlii tiirevi konvekstir. .

Teorem 2.38. X C R" acik konveks kiime iizerinde tanmimli f konveks fonksiyon
olsun. x € X noktasinda tiim kismi tiirevlere sahip ise f fonksiyonu x noktasinda

diferansiyellenebilirdir.

Ispat: Oyle r > 0 i¢in B(z,7) € X ve her u = (uy, ..., u,) € B(0,r) icin

Y(u) = flo+u) — flz) - (g—iu1+---+ gj u)

olsun. ¢ fonksiyonu B(0,r) yuvarinda konvekstir. i = 1,...,n i¢in B(0,r) de

(2.18)

g; fonksiyonu tanimlayalim. u € B(0,7) olmak iizere

Y(uj.e;)
0i(u) = u; w70 i— 1,...,n
0 , Uy = 0
u— 0, 0;(u) — 0 dir. Her v = (uy,...,u,) ve n||u|| < r igin

P(u) = w<%(nu161) + %(nunen)> < %w(nulel) +ooe %w(nunen)

esitsizliginden ve 6 fonksiyonu tanimindan
(u) <

elde edilir. ¢(0) = 0 ve ¥(3u+ (—uw)) < w oldugundan —¢(—u) < ¥(u)
bulunur. Béylece (19) bagintisindan

wby(nu) + - + unén(nu)‘ < Hu|]<|91(nu)\ TR \Hn(nu)|> (2.19)

(16 (=) + -+ + 16 (=n)]) < () < Il (161 0) | + < + |6 ()

olup bu egitsizlikte her taraf ||u|| boliiniip, u — 0 iken limit alnirsa % — 0 olur.

+u)— 0 0 1
Pu) _ fle+u) f(ﬁ)_( Loty fun>_:
||| ]| Oz Oy ||ull
olacagimdan (g—jl, e %) gradient vektorii ile f fonksiyonu z noktasinda diferan-

siyellenebilirdir. .
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Tanim 2.16. f has konveks fonksiyon olmak iizere, her x € R" icin

f(.??) - f(l’o) = <$ — Xo, .I*)

esitsizligini gercekleyen z* vektoriine f fonksiyonunun xy € dom f noktasindaki sub-

gradienti denir.

Tanmim 2.17. f has konveks fonksiyonunun bir zy noktasindaki subgradientlerinin

kiimesine f fonksiyonunun xy noktasindaki subdiferansiyeli denir ve
Of(wo) ={a": f(z) — fzo) = (¥ —xo,2%) V2 €R"}

ile gosterilir. Eger df(zo) kiimesi bogtan farkh ise f fonksiyonuna z, noktasinda

subdiferansiyellenebilir denir.

f fonksiyonunun z, noktasindaki subdiferansiyeli df(xy) kiimesi kapal konveks bir
kiimedir. Asagidaki lemma f konveks fonksiyonuna minimum deger veren nokta ile

subdiferansiyel kavraminin iligkisini ortaya koyar.

Lemma 2.39. xy € R” noktasinin bir has konveks fonksiyonuna minimum deger

verebilmesi i¢in gerek ve yeter kogul 0 € 9f(xo) olmasidir.

Ispat: z, € R", f has konveks fonksiyon olsun. Her z € R" i¢in f(z) > f(xo)
olsun. O halde f(z) — f(zo) = 0 = (z — x9,0) olacagindan 0 € Jf(xy) dir. Tersine
0 € f(xo) olsun. Tamim 2172 geregi her x € R™ i¢in f(z) — f(z0) = (x — 20,0) =0

oldugundan f fonksiyonuna minimum deger veren nokta x, dir. .

Ornek 2.4. f: R — R, f(x) = |z| fonksiyonu 2, = 0 noktasinda diferansiyellene-

mez ama bu noktada subdiferansiyellenebilirdir. Agikca subdiferansiyel kiimesi

of(0) = [-1,1]
olarak bulunur.

Teorem 2.40. |[T4] A C R" konveks kiime iizerinde tanimli f konveks fonksiyon
ve x € int(A) olsun. O halde f fonksiyonunun x noktasinda diferansiyellenebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f fonksiyonunun x noktasinda tek bir subgradient

vektoriine sahip olmasidir.
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Tanim 2.18. A C R de bir kiime ve f : A — RU{+o0} bir fonksiyon olmak iizere

lim x, = xo gercekleyen her (z,,) dizisi i¢in
n—oo

f(zo) < lim inff(z,)
n—oo
esitsizligi saglamyorsa f fonksiyonuna xy € A noktasinda alttan yar: sirekli denir.
Teorem 2.41. f, R"” de herhangi bir fonksiyon olmak iizere agagidakiler denktir:

i) f, R" de alttan yar siirekli fonksiyondur.
it) Her o € Riigin L, (f) = {z € R": f(z) < a} seviye kiimesi kapalidir.
ii1) epif = {(x,a) € R"™ : f(z) < a} grafikiistii kiimesi kapaldir.

Ispat: i) = i) f fonksiyonu, keyfi zyp € R” noktasinda alttan yari siirekli ol-
sun. Lo (f) seviye kiimesinin kapali oldugunu géstermek icin o € Lo (f) olsun. O
halde 6yle bir (x,)nen € Lo(f) dizisi vardir 6yle ki x,, — xo dir. Her n € N igin
(xn) € Lo(f) oldugundan f(x,) < a dir. f fonksiyonu zg noktasinda alttan yar:
stirekli oldugundan f(zg) < nh_g)lo inff(x,) < « olur, yani xy € L,(f) olacagindan
Lo (f) seviye kiimesi kapahdir.

i1) = iii) Her a € R igin L, (f) seviye kiimesinin kapali olsun. (zg, ) € epif olsun.
O halde dyle (2, ap)nen C epif vardir dyle ki her n € N igin (2, ) — (0, )
dir. Her n € N i¢in f(z,) < a, dir. Seviye kiimesi tammindan z,, € L,, (f) ve
Lo, (f) kapah oldugundan xg € L, (f) tir. Yani f(x¢) < «, dir. n — oo igin limit
alimrsa f(xg) < ap olup bu ise (zg,ap) € epif oldugunu gosterir. Boylece epif
kiimesi kapaldir.

iii) = i) epif, R"*! de kapal ve 79 € Lo (f) olsun. O halde dyle (2,,)nen € Lao(f)
vardir Gyle ki her n € N i¢in z,, — x¢ ve f(z,) < o dir. (x,,a) € epif olup
epif kiimesi kapali oldugundan (xg,«) € epif olur. Yani f(xy) < « olacagindan
xo € Lo(f) dir. Boylece L, (f) seviye kiimesi kapalidir.

i1) = 1) Lo(f) seviye kiimesi kapali ve her n € N i¢in z,, — o ve f(z,) — u
olsun. Her a > p igin belli bir indisten sonra f(x,) < a ve L,(f) seviye kiimesi
kapali oldugundan tiim limit noktasmi icerir, yani xg € L,(f) dir. Boylece her
a—p=c¢>0igin f(rg) < ayani her e > 0 igin f(x¢) < &+ p olup her € > 0 igin
saglanacagindan f(z¢) < polur. f(x,) — p oldugundan f(xg) < li_>m inff(z,) olup
f fonksiyonu keyfi o € R™ noktasinda alttan yar: siireklidir. o .

Tanim 2.19. f has fonksiyonu alttan yar: siirekli ya da epigraf kiimesi kapali veya

denk olarak seviye kiimesi kapali ise f fonksiyonuna kapalr fonksiyon denir.



32

Tanim 2.20. A, n x n simetrik matrisine her x € R" icin 27 Az > 0 kosulunu
saglyorsa pozitif tanimls matris denir. Eger z € R icin 27 Az > 0 kosulunu sagh-
yorsa pozitif yary tansmly matris denir. Benzer gekilde

1) = (<L @)

5[Ej($l’z‘

Hessian matrisinin asal minor degerleri negatif degil ise H matrisine pozitif yar:

tanimli, asal minor degerlerinin hepsi porzitif ise H matrisine pozitif tanimli denir.

Teorem 2.42. [5] A C R™ konveks kiime, f: A — R fonksiyonu ikinci mertebeden

siirekli kismu tiirevlere sahip olsun ve ), n x n reel simetrik matrisi verilsin.

i) Her x € A i¢in H(x) Hessian matrisi pozitif yar1 tamml ise f, A kiimesi
tizerinde konveks fonksiyondur. Benzer gekilde her x € A igin H(x) Hessian

matrisi pozitif tanuml ise f, A kiimesi iizerinde kesin konvekstir.

it) A = R"™ ve f konveks ise, her x € A igin H(x) Hessian matrisi pozitif yar

tanimlidir.

iii) f(x) = (x,Qz) kuadratik fonksiyon ve () simetrik matris olmak iizere f
fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul () simetrik matrisinin
pozitif yarit tanimli olmasidir. Benzer sekilde f fonksiyonunun kesin konveks

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul () simetrik matrisinin pozitif tanimli olmasidir.

2.2.3. Eglenik Fonksiyonlar

Konveks fonksiyonlarda ayrilabilme teoremlerinin uygulanmasinin dogal bir sonucu
olarak eslenik fonksiyonlar ortaya cikmaktadir. Ornek 223 'de A konveks kiimesinin
x* € R™ noktasindaki destek fonksiyonu Wy (z*) = sup{(z,z*) : x € A} verilmigti.
f kapali konveks fonksiyonunun grafikiistii kﬁmesininxdestek fonksiyonunu hesapla-
yalim. epif € R"*! oldugu icin

Wepif(x*,oz*) = sup{{(z,a), (x*,a")) : (z,a) € epif}

(z,q)

= sup{(a},x*> + aa’™ : (CL‘,O&) € epif}

(z,0)
bulunur. Eger a* > 0 ise verilen z ve a noktas: istenildigi kadar biiyiik olabile-
ceginden Wep;s (m*, a*) = +00 olur. Eger a* < 0 ise f kapal fonksiyon oldugu i¢in
Wepig(x*, o) fonksiyonunu hesaplamak yerine W, s(z*, —1) fonksiyonunu hesapla-

mak yeterlidir.
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Eger a* = —1 ise

Wepir(z*,—1) = sup{(z,z") —a: f(z)<a}

(z,0)

= sup{(z,z") — f(2)}
bulunur.
Tamim 2.21. f: R" — R bir fonksiyon olmak iizere f*(z*) = sup{(x,z*) — f(z)}

seklinde tanimlanan f* : R” — R fonksiyonuna f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu

(=konveks eslenik fonksiyonu) denir.
Lemma 2.43. f*: R" — R eglenik fonksiyonu daima kapali ve konvekstir.
ispat: x7,25 € R", A, A2 20, Ay + A2 =1 i¢in
Tl + Aaws) = Sgp{@» Ay + Ao) — f(x)}
= sup{Aifeal) + Aol a3) — f(0)}
< Asup{{z,21) — fz)} + A sup{{z, 23) — f(2)}

T

Af* (@) + Ao f" (23)

olacagindan f* eslenik fonksiyonu konvekstir. f* eglenik fonksiyonunun kapali oldu-
gunu gostermek igin L, (f*) = {z* € R": f*(z*) < a} seviye kiimesinin kapahligin
gosterelim. o € R, xf € Lo(f*) olsun. Bu durumda &yle bir (z7)n,en € Lo(f*)
dizisi vardir 6yle ki (z}) — z§ dir ve her n € N i¢in f*(z}) < o dir. Tanim 22T

n

geregi sup{(z,z}) — f(x)} < aolur. Her z € R" i¢in (x,z}) — f(z) < a dir ve limit

<
alimrsa her & i¢in f*(zj) < a olur. Boylece xf € Lo(f*) olur. Dolaysiyla L, (f*)

seviye kiimesi kapali oldugu icin f* eglenik fonksiyonu kapalidir. .

Ornegin, f(z) = 1 2%, x € R konveks fonksiyonunu goz éniine alahm. Tanim 2221

kullanilarak
* * * 1 2 1 *\2 1 *\2
f(x):sup{x-m—§x}:sup{§(a7)—§(x—x)}

z* € Rigin f*(z*) = 1 (z*)? bulunur.

Tanim P21 kullanarak elde edilen
flx) + f(2%) = (z,27) (2.20)

esitsizligine eger f konveks ve has fonksiyon ise Fenchel Esitsizligi denir. Eglenik

fonksiyonlarin temel 6zellikleri agagidaki lemma ile verilmektedir.
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Lemma 2.44. 13| i) Her x € R" i¢in fi(x) < fo(z) ise fy(z*) < ff(2*) dur.

it) a € Rigin g(z) = f(x) + aise g*(z*) = f*(z*) — o dir.

i) t > 0igin g(x) = t.f(z) ise g*(z*) = t.f* (%) dur.

) t#0icin g(z) = f(tz) ise g*(z*) = f*(£) du.

Ornek 2.5. f(z) = ¢® konveks fonksiyonu icin z* = 0 ise f*(z*) = 0 dir.
x* < 0 ise x degeri ¢ok kiiciik negatif say1 secilirse f*(z*) = +o0o0 bulunur. z* > 0
iken, (x,x*) — e* fonksiyonu = = log z* noktasinda maksimum degerini alir, boylece

fH(z*) = x*loga* — z* dir. Agikca

r*loga* —az* |, 2" >0
elde edilir.

C' C R” kiimesinin §(z|C') indikator fonksiyonunun eglenigi
[ (z") = sup{(z,2") — 0(x|C)} = sup{(z,z*) : x € C} = We(z")

dir. Yani C kiimesinin indikatoér fonksiyonunun eglenigi, C' kiimesinin destek fonksi-
yonudur. Lemma 243 nedeniyle destek fonksiyonunun daima kapali oldugu sonucu

elde edilir.

Farkli bir eglenik fonksiyon 6rnegi olarak L alt uzayinin indikator fonksiyonu

ro=se={ 0 e

olmak iizere f fonksiyonunun eglenigi
fH(a") = sup{(z,2") — f(2)} = sup{(z,2") : x € L}

dir. Her z € L i¢in (z,2*) = 0 ise f*(z*) = 0 ve her x € L i¢in (z,z*) # 0 ise

f*(z*) = 400 dir. L alt uzaymin ortogonal tiimleyeni
Lr={o:a2la* Voel}={2": (2,2°)=0,VaoclL}

olarak tanimlandig: icin

e [0 L arelLt
re={ % LSh
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bulunur. Ayrica L alt uzaymin ortogonal tiimleyeninin indikatoér fonksiyonu
0 A
| rly )
oldugundan f*(2*) = 6(x*|L*) olur. Béylece f fonksiyonunun yani L alt uzaymin
indikator fonksiyonunun eglenik fonksiyonu, L alt uzaymin ortogonal tiimleyeninin

indikator fonksiyonudur.

Tanim 2.22. g : R — R konkav fonksiyonunun g, : R® — R eslenik konkav
fonksiyonu
g(z") = nf{(z,27) — g(z)} (2.21)
olarak tanimlanir. Konkav eglenik fonksiyonu ile konveks eglenik fonksiyonu arasin-
daki iligki
g«(2") = =(=g)"(=27) (2.22)

seklinde verilir.

Teorem 2.45. f : R™ — R kapali ve konveks fonksiyon olmak tizere xy € dom f icin
(xo, ") = f(xo) + f*(2") <= 2" € If(x0) (2.23)
bagintis1 gergeklenir.

Ispat: f kapali, konveks fonksiyon ve (xq,2*) = f(zo) + f*(z*) esitligi saglan-
sm. Her x € R" i¢in (xo,2*) — f(zo) = f*(z*) = sup{(z,2*) — f(x)} yani,
(xg,2*) — f(x0) = (x,2*) — f(x) olur. Bu egitlik ise x* e Of(zo) oldugunu gos-
terir. Tersine z* € Jf(xg) olsun. Subdiferansiyel tanimindan her x € R™ igin
(xo,2*) — f(xo) = (z,2*) — f(x) saglanacagindan (xo,2*) — f(xo) = f*(z*) olur.
Agikga (xg, %) = f(zo) + f*(z*) bagmtist elde edilir. Ayrica (220) Fenchel esitsiz-
ligi de kullanilarak (xg,z*) = f(x) + f*(2*) elde edilir. .

f* eslenik fonksiyonunun da eslenik fonksiyonundan bahsetmek miimkiindiir. Ikincil
eslenik fonksiyon denilen ve f** ile gosterilen bu fonksiyon da daima konvekstir ve

agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.23. f** : R” — R olmak iizere f**(x) = sup{(z*,z) — f*(z*)} fonksiyo-

nuna f fonksiyonunun ikincil eslenik fonksiyonu denir.
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Tanim 721 'den her z € R" igin f(x) > (z,2*) — f*(z*) oldugundan z*’lar {izerinden
supremum alinirsa

fx) = [ (x) (2.24)

esitsizligi bulunur.

Teorem 2.46. f : R* — R, f* : R®* — R fonksiyonlar1 ve her x € R" i¢in
Of (o) # 0 ise f(xg) = f**(x0) esitligi gerceklenir.

Ispat: Kabul edelim ki df(xo) # @ olsun. O halde dyle z* € df () vardir ki her
z € R" igin (xg,2*) — f(xo) = (z,2*) — f(z) olup bu egitsizlikte z’ler iizerinden
supremum alimirsa

(o, 2%) — flwo) = f*(2¥) (2.25)

olur. Ayrica f**(z) ikincil eglenik fonksiyonu tanimindan f**(z) > (z*, z) — f*(2*)

esitsizligi her x € R” icin saglanacagindan
[ (o) = (27, o) — [7(27) (2.26)

olup (E223) esitsizliginden f**(zo) > f(xo) bulunur ve (2224) esitsizligi daima gegerli
oldugundan f(x¢) = f**(x¢) elde edilir. .

f : R" — R fonksiyonunun eglenik fonksiyonu daima kapali ve konveks fonksiyon
oldugu Lemma 243 ’de verilmigti. Her x € R” i¢in f**(x) = f(z) olabilmesi
icin f fonksiyonunun kapali ve konveks olmasi gerekmektedir. Her z € R" icin
f*(z) = f(x) bagimtisinin saglandigimi gostermek icin bazi énemli tanmimlamalar

agagida verilmektedir.

Tanim 2.24. Herhangi bir f fonksiyonunun grafikiistii kiimesinin konveks zarfi
bagka bir fonksiyonun grafikiistii kiimesini verecektir. Iste bu fonksiyona f fonk-

siyonunun konveks zarf fonksiyonu denir ve cof ile gosterilir. Acikca;

cof(x) = sup{g(z) : V& € R icin g(z) < f(x)}

dir. Burada ki g(x) fonksiyonu R"™ iizerinde tanimli has, konveks fonksiyondur.
Benzer sekilde f fonksiyonunun kapali konveks zarf fonksiyonu cof(z) ile gosterilir

ve h(z) fonksiyonu R” iizerinde tanimli kapal, konveks fonksiyon ise

cof(z) = sgp{h(:c) Vo eR"igin h(x) < f(x)}
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seklinde tanimlanir. Egdeger bir tanim ise b € R olmak iizere

cof(x) =sup{(z,2*) —b:Va € R"i¢in (x,z") — b < f(z)}

T

olarak verilir.

Tanim 2.25. f has fonksiyonu ve x € R" icin

clf(z) = liminf f(y)

Yy—x

bi¢iminde tanimh ¢l f(z) fonksiyonuna f fonksiyonunun kapanis fonksiyonu denir.
Esdeger olarak epi(clf) = epif kosulunu saglayan cl f fonksiyonuna f fonksiyonunun

kapanig fonksiyonu denir.
Teorem 2.47. f herhangi bir fonksiyon ise her x € R" i¢in f**(z) =¢of(z) dir.
Ispat: Kapal zarf fonksiyonu ve eslenik fonksiyonu tammlarmdan
cof(z) = su*p{<a:,x*) —b:VxeR"igin —b< f(x) — (x,2")}
— sup{(e,aT) ~bi —b<—f"(a")}
< spf(e )~ F@)) = £(0)

esitsizligi bulunur. Tersine her = € R”™ igin f**(z) < f(z) esitsizligi gegerliydi.
cof(x) kapal konveks zarf fonksiyonu tanimindan ve f**(x) fonksiyonunun kapal
ve konveks oldugu gergegi goz oniine alinirsa her x € R” igin f**(x) < @of(x) olur.

Boylece herhangi bir fonksiyon i¢in f**(z) = cof(z) elde edilir. .
Sonug 2.2. i) f herhangi bir fonksiyon ise f** =cof dir.
i1) f konveks fonksiyon ise f** = clf dir.
iii) f kapal ve konveks ise f** = f dir.
Teorem 2.48. f, g herhangi iki fonksiyon olmak iizere her x, xz* € R" i¢in
wf (@) < g(x) < f() = f*(2") = g (2")
gerceklenir.

Ispat: @of(z) < g(z) < f(z) olsun. Teorem EZ7 nedeniyle f*(z) < g(z) < f(z)
olur ve bu egitsizlikte Lemma P44 dikkate almnip eglenik alinirsa
() < g*(z*) < (f*)™*(2*) elde edilir. f*(z*) kapali ve konveks fonksiyon oldugun-
dan f*(z") < g*(«") < f*(27) yani f*(27) = g*(«") dir, .
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Teorem 2.49. f fonksiyonu pozitif homojen kapali konveks fonksiyon ise
f* eslenik fonksiyonunun tanim kiimesinin indikator fonksiyonu icin f*(2*) = 6gomp+(2*)
esitligi gerceklenir.

Ispat: f pozitif homojen kapali konveks fonksiyon i¢in daima f(0) = 0 oldugundan
ve Fenchel esitsizliginden f*(x*) = sup{(x,2*) — f(x)} > 0 dir. Oyle bir z; € R”
noktasi i¢in (xy,z*) — f(x1) > 0 ger(;gklensin. O halde

fr(@®) = sup{{Awy, 27) = f(Az1)} = sup M(w1, 27) = f(21)} = 400

A>0 A>0

elde edilir. Boylece

*( K\ *\ 0 7x*€d0mf*
f (x)_édomf*(m ) _{ +o00 7:p* QdOmf*

olup ispat tamamlanir. .

Teorem 2.50. f pozitif homojen kapal konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

f(z) = su*p{(x,x*> : a* € domf*}

gerceklenir.

Ispat: f kapah konveks fonksiyon oldugundan f*(z) = f(z) dir. Teorem ZA9'den

F@) = (@) = swp{(@.a") = /(")) = sup{(w.a”) : @ € dom )

olur, boylece istenen elde edilir. .

Tanim 2.26. f,g: R” — R has fonksiyon olsun. f Vg :R" — R olmak iizere

(f Vg)(x) = inf{ f(z —y) +9(y)}
bi¢iminde tanimlanan fonksiyona f ile g fonksiyonlarimin infimal konvoliisyonu denir.

Uyar1 2.2. f ve g has fonksiyon olmasina ragmen f Vg infimal konvoliisyon has
fonksiyon olmayabilir. Ornegin; f(z —vy) =z —y ve g(y) = —y ise (f Vg)(x) = —o0

olacagindan f Vg infimal konvoliisyon has fonksiyon degildir.

f ve g konveks fonksiyonlar ise A;, Ao > 0, A\ + Ao = 1 olmak {izere x1, x5 € R" icin

(f Vg)(Mzy + Aoxg) = ifylf {f()\ll"l + Aoxp — y) + g(y)}

< it {0 (1 — ) +90) + (2 — ) +9(v) }

Y

= M(fVg)(@)+(fVg)(z)
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oldugundan f Vg konvekstir. Boylece f Vg infimal konvoliisyon konveksligi korur.
Fakat kapalilik 6zelligini korumasi gerekmez. Ornegin C' ve D kapal kiimeler icin
f(z) = 6(x|C) ve g(x) = d(z|D) kapal fonksiyonlardir. Ama (fVg)(x) = §(z|C+D)
olup kapal kiimelerin toplaminin kapali olmasi gerekmediginden (f Vg)(z) infimal

konvoliisyonu kapali olmayabilir.

Teorem 2.51. f,g : R — R konveks has fonksiyonlar ise f* + ¢* = (f V ¢)*

gerceklenir.

Ispat: f ve g konveks has fonksiyonu ise

(fVor = sw{{z.a”) —inf{f(z —y) +g()}}

= sup {(z,2") +sup{—f(z —y) — 9(v)}}
x Yy
= 19 ve x — y = x1 secilip diizenleme yapilirsa

(fVg)= sup {(901 + w9, %) — f(21) — 9(902)} = f(2") + g"(z")

r=x1+2x2

bulunur. "

Teorem 2.52. i) f ve g kapali konveks has fonksiyonlar ise (f + g)* = cl(f* Vg*)
esitligi gerceklenir.

i) (f+g9)" < f*Vyg* dr.

ispat: i) f ve g kapah konveks fonksiyon oldugundan Teorem EZ51l nedeniyle
(f* V g5)* = f + g elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin eglenigi almirsa ve
Sonu¢ Z%den (f + g)* = (f* V ¢*)™* = cl(f* V ¢g*) ger¢eklenir.

i1) f* Vg* konveks oldugundan (f+g)* = (f* V ¢*)*™* dir. Daima f** < f egitsizligi
gecerli oldugundan (f + g)* < f* V g* dir. .

Tanim 2.27. ) # A C R", f : A — R herhangi bir fonksiyon ve a € A olsun.
de>0, Ve B(a,e) N Aigin f(a) < f(z) ise a noktasina f fonksiyonunun yerel
minimum noktast denir. Benzer sekilde V x € B(a,e) N A i¢in f(x) < f(a) ise

a noktasina f fonksiyonunun yerel maksimum noktas: denir.

Tanim 2.28. a € A, her z € A igin f(a) < f(x) gercekleniyorsa a € A noktasina
minimum nokta denir. Her x € A i¢in f(x) < f(a) ise a € A noktasina maksimum

nokta denir.
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Konvekslik kavrami altinda yerel minimum nokta ile minimum nokta arasinda fark

olmadigr agagidaki lemma ile gosterilmektedir.

Lemma 2.53. A konveks kiime iizerinde tanimh f konveks fonksiyon i¢in agagida-

kiler gerceklenir.

i) f, xo noktasimnda yerel minimuma erigirse, f fonksiyonu xy noktasinda mini-

muma ulagir.
it) f fonksiyonunun minimuma erigtidigi noktalar kiimesi ya () ya da konvekstir.

i7i) Eger f kesin konveks fonksiyonu bir z, noktasmmda minimuma ulasirsa, x.

noktas: tektir.

iv) Eger f sabit fonksiyon degil ve bir maksimum degerine x € A noktasinda

ulasirsa = noktasi A kiimesinin sinirda olmalidir.

Ispat: i) Kabul edelim ki f fonksiyonu, xo noktasinda yerel minimuma ulagsin.
Oyle 3e >0, V 2z € B(zg,e) N Aicin f(zg) < f(2) dir. Keyfi y € A noktasi icin

0<t< z =z + t(y — xo) seklinde segilirse z € B(xzg,¢) N A olur ve

ve
[y — ol

f(z) = f(wo)

0< ;

< f(y) = fl2o) (2.27)

oldugundan f fonksiyonu xy noktasinda minimuma ulasur.

i1) f fonksiyonu minimuma tek bir noktada ulagirsa tek nokta kiimesi konveks
oldugundan istenen gerceklenir. Kabul edelim ki f minimuma iki farkli z;, zs nok-
talarinda ulagsin. Yani, u = f(z1) = f(x2) = min{f(z) : + € A} olsun. a > 0
olmak iizere u < f(axy + (1 —a)xe) < af(z1) + (1 — @) f(z2) = p olur. Dolayisiyla
[x1, x9] arahigimin her bir noktasmda f fonksiyonu minimuma ulagilir.

i7i) f kesin konveks fonksiyonu x; ve xs noktalarinda minimuma ulagsin. Yani
pw = f(xr1) = f(z2) = min{f(z) : € A} olsun ve o, > 0, a + = 1 i¢in
< flaxy + Brg) < af(xy) + Bf(xe) = p geligkisi elde edileceginden f fonksiyonu
kesin konveks ise tek bir noktada minimuma ulagir.

iv) f fonksiyonu z noktasinda maksimuma ulagsin. Eger x sinir noktasi degil
ise i¢ nokta olacagindan ve f sabit fonksiyon olmadigindan 6yle y € A vardir ki
f(y) < f(x) dir. A konveks kiime oldugundan [z,y] € A dir. z i¢ nokta oldugun-
dan z € [z,y] olacak sekilde [z,y] dogru pargasi vardir. o + 5 = 1, o, 8 > 0 i¢in
x = az+ fy dir ve f(z) = flaz + By) < af(z) +Bf(y) < af(z) + 6f(z) = f(z)

celigkisinden dolay1 x i¢ nokta degildir. O halde x, f fonksiyonunun siir noktasidir.m
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2.3. BAZI OPTIMIZASYON PROBLEMLERI

Bu kisimda diferansiyellenebilir kisitsiz problemler, lineer programlama problemleri,
kuadratik programlama problemleri ve konveks programlama problemleri en genel
anlamda tamitilmig ve bu problemlerin yapilar: incelenmigtir. Kisitlar bir egitsizlik
sistemi ile verilen optimizasyon problemi X C R", f: X — Rveg: X — R"

fonksiyon olmak {izere

min f(z)
g(xz) <0 (2.28)
reX

seklinde verilir. Bu problemde f(z) fonksiyonuna amag¢ fonksiyonu, X kiimesine
kisit kiimesi ve Xo = {z : x € X | g(x) < 0} kiimesine ise uygun ¢ozimler kimesi
denir. (E228) probleminde X kisit kiimesi iizerinde tanimh reel degerli f fonksiyonu
verildiginde her z € Xy i¢in f(z.) < f(x) kogulunu gergekleyen z, € X, noktasinin
varligi aragtirithp, bu x, noktasininin bulunmasi amaclanir. Diger yandan (E228)

problemi ile

9(z) <0 (2.29)
reX

problemi ayni oldugundan genelligi bozmaksizin minimum problemler i¢in ¢6ziimler

arastirilmaktadir.

2.3.1. Diferansiyellenebilir Kisitsiz Problemler

I C R acik aralik, f fonksiyonu bu aralik iizerinde diferansiyellenebilir ve xq € [
yerel minimum noktasi olsun. O halde 6yle § > 0 vardir ki her z € B(xg,d) igin
fxo) < f(x) dir. Ayrica g < x < x¢ + 0 i¢in J@)=I@0) > 0 ve zg — § < & < g icin

r—x0
L’?O) < 0 dir. f fonksiyonu zy noktasinda diferansiyellenebilir oldugundan

[i(zo) = zlffg W >0
P () = lim LD ZI@)

Ty T — Zo
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olup f'(xzo) = 0 dir. Boylece xy noktasi yerel minimum noktasi ise f’(z¢) = 0 elde

edilir.

Kabul edelim ki f fonksiyonu (zq — §, 29 + ¢) araliginda ikinci mertebeden siirekli
kismi tiirevlere sahip olsun. Taylor teoreminden her z € ((zo — 8, o + 0)\{z0}) i¢in

oyle bir & € (9, z) noktas: vardir dyle ki
F(x) = (o) + /(@) (& — w0) + 3 " (2)(x — o)

dir. zo yerel minimum nokta ise f'(zg) = 0 oldugundan f”(z) = 2% >0
olur. Eger x — xy alimirsa o halde & — xy ve f"(Z) — f"(z) elde edilir. Boylece

f"(x0) = 0 dir. Dolayisiyla agagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 2.54. [ C R" agik aralik, [ iizerinde tanimlh reel degerli fonksiyon f ve
xop € I yerel minimum noktasi olsun. Eger f fonksiyonu zy noktasinda diferansiyel-
lenebilir ise f'(z9) = 0 dir. Eger f, ikinci merteben siirekli kismi tiirevlere sahip ise

f"(xo) = 0 dir.

c € X i¢in f’(¢) = 0 ise ¢ noktasina f fonksiyonunun kritik noktasy denir. X C R"
uzayinda acgik kiime olsun, buna gore agagida Teorem 'iin n boyuta genellegti-

rilmig hali verilmektedir.

Teorem 2.55. [5] X C R™ acik kiime, f : X — R fonksiyonunun yerel minimum

noktasi zy olsun. Eger f fonksiyonu zy noktasinda birinci mertebeden kismi tiirevlere

sahip ise V f(zg) = (g—gl, e %)(mo) = 0 dir. Eger f, B(zo,9) agik yuvarinda ikinci
mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise 7,7 =1, -+ ,n icin

) = (57 3 0)

Hessian matrisi pozitif yar1 tanimhidir.

Sonug 2.3. C acgik konveks kiimesi iizerinde f konveks fonksiyonu diferansiyel-
lenebilir olsun. O halde f fonksiyonu x, noktasinda minimuma ulagmas ic¢in gerek

ve yeter kogul V f(x,) = 0 olmasidir.

Ispat: f fonksiyonu z, noktasinda minimuma ulagsin. f fonksiyonu ve C konveks

olmasa bile Teorem P53 nedeniyle V f(x,) = 0 dir. Tersine C' agik konveks kiime
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tizerinde f diferansiyellenebilir konveks fonksiyon ve V f(z,) = 0 olsun. Lemma

nedeniyle
{0} ={Vf(z.)} = 0f(x.)

dir. Dolayisiyla x, noktasinda f minimuma ulasir. .

2.3.2. Lineer Programlama Problemi

Kisith optimizasyon problemlerinde, amag¢ fonksiyonunun belirli esitlik ve egitsizlik
kisitlar: altinda minimum ya da maksimum degeri aranir. Amag ve kisit fonksiyon-
larinin hepsi lineer ise kisith optimizasyon problemi lineer programlama problemi
olarak tanimlanir. Amag fonksiyonu optimum degerine kisitlar tarafindan olustu-
rulmus uygun bolgede ulagir. A, m X n reel matris olmak iizere x, ¢ € R" ve b € R™
icin

min ¢’z

Ax =0 (2.30)
z =20
problemi bir lineer programlama problemidir. Lineer programlama probleminin uy-

gun ¢oziimler kiimesi Xo = {z : Az = b, = > 0} konveks bir kiimedir. Uygun

¢oziimler kiimesi i¢in agagidaki gézlemleri yapmak zor degildir:

i) Iki boyutlu uzayda bir lineer programlama probleminin uygun ¢éziimler kiimesi

sonlu sayida dogrularla sinirlanan konveks bir diizlemsel bélge olusturur.

ii) Uc boyutlu uzayda uygun c¢oziimler kiimesi sonlu sayida diizlemle sinirlanan

konveks bolgedir.
iii) n > 3, n-boyutlu uzayda ise uygun ¢oziimler kiimesi hiperdiizlemlerle simnir-
lanan polihedral konveks bir kiimedir.
2.3.3. Kuadratik Programlama Problemi

@, n x n pozitif yar1 taniml bir matris ve A, m X n reel matris olmak iizere b € R™,
c € R" ve f(z) = Xz, Qx) + (¢, z) i¢in
1
min §<I, Ql’) + <C, (L’>
Ax < b (2.31)

x>0
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seklinde verilen problem Kuadratik Programlama Problemi olarak adlandirilir.

Teorem 242 nedeniyle () pozitif taniml bir matris ise f fonksiyonu kesin konveks ve
uygun ¢oziimler kiimesi Xy = {x : Az < b, x > 0} konveks bir kiime oldugundan
f(z) fonksiyonu minimuma tek bir z, noktasinda ulagir. Eger () matrisi sifir matrisi

ise kuadratik programlama problemi, lineer programlama problemine déniisiir.

2.3.4. Konveks Programlama Problemi

Genel olarak kisitlar1 bir egitsizlik sistemi ile verilmig konveks programlama problemi
agagidaki gibidir:
X C R” konveks kiime, f : R® — R ve g : R" — R" konveks fonksiyonlar olmak

uzere

min f(z)
g(x) <0 (2.32)
reX

Konveks programlama probleminde, reel degerli konveks bir fonksiyon konveks X
kiimesi iizerinde minimum yapilmak istenmektedir. Lineer programlama proble-
minde amag fonksiyonu lineer dolayisiyla konveks fonksiyon olacagindan lineer prog-
ramlama problemi aslinda konveks programlama probleminin 6zel bir halidir. Ayrica
kuadratik programlama probleminde amag fonksiyonu f(z) = i(z,Qz) + (c, z)
konveks oldugundan kuadratik programlama problemi de konveks programlama prob-

lemidir.

h : R* — R¥ afin fonksiyon olmak iizere h(x) = 0 kisit1 h(z) < 0 ve —h(z) < 0
seklinde iki egitsizlik olarak yazlabildiginden (2232) problemine h(z) = 0 kisit1 da

eklenebilir. Bu durumda
min f(z)
g(x) <0, h(z)=0 (2.33)
rze X

problemi kisitlari esitsizlik ve egitlik sistemi olarak verilmig konveks programlama

problemidir.
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3. BULGULAR

Bu tez caligmasinin temelini olugturan konveks programlama ve dualite kavram-
larinin iyi anlagilmasi icin konveks programlama problemlerinin dual problemleri
kurularak, dual problemin nasil bir yapiya sahip oldugu, dual ve konveks program-
lama probleminin hangi kogullar altinda birbirlerine bagh olduklarini1 veren dualite
iligkisinin ve bu problemlerin ¢oziimleri arasindaki bagintinin ne oldugu ile ilgili

sorulara yanitlar incelenmektedir.

Konveks programlama problemleri icin 6ncellikle dual problem olugturulup, konveks
programlama problemleri i¢in ¢6ziimlerin varligi ve nasil bulunabilecegine dair temel

bilgiler agagida verilmektedir.

3.1. DUAL PROBLEM

f:R" = Rveg;: R" — R" fonksiyon olmak iizere X C R" kiimesi i¢in

min f(z)
gi(x) <0, j=1,...,r (3.1)
rze X

problemine primal problem denir. Xy = {z : g;(z) < 0, 2 € X} uygun ¢oziimler

kiimesi olmak iizere f* ile gosterilen optimal deger

£ = inf f(o) (3.2)

z€Xo

seklinde tanimlanir.

Kabul 3.1. Primal problemin en az bir uygun ¢o6ziimii vardir ve optimal deger

sinirhdir, yani —oo < f* < 400 dir.

f ve g; fonksiyonlar: konveks, diferansiyellenebilir ve X = R" olsun. O halde eger z*
minimum nokta ise dyle bir p* = (uf, ..., k) vektorii vardir 6yle ki her j =1,...,r
igin p5 > 0, wigi(z*) = 0 ve V L(z*, u*) = 0 dir ya da benzer gekilde

fr=f@") = min L(z,p) (3.3)

Rn
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dir. Burada Lagrange fonksiyonu L : R"*" — R

Lz, p) = f(2) + > pig;(x) = f(2) + p"g(x) (3.4)
j=1
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.1. p* = (y3, ..., puy) vektoriine eger her j = 1,--- 7 igin pj > 0 ve
f*=inf L(z,p") (3.5)

ise Lagrange ¢arpan vektori (Lagrange ¢arpani) denir.

Lagrange carpanin1 geometrik olarak yorumlamak i¢in normal vektori
(i, o) # (0,0) olan R"*! uzayinda hiperdiizlem denklemini ele alahm. u € R”,
1o € R ve ¢ sabiti ile

H={(z,w): 2R, weR, pow+pu'z=c}

hiperdiizlemi verilsin. (u, f19) normali ile po # 0 ise hiperdiizlem dikey olmayan
hiperdiizlem olarak adlandirilir ve bu hiperdiizlemler normal vektorii p ile boliinerek
normallestirilebilecegi icin p19 = 1 alinabilir. Ayrica kisit ve amac fonksiyon ciftinden
olugan S C R",

S = {(g(x),f(x)) x € X} (3.6)
kiimesi tanimlansin. Bu durumda agagidaki lemma geometrik olarak lagrange ¢arpani

hakkinda bilgi vermektedir.

Lemma 3.1. i) (g(z), f(z)) vektor ¢iftinden gegen ve normali (u, 1) olan hiperdiizlem
{(0,w) : w € R} dikey eksenini L(z, ) noktasida keser.

i1) Pozitif yar-uzayinda S kiimesini igeren ve normali (x, 1) olan tiim hiperdiiz-

lemler arasindan dikey ekseni kesen noktalarin en biiyigi in)f( L(x,p) dir.
Tre

i11) p* lagrange carpam olmasi i¢in gerek ve yeter kogul p* > 0 ve kapal yan-
uzaylar1 S kiimesini igeren normali (u*, 1) olan hiperdiizlemler arasindan dikey

eksenin kesim noktasiin en biiyiik degeri f* olmasidir.

Ispat: i) 1 € R” ve ¢ € R olmak iizere normali (y, 1) olan hiperdiizlem denklemi
H = {(z,w) : w+ u’2 = ¢} dir. Bu hiperdiizlem (g(x), f(x)) vektor ciftinden
gectigi icin f(x) + uTg(x) = c olur. Lagrange fonksiyonu tammmindan L(x,pu) = c
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olup hiperdiizlem {(0,w) : w € R} dikey eksenini L(z, ;) noktasimda keser.

i7) Normali (u, 1) olan ve pozitif yari-uzayinda S kiimesini igeren hiperdiizlem
fl@)+plgle) > c=w+u'z (3.7)
esitsizligini saglar. Alttan sinirh oldugundan infimum alinirsa

i >
;g)f{L(x,u) >c (3.8)

olur. Boylece dikey eksenin kesim noktalarmin en biiyiigii in)f( L(z, p) dir.
BAS

iii) p* lagrange carpan tanimindan ve i) sikkindan istenen elde edilir. .

Bu lemmadan hareketle normali (i, 1) olan hiperdiizlemler arasindan dikey ek-
seni kestigi en biiyiik deger veren hiperdiizlem S kiimesine destek hiperdiizlemidir.
Konveks programlama probleminde lagrange ¢arpani bulmak énemlidir, ¢ilinkii eger
Lagrange carpani belirli ise problemin ¢oziimii daha kolay bulunabilir. Fakat lag-
range carpani yok ise ¢oziim de yoktur sonucu ¢ikarilmamalidir. Agagida Lagrange

carpani olmayan ama ¢oziime sahip konveks programlama ornegi verilmektedir.

Ornek 3.1. a) f(z) = 2 amag fonksiyonu icin

min f(x)
g(r) =2 <0
reX=R

probleminde Sekil BTd) 'da gosterilen S kiimesine destek ve normali (p*,1) olan
hiperdiizlemler arasinda dikey ekseni en biiyiik degerde kesen hiperdiizlem dikey

oldugundan lagrange carpani yoktur ve f* =0 dir.

b) f(z) = z1 — 9 amag fonksiyonu igin

min f(z)
g(x) =x14+25—-1<0
re€X ={(x1,22): 11 20, 22 >0}
problemini ele alalim. Sekil BTH) ’de gosterilen S kiimesine destek ve normali (p*, 1)

olan hiperdiizlemlerin dikey ekseni kesen noktalarinin en biiyiik degeri f* = —1 dir

ve lagrange ¢arpani p* = 1 bulunur.
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S={(glx),f(x)} : x €x}

1)

f\y? 5={(gl).rx)): xex}

©0.r9= 00 k (1,0)\\L |

(0,—1)
(a) (b)
(u,1)
® f 'y
(u }1) N .

s={(gl), ) : x €x}

(c)

Sekil 3.1: Lagrange carpanlar

c) Sekil BId) 'de ise f(x) = |z1| + 2 amag fonksiyonu olmak tizere
min f(z)
g(x) =21 <0
r € X ={(x1,23) : 23>0}
probleminde S kiimesine destek ve normali (p*, 1) olan hiperdiizlemler gosterilmek-

tedir. Dolayisiyla primal optimal deger f* = 0 dir ve lagrange ¢arpanlar p* = [0, 1]

araligidir.

Lemma 3.2. p*, lagrange carpani olsun. O halde z*, primal problemin minimum
noktasi olmasi icin gerek ve yeter kosul uygun ¢oziimler kiimesine ait olan x* noktasi
i¢in

" = arg gél)r(l L(z,p*) wve pigi(x*)=0 ,j=1,...,r (3.9)

olmasidir.

ispat: x* primal problemin minimum noktasi olsun.

P =0 2 )+ S e e) = ) 2 i L) (310)
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esitsizliginden f(z*) = f(z*) + >_ pjg;(z*) dir. p* lagrange carpani ise p* > 0 ve
j=1
Jj=1,...,rigin g;(z*) < 0 oldugundan p;g;(z*) = 0 dir. Ayrica z* = arg mi)lg L(x, p*)
S
saglanir. Tersine z* uygun ¢Oziimler kiimesine ait ve (BH) denklemi saglansin.

Lagrange carpani tanimindan

fla®) = fla") + Zl #595(2") = L(z", ") = min L(z, ") = f* (3.11)
‘7:
oldugundan z* minimum noktadir. .

Tanim 3.2. L : R"™" — R lagrange fonksiyonu, i € R" icin

a() = inf Lz, ) (3.12)

zeX
fonksiyonuna dual lagrange fonksiyonu ya da dual fonksiyon denir.

Lagrange fonksiyonu alttan sinirli degil ise dual fonksiyon —oo degerini alacagi icin

bu durumdan kaginmak i¢in D = {p: ¢(p) > —oo} kiimesi olmak iizere

maks q(1)
w=0 (3.13)
weDbD

problemine dual problem denir. Dual optimal deger q* ile gosterilir ve

q" = supq(y) (3.14)

pu=0

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.2. A, m x n reel matris olmak iizere z, ¢ € R” ve b € R™ icin
Az <b (3.15)

kanonik formda verilen lineer programlama problemini g6z oOniine alalim. Dual

fonksiyon

_ T T _
q(n) = f{c'w+ " (Az —b)}

—utb T+ uTA>0

_ T . T T _
- e ey = { T
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olarak bulunur. Dolayisiyla
maks — p7b

c+ AT >0
=0

problemi (BT3) lineer programlama probleminin dual problemidir.

Ornek 3.3. Q, n x n pozitif yar1 tammh bir matris ve A, m x n reel matris icin

beR™ ceR"ve f(z) =327 Qz + ¢z olmak iizere

min f(x) (3.16)

Az < b
kuadratik programlama problemini ele alalim. Dual fonksiyon

o(i) = inf {%xTQx + o+ " (Az —b)}

zeR™
olur. z = —Q 7 '(c+ ATp) icin ¢(p) dual fonksiyonu minimuma erigecegi i¢in
1 1
q(p) = —5pt AQTI AT — pl (b + AQ ™ e) — 5T Qe

bulunur. Béylece P = AQ ' AT ve t = b+ AQ 'c alinirsa,
m k _1 TP T _1 T H—1
aks gt Pr—p 13 5 QR c
=0
problemi ya da egdeger olarak

1 1
min §,uTP,u + ot + écTQ_lc

p =0
problemi (BIG) kuadratik programlama probleminin dual problemidir.
Lemma 3.3. ¢ dual fonksiyonu, konveks D kiimesi iizerinde konkavdir.

Ispat: Konveks kiime tammmdan D = {u : q(u) > —oo} kiimesinin konveksligi

kolayca goriiliir. o € R ve p, i € D igin

L(z,ap+ (1 —a)i) = aL(z,p) + (1 — a)L(z, ft) (3.17)
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denkleminde x € X iizerinden infimum alinirsa
glap+(1—a)f) = inf L(z,ap+ (1 - a)f)
= inf{al(r,p) + (1 —a)L(z, 1)}
> ainf L(z,p) + (1 —a) inf L(z, i) = ag(p) + (1 — a)q(i)

olur. Boylece ¢ dual fonksiyonu D iizerinde konkav fonksiyondur. .

q(p) = in)f( L(z, ) dual fonksiyonunun konkavhg: ashinda konkav fonksiyonlarn in-
Tre

fimumu da konkav olacagi gerceginden cikarilabilir. Bir diger énemli o6zellik ise

optimal dual degerin daima primal optimal degerden kiiciik esit kalmasidir. Zayif

dualite teoremi olarak bilinen bu 6zellik agagida verilmektedir.

Teorem 3.4. (Zayif Dualite Teoremi) Dual optimal deger ¢* = supq(u) ve

= zién)go f(z) primal optimal deger igin "
¢ < f (3.18)
gerceklenir.
ispat: Her u > 0, z € X ve g(z) < 0 olmak iizere
q(u) = inf L(x, 1) < f(x) + Zl nigi(x) < f(x) (3.19)
=
dir. Her x € Xo={z:2 € X, g(z) <0} ve her u > 0 i¢in
"= sup q(n) <int f(z) = f* (3.20)
olacagindan ispat tamamlanir. .

Tanim 3.3. Eger ¢* < f* ise dualite bosglugu vardir, eger ¢* = f* ise dualite boglugu

yoktur denir.

Eger p* lagrange carpami varsa f* = q(u*) < q(pu) < ¢ olacagindan ve Teorem
B4 nedeniyle dualite boglugu yoktur. Fakat dualite boglugu yok iken lagrange
carpaninin var olmasi gerekmez. Ornek BTa) ’da verilen problemde lagrange carpa-
ninin olmadig ve f* = 0 oldugu gosterilmigti. Dual fonksiyon
-1
i i n_f @ n=0
¢(p) = inf Lz, p) = nf{z + pa} { e <0

olup ¢* = sup g(p) = 0 bulunur. Dolayisiyla dualite boglugu yoktur.
10
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A

om& ‘%\ s={(gf@) : x €x}
.\ -

(-1,0) 0

Sekil 3.2: Dualite boglugu olmayan konveks programlama problemi

Lemma 3.5. i) Dualite boglugu yok ise, lagrange ¢arpanlari kiimesi ile dual optimal

¢Oziim kiimesi aynidir.
i1) Eger dualite boglugu var ise, lagrange ¢arpanlar kiimesi bog kiimedir.

Ispat: i) Dualite boglugu yok ise f* = f(z*) = aijg)f(L(x,u*) =qp) <q = f*
olacagindan lagrange carpanlar1 kiimesi ile dual optimal ¢oziimleri kiimesi aynidir.
i7) Dualite boglugu var olsun. Kabul edelim ki lagrange ¢arpanlar kiimesi bogtan
farkl olsun. p* lagrange carpam olmak iizere f* = gg)f(L(:c,u*) = q(p*) < ¢* olur.
Bu ise dualite bosglugu var oldugundan celigki yaratir. Boylece dualite boglugu var

ise lagrange carpanlari kiimesi bog kiimedir. .

Ornek 3.4. Agagida verilen

2, 2
min f(z) = #

glx)=2,—-1<0
r € R?
problemde Sekil B2 ’de gosterilen S kiimesine destek ve normali (%, 1) olan hiper-

diizlemlerin dikey ekseni kesen en biiyiik nokta primal optimal deger olan f* = 0

dir ve lagrange carpani p* = 0 dir. Dual fonksiyon

x? + 22 —,u2
= inf {12 )= 2
q(p) = inf {—=——+p(z1 1)} = —— —u
olarak bulunur. Dual optimal deger ise ¢* = supq(p) = 0 olur. Boylece dualite
(=0

boslugu yoktur. Ayrica lagrange ¢arpanlar: kiimesi ile dual optimal ¢éziim noktasi

aynidir.

Agagida verilen lemma ile primal ve dual optimal ¢oziim c¢iftlerinin karakterizasyonu
verilmektedir. Fakat bu karakterizasyon yalnizca dualite boglugu olmadigi durumlar

icin gecerlidir, ¢linkii aksi taktirde lagrange ¢arpani mevcut degildir.
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Lemma 3.6. || (z*, u*) optimal ¢éziim ve lagrange ¢arpan ¢ifti olabilmesi i¢in gerek

ve yeter kogul

z* e X, g(z") <0,  (Primal Uygunluk)

ut =0, (Dual Uygunluk)
¥ = arg %1)1(1 L(z,u*)
pigi(x*) =0, j=1,...,r

olmasidir.

Teorem 3.7. (Eyer Noktas1 Teoremi) (z*, 11*) optimal ¢6ziim ve lagrange ¢arpan

cifti olmasi icin gerek ve yeter kosul z* € X, p* > 0 i¢in
L(z*,p) < L(z*, ") < L(z,p*), VeeX, Vu=0 (3.25)
gergeklenir. Burada (z*, u*) vektor ifti lagrange fonksiyonunun eyer noktasidir.
Ispat: Eger (z*, 1*) optimal ¢6ziim ve lagrange ¢arpan ¢ifti ise Lemma B nedeniyle
z* e X, p* =0 dir ve (3323) bagintisidan L(x*, u*) < L(x, 1*) elde edilir.
L) = Fa) + 3 g (a') < (@) = Lia*, 1) (3.26)
j=1

olup (B=Z3) esitsizligi saglanir. Tersine x* € X, u* > 0 ve (B223) egitsizligi saglansin.

sup (2", ) = sup{f(z") + Zﬂjgj(;v*)} _ { fl) , g(z*) <0

p=0 p=0 +oo , g(z*) >0

ve ayrica (B23) esitsizliginde Vo € X,V p > 0 igin L(z*, u) < L(z*, 1*) oldugundan
g(xz*) < 0ve f(z*) = L(z*, u*) dir. Dolayisiyla Zr: w;g;(x*) = 0 olup (824) denklemi
saglanir. V x € X i¢in L(x*, pu*) < L(x, u*) oldljlgmdan ¥ = arg gél)? L(z, p*) (B=23)
bagtisi gerceklenir. Boylece Teorem B ’dan (z*, u*) optimal ¢oziim ve lagrange

carpan cifti olarak bulunur. .

Bu béliimde incelenen problemlerde egitsizlik kisitlar1 dikkate alinip dual problem

olusturulup céziimlemeler yapildi. Fakat esitsizlik kisitinin yam sira esitlik kisit1

olmasi halinde 7 =1,...,rvei=1,...,mi¢in
min f(z)
gj(x) <0, hi(z) =0 (3.27)

rze X
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olarak yeni bir problem tamimlanabilir. Her i = 1,...,m i¢in h;(x) = 0 kisita,
hi(z) <0 ve —hi(z) < 0 iki esitsizlik kisit1 olarak yazilabilir. h;(z) < 0 igin A\
skaleri, —h;(x) < 0 i¢in A; skaleri ve her 4 i¢in A} >0, A7 > 0 ve her j i¢in p >0

olmak tizere

m

1= it {f(x) +Zujgj + DO = A)hila) }

=1

ise (U3, ..., A A, A ) vektorii Lagrange carpamidir. A\ — A7 =\

) m? m

alinirsa Lagrange fonksiyonu

L(z, p, A )+ Z 1i95(x) + Y Aihi()
=1

olup p* > 0 ve f* = in)f( Lz, p*, \*) ise (u*, \*) vektor ¢ifti Lagrange ¢arpanidir.
Te
Dual fonksiyon

q(p, A) = inf L(z, u, A)

olmak fiizere dual problem

maks q(u, A) (3.28)
w=0, AeR™

seklinde olup A € R™ oldugu énemlidir.

Kabul B 'de primal problemin en azindan bir tane uygun ¢oziimiiniin var ve optimal
degerin sinirli oldugu kabul edilmigti. Simdi Kabul B ’deki kogullarin gecerli ol-
madigr durumlar inceleyelim. f* = —oo olmasi halinde Zayif Dualite Teoreminden
her p > 0 igin ¢(p) = —oo olur bu ise dual problemin uygun ¢oziimiiniin olmadigini

gosterir. Qiinkii D = {p: g(pu) > —oo} kiimesi i¢in dual problem

maks q(y)
w=0 (3.29)
we>bD

olarak tamimlanmigti. Dolayisiyla optimal degerin siirhi olmasi gerekir. X kisit
kiimesi bogtan farkhh fakat primal problemin uygun c¢oziimler kiimesi
{z € X : g(z) < 0} bos kiime olsun. Bu durumda f* = oo oldugu kabul edilir.
f* = oo olmas1 durumunda asagida verilen 6rneklerde ¢* dual optimal ¢oziimiin

farkli degerler almasi s6z konusudur.
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Ornek 3.5. a) f(z) = L fonksiyonu igin

min f(x)
9(x) =z <0

reX={z: x>0}

probleminde uygun c¢oziimler kiimesi bog kiime oldugundan f* = oo dir. Dual
fonksiyon
. P
q(p) = inf {L(z, u)} = nf{~ + pz} = 2/
olur ¢* = sup ¢(x) = oo bulunur.
(=0
b) f(z) = z fonksiyonu i¢in
min f(x)
glr) =2 <0

reX={zx: x>0}

probleminde uygun c¢oziimler kiimesi bosg kiime oldugundan f* = oo dir.

Dual fonksiyon

(1) = inf (L)) = inf (o4 ey = { B 040
TR = e VAL T = W TAT T =0 Ce | <0
bulunur ve ¢* = 0 duir.
c) f(z) = x; + 9 amag fonksiyonu olmak iizere
min f(x)

g(z) =21 <0

r € X ={(x1,22) : 1 >0}
probleminde uygun c¢oziimler kiimesi bog kiime oldugundan f* = oo dir. Dual
fonksiyon q(u) = in}f({xl + 29+ px1} = —oo dir ve ¢* = —oo olur.

xe

Dualite teorisinde dualite boglugunun olmadigini ve Lagrange carpaninin var ol-
dugunu garantilemek icin primal problemin kisit ve amac fonksiyonlari iizerinde

konvekslik kogullar1 getirmek gerekir.
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3.2. AMAC FONKSIYONU KONVEKS VE KISIT FONKSIYONLARI
LINEER OLAN PROBLEMLER

f:R" — R konveks fonksiyon ve X C R" polihedral kiime olsun.

min f(x)
elr—di=0, i=1,....m (3.30)
afa;—bjgo, j=1...r
reX

problemini ele alalim.

Teorem 3.8. (Lineer Kisith Giiglii Dualite Teoremi) f : R® — R konveks
fonksiyon ve X C R" polihedral kiime olmak iizere (B=30) probleminde uygun ¢6ziim-
ler kiimesi bogtan farkl ve primal problemin optimal degeri f* sonlu olsun. O halde

dualite boglugu yoktur ve en azindan bir tane Lagrange carpani vardir.

Bu Lineer Kisith Giiglii Dualite Teoremi ’'ni ispatlamadan &nce bazi 6n bilgileri
verelim. Teorem B ’de verilen f fonksiyonunun R™ uzayinda konveks olmas1 énem-
lidir. Ciinkii eger f fonksiyonu X polihedral kiimesinde konveks ise dualite bosglugu

olabilir.

Ornek 3.6. f(z) = e V®1%2 fonksiyonu ve her z € X icin

min f(z)
glx) =21 =0
reX={z: x>0}

probleminde f fonksiyonu X polihedral kiimesi iizerinde konvekstir. Primal optimal

deger f* = in)g f(z) =1 dir. Dual fonksiyon
TEX0
pum 1 = 1 - x1I2 pu—
q(p) = inf Lz, p)} = inf{e”V™* + pz,} =0

bulunur. Dual optimal deger ise ¢* = sup ¢(p) = 0 dir. f* # ¢* oldugundan dualite

u=0
boslugu vardir.
Eger Teorem B8 ’de verilen X kisit kiimesi sinirh ise Weierstrass Teoremine gore
primal problem optimal ¢ézlime sahiptir. Cilinkii Weierstrass Teoremine gore sonlu
boyutlu uzayda bostan farkli sinirh ve kapali bir alt kiime {izerinde siirekli fonksiyon

mutlak maksimum ve minimuma ulagir.
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Lemma 3.9. (Lineer Programlama I¢in Dualite Teoremi)|7] (830) problemi-
nin uygun ¢oziimler kiimesi bogtan farkli ve f* primal optimal degeri sonlu olsun. f
lineer fonksiyon ve X C R"™ polihedral kiime olsun. O halde primal ve dual problem

optimal ¢oziimlere sahiptir ve dualite boglugu yoktur.

Ornek 3.7. Agagidaki kanonik formda verilen lineer programlama problemini gz

Oniine alalim.

min 3z5 + 324
r1 — 233'2 — X4 < —4 (331)
— Ty + a3 — 214 < =5

L1, 22,T3, T4 2 0

(8331) probleminin ¢6ziimiinii bulmak klasik yollarla zor oldugu igin ¢6ziim yon-
temi daha kolay olan dual problemini ¢6zmek yerinde olacaktir. Bu sebeple (B=3T)

probleminin dual problemi

maks 441 + dpo

2/11 + p2 < (332)

3
1+ 2p0 <3
M1, 2 20

seklinde bulunur. (8232) probleminin optimal ¢éziimii p = (1,1) igin optimal degeri
9 olarak bulunur. Lemma B nedeniyle dualite boglugu olmadig: i¢in (8231) prob-

leminin de optimal degeri 9 dur.

Lemma 3.10. (Lineer Programlamada Primal Optimal C6ziimlerin Varlhg)
(B230) probleminin uygun ¢oziimler kiimesi bogtan farkl ve f* primal optimal degeri
sonlu olsun. f lineer fonksiyon ve X C R" polihedral kiime olsun. (8230) problemi

en az bir optimal ¢éziime sahiptir.
Ispat: A, m x n matris ve ¢ € R", b € R™ icin

min ¢’z

Az =b (3.33)

x>0
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lineer programlama probleminin ¢6ziimiiniin olmadigini1 kabul edelim. Bu durumda

Ax = b denklemini saglayan her x > 0 icin ¢’x > f* dir. Acikca

f* B cT
( )\ -a)"
saglayan x > 0 yoktur. Farkas Lemmasindan 4 o € R ve £ € R™ vardir 6yle ki

af*—b'e < 0 (3.34)
ac—ATE > 0 (3.35)

esitsizlikleri saglanir. (BZ33) probleminin uygun ¢oziimler kiimesi bogtan farkli oldugu
i¢in 6yle bir > 0 vardir éyle ki Ax = b ve ¢’z > f* dir. Buna gore (B33) esitsizligi
x ile i¢ carpim yapilirsa

acts —bTE >0 (3.36)

olur. Dolayisiyla (B234) esitsizliginden ac’x > af* olup a > 0 elde edilir. Béylece
(B333) ve (B233) esitsizlikleri « ile boliiniip n = % alinirsa

fr<bvln, ATp<ec (3.37)
olur. (B333) lineer programlama probleminin dual problemi

maks b’ &

ATféc

dir. Boylece (B=31) esitsizligi primal optimal degerden daha biiyiik dual degerin
var oldugunu gdosterir. Zayif Dualite Teoremi sebebiyle bu bir celigkidir. Dolayisiyla
(8233) lineer programlama probleminin bir ¢oziimii vardir. Genel lineer programlama

problemi

min ¢’z
efr—di=0, i=1,....m (3.38)
T

ajr—b; <0, j=1,...,r

reX
seklinde verilir. X polihedral kiime oldugundan

X={z:alo—-b;<0,j=r+1,....7} (3.39)
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lineer egitsizlikler sistemi olarak ifade edilebilir. (3=38) probleminin standart formu

min ¢’ (2, —x_)
al (xy —x ) —bj+2z,=0, j=1,...,7 (3.40)
el(xy —v)—di =0, t=1,...,m
xy 20, 2_20,220

olarak verilir. (8-0) problemi (B=33) probleminin 6zel bir halidir. Dolayisiyla (B=38)

probleminin de bir ¢6ziime sahip oldugu gosterilmis olur. n

Lemma 3.11. (Genellestirilmis Farkas Lemmasi)[7] C' C R" konveks kiime
tizerinde f : C' — R konveks fonksiyon, her j = 1,...,7 i¢in a; € R",b; € R olmak
iizere

S:{x:ajrxgbj,jzl,...,r} (3.41)

kiimesi 7i(C') kiimesinin bir elemanini igersin ve
F(x) >0 wve YzesSNnC

olsun. O halde j =1,...,r icin p; > 0 skaleri vardir 6yle ki
0<F(z)+ Y pi(afz—b;) ., Yael (3.42)
j=1

esitsizligi gergeklenir.

Bu gerekli bilgilerden sonra Lineer Kisith Gii¢li Dualite Teoremi B8 ’in ispat1
agagida verilmektedir.
Ispat: (B230) probleminde verilen esitlik kisitlarini da egisizlik kisit1 olarak alinirsa

7=1,...,ricin

min f(z)
alz—1b; <0 (3.43)
re X

probleminde Lemma BT 'de verilen C' kiimesi R" ve F'(z) = f(z) — f* > 0 seklinde

almirsa oyle p1, ..., pu, vektorleri ve her j icin p; > 0 skaleri vardir 6yle ki

Oéf(a:)—f*jtiuj(afx—bj) , YVexeX (3.44)



60

esitsizligi gerceklenir. (B24) esitsizliginden ve dual fonksiyon tanimindan

* < : — < *
/7 < gg)f( L(ZL‘,M) Q(:u) SN

bulunur. Ayrica Zayif Dualite Teoremi nedeniyle f* = ¢* olur. Dualite boslugu ol-
madigindan dual optimal ¢oziim kiimesi ile lagrange carpan kiimesi ayni oldugundan

w lagrange carpani vardir. Boylece istenen elde edilir. n
3.3. AMAC VE KISIT FONKSIYONLARI KONVEKS OLAN PROB-
LEMLER
f:R" = Rve g; : R" — R konveks fonksiyonlar ve j =1,...,r icin
min f(z)
g9j(z) <0 (3.45)
reX
problemini inceleyelim.

Kabul 3.2. (B43) probleminin uygun ¢oziimler kiimesi bogtan farkli ve optimal
deger f* sonlu olsun. X C R" konveks kiime, f : R" — R ve g; : R" — R, X

iizerinde konveks fonksiyonlar olsun. Oyle bir # € X vektorii vardir oyle ki
g;(Z) <0 , Vji=1,...,r (3.46)
kosulu gercgeklenir.

Teorem 3.12. (B4H) problemi i¢in Kabul B2 saglansin. O halde dualite boslugu

yoktur ve en az bir Lagrange carpani vardir.
Ispat: A C R™ kiimesi
A={(z1,...,z,w):FJoz e Xoylekig;(z) <z, j=1,...,r, flzx)<w} (3.47)

seklinde tanimlansin. A kiimesi konvekstir. (0, f*), A konveks kiimesinin i¢ noktasi
degildir. Gergekten eger (0, f*), A konveks kiimesinin i¢ noktasi olsaydi dyle € > 0
vardir dyle ki (0, f* —¢) € A olurdu, bu ise primal optimal degerin f* olmasi ile
geligir. O halde (0, f*), A konveks kiimesinin i¢ noktasi degildir. Destek Hiperdiizlem
Teoremi EZT4 nedeniyle dyle (p, 5) # (0,0) vektorii vardir 6yle ki

Bff<Bw+plz |, V(z,w)€A (3.48)
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esitsizligi gergeklenir. Her j = 1,...,7 ve her v > 0 igin (z,w + v) € A ve
(21, 2+ 7., 2r,w) € A olup (BZR) esitsizliginden 5 > 0, p; > 0 elde edilir.
Kabul edelim ki 8 = 0 olsun. (B2R) esitsizliginden her (z,w) € A igin 0 < u”2 olur.
(91(Z),...,9.(%), f(Z)) € A oldugundan

0< Zujgj(i') (3.49)

bulunur. g > 0 ve Kabul B2 ’den her j i¢in g(Z) < 0 oldugundan p; = 0 olur. Bu ise
(i, 8) = (0,0) geligkisini yaratir. O halde 5 > 0 dir. Her x € X i¢in (g(z), f(z)) € A
oldugundan 8 = 1 almip (B4R) esitsizliginde yerine yazilirsa

< f@)+ufglz) , VeeX (3.50)
olur. z € X {izerinden infimum alinirsa ve p > 0 oldugundan
fr< b {f@) + n'g(@)} = q(m) < ¢ (3.51)

bulunur ve ayrica Zayif Dualite Teoremi kullanilirsa f* = ¢* gerceklenir. Boylece

dualite boglugu yoktur ve lagrange carpani p vardir. .
Konveks esitsizlik ve lineer egitlik kisitlar1 olmasi durumunda yani j = 1,...,7 |
i=1,...,migin g;(z) konveks fonksiyon olmak iizere
min f(z)
g;(x) <0, ez —d; =0 (3.52)
reX

probleminde efx—di = 0 lineer kisit1 ez-Tx—d,- < 0ve —el-Tx—i—di < 0 seklinde iki egit-
sizlik kisit1 olarak diigliniiliirse Kabul B2 'de verilen i¢ nokta sarti saglanmayacagi

icin Teorem B2 gegerli degildir. Bu sebeple yeni bir kabul asagida verilmektedir.

Kabul 3.3. X C R" uzaymnda konveks kiime, f : R" — R, g; : R” — R fonksiyon-
lar1 X iizerinde konveks ve f* primal optimal deger sonlu olsun. O halde &yle bir

T € ri(X) vektorii vardir 6yle ki her j =1,...,rvei=1,...,m igin
gi(7) <0 ve elf—d;=0 (3.53)

gerceklenir.
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Esitsizlik kisitlar: altinda verilen Teorem B-T2 'ye paralel olarak esitlik kisitlar1 da

olmasi durumunda agagidaki teorem verilir.

Teorem 3.13. 4] X C R™ uzaymnda konveks kiime, f : R* - R, ¢g; : R* - R

fonksiyonlar1 X iizerinde konveks ve f* optimal degeri sonlu olsun. 7 = 1,...,r,
1=1,...,micin
min f(x)
9i() <0, efw —di =0 (3.54)
reX

probleminde Kabul BZ3 gecerli olsun. Bu durumda dualite boglugu yoktur ve en az

bir Lagrange ¢arpani vardair.

Teorem B-T3 'iin gegerli olmasi i¢in teoremde yer alan tiim kogullarin gerekli olduguna

dair agagidaki ornek verilebilir.

Ornek 3.8. X konveks kiimesi ve f(z) = x; fonksiyonu icin

min f(x)
g(x) =z =0

X ={(21,22) + 27 < 22}

probleminde tek optimal ¢6ziim x* = (0,0) ve primal optimal deger f* = 0 dur.

Dual fonksiyon

in (xl—i_ﬂx%) ) ,U/>O

—1
. — L, u>0

= f = 1 = ap
)= o gy = { WO 0[5

bulunur ve ¢* = supq(p) = 0 olur. Dolayisiyla dualite boglugu yoktur. Lemma
(=0
B3 nedeniyle dual optimal ¢6ziim olmadigindan lagrange ¢arpani yoktur. Bdylece

Kabul B23 ’de verilen izafi i¢ nokta kosulu saglanmadigindan Teorem B3 gecerli
degildir.

3.4. FENCHEL DUALITESI

f1, fo : R" — R fonksiyonlar ve X7, X5 C R" alt kiimeler olmak tizere

min fi(z) — fo(x) (3.55)
z e X;NXs
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probleminde uygun ¢oziimiin var ve f* optimal degerin sonlu oldugunu kabul edelim.

Buna gore

min f1(y) — fa(2)

z=y (3.56)
Yy € X1 , 2 € X2
probleminde dual fonksiyon
gA) = _if {fi(y) = fo(z2) + (N 2 =)}

yeX1,2€ X2

= Inf {{A2) = fal2)} + Inf {1(y) — (A o)}

olur. Burada ¢; : R" — (—o00, +00] ve go : R" — [—00, +00) fonksiyonlari igin

g(\) = fél}}(){()\,x)—fl(x)} (3.57)
B) = inf ()~ fo@) (3.58

alinirsa ¢(\) = g2(A\) — g1 () olur. g; fonksiyonu, f; fonksiyonunun eglenik konveks

fonksiyonudur ve g fonksiyonu, f> fonksiyonunun eglenik konkav fonksiyonudur.
A={\: gi(N) <00} |, As={X: go(\) > —0o0} (3.59)

seklinde tanimlanan kiimeler konvekstir. Ayrica A, iizerinde g; konveks, As iizerinde

g2 konkav fonksiyonlardir. Béoylece (823) probleminin dual problemi

maks g2(A) — g1(A) (3.60)
A€ A1 N A2

seklindedir. Dual problem konveks kiime iizerinde konkav bir fonksiyonunun maksi-
mum problemidir. Lemma B8 nedeniyle (z*, \*) primal ve dual optimal ¢6ziim ¢ifti

olabilmesi icin gerek ve yeter kosul
¥ € X;N Xy (Primal Uygunluk)
A" e AyN Ay (Dual Uygunluk)
x* = arg maks {(\",x) — fi(z)}
xr € X1
v = arg min{(\", ) — fo(r)}
r€EXo

olmasidir. Primal optimal ¢6zlim ile dual optimal ¢6zlim arasinda dualite boslugu

olmadigini gdostermek icin oncellikle agagidaki kabul verilmektedir.
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Kabul 3.4. X; konveks kiimesi iizerinde f; fonksiyonu konveks ve X5 konveks

kiimesi iizerinde fy konkav fonksiyondur.

Sekil B33 ’de normali (—A\, 1) olan ve (z, fi(x)) noktasindan gecen konveks fi(x)
fonksiyonunun ep: f; kiimesini destekleyen hiperdiizlemin dikey ekseni kestigi nokta
xlen)gl{fl(x) — (A, )} = —g1(A\) dir. Benzer gekilde normali (—\, 1) olan ve (z, fo(z))
noktasindan gegen konkav fo(z) fonksiyonunun hypfo, kiimesini destekleyen hiper-

diizlemin dikey ekseni kestigi nokta sup {fo(x) — (A, )} = —go(\) olarak bulunur.

r€Xo
4 A1
, RO P
() >
X
(x.fi(x)) (x. h(x))
sup { f)—< Ax >} = —g,(A)

X E X, >

5 > ' o| | I
inf { flX)—<Ax>}=-g, (D)

x EXy

Sekil 3.3: Destek hiperdiizlemin eglenik fonksiyonla iligkisi

Lemma 3.14. [7] Kabul B3 gecerli olsun. X; ve X5 polihedral kiimeler olmak iizere
i) ri(Xy) Nri(Xs) £ 0
it) f1, R™ iizerinde konveks ve fo, R™ iizerinde konkav fonksiyon

eger bu kogullarindan biri saglaniyorsa

min f1(z) — f2()
x € X1 N Xz

problemi ¢oziime sahiptir ve dualite boslugu yoktur. Acikca,

inf {fi(z) = fo(r)} = maks {g2(A) = 61 (M)} (3.61)

rzeX1NXo AeEAINAs

esitligi gerceklenir.

f1 konveks ve f; konkav fonksiyonlari i¢in (8253) problemi incelendiginde bu problem
tipik konveks programlama problemidir. Geometrik olarak (853) problemi f; kon-
veks fonksiyonunun ept f; kiimesi ile fo konkav fonksiyonunun hypfo kiimesi arasin-

daki dikey uzakligi minimum yapma problemidir. Lemma B4 ’den (B=23) problemi
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epifi ile hypfe kiimelerini ayiran birbirlerine paralel destek hiperdiizlemleri arasin-
daki dikey uzakligin maksimum olmasi problemidir. Tiim bu anlatimlar Sekil B4 ’de

gosterilmektedir.

A«

gz (4) — g1(4) i i

&WF&WJ

Sekil 3.4: Fenchel dualite teorisi

Fenchel dualitesinde eglenik fonksiyonlar énemli bir rol oynar. Ciinkii, tanim olarak
g1(N) = f[T(A) = sup{{z, ) = fi(2)} ve g2(A) = fou(A) = inf{(A, ) = fo(@)} oldugun-
dan Lemma B4 nedeniyle

min {fi(z) - fa(z)} S maks {f2.(}) = fi(A)} (3.62)

rzeX1NXo AeEAIN

esitligi gerceklenir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢aligmasinda konveks kiime ve konveks fonksiyonlarin tanim ve 6zellikleri ve-
rildikten sonra, konveks fonksiyonlar icin gerek konveks analizde gerekse optimizas-
yon teorisinde 6nemli gelismeler doguran subdiferansiyel ile dualite teorisinde biiyiik
igleve sahip olan infimal konvoliisyon kavramlar1 ve Fenchel dualitesinin temelini
olugturan eglenik fonksiyonlarin yapisi incelenmigtir. Optimizasyon problemlerinin
genel bir simiflandirilmasi yapilarak, konveks kiimeler ile verilen bir kisit bolgesinde
reel degerli konveks bir fonksiyonun minimazsyon probleminin genel yapisi agagidaki

gibi verilir.

Konveks Programlama Problemi:
f:R" =R, g:R" — R" konveks fonksiyon ve h : R® — R afin fonksiyon, X C R"
kisit kiimesi ve X = {x € X : gj(x) <0, h;(z) = 0} uygun ¢oziimler kiimesi olmak

luzere

min f(x)
gj(x) <0, hi(z) =0 (4.1)
reX

seklinde verilir. (E1) probleminde her z € X, i¢in f(2*) < f(x) kogulunu gercekleyen
x* € Xy noktasim bulmak amaciyla her konveks optimizasyon problemine kargilik
bir dual problem var oldugundan, konveks programlama problemlerinin dual prob-
lemi kurularak konveks problemler igin ¢oziimler bulunmustur. Verilen bir primal
problem ile onun dual probleminin optimal ¢6ziimiiniin egitliginin hangi durumlarda
gecerli oldugu Giiclii Dualite Teoremi yardimi ile verilmektedir. Boylece bazi durum-
larda asil problem yerine ¢oziimii daha kolay olan dual problemi géz 6niine almak
bilyiik avantaj saglamaktadir. Ote yandan konveks fonksiyon ile konveks eslenik
fonksiyon arasindaki iligkiler ile konveks optimizasyon problemlerininin ¢6ziimii i¢in
Lagrange ve Fenchel Dualite teorileri incelenmistir. Bu dualite teorileri sayesinde bir
takim hesaplama iglemlerinin basitlegtirilmesi saglanmais, klasik yontemlerle ¢oziimii
bulunamayan bazi optimizasyon problemlerinin ¢éziimiiniin bulunmasi miimkiin ola-

bilmektedir.
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