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L) : Birinci tiir Modifiye Bessel fonksiyonu

K, () : Ikinci tiir Modifiye Bessel fonksiyonu

(z,q) : Hurwitz zeta fonksiyonu

{(2) : Riemann zeta fonksiyonu

B, (x) : Bernoulli polinomu

CH(x) : Gegenbauer polinomu

P"(x) : Associated Legendre polinomu

v



OZET

D-BOYUTLU KURESEL KABUK ICIN SKALAR CASIMIR ETKI

Bu tezde kiiresel kabuk geometride skalar Casimir etkisi calisilmistir. Ilk olarak iic
boyutlu kiiresel kabukta Dirichlet ve Neumann sinir kosulu altindaki kiitlesiz skalar
alanin Casimir enerjisi, 0z frekanslarin kompleks diizlemdeki kontur integrali ile
modlarin dogrudan toplam1 yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Daha sonra D boyutlu
kiiresel geometri i¢in dalga fonksiyonu ve kuantum sayilari incelenmistir. Son olarak
skalar alanin ¢ift boyutlu kiiresel kabuktaki kuantum bosluk enerjisi, modlarin toplami
yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Cift boyutlu kiiresel kabuklardaki kuantum bosluk
enerjisi, tekillikler icermektedir. Bu tekillikleri kaldirmak i¢in Zeta fonksiyon

regiilarizasyon teknigi kullanilmis ve elde edilen sonuglar tartigilmistir.



SUMMARY

SCALAR CASIMIR EFFECT FOR D-DIMENSIONAL SPHERICAL SHELL

In this thesis the scalar Casimir effect for a spherical shell geometry was studied. First
the Casimir energy of a massless scalar field satisfying Dirichlet and Neumann
boundary conditions on the shell calculated by using a direct mode summation with
counter integration in the complex plane of eigenfrequencies. Then the wave equation
and quantum numbers were studied for D dimensional spherical shell. Finally the
vacuum energy of scalar field for even dimensional spherical shell was calculated by
using the direct mode summation. The vacuum energy for even dimensional spherical
shell geometry have singularities. In order to overcome these singularities, Zeta function

regularization technique was used and obtained results were discussed.

vi



1. GIRIS

Klasik mekanigin ilk zamanlarinda vakum diistincesi oldukga basitti. Klasik fizige gore
uzay1 mutlak sifir sicaklik sinirina kadar sogutarak, ttim 1sil 1s1nimi1 yok edebilir ve
mutlak bosluga ulasabiliriz. Bununla beraber kuantum kuraminin gelismesiyle vakum
anlayis1 tamamiyle degisti. Bu kurama gore, bos uzayin her santimetre kiipii biiylik
miktarda enerji igerir [Bordag, 2001]. En bos sanilan uzay bile tam olarak bos degildir,
etkilesimler bolgesidir ve alanlar vardir. Bu alanlarin dalgalanmasi sonucu bosluktan
sanal parcacik ¢iftleri iretilir. Bu pargaciklar pozitif enerji ile ortaya ¢ikip, negatif
enerji ile kaybolurlar yani bosluktan o6diing enerji alirlar. Bu pargaciklarin
yaratilislarindan yok oluslarina dek gittikleri uzaklik ve momentumlari, enerji
korunumu ilkesini bozar. Kuantum kuramina gore, boyle bir bozulma olagandir; ¢tinkii
bunlarin son derece kisa olan yasamlar1 gozlemlenilmelerine izin vermez. Bosluktan
dogan bir sanal parcacik ¢iftinin kendisi gézlemlenemez; ancak bu ciftler etkilesirse
gozlemlenebilir. Vakum dalgalanmalarinin makroskobik sonuglarindan biri bu sanal

pargaciklarin yaratilis ve yok oluslaridir; bir digeri ise Casimir etkisidir.

1948 yilinda ilk defa Hollandali fizik¢i H.G.B. Casimir yiiksiiz ideal iletken iki parelel
levhanin birbirini ¢ekecegini ve bu ¢ekici kuvvetin elektromanyetik alanin sifir nokta
enerjisindeki degisimden kaynaklandigini gostermistir [Casimir, 1948]. Casimir etkisini
gosteren diizenek soyledir; i¢i bos bir kapali kaba iki paralel levha yerlestirilir ve sistem
sogutulur. Sifir nokta enerjisine ulasmadan oOnce 1s1l 1s1ma iki levhayr birbirine
yaklastirmaya c¢alisir. Sifir nokta degerinde ise elektromanyetiksel 1s1ma kuvveti
levhalar1 birbirine dogru ¢eker. Bu olay bize boslugun bos olmadigint soyler. Geri
zeminde elektromanyetik alan vardir ve bu alanin enerjisi sonsuzdur. Casimir’in yaptigi
gibi bosluga iki paralel dizlem yerlestirdigimizde, geri zeminde yer alan
elektromanyetik alanin modlarinin dagilimi paralel levhalar araciligi ile yeniden

sekillenir. Kimi modlar diizlemler arasinda kalir; digerleri ise diizlemleri delerek



salimimlarina devam eder. Diizlemlerin arasinda yer alan elektromanyetik alanin sifir

noktasindaki 1s1n1m basinci Casimir kuvvetin kaynagimi teskil eder [D.Olmez, 2010].

Bu calismada ilk olarak Kiiresel kabugun Casimir enerjisi, 6z frekanslarin kompleks
diizlemdeki kontiir integrali ile dogrudan mod toplama yontemi kullanilarak ¢oziilecek.
Casimir enerjisi hesabinda ortaya ¢ikan sonsuz ifadeler Riemann Zeta fonksiyonu
regularizasyon teknigi kullanilarak sonlu ifadelerden ayristirilip, disar1 atilacak. Daha
sonra Dirichlet ve Neumann sinir sartlarina uyan kiitlesiz skalar alanin 3 boyutlu kiiresel
kabukta sahip oldugu modlar hesaplanacak ve bu modlarin dagilimindan kuantum sifir
nokta enerjisi bulunacak. Bu zamana kadar Kuantum Alan Teori ¢alismalarinda dortten
bliyiik uzay zaman boyutu pertiirbasyon parametresi olarak kullanilagelmistir. Fakat son
gelismelerden de anlasildigi gibi uzay zamanin boyutunun bilinenden farkli olabilecegi
yani dortten biiyiik boyutlar olabilecegi ongoriisii ortaya ¢ikmistir. Kuantum alan
teorisinin Ol¢iilebilir bir sonucu olarak giincelligini koruyan Casimir etki, boyuta bagl
sonuglar tiretmektedir. Yiiksek boyutlu elektromanyetik alanda ¢alismak matematiksel
olarak olduk¢a zordur. Skalar alan elektromanyetik alan igin basit bir model
olusturmaktadir. Bu yiizden boyutla yaptigimiz hesaplamalar1 skalar alanda
inceleyecegiz. 3’ten biiyiikk boyutlarda Klein Gordon denkleminin ¢6ziimlerini, Ultra
Kiiresel Harmonikler  yani Gegenbauer polinomu ve Bessel fonksiyonlariyla
tanimlayacagiz. D boyut icin Klein Gordon denklemini ayrintili olarak ¢6ziip, modlarin
dagilimini veren sayilarin boyutla olan iliskisini irdeleyecegiz. Ayrica D boyutlu Klein
Gordon denkleminin ¢oziimleri, ¢ift boyutlu kiiresel kabuktaki skalar alanin ¢oziimlerini
incelememize olanak saglayacak. Bu c¢oziimlerden hareketle kiitlesiz skalar alanin

modlarinin dagilimi ve kuantum sifir nokta enerjisi elde edilecek.



2. GENEL KISIMLAR

Casimir boslukta iki paralel plaka arasindaki ¢ekici kuvvetin,
3 ’he
2404*

oldugunu buldu. Burada c 1s1k hizi, a levhalar arasindaki uzaklik, 7 Planck sabiti ve

S’de yiizey alamidir. Bu ¢ekici kuvvet elektrik yiikii gibi degerlerden bagimsizdir.
M.J.Sparnaay [Sparnaay, 1958] ve D. Tabor [Tabor ve Winterton, 1969] bu kuvveti
deneysel olarak 1958’de go6zlemlediler. Deneyci fizikgiler mikro-makinelerin
calismalarini etkileyen Casimir kuvvetini ¢ok duyarli 6lgtim aletleri gelistirerek
gozlemlemeye devam ettiler. Bu ¢ekici kuvvet, 1997 yilinda S.K. Lamoreaux tarafindan
%35 deneysel hatayla olgiildii. Yapilan deneylerden goriildiigii tizere bu kuvvetin

bityiikliigii 1cm? alan basina, 1 £ m uzaklikta 1.3% 107 N’dur. Kabaca bir su damlasinin

agirhigr kadardir. Aradaki mesafe tipik bir atomun 100 kat1 olan 1 nm’ye indirilirse, bu
etki 1 atm basincina ¢ikar. Casimir’in orijinal teorisi sadece ideal metallere ve dielektrik
malzemelere uygulanmasma ragmen, 1950 ve 1960’1 yillarda Rus fizik¢i Lifshitz

Casimir teorisini gercek metalleri i¢erecek sekilde genisletti.

Casimir’in elde ettigi sonuglardan sonra kiiresel kabukla smirlandirilmig
elektromanyetik alanin sifir nokta enerjisi, T.H.Boyer [Boyer, 1970] tarafindan pozitif
degerli ve kiiresel kabugun yarigapina bagli olarak elde edilmistir. Bu da Casimir’in
elektron modeli kurma iimidini yok etmistir. Bu pozitif enerjinin anlami kiiresel
kabugun tizerinde itici bir kuvvet trettigidir. Boyer’in hesaplamalar1 eksponansiyel
kesici fonksiyonlarin se¢imine baghdir ve kullandigi yontem olduk¢a karisik bir
yontemdir. Daha sonra 1972 yilinda kiiresel kabuk i¢in Casimir enerjisi, B.Davies
tarafindan Boyer’in ¢alismasindaki enerjinin isareti ile ayni1 olarak bulunmustur. 1978
yilinda da J.Schwinger ile K.A.Milton ve L.L. DeRaad yiiksiiz ideal iletken kiiresel

kabugun Casimir enerjisini Green Fonksiyon Formalizmi ile yine pozitif ve



E=0.09235 he

2a
olarak bulmuslardir. 1998-99 yillar1 arasinda Nesterenko ve Hagen [Nesterenko ve
Pirozhenko, 1998] [Bowers ve Hagen, 1999] c¢alismalarindan goriilecegi {iizere
elektromanyetik alanin kiiresel kabuk i¢in kuantum bosluk enerjisi, modlarin toplama
metodu ile bulunmus ve ayni sonug elde edilmistir. Kiire i¢in yapilan teorik ¢alismalari
dogrulayan deneysel calismalar da ¢ok ge¢meden yapilmistir. Fakat deneysel olarak
kiire ile calismak zor oldugundan bu ¢alismalar kiiresel kabukla degil, kiire ve levha ile

yapilmustir.

Yapilan c¢aligmalardan da goriildiigii gibi Casimir enerji hesaplarinda yegane bir
yonteme sahip degiliz. Bu hesaplamalarda farkli farkli yontemler kullanilmaktadir.
Bunlar; Green Fonksiyonu Formalizmi, Stress Tensér Metodu, Heat Kernel Serileri,
Zeta Fonksiyonu Regularizasyon Teknigi ve Kontiir Integrasyonu ile Mod Toplama

yontemidir.

Yapilan teorik ve deneysel c¢alismalarin sonucu olarak paralel diizlemler ve kiiresel
kabugun Casimir enerjisi birbirinden farkli olarak bulunmustur. Casimir kuvveti parelel
diizlemlerde cekici iken, kiiresel kabukta iticidir. Bu isaret farkinin kaynagi heniiz
bilinmemektedir. Silindir kabuk ic¢in yapilan hesaplamalarin sonucunda da Casimir
enerjinin isareti parelel diizlemdeki gibi negatif olarak bulunmustur. Casimir enerjisinin
degeri geometriden geometriye, topolojiden topolojiye ve boyuttan boyuta

degismektedir [M.Ozcan, 2006].

Simdi Casimir enerji hesabinin ¢ikis noktasi olan skalar alanin sifir nokta enerjisini
inceleyelim. Sinir kosullarinin olmadigi bir durumda bosluk enerjisi, bos uzayin 6z

frekanslarinin toplami olarak ifade edilir ve bu enerjiye sifir nokta enerjisi denir. Skalar

alanin dalga fonksiyonu ¢(#,x), 0<x<a araliginda ve

¢(1,0)=p(t,a)=0 2.1

sinir sart1 altinda tanimlanir. Skalar alan denklemi genel olarak,

1 ’p(1,x) p(t,x) m*
— - +
I ox? h?

9(t,x)=0 (2.2)



seklinde tanimlanir. Bu denklem Klein-Gordon denklemi olarak bilirnir. Burada m
alanin kitlesidir. (2.1) ve (2.2) denklemleri ile iligskili sonsuz skalar carpim ifadesi

asagidaki gibidir.
(f.g)=i[dx(f9,g-0, /"g) (2.3)
0

burada f ve g (2) denkleminin iki ¢6ziimiidiir, x, =cf dir. (2.2) denkleminin (2.1) smur

kosulu altinda pozitif ve negatif frekans ¢oztimleri,

¢ V2,
(of)(l,x)z(—j ™ sink x (2.4)

aw,

seklindedir. Daha sonra dalga fonksiyonumuzun zamana ve konuma bagl ikinci derece

tiirevlerini hesaplayip (2.2) denkleminde yerine yazarsak

2 2.2

~0, (LX) + K, (1) + 7, (1.5) =0 (2.5)

2

ifadesine ulasiriz ve (5) denkleminden de gorildiigi tizere,

2 4 b
wnz(mf +c2kjj . k=21 =12, (2.6)
h a
ile verilir.. Skalar alanin standart kuantizasyonu ise asagidaki ifadeyle saglanir.
.0 =3[0 (tx)a, +¢ (1,x)a; | 27
Burada a,, a, nicelikleri yokedici ve yaratici operatorlerdir. Aralarindaki komiitasyon

iliskisi asagidaki gibidir.
[an,a;]zé'n,n,, [an,an/]z[a;,aﬂ=0 (2.8)

alny=In|n-1)
a*|n)y=vn+1|n+1)
Kuantize edilmis alan boglugu
a,|0)=0 (2.9)

n

olarak tanimlidir. Iki boyutlu uzay zamanda skalar alanin enerji yogunlugu ifadesi

no(x)=h—;{c%[a,¢(x)]2 +[ax<o<x>]2} (2.10)



ile verilir.

- /2 12
o(t,x) = Z[(L] ol Sink (x)a, +( ¢ J ¢ sin kn(x)af}
n=0 aa)n aa)n

Bu ifadenin zamana ve x bilesenine gore tiirevlerini alip (2.9) denkleminde yerine
koyalim. Yaratic1 ve yokedici opertadrlerin 6zellikleri olan (2.7) denkleminin de
yardimuiyla,

h = cos” k, (x)
0|7,,]10)=— 2.11
(0|75, |0) 2aZn 2ahz (2.11)

n=l

=1 n
elde ederiz. (0,a) araligindaki toplam enerjiyi asagidaki sekide ifade ederiz.

Ey(a)= T<0m0|0>dx:§ia)n (2.12)

0

buluruz. Goriildiigii gibi £, (a) sonsuza giden bir ifadedir.

Casimir enerji hesaplarinin dogasi geregi {irettigi sonlu ifadeleri, matematiksel olarak
sonsuz ifadelerin i¢inden elde ederiz. Sonsuzluklari belirlemeye regiilarizasyon,
sonsuzluklar1 disar1 ¢ikarmaya da renormalizasyon denir [Sel¢uk Bayin,2004]. Kuantum
sifir nokta enerjisi hesaplarinda degisik regiilarizasyon ve renormalizasyon yontemleri
kullanilir. Farkli yontemlerin kullanilmasi sonucu olarak Casimir enerji hesaplarinda
siipheli noktalar ortaya ¢ikmistir. Bazi problemlerde, farkli matematiksel metotlar
kullanildiginda farkli sonuglar iiretilmistir. Bu nedenle matematiksel olarak daha
basitlestirilmis yeni avantajlar tireten metodlar1 géz 6niine alarak sonuglarin tutarliligi

elde edilmelidir.

Bu calismada Malzeme ve Yontem boliimiinde, kiitlesiz skalar alanda bulunan D
boyutlu kiiresel kabugun dalga fonksiyonu hesabi yapilacak. Ardindan Dirichlet ve
Neumann sinir kosulu altindaki 3 boyutlu kiiresel kabuk geometride, skalar Casimir
etkisi yeniden incelenecek [Nesterenko ve Pirozhenko, 1997]. Bulgular bolimiinde ise,
Malzeme ve Yontem bolimiinde elde edilen tecriibelerle ¢ift boyutlu kiiresel
kabuklardaki kuantum bosluk enerjsi, kontur integrali ile modlarin toplama yontemi
kullanilarak elde edilecek. Tartisma ve sonug¢ bolimiinde de elde ettigimiz bulgularin

literatiirdeki diger ¢alismalarla uyumlu olup olmadigina bakilacak.



3. MALZEME VE YONTEM

3.1 D BOYUTLU KURESEL GEOMETRIDE DALGA FONKSIYONU

D boyutlu kiiresel geometride Klein-Gordon denklemini kullanarak dalga
fonksiyonumuzu ve kuantum sayilarimizi inceleyecegiz. Kiiresel kordinatlarda metrik

tensorit g, ve sonsuz yakin iki nokta arasindaki mesafe elemanin,

=g, K =dP (P +1° G+ ST Q6+ Sin’ G SN’ QA+ +7 I ..... i ), )

r=0

D-1
ds* =di* —dr® —r’ (Hsm a}r 0<@ <z 1<i<D-2
- 0<¢p=6, <2r
(3.1.1)
olarak yazariz. Burada r kiirenin yarigapini; 6,,6,,......... ,0, ,,¢ ise acisal kordinatlari
gostermektedir. Kiitlesiz skalar alanin dalga denklemi
2
Oy =V? ‘I’—ia— (3.1.2)
c* ot
ile verilir. Burada dalga operatorii [,
= 10
O=V’-—— 3.13
¢’ or’ ( )

olarak tanimlanmistir. D boyutlu skalar alanda bulunan kiire i¢in dalga fonksiyonumuz,

=y (r,6,0,........ 6,,,0,,,0,1) (3.1.4)
seklinde degiskenlere baglhdir. D boyut i¢in V? ifadesini,
= 1 9 9 1 d 1 o .
VZ - 7 D-1 ¥ + D-2 0 v

2o 9 g 0g " ae) sin’ G sin” " 6, 06, (sin” 892)
N 1 0 N 1 0 (sin”~ 6, d )+

r*sin’ @, sin” @,sin”"* 9, 96, r’sin’ @ sin’ @, sin’ &, sin”~ 6, 96, ‘06,



1 d d 1 J

+ ing, +
1 sin’ @sin’ @ sin” §......sin* 6, ,siné), , 96, , (6nbp. aem) 7 sin’ @sin’ @ sin” §,.......sin* ), , O

(3.1.5)

y=y(r,0,0,,..... 0,3,0, ,,9,1)=R(r)©,(6)0,(6,).....0, ;(6, ;)0 ,(6, ,)P(PT(?)
(3.1.6)

seklinde ayrilabilir bir ¢6ziimii denersek,

00.,...09,.0, 0T 9 e B_R)  R00...6,.0, 97 9 g @)  R86,..0, .0, T 9 g @)

P a o Psin’?g 0§ 99 rFsn’gsin”’6 06, 26,

REO,.0,, T J ., 00, ROO,..0, @T 0 . . 09,

e ST + sin” 6, + sind,
7 sin” @ sin’ 6,..sin’ 4, , 06), , (S’ b 26), , gy @ sin’ 6,...sin> 6, ,siné, , 96, , (sinth 6, ,
ROO,..0, .0,.T 0’0 ROO,..0,,0,,09T (3.1.7)
r*sin’ 6, sin’ @,...sin° G, sin’ G, , I¢’ e or’

denklemini elde ederiz. Bu denklemden T ve @ i¢in ¢6ziilmesi gereken denklemlere

bakalim,
2
TV S a9
2
éj;) - D(p)=e""  m=0,%1,42... (3.1.9)

Buldugumuz bu denklemleri (3.1.7) denkleminde koyup denklemi yeniden diizenleriz.

%i(ﬁlﬁﬁﬁi@ﬂ”qﬁﬂ — 21 — d (sin“392@)+ ........................ +
R dr dr” Or'sin” g df dg Oy sin gsin 6 db de,
-2 .12 -2 d (Sin29&3d(9&3)+ ) . 0 ! ) ; d (Sil’lHD_za{aD_2
0, g7 sin’ Gsin’ §.....sin” 6, , db), dg,,” ©, 7’ sin’ gsin’@,....sin" 8, ,sing, , d6, , de,
2
” —_— (3.1.10)

2 2.2 ) ) )
rosin” gsin” @........sin" G, ,;sin” G, ,

Bu denklemi daha genel halde asagidaki sekilde yazabiliriz,



1 1 d (., dO, . nt
RrD—l )+z ) 0 [Slnj 0&./71 de&j lj = =
e, s’ g, Hsm g " bt/ 2 Isin® 6
i=1
(3.1.11)
Acisal kismin ¢dziimii i¢in (3.1.10) denklemine iterasyon yontemi uygulayalim.
1 1 d sing do,, nt _ AC+1)
P sin’ @sin’ 6,...sin* 6, | ©, ,siné,, db,, - df,," sin@,,| r’sin’@sin’f,...sin’ G,
(3.1.12)
1 1 d sin’@ dBy,, U+]) |_ N,(N,+2)
P sin’ Qsin’ B,....sin* G, ,| O, sin’ G, db, . de,, sin’@,,| 1sin’@sin’B,...sin"6),
(3.1.13)
1 1 d (sin® d@ ) Np ((Np s +D=6) | Ny (N, s+D-5)
¥ sin’ @ sin’ @ sin’ 8, | ©,sin”" 6, d6, sin’ 6, 7 sin’ @ sin’ @ sin’ 6,
(3.1.14)
1 1 d d_(sin d@ ) Ny s(Nps+D=5) | _ N, (N, ,+D-4)
7 sin’ g sin’ 6, | ©,sin”™ 6, d6, sin® 6, 7 sin” g sin” 6,
(3.1.15)
1 1 d . p3,d0, N,,N,,+D-4) N, (N, ;+D=3)
2 2 - D3 (sin™ 6, )= -2 - 2 ;2
r sin“ 6, | ©,sin" " 6, db, de, sin” 6, r-sin” 6,
(3.1.16)
L 1 d (mezed®1)_ND73(ND73+D_3) =_ND—2(ND—2+D_2)
2 D=2 1 c a2 2
O,sin" " 6, db, de, sin” 6, r
(3.1.17)
22 do, . N, L+j-DO,
Z —~ d (sin’ 6, o Dojly N+ D0, ——N,(N,+ )0, .,
‘osin’ 6, 1 dHD_J._l de,. i sin HD i :

(3.1.18)
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(3.1.12)-(3.1.17) aras1 agisal kismin ¢oziimlerini, (3.1.18) denklemi seklinde
genellestirebiliriz. Acisal kismin c¢oziimlerinden birini igeren (3.1.17) denklemini

(3.1.10) denkleminde yerine koydugumuzda radyal kisim i¢in
2 d’ R

=Ny (Npy +D=2) |R(r) =0 (3.1.19)

buluruz. Bu Bessel denklemini, EK-B denklem (7)’ye benzeterek ¢ozdiigiimiizde,

DZ D-2

RY=Ar 2 J,  (o)+Br Y . (or) (3.1.20)

D-2+ (—) D2+ (5=

elde ederiz. D boyutlu Kiiresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuzun radyal kismi
(3.1.20) denkleminden goriildiigti lizere Bessel fonksiyonlariyla tanimlanir. (3.1.20)
denklemi kullanilarak istenilen boyut i¢in radyal kisim rahatgca yazilabilir. (3.1.17)

acisal kismin ¢oziimiine bakalim. x =cos@, degisken doniistimii yardimiyla,

N, (N, ,+D-3)
(1-x%)

buluruz. Bu denklem Gegenbauer diferansiyel denklemidir ve ¢oziimii de Gegenbauer

2
(- x)dG) _(D-1)x d@)1
dx’

{ Np (N, +D=2)— }@1 =0  (3.1.21)

polinomudur. D boyutlu kiiresel simetrik problemlerde veya D boyutta bir hiper-kiirenin
ylizey salimimlarinda kiiresel harmoniklerin dogal uzantisi olan Gegenbauer polinomlari
kullanilir. (3.1.21) denkleminde 2 terimli tekrarlama bagintisi elde etmek igin
denklemin tanim araliginin ug¢ noktalarindaki davranisina bakalim. x =1 noktasinin
yakimi i¢in  y=(1-x) ve y=(1+x) seklinde iki degisken tanimlayalim. y=(1-x)’1 (3.1.21)

numarali denklemde yerine koyup, y — 0 limitinde denkleme bakalim.

dC(y) _ Np s(Np 3 +D-3)
dy 2y

2y

d°C(y) ,
dy?

+(D-1) C(y)=0 (3.1.22)

Yukaridaki denkleme p =Iny doniisiimiini uygularsak K = di olmak tizere,
o,

|:K2+(D_3)K_ND3(ND3 +D-3)

, }C(y%O):O

(3.1.23) diferansiyel denklemini buluruz. Bu denklemin ¢oziilmesiyle y — 0 icin sonlu

¢oziimii y" " yani (1 — x)N‘D‘”/ * olarak buluruz. y=(1+x) degiskeni i¢in de ayni
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hesaplart yaptigimizda sonlu ¢6ziim (1+x)N“””/2 olur. Bu buldugumuz sonuglari

kullanarak,
O, = (1+x) " (1= x)" " = (1= x*)"* C(cos §)) (3.1.24)

seklinde bir ¢6ziim deneyelim. (3.1.24) ¢oziimiini (3.1.21) denkleminde yazarsak,

(1-2) d;qczx) —(2N, , +(D-D))x djcx) HN, (N, ,+D-2)-N, (N, ,+D-2|Cx)=0  (3.1.25)

denklemini elde ederiz. Bu denklemin x =+*1 noktalarinda iki tane diizgiin tekil noktas1

vardir. [—1,1] araliginda ve sifir noktas: etrafinda C(x):ianx’”“ gibi seri ¢oziimii
n=0

Gegenbauer denkleminde yerine koyarsak,

K=N, ,(N,,+D-2)-N, (N, ,+D-2) olmak iizere,
a1 +aofa+1)x*"! +i{am(n+a:+2)(n+o:+1)+Hn+ag)(n+01—1)—(2NLH +D-1)n+0)+K]a, " =0
n=0

(3.1.26)
0zdesligini buluruz. (3.1.26) denkleminde x’in en kiiclik kuvvetlerinin katsayilarini
sifira esitleyerek indis denklemini buluruz. Yani,
a,o(o—1)=0 (3.1.27)
ao(a+1)=0
o=0 kokiiigin a,#0 ve g, #0°dir. Ayrica ov=0 kokii, indis denkleminin ikinci

kokiiniin de ¢oziimiinii igermektedir. Buna gore tekrarlama bagintisi,

_, (W=D +@2N,;+D-1)(m~K

ey =4, n=0,1,2,3.... (3.1.28)
(n+2)(n+1)
ile gosterilir. Genel ¢oztimii de,
C(x)=q, {1—% ¥ —(2+2(2N’}§ :;D_l)_K)(g)x4 Fren }+al {x+ QN J;l;_l)_Kf +}

(3.1.29)

olarak buluruz. Elde ettigimiz bu serilerin yakinsak olup olmadigini aragtiralim. x # *1
oldugunda, oran testi ile genel terimi u, = a,, x> olan serinin yakinsaklik testi asagidaki

gibi bulunur [Arfken,1970].
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:|a2k+2x _ | 92k+2
2%
‘uk ‘ ‘ a, X ‘ a,
liml92e2] =
oo
77| Ay

Gorildiugi tizere oran testine gore (-1,1) agik araliginda serimiz yakinsaktir. x==1
durumu i¢in oran testi sonu¢ vermez. Bu noktalarin yakinsak olup olmadigini bulmak

icin Raabe testini kullanalim. Raabe testini uygulamak igin,

— n — n+l
u,=ax U, =a,, X

n

—n olmak iizere

lim n[ “y —1}:1) (3.1.30)

limitini hesaplamamiz gerekir. P >1 icin bu seri yakinsak; P <1 i¢in 1raksaktir. P=1
icin Raabe testi sonu¢ vermez. Simdi D boyut i¢in buldugumuz tekrarlama bagintisina
bu testi uygulayalim.

(10-2D)yn—2N,_,(2n)+ N, ,(N,_,+D—=2)—N, (N, ,+D—2)
4n* —=2n+4N, n+(D—-1)2n—N, ,(N, ,+D—-2)+ N, (N, ,+D—2)

lim#n —oo n[

(10-2D)n—4nN, _, _(10-2D) N, <l
4n 4

Raabe testi, serinin 1raksak oldugunu gosterir. Iraksaklik bizim aradigimiz ¢6zim
degildir. Sonlu bir ¢6ziim elde etmek i¢in seriyi bir yerde kesmeliyiz. Kesme islemini

a,.,=0 ve a, # 0 olacak sekilde yapariz. O halde,
((n=D)+@2N,, 3 +D=1)(n) =N, ,(N,, , +D=2)+N,, ,(N,, ; +D-2)=0
n=N,,—N, , (3.1.31)

buluruz. D boyutta kuantum sayilarina ve aralarindaki iliskiye bakalim,
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m=—l,—0+1,..... ¢
0=0,1,2cmmmerererereeee N,

N, =012 N,

Ny=0,1,20 N,

Npy =012 N,, (3.1.32)
k=N, , =012 ...

icin yaptigimiz hesaplamalar1 diger agisal denklemler i¢in de yapariz. O halde D boyut

icin dalga fonksiyonunu en genel olarak agagidaki gibi gosteririz,

Dy
_(&2 D-2 CN e {T‘uj

(7~ D-3 .
Welar 2T L (@)+Br 2 Y, (@) |Y(6,,,0) Tsin > 6, (cos8,)e ™
(=) =) =1

N, D-1-u -N D-2-u

(3.1.33)

D boyut i¢in buldugumuz dalga fonksiyonunu 4 boyut i¢in 6rneklendirelim. 4 boyutlu

kiiresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuz, ¥ =¥ (r,6,,0,,¢,t) seklinde degiskenlere
baglidir.
1 9°Y

Oy =V*¥ - —
¢’ or?

(3.1.34)

Y Kkiitlesiz skalar alan olmak iizere, alan denklemimiz yukaridaki gibidir. ilk olarak 4

boyut i¢in V?ifadesini (3.1.34) denkleminde yerine koyalim ve dalga fonksiyonunun

degiskenlerine olan bagimliligini ayiralim.

72 1 a 3 a 1 a -2 1 a . 1 82
Viee—|r— |t | — |t 55— | S, — [+ 5——5—| =5
ror\_ odr) r°sin” 6 96 26 ) r’sin” @ siné, 96, 20, ) rsin" @ sin” 6, | d¢

Y=¥(,0,,0,,0,t) =R(1)O, (6,)0, (6, )D(P)T(t) (3.1.35)

|
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Klein Gordon denkleminde gerekli diizenlemeleri yaptiktan sonra asagidaki 5 temel

denklemi elde ederiz.

2
%izﬂT = T(1)=e™ (3.1.36)
2
é—i;z) =-m’ ®(g) = e m=0,%1,%2.... (3.1.37)
! L0 )00, m o(0+1
7 sin’ {@ in6, 96, "% 30, s g }:_rz(smz; (3.138)
1 2 2 2 p) o) |
- ) L9 (sin?g 20 LD | N2 (3.1.39)
¥ ©,sin” 6 96, 06, r’sin’ 6 p
2
72 c;r§+3rc;—1:+ a)2r2_N2(N2+2)]R(r):() (3.1.40)

(3.1.40) radyal denklemini EK-B Denklem (7)’den faydalanarak ¢o6zeriz. Radyal

kismimiz asagida goriildiigu gibi Bessel fonksiyonlari cinsinden ifade edilir.

R= ArilJNZH(a)r)+Br71YN2+l(a)r) (3.1.41)

Klein Gordon denkleminin © ’Ii kisminin ¢6ziimleri i¢in ise (3.1.38) ve (3.1.39)
denklemlerini incelemeliyiz. (3.1.38) denkleminin Assosiye Legendre fonksiyonunu
verecegi aciktir. (3.1.39) denklemini ¢dzmek i¢in x=cos§,, xe [—L1] gibi bir bagimsiz
degisken tanimlayarak degisken dontisiimii yapalim. Artik yeni denklemimiz,

d’e do® L(L+1)
1—x? L_3 LI N,(N, +2)————=10, =0 3.1.42
(I-x7) i X dx |: (N, ) (l—xz)} 1 ( )

seklini alir. (3.1.42) denklemine y(x)= iak x*** seklinde sifir noktasi etrafinda bir seri

=0
¢Oziim denersek, ti¢ terimli bir tekrarlama bagintisi elde ederiz. 2 terimli bir tekrarlama
bagintis1 elde etmek i¢in denklemin tanim aralifinin u¢ noktalarindaki davranigina
bakmaliyiz. x =21 noktasinin yakini i¢in y=(1-x) ve y=(1+x) seklinde iki degisken
tanimlariz. y=(1-x) degiskeni i¢in denklemimizi diizenleyip, y =In p seklinde yeni bir

dontisiim altinda ve y — 0 limitinde bu denklemi inceleriz. Sonlu ¢6ziim olarak
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(1-x)"* buluruz. Aym islemi y=(1+x) icin de yaptigimizda, (1+x)”?sonucunu
buluruz. Buldugumuz bu sonuglart kullanarak (1+x)"*(1-x)"* = (1-x*)"* ¢oziimiinii

(3.1.42) denkleminde deneriz. Sonug olarak denklemimiz,

(1-x%) d2ch) _@r+3)r 9
dy

+[N, (N, +2)— (L +2)]C(x)=0 (3.1.43)

seklini alir. x =c0s 6, , xe[-1,1] idi. O halde,
0,(x) = (sin’ 8)"*C(cos ) (3.1.44)
olur. (3.1.43) denkleminin x =21 noktalarinda iki tane diizgiin tekil noktas: vardir.

[-1,1] arahiginda ve sifir noktasi etrafinda Frobenius yontemini kullanarak
C(x)= i a x"* seklinde bir seri ¢6ziim deneyelim.
n=0
N,(N,+2)—0({+2)=Z olsun.
a0 +ao(ort ) +3 a1 o 2+ oo ) A+ @+ o) QI+ 3+ o)+ Z) a0 =0
n=0

(3.1.45)
Kuvvet serilerin teklik 6zelligi geregi bu denklemin biitiin x noktalarinda saglanmasi,
ancak x’in biitin kuvvetlerinin katsayilarinin ayni1 anda sifira esit olmasiyla
miimkiindiir. O halde seri ¢oziimdeki katsayilar arasindaki tekrarlama bagintisi,

— [(n+a)n+a-1)+Q20+3)(n+a)-Z] (3.1.46)
(n+a+2)(n+o+l)

seklindedir.

a,o(o—1)=0 (3.147)
a,(a+1)=0 o

o =0 indis kokii i¢in seri ¢oziimii bulursak, (3.1.47) numarali denklem a,#0 ve
a, #0 verir. Tekrarlama bagintis1 ise

=D+ @20+3)(n)-Z]
Bz = & (n+2)(n+1)

n=0,1,2,3.. (3.1.48)

bulunur. Genel ¢6ziim de,
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C(x)=q, [l—gx2 _@+2020+3)=2) (Z)x4 +.ne. }+a1 [)C+Mx3 +} (3.1.49)
2 3.4 2 2.3

seklinde olur. Ilk olarak bu serilerin yakinsak olup olmadigmna bakalim. Oran testine
gore (-1,1) acik araliginda serimiz yakinsaktir. Fakat oran testi x =21 noktalarinda
serilerin yakinsakligi konusunda birsey soylemez. Bunun i¢in (3.1.29) Raabe testini
uygulamaliyiz. Raabe testi bize tekrarlama katsayilar1 arasindaki iligkinin 1raksak

oldugunu soyliiyor.

C(x)= Zanx””’ a =0 igin
n=0

C(x)= i ax"
n=0

0 1 2 n n+l n+2
aox +a1x +a2x Fonenns +anx +an+1x +an+2x

Katsayilar artarak geliyor. Katsayilar arasindaki iliski boyle sonsuza gittigi i¢in bu seri

bir yerde kesilmeli. Ciinkii sonlu ¢6ziim ariyoruz. Kesme islemini a,,, = 0 ve
a, # 0 olacak sekilde yaptigimizda, sonlu terimli bir kuvvet serisi elde etmis oluruz.
(3.1.48) denklemine gore,

n(n—=1)+20+3)n—=N,(N,+2)+(({+2)=0

n=N,—/ (3.1.50)

Dolayisiyla 4 boyut i¢in kuantum sayilarimiz ve aralarindaki iligki,

N, ¢ m
0 0 0
m=—0,—0(+1,....0 1 0 0
£=0,1,2............. N, 1 1,0,—1 (3.1.51)
N,=0,1,2.......... 20 0
1 1,0,-1,
2 2,1,0,-1,-2

olur. 4 boyut i¢in Klein-Gordon denkleminin ©(8)’li kismimin ¢6ziimii bize Kiiresel

Harmonik ve Gegenbauer polinomunu verdi. En genel halde Gegenbauer denklemi,
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dcﬁ( )

— QA+ n(n+24)CH(x) =0 (3.1.52)

L\ dCl ()
e dx?

seklinde verilir. (3.1.52), (3.1.40) ve (3.1.43) denklemlerini kullanarak, 4 boyut i¢in

dalga fonksiyonunu asagidaki sekilde gosteririz,

Y= [A[;flJ]\,2+1 (wr)+Br 'Y, (a)r)J Y"(6,,9)sin" 6,C\" (cos 6)e ™ (3.1.53)

Kiitlesiz skalar alanda bulunan 5 boyutlu kiiresel kabuk i¢in Klein Gordon denklemini

cozdigiimiizde,
2
% “;5 =@ T(t)=e™ (3.1.54)
2
é‘;;z’ =-m’ d(p) = ™ m=0, +1,+2.... (3.1.55)
1 1 d n’ o(0+1
EREREI ) ——(sin6 3)— =—— § ,)2 (3.1.56)
r“sin” g sin” 6, | ©,siné, d6, 6,” sin’ 6, r“sin” @ sin” 6,
1 1 d ((+1) | N(N,+2)
(sin’ 2) =——22 (3.1.57)
r*sin’ 6| ©,sin’ 6, d6, sin’ @, r* sin’ 6, o
iz 1 g Gl)—Nz(,N;”) - W, +3) (3.1.58)
O, sin’ 6, d6, de, sin” 6, r
2
2 ihf +4rfi—]j+[a)2r2—N3(N3+3)]R(r):0 (3.1.59)
R=Ar""J (o) +BrY, ., (or) (3.1.60)

denklemlerini buluruz. (3.1.56) acgisal denklemin ¢6ziimii Assosiye Legendre
Polinomunu verir. (3.1.57) ve (3.1.58) denklemleri de Gegenbauer polinomunu verir.

(3.1.57) denklemini 4 boyut i¢in ¢6zmiistiik. (3.1.58) denklemini de ayni yontemle
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¢ozeriz. Ik olarak x=cosd, doniisiimiini uygulariz. Ardindan denklemin ug

noktalarindaki davranigina bakip, sonlu ¢6ziim arariz. (3.1.58) denklemi,

(1-x) dz;gx) ~(2N, +4)x dflix)

+[N,(N, +3)— N, (N, +3)] C(x) =0 (3.1.61)

seklinde gosterilir. (3.1.61) denklemine [—l, 1] araliginda ve sifir noktasi etrafinda

C(x)= ianx"*” gibi bir seri ¢oziim uyguladigimizda N,(N,+3)—N,(N,+3)=4
n=0

olmak {izere tekrarlama katsayilar1 arasindaki bagintiyi,

[(m)(n—1)+ (2N, +4)(n)— A]

a,,=a, n=0,1, 2, 3... (3.1.62)
(n+2)(n+1)

olarak buluruz. Bu serinin yakinsakligi ilk once oran testi ve ardindan Raabe testi ile

kontrol edilir. Raabe testimiz bize tekrarlama katsayilar1 arasindaki iligskinin 1raksak

oldugunu soyler. Katsayilar arasindaki iliski sonsuza gittigi igin bu seriyi a,,, = 0 ve
a, # 0 olacak sekilde keseriz ve sonlu terimli bir polinom elde ederiz.
n(n—=1)+2N,+4)n—N,(N,+3)+N,(N,+3)=0

n=N,—N, (3.1.63)

5 boyut i¢in kuantum sayilarimiza ve aralarindaki ilskiye bakalim,

N, N, ¢ m
0 0 0 0
m=—t,—0+1,....0 booo 0
1=0,1,2 N PO 0
12 i L Lo Lo
N, =012 N, 5 0 o 0
N, =0,1,2 10 0
1 1,0,—1
2 0 0
1 1,0,-1
2 2,1,0,-1,-2

Sonug olarak 5 boyut i¢cin dalga fonksiyonumuz asagidaki gibidir.
W[ 4, (@) B, (@) 170, 9)sin’ 6 (cos)sin® GCE T (cos @)e ™

(3.1.65)
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3.2 DIRICHLET SINIR KOSULUNDA SKALAR CASIMiR ETKi

Dirichlet ve Neumann simir sart1 altindaki kiitlesiz skalar alanda bulunan a yarigaph
kiiresel kabugun mod dagilimini yeniden inceleyecegiz. Ozfrekanslarin kompleks
diizlemdeki kontur integrasyonu araciligi ile dogrudan mod toplama yontemine dayanan
bir metotla a yarigapli kiiresel kabugun Casimir enerjisini yeniden elde edecegiz.
[Nesterenko V.V. ve Pirozhenko 1.G.1997].

Yeniden normallestirilmis Casimir enerjisi,
1 _
E=22 (@ _a) (3.2.1)

seklinde ifade edilir. Buradaki @, g6z oniine aldigimiz geometrideki kiitlesiz skalar

alanin klasik 6z frekanslarini temsil eder. @, ise higbir smir kosulu olmadan, geri

planda se¢ilen referans boslugun 6z frekanslaridir. Yeniden normallestirilmis Casimir
enerjiyi hesaplayabilmek i¢in, (3.2.1) numarali denklemde ifade edilen 6z frekanslari
bulmamiz gerekir. Once kiitlesiz skalar alan ic¢inde bulunan kiirenin modlarmin
dagilimimi veren 6z frekans denklemlerini elde edelim. Daha sonra bu modlarin
dagilimindan Casimir enerjisini inceleyelim. a yarigapli kiirenin icindeki ve disindaki
skalar alanin salinim frekanslarini belirlememiz gerekir. Dirichlet sinir kosullarinda 6z

frekanslar W(r=a)=0 sartina gore,

Ji(@a) =0 (=0,1,2.... (3.2.2)

h""(wa) =0 (3.2.3)
ile verilir. (3.2.2) kiire i¢indeki; (3.2.3) denklemi de kiire disindaki skalar alanin

salinimlarinin frekansin belirler.

J,(z) ve h"(2) kiiresel Bessel fonksiyonlarmi Ek-B Denklem(12)’den faydalanarak

i) = \/%J/H/Z (2) (3.24)
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b (z) = w/%ﬂgg/z(z) (3.2.5)

ile gosteririz. Burada ¢=0,1,2,3...°dir. Bu denklemlerin pozitif kokleri @, >0

n=1,2... oldugu durumlar g6z 6niine alinmalidir.

(3.2.1) denklemi su sekilde yazilabilir,

1 1S G 8 o
Ezws ZEZ > D0, = (1+1/2)S8, (3.2.6)

S,=>. 0, (3.2.7)

(3.2.2) ve (3.2.3) denklemlerinin her biri Sé“) tiretir. Burada Sé“) kismi toplamlarini

hesaplayabilmek i¢in Cauchy Teoreminin integral gésterimini kullanabiliriz.

AP :#[ﬁz%lﬂf(”) (z,a)dz (3.2.8)
C

27l

™.
WV

Sekil 3.1 Kompleks diizlemdeki kontur integrali

-k

[ Nw,a)=0 o=1,2 (3.2.9)

Buradaki f @ (3.2.2) ve (3.2.3) denklemlerini tanimlayan fonksiyonlardir ve kapali

bir C yolu tizerinde ve i¢inde analitiktir. C konturu bu denklemlerin koklerini saat

yoniiniin tersinde ¢evreler. Bu kontiir iki kisma ayrilabilir. Bunlar yarim dairesel kisim
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olan C , ve [id— —iA] olan diiz kisimdir. Yani C , konturu sanal eksende [-id,iA]
ve A vyaricaphidir. A sabit tutuldugunda (3.2.8) integrali bize gdz Oniine alman
frekanslarin toplaminm degerini verir. C ; kontiirii /“(@,a)=0 denkleminin sonlu

sayida koklerini icerir. Koklerin toplami sonlu oldugundan yarigap bir regularizasyon

parametresidir ve bu bizim i¢in 6énemli bir sonugtur.

@ argiimanimin negatif degerleri icin £ (~w,a) = f“(wa); @ >0 (3.2.10)

y —1y degisken doniisiimii yapalim. C konturunun katkisiyla (3.2.8) denklemi su sekli

alir;
1 % d
S = L 1y7yln f<“>(zy,a)zdy+— j I £z, a)dz
(@) 1 i d () ()
G — J.y—lnf (zy,a)dy+—j I/ (z a)dz (3.2.11)
2 = dy

S’ mn ilk terimini kismi integrasyonla aginca,

1 CO 1
—— [vIn (@) (s : +— | () iv, dv + dlIn (@) ,
i “)U 2ﬂ_£ [ iy, a)dy 27”'42 [“(z.a)

buluruz. (3.2.1) enerji denklemindeki tanima gore Casimir enerjisinde sonlu bir ifade

elde etmek amaciyla (3.2.8) denkleminin a— oo kismi olan Minkowski uzaymin katkis1

cikartilir. Bu kismi da S_la ile gosterelim.
s, =- j y—ln 1 (iy,a = oo)dy +— j /(2,0 > )z
S °mn ilk kismmi da kismi integrasyonla acalim ve denklemi diizenleyelim. Sonugta

asagidaki ifadeyi elde ederiz,

S = M_[yln @ (ly,a%oo)] |+— j In f“(iv,a %oo)qﬂ/+— C;[z— nf9%za—t  (3.2.12)

lim ' z,a)= f“(z,a) (3.2.13)

(3.2.13) esitligini kullanarak C , ’li terimlerin S, — S [a ifadesinde biririni gotiirdigtini

kolaylikla gorebiliriz. O zaman mod dagilimi i¢in geriye su ifade kalir,
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— = (@) (;
so_g =L [dyin S (iy,a) (3.2.14)
N S iy,a— o)

0
Bu esitlikteki f“ (iy,a) fonksiyonlar1 6z frekans bagintilarindan hesaplanir. Yani

(3.2.2) ve (3.2.3) 6z frekans esitliklerini (3.2.14) numarali denklemde yerine koyacagiz.

(3.2.2) denklemine gore j,(wa)=0 idi.

W ;
1f ) _ J,a) v="0+1/2 (3.2.15)
fO3y,a— ) limJ, (iva)

(3.2.15) denkleminde yer alan J (z) ile Modifiye Bessel fonksiyonu olan [, (z)
arasindaki J, (iz)=i"I,(z) iliskisini kullanalim. Daha sonra 7, (z) ’lerin asimptotik

seriye genisletilmis halini denklemde yerine koyalim. Yeterince biiyiik z ve sabit v

degeri i¢in Modifiye Bessel fonksiyonu,

z

e

1,(z)= (3.2.16)

27wz

seklinde ifade edilir [Abromowitz ve Stegun, 1964]. Buna gore (3.2.15) denklemi su

hali alir,
D (iy.a »
f({( iy(j _>)°o)=«/2fmye "I (ay) (3.2.17)

/2@ fonksiyonunu da (3.2.14) denkleminde yerine koyalim. 4" (@a)=0 oldugunu

biliyoruz.

) (; s
(21)” _pa) __H, ((ll)y{l) (3.2.18)
fPiy,a— o) lim H," (iya)

H " (z) birinci tiir Hankel fonksiyonudur. K, (z) ise Modifiye Bessel fonksiyonudur.

Bunlarin arasindaki iliski asagidaki gibidir;

K, (z)= (%)i"“HV“)(iz) (3.2.19)

Bu iliskiyi (3.2.18) denkleminde yerine koyalim. K, (z) Modifiye Bessel

fonksiyonunun biiylik z ve sabit v degeri i¢in asimptotik seriye genisletilmis hali



23

KV(Z)Zzie’Z seklindedir. Bu durumda,
z

[Piya) 24y 3.2.20
Oa—se) \ 7z K, (ay) (3.2.20)

bulunur.Boylece (3.1.2) ve (3.1.3) 6z frekans esitliklerinin enerji denklemine katkisi

ZZZSJ“) -5 ={Idy In[2ayl, (ay)K, (ay)] (3.2.21)
a2(€+—>— jdyln 251,(MK, ()] (3.2.22)

seklinde gosterilir. Once toplamin icindeki terimi hesaplayalim.
1,17
0, =(t+2)— [avn[201, (1)K, ()] (3.2.23)
0

(3.2.23) ifadesinde y sonsuza gotiiriiliip v sabit tutuldugunda sonlu bir sonuca ulasilir;
fakat v sabit degilse Modifiye Bessel fonksiyonlarinin asimptotik degerlerini
kullanmak gerekir. Ciinkii (3.2.23) denklemindeki Bessel fonksiyonlart y’nin artan
kuvvetleri seklinde bir seri olusturur. Bu seri y’nin biitiin degerleri i¢in yakinsaktir ama
y’nin ¢ok biiyiik oldugu durumlarda yakinsaklik ¢cok yavastir. Bu davranis baslangigtaki
baz1 terimleri kagirmamiza neden olur. Bu yiizden Bessel fonksiyonlar1 ¢ok hizli sekilde
yakinsak yapilmalidir. Bu hizli yakinsakligi da ¢ok biiyik v degerlerinde y —» vz
dontisimii ile  Bessel fonksiyonlarmin uniform asimptotik a¢ilimimi kullanarak

yapabiliriz.

[ e = U, (1)
L,v2)=— e {1+; " } (3.2.24)

K (vz)= \F(H )1/4{1+Z( 1)kU(t)} (3.2.25)

t=(1+2°)" d— =—zr (3.2.26)
Z

o(y)=yI[,(MK,(») y—=vz (3.2.27)

Iv(VZ)Kv(VZ)EWIZZ)]/Z{ (2U U )+ (2U +U2 2UU)+®( )} (3228)



24

o) =V { — (U, U)+ —QU, +U,* - 2UU)+¢9( lj 23} (3.2.29)

1
2v(1+2%)"?

(3.2.29) denklemindeki Uy ifadelerinin agilimi Uy(t)=1 olmak iizere,

U, (t)= %ﬁ (1-U.(f) +é ](1 —52)U, (¢)dt (3.2.30)

0
formiiliiyle verilir [Abromowitz ve Stegun,1964]. Biz 3 boyut i¢in i4 ’e kadar gidelim.
1%
Diger terimlerden gelen katkilar kii¢iik oldugu i¢in onlar1 ihmal edelim. Dolayisiyla,

U, (1) =2—14(3t—5t3)

U,(t)= ﬁ (812 —462¢" +385¢°%)

1

U, (1) = (303751° —=369603¢° + 76576517 —425425¢°)
’ 20

U,@)= m(4465 125¢* —94121676¢° +349922430¢° —446185740¢'° +185910725¢'%)
(3.2.31)
U, (t) degerlerini kullanicagiz. Bu formiilleri (3.2.29) denkleminde yerine koyarak,

20(vz)= i ) [+—(t — 6 +5(%) +—— T (7t 580t6+217018—2772tl°+1155t12)}

(3.2.32)

esitligini elde ederiz.

In20(vz)=In——— 11{1+L2(t2—6t4+5t6)+ 14(27t4—580t6+2170t8—2772t1°+1155t12)}
(I+z )/ 8V 128v

(3.2.33)

seklindedir. =(1+z°)"? doniisiimii yapalim. Ilk kismi kismi integrasyonla ¢6zeriz ve

- - ~ _z

sonucunu buluruz. ikinci kisim igin de,
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2 3
X

x| <1 igin In(l+x)= x—%+?....

Taylor yaklagikligini kullanalim.

x:8—12(t2 —6t" +5t%)+ ! - (271" =5801° +2170¢° —2772¢"° +1155¢%)
V V

128

2
% :%641 (4 +461° +250" —12¢° —60¢')
14

2

x Lo 4 e
X ——=—"(F -6t +5°)+
2 81/2( )

12; - (261" —568¢° +2124¢° —27121 +113017)
14

In(1+x) =L2(t2 —61* +51°) + ! - (261 —5681° +21241° 27121 +1130¢'%)
% 128v

(3.2.35)

O, >da bu ifadeleri yerine koyup integralleri rezidii yontemi ile ¢6zdiikten sonra,

y T 357w
dyn|2yl, (y)K =——- + 3.2.36
Oj pin[29L, (K, ()] ===t (3.2.36)
buluruz. Yani enerji ifademiz
2 oo
0, v Jaﬁz In[2yI,(»)K,(y)]  formiilii uyarinca,
7 0
vl 35
= +o(v™ 3.2.37
=T s P aagem OV ( )
1< vl 35 1
E=—) (—- + v=">I+— 3.2.38
a;( 2 128 327681/2) 2 ( )

haline doniisiir. (3.2.38) denkleminden goriildiigii tizere, raksak ifadeler /’ye gore
toplamdaki ilk iki terimden gelir. Bu sonsuzluk, Zeta fonksiyonunun yardimiyla

ortadan kaldirilabilir. Tlk adim olarak enerji denkleminde sonsuzluga yol acan terimleri

toplayip ¢ikartalim ve sonlu kismi1 ayiralim. Sonlu kismi O ile gosterelim.

o 2
0 =0+ 4 Lo
T2 128 32768y

(3.2.39)

vV — oo durumunda Z(j)( yakinsaktir. Enerji denklemi de,
(=1
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1< 1< v?
EP=-Y0,=—) (0, +—+—)—— =) -—— 3.2.40
a; ' a;( 2 128) a;( ) 1284 Z( ( )
olur. Enerji denkleminde sonsuzluga yol agan terimleri Hurwitz Zeta fonksiyonu ile

tanimlayalim. Hurwitz Zeta fonksiyonu en genel halde,

¢(z.9)= Z

o ) Rez >1 (3.2.41)

seklinde tanmlanir. q:E icin Riemann Zeta fonksiyonuna indirgenir. Riemann Zeta
fonksiyonu da,

B ___ B
¢(z)= 2 e Rez >1 {(~z,q)= = (3.2.42)

ile gosterilir. O halde (3.2.40) enerji denklemimiz,

1& 1l S — 1 1
EP=-%0,=—> 0, -——¢g(-2,-)——¢(0,— 3.2.43
aZ aZ 552 =60, ) ( )

seklinde Zeta fonksiyonuna bagli olarak tanimlanir. Riemann Zeta fonksiyonunun,
1 :
§(z2)=2 -Ds(2) (3.2.44)

seklinde bir gosterimi vardir. Bunu iraksak ifadelerimize uyguladigimizda,

z (0 +5) =¢(0, —) (2°-1g(0)=0 (3.2.45)

=0

Z(“—) =¢(= 2—) (ZZ—I)G(—2)——§(—2) 0 (3.2.46)

=0
buluruz. Enerji denklemimiz olan (3.2.43) denklemi, (3.2.45) ve (3.2.46)
0zdesliklerinden dolay1 asagidaki sekli alir,

1< —
o -13g 3.2.47
aZ;, , ( )
1 1 1
0,=0,+—(/+=) +—
L 2( 2) 128

Modifiye Bessel fonksiyonlarinin uniform asimptotik degerlerini kullanarak yukaridaki

yakinsak enerji ifadesini bulmus olduk.
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v’ nin hizla artmasiyla Modifiye Bessel fonksiyonlari olan [/, (z) veK, (z) hizla

uniform asimptotik degerlerine yaklasir. Bu yiizden / 'nin nispeten biiyiik degerleri i¢in,

_ 35
0 =0""=_""__ 3.2.48
! 327682 ( )

olarak alabiliriz. Fakat Modifiye Bessel fonksiyonlarinin istenilen biitiin z ve biiyiik v
degerlerinde dogrudan hesabi gereklidir. Bunun i¢in (3.2.22) enerji denklemimize geri

donelim.

E? =3 0+ DL [arin[21,00K, ()] idi
=0 27y

v="_ +% ve (=0,1,2... oldugunu biliyoruz.Yukaridaki enerji ifadesinden goriildigi

gibi /’nin degerine bagl olarak v degeri ve buna bagl olarak da Modifiye Bessel
fonksiyonlarmn ¢arpimi olan ifade degismektedir. Bu c¢arpim [, (z) ve K (z)

fonksiyonlarmin degerlerinin  yerine konulmasiyla bulunur [Abromowitz ve

Stegun,1964].

——asym

0, 0,
0.001913 0.004273
0.000398 0.000474 (3.2.50)

0.000159 0.000171
0.000084 0.000087
0.000052 0.000053

AW N - olN

Yukaridaki veride /=0,1,2,3,4 igin o, degeri, hem asimptotik formiil kullanilarak
hem de niimerik hesabin yapilmasiyla bulunmus ve karsilastirilmistir [Nesterenko ve
Pirozhenko, 1997]. Sonu¢ olarak enerji ifadesinin tam degeri, ¢ >3 degerlerinde
(3.2.48) denklemini kullanilmasiyla; /¢ <3degerlerinde de Modifiye Bessel
fonksiyonlarinin ¢arpiminin degerini (3.2.22) denklemine koyup, gerekli integrallerin

hesaplanmasiyla bulunur [Nesterenko ve Pirozhenko, 1997].

£ =L0.002819 (3.2.51)

a
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3.3 NEUMANN SINIR KOSULUNDA SKALAR CASIMIR ETKIi

Bu boliimde de kiire yiizeyinde Neumann sinir kosullarina uyan kiitlesiz skalar alanin
modlarinin dagilimini inceleyecegiz. Kiirenin i¢indeki ve disindaki 6z frekanslar

asagidaki denklemlerle verilir,

[j,(0r)] | =0 (3.3.1)
I @n] =0 1=0,1,2... (3.3.2)
1 1 & & o e
E=—Yw,==> > Y aw,=> (+1/2)s, §,=) o,
2 P 290 me =0 n=1

oldugunu bir 6nceki hesabimizdan biliyoruz. (3.3.1) ve (3.3.2) 6zfrekanslarinin tirettigi
S ;“ ) *lar1 Cauchy teoreminin integral gosteriminden yararlanarak bulabiliriz. Yeniden

Normallestirilmis enerjiyi hesaplamak i¢in buldugimuz denklemden bos uzayin
katkisint yani Minkowski uzaymin katkisini ¢ikartmaliyiz. Dirichlet smir1 igin

yaptigimiz hesaplardan,

Yy 1" @) (;
so_g =L [dyin (0{: : (i, a) (3.3.3)
Ty SOy, a — )

elde etmistik. (3.3.1) ve (3.3.2) 0z frekans esitliklerini (3.3.3) numarali denklemde

yerine koyalim.

=L@ [ =0

r=a

d| | = B
E|: 2a)rJV(C()I"):|r:a—O

J, (iya)
M__“v
/ 2

+iyaJ) (iya) (3.3.4)
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olarak buluruz. Dirichlet smir kosulu i¢in yaptigimiz hesabin sonucundan farki

isaretidir. (3.3.4) denklemini (3.3.3) esitliginde yerine koyarsak,

fO%y,0)  _ =J(iva)/2+iyal, (iva)
fOiy,a =) - li_r».l}[—JV (iva)/2+ival)(iva)|

(3.3.5)

buluruz. J, (iya)=i"I,(ya) ifadesini (3.3.5)’de yerine koyalim. I/ (ya) argumana gore
tirevi belirtmektedir. Bu durumda ;

fVGy,a)  _ —1,(ya)/2+ yal,(ya)
[ y.a—ee)  lim[-1 (ya)/2+ yal(ya)]

(3.3.6)

ay

Sabit v ve biiytik y degerleri i¢in, 7, (ay) = \/267 asimptotik degerini kullanalim ve
may

bu ifadenin de tiirevini alip (3.3.6) denkleminde yerine koyalim.

ay

lim (=1, (a)/2+ ayl{ (@) = = (a»)

S (iy,a) 27, ,
Lm(iy’lj_a) m)}:\/;e ' [—lv(ay)/2+aylv (ay)} (3.3.7)

‘dir. Ayn1 hesaplar1 /) (iy,a) i¢in de yapalim,

44 om]

=0

H " (iya)

[P @.a)=- +iyarl,"” (iya) (33.8)

%iUHH (iay) = K, (ay) oldugunu gérmiistiik. Bunu (3.2.8)’da yerine yazalim.

[P.a) _ K (ay)/2+yaK](ay)
[P y,a—e)  lim[-K, (ay)/2+ayK](ay)]

(3.3.9)
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Sabit v ve biyik y degeri icin K (ay) fonksiyonunun asimptotik degeri,

K, (ay)= %e“y idi. Turevini alip (3.3.9) denkleminde yerine koyduktan sonra,

lim (K, (ay)/2+ayK, (ay)) = -, /%e—@ buluruz. (3.3.10)

fPve) |- 2 ., ,
{f(z)(iy,a—wo)}__ ”—aye [—Kv(ay)/%ayKv (ay)} G3.11)

S5 -5 :_fdl { (1 ) _ [;(ay)j(%ay)—ayl(‘:(ay)j} (3.3.12)

a=1

olur. Buna gore enerji ifadesi,

( N _ 1 f(l)(l'y, a) f(z) (iy, a)
a;(€+ )I Lv(l)(ly a—> o) @ (iy,a — o) (3.3.13)

Enerji ifadesinde 'V, f* fonksiyonlarini yerine koydugumuzda,

EV =230 )] dyl{ (”) 1;<ay>j(@—ay1<;<ay)j}

buluruz. Yukaridaki ifadeden E“’yi bulmak zor oldugundan, E +E™’yi bulup

E ’nin katkismi bu ifadeden ¢ikarmaliyiz.
EP+EY = Z(5+ )= Idyhl{ 2ayl, (CW)KV(CW)]{ ( IV(W)—WI;(@/)j(%KV(CW)—CD’K;(CD/)H}

(3.3.14)

(=1

E? £ =13 +—) Idyln{—“ (an)K, (ay)( 1,(ay)=yI; (ay))(l K, (ay)-yK] (ay)ﬂ
T

(3.3.15)

Ilk olarak ay—y doniisiimii yapalim. Daha sonra Modifiye Bessel fonksiyonlarinimn

Wronskian ifadesinden yararlanarak ve terim ekleyip terim ¢ikartarak (3.3.15)

denklemini asagidaki sekilde kisaltabiliriz.
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D N 1 = 1 y 2
£ 4 | >:E;(€+E)deln[l—,u/(y) ] (3.3.16)
Burada 1-,(y)* =-41,(»)K, (y){ I,(»)— I, (y)}{l K,(y)-yK, (y)} dur.

uf(y>=y2di[lfv(y>1<v(y>j (3.3.17)
VY

seklindedir. (3.3.16) enerji denklemindeki toplamin yakinsakligi, biiytik ¢ degerlerinde

toplamin i¢indeki terimin davranistyla belirlenir. Bu terimi P, ile gosterelim

0+1/27

P = Idyln[l—ﬂ[(y)z] (3.3.18)

Yukaridaki ifade de goriildiigli gibi y sonsuza gotiiriiliip, v  sabit tutuldugunda sonlu
bir sonuca ulagilir. Fakat v sabit degilse (3.3.18) denklemindeki integralli kismi
hesaplamak i¢in hizli bir sekilde yakinsaklik veren Modifiye Bessel fonksiyonlarinin

uniform asimptotik a¢ilimini kullanmaliyiz. Bunun i¢in y — vz gibi yeni bir degisken

tanimlayalim. Uniform asimptotik ag¢ilimlariyla y’yi sabit tutup v’yii sonsuza
gotiirdiigimiizde, Modifiye Bessel fonksiyonlarinin  (3.2.24) ve (3.2.25)
denklemlerindeki formiillerini kullanmaliyiz. Bu formiiller uyarinca Modifiye Bessel

fonksiyonlarmin uniform asimptotik degerlerinin ¢carpiminin,

L (v2)K,(vz) = { —QU, U)+ QU +U, - 2UU)+®(— )} (3.3.19)

1
w(l+2%)"?
oldugunu biliyoruz. (3.3.19) denkleminde yer alan Uy ifadelerinin agilimlarint (3.1.31)

denkleminden elde etmistik.

Enerji ifadesinin toplami i¢indeki terime y — vz dontisimii uyguladigimizda,

u,vz)=z" di[lv (V2)K, (VZ)] (3.3.20)
z

buluruz. Denklem(3.1.31) ve (3.3.19)’un yardimiyla

1,(v2)K,(vz) = (27t* —580¢° +2170¢°

1+ 72¢% —432¢* +360¢°) +
2V(1+zz)1/2{ 576v 7 ) 2v4

27721 +1155¢"%) + @(%p; p= 3)}
14
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u,vz)=2" 4 ! 7 {1+ ! (7217 —432¢* +360°) + ! (271" —580¢° +2170¢°

“ = 22V(1+z) 576v 128v

27721 +1 155t12)+®(%;p > 3)} (3.3.21)
14

12

bulunur. (1+2z*)™? =¢ olarak tanimlamistik.

1
C= {1 + (726 4321 +360¢°) + ! - (271" —580¢° +2170¢° —2772¢"° +1155¢)
576v 128v

olsun. (3.3.21) denklemi daha kisa sekilde,

- 2 24t d
vz)=| —C-—C-"—"——C 3.3.22
H,(v2) {21/ 2v 2v dt } ( )

olarak yazilir. C’yi yerine koyalim ve denklemi diizenleyelim,

-1
u,(vz)= {2—(; +£2%)— | 7260 = 4321 + 36017 + 27 (2167 = 216017 +2520¢° |
|4

b [27t —5801" +2170¢° —2772¢" +1155¢ + 22 (135¢7 —4060¢° +195307' —30492¢" +15015z15]

61/5
+@(Tp; P> 3)} (3.3.23)
14

1152v

1
1,(vz)* igin — e kadar olan terimleri almamiz yeterlidir.
V

L(vz) = (t O 22— 1512 (72" — 4326 +360r* + 22 (288¢° — 25921 +28801")
V

+z* (216 —2160t1°+2520t‘2)) (3.3.24)

=2 fan[1 7] i

|x| <1 igin In(1-x)= _X_E —% ..... Taylor yaklasikligini kullanalim.

M, (v

4
24 Tz) kadarlik kismini alalim.
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1
1152v*

(' + 2%+ 62 +42°t° +42°7) (3.3.25)

In(1-,(vz)*) :ﬁ &+ +22°H + [7214 —432¢° +360¢" +2° (288¢° —2592¢° +2880¢')

1 1
+z4(2167* —21607"° + 2520112)] t=

6v*

(1+2° )_1/ *=t ’yi (3.3.24) denkleminde yerine koyup ifadeleri sifirdan sonsuza integre

ettigimizde,
v 153
P="|ayIn[1- Yl ——+ O~ 3.3.26
, ﬂojy (1,0 J= =St s+ 007) (3.3.26)
buluruz. O halde toplam enerji de,
1 & -19 153
EP+EM =N p =% ("2- 3.3.27
az;‘ ' a;(64 T6384r°) ( )

olarak elde edilir. (3.3.27) denkleminden goriildigli gibi sonsuzluk, biiyiik ¢
degerlerinde ¢ ’ye gore toplamdaki ilk terimden gelir. Bu sorunu ortadan kaldirmak igin
yine Hurwitz Zeta fonksiyonu regularizasyon yontemini kullanacagiz. Diger
hesaplamamizda yaptigimiz gibi ilk Once sonsuzluga yol agan terimleri enerji

denkleminde toplayip ¢ikartalim. Ardindan sonlu ve sonsuz kismi1 ayiralim.

| IS 198 1
E® y M — P=—YP-—— {+—)° 3.3.28
RN A NG (:3.28)

a = (=0
Z(é +%)0 ={(0, %) =0 oldugunu (3.2.19) denkleminden biliyoruz. O halde (3.3.28)
=0
denklemi,

ED L FM) —

Q| =

2.7
=0

_ 1
pom—pops o 153 y=l+- (3.3.29)
: 64 16384y 2

seklinde olur.

—_asym

R P
—-0.211491 —0.037351
—-0.004800 —0.004150 (3.3.30)
—-0.001582 —0.001494
—0.000775 —0.000762

W N = O s
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Yukaridaki tablodan goriildiigi lizere /’nin hizla artan degerleri i¢in P, ifadesi

(3.3.29) ile tanimlanan asimptotik degerine gitmektedir. />3 degerlerinde (3.3.29)
denklemini kullanabiliriz. ¢<3 degerlerinde de enerjinin degerini tam olarak

hesaplayabilmek i¢in, (3.3.18) denklemine [, (z) ve K, (z) Modifiye Bessel

fonksiyonlarnin degerlerini koyariz [Abromowitz ve Stegun,1964]. Ardindan (3.2.51)
enerji degerini toplam enerjiden ¢ikartiriz ve Neumann sinir kosulu altindaki enerjiyi

[Nesterenko ve Pirozhenko, 1997].

E® =—L0223777 (3.3.31)

a

olarak buluruz.
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4. BULGULAR

Bu boliimde Dirichlet ve Neumann sinir sartlarina uyan kiitlesiz skalar alanin ¢ift
boyutlu kiiresel kabukta sahip oldugu modlar hesaplanacak. 4 boyuttan itibaren Klein
Gordon denkleminin ¢6ziimleri, Ultra Kiiresel Harmonikler ve Bessel fonksiyonlartyla
tanimlanacak. Daha sonra elde edilen modlarin dagilimi kullanilarak, yine ¢ift boyutlu

kiiresel kabuklardaki kuantum bosluk enerjisi incelenecek.

4.1. 4 BOYUTLU KURESEL KABUK ICIN SKALAR CASIMIR ETKISI

Kiitlesiz skalar alanda bulunan D boyutlu kiiresel kabugun dalga fonkiyonunu,

D2 D=2 N D-p-l
D-2-u P
C

b2 _ b2 D-3 )
Vel ar 2T L (@)+Br Y, (@) |7, (6, 0,9) Tsin"> 6, (cosf,)e™
(IHT) (k1—2) ' u=l

N, D-1-u -N, D-2-u

olarak bulmustuk Buna goére Dirichlet sinir kosulunda 6z frekanslar ‘Hr=a)=0 vermeli.

Buna gore,

J pa(@a)=0 N,,=k=0,1,2..... 4.1.1)
2

H?7),(0a)=0 4.12)

2

seklinde gosterilir. Neumann smir kosulunda 6z frekanslar ise d,W(r=a)=0 sartin

saglamali,

4y ] 1=0 (4.1.3)

dr_ k+% / r:a— N

i

o H;fm(a)r)} =0 (4.1.4)
L 2 r=a

olur. Dirichlet sinir kosulu altindaki modlarin genel dagilimi da,
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[ iy, a) D-2
=2ayl (ay)K, (a v=k+ 4.1.5

f(D)(iy,a—>°°) yv( y) v( y) ( )
olarak bulunur

Neumann sinir kosulu altindaki modlarin genel dagilimu ise,

ad 1 D-2
H(y)=y" 1—( 5 1,()K, (y)j v=k+ (4.1.6)
dy\y

seklinde gosterilir.

i) Dirichlet Sinir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi

Denklem (3.1.33)’ten goriildigii tizere 4 boyutta kiiresel kordinatlardaki dalga

fonksiyonumuz r < a i¢in,

Y= [Ar 1Jk+1(a)r)]Y’”(92,¢)sm 6,C/* (cos b))

r > a igin,

W=[ 4, (@) +Br'Y,, (o) |Y(0,.¢)sin’ C,7) (cos 6)) (4.1.7)

seklindedir. Dirichlet sinir kosullarinda 6zfrekanslar Wr=a)=0 sartina gore,
J,y(wa)=0 N,=k=0,1,2.... (4.1.8)

H" (wa)=0 4.1.9)

Bessel fonksiyonlar: ile gosterilir. (4.1.2) kiire i¢cindeki skalar alanin salinimlarinin,

(4.1.3) ise kiire disindaki salinimlarin frekansini gosterir.

4 boyutta ayn1 geometride kiitlesiz skalar alanin bosluk enerjisini Ek-C Denklem

(10)’dan faydalanarak,

E = lz ®, _li > i o, :li Vs, (4.1.10)
2 P 2 / n=1 2 k=0
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S, =) o, k+l1=v N=k=0, 1, 2.... (4.1.11)
n=1

seklinde gosteririz. (4.1.8) ve (4.1.9) denklemlerinin her biri S, iretir. S, kismi

toplamlarin1 hesaplayabilmek i¢in Denklem (3.2.8)’de verilen Cauchy  Teoreminin
integral gosterimini kullaniriz. Ardindan sonlu bir deger elde etmek icin iraksak bir
ifade olan bos uzayin yani Minkowski uzaymin katkisinmi ¢ikartiriz Daha sonra (4.1.8)
ve (4.1.9) ozfrekanslarini Cauchy teoreminden buldugumuz esitlikte yerine koyup,

modlarin genel dagilimini buluruz.
s 51 [dyn[2ay1, (ay)K, (a)] 4.1.12)
4 0

Buldugumuz bu mod dagilimini, yeniden normallestirilmis enerji ifadesinde yerine

koydugumuzda ve ay — y doniisiimii uyguladigimizda,

0o oo

E® :lz vajdyln[zylv(y)KV(y)] (4.1.13)

ai 2w
elde ederiz. (4.1.13) denklemindeki Bessel fonksiyonlar1 y’nin artan kuvvetleri seklinde
bir seri olusturur ve y’nin ¢ok biiyiik degerleri i¢in bu ifade ¢ok yavas yakinsaktir.
Bessel fonksiyonlarmi hizli sekilde yakinsak yapmak i¢in y — vz doniisiimi altinda

Modifiye Bessel fonksiyonlarinin uniform asimptotik degerinin ¢arpimini kullaniriz. Bu

carpimi 4 boyut i¢in —- terimine kadar gotiirmeliyiz. Yani
1%

lv(vz)&(vz)=wlzz)41+é(2l@ —Uf)+§<204 U —2U1U3>} (4.1.14)

olarak almaliy1z. Denklem (3.2.30)’dan faydalanarak Uy terimlerini buluruz. Daha sonra
Taylor seri acilimin1 kullanip integralin i¢indeki kismi1 hesaplariz. Son olarak da ortaya

cikan terimleri 0’dan o ’a integre ederiz ve enerji degerimizi,

3
ek:—V_—L+ 39 +0(v™?)  olmak iizere (4.1.15)
4 256 65536V

1 1, v v 35
E?O-_Ng Sl _ Y | 4.1.16
2; , a;( 4 256 655361/) ( )
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olarak buluruz. Goriildiigii gibi sonsuzluk N5 e yani k’ya gére toplamdaki ilk 2 terimden
gelir. (4.1.16) enerji denklemindeki 1raksaklik veren ifadeleri Zeta fonksiyonu yardimi

ile sonlu terimlerden ayirip, disar1 atariz. Hurwitz Zeta fonksiyonu en genel halde
{(s,a)=) (p+a)” Res>l a#0,-1,-2 4.1.17)

seklinde tanimlanir. {(s,a) sadece s=1 noktasinda tekillik igermektedir. Geri kalan

kompleks s diizleminde analitik olarak siireklidir. Bernoulli polinomu cinsinden

£ (s,a) = Si(a) s=0,1,2.... (4.1.18)

ile gosterilir. a=1 oldugu zaman Hurwitz Zeta fonksiyonu, Riemann Zeta fonksiyonuna
indirgenir. (4.1.16) denkleminde sonsuzluga yol acan ilk iki terimi Riemann Zeta

fonksiyonu cinsinden

D+ =4(=3,1)={(-3) D kD) =11 =4 (-1 (4.1.19)
k=0 ¥=0
olarak ifade ederiz. Enerji denklemimizde
3
-0+ - (4.1.20)
4 256 65536v

seklinde sonsuzluktan armmis kismi ifade eden yeni bir degisken tanimlariz. O halde

Dirichlet sinir kosulu altindaki enerji ifademiz,

oo

- |
b= ,; _Z; (_5( 3.~ (ﬁﬁ ))_65536 Z( ~ 655364

40

(4.1.21)
seklindedir. (4.1.21) denkleminin ikinci ve {glincii terimlerini  Bernoulli

polinomlarindan yararlanarak buluruz. Fakat ilk terim, ((I) Riemann Zeta
fonksiyonundan dolayi tekillik i¢ermektedir. Ciinkii (1) terimi sonsuza gider. Yani

Dirichlet sinir kosullarina uyan 4 boyutlu kiiresel kabugun Casimir enerjisi sonlu

degildir, tekillik icermektedir.
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ii) Neumann Simir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi

4 boyutta Neumann sinir kosullar1 altinda 6z frekanslar sartina gore,

d

E[J,m(a)r)] =0 (4.1.22)
%[Ykﬂ(wr)] =0 N,=k=0,1,2.. (4.1.23)

ile gosterilir. Enerji ifademiz ise,
E(N):lZa) :lszSk v=k+l1
2507 23

ile verilir. (4.1.22) ve (4.1.23) denklemlerinin her biri S '“’ iiretir. Yeniden

normallestirilmis Casimir enerjisindeki toplamlar1 hesaplamak i¢in Cauchy teoreminin

integral gosterimini kullaniriz. Cauchy teoremi 6z modlar tizerindeki toplami bir

integrale doniistiirerek hesaplamalarimizi kolaylastirir. Neumann smir kosulu icin E™

enerjisini gosteren ifadeyi hesaplamak zor oldugundan E +E“yi bulup, E'” ’nin

katkisint bu toplam enerjiden c¢ikarmaliyiz. 4 boyut igin Dirichlet ve Neumann

sinirlarindan gelen toplam mod dagilimi, (4.1.6) denkleminden de goriildigi tizere,
v=k+l1

ﬂk(y>=y3di[%lv<y>l<v<y)} -t (4.1.24)
|y

seklindedir. Modlarin bu dagilimini kullanarak toplam enerjiyi,

oo

2ar kzovz(!dyln[l‘ﬂk(y)z] (4.1.25)

E® 4 EW)

olarak buluruz. Modifiye Bessel fonksiyonlarinin (3.2.24) ve (3.2.25) denklemleri ile
verilen uniform asimtotik acilimini kullanarak y’yi sabit tutup v ’yii sonsuza gotiirelim
ve y — vz seklinde yeni bir degisken tanimlayalim. Hesaplamalar yapildiktan sonra

toplam enerji ifademiz i¢in
V2 b 2 .

P =— Idy In [1 -1, (») ] olmak tizere,
T 0

19 153
P=——y- +0W2 4.1.26
128 32768y ) ( )

=19 153
(V-
S0 1280 32768y

E® 4+ EM :lipk = ) (4.1.27)
a k=0
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degerini buluruz. (4.1.27) esitliginden goriildigt tizere enerji ifademiz, k’ya gore
toplamdaki ilk terimden gelen 1raksakliktan dolay1 sonsuza gitmektedir. Bu sonsuzlugu
sonlu hale getirmek icin Hurwitz Zeta fonksiyonunu kullanalim. Ilk olarak sonsuzluga

yol acan terimi enerji ifadesinde toplayip ¢ikartalim. Yani sonlu ve sonsuz kismi

ayristiralim.
E®+EY =3 (P, -P.+P) (4.1.28)
k=0
_ 19v 153
P=P—-P =P +—=— 4.1.29
LR T TR 128 32768y ( :

Enerji ifadesinde yakinsaklik veren kismi P, ile tammlayip, (4.1.28) denkleminde

yerine koyalim. Sonsuzluk veren terimi ise Riemann Zeta fonksiyonu ile disar1 atalim.

Riemann Zeta fonksiyonu,
S(s)= ip‘s Re s>1 (4.1.30)
p=0
ile verilir. O halde 1raksaklik veren kismi Riemann Zeta fonksiyonu cinsinden,
ki;(kﬂ)” ={(-n,1) ki;(kﬂ)1 ={(-L,1)=Z(-1) (4.1.31)

olarak tanimlariz. (4.1.31) ve (4.1.29) denklemlerini (4.1.27)’ de yerine koydugumuzda

toplam enerjiyi

oo

1 1= 19 153
EDLEM N p __ - =— 1 4.1.32
a,; g a,; ¢ 128a§( ) 32768a§() ( )

olarak buluruz. {'(s) fonksiyonu, s=1 noktasi etrafindaki bolgede her noktada analitik;

fakat s=1 noktasinda analitik olmadigindan s=1 noktas1 Riemann Zeta fonksiyonun tekil

noktasidir. Bu yiizden 4 boyut i¢in toplam enerji sonlu degildir, tekillik igerir.

4.2 6 BOYUTLU KURESEL KABUK iCIN SKALAR CASIMIR ETKIiSi

i) Dirichlet Simir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi

6 boyutta kiiresel kordinatlardaki dalga fonksiyonumuzu (3.1.33) denklemine gore

r<a igin,
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V=] 47, (@) |1 (cos 8, Psin’ 6C, (cosB)sin® 6, (cose)smM G (cos)e™

r>a igin ise

W A7), (@) +B7Y, (@) |1 s, Psin 6C (cosB)sin® 6C,, M(oos@) " 4G (s

(4.2.1)

olarak yazariz. Dirichlet sinir kosullarinda 6z frekanslar W(r=a)=0 sartina gore,
Ji,(wa)=0 N,=k=0,1,2.... (4.2.2)
H" (wa)=0 (4.2.3)

ile gosterilir. (4.2.2) kiiresel kabugun i¢indeki, (4.2.3) ise disindaki alanin salinimlarini
gosterir. 6 boyutta ayn1 geometride yeniden normallestirilmemis bosluk enerjisini EK-C
denklem (12)’den faydalanarak,

SRR LR HUELER w2

)2 m=—[ n=1 k=0

S, =) o, y=k+2 k=N,=0,1,2....

seklinde yazariz. (4.2.1) ve (4.2.2) 6z frekanslarin her biri S k( *) iiretir. Oz modlar

tizerinden toplami ifade eden § ,ﬁ“ ) >y1, Cauchy teoremini gosteren (3.2.8) denklemini

kullanarak bir integral haline doniistiirebiliriz. Renormalize edilmis bosluk enerjisini
aradigimizdan hi¢bir seyin olmadigi bos uzayin katkisini ¢ikartiriz. Son olarak integrale
Dirichlet smir kosullar1 altindaki  6zfrekanslarimizi  yerlestirerek ve  gerekli

diizenlemeleri yaparak sirayla mod dagilimini ve enerjiyi,

S, ga =—Idyln 2ayl,(ay)K, (ay)] (4.2.5)
E? —ﬁ;(v —v )jdyln 2y1,(NK, ()] (4.2.6)

buluruz. Yine y — vz doniisimi altinda Modifiye Bessel fonksiyonlarinin uniform

asimptotik degerlerinin ¢arpmini (4.2.6) denkleminde yerine koyup, ¢ikan terimleri

Rezidii yontemiyle sifirdan sonsuza integre ettigimizde,

5 3
S LR (4.2.7)
481024 262144 25165824y
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- - v5 L2m 9T 1685
E® = Z => (- ) (4.2.8)
a= T = 1024 262144 25165824y

buluruz. (4.2.8) denklemine gore enerji ifademizdeki sonsuzluk k’ya yani Nje gore
toplamdaki ilk 3 terimden gelir. Bu enerjiyi sonsuz yapan kismi (4.1.17) Hurwitz zeta
fonksiyonu ile ayikladigimizda geriye sonlu ifadeler kalir. Iraksaklik veren terimlerin

Hurwitz Zeta fonksiyonu cinsinden ifadesi asagidaki gibidir,

S (s+a) = (-na) £(en,2)=-Bm®@ (4.2.9)
s=0 n+l1
2 (k+2)={(-5.2) 2 (k+2)={(=3,2)
k=0 =0
D (k+2)'=¢(-1,2) {L,2)=4@) (4.2.10)
k=0
Iraksaklik veren terimleri enerji denkleminde toplayip ¢ikartarak sonlu kismi,
5 3

é{:ek+v__2lv 9 _ -1685 4.2.11)

48 1024 261244 25165824y
seklinde ayiririz. O halde (4.2.8) enerji denklemimiz,
E" = 49—— 49—— 5,2))+ 3,2 1,2

akz;) Z ( (( ) (1024 {(=3,2))+ (262144 {(-12)
__ 1685 S+ 176609 4.2.12)
25165824a 990904320a

olur. 6 boyut i¢in enerji ifademiz, ¢(s) fonksiyonunun s=1 noktasindaki tekilliginden

dolay1 sonlu degildir. Zeta fonksiyonu regularizasyon metotunu kullanarak Casimir

enerjisi i¢in sonlu bir deger elde edemedik.

ii) Neumann Simir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Enerjisi

6 boyutta Neumann sinir sartlarinda 6z frekanslar asagidaki gibidir,

d
dr

[/, (@] | =0 k=N,=0,1,2.. (4.2.13)

r=a
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— H),(r) ] | =0 (4.2.14)
1 laddd & 1 S .

E =Y o, =23 Y3 Y So,=3 0 -vhs,
2 ) 210 Ny N, (=0 m=—( n=1 24 1=

oldugunu EK-C’deki dejenerasyon sayisi bulma kismindan biliyoruz. (4.2.13) ve
(42.14)  denklemlerinin  her biri S [*’ iiretir. S |“’ kismi toplamlarini

hesaplayabilmek i¢in yine (3.2.8) denklemi ile verilen Cauchy Teoreminin integral
gosterimini kullanacagiz. Yeniden normallestirilmis Casimir enerjiyi hesaplamak i¢in
(o%)

bos uzaymn katkisimi ¢ikartacagiz. Gerekli islemlerin yapilmasiyla E*"’ i¢in bir ifade

buluruz. Fakat buldugumuz E" ifadesini kullanarak hesaplamalar1 yapmak zor
oldugundan, £ +E™ yi bulup E ’nin katkismni bu toplam enerjiden ¢ikarmaliyiz.
Ik olarak 6 boyutta kiiresel geometride Dirichlet ve Neumann smir kosulu altindaki
modlarin dagilimin1 buluruz. Ardindan buldugumuz modlarin dagilimimi kullanarak

toplam enerji i¢in uygun ifadeyi elde ederiz.

ﬂk(y)=y5%(i4lv(y)l<v(y)j (4.2.15)
y

D N 1 S 2 y 2
£ 4 >:%;(v —v )(!dyln[l—,uk(y) ] (4.2.16)

y — vz olarak yeni bir degisken tanimlariz. Modifiye Bessel fonksiyonlarinin (3.2.24)
ve (3.2.25) denklemleri ile verilen uniform asimptotik agilimini kullanarak y’yi sabit
tutup v’y sonsuza gotiiriiriiz. Uzun hesaplamalardan sonra (4.2.16) denklemindeki

integralli kismi,

E<D>+E<N>zli(_ 33, 515 5174719 4.2.17)
aimn S12 131072 50331648y

olarak buluruz. (4.2.14) denkleminde goriildiigii gibi sonsuzluk k’ya yani Nje gore

toplamdaki ilk 2 terimden gelir. Bu sonsuzlugu sonlu hale getirmek i¢in sonsuz olan

kismi enerji denkleminde ayiririz ve bu kismi Hurwitz Zeta fonksiyonlari ile tanimlariz.

Once N, yeterince biiyiik secildiginde yakinsaklik veren kismi ayristiralim ve bu kismu

P, ile gosterelim. P,, P,’nin renormalize edilmis halidir.
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3
B :Pk+33v _ Sl1sv __ 5174719 (4.2.18)
512 131072 50331648v

O halde enerji ifademiz,

3
kzi_’k—?’?’v + SISy olmak tizere
512 131072
- 5115 174719 &
Eypm=1yp_l 2) + ) = N (k+2)
; ! ; 512a z( 13107 Z:(): 50331648512( )

(4.2.19)
ile verilir. (4.2.19) enerji denklemindeki sonsuzluk veren toplamlar1 Hurwitz Zeta

fonksiyonu cinsinden,

1g 1 5115 5174719 278377
EP+EM==%P=—> P —(—— + {(-1,2)= D+
a; ‘ a; (512 €32 310724 L) 50331648a§() 2621440

(4.2.20)

olarak yazariz. Toplam enerji yine {(1) fonksiyonundan dolay1 tekillik igerir.

Dolayisiyla ¢ift boyut icin yine sonlu bir ¢6ziim elde edemedik.

4.3 8 BOYUTLU KURESEL KABUK ICIN SKALAR CASIMIR ETKIiSI
i) Dirichlet Sinir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi

8 boyutta kiiresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuzun r<a igin,
Y= [Ar 3Jm(a)r)] Y (cos 06,¢)Hsm “8,C 6_“_;, E (0050 Ye

r>a igin ise
Y= [Ar 3, (r) +Br*3Yk+3(a)r)] Y," (cos 6’6,¢)Hsm ) CN: :7;,5(7)(cos 0,)e

=1
(4.3.1)

oldugunu bulmustuk. O halde Dirichlet sinir kosullarinda 6zfrekanslar ¥(-=4)=0 sartina

gore,
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J,.,(@a)=0 k=Ne=0, 1,2, 3.... (43.2)
H (wa) = (43.3)

ile verilir. 8 boyutta kiiresel kabukta normallestirilmemis bosluk enerjisi,

1 1 ok Ns N, Ny N, ¢ oo

E==Yw,==>>>> ZZ Z Z Z(v —Svi+ah)s, (43.4)
2 ) 2i3n 5=0 Ny =0 N3=0 N, =0 (=0 m=—{ n=1 720k 0

5, =3 o, k+3=v K=Ng=0,1,2....

seklindedir. (4.3.2) ve (4.3.3) ozfrekans denklemlerinin her biri S '“’ iretir. S /*’

mod dagilimini hesaplayabilmek i¢in diger boyutlarda da yaptigimiz gibi (3.2.8) ile
verilen Cauchy Teoreminin integral gosterimini kullanacagiz. Bu gosterimle 6z modlar
tizerindeki toplami belirten (4.3.4) esitligini bir integral forma doniistiirecegiz.
Minkowski uzayimin bosluk enerjisinin ¢ikarilmasiyla da yeniden normallestirilen enerji
icin uygun bir ifade elde edecegiz. 8 boyutlu Dirichlet kiiresinin modlarinin dagilimini

ve enerjisini sirayla,

5@ 5 = i J.dy In[2ay!, (ay)K, (ay)]
T 0

EO _ 720a7z2(v —5vt +4v?) jdyln 291,(»K, ()] (43.5)

N( =0
olarak buluruz. Biiyiik v degerlerinde, y — vz donlsimii altinda Modifiye Bessel
fonksiyonlarinin uniform asimptotik degerlerini (4.3.5) denkleminde yerine koyup, ara
islemleri yaparak,

v’ 3191/ 21407v° 38933y 16169407 -
P =- + +0(™)
1440 92160 78643200 754974720 1546188226560V

EO — Z( v’ 319V 21407v° 38933v N 16169407
aim 1440 92160 78643200 754974720 1546188226560V

) (4.3.6)

buluruz. Gorildiigi gibi sonsuzluk k’ya yani Ng'ya gore toplamdaki ilk 4 terimden
gelir. Bu sonsuzlugu sonlu hale getirmek i¢in bu terimleri enerji ifadesinde toplayip
cikartiriz ve sonlu kismi ayiririz. Son olarak Hurwitz Zeta fonksiyonu ile sonsuzluklari

regularize ederiz ve bunun i¢in de EK-A kisminda verilen uygun 6zdeslikleri kullaniriz.
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3)= _B©) oldugunu biliyoruz.
n+l1

S k43 =L(n3)  Ln,

k=0

= vl 3197 21407v7  38933w 16169407
6, =06, + - + + = (4.3.7)
1440 92160 7864320 754974720 1546188226560V

0., 6,'nin renormalize edilmis halidir. Iraksak terimleri Hurwitz zeta fonksiyonu

araciligi ile ayiklarsak,

1~ 319 21407 38933
EQO=_%g | — L £(=3,3) |- —22 (1,3
a; ’ (1440 =7 j (92160 ¢S j (7864320a§( )j [754974720a§( )j

16169407 i( 16169407 £()- 22706143 (4.3.8)
1546188226560a ~ 1546188226560a 951268147200a o

buluruz. 8 boyutlu kiiresel kabuk i¢in de Casimir enerjisi (1) faktdriinden dolayi

tekillik icermektedir. Bildigimiz renormalizasyon metotlar1 ile bu tekillikten

kurtulamadik ve sonlu bir ifade elde edemedik.

ii) Neumann Sinir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi
8 boyutta kiire ylizeyinde Neumann sinir sartlarina uyan 6z frekanslar,

i [‘]k+3 (C()V)]

=0 v=k+3 (4.3.9)
dr r=a

j [ H (o) ] =0 N, =k=0,1,2.. (4.3.10)

r=a

ile verilir.

=

E=1Y 0, =li 2 Z Z Z Z Z S 0, =3 (v -5+ 4)S, 4.3.11)
2 p 2% 0 N5=0 Ny=0 N;=0 N,=0 (=0 m=—( n=1 720 1=
(4.3.9) ve (4.3.10) denklemlerinin {rettigi S k(a) kismi toplamlarini, (3.2.8) ile

gosterilen Cauchy integral gosteriminden yararlanarak hesaplariz. Ardindan Dirichlet ve

Neumann sinir kosulundaki modlarin dagilimini 8 boyut i¢in elde ederiz.
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ﬂk(y)=y7%(i6lv(y)l<v(y)j (4.3.12)
y

Neumann ve Dirichlet smir kosulu altindaki kiitlesiz skalar alanin yukaridaki mod

dagilimini kullanarak toplam enerji igin,
EP +EW = ve—5vt+4v?) dyin|1- ? 4.3.13
mmZ( >j pin[1-4,(») ] (43.13)

ifadesini buluruz. Bu 6zdeslikte v ’nin yeteri kadar biiyiik degerlerinde bazi terimleri

kacirmamak i¢in y — vz donlisimii altinda  Bessel fonksiyonlarinin uniform

asimptotik ag¢ilimini kullaniriz. Ancak 8 boyut i¢in Bessel fonksiyonlarin ¢arpimindaki

1 . . .
— e kadar olan terimleri almaliy1z. Yani
1%

1 1 1 1
1,(v2)K,(vz) =m[l+? U, —U12)+?(2U4 +U, _2[]11]3)-'_? U, =U; +20,U, - 20U)
LU, ruz—2uu, 12U, —2U3U5)} (4.3.14)
14

olmal1. (4.3.14) denklemindeki Uy terimlerini (3.2.30) esitliginden elde ederiz. Ilk adim
olarak buldugumuz bu ¢arpimin degerini (4.3.12) enerji denkleminde yerine koyariz.
Ardindan Taylor seri agilimini kullanarak In’li ifadeden kurtuluruz. Son olarak da ¢ikan

terimleri 0’dan <o ’a integre ederiz. Toplam enerjiyi,

~—113 VS 240767 S 6360851 o 9521339657
£ 7680 5898240 150994944  42949672960v

£ 4 g _ Z (L3, 240767, 6360851 | 9521339657
a2 7630" T 5898240° " 150994944"  42949672960v

o) (4.3.15)

) (4.3.16)

olarak buluruz. (4.3.16) denkleminden goriildiigii {izere sonsuzluk biiyiik k degerlerinde
D> (k+3)', D (k+3)* ve > (k+3)" terimlerinden gelir. Bu sonsuzlugu sonlu hale
k=0 k=0 k=0

getirmek i¢in bu terimleri enerji ifadesinde toplayip ¢ikartiriz. Yani sonlu ve sonsuz
kism1 ayiririz. Daha sonra Hurwitz Zeta fonksiyonu ile sonsuz kismi regularize ederiz,

Hurwitz Zeta fonksiyonuna gore,
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Z (k+3)" ={(-n,3) ¢ (-n,3)= —L(f) oldugunu biliyoruz.
k=0 +
P_pa 113 S 240767 Vit 6360851 v 9521339657 43.17)

LR 7680 5898240 150994944 42949672960v
olarak segeriz. l_’k, P ’nin renormalize edilmis kismidir. Burdan B, ’y1 ¢ekip (4.3.16)

denkleminde yerine koyariz.

e, 1as (113 240767 6360851
EP 4 EM == NP =53 J—(— 3,3 )+(— —1,3)
a,Z‘ az ‘ (7680a £33 17 Soma00° 2 H 50909420 )

o) 4 poo = 9321339657 ) (4.3.18)
42949672960a

olarak buluruz. Yani 8 boyut i¢in toplam enerji de (1) fonksiyonundan dolay tekillik

icermektedir.

4.4 10 BOYUTLU KURESEL KABUK ICIN SKALAR CASIMIR ETKIiSi
i) Dirichlet Sinir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi

10 boyutta kiiresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuzu (3.1.33) denkleminden

faydalanarak » < a i¢in

[Ar 4J,{Jr4(a)r)}Y (cos€8,¢)Hsm ) CN‘)# Hz (cos@ e

=1
r>a igin ise
= [Ar’4Jk+4(a)r)+Br’4Yk+4(a)r)] Y (cos 6, ¢)H sin""* @ CNQ_:M:f (cos@,)e ™
4.4.1)

olarak yazariz. Dirichlet sinir kosullarinda 6zfrekanslar ‘W(r =a)=0 sartina gore,

J,.(wa)=0 k=N, =0,1,2.. (4.42)

H,(0a)=0 (4.4.3)
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ile verilir. 10 boyutta kiitlesiz skalar alanda normallestirilmemis bosluk enerjisinin,

- N, Ny N5 N, N, N, o
L P 35353030 303 zz S S 0, = S0 14 149 36r7)S,
2p k=0 N, =0 Ng=0 N5=0 N,=0 Ny=0 N, =0 (=0 m=—/ n=1 4690—0
=Y o, k+4=v k=Ng=0,1,2.... (4.4.4)

n=1

oldugunu EK-C Denklem (16)’dan biliyoruz. (4.4.2) ve (4.4.3) denklemlerinin her

biri S k(“) iiretir. S ,5”) kismi toplamlarini hesaplayabilmek i¢in diger boyutlarda da

yaptigimiz gibi Cauchy Teoreminin integral gosterimini kullanacagiz. Ardindan bos
uzayin katkisini ¢ikartiriz. Son olarak (4.4.2) ve (4.4.3) ile verilen 6z frekanslar1 Cauchy

teoreminden elde edilen ifadede yerine koyarak, modlarin dagilimi i¢gim

o)

5@ -5 =~ jdy In[2ayl, (ay)K, (ay)] (4.4.5)
denklemini buluruz. Buradan yeniden normallestirilmis enerji denklemine gecersek,

1
—— > (VP =14r° +49v* =3617) |dy] 2 [, (y)K 4.4.6
4032()&”;( ) j b In[2y1, (1)K, ()] (4.4.6)

elde ederiz. y —» vz donlstimii altinda Modifiye Bessel fonksiyonlarinin uniform

asimptotik degerlerinin ¢arpimini (4.4.6) denkleminde yerine koyariz. Fakat 10 boyut

i¢in ¢arpim % terimine kadar devam ettirilmeli.
1%
1,(v2)K,(vz) =m 1+? U, -4 )+?(2U4 +0U, _2[]11]3)-'_? QU -U; +20,U, -2U%)

+ig(2U8+U 20U, + 20U = 20U )+ (2U10 ~U2 -2UU, +2U,U, —2U U, +2UU)}
|4
(4.4.7)

Yapilan hesaplamalar sonucunda (4.4.6) denklemindeki toplamin i¢indeki terimin,

Vv’ N 179v"  38057v° N 36913431° N 733782463y 3378204983

6 - +0O(v?
g 80640 1032192 62914560 8455716864 86586540687360 1847179534663680v o)

(4.4.8)
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oldugunu buluruz. Buradan enerjiye gecelim. (4.4.6) enerji denklemi,

n Is v 179 38057V 36913431 733782463v 3378204983
E( ) __Z( I I 1

. . . 4.4.9
ais 80640 1032192 62914560 8455716864 86586540687360 18471795346636: ) )

sekline doniisiir. Goriildiigii gibi sonsuzluk Nge yani k’ya gore toplamdaki ilk 5
terimden gelir. Bu sonsuzlugu sonlu hale getirmek i¢in sonsuzluga yol acan kisimlar1 ve
sonlu kisimlar1 ayristiralim. Sonlu terimleri 6_?,( ile gosterelim. Geriye kalan iraksak

ifadelerin atilmasi i¢in (4.1.17) ve (4.1.18) denklemleri ile verilen Hurwitz Zeta

fonksiyonununun degerlerini kullanalim.

G_g. V9 3805TV' 3691343° 733782463y _ 3378204983
FTTETR0640 1032192 62914560 8455716864 86586540687360  1847179534663630v
(4.4.10)

1< 1= 1 179 38057
EP=-Y08=->08 _( -9,4 j+(— 7,4 J—[— =5,4 J
a; * a; * {80640a $C94) 1032192a 74 62914560a =54

3691343 733782463
(s ).

+ ;(_1,4)
8455716864a 86586540687360a

o 3378204983 Sy = STRINRS g IITROE
1847179534663680a 5 1847179534663680a "~ 1847179534663680a
5143238231581 @411
11429423370731520a

10 boyut i¢in de Casimir enerjisi sonlu degildir. Clinkii s=1 noktasinda Riemann Zeta

fonksiyonu tekillik icermektedir.
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ii) Neumann Sinir Kosullarina Uyan Kiirede Skalar Casimir Etkisi

10 boyutta Neumann sinir sartlarinda 6z frekanslar,

%[Jk+4(a)r)] =0 N,=k=0,1,2.. (4.4.12)
d © —
;[ Jas 0 (4.4.13)

seklinde verilir.

=—Z ZZZZZXZXZZ 0, =—— (v 14 +49v* ~361°)s,

K20 Ny=0 Ny Nym0 Ny=0 Ny=0 Ny=0 10 et 7t 40320k =
olarak bulmustuk (4.4.12) ve (4.4.13) denklemlerinin tretigi S, kismi toplamlari,
diger boyutlarda da yapildig1 gibi (3.2.8) ile verilen Cauchy Teoreminin integral
gosteriminden faydalanarak hesaplanir. Bu gosterimde ilk olarak Minkowski uzayinin
a — oo limitine uyan katkisi ¢ikartilir. Ardindan Dirichlet ve Neumann sinir kosullarina

uyan Ozfrekanslar bu gosterimde yerine konularak modlarin dagilimi igin,

d(1
ﬂk(y)=y9—(—81V(y)Kv(y)j (4.4.14)
&\ y
ifadesi bulunur. Bunu yeniden normallestirilmis enerjide yerine koydugumuzda,
EP+EM =Y V- 14v +4v* —36v) [dyIn[1- 1, (v)’ 44.15
];40320( )j yin| 1= 42, ()’ | (4.4.15)

buluruz. Bu denklemde y — vz olarak yeni bir degisken tanimlayalim. Modifiye Bessel
fonksiyonlarmin uniform asimtotik agiliminin ¢arpimini kullanarak y’yi sabit tutup
v’yl sonsuza gotirelim. Diger boyutlarda yaptigimiz hesaplar1 burada da yaparsak

toplam enetji i¢in

o ——Z( o SO0 D960, SUSGEAR0  SISTASST
2580480 | 660602880 12079595520 481036337150 439804651 110401
(4.4.16)

ifadesini buluruz. Goriildiigii gibi sonsuzluk k ya gore toplamdaki ilk 4 terimden gelir.

Bu sonsuzlugu sonlu hale getirmek i¢in yaptigimiz tiim hesaplamalarda oldugu gibi bu
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terimleri enerji ifadesinde toplayip ¢ikartiriz ve daha sonra Hurwitz Zeta fonksiyonu ile

sonsuz olan kisimlar1 regularize ederiz.

= 323, 568303 9296329 ;51186664329 y 5157245093357

P =P+ 1% V' + v+
2580480 660602880 12079595520 481036337150 43980465111040v
(4.4.17)

I_’k, B ’nin renormalize edilmis halidir. Dolayisiyla yakinsak bir ifadedir. Enerji

denklemimizdeki iraksakliklar1 Hurwitz Zeta fonksiyonu ile tanimlayarak,

e 1e- 33 568303 9296329 51186664329

EP+EVN=—YP=->P T H+————((54 34 —1,4

2;" a;k 2580480§( ) 660602880§( ) 12079595520“ ) 481036337150§( L9

(4.4.18)

EO)y g0 5157245093357 £ (4.4.19)
43980465111040a

buluruz. Toplam enerji 10 boyutta da (1) faktoriinden dolayr tekillik igermektedir.

Demek ki tiim ¢ift boyutlar i¢in Casimir enerjisi tekillik igermektedir. Zeta fonksiyonu

renormalizasyon metotu ile bu tekilliklerden kurtulamadik.
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TARTISMA VE SONUC

Kuantum alan teorisinde enerji, yiik, kiitle ve kuvvet gibi biiytikliiklerin 1raksak seriler
olarak ortaya ¢iktig1 goriilmistiir. Aslinda biz bu biyiikliikleri deneysel olarak
inceledigimizde, asla sonsuz degerler bulmayiz. Bu sonsuzluk ortaya atilan teorinin
kusurlarindan yani matematiksel olarak miikemmel sekilde ifade edilememesinden

kaynaklanmaktadir [Bayin, 2004].

Casimir enerjisi hesabinda ortaya ¢ikan 1raksak enerji biiyiikliikleri, regiilarizasyon ve
renormalizasyon adi verilen yontemler ile sonlu hale getirilmeye ¢alisiliyor. Sonsuz
olan kismin ayristirilmasina regiilarizasyon, sonsuzlukluklar1 fiziksel bir degiskenle
atmaya da renormalizasyon denir. Casimir enerji hesabinda degisik regiilarizasyon ve
renormalizasyon yontemleri kullanilir. Casimir enerjisi boyut, alan ve topoloji gibi
degerlere bagl olarak degistigi i¢in farkli problemlerde farkli yontemler kullanabiliriz.

Bu da kullanilan yontemlerin tutarliliginin karsilastirilmasina olanak saglar.

Bu calismada ilk olarak Casimir etki hakkinda kisa bir tarihsel giris yapildi. Malzeme
ve yontem boliimiinde, kiitlesiz skalar alanda bulunan D boyutlu kiiresel kabugun dalga
fonksiyonu ve kuantum sayilar1 elde edildi. Yiiksek boyutlarda Klein Gordon
denkleminin ¢6zlimleri Ultra Kiiresel harmonikler ve Bessel fonksiyonlariyla
tanimlandi. Bu ¢o6ziimlerden hareketle, modlar Klein Gordon denklemi ¢6ziimleri
geregi, Bessel fonksiyonlariyla belirlendi. Daha sonra 3 boyutlu sonsuz ince kiiresel
kabuk geometrisinde Dirichlet ve Neumann sinir kosullari altindaki skalar alanin
modlarmin dagilimi1 bulundu. 3 boyut i¢cin yaptigimiz enerji hesabinda ortaya c¢ikan
sonsuzluklar, Kontiir integrali yontemiyle regularize edildi. Ardindan Zeta
fonksiyonunun analitik stireklilik esasina bagli olarak renormalize edildi. Son olarak

modlarin dagilimindan faydalanarak kuantum sifir nokta enerjisi hesaplandi.
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Bulgular béliimiinde de 3 boyut i¢in yapilan hesaplamalardan elde edilen tecriibelerle
cift boyutlu (D=4,6,8,10) kiiresel kabugun kuantum bosluk enerjisi, 6zfrekanslarin
kompleks diizlemdeki kontur integrali ve dogrudan mod toplama yontemi ile incelendi.

Cift boyutlu kiiresel kabuktaki Casimir enerji hesabinda tekillikler ortaya cikti. Bilinen
regularizasyon ve renormalizasyon yontemleri ile bu tekilliklerden kurtulamadik. Bu
yontemle elde edilen ¢ift boyutlu kiiresel kabugun Casimir enerjisi literatiirdeki

sonuglarla uyumludur.

Paralel plaka ve silindir geometride Casimir enerjisinin isareti negatif olarak
bulunmustu. 3 boyutlu kiiresel geometride ise elektromanyetik Casimir enerjisi
pozitiftir. Casimir enerjisi geometriye bagli oldugundan, farkli her geometri i¢in bu
enerjinin calisilmasi yeni bir problemdir. Casimir enerjinin boyuta bagli sonuglar
irettigini de gordiik. Fakat kiitlesiz skalar alanda bulunan tek boyutlu kiiresel kabukta
Casimir enerjinin sonlu, ¢ift boyutlu kiiresel kabukta da sonsuz ¢ikmasinin sebebini
bilmiyoruz. Ayrica ¢ift boyutta farkli renormalizasyon teknikleri kullanmakla, bu

sonsuzlugun giderilip giderilmeyecegi de cevap bekleyen sorulardan biri.
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EK-A

ZETA FONKSIYONU REGULARIZASYON METODU

Casimir enerji hesabinda degisik regularizasyon ve renormalizasyon metotlar1 kullanilir.
Zeta fonksiyonu regularizasyon metodu da bunlardan biridir. Bu metot, mod toplama
yontemi ile iligkilidir. Diger regularizasyon tekniklerinden farkli olarak kesilim
fonksiyonu igermez. Buna ragmen hesaplamalarda hangi sonsuzluklarin atildigini
acik¢a gostermemesi bakimindan problem teskil eder [M.Ozcan, 2006].

Hesaplamalarimizda ortaya ¢ikan iraksak ifadeleri ayristirip disart atmak i¢in Hurwitz

Zeta fonksiyonu ve Riemann Zeta fonksiyonunu kullanacagiz. Hurwitz Zeta

fonksiyonu,
- 1
s,a) = Res>1 a#0,-1,-2.... 1
(=Y 0

ile gosterilir. Integral gosterimi ise,
1 oo Z‘s—le—ta

s,a) = dt Res>1 a>0 2

{6.0) = I — @

seklinde verilir. {(s,a) sadece s=1 noktasinda tekillik icermektedir. Geri kalan

kompleks s diizleminde analitik olarak stireklidir. Hurwitz Zeta fonksiyonu Bernoulli

polinomu ve Bernoulli sayilari cinsinden,

g“(—m,a)z—L_:la) m=0, 1,2.... 3)
m
£(1—2n) =—% n=123.. (4)

Ozdeslikleri ile ifade edilir. B, (a) fonksiyonu Bernoulli polinomu ve B;,’de Bernoulli

m+1

sayisidir.

t xt oo tn

° =3B (0~ | <27 (5)
e-1 = n!

Bernoulli polinomu (5) numarali Euler Maclaurin toplama formiiliinde tiiretici

fonksiyon olarak tanimlanir. Bernoulli polinomlarinin ilk 7 tanesi asagidaki gibidir,
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Bs<x>=x<x—%><x—1> (©6)

1
B,(x)=x"=2x"+x*'——
L (X) 20

B,(x) = x(x—%)(x—l)(xz —x —%)

1 1
B, (x)=x"=3x’ +§x4 e e
2 2 42

g=1 oldugu zaman Hurwitz Zeta fonksiyonu, Riemann Zeta fonksiyonuna indirgenir.

N 7
¢ (s) ,,Z:(;(n)“' (7)
1 -1
¢ (s) “To) 0 dt 1 )

(8) integral gosterimi s=1 noktasi hari¢ kompleks s diizleminin her yerinde analitik
olarak stirekli oldugunu gosterir. Zeta fonksiyonu s=1 noktasinda tekillik igermektedir.
Casimir enerjisinde ortaya ¢ikan 1raksak terimleri Riemann Zeta fonksiyonunun

asagidaki formiilleriyle ifade edecegiz.

£(-2n)=0 n=1,273...... )
1
£(0)= ) (10)
B (2”)271 _
£(2n) = 2(2’1)!| . n=123...... (11)
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EK-B

BESSEL FONKSIYONLARI

n. mertebeden Bessel denklemi,

2
x2%+x%+(x2-n2)y20 ()

seklindedir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii Frobenius yontemini kullanarak

buluruz. Bu denklemin tekil noktalar1 x* =0 X,, = 0’dir. Frobenius yontemi geregi,

y(x)= Z ax™" (a,#0) ¢oziim olsun. ()
r=0

y/(x) = Z (S + 1.)arxsﬂ—l
r=0

V()= (s+r)(s+r-Dax""?
r=0
y(x),V'(x),y"(x)’i (1) denkleminde yerine yazip diizenlersek,

(s-n)(s+n)a,x’ +(s+1-n)(s+1+n)ax"" + z [(s+r-n)s+r+n)a, +a, " =0
r=2

(s-nm)(s+tn)a,=0 qg,#0 igin s=1m

(s+1-n)(s+1+n)a, =0 denkleminde $=217 i¢in a, =0

Katsayilar arasindaki tekrarlama bagintisi ise,

a
a =

I

_(s+r-n)r(_s+r+n) bulunur. (r >2) (3)

s=n icin r’nin ¢ift sayr degerlerini yukarida yerine koyup gerekli diizeltmeleri

yaptigimizda,
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. n!

a, =(-1) —a buluruz. Sonuc¢ta r =n icin

2 =D 22l (r+n)! " ¢ ¢

n! 1
X ™ buluruz. @, =—— secip yukarida yerine ko alim,
y(x) = ;( D' vy b= Se6ip yu y y
¥ 2r+n

J (x 1 — 4

@W=3 ,(M),U )

J,(x) n. mertebeden Birinci tiir Bessel fonksiyonudur. Bu zamana kadar yaptiklarimiz

(1) denkleminin s=n kokii i¢in idi. s=-n kokii i¢in Bessel fonksiyonunu (4) denkleminde
n yerine —n yazip bulabiliriz.

n tamsay1 ise bunlarin arasindaki iliski

J_,(x)=(-1)"J (x) seklindedir.

cosnrmJ (x)-J_,(x)

N (x)=
(%) sin nr

N, (x) de ikinci tiir Bessel fonksiyonudur ve bizim

genel ¢coziimiimiiz,

(x) = AJ, (x)+ BY, (x) dir )
[Abromowitz ve Stegun,1964]. Ugciincii tir Bessel fonksiyonu olan Hankel
fonksiyonlart ise,

H Y =J +iN,
n () =J,(x)+iN,(x) seklindedir.
H,?(x)=J,(x)-iN,(x)

x’in kompleks degerleri i¢in

1,(x)=1i"J, (ix)

6
K, (x)=i" %Hn(”(x) ©
Modifiye Bessel fonksiyonlari igin
y(x)=AI (x)+BK, (x) seklindedir. Kiiresel kordinatlarda kullanacagimiz
e 2a) H B @ty ]y=0 (7

seklindeki Bessel diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in ilk olarak y = x“z seklinde
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degisken doniistimii yapariz.

dy o dZ a-1

— =X —+ox z

dx dx
2 2

% =x“ Z] f +2ax™! % +a(a-1)x""z
X X X

Bu esitlikleri (7) denkleminde yerine koyduktan sonra

L E A pyray =0 ®)

denklemine indirgeriz. Tekrar t=x" donlisimi yapip buldugumuz esitlikleri (8)
denkleminde yerine koyup y”ihmal edersek (7) Bessel diferansiyel denklemi asagidaki

hali alir,

z=AJ (Bt)+BY (ft) orjinal degiskenlere donersek de y=x“z t=x'

y=A4xJ, (Bx*)+ Bx"N, (Sx") )
2K{+2x%+{k2x2-f(€+l)}y:0 (10)

(10) denklemi Kiiresel Bessel diferansiyel denklemidir. (7) denklemine gore,
1-2a0=2, y=1, p¥=k*, o -y =-L{+])

-1 -1

y = Ax?JHl(kx) + Bx7Y[ 1 (k)
2 2

(1D
A, j,(kx)+ A, y, (kx)
.]é (X) A ’ 1 (X)
(12)
V4
y/(x) = EYH%(X)
Burada 4= (Z—ij , A, = (Zk jB “dir.
V1 /4
Kiiresel Bessel fonksiyonlarinin Hankel fonksiyonlar1 cinsinden ifadesi ise,
h/:(l)(x):j/:(x)"'iyk(x) (13)

h/:(Z)(x) = J,(x)-iy,(x)
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EK-C
D BOYUT iCIN DEJENERASYON SAYISI

Z:f(m) = J.f(X)dX+%f(1)+%f(n)+%[f’(n)—f’(1)]+... (1)

Euler Maclaurin formiilii yardimiyla f(m) fonksiyonumuzu degistirerek toplamin nasil

degisecegini gosterelim ve ardindan bu islemi kendi foksiyonlarimiza uygulayalim.

Zn:m :%n(n+1) @)
m=1
imz :n(n+1)(2n+1) 3)
m=1 6

y m3=LnZ(n+1)2 “4)
m=1 4
im4 :3i0 n(n+1)(2n+1)3n" +3n-1) (5)
m=1
seklinde gider.
4 boyut i¢in,

N, ] N,
2222(214'1) N,=k ve (k+1)=v olmak iizere,
1=0 m=—1 1=0

= 3 QUI-H+1 ::2k+1l—k+1::2——(k+1)
[ZZI: [ZZI: Z (k+l)§k+2)

=1

gi=(k+1)* =)’ (6)
5 boyut i¢in,
Ny N, / N 2 3
Z Z = (21+1) N,=k ve (k +E) =v olmak tizere,
=0

=
<
I
(=]
T
(=)
3
I
=
N
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(21+1)—Z(N +1)°

2 =0 Ny=

_(k+1)(k+2)(2k+3) _l sV
85 = 6 —3(V 4)

(7

D boyutta bu islemleri bu sekilde yapmak ¢ok zordur. Bu yiizden D boyut i¢in

genellestirdigimiz formiil olan (9) denklemini kullanmak isimizi kolaylastirir.

— —3)!
gD:4%+D 2Yk+D 3)!
2 | (D-2)k!

(k+D!_
21k!

g, =2(k+1)

|
e 1
2" 3kl 3

&s

k+3)! 1, 1,
=2(k+2 =—v v -D=—W" —-v
g =2k =R v D=1l )
g, =2(k+ 5)(k+4) S Ry A
sk 60 27 1o
g =2k +3) TN L o 50042
61kl 360
a1 355 250, 5
2 7 3200 76 Tw
G+ 1
=2(k+4) = VE—14° +49v* —361°
8o =2+ D)= =060 )

I PO
VW+?W—?—3W 4)

(k+D)=v
(k+§):v
(k+2)=v
(k+§)=v
(k+3)=v
(k+%)=v

(k+4)=v

)

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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RN s | ; 1974 5 329 5 11025 (NS 17
& =2k 2) 9lk! 181440(‘/9 2l 16 v 16 v 256 Y (k+2)_v 17
gy =2Ak+ 5)(k+9) 1 — (V' -30/ 4273 -0V +576/) (k+5)=v (18)

101&! 1814400
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