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SEMBOL L�STES�

s�                  : Elektromanyetik alanın klasik öz frekansı 

s�                  : Geri planda seçilen referans bo�lu�un öz frekansı 

j
�
                  : Birinci tür Küresel Bessel fonksiyonu 

h
�
                 : Küresel Hankel fonksiyonu 

r                    : Küresel kabu�un yarıçapı 

n                   : Ba� kuantum sayısı 

                      : Yörüngesel açısal momentum kuantum sayısı 

m                  : Magnetik moment kuantum sayısı 

νJ (y)             : Birinci tür Bessel fonksiyonu 

nY (x)             : �kinci tür Bessel fonksiyonu 

(1)
�H (y)           : Hankel fonksiyonu veya Üçüncü tür Bessel fonksiyonu 

�I (y)              : Birinci tür Modifiye  Bessel fonksiyonu 

�K (y)            : �kinci tür Modifiye  Bessel fonksiyonu 

�(z,q)            : Hurwitz zeta fonksiyonu 

�(z)                : Riemann zeta fonksiyonu          

Bn (x)            : Bernoulli polinomu 

�
nC (x)            : Gegenbauer polinomu  

mP (x)
�

          : Associated Legendre polinomu 
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ÖZET  

D-BOYUTLU KÜRESEL KABUK �Ç�N SKALAR CAS�M�R ETK�

Bu tezde küresel kabuk geometride skalar Casimir etkisi çalı�ılmı�tır. �lk olarak üç 

boyutlu küresel kabukta Dirichlet ve Neumann sınır ko�ulu altındaki kütlesiz skalar 

alanın Casimir enerjisi, öz frekansların kompleks düzlemdeki kontur integrali ile 

modların do�rudan toplamı yöntemi kullanılarak hesaplanmı�tır. Daha sonra D boyutlu 

küresel geometri için dalga fonksiyonu ve kuantum sayıları incelenmi�tir. Son olarak 

skalar alanın çift boyutlu küresel kabuktaki kuantum bo�luk enerjisi, modların toplamı 

yöntemi kullanılarak  hesaplanmı�tır. Çift boyutlu küresel kabuklardaki kuantum bo�luk 

enerjisi, tekillikler içermektedir. Bu tekillikleri kaldırmak için Zeta fonksiyon 

regülarizasyon  tekni�i kullanılmı� ve elde edilen sonuçlar tartı�ılmı�tır.  
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SUMMARY 

SCALAR CASIMIR EFFECT FOR D-DIMENSIONAL SPHERICAL SHELL 

In this thesis the scalar Casimir effect for a spherical shell geometry was studied. First 

the Casimir energy  of a massless scalar field satisfying Dirichlet and Neumann 

boundary conditions on the shell calculated by using a direct mode summation with 

counter integration in the complex plane of eigenfrequencies.  Then the wave equation 

and quantum numbers were studied for  D dimensional spherical shell. Finally the 

vacuum energy of scalar field for even dimensional spherical shell was calculated by 

using the direct mode summation. The vacuum energy for even dimensional spherical 

shell geometry have singularities. In order to overcome these singularities, Zeta function 

regularization technique was used and obtained results were discussed. 
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1. G�R��

Klasik mekani�in ilk zamanlarında vakum dü�üncesi oldukça basitti. Klasik fizi�e göre 

uzayı mutlak sıfır sıcaklık sınırına kadar so�utarak, tüm ısıl ı�ınımı yok edebilir ve 

mutlak bo�lu�a ula�abiliriz. Bununla beraber kuantum kuramının geli�mesiyle vakum 

anlayı�ı tamamiyle de�i�ti. Bu kurama göre, bo� uzayın her santimetre küpü büyük 

miktarda enerji içerir [Bordag, 2001]. En bo� sanılan uzay bile tam olarak bo� de�ildir, 

etkile�imler bölgesidir ve alanlar vardır. Bu alanların dalgalanması sonucu bo�luktan 

sanal  parçacık çiftleri üretilir. Bu parçacıklar pozitif enerji ile ortaya çıkıp, negatif 

enerji ile kaybolurlar yani bo�luktan ödünç enerji alırlar. Bu parçacıkların 

yaratılı�larından yok olu�larına dek gittikleri uzaklık ve momentumları, enerji 

korunumu ilkesini bozar. Kuantum kuramına göre, böyle bir bozulma ola�andır; çünkü 

bunların son derece kısa olan ya�amları gözlemlenilmelerine izin vermez. Bo�luktan 

do�an bir sanal parçacık çiftinin kendisi gözlemlenemez; ancak bu çiftler etkile�irse 

gözlemlenebilir. Vakum dalgalanmalarının makroskobik sonuçlarından biri bu sanal 

parçacıkların yaratılı� ve yok olu�larıdır; bir di�eri ise Casimir etkisidir.  

1948 yılında ilk defa Hollandalı fizikçi H.G.B. Casimir yüksüz ideal iletken  iki parelel 

levhanın birbirini çekece�ini ve bu çekici kuvvetin elektromanyetik alanın sıfır nokta 

enerjisindeki de�i�imden kaynaklandı�ını göstermi�tir [Casimir, 1948]. Casimir etkisini 

gösteren düzenek �öyledir; içi bo� bir kapalı kaba iki paralel levha yerle�tirilir ve sistem 

so�utulur. Sıfır nokta enerjisine ula�madan önce ısıl ı�ıma iki levhayı birbirine 

yakla�tırmaya çalı�ır. Sıfır nokta de�erinde ise elektromanyetiksel ı�ıma kuvveti 

levhaları birbirine do�ru çeker. Bu olay bize bo�lu�un bo�  olmadı�ını söyler. Geri 

zeminde elektromanyetik alan vardır ve bu alanın enerjisi sonsuzdur. Casimir’in yaptı�ı 

gibi bo�lu�a iki paralel düzlem yerle�tirdi�imizde, geri zeminde yer alan 

elektromanyetik alanın modlarının da�ılımı paralel levhalar aracılı�ı ile yeniden 

�ekillenir. Kimi modlar düzlemler arasında kalır; di�erleri ise düzlemleri delerek  
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salınımlarına devam eder. Düzlemlerin arasında yer alan elektromanyetik alanın sıfır 

noktasındaki ı�ınım basıncı Casimir kuvvetin kayna�ını te�kil eder [D.Ölmez, 2010]. 

Bu çalı�mada ilk olarak Küresel kabu�un Casimir enerjisi, öz frekansların kompleks 

düzlemdeki kontür integrali ile do�rudan mod toplama yöntemi kullanılarak çözülecek. 

Casimir enerjisi hesabında ortaya çıkan sonsuz ifadeler Riemann Zeta fonksiyonu 

regularizasyon  tekni�i kullanılarak sonlu ifadelerden ayrı�tırılıp, dı�arı atılacak. Daha 

sonra Dirichlet ve Neumann sınır �artlarına uyan kütlesiz skalar alanın 3 boyutlu küresel 

kabukta sahip oldu�u modlar hesaplanacak ve bu modların da�ılımından kuantum sıfır 

nokta enerjisi bulunacak. Bu zamana kadar Kuantum Alan Teori çalı�malarında dörtten 

büyük uzay zaman boyutu pertürbasyon parametresi olarak kullanılagelmi�tir. Fakat son 

geli�melerden de anla�ıldı�ı gibi uzay zamanın boyutunun bilinenden farklı olabilece�i 

yani dörtten büyük boyutlar olabilece�i öngörüsü ortaya çıkmı�tır. Kuantum alan 

teorisinin ölçülebilir bir sonucu olarak güncelli�ini koruyan Casimir etki, boyuta ba�lı 

sonuçlar üretmektedir. Yüksek boyutlu elektromanyetik alanda çalı�mak matematiksel 

olarak oldukça zordur. Skalar alan elektromanyetik alan için basit bir model 

olu�turmaktadır. Bu yüzden boyutla yaptı�ımız hesaplamaları skalar alanda 

inceleyece�iz. 3’ten büyük boyutlarda Klein Gordon denkleminin çözümlerini, Ultra 

Küresel Harmonikler  yani Gegenbauer polinomu ve Bessel fonksiyonlarıyla 

tanımlayaca�ız. D boyut için Klein Gordon denklemini ayrıntılı olarak çözüp, modların 

da�ılımını veren sayıların boyutla olan ili�kisini irdeleyece�iz. Ayrıca D boyutlu Klein 

Gordon denkleminin çözümleri, çift boyutlu küresel kabuktaki skalar alanın çözümlerini 

incelememize olanak sa�layacak. Bu çözümlerden hareketle kütlesiz skalar alanın 

modlarının da�ılımı ve kuantum sıfır nokta enerjisi elde edilecek. 
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2. GENEL KISIMLAR 

Casimir bo�lukta iki paralel plaka arasındaki çekici kuvvetin,

                             
2

4240

c
F S

a

π
= −

�
                

oldu�unu buldu. Burada c ı�ık hızı, a  levhalar arasındaki uzaklık, �  Planck sabiti ve 

S’de yüzey alanıdır. Bu çekici kuvvet elektrik yükü gibi de�erlerden ba�ımsızdır. 

M.J.Sparnaay [Sparnaay, 1958] ve D. Tabor [Tabor ve Winterton, 1969] bu kuvveti 

deneysel olarak 1958’de gözlemlediler. Deneyci fizikçiler mikro-makinelerin 

çalı�malarını etkileyen Casimir kuvvetini çok duyarlı ölçüm aletleri geli�tirerek 

gözlemlemeye devam ettiler. Bu çekici kuvvet, 1997 yılında S.K. Lamoreaux tarafından 

%5 deneysel hatayla ölçüldü. Yapılan deneylerden görüldü�ü üzere bu kuvvetin 

büyüklü�ü 1cm2 alan ba�ına, 1 µ m uzaklıkta 1.3×10-7 N’dur. Kabaca bir su damlasının 

a�ırlı�ı kadardır. Aradaki mesafe tipik bir atomun 100 katı olan 1 nm’ye indirilirse, bu 

etki 1 atm basıncına çıkar. Casimir’in orijinal teorisi sadece ideal metallere ve dielektrik 

malzemelere uygulanmasına ra�men, 1950 ve 1960’lı yıllarda Rus fizikçi Lifshitz 

Casimir  teorisini gerçek metalleri içerecek �ekilde geni�letti. 

Casimir’in elde etti�i sonuçlardan sonra küresel kabukla sınırlandırılmı�

elektromanyetik alanın sıfır nokta enerjisi, T.H.Boyer [Boyer,  1970] tarafından pozitif 

de�erli ve küresel kabu�un yarıçapına ba�lı olarak elde edilmi�tir. Bu da Casimir’in 

elektron modeli kurma ümidini yok etmi�tir. Bu pozitif enerjinin anlamı küresel 

kabu�un üzerinde itici bir kuvvet üretti�idir. Boyer’in hesaplamaları eksponansiyel 

kesici fonksiyonların seçimine ba�lıdır ve kullandı�ı yöntem oldukça karı�ık bir 

yöntemdir. Daha sonra 1972 yılında küresel kabuk için Casimir enerjisi, B.Davies 

tarafından Boyer’in çalı�masındaki enerjinin i�areti ile aynı olarak bulunmu�tur. 1978 

yılında da J.Schwinger ile K.A.Milton ve L.L. DeRaad yüksüz ideal iletken küresel 

kabu�un Casimir enerjisini Green Fonksiyon Formalizmi ile yine pozitif ve 
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                                                    E=0.09235
2

c

a

�
  

olarak bulmu�lardır. 1998-99 yılları arasında Nesterenko ve  Hagen [Nesterenko ve 

Pirozhenko, 1998] [Bowers ve Hagen, 1999] çalı�malarından görülece�i üzere 

elektromanyetik alanın küresel kabuk için kuantum bo�luk enerjisi, modların toplama 

metodu ile bulunmu� ve aynı sonuç elde edilmi�tir. Küre için yapılan teorik çalı�maları 

do�rulayan deneysel çalı�malar da çok geçmeden yapılmı�tır. Fakat deneysel olarak 

küre ile çalı�mak zor oldu�undan bu çalı�malar küresel kabukla de�il,  küre ve levha ile 

yapılmı�tır.  

Yapılan çalı�malardan da görüldü�ü gibi Casimir enerji hesaplarında yegane bir 

yönteme sahip de�iliz. Bu hesaplamalarda farklı farklı yöntemler kullanılmaktadır. 

Bunlar; Green Fonksiyonu Formalizmi, Stress Tensör Metodu, Heat Kernel Serileri, 

Zeta Fonksiyonu Regularizasyon Tekni�i ve Kontür �ntegrasyonu ile Mod Toplama 

yöntemidir.  

Yapılan teorik ve deneysel çalı�maların sonucu olarak paralel düzlemler ve küresel 

kabu�un Casimir enerjisi birbirinden farklı olarak bulunmu�tur. Casimir kuvveti parelel 

düzlemlerde çekici iken, küresel kabukta iticidir. Bu i�aret farkının kayna�ı  henüz 

bilinmemektedir. Silindir kabuk için yapılan hesaplamaların sonucunda da Casimir 

enerjinin i�areti parelel düzlemdeki gibi negatif olarak bulunmu�tur. Casimir enerjisinin  

de�eri geometriden geometriye, topolojiden topolojiye ve boyuttan boyuta 

de�i�mektedir [M.Özcan, 2006]. 

�imdi Casimir enerji hesabının çıkı� noktası olan skalar alanın sıfır nokta enerjisini 

inceleyelim. Sınır ko�ullarının olmadı�ı bir durumda bo�luk enerjisi, bo� uzayın öz 

frekanslarının toplamı olarak ifade edilir ve bu enerjiye sıfır nokta enerjisi denir.  Skalar 

alanın dalga fonksiyonu  ( ),t xϕ ,   0 x a< <  aralı�ında  ve 

                                   ( ) ( ),0 , 0t t aϕ ϕ= =                                                                   (2.1) 

sınır �artı altında tanımlanır. Skalar alan denklemi genel olarak, 

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2

, ,1
, 0

t x t x m c
t x

c t x

ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂
− + =

∂ ∂ �
                                                                 (2.2) 
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�eklinde tanımlanır. Bu denklem Klein-Gordon denklemi olarak bilirnir. Burada m 

alanın kütlesidir. (2.1) ve (2.2) denklemleri ile ili�kili sonsuz skalar çarpım ifadesi 

a�a�ıdaki gibidir. 

( )
0

* *

0

( , )
o

a

x xf g i dx f g f g= ∂ − ∂�                                                                                   (2.3) 

burada f ve g (2) denkleminin iki çözümüdür, 0x ct≡  dir. (2.2) denkleminin (2.1) sınır 

ko�ulu altında pozitif ve negatif frekans çözümleri,  

( )
1

2
( ) , sinniw t

n n

n

c
t x e k x

aw
ϕ ±± � �

= � �
� �

                                                                               (2.4) 

�eklindedir. Daha sonra dalga fonksiyonumuzun zamana ve konuma ba�lı ikinci derece 

türevlerini hesaplayıp (2.2) denkleminde yerine yazarsak    

( ) ( ) ( )
2 2 2

2

2 2
, , , 0n n n

w m c
t x k t x t x

c
ϕ ϕ ϕ− + + =

�
                                                              (2.5) 

ifadesine ula�ırız ve (5) denkleminden de görüldü�ü üzere, 

1
2 4 2

2 2

2n n

m c
w c k

� �
= +� �
� ��

,       n

n
k

a

π
= ,          n=1,2,…..                                                 (2.6) 

ile verilir.. Skalar alanın standart kuantizasyonu ise a�a�ıdaki ifadeyle sa�lanır. 

( ) ( ) ( )( )( , ) , ,n n n n

n

t x t x a t x aϕ ϕ ϕ +− +� 	= +
 ��                                                                      (2.7) 

Burada na , na
+  nicelikleri yokedici ve yaratıcı operatörlerdir. Aralarındaki komütasyon 

ili�kisi a�a�ıdaki gibidir.  

,,n n n na a δ+
′ ′� 	 =
 � ,        [ ], , 0n n n na a a a+ +

′ � 	= =
 �                                                                  (2.8) 

1

1 1

a n n n

a n n n+

= −

= + +
   

Kuantize edilmi� alan bo�lu�u 

0 0na =                                                                                                                       (2.9) 

olarak tanımlıdır. �ki boyutlu uzay zamanda skalar alanın enerji yo�unlu�u ifadesi  

( ) ( ) [ ]
2 2

00 2

1
( )

2
t x

c
T x x x

c
ϕ ϕ

 �
= ∂ + ∂� 	� �
 �

� �

�
                                                                   (2.10) 
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ile verilir. 

1 2 1 2

0

( , ) sin ( ) sin ( )n ni t i t

n n n n

n n n

c c
t x e k x a e k x a

a a

ω ωϕ
ω ω

∞
− +

=

� 	� � � �
� �= +� � � �
� �� � � �
 �

�                             

Bu ifadenin zamana ve x bile�enine göre türevlerini alıp  (2.9) denkleminde yerine 

koyalım. Yaratıcı ve yokedici opertaörlerin özellikleri olan (2.7) denkleminin de 

yardımıyla, 

22 4

00
1 1

cos ( )
0 0

2 2
n

n

n n n

k xm c
T

a a
ω

ω

∞ ∞

= =

= −� �
�

�
                                                               (2.11) 

elde ederiz. (0,a) aralı�ındaki toplam enerjiyi a�a�ıdaki �ekide ifade ederiz. 

0 00
10

( ) 0 0
2

a

n

n

E a T dx ω
∞

=

= = ��
�

                                                                                 (2.12) 

buluruz. Görüldü�ü gibi 0 ( )E a  sonsuza giden bir ifadedir. 

Casimir enerji hesaplarının do�ası gere�i  üretti�i sonlu ifadeleri, matematiksel olarak 

sonsuz ifadelerin içinden elde ederiz. Sonsuzlukları belirlemeye regülarizasyon, 

sonsuzlukları dı�arı çıkarmaya da renormalizasyon denir [Selçuk Bayın,2004]. Kuantum 

sıfır nokta enerjisi hesaplarında de�i�ik regülarizasyon ve renormalizasyon yöntemleri 

kullanılır. Farklı yöntemlerin kullanılması sonucu olarak Casimir enerji hesaplarında 

�üpheli noktalar ortaya çıkmı�tır. Bazı problemlerde, farklı matematiksel metotlar 

kullanıldı�ında farklı sonuçlar üretilmi�tir. Bu nedenle matematiksel olarak daha 

basitle�tirilmi� yeni avantajlar üreten metodları göz önüne alarak sonuçların tutarlılı�ı 

elde edilmelidir. 

  

Bu çalı�mada Malzeme ve Yöntem bölümünde, kütlesiz skalar alanda bulunan D 

boyutlu küresel kabu�un  dalga fonksiyonu hesabı yapılacak. Ardından Dirichlet ve 

Neumann sınır ko�ulu altındaki 3 boyutlu küresel kabuk geometride, skalar Casimir 

etkisi yeniden  incelenecek [Nesterenko ve Pirozhenko, 1997]. Bulgular bölümünde ise, 

Malzeme ve Yöntem bölümünde elde edilen tecrübelerle çift boyutlu küresel 

kabuklardaki kuantum bo�luk enerjsi, kontur integrali ile modların toplama yöntemi 

kullanılarak elde edilecek. Tartı�ma ve sonuç bölümünde de  elde etti�imiz bulguların 

literatürdeki di�er çalı�malarla uyumlu olup olmadı�ına bakılacak. 
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 3. MALZEME VE YÖNTEM 

3.1 D BOYUTLU KÜRESEL GEOMETR�DE DALGA FONKS�YONU  

D boyutlu küresel geometride Klein-Gordon denklemini kullanarak dalga 

fonksiyonumuzu ve kuantum sayılarımızı inceleyece�iz. Küresel kordinatlarda metrik 

tensörü gµν  ve sonsuz yakın iki nokta arasındaki mesafe elemanını, 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 3 1 2( sin sin sin .............. sin ......sin )Dds g dx dx dt dr r d r d r d r dµ ν

µν θ θ θ θ θ θ θ θ φ−= = − + + + + +

11
2 2 2 2 2 2

1 1

sin
iD

j i

i j

ds dt dr r dθ θ
−−

= =

� �
= − − � �

� �
� ∏                  

1

0

0

0 2
i

D

r

θ π

φ θ π−

≥

≤ ≤

≤ = ≤

        1 2i D≤ ≤ −         

                                                                                                                                   (3.1.1) 

olarak yazarız. Burada r kürenin yarıçapını; 1 2 2, ,........., ,Dθ θ θ φ−  ise açısal kordinatları 

göstermektedir. Kütlesiz skalar alanın dalga denklemi 

�
2

2

2 2

1

c t

∂ Ψ
Ψ = ∇ Ψ −

∂

�
                                                                                               (3.1.2)                                       

ile verilir. Burada dalga operatörü �, 

�
2

2

2 2

1

c t

∂
= ∇ −

∂

�
                                                                     (3.1.3) 

olarak tanımlanmı�tır. D boyutlu skalar alanda bulunan küre için dalga fonksiyonumuz,  

1 2 3 2( , , ,......... , , , )D Dr tψ ψ θ θ θ θ φ− −=                                                                    (3.1.4) 

�eklinde de�i�kenlere ba�lıdır. D boyut için 2∇
�

 ifadesini, 

2 1 2 3
1 21 2 2 2 2 3

21 1 1 1 2 2

1 1 1
( ) (sin ) (sin )

sin sin sin
D D D

D D D
r

r r r r r
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ
− − −

− − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

�

+ 5
42 2 2 4 2 2 2 2 5

1 2 3 3 1 2 3 4 4 4

1 1
(sin )

sin sin sin sin sin sin sin
D

D Dr r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
−

− −

∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂
+…. 
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2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 3 2 2 2 1 2 3 2

1 1
...... (sin )

sin sin sin ......sin sin sin sin sin ........sinD

D D D D Dr r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ φ−

− − − − −

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

                                                                                                                                   (3.1.5)            

�eklinde buluruz. (3.1.2) denklemine 

1 2 3 2 1 1 2 2 3 3 2 2( , , ,......... , , , ) ( ) ( ) ( )...... ( ) ( ) ( ) ( )D D D D D Dr t R r T tψ ψ θ θ θ θ φ θ θ θ θ φ− − − − − −= = Θ Θ Θ Θ Φ        

                                                                                                                                   (3.1.6) 

�eklinde ayrılabilir bir çözümü denersek, 

1 2 31 2 3 2 2 3 3 2 1 3 3 21 2
1 21 2 2 2 2 3

1 1 1 1 2 2 2

..... .... ....
( ) (sin ) (sin )

sin sin sin
D D DD D D D D D

D D D

T R T R TR
r

r r r r r
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ
− − −− − − − − −

− − −

ΘΘ Θ Θ Φ Θ Θ Θ Θ Φ ΘΘ Θ Θ Φ∂Θ ∂Θ∂ ∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 3 1 2 31 2 2 2
3 22 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 3 3 1 2 3 2 2 2

........
.............. (sin ) (sin )

sin sin ...sin sin sin ...sin sin
D DD D

D D

D D D D D D D

R TR T

r r
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
− −− −

− −

− − − − − − −

∂Θ ΘΘ Θ ΦΘΘ Θ Φ ∂Θ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

2 2
1 2 3 2 1 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2

.... ....
0

sin sin ...sin sin
D D D D

D D

R T R T

r c tθ θ θ θ φ
− − − −

− −

Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ Φ∂ Φ ∂
+ − =

∂ ∂
                     (3.1.7)  

denklemini elde ederiz. Bu denklemden  T ve Φ  için çözülmesi gereken denklemlere 

bakalım, 

                 
2

2

2

1 d T

T dt
ω= −               ( ) i tT t e ω−=                                                            (3.1.8) 

                 
2

2

2

1 d
m

dφ

Φ
= −

Φ
             ( ) ime φφΦ =         0, 1, 2....m = ± ±                      (3.1.9)                            

Buldu�umuz bu denklemleri (3.1.7) denkleminde koyup denklemi yeniden düzenleriz.  

1 2 31 2
1 21 2 2 2 2 3

1 1 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1
( ) (sin ) (sin ) ........................

sin sin sin
D D D

D D D

d dd dR d d
r

Rr dr dr r d d r d d
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ
− − −

− − −

Θ Θ
+ + + +

Θ Θ

2 3 2
3 22 2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 3 3 3 2 1 2 3 2 2 2

1 1
(sin ) (sin )

sin sin .....sin sin sin .....sin sin
D D

D D

D D D D D D D D D

d dd d

r d d r d d
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
− −

− −

− − − − − − − − −

Θ Θ
+

Θ Θ
2

2

2 2 2 2 2
1 2 3 2sin sin ........sin sinD D

m

r
ω

θ θ θ θ− −

− =−                                                                  (3.1.10) 

Bu denklemi daha genel halde a�a�ıdaki �ekilde yazabiliriz, 
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22
11 2

12 21
2 22 21 1 1

1 1
11

1 1
( ) sin

sinsin sin

D
D jD j

D jD j DD
jj D j D j

iD j D j i
ii

dd dR d m
r

Rr dr dr d d
rr

θ ω
θ θ

θθ θ

−
− −−

− −− − −−
= − − − −

− − − −
==

� 	
� �� �Θ
� �+ − = −� �� �� �� �Θ� �

 �

�
∏∏

                                                                                                                                 (3.1.11) 

Açısal kısmın çözümü için (3.1.10) denklemine iterasyon yöntemi uygulayalım. 

2
2

22 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 2 2 2 2 1 2 3

1 1 ( 1)
(sin )

sin sin .....sin sin sin sin sin .....sin
D

D

D D D D D D D

dd m

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
−

−

− − − − − − −

� 	Θ +
− =−� �

Θ
 �

� �

                                                                                                                                (3.1.12)                                         

2 3 2 2
32 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 4 3 3 3 3 3 1 2 4

( 2)1 1 ( 1)
(sin )

sin sin .....sin sin sin sin sin .....sin
D

D

D D D D D D D

d N Nd

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
−

−

− − − − − − −

� 	Θ ++
− =−� �

Θ
 �

� �

                                                                                                                                 (3.1.13) 

.             .        .           .           .               .           .            . 

.             .        .           .           .               .           .            . 

.             .        .           .           .              .           .            . 

5 6 6 5 54
42 2 2 2 5 2 2 2 2 2

1 2 3 4 4 4 4 4 1 2 3

( 6) ( 5)1 1
(sin )

sin sin sin sin sin sin sin sin
D D D D D

D

N N D N N Ddd

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
− − − − −

−

� 	+ − + −Θ
− =−� �

Θ
 �
       

                                                                                                                                 (3.1.14) 

4 3 5 5 4 4
32 2 2 4 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3 3 1 2

( 5) ( 4)1 1
(sin )

sin sin sin sin sin sin
D D D D D

D

d N N D N N Dd

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ
− − − − −

−

� 	Θ + − + −
− = −� �

Θ
 �

                                                                                                                                 (3.1.15) 

3 3 32 4 4
22 2 3 2 2 2

1 2 2 2 2 2 1

( 3)( 4)1 1
(sin )

sin sin sin sin
D D DD D

D

N N Dd N N Dd

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ
− − −− −

−

� 	 + −Θ + −
− = −� �

Θ
 �

                                                                                                                                 (3.1.16) 

2 3 31 2 2
12 2 2 2

1 1 1 1 1

( 3) ( 2)1 1
(sin )

sin sin
D D D D D

D

N N Dd N N Dd

r d d r
θ

θ θ θ θ
− − − − −

−

� 	+ −Θ + −
− = −� �

Θ
 �

                                                                                                                                 (3.1.17) 

2
1 1 1 1

1 12
1 1 1 1 1

( 1)1
(sin ) ( )

sin sin

D
D j j j D jj

D j j j D jj
j D j D j D j D j

d N N jd
N N j

d d
θ

θ θ θ θ

−
− − − − − −

− − − −
= − − − − − − − −

Θ + − Θ
− = − + Θ�

                                                                                                                                 (3.1.18) 
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(3.1.12)-(3.1.17) arası açısal kısmın çözümlerini, (3.1.18) denklemi �eklinde 

genelle�tirebiliriz. Açısal kısmın çözümlerinden birini içeren (3.1.17)  denklemini  

(3.1.10) denkleminde yerine koydu�umuzda radyal kısım için 

2
2 2 2

2 22
( 1) ( 2) ( ) 0D D

d R dR
r D r r N N D R r
dr dr

ω − −
� 	+ − + − + − =
 �                                (3.1.19) 

buluruz. Bu Bessel denklemini, EK-B denklem (7)’ye  benzeterek  çözdü�ümüzde, 

2
2 ( ) 2

2

2 2
( ) ( )

2 2
2

( )
2

( ) ( ) ( )
D

D D

D D

N D
N

R r Ar J r Br Y rω ω
−

− + − +

− −
− −

−= +                                 (3.1.20)       

elde ederiz. D boyutlu Küresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuzun radyal kısmı 

(3.1.20) denkleminden görüldü�ü üzere Bessel fonksiyonlarıyla tanımlanır. (3.1.20) 

denklemi kullanılarak istenilen boyut için radyal kısım rahatça yazılabilir. (3.1.17) 

açısal kısmın çözümüne  bakalım. 1cosx θ= de�i�ken dönü�ümü yardımıyla, 

   

2
2 3 31 1

2 2 12 2

( 3)
(1 ) ( 1) ( 2) 0

(1 )
D D

D D

N N Dd d
x D x N N D

dx dx x

− −
− −

� 	+ −Θ Θ
− − − + + − − Θ =� �−
 �

        (3.1.21) 

buluruz. Bu denklem Gegenbauer diferansiyel denklemidir ve çözümü de Gegenbauer 

polinomudur. D boyutlu küresel simetrik problemlerde veya D boyutta bir hiper-kürenin 

yüzey salınımlarında küresel harmoniklerin do�al uzantısı olan Gegenbauer polinomları 

kullanılır. (3.1.21) denkleminde 2 terimli tekrarlama ba�ıntısı elde etmek için 

denklemin tanım aralı�ının uç noktalarındaki davranı�ına bakalım. 1±=x  noktasının 

yakını için  y=(1-x) ve y=(1+x) �eklinde iki de�i�ken tanımlayalım. y=(1-x)’i (3.1.21) 

numaralı denklemde yerine koyup, 0→y  limitinde denkleme bakalım. 

2
3 3

2

( 3)( ) ( )
2 ( 1) ( ) 0

2
D DN N Dd C y dC y

y D C y
dy dy y

− − + −
+ − − =                                     (3.1.22) 

Yukarıdaki denkleme ln yρ =  dönü�ümünü uygularsak 
d

K
dρ

=  olmak üzere, 

2 3 3( 3)( 3)
( 0) 0

2 4
D DN N DD

K K C y− − + −−� 	
+ − → =� �
 �

                                            

(3.1.23) diferansiyel denklemini buluruz. Bu denklemin çözülmesiyle 0y→  için sonlu 

çözümü ( 3) 2DNy −  yani ( 3 ) 2(1 ) DN
x −− olarak buluruz. y=(1+x) de�i�keni için de aynı  
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hesapları yaptı�ımızda sonlu çözüm ( 3) 2(1 ) DNx −+  olur. Bu buldu�umuz sonuçları 

kullanarak, 

( 3) 2 ( 3) 2

1 (1 ) (1 )D DN N
x x− −Θ = + − ( 3) 22

1(1 ) (cos )DNx C θ−= −                                            (3.1.24)

�eklinde bir çözüm deneyelim. (3.1.24) çözümünü (3.1.21) denkleminde yazarsak, 

[ ]
2

2
3 2 2 3 32

( ) ( )
(1 ) (2 ( 1)) ( 2) ( 2) ( ) 0D D D D D

d C x dC x
x N D x N N D N N D C x

dx dx
− − − − −− − + − + + − − + − =         (3.1.25)        

denklemini elde ederiz. Bu denklemin 1x = ±  noktalarında iki tane düzgün tekil noktası 

vardır. [ ]1,1−  aralı�ında ve sıfır noktası etrafında 
0

( ) n

n

n

C x a x α
∞

+

=

=�  gibi  seri çözümü 

Gegenbauer denkleminde yerine koyarsak, 

2 2 3 3( 2) ( 2)D D D DK N N D N N D− − − −= + − − + −    olmak üzere , 

[ ]{ }2 1
0 1 2 3

0

( 1) ( 1) ( 2)( 1) ( )( 1) (2 1)( ) 0n

n D n

n

a x a x a n n n n N D n K a xα α αα α α α α α α α α
∞

− − +
+ −

=

− + + + + + + + + − + + − − + − + + =�    

                                                                                                                                 (3.1.26)                                                   

özde�li�ini buluruz. (3.1.26) denkleminde x’in en küçük kuvvetlerinin katsayılarını 

sıfıra e�itleyerek indis denklemini buluruz. Yani, 

0 ( 1) 0a α α − =                                                                                                          (3.1.27) 

1 ( 1) 0aα α + =    

0α =   kökü için  0 0a ≠  ve 1 0a ≠ ’dır. Ayrıca 0α =  kökü, indis denkleminin ikinci 

kökünün de çözümünü içermektedir.  Buna göre tekrarlama ba�ıntısı, 

3
2

( )( 1) (2 1)( )

( 2)( 1)
D

n n

n n N D n K
a a

n n

−
+

− + + − −
=

+ +
            n=0,1,2,3….                          (3.1.28) 

ile gösterilir.  Genel çözümü de, 

2 4 33 3
0 1

2 2(2 1) (2 1)
( ) 1 ( )( ) ....... ....

2 3.4 2 2.3
D DN D K N D KK K

C x a x x a x x− −+ + − − + − −� 	 � 	
= − − + + + +� � � �
 � 
 �

        

                                                                                                                                 (3.1.29) 

olarak buluruz. Elde etti�imiz bu serilerin yakınsak olup olmadı�ını ara�tıralım. 1x ≠ ±

oldu�unda, oran testi ile genel terimi 2
2

k

k ku a x= olan serinin yakınsaklık testi a�a�ıdaki  

gibi bulunur [Arfken,1970]. 
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2 2
1 2 2 2 2

2
2 2

k

k k k

k

k k k

u a x a

u a x a

+
+ + += =   

2 2

2

lim 1k

k
k

a

a

+

→∞
=

Görüldü�ü üzere oran testine göre (-1,1) açık aralı�ında serimiz yakınsaktır. 1x = ±

durumu için oran testi sonuç vermez. Bu noktaların yakınsak olup olmadı�ını bulmak 

için  Raabe testini kullanalım. Raabe testini uygulamak için,  

n

n nu a x=            1
1 1

n

n nu a x +
+ +=   

2

1 2 2

n n

n n

u a

u a+ +

=        olmak üzere                                                                          

lim
n→ ∞

1

1n

n

u
n P
u +

� 	
− =� �


 �
                                                                                               (3.1.30) 

limitini hesaplamamız gerekir. 1P >  için bu seri yakınsak; 1P <  için ıraksaktır. P=1 

için Raabe testi sonuç vermez. �imdi D boyut için buldu�umuz tekrarlama ba�ıntısına 

bu testi uygulayalım. 

limn→∞   3 2 2 3 3
2

3 2 2 3 3

(10 2 ) 2 (2 ) ( 2) ( 2)

4 2 4 ( 1)2 ( 2) ( 2)
D D D D D

D D D D D

D n N n N N D N N D
n

n n N n D n N N D N N D

− − − − −

− − − − −

� 	− − + + − − + −
� �

− + + − − + − + + −
 �

3
3

(10 2 ) 4 (10 2 )
1

4 4
D

D

D n nN D
N

n

−
−

− − −
= − <              

Raabe testi, serinin ıraksak oldu�unu gösterir. Iraksaklık bizim aradı�ımız çözüm 

de�ildir. Sonlu bir çözüm elde etmek için seriyi bir yerde kesmeliyiz. Kesme i�lemini  

2 0na + =  ve 0na ≠ olacak  �ekilde  yaparız. O halde, 

3 2 2 3 3( )( 1) (2 1)( ) ( 2) ( 2)D D D D Dn n N D n N N D N N D− − − − −− + + − − + − + + − =0 

2 3D Dn N N− −= −                                                                                                         (3.1.31) 

buluruz. D boyutta kuantum sayılarına ve aralarındaki ili�kiye bakalım, 
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2

2 3

3 4

, 1,............

0,1,2...................

0,1,2...............

0,1,2...............

m

N

N N

N N

= − − +

=

=

=

� � �

�

 .          .       .          .                                                                           

 .          .       .          . 

3 2

2

0,1,2...............

0,1,2.............
D D

D

N N

k N

− −

−

=

= =
                                                                                           (3.1.32)

için yaptı�ımız hesaplamaları di�er açısal denklemler için de yaparız. O halde D boyut 

için dalga fonksiyonunu en genel olarak a�a�ıdaki gibi gösteririz, 

                                                                                                                                      

2
2

1 2

12 2 3( ) ( )
22 2

2 2 2
1( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( , ) sin (cos )
D

D

D D

DD D D N
Nm i t

D D D N N
k k

Ar J r Br Y r Y C e
µ

µ

µ µ

µ
ω

µ µ
µ

ω ω θ φ θ θ
− −

− −

− − − −

− −� �− − − +− − � � −� �
− − − −

=+ +

� 	
Ψ = + Π� �


 �
�

  

                                                                                                                                 (3.1.33)   

D=4, 5, 6……                                                                                                        

D boyut için buldu�umuz dalga fonksiyonunu 4 boyut için örneklendirelim. 4 boyutlu 

küresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuz, 1 2( , , , , )r tθ θ φΨ = Ψ �eklinde de�i�kenlere 

ba�lıdır.   

�Ψ
2

2

2 2

1

c t

∂ Ψ
= ∇ Ψ −

∂

�
                                                         (3.1.34)                             

�  kütlesiz skalar alan olmak üzere, alan denklemimiz yukarıdaki gibidir. �lk olarak 4 

boyut için 2∇
�

ifadesini (3.1.34) denkleminde yerine koyalım ve dalga fonksiyonunun 

de�i�kenlerine olan ba�ımlılı�ını ayıralım. 

2
2 3 2

1 23 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1
sin sin

sin sin sin sin sin
r

r r r r r r
θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ φ

� � � � � �∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� �
∇ = + + +� � � � � �� �

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �� � � �

�

1 2 1 1 2 2�=�(r,� ,� , , t) = R(r)� (� )� (� )	( )T(t)φ φ                                                         (3.1.35) 
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Klein Gordon denkleminde gerekli düzenlemeleri yaptıktan sonra a�a�ıdaki 5 temel 

denklemi elde ederiz. 

2
2

2

1 d T

T dt
ω= −                          ( ) i tT t e ω−=                                                                (3.1.36) 

2
2

2

1 d
m

dφ

Φ
= −

Φ
                   ( ) ime φφΦ =           0, 1, 2....m = ± ±                          (3.1.37) 

2
2

22 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 1

1 1 ( 1)
(sin )

sin sin sin sin

m

r r
θ

θ θ θ θ θ θ

� 	∂Θ∂ +
− = −� �

Θ ∂ ∂
 �

� �
                             (3.1.38)    

2 1 2 2
12 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( 2)1 1 ( 1)
(sin )

sin sin

N N

r r r
θ

θ θ θ θ

� 	∂Θ +∂ +
− = −� �

Θ ∂ ∂
 �

� �
                                  (3.1.39)   

2
2 2 2

2 22
3 ( 2) ( ) 0

d R dR
r r r N N R r
dr dr

ω� 	+ + − + =
 �                                                       (3.1.40) 

  

(3.1.40) radyal denklemini EK-B Denklem (7)’den faydalanarak çözeriz. Radyal 

kısmımız a�a�ıda görüldü�ü gibi Bessel fonksiyonları cinsinden ifade edilir.

2 2

1 1
1 1( ) ( )N NR Ar J r Br Y rω ω− −

+ += +                                                                      (3.1.41) 

                                             

Klein Gordon denkleminin Θ ’lı kısmının çözümleri için  ise (3.1.38) ve (3.1.39) 

denklemlerini incelemeliyiz. (3.1.38) denkleminin Assosiye Legendre fonksiyonunu 

verece�i açıktır. (3.1.39)  denklemini çözmek için  x= 1cosθ ,  x ]1,1[−∈  gibi bir ba�ımsız 

de�i�ken tanımlayarak de�i�ken  dönü�ümü yapalım. Artık yeni denklemimiz, 

2
2 1 1

2 2 12 2

( 1)
(1 ) 3 ( 2) 0

(1 )

d d
x x N N

dx dx x

� 	Θ Θ +
− − + + − Θ =� �−
 �

� �
                                        (3.1.42) 

�eklini alır. (3.1.42) denklemine 
0

( ) k

k

k

y x a x α
∞

+

=

=� �eklinde sıfır noktası etrafında bir seri 

çözüm denersek,  üç terimli bir tekrarlama ba�ıntısı elde ederiz. 2 terimli bir tekrarlama  

ba�ıntısı elde etmek için denklemin tanım aralı�ının uç noktalarındaki davranı�ına 

bakmalıyız. 1x = ±  noktasının yakını için y=(1-x) ve y=(1+x) �eklinde iki de�i�ken 

tanımlarız.  y=(1-x) de�i�keni  için denklemimizi düzenleyip, lny ρ= �eklinde yeni bir 

dönü�üm altında ve 0y→  limitinde bu denklemi inceleriz. Sonlu çözüm olarak  
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2(1 )x− �  buluruz. Aynı i�lemi (1 )y x= +  için de yaptı�ımızda, 2(1 )x+ � sonucunu 

buluruz. Buldu�umuz bu sonuçları kullanarak 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 )x x x+ − = −� � �  çözümünü 

(3.1.42) denkleminde deneriz. Sonuç olarak denklemimiz, 

[ ]
2

2
2 22

( ) ( )
(1 ) (2 3) ( 2) ( 2) ( ) 0

d C x dC x
x x N N C x

dy dx
− − + + + − + =� � �                   (3.1.43) 

�eklini alır. 1cosx θ=  , [ ]1,1x∈ −     idi. O halde, 

2 2
1 1 1( ) (sin ) (cos )x Cθ θΘ = �                                                                                   (3.1.44) 

olur. (3.1.43) denkleminin 1x = ±  noktalarında iki tane düzgün tekil noktası vardır.

[ ]1,1−  aralı�ında ve sıfır noktası etrafında Frobenius yöntemini kullanarak 

0

( ) n

n

n

C x a x α
∞

+

=

=� �eklinde bir seri çözüm deneyelim. 

2 2( 2) ( 2)N N Z+ − + =� �  olsun. 

[ ]{ }2 1
0 1 2

0

( 1) ( 1) ( 2)( 1) ( )( 1) (2 3)( ) 0n

n n

n

a x a x a n n n n l n Z a xα α αα α α α α α α α α
∞

− − +
+

=

− + + + + + + + + − + + − − + + + =�

                                                                                                                                 (3.1.45) 

Kuvvet serilerin teklik özelli�i  gere�i bu denklemin bütün x noktalarında sa�lanması, 

ancak x’in bütün kuvvetlerinin katsayılarının aynı anda sıfıra e�it olmasıyla 

mümkündür. O halde seri çözümdeki katsayılar arasındaki tekrarlama ba�ıntısı,                                                                              

[ ]
2

( )( 1) (2 3)( )

( 2)( 1)n n

n n n Z
a a

n n

α α α

α α+

+ + − + + + −
=

+ + + +

�
                                                      (3.1.46)   

�eklindedir. 

0

0

( 1) 0

( 1) 0

a

a

α α

α α

− =

+ =
                                                                                                         (3.1.47) 

0α =  indis kökü için seri çözümü bulursak, (3.1.47) numaralı denklem 0 0a ≠  ve 

1 0a ≠    verir.  Tekrarlama ba�ıntısı ise 

[ ]
2

( )( 1) (2 3)( )

( 2)( 1)n n

n n n Z
a a

n n
+

− + + −
=

+ +

�
                 n=0,1,2,3..                                   (3.1.48) 

bulunur. Genel çözüm de, 
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2 4 3
0 1

(2 2(2 3) ) (2 3)
( ) 1 ( ) ....... ....

2 3.4 2 2.3

Z Z Z Z
C x a x x a x x

+ + − + −� 	 � 	
= − − + + + +� � � �
 � 
 �

� �
     (3.1.49) 

�eklinde olur. �lk olarak bu serilerin yakınsak olup olmadı�ına bakalım. Oran testine 

göre (-1,1) açık aralı�ında serimiz yakınsaktır. Fakat oran testi 1x = ±  noktalarında 

serilerin yakınsaklı�ı konusunda bir�ey söylemez. Bunun için (3.1.29) Raabe testini 

uygulamalıyız. Raabe testi bize tekrarlama katsayıları arasındaki ili�kinin ıraksak 

oldu�unu söylüyor. 

0

( ) n

n

n

C x a x α
∞

+

=

=�        0α =  için 

0

( ) n

n

n

C x a x
∞

=

=�

0 1 2 1 2
0 1 2 1 2........ n n n

n n na x a x a x a x a x a x+ +
+ ++ + + + + +

Katsayılar artarak geliyor. Katsayılar arasındaki ili�ki böyle sonsuza gitti�i için bu seri 

bir yerde kesilmeli. Çünkü sonlu çözüm arıyoruz. Kesme i�lemini 2 0na + =  ve 

0na ≠ olacak �ekilde yaptı�ımızda, sonlu terimli bir kuvvet serisi elde etmi� oluruz. 

(3.1.48) denklemine göre, 

2 2( 1) (2 3) ( 2) ( 2) 0n n n N N− + + − + + + =� � �

2n N= − �                                                                                                                (3.1.50) 

Dolayısıyla 4 boyut için kuantum sayılarımız ve aralarındaki ili�ki, 

2

2

, 1,......

0,1,2.............

0,1, 2...........

m

N

N

= − − +

=

=

� � �

�                               

2

0 0 0

1 0 0

1 1,0, 1

2 0 0

1 1,0, 1,

2 2,1,0, 1, 2

N m

−

−

− −

�

                                   (3.1.51) 

                                                                                                         

olur. 4 boyut için Klein-Gordon denkleminin  ( )θΘ ’lı kısmının çözümü bize Küresel 

Harmonik ve Gegenbauer polinomunu verdi. En genel halde Gegenbauer denklemi, 
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2
2

2

( ) ( )
(1 ) (2 1) ( 2 ) ( ) 0n n

n

d C x dC x
x n n C x

dx dx

λ λ
λλ λ− − + + + =                                        (3.1.52) 

�eklinde verilir. (3.1.52), (3.1.40) ve (3.1.43) denklemlerini kullanarak, 4 boyut için 

dalga fonksiyonunu a�a�ıdaki �ekilde gösteririz, 

2 2 2

1 1 1
1 1 2 1 1( ) ( ) ( , ) sin (cos )m i t

N N NAr J r Br Y r Y C e ωω ω θ φ θ θ− − + −
+ + −

� 	Ψ = +
 �
� �

� �
            (3.1.53) 

                                                                                                                                  

Kütlesiz skalar alanda bulunan 5 boyutlu küresel kabuk için Klein Gordon denklemini 

çözdü�ümüzde, 

2
2

2

1 d T

T dt
ω= −                           ( ) i tT t e ω−=                                                                (3.1.54) 

2
2

2

1 d
m

dφ

Φ
= −

Φ
                  ( ) ime φφΦ =              m=0, ±1, ±2….                            (3.1.55) 

2
3

32 2 2 2 2 2 2
1 2 3 3 3 3 3 1 2

1 1 ( 1)
(sin )

sin sin sin sin sin sin

dd m

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

� 	Θ +
− = −� �

Θ
 �

� �
                  (3.1.56) 

2 2 2 2
22 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 1

( 2)1 1 ( 1)
(sin )

sin sin sin sin

d N Nd

r d d r
θ

θ θ θ θ θ θ

� 	Θ ++
− = −� �

Θ
 �

� �
                       (3.1.57) 

3 3 31 2 2
12 3 2 2

1 1 1 1 1

( 3)( 2)1 1
(sin )

sin sin

N Nd N Nd

r d d r
θ

θ θ θ θ

� 	 +Θ +
− = −� �

Θ
 �
                              (3.1.58)

2
2 2 2

3 32
4 ( 3) ( ) 0

d R dR
r r r N N R r
dr dr

ω� 	+ + − + =
 �                                             (3.1.59)

3 3

3 2 3 2
3 2 3 2( ) ( )N NR Ar J r Br Y rω ω− −

+ += +                                                             (3.1.60) 

denklemlerini buluruz. (3.1.56) açısal denklemin çözümü Assosiye Legendre 

Polinomunu verir. (3.1.57) ve (3.1.58) denklemleri de Gegenbauer polinomunu verir. 

(3.1.57) denklemini 4 boyut için çözmü�tük. (3.1.58) denklemini de aynı yöntemle  
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çözeriz. �lk olarak x= 1cosθ  dönü�ümünü uygularız. Ardından denklemin uç 

noktalarındaki davranı�ına bakıp, sonlu çözüm ararız. (3.1.58) denklemi, 

[ ]
2

2
2 3 3 2 22

( ) ( )
(1 ) (2 4) ( 3) ( 3) ( ) 0

d C x dC x
x N x N N N N C x

dy dx
− − + + + − + =                         (3.1.61) 

�eklinde gösterilir. (3.1.61) denklemine [ ]1,1−  aralı�ında ve sıfır noktası etrafında 

0

( ) n

n

n

C x a x α
∞

+

=

=�  gibi bir seri çözüm uyguladı�ımızda 3 3 2 2( 3) ( 3)N N N N A+ − + =

olmak üzere tekrarlama katsayıları arasındaki ba�ıntıyı, 

[ ]2
2

( )( 1) (2 4)( )

( 2)( 1)n n

n n N n A
a a

n n
+

− + + −
=

+ +
             n=0, 1, 2, 3…                                (3.1.62)    

olarak buluruz. Bu serinin yakınsaklı�ı ilk önce oran testi ve ardından Raabe testi ile 

kontrol edilir. Raabe testimiz bize tekrarlama katsayıları arasındaki ili�kinin ıraksak 

oldu�unu söyler. Katsayılar arasındaki ili�ki sonsuza gitti�i için bu seriyi 2 0na + = ve  

0na ≠  olacak �ekilde  keseriz ve sonlu terimli bir polinom elde ederiz. 

2 3 3 2 2( 1) (2 4) ( 3) ( 3) 0n n N n N N N N− + + − + + + =

3 2n N N= −                                                                                                              (3.1.63) 

5 boyut için kuantum sayılarımıza ve aralarındaki il�kiye bakalım, 

2

2 3

3

, 1,......

0,1,2.............

0,1,2...........

N 0,1,2 ..

m

N

N N

= − − +

=

=

= ……

� � �

�
                          

3 2

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 1,0, 1

2 0 0 0

1 0 0

1 1,0, 1

2 0 0

1 1,0, 1

2 2,1,0, 1, 2

N N m

−

−

−

− −

�

                                (3.1.64) 

                                            

Sonuç olarak 5 boyut için  dalga fonksiyonumuz a�a�ıdaki gibidir. 

2 2

3 3 2 3 2

3 23 2 3 2 1
3 2 3 2 3 2 2 1 1( ) ( ) ( , )sin (cos )sin (cos )N Nm i t

N N N N NAr J r Br Y r Y C C e ωω ω θ φ θ θ θ θ+− − + −
+ + − −

� 	Ψ= +
 �
� �

� �
                                   

                                                                                                                                (3.1.65) 
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3.2  DIRICHLET SINIR KO�ULUNDA SKALAR CAS�M�R ETK�

Dirichlet ve Neumann sınır �artı altındaki kütlesiz skalar alanda bulunan a  yarıçaplı 

küresel kabu�un mod da�ılımını yeniden inceleyece�iz. Özfrekansların kompleks 

düzlemdeki kontur integrasyonu aracılı�ı ile do�rudan mod toplama yöntemine dayanan 

bir metotla a  yarıçaplı küresel kabu�un Casimir enerjisini yeniden elde edece�iz. 

[Nesterenko V.V. ve Pirozhenko I.G.1997].  

Yeniden normalle�tirilmi� Casimir enerjisi, 

                               
__1

( _ )
2 s s

s

E ω ω= �           (3.2.1)                                                

�eklinde ifade edilir. Buradaki sω  göz önüne aldı�ımız geometrideki kütlesiz skalar 

alanın klasik öz frekanslarını temsil eder. sω  ise hiçbir sınır ko�ulu olmadan, geri 

planda seçilen referans bo�lu�un öz frekanslarıdır. Yeniden normalle�tirilmi� Casimir  

enerjiyi hesaplayabilmek için, (3.2.1) numaralı denklemde ifade edilen öz frekansları 

bulmamız gerekir. Önce kütlesiz skalar alan içinde bulunan kürenin modlarının 

da�ılımını veren öz frekans denklemlerini elde edelim.  Daha sonra  bu modların 

da�ılımından Casimir enerjisini inceleyelim. a  yarıçaplı kürenin içindeki ve dı�ındaki 

skalar alanın salınım frekanslarını belirlememiz gerekir.  Dirichlet sınır ko�ullarında öz 

frekanslar ( ) 0r aΨ = =   �artına göre, 

                                     

                                    ( ) 0j aω =
�

               0,1,2....=�                                        (3.2.2) 

                                    (1) ( ) 0h aω =
�

                                                                          (3.2.3) 

ile verilir. (3.2.2) küre içindeki; (3.2.3) denklemi de küre dı�ındaki skalar alanın 

salınımlarının frekansını belirler. 

( )j z
�

ve (1) ( )h z
�

 küresel Bessel fonksiyonlarını Ek-B  Denklem(12)’den faydalanarak 

                                 

                                     (1)
1 2( ) ( )

2
j z J z

z

π
+=

� �
                                                        (3.2.4) 
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                                 (1) (1)
1 2( ) ( )

2
h z H z

z

π
+=

� �
                                                          (3.2.5) 

ile gösteririz. Burada 0,1,2,3...=� ’dir. Bu denklemlerin pozitif kökleri nω
�

> 0     

n=1,2…    oldu�u durumlar göz önüne alınmalıdır. 

(3.2.1) denklemi �u �ekilde yazılabilir, 

                           

                          
0 1 0

1 1
( 1 2)

2 2s n

s m n

Sω ω
∞ ∞ ∞

= =− = =

= = +� � � � �
�

� �

� � �

�                                (3.2.6) 

                         
1

n

n

S ω
∞

=

=�� �                                                                                     (3.2.7) 

(3.2.2)  ve (3.2.3) denklemlerinin her biri ( )S α
�

  üretir. Burada  ( )S α
�

 kısmi toplamlarını 

hesaplayabilmek için Cauchy Teoreminin  integral gösterimini kullanabiliriz. 

( ) ( )1
ln ( , )

2
C

d
S z f z dz

i dz

α α α
π

= ��                                                                                (3.2.8) 

�ekil 3.1   Kompleks düzlemdeki kontur integrali                        

                       

0),()( =af ωα    
=1, 2                                                                                             (3.2.9) 

Buradaki )(αf ,  (3.2.2) ve  (3.2.3) denklemlerini  tanımlayan fonksiyonlardır ve kapalı 

bir C yolu üzerinde ve içinde analitiktir. C konturu bu denklemlerin köklerini saat 

yönünün tersinde çevreler. Bu kontür iki kısma ayrılabilir. Bunlar  yarım dairesel kısım  
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olan λC  ve  [ ]λλ ii −→  olan düz kısımdır. Yani λC  konturu sanal eksende  [ ]λλ ii ,−

ve λ  yarıçaplıdır. λ sabit tutuldu�unda (3.2.8) integrali bize göz önüne alınan 

frekansların toplamının de�erini verir. λC  kontürü ( )( , ) 0f aα ω =   denkleminin sonlu 

sayıda köklerini içerir. Köklerin toplamı sonlu oldu�undan  yarıçap  bir regularizasyon 

parametresidir  ve bu bizim için önemli bir sonuçtur. 

ω  argümanının negatif de�erleri için   ),()( af ωα − = ),()( af ωα ;  0ω >               (3.2.10)              

  

y → iy de�i�ken dönü�ümü yapalım. C konturunun katkısıyla (3.2.8) denklemi �u �ekli 

alır; 

( ) ( ) ( )1 1
ln ( , ) ln ( , )

2 2

i

i C

d d
S iy f iy a idy z f z a dz

i idy i dz
λ

λ
α α α

λπ π
−

= − +� ��

( ) ( ) ( )1 1
ln ( , ) ln ( , )

2 2
C

d d
S y f iy a dy z f z a dz

dy i dz
λ

λ
α α α

λπ π−

= − +� ��
                      (3.2.11) 

( )S α
�

’nın  ilk terimini kısmi integrasyonla açınca, 

( ) ( ) ( )1 1 1
ln ( , ) ln ( , ) ln ( , )

2 2 2
C

y f iy a f iy a dy zd f z a
i

λ

λλ
α α α

λ λπ π π− −

� 	− + +
 � � �

buluruz. (3.2.1) enerji denklemindeki tanıma göre Casimir enerjisinde sonlu bir ifade 

elde etmek amacıyla (3.2.8) denkleminin a ∞→  kısmı olan Minkowski uzayının katkısı 

çıkartılır.  Bu kısmı da 
α

lS  ile gösterelim.  

( ) ( )1 1
ln ( , ) ln ( , )

2 2
C

d d
S y f iy a dy z f z a dz

dy i dz
λ

λ
α α α

λπ π
−

= − → ∞ + → ∞� ��
           

( )S α
�

’nın ilk kısmını da kısmi integrasyonla açalım ve denklemi düzenleyelim. Sonuçta 

a�a�ıdaki  ifadeyi elde ederiz, 

( ) ( ) ( )1 1 1
ln ( , ) ln ( , ) ln ( , )

2 2 2
C

d
S y f iy a f iy a dy z f z a dz

i dz
λ

λλα α α α

λ λπ π π− −

� 	=− →∞ + →∞ + →∞
 � � ��
       (3.2.12)   

( ) ( )lim  ( , ) ( , ) 
a

f z a f z aα α

→∞
=                                                                                         (3.2.13)                                            

(3.2.13) e�itli�ini kullanarak λC ’lı terimlerin S S
αα −

� �
ifadesinde biririni götürdü�ünü 

kolaylıkla görebiliriz. O zaman mod da�ılımı için geriye �u ifade kalır, 
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( )
( )

( )
0

1 ( , )
 ln  

( , )

f iy a
S S dy

f iy a

α
αα

απ

∞ � 	
− = � �→ ∞
 �

�� �
                                                                  (3.2.14) 

Bu e�itlikteki ),()( aiyf α  fonksiyonları öz frekans ba�ıntılarından hesaplanır. Yani 

(3.2.2) ve (3.2.3) öz frekans e�itliklerini (3.2.14) numaralı denklemde yerine koyaca�ız.  

(3.2.2)   denklemine göre   ( ) 0  j aω =
�

   idi. 

(1)

(1)

( )( , )

( , ) lim ( )
a

J iyaf iy a

f iy a J iya

ν

ν
→∞

=
→ ∞

            1 2ν = +�                                                    (3.2.15)                              

(3.2.15) denkleminde yer alan ( )J zν  ile Modifiye Bessel fonksiyonu olan ( )I zν

arasındaki  ( ) ( )J iz i I zν
ν ν=  ili�kisini kullanalım. Daha sonra  ( )I zν ’lerin asimptotik 

seriye geni�letilmi� halini denklemde yerine koyalım. Yeterince büyük z ve sabit ν

de�eri için Modifiye Bessel fonksiyonu,  

( )
2

ze
I z

z
ν

π
=                                                                                                         (3.2.16) 

�eklinde ifade edilir  [Abromowitz ve Stegun, 1964]. Buna göre (3.2.15) denklemi �u 

hali alır, 

(1)

(1)

( , )
2 ( )

( , )
ayf iy a

aye I ay
f iy a

νπ −=
→ ∞

                                                                        (3.2.17)                                                  

)()2( zf  fonksiyonunu da (3.2.14) denkleminde yerine koyalım. (1) ( ) 0h aω =
�

 oldu�unu 

biliyoruz. 

(1)(2)

(2) (1)

( )( , )

( , ) lim ( )
a

H iyaf iy a

f iy a H iya

ν

ν
→∞

=
→ ∞

                                                                                 (3.2.18) 

(1 ) ( )H zν birinci tür Hankel fonksiyonudur. ( )K zν  ise Modifiye Bessel fonksiyonudur. 

Bunların arasındaki ili�ki a�a�ıdaki gibidir; 

                  

                                  1 (1)( ) ( ) ( )
2

K z i H izν
ν ν

π +=                                                      (3.2.19)                             

Bu ili�kiyi (3.2.18) denkleminde yerine koyalım. ( )K zν  Modifiye Bessel 

fonksiyonunun büyük z ve sabit ν  de�eri için asimptotik seriye geni�letilmi� hali  
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( )K zν = ze
z

−

2

π
�eklindedir. Bu durumda, 

(2)

(2)

( , ) 2
( )

( , )
ayf iy a ay
e K ay

f iy a
νπ

=
→ ∞

                                                                        (3.2.20)                            

bulunur.Böylece (3.1.2) ve (3.1.3) öz frekans e�itliklerinin enerji denklemine  katkısı 

[ ]
2

( )( )

1 0

1
ln 2 ( ) ( )S S dy ayI ay K ay

αα
ν ν

α π

∞

=

− =� �� �
                                                           (3.2.21) 

[ ]
0 0

1 1 1
( ) ln 2 ( ) ( )

2
E dy yI y K y

a
ν νπ

∞∞

=

= +� �
�

�                                                            (3.2.22) 

�eklinde gösterilir.  Önce toplamın içindeki terimi hesaplayalım. 

  [ ]
0

1 1
( ) ln 2 ( ) ( )

2
dy yI y K yν νπ

∞

Θ = + ��
�                                                                   (3.2.23)  

(3.2.23) ifadesinde y sonsuza götürülüp ν  sabit tutuldu�unda sonlu bir sonuca ula�ılır; 

fakat ν  sabit de�ilse Modifiye Bessel fonksiyonlarının asimptotik de�erlerini 

kullanmak gerekir. Çünkü (3.2.23) denklemindeki Bessel fonksiyonları y’nin artan 

kuvvetleri �eklinde bir seri olu�turur. Bu seri y’nin bütün de�erleri için yakınsaktır ama 

y’nin çok büyük oldu�u durumlarda yakınsaklık çok yava�tır. Bu davranı� ba�langıçtaki 

bazı terimleri kaçırmamıza neden olur. Bu yüzden Bessel fonksiyonları çok hızlı �ekilde 

yakınsak yapılmalıdır. Bu hızlı yakınsaklı�ı da çok büyük ν  de�erlerinde y zν→

dönü�ümü ile  Bessel fonksiyonlarının  uniform asimptotik açılımını kullanarak 

yapabiliriz.  

              
2 1 4

1

( )1
( ) 1

2 (1 )

z

k

k
k

U te
I z

z

ν

ν ν
πν ν

∞

=

 �
= +� �

+ � �
�                                                   (3.2.24) 

              
2 1 4

1

( )
( ) 1 ( 1)

2 (1 )

z
k k

k
k

U te
K z

z

ν

ν

π
ν

ν ν

− ∞

=

 �
= + −� �

+ � �
�                                           (3.2.25) 

               2 1 2(1 )t z −= +           3dt
zt

dz
= −                                                                    (3.2.26)  

              ( ) ( ) ( )y yI y K yν νσ =            y zν→                                                         (3.2.27) 

2 2
2 1 4 2 1 32 1 2 2 4 6

1 1 1 1
( ) ( ) 1 (2 ) (2 2 ) ( ....)

2 (1 )
I z K z U U U U UU

z
ν νν ν

ν ν ν ν
 �

≅ + − + + − +Θ� �
+ � �

            (3.2.28) 
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2 2
2 1 4 2 1 32 1 2 2 4 2

1 1 1 1
( ) 1 (2 ) (2 2 ) ; 3

2 (1 ) p
z z U U U U UU p

z
σ ν ν θ

ν ν ν ν

� 	� �
= + − + + − + ≥� �� �+ � �
 �

         (3.2.29) 

                                                                                                                                  

(3.2.29) denklemindeki Uk ifadelerinin açılımı  U0(t)=1 olmak üzere, 

2 2 2
1

0

1 1
( ) (1 ) ( ) (1 5 ) ( )

2 8

t

k k kU t t t U t t U t dt+
′= − + −�                                                       (3.2.30)     

formülüyle verilir [Abromowitz ve Stegun,1964]. Biz  3 boyut için 
4

1

ν
’e kadar gidelim. 

Di�er terimlerden gelen katkılar küçük oldu�u için onları  ihmal edelim. Dolayısıyla, 

3
1

1
( ) (3 5 )

24
U t t t= −

2 4 6
2

1
( ) (81 462 385 )

1152
U t t t t= − +

3 5 7 9
3

1
( ) (30375 369603 765765 425425 )

414720
U t t t t t= − + −

4 6 8 10 12
4

1
( ) (4465125 94121676 349922430 446185740 185910725 )

3993120
U t t t t t t= − + − +

                                                                                                                                 (3.2.31) 

kU (t)  de�erlerini kullanıca�ız.  Bu formülleri (3.2.29)  denkleminde yerine koyarak,   

2 4 6 4 6 8 10 12

2 1 2 2 4

1 1
2 ( ) 1 ( 6 5 ) (27 580 2170 2772 1155 )

(1 ) 8 128

z
z t t t t t t t t

z
σ ν

ν ν
� 	

= + − + + − + − +� �+ 
 �
       

                                                                                                                                 (3.2.32)                                                   

e�itli�ini elde ederiz.  

2 4 6 4 6 8 10 12

2 1 2 2 4

1 1
ln2 ( ) ln ln 1 ( 6 5 ) (27 580 2170 2772 1155 )

(1 ) 8 128

z
z t t t t t t t t

z
σ ν

ν ν
� 	

= + + − + + − + − +� �+ 
 �

                                                                                                                                 (3.2.33) 

�eklindedir. 2 1 2(1 )t z −= +  dönü�ümü yapalım. �lk kısmı kısmi integrasyonla çözeriz ve 

2 1 2
0

ln
(1 ) 2

z
dz

z

π∞ � �
= −� �

+� �
�                                                                                         (3.2.34) 

sonucunu buluruz. �kinci kısım için de, 
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1x <    için   
2 3

ln(1 ) ....
2 3

x x
x x+ = − +                                                                    

 Taylor yakla�ıklı�ını kullanalım.                                                 

2 4 6 4 6 8 10 12

2 4

1 1
( 6 5 ) (27 580 2170 2772 1155 )

8 128
x t t t t t t t t

ν ν
= − + + − + − +

2
4 8 12 6 10

4

1 1
( 46 25 12 60 )

2 2 64

x
t t t t t

ν
= + + − −

2

2

x
x − = 2 4 6 4 6 8 10 12

2 4

1 1
( 6 5 ) (26 568 2124 2712 1130 )

8 128
t t t t t t t t

ν ν
− + + − + − +

2 4 6 4 6 8 10 12

2 4

1 1
ln(1 ) ( 6 5 ) (26 568 2124 2712 1130 )

8 128
x t t t t t t t t

ν ν
+ = − + + − + − +

                                                                                                                                 (3.2.35) 

Θ
�  ’da bu ifadeleri yerine koyup integralleri rezidü yöntemi ile çözdükten sonra, 

[ ] 2 4
0

35
ln 2 ( ) ( )

2 128 32768
dy yI y K yν ν

π π π

ν ν

∞

= − − +�                                                    (3.2.36) 

buluruz. Yani enerji ifademiz  

[ ]
2

0

ln 2 ( ) ( )dy yI y K yν ν

ν

π

∞

Θ = ��
      formülü uyarınca, 

Θ =
�

2
3

2

1 35
( )

2 128 32768

ν
ν

ν
−− − + + Ο                                                                      (3.2.37) 

2

2
0

1 1 35
( )

2 128 32768
E

a

ν

ν

∞

=

= − − +�
�

           
1

2
ν = +�                                                 (3.2.38) 

haline dönü�ür. (3.2.38) denkleminden görüldü�ü üzere, ıraksak ifadeler � ’ye göre 

toplamdaki  ilk iki terimden gelir. Bu sonsuzluk, Zeta fonksiyonunun yardımıyla 

ortadan kaldırılabilir. �lk adım olarak enerji denkleminde sonsuzlu�a yol açan terimleri 

toplayıp çıkartalım ve sonlu kısmı ayıralım. Sonlu kısmı Θ�  ile gösterelim.  

2

2

1 35

2 128 32768

ν

ν
Θ = Θ + + =� �

                                                                              (3.2.39) 

ν → ∞  durumunda 
1

∞

=

Θ� �

�

 yakınsaktır. Enerji denklemi de, 
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2
( ) 2 0

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

2 128 2 2 128 2
DE

a a a a

ν∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= Θ = Θ + + − + − +� � � �� �

� � � �

� �             (3.2.40) 

olur. Enerji denkleminde sonsuzlu�a yol açan terimleri Hurwitz Zeta fonksiyonu  ile 

tanımlayalım.  Hurwitz  Zeta fonksiyonu en genel halde, 

                     
0

1
( , )

( )zn

z q
q n

ς
∞

=

=
+

�         Rez >1                                                       (3.2.41)    

�eklinde tanmlanır. q=
2

1
 için Riemann Zeta fonksiyonuna indirgenir. Riemann Zeta 

fonksiyonu da, 

                        
0

1
( )

( )zn

z
n

ς
∞

=

=�         Rez >1        1( )
( , )

1
zB q

z q
z

ζ +− = −
+

                    (3.2.42) 

ile gösterilir. O halde (3.2.40) enerji denklemimiz, 

( )

0 0

1 1 1 1 1 1
( 2, ) (0, )

2 2 128 2
DE

a a a a
ς ς

∞ ∞

= =

= Θ = Θ − − −� � ��

� �

                                          (3.2.43) 

�eklinde Zeta fonksiyonuna ba�lı olarak tanımlanır. Riemann Zeta fonksiyonunun, 

  
1

( , ) (2 1) ( )
2

zz zς ς= −                                                                                             (3.2.44) 

�eklinde bir gösterimi vardır. Bunu ıraksak ifadelerimize uyguladı�ımızda, 

0 0

0

1 1
( ) (0, ) (2 1) (0) 0

2 2
ς ς

∞

=

+ = = − =�
�

�                                                                    (3.2.45)                                        

2 2

0

1 1 3
( ) ( 2, ) (2 1) ( 2) ( 2) 0

2 2 4
ς ς ς

∞
−

=

−
+ = − = − − = − =�

�

�                                              (3.2.46)                                                    

buluruz. Enerji denklemimiz olan (3.2.43) denklemi, (3.2.45) ve (3.2.46) 

özde�liklerinden dolayı a�a�ıdaki �ekli alır, 

( )

0

1DE
a

∞

=

= Θ� �

�

                                                                                                         (3.2.47)                                  

21 1 1
( )

2 2 128
Θ = Θ + + +

� �
�

Modifiye Bessel fonksiyonlarının uniform asimptotik de�erlerini kullanarak yukarıdaki 

yakınsak  enerji ifadesini bulmu� olduk.  
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ν ’nün hızla artmasıyla Modifiye Bessel fonksiyonları olan ( )I zν  ve ( )K zν  hızla 

uniform asimptotik de�erlerine yakla�ır. Bu yüzden � ’nin nispeten büyük de�erleri için,  

2

35

32768
asym

ν
Θ = Θ =

�
                                                                                            (3.2.48) 

olarak alabiliriz. Fakat Modifiye Bessel fonksiyonlarının istenilen bütün z ve büyük ν

de�erlerinde do�rudan  hesabı  gereklidir. Bunun için (3.2.22) enerji denklemimize geri 

dönelim. 

[ ]( )

0 0

1 1
( ) ln 2 ( ) ( )

2
DE dy yI y K yν νπ

∞∞

=

= +� �
�

�     idi. 

1

2
ν = +�  ve  0,1,2...=�   oldu�unu biliyoruz.Yukarıdaki enerji ifadesinden görüldü�ü 

gibi � ’nin de�erine ba�lı olarak ν  de�eri ve buna ba�lı olarak da Modifiye Bessel 

fonksiyonların çarpımı olan ifade de�i�mektedir. Bu çarpım ( )I zν  ve ( )K zν

fonksiyonlarının de�erlerinin yerine konulmasıyla bulunur [Abromowitz ve 

Stegun,1964]. 

0 0 .0 0 1 9 1 3 0 .0 0 4 2 7 3

1 0 .0 0 0 3 9 8 0 .0 0 0 4 7 4

2 0 .0 0 0 1 5 9 0 .0 0 0 1 7 1

3 0 .0 0 0 0 8 4 0 .0 0 0 0 8 7

4 0 .0 0 0 0 5 2 0 .0 0 0 0 5 3

a s ym

Θ Θ� ��

                                                                           (3.2.50) 

  

Yukarıdaki veride 0,1, 2,3,4=�  için Θ�  de�eri, hem asimptotik formül kullanılarak 

hem de  nümerik hesabın yapılmasıyla bulunmu� ve kar�ıla�tırılmı�tır [Nesterenko ve 

Pirozhenko, 1997]. Sonuç olarak enerji ifadesinin tam de�eri, 3>�  de�erlerinde 

(3.2.48) denklemini kullanılmasıyla; 3≤� de�erlerinde de Modifiye Bessel 

fonksiyonlarının çarpımının de�erini (3.2.22) denklemine koyup, gerekli integrallerin 

hesaplanmasıyla bulunur [Nesterenko ve Pirozhenko, 1997]. 

( ) 1
0.002819DE
a

=                                                                                                   (3.2.51) 
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3.3   NEUMANN SINIR KO�ULUNDA SKALAR CAS�M�R ETK�

Bu bölümde de küre yüzeyinde Neumann sınır ko�ullarına uyan kütlesiz skalar alanın 

modlarının da�ılımını inceleyece�iz. Kürenin içindeki ve dı�ındaki öz frekanslar 

a�a�ıdaki denklemlerle verilir,  

[ ]( ) 0
r a

d
j r

dr
ω

=

=
�

                                                                                                 (3.3.1) 

(1) ( ) 0
r a

d
h r

dr
ω

=

� 	 =
 ��
             0,1,2...=�                                                                   (3.3.2) 

0 1 0

1 1
( 1 2)

2 2
p n

p m n

E Sω ω
∞ ∞ ∞

= =− = =

= = = +� � � � �
�

� �

� � �

�       
1

n

n

S ω
∞

=

= �� �

oldu�unu bir önceki hesabımızdan biliyoruz. (3.3.1) ve (3.3.2) özfrekanslarının üretti�i 

( )S α
�

’ları Cauchy teoreminin integral gösteriminden yararlanarak bulabiliriz. Yeniden 

Normalle�tirilmi� enerjiyi hesaplamak için buldu�ımuz denklemden bo� uzayın 

katkısını yani Minkowski uzayının katkısını çıkartmalıyız. Dirichlet sınırı için 

yaptı�ımız hesaplardan, 

( )
( )

( )
0

1 ( , )
 ln  

( , )

f iy a
S S dy

f iy a

α
αα

απ

∞ � 	
− = � �→ ∞
 �

�� �
                                                                 (3.3.3) 

elde etmi�tik. (3.3.1) ve (3.3.2)  öz frekans e�itliklerini (3.3.3) numaralı denklemde 

yerine koyalım.  

[ ](1) ( ) 0
r a

d
f j r

dr
ω

=

= =
�

( ) 0
2 r a

d
J r

dr r
ν

π
ω

ω =

� 	
=� �


 �

(1)f =
( )

( )
2

J iya
iyaJ iyaν

ν′− +                                                                                    (3.3.4)        
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olarak buluruz.  Dirichlet sınır ko�ulu için yaptı�ımız hesabın sonucundan farkı 

i�aretidir. (3.3.4) denklemini (3.3.3) e�itli�inde yerine koyarsak,                                      

[ ]

(1)

(1)

( ) 2 ( )( , )

( , ) lim ( ) 2 ( )
a

J iya iyaJ iyaf iy a

f iy a J iya iyaJ iya

ν ν

ν ν
→∞

′− +
=

′→∞ − +
                                                           (3.3.5)                                           

buluruz. ( ) ( )J iya i I yaν
ν ν=  ifadesini (3.3.5)’de yerine koyalım. ( )I yaν

′  argumana göre 

türevi belirtmektedir. Bu durumda ; 

[ ]

(1)

(1)

( ) 2 ( )( , )

( , ) lim ( ) 2 ( )
a

I ya yaI yaf iy a

f iy a I ya yaI ya

ν ν

ν ν
→∞

′− +
=

′→ ∞ − +
                                                         (3.3.6)  

Sabit ν ve büyük  y de�erleri için, ( )
2

aye
I ay

ay
ν

π
=  asimptotik de�erini kullanalım ve 

bu ifadenin de türevini alıp (3.3.6) denkleminde yerine koyalım. 

  

( )lim ( ) 2 ( ) ( )
2

ay

a

e
I ay ayI ay ayν ν

π→∞
′− + =                                                              

(1)

(1)

( , ) 2
( ) 2 ( )

( , )
ayf iy a

e I ay ayI ay
f iy a ay

ν ν

π −� 	 � 	′= − +� � 
 �→ ∞
 �                                               (3.3.7) 

‘dır. Aynı hesapları (2) ( , )f iy a  için de yapalım, 

(1) ( ) 0
r a

d
h r

dr
ω

=

� 	 =
 ��

(1)
(2) (1)( )

( , ) ( )
2

H iya
f iy a iyaH iyaν

ν
′= − +                                                                           (3.3.8) 

1 (1) ( ) ( )
2
i H iay K ayυ

ν ν

π + = oldu�unu görmü�tük. Bunu (3.2.8)’da yerine yazalım. 

[ ]

(2)

(2)

( ) 2 ( )( , )

( , ) lim ( ) 2 ( )
a

K ay yaK ayf iy a

f iy a K ay ayK ay

ν ν

ν ν
→∞

′− +
=

′→ ∞ − +
                                                         (3.3.9) 
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Sabit ν  ve büyük y de�eri için ( )K ayν  fonksiyonunun asimptotik de�eri, 

( )
2

ayK ay e
ay

ν

π −=   idi. Türevini alıp (3.3.9) denkleminde yerine koyduktan sonra, 

( )'lim ( ) 2 ( )
2

ay

a

ya
K ay ayK ay eν ν

π −

→∞
+ = −   buluruz.                                               (3.3.10) 

(2)

(2)

( , ) 2
( ) 2 ( )

( , )
ayf iy a
e K ay ayK ay

f iy a ay
ν νπ

� 	 � 	′= − − +� � 
 �→ ∞
 �                                      (3.3.11) 

2
( )( )

0
1

( ) ( )1 2
ln ( ) ( )

2 2

I ay K ay
S S dy ayI ay ayK ay

ay

αα ν ν
ν ν

α π

∞

=

 �− � �� �′ ′− = − −� �� �� �
� �� �� �

� �� �
      (3.3.12) 

olur. Buna göre enerji ifadesi, 

(1) (2)
( )

(1) (2)
0 0

1 1 ( , ) ( , )
( ) ln

2 ( , ) ( , )
N f iy a f iy a

E dy
a f iy a f iy aπ

∞∞

=

� 	
= + � �→∞ →∞
 �

� �
�

�                                          (3.3.13) 

Enerji ifadesinde f(1), f(2)  fonksiyonlarını yerine koydu�umuzda, 

( )

0
0

( ) ( )1 1 2
( ) ln ( ) ( )

2 2 2
N I ay K ay

E dy ayI ay ayK ay
ay

ν ν
ν νπ

∞ ∞

=

 �− � �� �′ ′= + − −� �� �� �
� �� �� �

� �
�

�

buluruz. Yukarıdaki ifadeden ( )NE ’yi bulmak zor oldu�undan, ( ) ( )D NE E+ ’yi bulup 

( )DE ’nin katkısını bu ifadeden çıkarmalıyız. 

[ ]( ) ( )

0 0

1 1 2 1 1
( ) ln 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
D NE E dy ayI ay K ay I ay ayI ay K ay ayK ay

ay
ν ν ν ν ν νπ

∞∞

=

 �� 	− � �� �′ ′+ = + − −� �� �� �� �
� �� �
 �� �

� �
�

�   

                                                                                                                                 (3.3.14)   

( ) ( )

1 0

1 1 1 1
( ) ln 4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
D NE E dy I ay K ay I ay yI ay K ay yK ayν ν ν ν ν νπ

∞∞

=

� 	� �� �′ ′+ = + − − −� �� �� �
� �� �
 �

� �
�

�

                                                                                                                                 (3.3.15) 

�lk olarak ay�y dönü�ümü yapalım. Daha sonra Modifiye Bessel fonksiyonlarının 

Wronskian ifadesinden yararlanarak ve terim ekleyip terim çıkartarak (3.3.15) 

denklemini a�a�ıdaki �ekilde kısaltabiliriz. 
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( ) ( ) 2

0 0

1 1
( ) ln 1 ( )

2
D NE E dy y

a
µ

π

∞∞

=

� 	+ = + −
 �� � �

�

�                                                   (3.3.16) 

Burada  2 1 1
1 ( ) 4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
y I y K y I y yI y K y yK yν ν ν ν ν νµ

� 	 � 	′ ′− = − − −� � � �
 � 
 �
�

’dır. 

2 1
( ) ( ) ( )

d
y y I y K y

dy y
ν νµ

� �
= � �

� �
�

                                                                                (3.3.17) 

�eklindedir. (3.3.16) enerji denklemindeki toplamın yakınsaklı�ı, büyük �  de�erlerinde 

toplamın içindeki terimin davranı�ıyla belirlenir. Bu terimi P
�
 ile gösterelim 

2

0

1 2
ln 1 ( )P dy yµ

π

∞
+

� 	= −
 ��� �

�
                                                                                 (3.3.18) 

Yukarıdaki ifade de görüldü�ü gibi y sonsuza götürülüp, ν   sabit tutuldu�unda sonlu 

bir sonuca ula�ılır. Fakat ν  sabit de�ilse (3.3.18) denklemindeki integralli kısmı 

hesaplamak için hızlı bir �ekilde yakınsaklık veren Modifiye Bessel fonksiyonlarının 

uniform asimptotik açılımını kullanmalıyız. Bunun için y zν→  gibi yeni bir de�i�ken 

tanımlayalım. Uniform asimptotik açılımlarıyla y’yi sabit tutup ν ’yü sonsuza 

götürdü�ümüzde, Modifiye Bessel fonksiyonlarının (3.2.24) ve (3.2.25) 

denklemlerindeki formüllerini kullanmalıyız. Bu formüller uyarınca Modifiye Bessel 

fonksiyonlarının uniform asimptotik de�erlerinin çarpımının, 

2 2
2 1 4 2 1 32 1 2 2 4 6

1 1 1 1
( ) ( ) 1 (2 ) (2 2 ) ( ....)

2 (1 )
I z K z U U U U UU

z
ν νν ν

ν ν ν ν
 �

≅ + − + + − +Θ� �
+ � �

            (3.3.19)  

oldu�unu biliyoruz. (3.3.19) denkleminde yer alan Uk ifadelerinin açılımlarını  (3.1.31) 

denkleminden elde etmi�tik. 

Enerji ifadesinin toplamı içindeki terime y zν→  dönü�ümü uyguladı�ımızda, 

[ ]2( ) ( ) ( )
d

z z I z K z
dz

ν νµ ν ν ν=
�

                                                                               (3.3.20) 

buluruz. Denklem(3.1.31) ve (3.3.19)’un yardımıyla 

2 4 6 4 6 8

2 1 2 2 4

1 1 1
( ) ( ) 1 (72 432 360 ) (27 580 2170

2 (1 ) 576 128
I z K z t t t t t t

z
ν νν ν

ν ν ν
�

= + − + + − +�+ 


10 12

2

1
2772 1155 ) ( ; 3)

p
t t p

ν
	

− + + Θ ≥ ��
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2 2 4 6 4 6 8

2 1 2 2 4

1 1 1 1
( ) 1 (72 432 360 ) (27 580 2170

2 (1 ) 576 128

d
z z t t t t t t

dz z z
µ ν

ν ν ν

� � �
= + − + + − +� � �+ 
� �

�

10 12

2

1
2772 1155 ) ( ; 3)

p
t t p

ν
	

− + + Θ ≥ ��
                                                                           (3.3.21)                          

bulunur. 2 1 2(1 )z t−+ =    olarak tanımlamı�tık. 

2 4 6 4 6 8 10 12

2 4

1 1
1 (72 432 360 ) (27 580 2170 2772 1155 )

576 128
C t t t t t t t t

ν ν
� 	

= + − + + − + − +� �
 �

olsun. (3.3.21) denklemi daha kısa �ekilde, 

2 3 2 4

( )
2 2 2

t z t z t d
z C C C

dt
µ ν

ν ν ν

� 	−
= − −� �

 �

�
                                                                        (3.3.22) 

olarak yazılır. C’yi yerine koyalım ve denklemi düzenleyelim, 

3 2 3 5 7 2 5 7 9

3

1 1
( ) ( ) 72 432 360 (216 2160 2520

2 1152
z t t z t t t z t t tµ ν

ν ν

−
� 	= + − − + + − +� 
 ��

�

5 7 9 11 13 2 7 9 11 13 15

5

1
27 580 2170 2772 1155 (135 4060 19530 30492 15015

256
t t t t t z t t t t t

ν
� 	− − + − + + − + − +
 �

2

1
( ; 3)

p
p

ν
�

+Θ ≥ �
�

                                                                                                      (3.3.23) 

2( )zµ ν
�

 için 
4

1

ν
’e kadar olan terimleri  almamız yeterlidir. 

2 2 6 4 2 4

2 4

1 1
( ) ( 2 )

4 1152
z t t z z tµ ν

ν ν
= + + +

� ( 4 6 8 2 6 8 1072 432 360 (288 2592 2880 )t t t z t t t− + + − +

)4 8 10 12(216 2160 2520 )z t t t+ − +                                                                                     (3.3.24) 

2

0

1 2
ln 1 ( )P dy yµ

π

∞+
� 	= −
 ��� �

�
 idi. 

1x <  için       
2 3

ln(1 ) .....
2 3

x x
x x− = − − −  Taylor  yakla�ıklı�ını kullanalım. 

2( )z xµ ν =
�

4
2 ( )

( )
2

z
z

µ ν
µ ν + �

�
 kadarlık kısmını alalım. 
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2 2 6 4 2 4 4 6 8 2 6 8 10

2 4

1 1
ln(1 ( ) ) ( 2 ) 72 432 360 (288 2592 2880 )

4 1152
z t t z z t t t t z t t tµ ν

ν ν
�− = + + + − + + − +
�

4 8 10 12(216 2160 2520 )z t t t 	+ − + �
4 8 12 4 8 2 6 6 10

4

1 1
( 6 4 4 )

2 16
t z t z t z t z t

ν
+ + + + +         (3.3.25) 

2 1 2(1 )z t−+ = ’yi  (3.3.24) denkleminde yerine koyup ifadeleri sıfırdan sonsuza integre  

etti�imizde, 

2
2 3

2
0

19 153
ln 1 ( ) ( )

64 16384
P dy y

ν
µ ν

π ν

∞
−� 	= − = − + + Ο
 ��� �

                                         (3.3.26) 

buluruz. O halde toplam enerji de,                                                                                                          

( ) ( )

2
0 0

1 1 19 153
( )

64 16384
D NE E P

a a ν

∞ ∞

= =

−
+ = = −� ��

� �

                                                           (3.3.27) 

olarak elde edilir. (3.3.27) denkleminden görüldü�ü gibi sonsuzluk, büyük �

de�erlerinde � ’ye göre toplamdaki ilk terimden gelir. Bu sorunu ortadan kaldırmak için 

yine Hurwitz Zeta fonksiyonu regularizasyon yöntemini kullanaca�ız. Di�er 

hesaplamamızda yaptı�ımız gibi ilk önce sonsuzlu�a yol açan  terimleri enerji 

denkleminde toplayıp çıkartalım. Ardından sonlu ve sonsuz kısmı ayıralım. 

( ) ( ) 0

0 0 0

1 1 19 1
( )

64 2
D NE E P P

a a a

∞ ∞ ∞

= = =

+ = = − +� � �� �

� � �

�                                                         (3.3.28) 

0

0

1 1
( ) (0, ) 0

2 2
ζ

∞

=

+ = =�
�

�     oldu�unu (3.2.19) denkleminden  biliyoruz. O halde (3.3.28) 

denklemi, 

( ) ( )

0

1D NE E P
a

∞

=

+ = � �

�

2

19 153

64 16384
asymP P P

ν
= = + = −

� � �
               

1

2
ν = +�                                                (3.3.29) 

�eklinde olur. 

                                                                                                      

0 0.211491 0.037351

1 0.004800 0.004150

2 0.001582 0.001494

3 0.000775 0.000762

asym

P P

− −

− −

− −

− −

��
�

                                                                                    (3.3.30) 
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Yukarıdaki tablodan görüldü�ü üzere � ’nin hızla artan de�erleri için P
�
 ifadesi  

(3.3.29) ile tanımlanan asimptotik de�erine gitmektedir. 3≥�  de�erlerinde  (3.3.29) 

denklemini kullanabiliriz. 3≤�  de�erlerinde de enerjinin de�erini tam olarak 

hesaplayabilmek için, (3.3.18) denklemine ( )I zν  ve ( )K zν  Modifiye Bessel 

fonksiyonlarının de�erlerini koyarız  [Abromowitz ve Stegun,1964]. Ardından  (3.2.51) 

enerji de�erini toplam enerjiden çıkartırız ve Neumann sınır ko�ulu altındaki enerjiyi 

[Nesterenko ve Pirozhenko, 1997]. 

( ) 1
0.223777NE
a

= −                                                                                                (3.3.31) 

olarak buluruz. 
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4. BULGULAR 

Bu bölümde  Dirichlet ve Neumann sınır �artlarına uyan kütlesiz skalar alanın çift 

boyutlu küresel kabukta sahip oldu�u modlar hesaplanacak. 4 boyuttan itibaren Klein 

Gordon denkleminin çözümleri, Ultra Küresel Harmonikler ve Bessel fonksiyonlarıyla 

tanımlanacak. Daha sonra elde edilen modların da�ılımı kullanılarak,  yine çift  boyutlu 

küresel kabuklardaki  kuantum bo�luk enerjisi incelenecek. 

4.1.   4 BOYUTLU KÜRESEL KABUK �Ç�N SKALAR  CAS�M�R ETK�S�

Kütlesiz skalar alanda bulunan D boyutlu küresel kabu�un dalga fonkiyonunu, 

2
2

1 2

12 2 3( ) ( )
22 2

2 2 2
1( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( , ) sin (cos )
D

D

D D

DD D D N
N i t

D D m D N N
k k

Ar J r Br Y r Y C e
µ

µ

µ µ

µ
ω

µ µ
µ

ω ω θ φ θ θ
− −

− −

− − − −

− −� �− − − +− − � � −� �
− − − −

=+ +

� 	
Ψ = + Π� �


 �
�

olarak bulmu�tuk Buna göre Dirichlet sınır ko�ulunda öz frekanslar ( ) 0r aΨ = =  vermeli. 

Buna göre, 

2

2

( ) 0D
k
J aω−

+
=                            2 0,1,2.....DN k− = =                                               (4.1.1) 

(1)
2

2

( ) 0D
k

H aω−
+

=                                                                                                          (4.1.2) 

�eklinde gösterilir. Neumann sınır ko�ulunda öz frekanslar ise ( ) 0r r a∂ Ψ = = �artını 

sa�lamalı, 

2

2

( ) 0D
k

r a

d
J r

dr
ω−

+
=

� 	
=� �


 �
                                                                                             (4.1.3) 

(1)
2

2

( ) 0D
k

r a

d
H r

dr
ω−

+
=

� 	
=� �


 �
                                                                                            (4.1.4) 

olur.  Dirichlet sınır ko�ulu altındaki modların genel da�ılımı da, 
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( )

( )

( , )
2 ( ) ( )

( , )

D

D

f iy a
ayI ay K ay

f iy a
ν ν=

→ ∞
               

2

2

D
kν

−
= +                                    (4.1.5) 

olarak bulunur 

Neumann sınır ko�ulu altındaki modların genel da�ılımı ise, 

1

2

1
( ) ( ) ( )D

D

d
y y I y K y

dy y
ν νµ −

−

� �
= � �

� �
               

2

2

D
kν

−
= +                                      (4.1.6) 

�eklinde gösterilir.  

i)  Dirichlet Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

   

Denklem (3.1.33)’ten görüldü�ü üzere 4 boyutta küresel kordinatlardaki dalga 

fonksiyonumuz r a<  için, 

1 1
1 2 1 1( ) ( , ) sin (cos )m

k kAr J r Y Cω θ φ θ θ− +
+ −

� 	Ψ = 
 �
� �

� �
          

r a> için,                                                                                                                    

2

1 1 1
1 1 2 1 1( ) ( ) ( , )sin (cos )m

k N kAr J r Br Y r Y Cω ω θ φ θ θ− − +
+ + −

� 	Ψ = +
 �
� �

� �
                                      (4.1.7) 

�eklindedir. Dirichlet sınır ko�ullarında özfrekanslar ( ) 0r aΨ = =   �artına göre, 

           1( ) 0kJ aω+ =                                  2 0,1,2....N k= =                                       (4.1.8)     

           (1)
1( ) 0kH aω+ =                                                                                                   (4.1.9) 

Bessel fonksiyonları ile gösterilir. (4.1.2) küre içindeki skalar alanın salınımlarının, 

(4.1.3) ise  küre dı�ındaki salınımların frekansını gösterir. 

4 boyutta aynı geometride kütlesiz skalar alanın bo�luk enerjisini  Ek-C  Denklem 

(10)’dan faydalanarak, 

2
2

0 0 1 0

1 1 1

2 2 2

N

p nk k

p k m n k

E Sω ω ν
∞ ∞ ∞

= = = − = =

= = =� � � � � �
�

� �

                                            (4.1.10) 
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1
k nk

n

S ω
∞

=

= �             1k ν+ =                        N2=k=0, 1, 2….                             (4.1.11)     

�eklinde gösteririz. (4.1.8) ve (4.1.9) denklemlerinin her biri k
S üretir. k

S  kısmi  

toplamlarını hesaplayabilmek için Denklem (3.2.8)’de verilen Cauchy   Teoreminin  

integral gösterimini kullanırız. Ardından sonlu bir de�er elde etmek için ıraksak bir 

ifade olan bo� uzayın yani Minkowski uzayının katkısını çıkartırız Daha sonra (4.1.8) 

ve (4.1.9) özfrekanslarını Cauchy teoreminden buldu�umuz e�itlikte yerine koyup, 

modların genel da�ılımını buluruz.  

[ ]
( )( )

0

1
ln 2 ( ) ( )kkS S dy ayI ay K ay

αα
ν νπ

∞

− = �                                                               (4.1.12) 

Buldu�umuz bu mod da�ılımını, yeniden normalle�tirilmi� enerji ifadesinde yerine 

koydu�umuzda ve ay y→  dönü�ümü uyguladı�ımızda, 

[ ]( ) 2

0 0

1 1
ln 2 ( ) ( )

2
D

k

E dy yI y K y
a

ν νν
π

∞∞

=

= � �                                                      (4.1.13)   

elde ederiz. (4.1.13) denklemindeki Bessel fonksiyonları y’nin artan kuvvetleri �eklinde 

bir seri olu�turur ve y’nin çok büyük de�erleri için bu ifade çok yava� yakınsaktır. 

Bessel fonksiyonlarını hızlı �ekilde yakınsak yapmak için y zν→ dönü�ümü altında 

Modifiye Bessel fonksiyonlarının uniform asimptotik de�erinin çarpımını kullanırız. Bu 

çarpımı  4 boyut için 
4

1

ν
 terimine kadar götürmeliyiz. Yani 

2 2
2 1 4 2 1 32 1 2 2 4

1 1 1
( ) ( ) 1 (2 ) (2 2 )

2 (1 )
I z K z U U U U UU

z
ν νν ν

ν ν ν

� 	
= + − + + −� �+ �


                               (4.1.14) 

olarak almalıyız. Denklem (3.2.30)’dan faydalanarak Uk terimlerini buluruz. Daha sonra 

Taylor seri açılımını  kullanıp integralin içindeki kısmı hesaplarız. Son olarak da ortaya 

çıkan terimleri 0’dan ∞ ’a integre ederiz ve enerji de�erimizi, 

3
235

( )
4 256 65536k

ν ν
θ ν

ν
−= − − + + Ο      olmak üzere                                               (4.1.15) 

3
( )

0 0

1 1 35
( )

2 4 256 65536
D

k

k k

E
a

ν ν
θ

ν

∞ ∞

= =

= = − − +� �                                                          (4.1.16) 
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olarak buluruz. Görüldü�ü gibi sonsuzluk N2
’e yani k’ya göre toplamdaki ilk 2 terimden 

gelir. (4.1.16) enerji denklemindeki ıraksaklık veren ifadeleri Zeta fonksiyonu yardımı 

ile sonlu terimlerden ayırıp, dı�arı atarız. Hurwitz Zeta fonksiyonu en genel halde 

0

( , ) ( ) s

p

s a p aζ
∞

−

=

= +�       Re s>1      0, 1, 2a ≠ − −                                                   (4.1.17) 

�eklinde tanımlanır.  ( , )s aζ  sadece s=1 noktasında tekillik içermektedir. Geri kalan 

kompleks s düzleminde analitik olarak süreklidir. Bernoulli polinomu cinsinden  

1( )
( , )

1
sB a

s a
s

ζ += −
+

         s=0,1,2….                                                                        (4.1.18) 

ile gösterilir. a=1 oldu�u zaman Hurwitz Zeta fonksiyonu, Riemann Zeta fonksiyonuna 

indirgenir. (4.1.16) denkleminde sonsuzlu�a yol açan ilk iki terimi Riemann Zeta 

fonksiyonu cinsinden        

3

0

( 1) ( 3,1) ( 3)
k

k ζ ζ
∞

=

+ = − = −�               1

0

( 1) ( 1,1) ( 1)
k

k ζ ζ
∞

=

+ = − = −�                      (4.1.19) 

olarak ifade ederiz. Enerji denklemimizde 

3 35

4 256 65536k k

ν ν
θ θ

ν
= + + =                                                                                  (4.1.20) 

�eklinde sonsuzluktan arınmı� kısmı ifade eden yeni bir de�i�ken tanımlarız. O halde  

Dirichlet sınır ko�ulu altındaki enerji ifademiz, 

          

1

0 0 0

1 1 1 1 35 35
( ( 3)). ( ( 1)) ( 1) (1)
4 256 65536 65536k k

k k k

E k
a a a a a a

θ θ ζ ζ ζ
∞ ∞ ∞

−

= = =

= = − − − − = + =� � �                                                      

                                                                                                                                 (4.1.21)             

�eklindedir. (4.1.21) denkleminin ikinci ve üçüncü terimlerini Bernoulli 

polinomlarından yararlanarak buluruz. Fakat ilk terim, (1)ζ  Riemann Zeta 

fonksiyonundan dolayı tekillik içermektedir. Çünkü (1)ζ  terimi sonsuza gider. Yani   

Dirichlet sınır ko�ullarına uyan 4 boyutlu küresel kabu�un Casimir enerjisi  sonlu 

de�ildir, tekillik içermektedir. 
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ii)  Neumann Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

4 boyutta Neumann sınır ko�ulları altında öz frekanslar  �artına göre, 

[ ]1( ) 0k

r a

d
J r

dr
ω+

=

=                                                                                                (4.1.22) 

[ ]1( ) 0k

r a

d
Y r

dr
ω+

=

=             
2 0,1, 2..N k= =                                                              (4.1.23) 

ile gösterilir. Enerji ifademiz ise, 

( ) 2

0

1 1

2 2
N

p k

p k

E Sω ν
∞

=

= =� �             1kν = +

ile verilir. (4.1.22) ve (4.1.23) denklemlerinin her biri  ( )
kS

α üretir. Yeniden 

normalle�tirilmi� Casimir enerjisindeki toplamları hesaplamak için Cauchy teoreminin 

integral gösterimini kullanırız. Cauchy teoremi öz modlar üzerindeki toplamı bir 

integrale dönü�türerek hesaplamalarımızı kolayla�tırır. Neumann sınır ko�ulu için E(N)

enerjisini gösteren ifadeyi hesaplamak zor oldu�undan ( ) ( )D NE E+ ’yi bulup, ( )DE ’nin 

katkısını bu toplam enerjiden çıkarmalıyız. 4 boyut için Dirichlet ve Neumann 

sınırlarından gelen toplam mod da�ılımı, (4.1.6) denkleminden de görüldü�ü üzere, 

3

2

1
( ) ( ) ( )k

d
y y I y K y

dy y
ν νµ

� 	
= � �


 �
                        

2

1

0,1,2.....

k

k N

ν = +

= =
                         (4.1.24) 

�eklindedir. Modların bu da�ılımını kullanarak toplam enerjiyi, 

( ) ( ) 2 2

0 0

1
ln 1 ( )

2
D N

k

k

E E dy y
a

ν µ
π

∞∞

=

� 	+ = −
 �� �                                                 (4.1.25)                                              

olarak buluruz. Modifiye Bessel fonksiyonlarının (3.2.24) ve (3.2.25) denklemleri ile 

verilen uniform asimtotik açılımını kullanarak  y’yi sabit tutup ν ’yü sonsuza götürelim 

ve y zν→ �eklinde yeni bir de�i�ken tanımlayalım. Hesaplamalar yapıldıktan sonra 

toplam enerji ifademiz için 

2
2

0

ln 1 ( )k kP dy y
ν

µ
π

∞

� 	= −
 ��      olmak üzere, 

219 153
( )

128 32768kP ν ν
ν

−= − − + Ο                                                                                 (4.1.26) 

( ) ( )

0 0

1 19 153
( )

128 32768
D N

k

k k

E E P
a

ν
ν

∞ ∞

= =

+ = = − −� �                                                             (4.1.27)      
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de�erini buluruz. (4.1.27) e�itli�inden görüldü�ü üzere enerji ifademiz, k’ya göre 

toplamdaki ilk  terimden gelen ıraksaklıktan dolayı sonsuza gitmektedir. Bu sonsuzlu�u 

sonlu hale getirmek için Hurwitz Zeta fonksiyonunu kullanalım. �lk olarak sonsuzlu�a 

yol açan terimi enerji ifadesinde toplayıp çıkartalım. Yani sonlu ve sonsuz kısmı 

ayrı�tıralım. 

( ) ( )

0

( )D N

k

k

E E P P P
∞

∞ ∞
=

+ = − +�                                                                                (4.1.28) 

19 153

128 32768k k kP P P P
ν

ν∞= − = + = −                                                                          (4.1.29)                           

Enerji ifadesinde yakınsaklık veren kısmı kP  ile tanımlayıp, (4.1.28) denkleminde 

yerine koyalım. Sonsuzluk veren terimi ise Riemann Zeta fonksiyonu ile dı�arı atalım. 

Riemann Zeta fonksiyonu, 

                
0

( ) s

p

s pζ
∞

−

=

=�      Re s>1                                                                         (4.1.30) 

ile verilir. O halde ıraksaklık veren kısmı Riemann Zeta fonksiyonu cinsinden, 

0

( 1) ( ,1)n

k

k nζ
∞

=

+ = −�       1

0

( 1) ( 1,1) ( 1)
k

k ζ ζ
∞

=

+ = − = −�                                           (4.1.31) 

olarak tanımlarız. (4.1.31) ve (4.1.29)  denklemlerini (4.1.27)’ de yerine koydu�umuzda 

toplam enerjiyi 

( ) ( )

0 0

1 1 19 153
( 1) (1)

128 32768
D N

k k

k k

E E P P
a a a a

ζ ζ
∞ ∞

= =

+ = = − − = −� �                                   (4.1.32) 

olarak buluruz. ( )sζ  fonksiyonu, s=1 noktası etrafındaki bölgede her noktada analitik; 

fakat s=1 noktasında analitik olmadı�ından s=1 noktası Riemann Zeta fonksiyonun tekil 

noktasıdır.  Bu yüzden 4 boyut için toplam enerji   sonlu de�ildir, tekillik içerir. 

4.2  6  BOYUTLU KÜRESEL KABUK �Ç�N SKALAR  CAS�M�R ETK�S�

i)  Dirichlet Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

6 boyutta küresel kordinatlardaki dalga fonksiyonumuzu  (3.1.33) denklemine göre 

r a<  için,  



41

2
3 32

2 3 2 3

3
22 1 2

2 4 3 3 2 2 1 1( ) (cos , )sin (cos )sin (cos )sin (cos )
N

N NNm i t

k N N N k NAr J r Y C C C e ωω θ φ θ θ θ θ θ θ
+

+− + −
+ − − −

� 	Ψ= 
 �
� �

� �

r a>  için ise 

2
3 32

2 3 2 3

3
22 2 1 2

2 2 4 3 3 2 2 1 1( ) ( ) (cos , )sin (cos )sin (cos )sin (cos )
N

N NNm i t

k k N N N k NAr J r Br Y r Y C C C e ωω ω θ φ θ θ θ θ θ θ
+ +− − + −

+ + − − −
� 	Ψ= +
 �

� �

� �
   

                                                                                                                                   (4.2.1)       

olarak yazarız. Dirichlet sınır ko�ullarında öz frekanslar ( ) 0r aΨ = = �artına göre, 

                    2 ( ) 0kJ aω+ =                     4 0,1,2....N k= =                                        (4.2.2)     

                    (1)
2 ( ) 0kH aω+ =                                                                                    (4.2.3) 

ile gösterilir. (4.2.2) küresel kabu�un içindeki, (4.2.3) ise dı�ındaki alanın salınımlarını 

gösterir. 6 boyutta aynı geometride yeniden normalle�tirilmemi� bo�luk enerjisini EK-C 

denklem (12)’den faydalanarak, 

3 2

3 2

4 2

0 0 0 0 1 0

1 1 1
( )

2 2 24

N Nk l

p nk k

p k N N l m l n k

E Sω ω ν ν
∞ ∞ ∞

= = = = =− = =

= = = −� �� ���� �                                   (4.2.4) 

1
k nk

n

S ω
∞

=

= �             2kν = +                           k=N4=0,1,2….                             

�eklinde yazarız. (4.2.1) ve (4.2.2) öz frekansların her biri ( )
kS

α üretir. Öz modlar 

üzerinden toplamı ifade eden ( )
kS

α ’yı,  Cauchy teoremini gösteren (3.2.8) denklemini 

kullanarak bir integral haline dönü�türebiliriz. Renormalize edilmi� bo�luk enerjisini 

aradı�ımızdan hiçbir �eyin olmadı�ı bo� uzayın katkısını çıkartırız. Son olarak  integrale  

Dirichlet sınır ko�ulları altındaki özfrekanslarımızı yerle�tirerek ve gerekli 

düzenlemeleri yaparak sırayla mod da�ılımını ve enerjiyi, 

[ ]
( )( )

0

1
ln 2 ( ) ( )kkS S dy ayI ay K ay

αα
ν νπ

∞

− = �                                                                 (4.2.5) 

[ ]( ) 4 2

0 0

1
( ) ln 2 ( ) ( )

24
D

k

E dy yI y K y
a

ν νν ν
π

∞∞

=

= −� �                                                       (4.2.6) 

buluruz. Yine y zν→  dönü�ümü altında Modifiye Bessel fonksiyonlarının uniform 

asimptotik de�erlerinin çarpmını (4.2.6) denkleminde yerine koyup, çıkan terimleri 

Rezidü yöntemiyle sıfırdan sonsuza integre etti�imizde, 

5 3
221 97 1685

( ( ))
48 1024 262144 25165824k

ν ν ν
θ ν

ν
−= − + + − + Ο                                                (4.2.7) 
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5 3
( )

0 0

1 21 97 1685
( )

48 1024 262144 25165824
D

k

k k

E
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ν ν ν
θ

ν

∞ ∞

= =

= = − + + −� �                                         (4.2.8) 

buluruz.  (4.2.8) denklemine göre enerji ifademizdeki sonsuzluk k’ya yani N4
’e göre 

toplamdaki ilk 3 terimden gelir. Bu enerjiyi sonsuz yapan kısmı (4.1.17) Hurwitz zeta 

fonksiyonu ile ayıkladı�ımızda geriye sonlu ifadeler kalır. Iraksaklık veren terimlerin 

Hurwitz Zeta fonksiyonu cinsinden ifadesi a�a�ıdaki gibidir, 

0

( ) ( , )n

s

s a n aζ
∞

=

+ = −�                1(2)
( , 2)

1
nBn
n

ζ +− = −
+

                                               (4.2.9) 

5

0

( 2) ( 5,2)
k

k ζ
∞

=

+ = −�                 3
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k ζ
∞

=
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( 2) ( 1,2)
k

k ζ
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=

+ = −�                  (1, 2) (1)ζ ζ=                                                        (4.2.10) 

Iraksaklık veren terimleri enerji denkleminde toplayıp çıkartarak sonlu kısmı, 

5 321 97 1685

48 1024 261244 25165824k k

ν ν ν
θ θ

ν

−
= + − − =                                                                (4.2.11) 

�eklinde ayırırız. O halde (4.2.8)  enerji denklemimiz, 

( )

0 0

1 1 1 21 97
( ( 5, 2)) ( ( 3, 2)) ( ( 1, 2))
48 1024 262144

D

k k

k k

E
a a a a a

θ θ ζ ζ ζ
∞ ∞
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= = − − + − + −� �

        1685 176609
(1)

25165824 990904320a a
ζ= − +                                                                    (4.2.12) 

olur. 6 boyut için enerji ifademiz,  ( )sζ  fonksiyonunun s=1 noktasındaki tekilli�inden 

dolayı sonlu de�ildir. Zeta fonksiyonu regularizasyon metotunu kullanarak Casimir 

enerjisi için sonlu bir de�er elde edemedik. 

ii)  Neumann Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Enerjisi 

6 boyutta Neumann sınır �artlarında öz frekanslar  a�a�ıdaki gibidir, 

[ ]2 ( ) 0k

r a

d
J r

dr
ω+

=

=                    4 0,1,2..k N= =                                                    (4.2.13) 
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(1)
2 ( ) 0k

r a

d
H r

dr
ω+

=

� 	 =
 �                                                                                               (4.2.14)
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oldu�unu EK-C’deki dejenerasyon sayısı bulma kısmından biliyoruz. (4.2.13) ve 

(4.2.14) denklemlerinin her biri ( )
kS

α üretir. ( )
kS

α kısmi  toplamlarını 

hesaplayabilmek için yine (3.2.8) denklemi ile verilen Cauchy Teoreminin integral 

gösterimini kullanaca�ız. Yeniden normalle�tirilmi� Casimir enerjiyi hesaplamak için 

bo� uzayın katkısını çıkartaca�ız. Gerekli i�lemlerin yapılmasıyla ( )NE  için bir ifade 

buluruz. Fakat buldu�umuz ( )NE  ifadesini kullanarak hesaplamaları yapmak zor 

oldu�undan, ( ) ( )D NE E+ ’yi bulup ( )DE ’nin katkısını bu toplam enerjiden çıkarmalıyız. 

�lk olarak 6 boyutta küresel geometride Dirichlet ve Neumann sınır ko�ulu altındaki 

modların da�ılımını buluruz. Ardından buldu�umuz modların da�ılımını kullanarak 

toplam enerji için uygun  ifadeyi elde ederiz. 

5

4

1
( ) ( ) ( )k

d
y y I y K y

dz y
ν νµ

� �
= � �

� �
                                                                                   (4.2.15) 

( ) ( ) 4 2 2
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1
( ) ln 1 ( )

24
D N
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E E dy y
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ν ν µ
π

∞∞

=

� 	+ = − −
 �� �                                                (4.2.16) 

y zν→  olarak yeni bir de�i�ken tanımlarız. Modifiye Bessel fonksiyonlarının (3.2.24) 

ve (3.2.25) denklemleri ile verilen uniform asimptotik açılımını kullanarak  y’yi sabit 

tutup ν ’yü sonsuza götürürüz. Uzun hesaplamalardan sonra (4.2.16) denklemindeki 

integralli kısmı, 

( ) ( ) 3

0

1 33 5115 5174719
( )

512 131072 50331648
D N

k

E E
a

ν ν
ν

∞

=

+ = − − −�                                              (4.2.17)  

olarak buluruz. (4.2.14) denkleminde görüldü�ü  gibi sonsuzluk k’ya yani N4
’e göre 

toplamdaki ilk 2 terimden gelir. Bu sonsuzlu�u sonlu hale getirmek için sonsuz olan 

kısmı enerji denkleminde ayırırız ve  bu kısmı Hurwitz Zeta fonksiyonları ile tanımlarız. 

Önce N4 yeterince büyük seçildi�inde yakınsaklık veren kısmı  ayrı�tıralım ve bu kısmı 

kP  ile gösterelim. kP , kP ’nın renormalize edilmi� halidir. 



44

333 5115 5174719

512 131072 50331648
k kP P

ν ν

ν
= + − = −                                                                   (4.2.18) 

O halde enerji ifademiz, 

333 5115

512 131072k kP P
ν ν

= − +  olmak üzere 
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                                                                                                                                 (4.2.19) 

ile verilir. (4.2.19) enerji denklemindeki sonsuzluk veren toplamları  Hurwitz Zeta 

fonksiyonu cinsinden, 

( ) ( )

0 0

1 1 33 5115 5174719 278377
( . ( 3,2)) ( . ( 1,2)) (1)
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                                                                                                                                 (4.2.20) 

olarak yazarız.  Toplam enerji yine (1)ζ  fonksiyonundan dolayı tekillik içerir. 

Dolayısıyla çift boyut için yine sonlu bir çözüm elde edemedik. 

4.3  8  BOYUTLU KÜRESEL KABUK �Ç�N SKALAR  CAS�M�R ETK�S�

i)  Dirichlet Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

8 boyutta  küresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuzun r a<  için, 
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                                                                                                                                   (4.3.1)     

oldu�unu bulmu�tuk. O halde Dirichlet sınır ko�ullarında özfrekanslar ( ) 0r aΨ = = �artına 

göre,   
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                     3 ( ) 0kJ aω+ =                           k=N6=0, 1, 2, 3….                              (4.3.2) 

                     (1)
3 ( ) 0kH aω+ =                                                                                      (4.3.3) 

ile verilir. 8 boyutta küresel kabukta normalle�tirilmemi� bo�luk enerjisi, 

5 34 2

5 4 3 2
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         (4.3.4) 

1
k nk
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S ω
∞

=

= �             3k ν+ =                         k=N6=0,1,2….                                  

�eklindedir. (4.3.2) ve (4.3.3) özfrekans denklemlerinin her biri ( )
kS

α üretir. ( )
kS

α

mod da�ılımını hesaplayabilmek için di�er boyutlarda da yaptı�ımız gibi (3.2.8) ile 

verilen Cauchy  Teoreminin  integral gösterimini kullanaca�ız. Bu gösterimle öz modlar 

üzerindeki toplamı belirten (4.3.4) e�itli�ini bir integral forma dönü�türece�iz.  

Minkowski uzayının bo�luk enerjisinin çıkarılmasıyla da yeniden normalle�tirilen enerji 

için uygun bir ifade elde edece�iz. 8 boyutlu Dirichlet küresinin modlarının da�ılımını 

ve enerjisini sırayla, 

[ ]
( )( )

0

1
ln 2 ( ) ( )kkS S dy ayI ay K ay
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ν νπ
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[ ]
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olarak buluruz. Büyük ν  de�erlerinde, y zν→  dönü�ümü altında Modifiye Bessel 

fonksiyonlarının uniform asimptotik de�erlerini (4.3.5) denkleminde yerine koyup, ara 

i�lemleri yaparak, 

7 5 3
2319 21407 38933 16169407

( )
1440 92160 7864320 754974720 1546188226560kP
ν ν ν ν

ν
υ ν

−= − + − − + + Ο

7 5 3
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1440 92160 7864320 754974720 1546188226560
D

k

E
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ν ν ν ν

υ ν

∞

=

= − + − − +�                   (4.3.6)   

buluruz. Görüldü�ü gibi sonsuzluk k’ya yani N6’ya göre toplamdaki ilk 4 terimden 

gelir. Bu sonsuzlu�u sonlu hale getirmek için bu terimleri enerji ifadesinde toplayıp 

çıkartırız ve sonlu kısmı ayırırız. Son olarak Hurwitz Zeta fonksiyonu ile sonsuzlukları 

regularize ederiz ve bunun için de EK-A kısmında verilen uygun özde�likleri kullanırız. 
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        oldu�unu biliyoruz.         
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= + − + + =                          (4.3.7) 

kθ , kθ ’nın renormalize edilmi� halidir. Iraksak terimleri Hurwitz zeta fonksiyonu 

aracılı�ı ile ayıklarsak, 
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buluruz. 8 boyutlu küresel kabuk için de Casimir enerjisi (1)ζ   faktöründen dolayı 

tekillik içermektedir. Bildi�imiz renormalizasyon metotları ile bu tekillikten 

kurtulamadık ve sonlu bir ifade elde edemedik. 

  

ii)  Neumann Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

8 boyutta  küre yüzeyinde Neumann sınır �artlarına uyan öz frekanslar, 

[ ]3 ( ) 0k

r a

d
J r

dr
ω+

=

=                        3kν = +                                                           (4.3.9) 
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3( ) 0k

r a
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� 	 =
 �                 6 0,1, 2..N k= =                                                    (4.3.10) 

ile verilir.                                                                       
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            (4.3.11)      

(4.3.9) ve (4.3.10) denklemlerinin üretti�i ( )
kS

α kısmi toplamlarını, (3.2.8) ile 

gösterilen Cauchy integral gösteriminden yararlanarak hesaplarız. Ardından Dirichlet ve 

Neumann sınır ko�ulundaki modların da�ılımını 8  boyut için elde ederiz. 
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d
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                                                                                   (4.3.12)   

Neumann ve Dirichlet sınır ko�ulu altındaki kütlesiz skalar alanın yukarıdaki mod 

da�ılımını kullanarak toplam enerji için, 

( ) ( ) 6 4 2 2
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1
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E E dy y
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ν ν ν µ
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ifadesini buluruz. Bu özde�likte ν ’nin yeteri kadar büyük de�erlerinde bazı terimleri 

kaçırmamak için y zν→  dönü�ümü altında  Bessel fonksiyonlarının uniform 

asimptotik açılımını kullanırız. Ancak 8 boyut için Bessel fonksiyonların çarpımındaki 

8

1

ν
’e kadar olan terimleri almalıyız. Yani 
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                                    (4.3.14) 

olmalı. (4.3.14) denklemindeki Uk terimlerini (3.2.30) e�itli�inden elde ederiz. �lk adım 

olarak buldu�umuz bu çarpımın de�erini (4.3.12) enerji denkleminde yerine koyarız. 

Ardından Taylor seri açılımını kullanarak ln’li ifadeden kurtuluruz. Son olarak da çıkan 

terimleri 0’dan ∞ ’a integre ederiz. Toplam enerjiyi, 

5 3 2113 240767 6360851 9521339657
( )

7680 5898240 150994944 42949672960kP ν ν ν ν
ν

−−
= + − − + Ο                   (4.3.15) 
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olarak buluruz. (4.3.16) denkleminden görüldü�ü üzere sonsuzluk büyük k de�erlerinde  

5

0
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k

k
∞

=

+� , 3

0

( 3)
k

k
∞

=

+�  ve 1

0

( 3)
k

k
∞

=

+�  terimlerinden gelir. Bu sonsuzlu�u sonlu hale 

getirmek için bu terimleri enerji ifadesinde toplayıp çıkartırız. Yani sonlu ve sonsuz 

kısmı ayırırız. Daha sonra Hurwitz Zeta fonksiyonu ile  sonsuz kısmı regularize ederiz, 

Hurwitz Zeta fonksiyonuna göre, 
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     oldu�unu biliyoruz. 
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olarak seçeriz. kP , kP ’nın renormalize edilmi� kısmıdır. Burdan kP ’yı çekip (4.3.16) 

denkleminde yerine koyarız. 
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olarak buluruz. Yani 8 boyut için toplam enerji de (1)ζ  fonksiyonundan dolayı tekillik 

içermektedir. 

4.4      10  BOYUTLU KÜRESEL KABUK �Ç�N SKALAR  CAS�M�R ETK�S�

i)  Dirichlet Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

10 boyutta  küresel kordinatlarda dalga fonksiyonumuzu (3.1.33) denkleminden 

faydalanarak  r a<  için  
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                                                                                                                                   (4.4.1)                                                   

olarak yazarız. Dirichlet sınır ko�ullarında özfrekanslar ( ) 0r aΨ = = �artına göre, 

               

        4 ( ) 0kJ aω+ =                       8 0,1,2....k N= =                                                  (4.4.2)     

        (1)
4 ( ) 0kH aω+ =                                                                                    (4.4.3) 
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ile verilir. 10  boyutta kütlesiz skalar alanda normalle�tirilmemi� bo�luk enerjisinin, 
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oldu�unu EK-C Denklem (16)’dan biliyoruz. (4.4.2) ve (4.4.3) denklemlerinin her 

biri ( )
kS

α üretir.
( )
kS

α
kısmi  toplamlarını hesaplayabilmek için di�er boyutlarda da 

yaptı�ımız gibi Cauchy Teoreminin integral gösterimini kullanaca�ız. Ardından bo�

uzayın katkısını çıkartırız. Son olarak (4.4.2) ve (4.4.3) ile verilen öz frekansları Cauchy 

teoreminden elde edilen ifadede yerine koyarak, modların da�ılımı içim 

[ ]
( )( )

0

1
ln 2 ( ) ( )kkS S dy ayI ay K ay

αα
ν νπ

∞

− = �                                                                 (4.4.5) 

denklemini buluruz. Buradan yeniden normalle�tirilmi� enerji denklemine geçersek, 

[ ]8 6 4 2

0 0

1
( 14 49 36 ) ln 2 ( ) ( )

40320 k

E dy yI y K y
a

ν νν ν ν ν
π

∞∞

=

= − + −� �                           (4.4.6) 

elde ederiz. y zν→  dönü�ümü altında Modifiye Bessel fonksiyonlarının uniform 

asimptotik de�erlerinin çarpımını (4.4.6) denkleminde yerine koyarız. Fakat 10 boyut 

için çarpım 
10

1

ν
 terimine kadar devam ettirilmeli.  

2 2 2
2 1 4 2 1 3 6 3 2 4 1 52 1 2 2 4 6

1 1 1 1
( ) ( ) 1 (2 ) (2 2 ) (2 2 2 )

2 (1 )
I z K z U U U U UU U U UU UU

z
ν νν ν

ν ν ν ν
�

= + − + + − + − + −�+ 


2 2
8 4 1 7 2 6 3 5 10 5 1 9 2 8 3 7 4 68 10

1 1
(2 2 2 2 ) (2 2 2 2 2 )U U UU U U UU U U UU U U UU U U

ν ν
	

+ + − + − + − − + − + ��
                                                                                                                                   (4.4.7) 

Yapılan hesaplamalar sonucunda (4.4.6) denklemindeki toplamın içindeki terimin, 

9 7 5 3
2179 38057 3691343 733782463 3378204983

( )
80640 1032192 62914560 8455716864 86586540687360 1847179534663680k

ν ν ν ν ν
θ ν

ν
−− + − + + − +Ο 

                                                                                                                                   (4.4.8) 
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oldu�unu buluruz. Buradan enerjiye geçelim. (4.4.6) enerji denklemi, 

9 7 5 3
( )

0

1 179 38057 3691343 733782463 3378204983
( )

80640 1032192 62914560 8455716864 86586540687360 1847179534663680
D

k

E
a

ν ν ν ν ν

ν

∞

=

= − + − + + −�   (4.4.9) 

                                                                                                                                                                        

�ekline dönü�ür. Görüldü�ü gibi sonsuzluk N8
’e yani k’ya göre toplamdaki ilk 5 

terimden gelir. Bu sonsuzlu�u sonlu hale getirmek için sonsuzlu�a yol açan kısımları ve 

sonlu kısımları ayrı�tıralım. Sonlu terimleri kθ  ile gösterelim. Geriye kalan ıraksak 

ifadelerin atılması için (4.1.17) ve (4.1.18) denklemleri ile verilen Hurwitz Zeta 

fonksiyonununun de�erlerini kullanalım. 

9 7 5 3179 38057 3691343 733782463 3378204983

80640 1032192 62914560 8455716864 86586540687360 1847179534663680k k

ν ν ν ν ν
θ θ

ν
= + − + − − = −

                                                                                                                                 (4.4.10) 
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� � � �
+ − + −� � � �
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( ) 1

0

3378204983 3378204983 3378204983
( 4) (1,4) (1)

1847179534663680 1847179534663680 1847179534663680
D

k

E k
a a a

ζ ζ
∞

−

=

=− + =− =−�         

        5143238231581

11429423370731520a
−                                                                                     (4.4.11) 

10 boyut için de Casimir enerjisi sonlu de�ildir. Çünkü s=1 noktasında Riemann Zeta 

fonksiyonu tekillik içermektedir.                                                                                                                     
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ii)  Neumann Sınır Ko�ullarına Uyan Kürede Skalar Casimir Etkisi 

10  boyutta Neumann sınır �artlarında öz frekanslar, 

[ ]4 ( ) 0k

r a

d
J r

dr
ω+

=

=               8 0,1,2..N k= =                                                         (4.4.12) 

(1)
4 ( ) 0k

r a

d
H r

dr
ω+

=

� 	 =
 �                                                                                               (4.4.13)

�eklinde verilir.  

7 6 5 34 2

7 6 5 4 3 2

8 6 4 2

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 1
( 14 49 36 )

2 40320

N N N NN Nk

p nk k
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E Sω ω ν ν ν ν
∞ ∞ ∞
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= = = − + −� �� � � � � ���� �
�

� �

olarak bulmu�tuk  (4.4.12) ve (4.4.13) denklemlerinin üreti�i kS  kısmi  toplamları, 

di�er boyutlarda da yapıldı�ı gibi (3.2.8) ile verilen Cauchy Teoreminin  integral 

gösteriminden faydalanarak hesaplanır. Bu gösterimde ilk olarak Minkowski uzayının 

a→ ∞ limitine uyan katkısı çıkartılır. Ardından Dirichlet ve Neumann sınır ko�ullarına 

uyan özfrekanslar bu gösterimde yerine konularak modların da�ılımı için, 

9

8

1
( ) ( ) ( )k

d
y y I y K y

dz y
ν νµ

� �
= � �

� �
                                                                                   (4.4.14) 

ifadesi bulunur. Bunu yeniden normalle�tirilmi� enerjide yerine koydu�umuzda, 

( ) ( ) 8 6 4 2 2

0 0

1
( 14 4 36 ) ln 1 ( )

40320
D N

k

k

E E dy yν ν ν ν µ
∞∞

=

� 	+ = − + − −
 �� �                      (4.4.15) 

buluruz. Bu denklemde y zν→ olarak yeni bir de�i�ken tanımlayalım. Modifiye Bessel 

fonksiyonlarının uniform asimtotik açılımının çarpımını kullanarak  y’yi sabit tutup 

ν ’yü sonsuza götürelim. Di�er boyutlarda yaptı�ımız hesapları burada da yaparsak 

toplam enerji için 

( ) ( ) 7 5 3

0

1 323 568303 9296329 51186664329 5157245093357
( )

2580480 660602880 12079595520 481036337150 43980465111040
D N

k

E E
a

ν ν ν ν
ν

∞

=

+ = − + − − −�         

                                                                                                                                 (4.4.16) 

ifadesini buluruz. Görüldü�ü gibi sonsuzluk k’ya göre toplamdaki ilk 4 terimden gelir. 

Bu sonsuzlu�u sonlu hale getirmek için yaptı�ımız tüm hesaplamalarda oldu�u gibi bu  
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terimleri enerji ifadesinde toplayıp çıkartırız ve daha sonra Hurwitz Zeta fonksiyonu ile 

sonsuz olan kısımları regularize ederiz. 

7 5 3323 568303 9296329 51186664329 5157245093357

2580480 660602880 12079595520 481036337150 43980465111040
k kP P ν ν ν ν

ν
= + − + + = −    

                                                                                                                                 (4.4.17)                                                   

kP , kP ’nın renormalize edilmi� halidir. Dolayısıyla yakınsak bir ifadedir. Enerji 

denklemimizdeki ıraksaklıkları Hurwitz Zeta fonksiyonu ile tanımlayarak, 

( ) ( )

0 0

1 1 323 568303 9296329 51186664329
( 7,4) ( 5,4) ( 3,4) ( 1,4)

2 2580480 660602880 12079595520 481036337150
D N

k k

k k

E E P P
a

ζ ζ ζ ζ
∞ ∞

= =

+ = = − − + − − − − −� �

                                                                                                                                 (4.4.18) 

( ) ( ) 5157245093357
(1)

43980465111040
D NE E

a
ζ+ = −                                                                   (4.4.19) 

buluruz. Toplam enerji 10 boyutta da (1)ζ faktöründen dolayı tekillik içermektedir. 

Demek ki tüm çift boyutlar için Casimir enerjisi tekillik içermektedir. Zeta fonksiyonu 

renormalizasyon metotu ile bu tekilliklerden kurtulamadık. 
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TARTI�MA VE SONUÇ 

Kuantum alan teorisinde enerji, yük, kütle ve  kuvvet gibi büyüklüklerin ıraksak seriler 

olarak ortaya çıktı�ı görülmü�tür. Aslında biz bu büyüklükleri deneysel olarak 

inceledi�imizde,  asla sonsuz de�erler bulmayız. Bu sonsuzluk ortaya atılan teorinin  

kusurlarından yani matematiksel olarak mükemmel �ekilde ifade edilememesinden 

kaynaklanmaktadır [Bayın, 2004]. 

Casimir enerjisi hesabında ortaya çıkan ıraksak enerji büyüklükleri, regülarizasyon ve 

renormalizasyon adı verilen yöntemler ile sonlu hale getirilmeye çalı�ılıyor. Sonsuz 

olan kısmın ayrı�tırılmasına regülarizasyon, sonsuzluklukları fiziksel bir de�i�kenle 

atmaya da renormalizasyon denir. Casimir enerji hesabında de�i�ik regülarizasyon ve 

renormalizasyon yöntemleri kullanılır. Casimir enerjisi boyut, alan ve topoloji gibi 

de�erlere ba�lı olarak de�i�ti�i için farklı problemlerde farklı yöntemler kullanabiliriz. 

Bu da kullanılan yöntemlerin tutarlılı�ının kar�ıla�tırılmasına olanak sa�lar. 

Bu çalı�mada ilk olarak Casimir etki hakkında kısa bir tarihsel giri� yapıldı. Malzeme 

ve yöntem bölümünde, kütlesiz skalar alanda bulunan D boyutlu küresel kabu�un dalga 

fonksiyonu ve kuantum sayıları  elde edildi. Yüksek boyutlarda  Klein Gordon 

denkleminin çözümleri Ultra Küresel harmonikler ve Bessel fonksiyonlarıyla 

tanımlandı. Bu çözümlerden hareketle, modlar Klein Gordon denklemi çözümleri 

gere�i, Bessel fonksiyonlarıyla belirlendi. Daha sonra 3 boyutlu sonsuz ince küresel 

kabuk geometrisinde Dirichlet ve Neumann sınır ko�ulları altındaki skalar alanın 

modlarının da�ılımı bulundu. 3 boyut için yaptı�ımız enerji hesabında ortaya çıkan 

sonsuzluklar, Kontür integrali yöntemiyle regularize edildi. Ardından Zeta 

fonksiyonunun analitik süreklilik esasına ba�lı olarak renormalize edildi. Son olarak 

modların da�ılımından faydalanarak kuantum sıfır nokta enerjisi hesaplandı. 
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Bulgular bölümünde de 3 boyut için yapılan hesaplamalardan  elde edilen tecrübelerle  

çift boyutlu (D=4,6,8,10) küresel kabu�un kuantum bo�luk enerjisi, özfrekansların 

kompleks düzlemdeki kontur integrali ve do�rudan mod toplama yöntemi ile incelendi.   

Çift boyutlu küresel kabuktaki Casimir enerji hesabında tekillikler ortaya çıktı. Bilinen 

regularizasyon ve renormalizasyon yöntemleri ile bu tekilliklerden kurtulamadık. Bu 

yöntemle elde edilen çift boyutlu küresel kabu�un Casimir enerjisi literatürdeki 

sonuçlarla uyumludur. 

Paralel plaka ve silindir geometride Casimir enerjisinin i�areti negatif olarak 

bulunmu�tu. 3 boyutlu küresel geometride ise elektromanyetik Casimir enerjisi 

pozitiftir. Casimir enerjisi geometriye ba�lı oldu�undan, farklı her geometri için bu 

enerjinin çalı�ılması yeni bir problemdir. Casimir enerjinin boyuta ba�lı sonuçlar 

üretti�ini de gördük. Fakat kütlesiz skalar alanda bulunan tek boyutlu küresel kabukta 

Casimir enerjinin sonlu, çift boyutlu küresel kabukta da sonsuz çıkmasının sebebini 

bilmiyoruz. Ayrıca çift boyutta farklı renormalizasyon teknikleri kullanmakla, bu 

sonsuzlu�un giderilip giderilmeyece�i de cevap bekleyen sorulardan biri. 
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EK-A      

ZETA FONKS�YONU REGULAR�ZASYON METODU   

Casimir enerji hesabında de�i�ik regularizasyon ve renormalizasyon metotları kullanılır. 

Zeta fonksiyonu regularizasyon metodu da bunlardan biridir. Bu metot, mod toplama 

yöntemi ile  ili�kilidir. Di�er regularizasyon tekniklerinden farklı olarak  kesilim 

fonksiyonu içermez. Buna ra�men hesaplamalarda hangi sonsuzlukların atıldı�ını 

açıkça göstermemesi bakımından problem te�kil eder  [M.Özcan, 2006]. 

Hesaplamalarımızda ortaya çıkan ıraksak ifadeleri ayrı�tırıp dı�arı atmak için Hurwitz 

Zeta fonksiyonu ve Riemann Zeta fonksiyonunu kullanaca�ız. Hurwitz Zeta 

fonksiyonu, 

0

1
( , )

( )sn

s a
n a

ζ
∞

=

=
+

�              Re s 1>        0, 1, 2....a ≠ − −                                                (1) 

ile gösterilir. �ntegral gösterimi ise, 

1

0

1
( , )

( ) 1

s ta

t

t e
s a dt

s e
ζ

∞ − −

−
=

Γ −�        Re 1s >     0a >                                                              (2) 

�eklinde verilir. ( , )s aζ  sadece  s=1 noktasında tekillik içermektedir. Geri kalan 

kompleks s düzleminde analitik olarak süreklidir. Hurwitz Zeta fonksiyonu Bernoulli 

polinomu ve Bernoulli sayıları cinsinden, 

1( )
( , )

1
mB a

m a
m

ζ +− = −
+

           m=0, 1, 2….                                                                       (3) 

2(1 2 )
2
nBn
n

ζ − = −                n=1,2,3...                                                                              (4) 

özde�likleri ile ifade edilir. 1( )mB a+  fonksiyonu Bernoulli polinomu ve B2n’de Bernoulli 

sayısıdır.  

0

( )
1 !

xt n

nt
n

te t
B x

e n

∞

=

=
−

�             2t π<                                                                                  (5) 

Bernoulli polinomu (5) numaralı Euler Maclaurin toplama formülünde türetici 

fonksiyon olarak tanımlanır. Bernoulli polinomlarının ilk 7 tanesi a�a�ıdaki gibidir, 
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                                                                                   (6) 

q=1 oldu�u zaman Hurwitz Zeta fonksiyonu,  Riemann Zeta fonksiyonuna indirgenir. 
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(8) integral gösterimi s=1 noktası hariç kompleks s düzleminin her yerinde analitik 

olarak sürekli oldu�unu gösterir. Zeta fonksiyonu s=1 noktasında tekillik içermektedir. 

Casimir enerjisinde ortaya çıkan ıraksak terimleri Riemann Zeta fonksiyonunun 

a�a�ıdaki formülleriyle ifade edece�iz. 

( 2 ) 0nζ − =                            n=1,2,3……                                                                      (9) 

1
(0)

2
ζ = −                                                                                                                      (10)   
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2(2 )!
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nn B
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π
ζ =            n=1,2,3……                                                                      (11) 
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EK-B       

BESSEL FONKS�YONLARI 

n. mertebeden Bessel denklemi, 

2
2 2 2

2
( - ) 0

d y dy
x x x n y
dx dx

+ + =                                                                                         (1) 

�eklindedir. Bu diferansiyel denklemin çözümünü Frobenius yöntemini kullanarak 

buluruz. Bu denklemin tekil noktaları 2x = 0    1,2x = 0 ’dır.  Frobenius yöntemi gere�i, 
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( ), ( ), ( )y x y x y x′ ′′ ’i    (1) denkleminde yerine yazıp düzenlersek, 
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1( 1- )( 1 ) 0s n s n a+ + + =  denkleminde   s n=±   için 1 0a =

Katsayılar arasındaki tekrarlama ba�ıntısı ise, 

-2-
( - )( )

r
r

a
a

s r n s r n
=

+ + +
    bulunur. ( 2)r ≥                                                                  (3) 

s = n  için r’nin çift sayı de�erlerini yukarıda yerine koyup  gerekli düzeltmeleri 

yaptı�ımızda, 
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( )nJ x  n. mertebeden Birinci tür Bessel fonksiyonudur. Bu zamana kadar yaptıklarımız 

(1) denkleminin s=n kökü için idi. s=-n kökü  için Bessel fonksiyonunu (4) denkleminde 

n yerine –n yazıp bulabiliriz. 

n tamsayı ise bunların arasındaki ili�ki 

- ( ) (-1) ( )n

n nJ x J x= �eklindedir. 

-cos ( ) - ( )
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n n
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n J x J x
N x
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π

π
=          nN (x)  de ikinci tür Bessel fonksiyonudur ve bizim 

genel çözümümüz, 

( ) ( ) ( )n ny x AJ x BY x= + ’dir                                                                                            (5) 

[Abromowitz ve Stegun,1964]. Üçüncü tür Bessel fonksiyonu olan Hankel 

fonksiyonları ise, 
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x’in kompleks de�erleri için  
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Modifiye Bessel fonksiyonları için 

( ) ( ) ( )n ny x AI x BK x= + �eklindedir. Küresel kordinatlarda kullanaca�ımız 
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(1- 2 ) ( - ) 0

d y dy
x x x n y
dx dx

γα β γ α γ� 	+ + + =
 �                                                      (7) 

�eklindeki Bessel diferansiyel denklemin çözümü için ilk olarak 
y = x z �eklinde  
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de�i�ken dönü�ümü yaparız. 

-1

2 2
-1 -2

2 2
2 ( -1)

dy dz
x x z

dx dx

d y d z dz
x x x z

dx dx dx

α α

α α α

α

α α α

= +

= + +

Bu e�itlikleri (7) denkleminde yerine koyduktan sonra 

2
2 2 2 2 2 2

2
- 0

d z dz
x x x n z
dx dx

γβ γ γ� 	+ + =
 �                                                                          (8)    

denklemine indirgeriz. Tekrar �t = x  dönü�ümü yapıp buldu�umuz e�itlikleri (8) 

denkleminde yerine koyup 2� ihmal edersek  (7) Bessel diferansiyel denklemi a�a�ıdaki 

hali alır, 

( ) ( )n nz AJ t BY tβ β= +      orjinal de�i�kenlere dönersek de   
y = x z    �t = x

( ) ( )n ny Ax J x Bx N xα α α αβ β= +                                                                                      (9) 

{ }
2

2 2 2

2
2 - ( 1) 0

d y dy
x x k x y
dx dx

+ + + =� �                                                                    (10) 

(10) denklemi Küresel Bessel diferansiyel denklemidir. (7) denklemine göre, 

1 - 2 2α =  ,     1γ = ,      2 2 2kβ γ = ,    2 2 2- - ( 1)nα γ = +� �

-1 -1

2 2
1 1

2 2

1 2

( ) ( )

   ( ) ( )

y Ax J kx Bx Y kx

A j kx A y kx

+ +
= +

= +

� �

� �

                                                                           (11) 

1

2

1

2

( ) ( )
2

( ) ( )
2

j x J x
x

y x Y x
x

π

π

+

+

=

=

�
�

�
�

                                                                                                    (12) 

Burada        1

2k
A A

π
� �

= � �
� �

    ,  2

2k
A B

π
� �

= � �
� �

’dir. 

Küresel Bessel fonksiyonlarının Hankel fonksiyonları  cinsinden ifadesi ise, 

(1)

(2)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) - ( )

h x j x iy x

h x j x iy x

= +

=

� � �

� � �

                                                                                                  (13)
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EK-C 

D BOYUT �Ç�N DEJENERASYON SAYISI 

[ ]2

1 1

1 1
( ) ( ) (1) ( ) ( ) (1) ...

2 2 2!

nn

m

B
f m f x dx f f n f n f

=

′ ′= + + + − +� �                                                (1) 

Euler Maclaurin formülü yardımıyla ( )f m  fonksiyonumuzu de�i�tirerek toplamın nasıl 

de�i�ece�ini gösterelim ve ardından  bu i�lemi kendi foksiyonlarımıza uygulayalım. 

1

1
( 1)

2

n

m

m n n
=

= +�                                                                                                                  (2) 

2

1

( 1)(2 1)

6

n

m

n n n
m

=

+ +
=�                                                                                                 (3)                                                

3 2 2

1

1
( 1)

4

n

m

m n n
=

= +�                                                                                                      (4) 

4 2

1

1
( 1)(2 1)(3 3 1)

30

n

m

m n n n n n
=

= + + + −�                                                                                       (5) 

�eklinde gider. 

4 boyut için, 

2 2

0 0

(2 1)
N Nl

l m l l

l
= =− =

= +�� �              2N k=  ve   ( 1)k ν+ =    olmak üzere, 

           
1 1 1

1 1 1

( 1)( 2)
(2( 1) 1) 2 2 ( 1)

2

k k k

l l l

k k
l l k

+ + +

= = =

+ +
= − + == − = = − +� � �

       2 2
4 ( 1)g k ν= + =                                                                                                         (6)                                         

        

5 boyut için, 

3 32 2

2 20 0 0

(2 1)
N NN Nl

N l m l N l

l
= = = − =

= +� � � ��               3N k=    ve  
3

( )
2

k ν+ =     olmak üzere, 
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2 2

2 2 2

2
2

0 0 0 0

(2 1) ( 1)
N Nk l k k

N l m l N l N

l N
= = = − = =

= + = +� � � �� �      

2

1
2

2
1

( )
k

N

N
+

=

= �                                                                                                                                                                

3
5

( 1)( 2)(2 3) 1
( )

6 3 4

k k k
g

ν
ν

+ + +
= = −                                                                              (7) 

D boyutta bu i�lemleri bu �ekilde yapmak çok zordur. Bu yüzden D boyut için 

genelle�tirdi�imiz  formül olan (9) denklemini kullanmak i�imizi kolayla�tırır. 

2 ( 3)!
2

2 ( 2)! !D

D k D
g k

D k

− + −� 	
= +� � −
 �                                                                                            (9) 

2
4

( 1)!
2( 1)

2! !

k
g k

k
ν

+
= + =                                                          ( 1)k ν+ =                     (10) 

3
5

3 ( 2)! 1 1 1 1
2( ) ( )( ) ( )

2 3! ! 3 2 2 3 4

k
g k

k

ν
ν ν ν ν

+
= + = + − = −              

3
( )

2
k ν+ =                    (11) 

2 2 4 2
6

( 3)! 1 1
2( 2) ( 1) ( )

4! ! 12 12

k
g k

k
ν ν ν ν

+
= + = − = −                    ( 2)k ν+ =                    (12) 

5 3
7

5 ( 4)! 1 5 9
2( ) ( )

2 5! ! 60 2 10

k
g k

k
ν ν ν

+
= + = − +                             5

( )
2

k ν+ =                     (13) 

6 4 2
8

( 5)! 1
2( 3) ( 5 4 )

6! ! 360

k
g k

k
ν ν ν

+
= + = − +                                  ( 3)k ν+ =                      (14) 

7 5 3
9

7 ( 6)! 1 35 259 225
2( ) ( )

2 7! ! 2520 4 16 64

k
g k

k
ν ν ν ν

+
= + = − + −                       7

( )
2

k ν+ =                    (15) 

8 6 4 2
10

( 7)! 1
2( 4) ( 14 49 36 )

8! ! 20160

k
g k

k
ν ν ν ν

+
= + = − + −                    ( 4)k ν+ =                    (16) 
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9 7 5 3
11

9 ( 8)! 1 1974 3229 11025
2( ) ( 21 )

2 9! ! 181440 16 16 256

k
g k

k
ν ν ν ν ν

+
= + = − + − +              9

( )
2

k ν+ =                (17) 

10 8 6 4 2
12

( 9)! 1
2( 5) ( 30 273 820 576 )

10! ! 1814400

k
g k

k
ν ν ν ν ν

+
= + = − + − +                        ( 5)k ν+ =            (18) 
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