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OZET

SPINOR TiPi INSTANTON CEKIiCILERININ FAZ UZAYINDA
DAVRANISLARI

Feza Giirsey, 1956 yilinda, Heisenberg ve Bohr’ un riiyast olan atom alti temel
parcaciklarin bir teori altinda toplanmasimni miimkiin kilacak, dort boyutlu konformal
invaryant ve non-lineer saf spinor etkilesmeli bir model 6nerdi. Dort boyutlu konformal
invaryant saf spinor alanli bir model olarak Giirsey Model alanlar teorisinde
yazilabilmis birinci mertebeden daha yiiksek tiirevler icermeyen tek model olma
ozelligine de sahiptir. Sonraki yillarda Kortel tarafindan Giirsey non-lineer dalga
denkleminin bir ¢6ziim siifi bulunmus ve bunlarin 6zel bir durumunun
instantonlara(Glirsey instantonlar1) karsilik geldigi Akdeniz tarafindan konformal
simetrinin kendiliginden kirilmasi yontemiyle bulunmustur.

Son zamanlarda iki boyutlu spindr tipi Thirring instantonlarinin davranislar1 faz
uzayinda incelenmistir. Bu tezde Giirsey instantonlarinin dinamik yapilasmasi ve evrimi
incelenmis ve evrimi ifade eden faz diyagramlar ¢izilmistir. Ayrica instanton yapisin
anlamak i¢in farkli boyut ve kuvantum spindr sayilarina sahip Gilirsey ve Thirring
instantonlarinin  faz uzayr davranislart karsilagtirilmistir.  Son olarak kuvantum
tedirgeme ve periyodik besleme altinda Giirsey instantonlarinin non-lineer dinamigi
tartisilmistir.
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SUMMARY

THE BEHAVIOURS OF SPINOR TYPE INSTANTON ATTRACTORS IN
PHASE SPACE

A four-dimensional conformal invariant pure spinor wave equation with nonlinear self-
coupled spinor term had been proposed in mid-fifties by Feza Giirsey as a possible basis
for a unitary description of elementary particles ( Heisenberg-Bohr dream). Giirsey’s
Spinor Model is only possible conformally invariant pure spinor model, which contains
no derivatives higher than the first. A class of exact solutions Gursey Spinor wave
equation has been found by Kortel long ago. The special case of Kortel wave solutions
of the Gursey Spinor wave equation was shown to correspond to instantons (Gursey
instantons) which reflect the spontaneous symmetry breaking of the conformal
invariance by Akdeniz.

Recently, the behaviours of two dimensional spinor type Thirring instantons has been
investigated in phase space. In this thesis, we have investigated dynamic characteristics
and evolution of Gursey instantons in phase space. We also compared the behaviours of
Gursey and Thirring instantons in phase space to understand instanton structure between
different quantum spinor number as well as dimensions. Finally we discussed the
nonlinear dynamics of Gursey instantons under quantum fluctuation and periodic
feedback.
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I. GIRIS

Ilerleyen bilim ve teknolojinin verdigi giicle, diinyaya hatta evrene egemen olmaya
calisan insanoglu, kendi yagsamini sonlandiran 6liime engel olamamaktadir. Yasamini
sonsuza dek siirdiirebilme fikri tarih boyunca bircok olguya ilham olmustur. Ornegin
ylzyillar boyunca simyagerler degersiz maddeleri altina g¢evirmenin yanisira hayati
sonsuza dek uzatacak &liimsiizliik iksirini bulmak i¢in ugrasmislardir. Oliimsiizliigiin ve
bilginin pesindeki insani yiicelterek anlatan Gilgamis Destanin’da 6liimsiizliigii arayan
Gilgamis, tek Oliimsiiz insan Utnapistim't bulup ondan bu gizi 6grenmek i¢in yola
diigmiistiir. Ruhun 6limsiizliigii Eflatun’un felsefesini olusturan bes 6énemli kuramindan
birini olusturur. Nietzsche ise yasayan insanlardan oliimsiizliige dayanmalarini istemistir..
Oysa hi¢ yok olmayip var olmaya devam edebilen Oliimsiiz bir seyden bahsetmek
gergekten miimkiindiir: Solitonlar. Sekillerini stirekli koruyarak, yasamlarini sonsuza dek
siirdiirebilme 6zelligine sahip, sonlu enerjili yerel dalga ¢ozlimleri solitonlar ile ifade

edilir [1,2]. Ornegin foton tipik bir soliton 6zelligi gosterir.

Tezde sekil ve hiz 6zelliklerini kaybetmeden yayilan ve herhangi bir ¢arpisma esnasinda
kendine has 0Ozelliklerini koruyabilen solitonlarin 6zel bir tipi olan instantonlarin
dinamigi iizerine calisilmistir. Uzay-zaman acilimina sahip, sifir enerjili ve sonlu eylemli
soliton tipi ¢éziimlere instantonlar adi verilir [2]. Teorik ve matematiksel fizikte dnemli
rol oynayan ve vakum durumuna tekabiil etmesinin yani sira uzay zaman acilimina da
sahip olan instantonlarin 6nemi tez boyunca vurgulanmaya calisiimis ve elde edilen
bulgular neticesinde instantonlarin tedirgeyerek spindr tipi parcaciklarin iiretimine yol

acabilecegi alternatif bir diisiince 6ne siiriilmiistiir.

Non-lineer diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢dziimlerinin neredeyse olanaksiz
olmasi ve faz uzaylariin non-lineer dinamik yap1 hakkinda bilgi vermesi nedeniyle; non-
lineer denklem coziimlerinin dinamigi ve evrimi hakkinda goriise sahip olmak i¢in,
nlimerik yontemlere ve bu yontemlerden elde edilen ¢ézlimlerin faz uzaylarina miiracaat
edilmektedir [3]. Tezde spindr tipi instantonlarin dinamik yapisi incelenirken non-lineer

dinamik analiz yontemlerine bagvurulmustur.



Bu tez ¢alismasi asagidaki sekilde planlandi;

Tezin Genel Kisimlar bolimiinde solitonlar, solitonlarin parcacik fizigindeki 6neminden
ve soliton tipi ¢oziimler olan instantonlardan bahsedilmis, soliton tipi ¢éziimlere sahip
bazi denklemlere Ornekler verilmistir. Yazilan non-lineer spindr alan denklemlerinin
parcaciklar1 yorumlamasindaki basarisinin ardindan, yeni non-lineer alan modelleri
olusturma cabalarina ve bunlarin tarihsel siirecine yine bu béliimde kisaca deginilmis ve

ve son olarak non-lineer dinamik ve kaos kismi1 verilmistir.

Duffing denklemi ve tezde calisilan spinor alanli modellerden biri olan Thirring non-
lineer spindr alan modeli tezin Malzeme ve Yéntem bolimiinde tanitilmistir. 2007°de
tamamlanmis yiiksek lisans tez calismamizin [4] da konusunu olusturan, Gilirsey
tarafindan onerilmis, dort boyutlu konform invariant, saf- spindr alanli Giirsey model de
tezimizin Malzeme ve Yontem kisminda tanitilmistir. Ayrica hem Duffing hem de
Giirsey ve Thirring non-lineer spindr alan denklemlerinin sabit noktalarinin (fix point)
bulunmasi, bu noktalar civarinda sistemlerin kararlilik analizinin inecelenmesi ve her bir

model i¢in ¢izilen faz uzaylar1 yine tezin malzeme ve yontem kisminda yer almaktadir.

Tezin 6zgiin kismimi olusturan Bulgular boliimiinde ise oncelikle Giirsey ve Thirring
instantonlarinin faz uzay1 davranislar karsilagtirilmistir. Ayrica bulgular kisminin énemli
bir boliimiinii teskil eden kuvantum tedirgeme ve periyodik besleme altinda Giirsey
instantonlarinin  faz uzayr davranislar1t incelenmistir. Giirsey instantonlar1 igin
bifiirkasyon diyagrami verilmis ve elde edilen diger bulgularla uyumlulugu
yorumlanmigtir. Ayn1 zamanda periyodik besleme altindaki Giirsey instantonlari i¢in de
bifiirkasyon diyagrami cizilmistir. Tezin bulgular kisminda son olarak periyodik besleme
altindaki Giirsey instantonlarinin zaman serileri ve Poincare kesitleri verilmistir. Bulgular
kisminda elde edilen tiim sonuclarin 6nemi ve fiziksel yorumu tezin Tartisma ve Sonug

kisminda verilmeye ¢alisilmistir.



II. GENEL KISIMLAR

2.1. Solitonlar

Soliton fiziginin baslangic tarihi, 1834 yilinda bir isko¢ deniz miihendisi olan John Scott
Russel’in Edinburgh yakininda bir su kanalinda, genis bir soliter dalga gozlemlemesine
uzanir. Ancak dalga yayilimindaki belirgin degisikleri tam olarak fark edemediginden 10
yil sliren uzun denemeler sonucu iinlii “dalgalar iizerine kayitlar” adli yaymnin1 1844°te
yayinladi. Calismalarinin yayilanmasindan kisa bir siire sonra, gozlemleri biiyiik bir ilgi
cekti ve bilimsel c¢evrelerde bazi durumlarin yeniden olusturulmasi zorunlulugu ortaya
cikti. Bu caligmalarin referansinda lineer olmayan dalgalar konusunda yeni caligmalar
yapilmaya baslandi. J.S.Russell’in gozlemlerini agiklamak icin tiiretilen ve dalgalarin s1g
bir su kanalinin ylizeyindeki dagilimimi agiklayan iinlii KdV denklemi iki Hollandali
matematik¢i Korteweg ve de Vries tarafindan 1895°de bulundu. KdV denklemi si1g su
dalgalarinin dikdortgen bir kanalda tek yonlii yayilimi i¢in soliton ¢oziimlerine izin verir.
Daha sonra fizik ve matematigin bircok probleminde pargacik 6zelligine de sahip soliton

dalgalar1 kesfedilmistir [1].

Integre edilebilir sistemler ¢alismasinda yiikselen bir goriis olan solitonlar, birgok fiziksel
uygulamalar1 tanimlayan pertiirbe edilemeyen sistemlerde anahtar paradigma olmustur.
Solitonlar basit¢e nokta pargacik gibi davranirlar ve zaman evrimleri, siradan diferansiyel
denklem olan hareket denklemleri ile tahmin edilebilir. Buna ragmen son yillarda giderek
solitonlarin i¢ serbestlik derecelerinin bir¢ok problemde cok Onemli rol oynadigi
anlasilmistir. Resonant soliton (solitary dalga) carpigsmalarin1 yonetmeleri, non-trivyal
soliton-impurity (giiriiltii) etkilesmelerine sebebiyet vermeleri, termal giiriiltii ile harekete
gecirilebildiklerinden fiziksel olarak solitonlarin i¢ modlara sahip olup olmadigina karar

vermek onemlidir [4]

Solitonlar, lineer olmayan dalgalardir. Bir soliton, lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemin soliter, hareketli dalga ¢6zlimii olarak diisiiniilebilir. Soliter dalgalar,

parcaciklar gibi davranirlar. Her biri yaklasik olarak sabit sekil ve hiza sahip hareketli



dalgadirlar. iki tane soliter dalga yakilastik¢a yavasca deforme olur ve sonugta tek bir
dalga paketinde birlesirler. Bu dalga paketi, bir siire sonra ¢arpismadan 6nce ayn sekil ve
hiza sahip iki soliter dalgaya ayrilir. Carpisma, hi¢ bir dalganin dalga formuna zarar
vermez. Carpigma aninda dalga genligi iki dalganin toplamindan daha kiiclik olur. Bu
lineer olmayan bir davramistir. Lineer olmama O6nemli bir rol oynar. Bircok olusum
denklemleri icin, soliter dalgalar elastik olmadan dagilir ve radyasyona bagli olarak enerji
kaybeder. Solitonlar i¢in boyle degildir. Tamamen lineer olmayan bir etkilesimden sonra
soliter dalgalar aym hiz ve sekille kimliklerini koruyarak dagilirlar. Kararlilik soliton
fiziginde onemli bir rol oynar. Model denklemlerinde, solitonlarin kararliligi, lineer
olmama ve dagilma arasindaki hassas dengeden kaynaklanir. Lineer olmama bir soliter
dalganin daha uzakta toplanmasina neden olur. Dagilma, bir yerde toplanmis dalganin
yayilma efektidir. Eger bu iki zit efektten biri kaybedilirse, solitonlar kararsiz hale gelir

ve sonugta yok olurlar [2,6].

Bu giine kadar Soliton dalgalarin ilerleyisleri ve etkilesimleri iizerine degisik birgok
caligma yapilmistir. Lineer olmayan alanlardaki calismalarda son zamanlarda biiyiik
gelismeler kaydedilmistir. Ozellikle lineer olmayan dalga yayilimiyla , fiber optik iletisim
sistemleri gibi yeni uygulamalarin baglatilmasi ve sivilarin dinamiginde ¢6ziilmemis bir

cok klasik uygulama alaninda yeni veriler elde edilmistir [1].

2.2. Parcacik Fiziginde Solitonlarin Onemi

Lagrange tipi alan teorilerinin klasik hareket denklemlerinin sonlu enerjili, kararli dalga
¢Oziimlerine soliton adini veriyoruz. Uygulamali matematikgiler tarafindan non-lineer
dalga denklemlerinin ¢éziimlerinde bulunan, ve daha sonraki yillarda kati hal fizigi ile
plazma fiziginin baz1 problemlerini agiklamada kullanilan solitonlarin parcacik fiziginde
anlamli ¢coziimler olabileceginin anlasilmasi 1960’ I1 yillara dayanir. Sonlu enerjili yerel
dalga coziimlerini ifade eden solitonlar, gerek yayilirken gerekse kendi aralarinda
ekilesmelerinden sonra yapilarini korurlar. Baska bir deyisle sekillerini siirekli koruyarak,
yasamlarini sonsuza dek siirdiirtirler. Kendi aralarinda etkilestiklerinde bilgi aligverisinde

(enerji aligverisi) bulunmazlar. Ornegin foton tipik bir soliton karakterindedir. Bu



ozelliklerinden dolayr kararli parcaciklar soliton c¢oziimleri ile ifade edilmeye
calistlmistir. Ote yandan solitonlarin parcaciklar fiziginin 6nemli bir ¢alisma alam

olmasini saglayan diger bir 6zelligi de topolojik goriintimleridir.[2]

Solitonlar1 topolojik klasik ¢oziimler adi altinda smiflandirabiliriz. Topolojik klasik

cOziimler genel olarak;

a) Sabit

b) Statik

c) Topolojik 6zelliklere sahip uzay ve zamana bagli (uzay ve zamanda agilan instanton ve

meron ¢Oziimleri)

olarak ii¢ kiimeye ayrilirlar.

Temel pargaciklar1 tanimlayan kuvantum teorileri olmalarina ragmen solitonlar klasik
alan denklemlerinin ¢oziimleridir. Solitonlarin kuantizasyonu denebilecek, verilen bir
alan teorisinin klasik soliton ¢oziimleri ile bu teorinin kuantalasmis versiyonunun
yayllmis parcacik durumu arasinda ki uyumun kurulma prosediirii 1974-75 yillan
boyunca bagimsiz olarak bir cok teorisyen tarafindan pek c¢ok teknik kullanilarak
gelistirildi. Bu metotlar yar1 klasik genislemenin genellestirilmesinin, non-rélativistik
kuvantum mekaniginde rélativistik alan teorisine gére olmasi; bdyle bir genellestirmeden,
klasik soliton ¢ozlimii ile birlikte sadece kuvantum soliton parcacik state (durumu) degil,
ayn1 zamanda soliton civarinda dalgalanmalar1 kuantize ederek uyarilmis statelerin
(durumlarin) tiim serileri benzetilebilir (¢agristirilabilir). Kuvantum soliton par¢aciginin
ozellikleri, kiitlesi veya sekil faktorleri, klasik solitonun karsi gelen 6zelliklerinden
baslayarak sistematik yar1 genislemede bulunabilir. Kuvantum dalgalanmalarinin
ultraviolet renormalizasyonu ve siirekli simetrilerle cagristirilan 0- mod problemleri gibi
onemli teknik zorluklar arastirild1 ve uygulandi. Bu gelismelerin yan dali olarak instanton

fizigi dogdu.



2.3. Soliton Coziimlii Baz1 Denklemler

Literatiirde soliton tipi ¢dziimlere sahip pek ¢cok denklem mevcuttur. Bu denklemlerin
ortak Ozellikleri enerjisini ve bi¢imini koruyan ¢oziimlere sahip olmasidir. Bunlardan

bazilar1 agagida verilmistir.
2.3.1. KdV

Soliton dalgas: ilk kez 1834 yilinda Isko¢ bilim adami ve miihendisi Scott Russell
tarafindan gozlenmisti [2]. Lakin Russell bu go6zlemlerini matematiksel olarak
yorumlayamamistir. Russell’in gézleminden 60 yil sonra iki Hollandali matematikci
Korteweg ve de Vries soliton dalgalarini ifade eden ve Isko¢ miihendis J.S.Russell’m

onceki gozlemlerine aciklik getiren asagidaki iinlii denklemi ortaya koydular.

Iy Jy %y
- L+ =0 2.1
ot ray ox ¥ ox’ @1)

Burada o sayisal bir ¢arpandir. ¢ — 13 / a degisimiyle a elenebileceginden , se¢cimi ¢ok

onemli degildir. Yaygin olarak o = 1,6 ve matematikgiler tarafindan da o = —6 olarak
secilir. KdV denklemi s1g su dalgalarinin dikdoértgen bir kanalda tek yonlii yayilimi igin
soliton ¢oziimlerine izin verir. Birinci mertebe zaman tiirevi ve li¢lincli mertebe uzay
tiirevi icermesi itibariyle , bir dalga denklem, gibi géziikmemektedir. Yine de sig su
dalgalarin1 gayet iyi tamimlar. Soliton ¢6ziimii miimkiindiir , clinki yayilim non-

lineerlikle dengelenebilir.
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Sekil 2.1. KdV Solitonlarinin Zamansal Evrimi

Su deposu deneyleri KdV esitliginin ve soliton ¢éziimlerinin gegerliligini dogrulamistir.
Gardner ve arkadaslar1 1960 yilinda KdV’nin uzaysal, periyodik ve niimerik ¢oziimlerini
momentumun ve enerjinin korunumu ile elde etmislerdir. Fakat denklemin ¢6ziimii i¢in
en Oonemli adim 1965 yilinda Zabusky ve Kruskal tarafindan atilmistir. Onlar bu solitary
dalganin baska bir solitary dalgasiyla carpistiginda degismeden kaldigin1 ortaya
cikardilar. Zabusky ve Kruskal’in calismalar1 tim non-lineer dalga modelleri

paradigmasinda yerini ald1.

Yiizeysel su dalgalarinin kesintisiz olarak yayilisini aciklayan ilk model olarak ortaya
atilan KdV  denklemi uygun yaklasikliklarla, plazmada iyon-akustik ve
manyetohidrodinamik dalgalar, tiipte donen akis, elastik ¢ubukta uzunlamasina yayilan
dalgalar, diisiik sicaklikli non-lineer kristallerde termal uyarilmis fonon paketleri gibi pek

cok farkli fiziksel problemde de karsimiza ¢ikar .



2.3.2. KP

KdV denkleminin iki boyutlu genellestirilmesi olan Kadomtsev-Petviashivili (KP)

denklemi,
(Wt + awa +1/}xxx) + 3¢yy = O (2'2)
ile verilir. Sekil 2.1’de KP denkleminin iki-soliton ¢6ziimiinii géstermektedir. Boyle bir

soliton konfigiirasyonu gercekten de Oregon’un okyanus kiyilarinda gozlenmis ve

fotograflanmistir.

X

Sekil 2.2. KP Denkleminin iki Soliton Céziimiiniin Cizimi

2.3.3. Sine Gordon

Sine-Gordon denklemi topolojik ve pargacik fiziginde uygulama alani olan solitonlar1
verir (KdV solitonlar1 non-topolojiktir, yani sonsuzdaki smir kosullar1 bosluktakiyle

topolojik agidan aynidir).



Yo=Y, = sing (2.3)

Sine-Gordon denklemi solitonlar1 kivrim (kink) big¢imlidir ve degismeden yayilirlar.
Bdyle bir solitona 1yi bir 6rnek bir ferromanyetteki iki manyetik bolge arasindaki Bloch

duvaridir.

Uzay-zamansal dis kuvvetlerle pertiirbe edilmis Sine-Gordon solitonlarinin dinamiginde
bazi kosullar saglandiginda; homojen olmayan, uzaya bagh dis kuvvet varliginda sine-
Gordon solitonlariin i¢ modlarmin varhi@i kanitlanmistir: periyodik zamana baglh
kuvvetler soliton salinim genisligine destek olabilir. Bazi durumlarda i¢ mod karasiz
olabiliyor bu da solitonun anti-soliton ve iki solitona bozunmasina neden oluyor. Genel
olarak uzay-zaman kuvvetleri varliginda soliton formsuz (kati olmayan) nesne gibi
davranir. Soliton, homojen olmayan diizende hareket ederken genisligi korunmus
salimimlar gosterebilir. Soliton - anti-soliton g¢arpismalart gibi i¢ modlarin 6nemli rol

oynadig1 fenomenler vardir.

Pargacik ve yogun madde fiziginde Sine-Gordon solitonlarinin 6énemli uygulamalari
vardir. Kat1 hal fiziginde ferromagnetlerde egemenlik duvarini, kristallerde yiik yogunluk

dalgalarinda ¢ikigi, uzun Josephson baglanti ve tasima yollarinda fluxonst (akinti)
tanimlar. Genel olarak integre edilemeyen soliton denklemi (¢* denklemi ve sine-Gordon

gibi) bircok fonemada ¢ok 6nemli olan i¢ serbestlik derecesine sahip olabilir. Asir1 kisa
optik atimlarin yayilimi, temel parcaciklarin birlesik kurami iizerine yapilan calismalar

Sine-Gordon esitliginin karsimiza ¢ikti§1 durumlardan bazilaridir.

2.3.4. Klein Gordon

Eger siny =y lineer yaklastirmasi yapilirsa ,

l/’xx _z/jtt =y (24)



Klein-Gordon denklemi elde edilir. Klein-Gordon esitligi dagiticidir ve bdylece Sine-
Gordon esitligindeki sin y terimi hem dagiticilik hem de non-lineerlik igererek soliton
¢Ozlimlerine izin verir.

2.3.5. Kiitleli Giirsey Spinor Dalga Denklemi

Feza Giirsey tarafindan 1956 yilinda oOnerilen spindr alan denklemi konformal
invaryanthi§a sahip ilk non-lineer spindr dalga denklemidir [7]. Baglanti sabitinin belli
degerleri i¢in denkleme kiitle teriminin eklenmesiyle soliton tipi ¢oziimler bulunmustur
[8]. Giirsey spindr denkleminin genisletilmis formunun soliton ¢oziimleri [9] ve Wu-

Yang tipi monopole ¢oziimleri bulunmustur.

Kiitleli Giirsey Spinér Dalga Denkleminin Lagrange fonksiyonu

L=y(iy,d,y)+g@y)’ —mayrp) (2.5)

seklindedir. Buradan hareket denklemi

(i7,0 ) = —%g@zﬂ)l” s mp 2.6)

olarak elde edilir. Denklemin soliton ¢6zlimlerini bulmak i¢in asagida verilen soler 6n

¢Oziim yerine konuldugunda

1
g(r)( 0) |
Y= e (2.7)

ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda
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f'(r>+§f(r)+(m—w)g(r)—ga(gz(r)—fz(r)rgm -0

A 1 (2.8)
g'(r)+(m+w)f(r)- Ea(gz(l’) - 7)) f(r)=0
denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemini boyutsuzlastirmak i¢in r = P olmak
m+w
lzere;
3 3
2 2
m+w m+w d dg . . . :
£ Fp). 8= |2 Gy, 1) =L ve gir) =% domiisimer
4 4 dr dr
—a —a
3 3
uygulanarak ve v = M~ W alinarak
m+w

o)+ zf (p)+vg(p)-(&* ()~ [*(0))* g(p) =0
P (2.9)

g()+ f(P) - (& () - (p)* f(p)=0

boyutsuz denklem sistemi elde edilir. f(r) ve g(r) fonksiyonlarinin, r nin biiylik degerleri
icin exponansiyel olarak azalmast m f |w| kosulu saglanmasi nedeniyle pozitif frekanslar

3
icin 0 p v p 1olmahdir. Denklemler F =0 ve G =wv? de trivyal ¢oziimlere sahiptir. Non-

trivyal soliton tipi ¢ozlimler niimerik yontemlerle elde edilir. Yakin tarihlerde yapilan bir
tezde, m ve w nin farkli degerleri i¢in bulunan Giirsey solitonlarinin uzaysal davranislari

ve faz diyagramlar1 incelenmistir [10].
2.3.6. Boussinesq
KdV modelinde oldugu gibi esitlikler integre edilebilirse ters dagilim doniisiimii (Inverse

Scattering Transform) solitary dalgalarinin ¢oztimleri ve o6zelliklerinin analitik

aciklamalari igin biiyiik fayda saglar (Toland, 1981). Iki yonlii yayilim1 agiklamak isteyen
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sistemler i¢in ise durum farklidir. 1871 de Boussinesq’un caligmalar1 bu dogrultuda

olmustur.

Tek boyutlu Boussinesq denklemi ilk olarak sig su dalgalarinin tanimlanmasi igin

tiretilmigtir. ¢ ylizey yerdegisimi olmak tizere,

Py Sy @) oy
x> ot ox> ox* (2.10)

denklemi ile verilir. Eger non-lineer (ii¢lincii) terim olmaz ise, Boussinesq denklemi
yapisal olarak, titresen bir kablo (sert ve biikiilmez tel) hareketi denkleminin aynisi olur.

Eger kablo esitligine 3 =~exp[i(kx—wt)] gibi bir dizlem dalga ¢6ziimi Onerilirse,

dagilim bagmtist k* -k*+@* =0 bulunur. Faz hizi v=o/k(®) frekansa baghdir. Bu
ylizden kablo denklemi dagilim gosterir. Eger non-lineer terim geri konulursa, dagilim ve

non-lineerligin birbirini dengelemesi dolayisiyla soliton ¢oziimleri olasiligina izin verilir.
2.4. Non-lineer Spindr Dalga Denklemleri

1926 yilinda Schrédinger’in, Bohr tarafindan kesfedilen bir atomdaki elektronlarin acayip
davraniglarinin de Broglie dalga teorisini kesin matematiksel denklemlere doniistiirmiis
olmasi, yani kii¢iik cisimlerin davranisinin non-lineer kuvantum dalga denklemleri ile
belirlenebileceginin anlagilmasi ve 1930’ lu yillarda Dirac tarfindan yazilan spinor alanl
non-lineer dalga denklemi ¢o6ziimlerinin (gene Dirac tarafindan bulunan) elektron ve
anti-elektron yorumlamasindaki basarisi, teorik fizikgileri yeni non-lineer alan
denklemleri yazmaya ve bu denklemlerin fiziksel dalga ¢oziimlerini aramaya tesvik etti.
Ozellikle 1950° 1i yillarda kesfedilen parcacik sayisindaki hizli artisin da etkisiyle,
teorik fizikte her temel parcacigi bir denklemle ifade etme ¢alismalar1 daha da cazibeli
hale geldi. Fakat her parcaciga bir denklem fikrinin, 6zellikle pargaciklarin kuvantum
sayilarinda karigikliklara yol agacagi da agikti. Born ve Heisenberg bunun tek bir birlesik
denklem yazmakla agilabilece§ini 6ne siirdiiler. Bu fizikc¢ilere gore, tim parcaciklarin

insasina olanak verecek bir alan modeli non-lineer yapida ve fermiyon 6zelligi olan bir
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dalga denklemi olmaliydi. Tiim parcaciklar da bu denklemin ¢6zlimiinii veren fermionsal
pargaciklardan olusmaliydi. Ozellikle 1950 li yillarda Heisenberg ve dgrencileri bu tip
bir alan modeli yazmak i¢in biiyiik ¢abalarda bulundular. Heisenberg ve 6grencileri Dirac
denklemine benzeyen, kiitle terimine ek olarak fermiyonlarin diger parcaciklari
olusturabilmesi i¢in; kendi aralarinda biitiinlesmeleri ifade eden terimi de iceren modeller
gelistirdiler. Heisenberg’ in bu ¢alismalarindan ve c¢abalarindan etkilenen bir ¢ok teorik
fizik¢i de benzer spindr alanli modeller gelistirdi. 1954 yilinda iki teorik fizik¢i, Yang ve
Mills ¢ok oOnceleri matematikciler tarafindan {izerinde caligmalar yapilmis Abelyen
olmayan Lie gruplarinin siiflandirilmasini bu tip non-lineer alan modellerine uyguladilar
[11]. Geometrik olmayan simetrileri de kapsayan (global ayar) ve alanlarin dinamik
yapilagsmasin1 da verebilecek yerel ayar (local gauge) simetrisine sahip spinli alanlari
iceren model gelistirdiler. Hizlandiricilarin gelismesiyle bulunan yeni deney sonuglari
Heisenberg’ in bu riiyasina son verdi. Fakat konformal simetrilere sahip spindr alanl

non-lineer modeller spinli parcaciklar olan kuarklarin kesfi ile tekrar 6nem kazandilar [6].

2.5. Soliton Tipi Coziim Olan Instantonlar ve Onemi

Instantonlar uzay-zaman acilimma sahip, sifir enerjili ve sonlu eylemli soliton tipi
coziimlerdir. Bu nedenle bunlara teorik fizik ve matematiksel fizikte onemli yerler
verilmistir. Oklidyen uzay-zaman iizerinde klasik alan teorilerinin hareket denklemleri
icin bir ¢oziimdiir. Kuantum karakteri tasirlar, bu nedenle kuarklarin vakum durumu
olarak yorumlanmigslardir ve sifir enerjileriyle vakumlar arasi gecisi verdiklerinden
kuarklarin birlikte dolasmalarin1 (her zaman ikili ya da ig¢li bir yasantinin igine
hapsedilmis olmalarini) agiklamada 6nem kazanmistir. Klasik diizeyde instantonlar,
zamandan bagimsiz alan denklemlerinin statik soliton ¢oziimleri formundan ¢ok farkli
degildir. Cogu durumlarda, D boyutta modelin instantonu, D+1 boyutta ayn1 modelin
statik solitonuyla aynidir. Buna ragmen karsi gelen kuvantum alan teorisine

instantonlarin etkileri solitonlardan ¢ok farklidir [2].

Solitonlar yayilmis pargacik durumuna, instantonlar ise vakum durum yapisini

miikemmel sekilde etkileyen tiinelleme etkilerine neden olurlar. Vakum durumu
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kuvantum alan teorisinde 6nemli rol oynar. Herhangi bir degisikligi teorinin diger pek
cok ozelligini etkiler. Ornegin: iki boyutlu abelyen Higgs modelde, instantonlarin
yuklerin hapsolmasina yol a¢masindan kaynaklanan vakum tiinelleme Standart
Pertiirbasyon teorisince agiklanamamisti. QCD’ te kuark hapsolma mekanizmasinin
arandigr yerde instantonlarin materyallesmemis hapsolmaya yol acabilecegi bir
beklentidir. O modelde instantonlar i¢-kuark kuvvetlerine 6nemli katkida bulunurlar.
Kuvantum teorilerinde soliton ve instantonlara dayanan sonuclarin ¢ogu yar1 klasik WKB
metodu ile bulunur. Soliton ve instanton tarafindan paylasilan iki 6zellik kuvantum

etkilerini ilging kilar.

1) Cogu soliton ve instanton c¢oziimleri pertiirbatif degildir. Alan denklemlerinin karsi
gelen lineer kismin ¢éziimlerinden baslayarak ve non-lineer terimlere pertiirbatif olarak
uygulayarak elde edilmezler. Klasik ¢éziimler kendileri non-pertiirbatiftir, kendilerinden

bulunan kuvantum etkiler de non-pertiirbatif olmaya meyillidirler.

2) Soliton ve instantonlar uzaysal sonsuzluktaki davraniglarina goére bazi topolojik
indekslerle karakterize edilirler. Solitonlar icin bu indeks korunan niceliktir ve
kuantalagsmis teoride soliton durumu karakterize eden korunumlu kuvantum sayisidir.
Boyle topolojik kuvantum sayilari, Lagrangiyenin siirekli simetrileri ile cagristirilan
benzer Neother yiiklerinden kdken olarak c¢ok farklidir. Instanton durumunda sifirdan
farkli topolojik indekslerin varligi, vakum agis1 0 ile karakterize edilen vakum durumlari
ailesine Onciiliik eder. Kuvantum teorilerinde soliton ve instantonlara dayanan sonuglarin
cogu yar1 klasik WKB metodu ile bulunur. Soliton ve instanton fiziginde ayni sey non-
trivyal, non-pertiirbatif klasik ¢oziimler etrafinda yapilirken, dalgalanmalar trivyal klasik
coziimler etrafinda kuantize edildigi yerde Standart Pertlirbasyon teorisi yari klasik
metodun 6zel durumu olarak goriiliir. Soliton ve instanton etkilerini hesaplarken bazi

sinirlamalarla karsilasilir:
1) Yan klasik metod, soliton ve instantonlar1 yararlh kilsa da uygun kii¢iik non-lineer

baglant1 parametresi ile birlikte zayif baglanti sart1 gerekir. Sonuglar parametrede non-

pertiirbatif olsa da bu gereksinmedir. Bazi durumlarda yar1 klasik WKB sonuglari
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baglant1 biiyiik olsa da dogru cevap veya iyi niimerik yaklasiklikla sonuglanir ama bu

metodun genel 6zelligi degildir.

i1) Metod ilk basta agik¢a bazi non-trivyal klasik ¢oziimler gerektirir. Herhangi bir model
icin yerellesmis tekil olmayan klasik ¢éziimler kararlilik karakteristikleriyle hem analitik

formda veya dogru yaklasiklikla var ve hazir olmalidir.

Bu gereklilikler, fizikleri QCD tarafindan yonetildigine inanilan soliton ve instantonlarin
dogada olan gergek hadron parcaciklarimi tanimlamaktaki yararliligini sinirliyor. QCD,
SU(3) ayar teorisidir, ayar bozonlar fermiyonik kuarklarla ¢ifttir. Fermiyon varlig
durumunda yar1 klasik genislemenin kurulmasi i¢in bir yol; Fermi alaninin ihmal edildigi
klasik ¢6ziimle baslaylp, QCD i¢in self-coupled ayar alan sisteminin ¢dziimleri
bulunabilir. (3+1) boyutlu saf ayar alan teorisinin soliton c¢6ziimleri olmadigi
gosterilmistir. Diger yol ise fermiyonik serbestlik derecesi iizerinden integral alip ayar
alanlar i¢in daha karigik etkin eylem bulunur. Bu etkin harekete karsi gelen hicbir tam
soliton ¢oziimii bulunamamaistir. Hadronlar1 tanimlarken tek miikemmel soliton kullanimi
yant klasik siirecteki diger degisimden gelir. Klasik terimi, spin 12 alani i¢in c-sayisi
Dirac dalga fonksiyonu ile degistir anlamina gelen burada c¢itflesmis bozon-fermiyon alan
denklemlerinin klasik ¢oziimleri ile baslanir. Burada da (3+1) boyutlu QCD i¢in klasik
¢oziimler mevcut degildir ama yaklasik ¢oziimler hadronlar1 tanimlamada basarilidir.

Boyle hesaplara “bag” (torba) modeli denir.

Klasik instanton ¢oziimleri tam analitik formda self-coupled Yang-Mills sistemi i¢in
QCD te mevcuttur. Bu instantonlarin kuvantum etkileri hesaplandiginda zayif baglanma
sart1 giicliiklerle karsilasir. QCD instantonlar1 0’dan o’ a degerler alan 6l¢ek parametresi
tasirlar. Instantonlarin etkisini hesaplamak icin hacimleri iizerinden integre edilmesi
gerekir. Normlanmis durumda etkin ayar baglant1 sabiti mesafe 6l¢egiyle degisir. Sonug
olarak biiyiik instantonlarin davranisi, yar1 klasik metodun zayif baglanma gerekliligini
ihlal ederek biiyiik baglanti sabiti gerektirecek. Bunlar yar1 klasik metodun dogru
olmadigimi séylemez ama QCD bu tahminleri tam olarak saglamaz. Diger c¢esit teorik

alan modelleri i¢in gereksinilen klasik ¢Oziimler vardir ve zayif baglanma sarti da
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devamli olabilir. Bu durumlarda yar1 klasik metot 6nemli non- pertiirbatif sonuglar verir.
Soliton ve instantonlarin etkileri kuvantum alan sistemlerinin komplekslilik (karmasiklik)
ve yap1 zenginligi anlayisimizi genisletir. (QCD durumunda, vakum durumlarinin ve ayar

doniisiimlerinin homotopy siniflandirmasina gore yararl bilgiler ortaya ¢ikmistir) [10].

1970’ li yillarin sonuna dogru Yang-Mills teorilerinde instanton tipi ¢oziimler bulunmasi
ve bu ¢oziimlerin uzay-zamana bagli olmalar1 yaninda, vakum 6zellikleri gdstermeleri
parcacik fizik¢ilerin biiyiik bir ilgisini ¢ekti [6]. Bu ilgi cesitli skaler alan modellerinde
instanton ¢dziimlerinin bulunmasi ile kendini gosterdi. Ornegin Alfaro, Fubini ve Furlan
Sigma Modelinde instanton ¢oziimleri buldu [12]. Bu gelismelere paralel olarak Akdeniz
ve Smailagic spindr tipi instanton ¢dzlimleri bulmak i¢in, iki boyutlu saf fermiyonsal ve
konformal simetriye sahip olan kiitlesiz Thirring Modeli [13] iizerinde bir labaratuar
model olarak calismalar yaptilar ve bu modelde konformal simetrinin kirilmasi ile

fermiyon tipi instanton ve meron tipi ¢oziimleri buldular [14].

2.6. Sirfi Spinor Tipi Alan Teorilerine Kisa Bir Tarihsel Bakis

Dogadaki gravitasyon disindaki etkilesimlerin ayar teorilerinin gelistirilmesi, bu
teorilerde simetrinin kendiliginden kirilmasinin anlasilmasi, zayif etkilesmelerdeki ara
bozonlarin hizlandiricilarda bulunmasi, ayar teorilerinin dinamik o6zelliklerinin ara
parcacik alis verisi, bu alis veriste ortaya cikan bozukluklarin giderilerek Feymann
diyagramlariyla ifade edilebilmesi, siiper simetri kavrami ve birlesik alan teorileri gibi
devrimci goriigler ve buluslar son elli yil i¢inde gerceklesmistir. Parcacik fiziginin
standart modeli diyebilecegimiz bu olusumlar kiimesi kozmolojide de Onemli
gelismelerin Oniinli agmustir. Standart model 6tesi yapilan teorik ¢aligmalar, kiitle cekimli
sicim teorileri, yiiksek boyutlu modeller iizerine yapilan ¢aligmalar ise halen devam

etmektedir.
Pargacik fizigindeki bu hizli gelismeler, modellerle ortaya c¢ikan non-lineer alan

denklemlerin genis simetrili fiziksel ¢Ozlimlerinin yeni teknikler gelistirilerek

bulunmasini ve bu ¢oziimlerin fiziksel 6zelliklerinin ve yerinin tartisilmasini hep yaninda
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tasimistir. Tezde sirfi spindr alanl iki model olan Thirring ve Giirsey model incelenmis,
ozellikle Giirsey Model iizerinde durulmustur. 1956 yilinda Feza Giirsey tarafindan
onerilen Giirsey non-lineer spinor dalga denklemi [7, 16, 17] Heisenberg’ in riiyasini [18]
gerceklestirmek maksadiyla diisiiniilmiis, konformal simetriye sahip ilk non-lineer spinér
dalga denklemidir. Bu 6zelliklerinden dolay1, Giirsey non-lineer spindr dalga denklemi
(GSM), Dirac denklemi ve Heisenberg ve arkadaslarinin 6nerdigi denklemlere gére daha
genis dinamik bir simetriye sahiptir. Ayrica fermiyonlar disindaki diger spinli

parcaciklarin yapilagmasina da agiktir.
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2.7. Non-lineer Dinamik ve Kaos

Ozellikleri belli kurallara uygun olarak zamanla degisiklik gdsteren sistemlere dinamik

sistemler denir. Dinamigin tarihi ile ilgili 6zet bilgilerin yer aldigi bir tablo asagida

verilmistir [19].

Tablo 2.1. Dinamik - Tarihsel Bir Bakis

Hesabin (Analizin) icad1 ve Gezegen hareketinin

1666 Newton
acgiklanmasi
1700°ler Analizin gelisimi ve Klasik Mekanik
1800’ler Gezegen hareketi lizerine analitik ¢alismalar
1890’lar Pioncare Geometriksel yaklasim, Kaosun filizlenmesi
1920-1950 Fl.Zlkt"e ve mithendislikte lineer leayan
osilatorler, radyo, radar ve lazerin icadi
Birkhoff
Kolmogorov Hamiltonyen mekanikte karmasik (kompleks)
1920-1960 )
Arnol’d davranig
Moser
1963 Lorenz Kor;yekmyonun basit bir modelindeki acayip
cekici
1970’ler Ruelle&Takens Tiirbiilans ve kaos
May Lojistik haritadaki (map) kaos
. Evrensellik ve renormalizasyon, kaos ve faz
Feigenbaum S S
gecisleri arasindaki baglanti
Kaosun deneysel caligmalari
Winfree Biyolojide lineer olmayan osilatorler
Mandelbrot Fraktallar
1980°ler Kaos, fraktallar, osilatorler ve uygulamalarina

yaygin ilgi




Zamanim slirekli oldugu durumlarda dinamik bir sistemi adi diferansiyel denklem
sistemleri ile ifade edebiliriz. Dinamik bir sistemin evrimlesmesi sirasinda tabi oldugu
kurallarin non-lineer yapida olmasi oldukc¢a onemlidir. Biliyoruz ki lineer yapidaki
modeller doganin yapis1 hakkinda sinirli bilgiler verebilir. Doganin gercek yapist non-

lineer 6zelliklere uygundur.

Non-lineer diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢oziimii ¢ogunlukla olanaksizdir.
Non-lineer denklemlerin tam ¢dzlimlerinin olmamasi, faz diyagramlar1 ve cekicilerin
non-lineer dinamik yap1 hakkinda bilgi vermesi nedeniyle; non-lineer denklem
coziimlerinin dinamigi ve evrimi hakkinda goriise sahip olmak i¢in, niimerik yontemlere
ve bu yontemlerden elde edilen ¢oziimlerin faz uzaylarina miiracaat edilmektedir. Faz
uzayini sistemimin degiskenleri insa eder. Sistemimin her bir durumunu sisteme ait faz
uzayinda bir nokta ile temsil ederiz. Sistem zamanla evrimlesirken, sistemi faz uzayinda
temsil eden noktalar bir egri belirler. Bu egriye faz egrisi (trajectory) denir. Faz uzayinda
bulunan her nokta sistem i¢in bir baslangic kosulu olarak alinabilir. Boyle olunca da
sistemin faz egrileri faz uzayini doldurur. Verilen bir faz egrisi iizerinde bulunan faz
uzay1 noktalarinin toplulugu ise yoriinge (orbit) olarak bilinir. Degisik faz noktalarindan
baglayan ve sistemin karakteristik davraniglarin1 yansitan faz yoriingelerinin toplulugu
sistemin faz portresi olarak isimlendirilmektedir. Nonlineer bir dinamik sistem i¢in faz
yoriingelerinin analitik olarak elde edilmesi ¢ogunlukla s6z konusu olmadigina gore, faz
portresinin dogrudan sistemin degiskenlerinin 6zelliklerinden elde edilmesine caligilir.
Faz portrelerinin ¢izilmesinde farkli 6zelliklerdeki denge noktalari, periyodik faz
yoriingeleri ve bunlarin kararli/kararsiz manifoldlar1 6nemli rol oynar. Faz portresi bize
biitin olarak faz uzaymin yapisi hakkinda bilgi verir. Faz portreleri f(x )=0 ile
tanimlanan x sabit noktalari (fix point) ¢ecevesinde insa edilir ve bunlar denge
coziimlerini temsil eder. Bu c¢oziimlerin kararliligi yani kiicliik bir pertiirbasyon
sonucunda durumlarini koruyup koruyamadiklar1 6nemlidir. Bu ¢6zlimlerin kararlilig1 faz

egrilerinin bunlarin yakin civarlarindaki davranisi ile ilgilidir [20].
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Sistemin kontrol paremetrelerinin de§isimine bagl olarak davranigin1 degistirip baska bir
uzun zaman davranis1 gostermesine bifiirkasyon (bifurcation) denir. Non-lineer
sistemlerin analizinde sistemin davranigimi bir biflirkasyon noktasi civarinda taklit eden
basit diferansiyel denklem sistemi bulunur. Bifiirkasyonlar degisik cesitleri vardir (
Saddle-Node Bifiirkasyon, Transkritik Bifiirkasyon, Pitchfork Bifiirkasyon, Hopf
Bifiirkasyon..).

Bir sistemin faz egrileri ¢cok karmasik bir goriiniim alabilir. Bu durumda sistemin
davranis1 hakkinda konusabilmek igin, sistemin davranisinin karakteristik ozellikleri
yansitilmaya devam edilecek sekilde, yalinlagtirilmalarin yapilmasi yoluna gidilir.
Sistemde periyodik bir dis etki yoksa faz yoriingesinin, dogruya/diizleme teget
olmamasina dikkat edilerek, belli bir dogruyu veya bir diizlemi hep ayni yone dogru
gecerken kestigi noktalar goz Oniline alinir. Bu noktalarin tiimiine faz yoriingesinin

Poincaré kesiti denir[20].

Deney sonucu veya iterasyon yapilarak veya herhangi bir yolla elde edilen ve herhangi
bir dinamik sistemin davranisim1 karakterize eden sayilar sistemin zaman serisi olarak
isimlendirilir. Bunlar sistemi belirlemede kullandigimiz degiskenlerin alabildigi
degerlerdir. Zaman serisinin degisimini bu sayilarin zamana veya iterasyon adimina gore
grafigini ¢izerek gorebiliriz. S6z konusu degisim herhangi bir diizene gore olmuyor,
tamamen rastgele diizensiz bir bi¢imde oluyorsa sistemin bu sayilarla belirlenen davranisi
kaos gosterebilir. Zaman serisinde ¢ok biiyilik sayida sayisal deger vardir. Bu yiizden
zaman serisinin i¢inde herhangi bir diizen barindirip barindirmadigini yukarida séziinii
ettigimiz grafige bakarak anlamak kolay degildir. Zaman serisinin i¢indeki diizenin, eger
varsa, varligini anlamak igin sistemin otokorelasyon katsayisi adi verilen boyutsuz bir

biiyiikliik tanimlanir[20].

Kaos, deterministik bir dinamik sistemin, baslangi¢ kosullarina asir1 duyarlilik gésteren
ve genlik,periyot gibi fiziksel parametrelerin zaman i¢indeki gelisimi kestirilmeyen sonlu
ve rastgele davranislart olarak tanimlanir. Deterministik olmayan ve dis etkilerin rastgele
oldugu sistemler ise stokastik sistemlerdir. Kaotik davranis, bir sistemde dogan periyodik

olmayan, kestirilmeyen ve baslangi¢c sartlarina hassas bagimlilik gosteren davranistir.

20



Kaos teorisine gore, varliklarin ve yasalarin basit, tahmin edilebilir bir kiimesi; karmasik
ve kestirilmeyen bir sonuca sahip olablir. Cok kiiciik degisimlerin daha biiyiik
degisimlere yol agmasi kaosun onemli bir 6zelligidir. Bunu o6rnekleri; hava durumu,
borsa, damlayn bir musluk ya da bazen de insane kalbinin atis1 olmak iizere kaos bir¢ok

yerde karsimiza gikar.

Kaosun gerisindeki mekanizmalarin anlasilmasi, yalmizca suda yiizen bir yapragin
davranisi, diizensiz kalp atiglar1 ve damlayan bir muslukta degil; evrenin kiiclik ve bliyiik
Olcekte pek cok goriiniimiinii anlamamiza da yardimci olacaktir. Bu 6zelligi nedeniyle
kaos teorisi biitiin bilim dallarinda yerini almistir. Kaosun giizel 6rneklerini matematikte
bulmak miimkiindiir. Goriiniiste ¢ok basit problemlerin ¢oziimii son derece karmasik
davraniglar ortaya koymaktadir. Basit olmasma ragmen lineer olmayan bu tiir
problemlerin ¢Oziimii ancak bilgisayarlarin devreye girmesiyle kolaylasmistir. Bu
nedenle kaos, bilgisayar ¢caginin bilimi olarak adlandirilabilir. Tiim non-lineer problemler

kaotik degildir ama tiim kaotik problemler non-lineerdir [21].

Tamamen determinist ve tamamen rasgele bir siirecin ayni yerde bulundugu sistem
kompleks (karmasik) sistemdir. Karmagikligin biiylik bir nedeni belirsizliktir. Bu iddia
daha karmagik bir sistemin tanimi daha detayli olmalidir varsayimina dayanir. Daha fazla
degisken igerdigi anlamina gelir ve hepsinin birden bilinemeyebilecegi anlamina gelir; bu
yuzden bilgi eksiktir ve belirsizlik vardir. Karmasiklik sistemin i¢ ozelligi degildir.
Karmagik sistemler dengede degildir. Karmasik problemler degismez bir sekilde non-
lineerlik igerir: non-lineer olaylar diizenli yada diizensiz olabilirler. Basit denklemler ¢cok
karisik dinamik sergileyebilir. Basit seyler ¢cok sarilmis helisel goriinebiliyorsa, gercek
durumlarin neden bu kadar karmasik oldugunu anlamak miimkiindiir. Karmagiklik

kendini su sekilde ifade etmektedir [21]:

1) Karmasiklik dogal ve insan yapimi sistemlerde ve sosyal yapilarda olabilir.
2) Karmasik dinamik sistemler ¢ok biiyiik, cok kiigiik yada her ikisi olabilir.
3) Fiziksel sekli diizenli veya diizensiz olabilir.

4) Enerji korunumlu veya dagitici sistemlerde olabilir.
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5) Sistem, ne tamamen deterministtir nede tamamen siradandir. (Ikisi de ayni anda
olabilir).

6) Sistemde olan olaylarin sebep ve etkileri orantil1 degildir

7) Bu sistemlerin farkli kisimlar1 zincirlenmisler ve birbirini sinerjik sekilde
etkilerler.

8) Pozitif veya negatif geri itilim vardir.

9) Karmasiklik diizeyi; sistemin karakterine, cevresine ve aralarindaki dogal
etkilesmeye baghdir.

10) Karmagik sistemler agiktir yani; ¢evresindekilerle madde, enerji ve bilgi aligverisi
yaparlar.

11) Tersinmez (tersine ¢evrilmez) siirecler olmaya meyillidir.

12) Dengede degil dinamiktir. Hedefe degil, seyahate benzerler ve hareket eden
hedefi izleyebilirler.

13) Cogu karmasik sistemler iyi hareketli degildir ve sik sik ani degisiklikler
gecirirler bu da fonksiyonel iligkilerin onlarin farklarinin alinmadigini gosterir.

14) Paradokslar, hizli ve yavas olaylar, diizenli ve diizensiz formlar, organik ve

inorganik yapilar mevcuttur.

Biitiin karmasik sistemler kaotik degildir. Karmasik sistemin dinamigi degisebilir.
Dinamik kararhilik durumuna gore: sabit, gecici yada kaotik olabilir. Non-lineer,
dengesiz, determinist, dinamik olan, baslangi¢c kosullarina duyarli, garip ¢ekicilere ve
pozitif Lyapunov katsayilarina sahip sisteme kaotiktir denir [21]. Kaosun ortaya ¢ikmasi
icin lineer olmayan denklemlerin faz yoriingelerinin baslangic kosullarina duyarli baglilik
gosterme Ozelliklerinin yaninda bir de sonlu bir faz hacminin i¢inde kalma 6zelliklerinin
bulunmasi gerekir. Baslangi¢ kosullarina duyarl baglilik 6zelligi nedeniyle asir1 yakin iki
noktadan baglayan iki faz yoriingesi belli bir yerden sonra birbirinden {istel olarak
uzaklasacaktir. Bu da bu iki egrinin hizla uzamasi ile olur. Egriler uzamasalar birbirinden
hizla uzaklagamazlardi. Bu durumda sonlu faz hacminin iginde kalmalar1 icin geri
donmekten, yani geldikleri noktalara yakin noktalar1 izlemekten bagka yapacaklar1 birsey
yoktur.  Burada, deterministlik nedeniyle, bir faz ydriingesinin kendi kendisini

kesmesinin ve farkli iki faz yoriingesinin birbirini kesmesinin s6z konusu olmadigini

22



unutmamak gerekir. Bu kosullar altinda faz ydriingeleri sonlu faz bdlgesi igine sistemin
non-lineerliginin izin verdigi sekilde yerleseceklerdir. Bdylece olusacak yumagin
icyapisinin nasil olacagi kestirilemez. Faz noktalar1 sistemin durumlarini temsil ettigine
gore beklenmedik durumlar da birbirini izleyebilecektir. Faz egrisinin uzamasi gerilme
(stretching) ve sonlu faz hacminin ig¢inde geri donmesi de katlanma (folding) olarak

bilinir [20].

Cekicinin varligi nedeniyle kaostaki diizensizlik rastgele bir diizensizlik degildir.
Cekicicin varligi sistemin uzun siireli davraniglarini temsil eden faz yoriingelerinin diisiik
boyutlu faz alt-uzaylar {izerine kilitlenmesi demektir. En genel halde {i¢ tiir ¢ekiciden
bahsedilebilir: nokta cekiciler, periyodik cekiciler ve garip cekiciler. Eger cekiciler
fraktal yapidaysa bunlara garip ¢ekiciler adi verilir. Fraktal yapidaki bir olusumun yapisi
Olcekten bagimsizdir. Yani s6z konusu olusumun iginde aymi bir motifin her 6l¢ekteki
benzerleri yer almaktadir. Kaos kuraminin kurucularindan olan Mandelbrot, geometride
kullandigimiz diizenli bigimlerin gercek diinya ile geliskisini vurgulayarak 1960’ larda

kaos manzarasinin geometrisi olan fraktalleri kesfetmistir.

Bir sistemin kaotik olmas1 i¢in [19,21];

e Sistem non-lineer, zaman serileri diizensiz olmali.

e Sistemin davranisi baslangi¢ sartlarina duyarli olmali.

e Sistemin garip cekicisi olmali; genelde bu fraktal boyuta sahip olacagi
anlamina gelir.

e Lypanov katsayilar pozitif olmalidir.

e Dagitici sistemlerde Kolmogrov entropisi pozitif olmalidir.
Daha 6ncede bahsettigimiz gibi lineer yapida olan teori ve modeler doganin yapisina tam

olarak uygun degildir. Doga non-lineer yapidadir. Dolayistyla doganin gercek yapisini

anlama ve incelemede non-lineer yapidaki teori ve modeller biiyiik 6nem tegskil eder.
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1II. MALZEME VE YONTEM

3.1. Duffing Denklemi
Duffing denklemi kaotik davraniglar sergileyen dinamik bir sisteme Ornek teskil eden

iinlii bir non-lineer diferansiyel denklemdir [22]. Duffing denkleminin c¢esitli formlari

bir¢cok non-lineer sistemi tanimlamak i¢in kullanilmaktadir. Denklemin en genel formu;

X+ 0 xxw,2x + fx° = y cos(wt + @) (3.1

seklindedir. Soniim (damping) ve kuvvet (forcing) terimlerini almadigimizda yani

y =0 =0 i¢in

X w, x+ Bx’ =0 (3.2)

elde ederiz. Bu denklem parametre secimlerine bagli olarak kaotik davramislar sergiler.

Denklemi birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemi olarak

F=G 3.3)
G+pF’ -w.F=0

seklinde yazabiliriz. Duffing denklemi bizim i¢in iizerinde calistifimiz non-lineer spinér

alanli modellerin dinamigini anlamak i¢in bir test model islevi gormektedir.
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Duffing denkleminin sabit noktalarin1 bulmak i¢in asagidaki esitlemeyi yapariz.

X=y=0 (3.4)
y=w§x—[3’x3=0

En genel halde sabit noktalari;

{x%—T,y O}{x O}x%{ \/_,yQO} (3.5

olarak buluruz.

w =1, f = lolarak alirsak sabit noktalari
{x=-Ly—=0}{x—=0y—0}{x—=1y—0} (3.6)

seklinde elde ederiz.

Simdi denklemlerimizi lineerize ederek buldugumuz sabit noktalarin kararlilik analizine

bakalim. Duffing denklem sistemimizin tlirevini alirsak;

=y (3.7)
3 =x%(1-3x%)

elde ederiz. Buldugumuz ifadeyi matris formatinda yazarsak;

0 1
A=z o) | G-9
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olarak buluruz. Buldugumuz sabit noktalar i¢cin 6zdegerleri w ve £’ ya bagh olarak

hesapladigimizda A, = +,/w” =3x8 olarak buluruz. Bu durumda (0,0) sabit noktasi igin

0zdeger reel diger durumlarda kompleks ¢ikar ki bu o noktalar civarinda sistemin kararli
davraniglar sergiledigini gosterir. Asagida sistemin mathematica kullanilarak ¢izdigimiz

faz uzay1 yer almaktadir (w =1, # =1 olarak alinmstir).

Sekil 3.1. Duffing Faz Uzay1
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3.2. Giirsey Non-Lineer Spinor Alan Modeli

Model 1956 yilinda Feza Giirsey tarafindan Heisenberg ve arkadaslarinin riiyasini
gerceklestirmek amaciyla (linlii Heisenberg Dream) Onerilmistir. Dort boyutlu ve
konformal invaryantlhiga sahip ilk non-lineer spindr dalga denklemidir (Konformal
Doniisiim Grubu Ek A da verilmistir) [7,16,17]. Bu o6zelliklerinden dolay1 Dirac
denklemi ve Heisenberg ve arkadaslarinin 6nerdigi denklemlere gore daha genis bir
simetriye sahiptir. Giirsey 1956 yilinda Onerdigi bu modelle spindér alan teorilerinde
konformal invaryansligi deneyen ilk fizik¢i olmustur. Daha sonraki yillarda Kortel
Giirsey non-lineer spindr alan denkleminin eliptik bir ¢6ziim sinifin1 bulmus [17],

Akdeniz ise yaptig1 calismada Giirsey non-lineer spindr alan denkleminde <0‘;¢,‘0>¢0

secilmesiyle konformal simetrinin kendiliginden kirilmasi yontemini kullanarak Giirsey

instantonlarin1 bulmustur [16].

Feza Giirsey tarafindan 1956 yilinda 6nerilmis olan bu modelin Lagrange fonksiyonu;

4

- %z?xua,u v+ gy)? (3.9)

dir. Burada g baglant1 sabiti boyutsuz bir parametre (g)0), y, ise dort boyutlu Dirac

matrisleridir.

Lagrange formalizminden

—_=aﬂ{%) (3.10)

u

elde edilen modelin hareket denklemi,

(iy 0 ) +g@w) y =0 (3.11)
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dir.

Burada # spindr alan, g ise boyutsuz baglanti sabitidir.

1956 yilinda Kortel tarafindan Giirsey Model’de bir ¢6ziim sinifi bulmak i¢in kullanilan

Heisenberg 6n ¢oziimii [18]; ¢ keyfi bir spindr sabiti, ¥ (s) ve ¢ (s) reel fonksiyonlar ve

s = x> +t* olmak lizere

Y= [ixﬂy#;((s)+(p(s)]c (3.12)

seklindedir. Modelin hareket denklemine 6n ¢oziim uygulanip, Dirac matrisli tiirev

operatorii ifadesi hesaplanirsa (Dirac matrislerinin 6zellikleri Ek B de acik olarak

verilmistir).

i$w=i}/uauw=[—4){(3)—2sm+2ixﬂyud—(p ce (3.13)
o ds “ds

ve

_ ! _ 1

(v )3=(sx05) *+(s) * )(ce)® (3.14)

ifdeleri yerlestirilirse Giirsey model i¢in % (s) ve @ (s) ye bagli lineer olmayan asagidaki

diferansiyel denklem sistemini elde ederiz.

25 (s)+4x(5) - g(Tc) p(s)(s () + @*(5))}
(3.15)

2¢(5) +g(@)’ x(s)(s2° () + ¢ ()

x=AsF(z), ¢=Bs7G(z) ve z=Ins ifadeleri tamimlanarak boyutsuzlastirma

islemi gerceklestirilebilir [17]. Tiirev ifadelerini hesaplayip yerine yazdigimizda ve
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gerekli sadelestirmeleri yaptigimizda Giirsey model i¢in F ve G ye bagl boyutsuz lineer

olmayan denklem sistemini

2P ()42 F(2) - g(AB) (@) GNP (2)+ G(2)) =0
X (3.16)

1 1 1

2G(z) - % G(2)+ g(AB)3(¢c)’ F(z)(F*(z) + G*(2))* =0

1
seklinde elde ederiz (4> = B*,0 =7+ > ve T = %).

3.3. Thirring Non-Lineer Spinor Alan Modeli

Model 1958 yilinda Walter Thirring tarafindan 6nerilmistir. ki boyutlu, konformal
invaryanthi§a sahip bir modeldir (Konformal Doniisiim Grubu Ek A da verilmistir)
[13,14]. Kuvantum Alanlar Teorisinde bir test model olarak énemli bir rol oynar. Daha

sonraki yillarda Akdeniz ve Smalagaic yaptiklar1 ¢alisma ile Thirring non-lineer spindr

alan denkleminde <0‘;¢,‘0> -0 secilmesiyle konformal simetrinin kendiliginden kirilmasi

yontemini kullanarak Thirring instantonlarini bulmustur [14].

Walter Thirring tarafindan 1958 yilinda 6nerilmis olan bu modelin Lagrange fonksiyonu;

L=iyo,a,p+5 @y (3.17)

dir. Burada g baglanti sabiti boyutsuz bir parametre (g)0) , o, ise iki boyutlu Pauli

spin matrisleridir.

(3.2) ile verilen Lagrange formalizminden elde edilen modelin hareket denklemi,
i0,0,9+g(py Jw=0 (3.18)
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dir.

1956 yilinda Kortel tarafindan Giirsey Model’de bir ¢6ziim sinifi bulmak i¢in kullanilan

Heisenberg 6n ¢oziimii [18]; ¢ keyfi bir spindr sabiti, ¥ (s) ve ¢ (s) reel fonksiyonlar ve

s = x> +t* olmak lizere

Y= [ixﬂy#;((s)+(p(s)]c (3.12)

seklindedir.

Modelin hareket denklemine 6n ¢6ziim uygulanip, Pauli spin matrisli tiirev operatorii

ifadesi hesaplanirsa (Pauli spin matrislerinin 6zellikleri Ek B de agik olarak verilmistir)

idy=io auz/}=[—2)((s)—2 sm+2ix Oud_qp ce (3.19)
oo ds o ds

ve

(wy) =(sx(s) *+0(5) * ) (o) (3.20)

ifadeleri yerlestirilirse Thirring model icin ) (s) ve ¢ (s) ye bagl lineer olmayan

asagidaki diferansiyel denklem sistemini elde ederiz.

d _
;(+s—x+g(cc) [ sy +(p2]<p=0
ds
(3.21)

dg

8@ s +97 | x=0

x=AsF ( z ) » p=Bs7" G( z ) ve z=Ins jfadeleri tammlanarak boyutsuzlastirma

islemi gerceklestirilebilir [17]. Tiirev ifadelerini hesaplayip yerine yazdigimizda ve
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gerekli sadelestirmeleri yaptigimizda Thirring model i¢in F ve G ye baglh boyutsuz lineer

olmayan denklem sistemini agsagidaki sekilde elde ederiz.

2F(z)+ lF(z) — gdB(@c)G(z)(F*(z) + G*(2)) =0
2 (3.22)
2 G(z) - % G(z) + gAB(cc)F(z)(F*(z2) +G*(2)) =0

3.4. Giirsey ve Thirring Instantonlari icin Sabit Noktalarin Bulunmasi ve Kararhihk
Analizi

1 1

Giirsey ve Thirring denklem sistemlerinde F=x, G=y ve g(AB)}(¢c)’ = a

tanimlamalarini yaparsak Giirsey model i¢in;

X=—%x+%a[x2+y2 ]3y

(3.23)
. 3 1 2 2 5
y—Zy—EOt[x +y ] X
ve Thirring model i¢in;
. _ 1 1 2 2
x——ZX'l'Ea[x +y ]y (324)
o 1 1 2 2
y—Zy—EO{[x +y ]x

oldugunu kolayca gorebiliriz.

Her iki modelin yukarida verilen kuple diferansiyel denklem sistemlerinin sabit

noktalarin1 agagidaki esitlemeyi yaparak bulabiliriz.

Giirsey model i¢in;
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1

x——Zx+5a[x +y ] y=0 (3.25)

y=%y—%a[x2+y2];x=0

ve Thirring model i¢in;

x=-ix+%a[x2+y2]y=o (3.26)
j/=ly—%a[x2+y2 ]x=0

4

Her iki modelin sabit noktalar1 Mathematica kullanilarak sirasiyla asagidaki gibi

bulunmustur;

a =1 oldugu Giirsey instantonlar1 [7,16,22] i¢in;

4 4 4 4

{x—>0y—>0}, {x%—ﬁ,y%—ﬂ}, {xaﬁ,yeﬁ} (3.27)

bulunur. Giirsey instantonlar1 civarindaki duruma baktigimizda

a=12
x=0y—=0}, x>y Ly t2 o 2 3.28
{ y=0) g g g 73 (3.28)
a=0.7

5 % % 15 5 15 %
)C_>0, _>O’ x—>-——y—>—-——V\ Jx— ,y — 329
{ y=0) 7 7 7 7 7 7 (3.29)
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olarak buluruz. @ =1 oldugu Thirring instantonlar1 [13,14,23] igin;

a=1

1 1 1 1
R i p— e — —_ —_— —_ — —_ — 3.30
{x 2,y 2},{)6 0,y O}, {x 2,y 2} ( )

bulunur. Thirring instantonlar1 civarindaki durum i¢in

a=1.2
S S S S
6 6 6 6
_>0, _>O’ - ——— y—=>—-—=1, -,y = — 331
{x ¥y } X 5 y 5 X 2 ¥y > ( )
a=0.7

5 f5 5 5
_>0 —>O , - —,y—=>—-[—1L -, |—,y =, |— 332
{x Y } {x 14 7 14} {x 14 7 14} ( )

olarak bulunur.

Simdi denklemlerimizi lineerize ederek buldugumuz sabit noktalarin kararlilik analizine

bakalim. Giirsey diferansiyel denklem sistemimizin tiirevini alalim;

xn=_%x|+%a[x2+y2]3y'+ay[2XX'+2);y']
o’ + ']
(3.33)
.3 '—la 2, 2 % '+ax[2xx'+2yy']
et R

2
6[x2 + y2]3

elde ederiz. Buldugumuz ifadeyi matris formatinda yazarsak;
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2 1

axy a 1 3
. e S a@ )|
3 2+ 213 3 2+ 213
_ 2 [x" + 7] | [x" + 7] (3.34)
ax 1 3 3 ax ,
v) |- sa? + ) S y
3[x*+ 7] 3[x*+ 7]

olur. o’nin degerlerine gore daha Once buldugumuz sabit noktalar i¢in 6zdegerleri

hesaplarsak a =1 oldugu Giirsey instantonlar1 i¢in;

5

5]
a=1 1i¢in AV =

(3.35)

==x0.872019;  (3.36)

a=0.7 icin A, ==+0.85042i ve A, =+0.85042i (3.37)

buluruz. Tiim o6zdegerlerimizi kompleks bulduk. Sabit noktalarimiz sirfi kompleks
0zedegerlere sahip oldugundan bu noktalara eliptik sabit noktalar deriz ve eliptik sabit
noktalar i¢in sabit noktalar civarinda kararli dairesel yoriingeler s6z konusudur. Yani bu

noktalar civarinda sistemin kararli davranislar sergiledigi sonucuna variriz [23].

Giirsey instantonlar1 i¢in yaptiklarimizin aynisini iki boyutlu Thirring instantonlar: i¢in

uygulayalim. Thirring diferansiyel denkleminin bir daha tiirevini alirsak;
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1 1 1
x =——x'+505[x2+y2 ]y'+5ay[2xx'+2yy']

14 1 1 (3.38)
"= —y'——a[ X+ |x'-—ax| 2xx'+2y "
yi=gyimga[ ¥yt |x-cax] »y']
elde ederiz. Bunu matris formatinda asagidaki gibi yazariz.
x" l + a 2 l 2 2 x'
- Xy ay +—a(x"+y°)
- 4 2 (3.39)
g I a(x* +y*) 1 axy '
y 5 4 y

o’nin degerlerine gore daha dnce buldugumuz sabit noktalar i¢in 6zdegerleri hesaplarsak

a =1 oldugu Thirring instantonlar1 [13,14,23] igin;

. 5.
a=11i¢in A'\? Y =x— ve AV = (3.40)
B 2 B 2
olarak hesaplanir. Thirring instantonlar: civarindaki durum igin ise
5 5 5 /5
e s
27 2 272
a=12 1¢gin A ==0.51031i ve A, ==0.51031; (3.41)
R EENES
a=0.7 i¢in /li( \/; \/;] = +0.472456i ve /11(\/; \/;) ==x0.472456i (3.42)

buluruz. Giirsey instantonlarinda de oldugu gibi Thirring instantonlar1 i¢in de o’nin
yukarida aldigimiz degerlerinin herbiri i¢in sabit noktalarin kompleks 6zdegerlere sahip
oldugunu bulduk. Bu sabit noktalarin karakteristligi eliptiktir ve civarlarinda sistem

kararli davraniglar sergiler [24].
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Sabit noktalarin yanisira sistemin karakteristik davranisinin analizine bakmakta miimkiin.

En genel halde, Giirsey instantonlart i¢in;

2
A=._..l 9—ﬂ—@a2(1ﬂ+6’2)3 (3.43)
4 2
(F*+G*)?

Thirring instantonlart i¢in;

A=ii\/1—8aFG—12a2(F2 +G*) (3.44)

bulunur.

Her iki modelimiz i¢in de sabit noktalarin « ‘ya bagl ifadelerini yerine yazip & 'nin
sifirdan biiyiik oldugu degerler i¢in karakok i¢ini tarattigimizda, Giirsey instantonlari i¢in
-12 ve Thirring instantonlar1 i¢in -4 degerini elde ederiz. Yani her iki model icin de
buldugumuz 6zdegerler kompleks olur. Bu da bize her iki modelde de sistemimizin bu

degerler i¢in sabit noktalar civarinda kararli bir davranis segiledigini gosterir.

3.5. Giirsey ve Thirring Instantonlarinin Faz Uzay1 Davramslar
Giirsey instantonlarinin @ =1 oldugu durum ve civarindaki degerlerinin herbiri i¢in

Mathematica da cizilen faz uzaylar1 asagidaki gibi bulunmustur. Zamani siirekli

aldigimizda dinamik sistemlerin evrimini diferansiyel denklemlerle ifade edebiliriz.
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1
Sekil 3.2. Giirsey instantonlart i¢in F(z) - G(z) Faz Uzay1r g(4B)(ec)s =a =1

Sekil o=1 oldugu durum i¢in ¢izilmis F(z)-G(z) faz uzayidir ve bize Giirsey
instantonlarinin faz uzayinda Duffing tipi davranislar sergiledigini gostermektedir [23].

Baglant1 sabitinin bire esit oldugu durum icin daha once yapilan ¢alismada [16] Gilirsey

instantonlarinin kararli oldugu, <0 “TI‘P‘ 0 >= 0 vakum beklenen degerinin sifirdan farkl

secilmesi suretiyle konformal simetrinin kendiliginden kirilmasi yontemiyle bulunmustur.
Ayrica daha 6nce 0=1 oldugu durum igin farkli bir sekilde kararli oldugunu buldugumuz

sabit noktalarin kararliligini faz uzayma baktigimizda da gorebiliriz.
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1
Sekil 3.3. F(z) - G(z) Faz Uzay1 g(4B)(cc)s =a=1.2

Yukaridaki sekil a=1.2 oldugu Giirsey instantonlar1 civarindaki durum i¢in ¢izilmistir.

Sekilden modelin a’nin bu degeri icin de faz uzayinda Duffing tipi davranislar
sergilemeye devam ettigini goérmekteyiz. Yine o=1.2 i¢in de daha 6nce kararli oldugunu

buldugumuz sabit noktalarin, faz uzayina baktigimizda da kararl oldugunu gérmekteyiz.
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1

Sekil 3.4. F(z) — G(z) Faz Uzay1 g(AB)(cc)s =a=0.7

Giirsey instantonlar1 civarinda ¢izdigimiz son sekil ise bize 0=0.7 i¢in F(z)-G(z) faz
uzaymi vermektedir. o’nin birden kiigiik oldugu deger i¢in de sistem Duffing tipi
davraniglar sergilemeye devam etmektedir. 0=0.7 i¢cin buldugumuz sabit noktalarin

kararli oldugu sekilden de goriilmektedir.

Thirring instantonlar i¢in a’nin degerlerine gére Mathematica da ¢izdigimiz faz

uzaylarimi asagidaki gibi bulduk.
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Sekil 3.5. Thirring instantonlar i¢in F(z) — G(z) Faz Uzay1 g(AB)(Ec) =a=1

Sekil bize @ =1 oldugu Thirring instantonlarinin faz uzayinda Giirsey instantonlar1 gibi
Duffing tipi davranislar sergiledigini gostermektedir. Baglanti sabitinin bire esit oldugu

durum i¢in daha 6nce yapilan ¢alismada [14] Thirring instantonlarinin kararli oldugu,

<0 “TI‘P‘ 0 >= 0 vakum beklenen degerinin sifirdan farkli secilmesi suretiyle konformal

simetrinin kendiliginden kirilmasi yontemiyle bulunmustur. Yukarida o=1 oldugu durum

icin farkli bir metodla kararli oldugunu buldugumuz sabit noktalarin, faz uzayina

baktigimizda da kararli oldugunu gérmekteyiz [24].
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Sekil 3.6. F(z) - G(z) Faz Uzay1 g(4B)(cc) =a=12

Yukaridaki sekil a=1.2 oldugu Thirring instantonlar1 civari durum i¢in ¢izilmis F(z)-G(z)

faz uzayidir. Sekilden sistemin o’nin bu degeri i¢in de faz uzaymda Duffing tipi
davraniglar sergilemeye devam ettigini goérmekteyiz ve yine a=1.2 i¢in de daha Once

kararli oldugunu buldugumuz sabit noktalarin, faz uzaymna baktigimizda da kararh
oldugunu teyit etmektedir. Thirring model i¢in ¢izdigimiz son sekil ise bize 0=0.7 i¢in

F(z)-G(z) faz uzaym vermektedir. a’nin birden kiiciik oldugu deger icin de sistem
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Duffing tipi davraniglar sergilemeye devam etmektedir. Ayrica faz uzaymna bakarak
0=0.7 i¢in daha once kararli oldugunu gdsterdigimiz sabit noktalarin kararliligin teyit

edebiliriz.

Sekil 3.7. F(z) - G(z) Faz Uzay1 g(4B)(ec) =a=0.7

42



IV. BULGULAR

4.1. Giirsey ve Thirring Instantonlarmm Faz Uzayi Davramslarinin

Karsilastirilmasi

Tablo 4.1. de Mathematica kullanarak ¢izdigimiz Giirsey ve Thirring instantonlarinin faz
uzaylarinin bir arada gdsterildigi dzet bir tablo verilmistir. Iki model i¢in elde ettigimiz
faz uzaylarimi karsilastirdigimizda 6ncelikle Giirsey ve Thirring instantonlarinin baglanti
sabitinin (o) farkli degerleri igin ¢izilmis F(z)-G(z) faz uzaylarinda Duffing tipi
davraniglar sergiledigini goriiriiz. Burada Duffing [22] bizim i¢in bir test model islevi
gormektedir. Duffing denklemi ve faz uzayr goéz Oniine alindiginda her iki model

instantonlarimizin faz uzaylarinda Duffing tipi davranislar sergiledigi asikardir.

Duffing denkleminin genel formu;
X+ x2 W, X+ fx° =y cos(wt + @)

seklindedir. y =5 =0i¢in  x=xw x+ Bx’ =0 olur.
Bu denklem birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemi

olarak asagidaki gibi yazilabilir;
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Giirsey ve Thirring instantonlarinin faz uzayindaki davraniglarinin benzerligini daha iyi
gozlemleyebilmek igin baglant: sabitinin bir oldugu durumda (0=1) iki model i¢in ayr
ayn ¢izdigimiz faz uzaylarimi eksenlerini ¢akistirmak suretiyle iistiiste cizdirelim. Bu
durumda asagidaki sekli elde ederiz ki iki model instantonlarinin davranislarinda

sergiledigi benzerlik daha asikar bir hal alir.

Gursey Model
e Thirring Model

A
v

\ 4

a{ AB)(cc) = a = 1 ¥in F(z)-G(z) Faz Uzay

Sekil 4.1. g(AB)(Ec) = =1 i¢in Giirsey ve Thirring
F(z) - G(z) Faz Uzay1

Baglant1  sabitinin  bire esit oldugu durumun [Gilirsey instantonlart igin

1 1

2(AB)*(¢c)’ = a =1 ve Thirring instantonlari i¢in g(AB)(¢c) = = 1] bizim igin ayr1 bir
onemi vardir. Clinkli bu deger i¢in daha Once yapilan calismalarda [14,16] Giirsey ve

Thirring modellerinin kararli instanton ¢éziimlerine sahip oldugu, <0 “Tf‘l" 0 >= 0 vakum

beklenen degerinin sifirdan farkli secilmesi suretiyle konformal simetrinin kendiliginden
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kirilmasi yontemiyle bulunmustur. Vakum beklenen degerinin sifirdan farkli secilmesi ile
konformal simetri, spindr alanlar i¢in kendiliginden kirilmis olur. Konformal simetrinin
kirilmasi ile bulunan instantonlar, kuarklarin vakum durumu olarak yorumlanmis olup,
vakumlar aras1 gegisi vermelerinden dolay1 kuarklarin hapsolma problemini agiklamada
onem kazanmiglardir. Bilindigi gibi instantonlar sonlu eylemli ve sifir enerjili ¢oziimlere

takabil ederler.

Asagida g(AB)(cc)=a=1.2 ve g(AB)(cc)=a=0.7 oldugu durumlarda Giirsey ve
Thirring instantonlar1 i¢in ayr ayri ¢izdigimiz F(z)-G(z) faz uzaylarini istiiste ¢izdigimiz
faz diyagramlarin1 goériiyoruz. Bu degerler i¢in de her iki model instantonlarinin faz

uzay1 davraniglarinislarinda sergiledigi benzerlik devam etmektedir.

= Gursey Model
=== Thirring Model

g( AB) ce) =« = 1.2 igin F(z)-G(z) Faz Uzay

Sekil 4.2. g(AB)(Ec) = =1.2 i¢in Giirsey ve Thirring
F(z) — G(z) Faz Uzay1
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N

2l AB)ce) = a = 0.7 igin F(z)-G(z) Faz Uzayi

Sekil 4.3. (AB)(cc )= o =0.7 i¢in Glirsey ve Thirring
F(z) — G(z) Faz Uzay1

Daha once en genel halde, Giirsey instantonlar1 i¢in;

2
A=z— 922 T (FP+ G

2

1 16aFG 80
(F? +G*)?

Thirring instantonlar1 i¢in;
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= :i\/l -8aFG-12a*(F* +G*) (4.2)

oldugunu sdylemistik. Her iki modelimiz i¢in de sabit noktalarin & ‘ya bagli ifadelerini
yerine yazip« ‘nin sifirdan biiyiik oldugu degerler i¢in karakok igini tarattigimizda,
Glirsey instantonlar i¢in -12 ve Thirring instantonlar: i¢in -4 degerini elde ederiz. Yani
her iki model i¢in de buldugumuz 6zdegerler kompleks olur. Bu da bize her iki modelde
de sistemimizin bu degerler i¢in sabit noktalar civarinda kararli bir davranis sergiledigini

gosterir.

Dort boyutlu Giirsey ve iki boyutlu Thirring instantonlar1 i¢in buldugumuz sonuglari
karsilagtirdigimizda her ikisinin de faz uzayinda benzer davraniglar sergiliyor olmasi,
Giirsey ve Thirring instantonlarinin farklt boyut ve spindr sayilarmma sahip olmalari
acisindan onemlidir. Bu bizi instantonlarin faz uzayindaki davranislarinin boyutlar1 gibi
kuvantum spindr sayilarindan da bagimsiz oldugu sonucuna gotiirmektedir. Spindr tipi
instantonlarin faz uzayindaki davraniglarinin boyut ve spindér kuvantum sayilarindan
bagimsiz olarak benzer davramislar sergiliyor olmasinin nedenlerinin irdelenmesi ve

anlasilabilmesi ise tezin orjinalligi agisindan ¢ok 6nemlidir.

4.2. Giirsey Instantonlari icin Bifiirkasyon Diyagrami

Asagida Giirsey non-lineer dalga denklemi i¢in « parametresine bagl olarak {F , G}
sabit nokta degerlerinin degisimini veren bifiirkasyon diyagrami ¢izilmistir. Bifiirkasyon
diyagramlari sistemin etkisinde kaldig1 parametrelerin sistemin evriminde nasil bir rol
oynadigin1  gorebilmemiz agisindan Onemlidir. Sistemin etkisinde kaldigi bu
parametrelerin degisimine bagli olarak sistemin uzun sureli davranisinda ortaya ¢ikacak

degisimlerin incelenmesi 6nemlidir.
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{F, G}

15

10

00 05 10 1.5 20

Sekil 4.4. Giirsey Instantonlarinin Bifiirkasyon Diyagrami

Bifiirkasyon diyagramini inceledi§imizde « parametresinin degeri arttikca {F , G}’nin
degerinin sifira yaklastigin1 goriiyoruz. « 'nin degisimine paralel olarak c¢izilen F(z)-G(z)
faz wuzaylarmmi inceleyerek  bifiirkasyon diyagramindan elde edilen sonuglarin
dogrulugunu kontrol etmek miimkiindiir. Bifiirkasyon diyagrami ile bir karsilagtirma
yapabilmek amaciyla & 'nin degerleri diyagramdaki araliga gore sirasiyla 0.5, 1, 1.5 ve 2

olarak alinmistir. Giirsey instantonlar1 i¢in sabit noktalarin en genel halini hesaplarsak

(F.G}=| = 33 33

4[05(/13)3]% Ha(A4B)’ ]%

I+

(4.3)

olarak buluruz.

a’nin degerlerine gore {F , G} sabit noktalarinin degerlerini hesaplayabiliriz. « 'nin

verilen degerleri i¢in {F, G} sabit noktalarmin yaklasik olarak hesaplanan degerleri
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Tablo2’de 6zet olarak verilmistir. Tablo 4.3.” te ise verilen « degerlerine gore ¢izilen faz

uzaylarinin yer aldigi tablo verilmistir. Tablo 4.2.’de hesaplanan {F , G}sabit noktalarinin

degerleri hem bifiirkasyon diyagrami ile hem de ¢izilen faz uzaylarindaki degerler ile

ortiismektedir.

Tablo 4.2. « ’nin Degisimine Bagh {F, G}Sabit
Noktalarin Degisimi (=)
p + 3,674
1]
3
T + 1,299
3
1n
" +0,707
3
(o]
1]
3 + 0,459

Asagidaki faz uzaylarn dikkatli bir sekilde incelendiginde « >nin artan degerleri igin
{F , G} sabit nokta degerlerinin sifira yaklastig1 goriiliir ki bu sonu¢ bifiirkasyon

diyagraminin incelenmesiyle elde edilen sonucu teyit etmektedir.
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Degisimine Bagli Olarak F(z)-G(z) Faz
Degisimi

Uzaylarinin

Tablo 4.3. o ’nin
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4.3. Kuvantum Tedirgeme Altinda Giirsey Instantonlari

Daha 6nce Giirsey instantonlart i¢in F ve G ye bagli boyutsuz lineer olmayan denklem
sistemini (3.11) numarali denklemde vermis ve sistemin faz diyagramlarini ¢izerek sabit

noktalar etrafinda kararlilik analizi yapmistik.

Sisteme disaridan a gibi sabit bir terim ekledigimizde

2F(z)+ EF(z) -aG(z)(F*(z) + Gz(z))% =0
2 (4.4)

2G(z) - % G(z)+aF(z)(F*(z) + Gz(z))% +a=0

1 1

denklem sistemini elde ederiz (g(A4B)3(¢c)® = aldik). Degeri birden kiigiik olan a
gibi bir terimin eklenmesiyle vakum durumuna tekabiil eden Giirsey instantonlar1 igin
(a =1o0ldugu), sistemimizi kuvantumsal olarak kendi aralarinda tedirgiyormus gibi
diisiinebiliriz. Kuvantum tedirgeme altinda vakum durumuna tekabiil eden instantonlarin
faz uzayr davranislarindaki olast bozulmalarinin irdelenmesi ve yorumlanabilmesi
amaciyla sistemin faz uzayr davraniglarina bakilmistir. Tablo 4.4. de 6zet halde verilen

faz uzaylar1 incelendiginde yapilarin kararli oldugu goriiliir.
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Degisimine Bagli Olarak F(z)-G(z) Faz Uzaylar1

Tablo 4.4. a’nin

10°0=®

['0=®

0=®

0=
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k F(z)-G(z) Faz Uzaylar




4.4. Periyodik Besleme Altinda Giirsey Instantonlari

Daha once F ve G ye bagli boyutsuz lineer olmayan denklem sistemini elde etti§imiz

Giirsey instantonlarinin bir onceki kisimda kuvantum tedirgeme altinda incelemis ve

sistemin faz uzaylarmi ¢izmistik. Simdi sistemimize Acos(wt) gibi bir terim ekleyerek

periyodik besleme altindaki olas1 degisimleri inceleyelim.

Acos(wt) gibi bir terimin eklenmesiyle

2F(z)+ %F(z) —aG(z)(F*(z)+G*(2))* =0
| 1 (4.5)
2G(z)- %G(z) +aF(2)(F*(2) +G*(z))} = Acos(wt)

1 1

denklem sistemini elde ederiz (g(A4B)3(¢c)® = aldik). Fiziksel olarak buradaki 4
genlige, w ise frekansa karsilik gelir. Bunu sistem {izerine gonderilen bir parcacik
ornegin foton olarak diisiinebiliriz. Simdi bu periyodik besleme altinda vakum durumuna
karsilik gelen instantonlarin faz uzay1 davranislarini, genlik ve frekansin farkli degerleri
icin inceleyelim. Tablo 4.6., 4.7. ve 4.8’te ilk olarak genlik bir alinarak, frekansin farkli
degerleri i¢in, iki boyutta ¢izilen faz diyagramlarina yer verilmistir. Tiim faz uzaylari bize

instanton ¢ozlimleri verdigini bildigimiz « =1 oldugu deger i¢in ¢izilmistir.
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Tablo 4.6. A=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylar1

w=0.01 i¢in

w=0.1 igin

w=0.5 i¢in

w=1 i¢in
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G(z) Faz Uzaylan

1 i¢in F(z)

Tablo 4.7. A

urdl ¢ 1=m

urdr ¢ 1=m

utdl / [=m

urdl 7=m
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Tablo 4.8. A=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylar

w=5 i¢in

w=10 igin

w=20 i¢in

w=40 igin
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Iki boyutta ¢izdigimiz diyagramlar inceledigimizde vakum durumuna karsilik gelen
instantonlarin faz uzay1 davraniglarinda bozulmalar olmaya basladigin1 goriiyoruz. a =1
i¢in faz uzayinda kararli davraniglar sergileyen instantonlar, periyodik besleme altinda
bozulmalara ugramis ve frekansin belli degerleri i¢in kararlilik iyice bozularak kaotik
davraniglar sergilemeye baslamistir. Fakat Tablo 4.8. teki diyagramlar1 inceledigimizde,
frekansin artan degerleri i¢in sistemin kendini toparlayip tekrar kararli davraniglar
sergilemeye devam ettigini gorebiliriz. Frekansin belli degerleri i¢in sistemin kaotikligini
daha iyi gorebilmek icin z’yi de iiglincii bir boyut olarak alip, li¢ boyutta Gilirsey
instantonlarinin davraniglarini inceleyelim. Yukaridaki tablolarda A=1 alinarak iki
boyutta ¢izdigimiz faz diyagramlarinin {i¢ boyutta ¢izilmis hali, frekansin belli degerleri

i¢in ¢izilerek, asagidaki tablolarda verilmistir.

Tablo 4.9. A=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylarinin 3-b da Goriliniimii

w=0.01 w=0.7

59




Tablo 4.10. A=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylarinin 3-b da Goriiniimii
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Simdi frekansi sabit tutup genligin degerleri ile oyanayarak Giirsey instantonlarinin faz
uzay1 davraniglarindaki degisikliklere bakalim. w =1 alinarak, genligin farkli degerleri
i¢in ¢izilmis faz uzaylar1 Tablo 4.11 ve 12’ de 6zetlenmistir. Genligin farkli degerleri i¢in
de Giirsey instantonlarinin faz uzayi davraniglarinda bozulmalar oldugunu ve kaotik

davraniglar sergilemeye bagladigin1 goriiyoruz.
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Tablo 4.11. w=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylar1

0.1 igin

A=

A=0.5 igin

1.5 igin

A=

A=2 i¢cin
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Tablo 4.12. w=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylar1

3 i¢in

A=

A=4 i¢in

A=5 i¢in

A=20 i¢in
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Simdi genligin farkli degerleri i¢in iki boyutta ¢izdigimiz faz uzaylarinin ii¢ boyutta

c¢izilmis hallerini inceleyelim.

G(z) Faz Uzaylarinin 3-b da Goriiniimt

Tablo 4.13 w=1 i¢in F(z)

A=2

A=0.5

A=0.1
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Tablo 4.14. w=1 i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylarinin 3-b da Goriiniimii

A=3 A=5 A=20

Asagida hem genlik hem de frekans degerleriyle oynadigimizda, Giirsey instantonlarinin
faz uzay1 davraniglarinda nasil degisimler oldugunu gérmemiz i¢in birkag 6rnegin oldugu

tablo yer almaktadir.
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Frekans veGenligin Farkli Degerleri i¢in F(z)-G(z) Faz Uzaylar

Tablo 4.15.

L'E=M 3N §'Z=Y

§=M 9A =Y

€=M 3A p=Y
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Tablo 4.15.de hem frekans hem de genlik degerleriyle oynanarak Giirsey instantonlarinin
faz uzayr davranslarindaki bozulmalar gozlenmeye c¢alistlmustir. Ik diragramlar iki
boyutta faz uzaylarin1 gosterirken yanindaki herbir diyagram, frekans ve genligin o degeri

icin faz uzaylarinin {i¢ boyutta gériinlimiinlerini vermektedir.

Tim faz diyagramlari goz Oniine alindiginda, vakum durumuna tekabiil eden
instantonlarin faz uzaylarinda sergiledikleri kararli yapmin periyodik besleme altinda
bozuldugunu ve sistemin artik kaotik davraniglar sergilemeye basladigini goriiyoruz.
Frekans ve genligin degerlerine bagl olarak bu kaotiklik azalmakta ya da artmaktadir.
Ornegin genligi sabit tutarak frekans degerleriyle oynadigimizda, sistemin kaotiklestigini
fakat frekans degerlerini daha da arttirdikca bu kaotikligin yerini yine kararliliga
biraktigin1 ve sistemin kendini toparladigin1 goriiyoruz. Disaridan eklenen bu terimi
fiziksel olarak sistem {izerine gonderilmis bir pargcacik Ornegin foton olarak

yorumlayabiliriz.

4.5. Periyodik Besleme Altindaki Giirsey Instantonlarinin Bifiirkasyon Diyagrami

Bir onceki kisimda periyodik besleme altinda vakum durumuna karsilik gelen
instantonlarin faz uzayr davraniglarini, genlik ve frekansin farkli degerleri igin
incelemistik. a =1i¢in faz uzayinda kararli davraniglar sergileyen Giirsey instantonlari
periyodik besleme altinda bozulmalara ugramis ve frekansin belli degerleri i¢in kararlilik
iyice bozularak kaotik davraniglar sergilemeye baslamistir. w’nin kiiclik degerleri i¢in
kaotik davraniglar sergilemeye baslayan frekansin artan degerleri icin kendini tekrar
toparlayarak kararli davranislar sergilemeye devam etmistir. Asagida verilen bifiirkasyon
diyagramini inceledigimizde benzer bir sonugla karsilagiriz. w ’nin yaklasik olarak ikiden
kiigiik oldugu degerlerde sistem kaotik davranmiglar sergilerken, artan degerler icin

sistemin kararli oldugunu gérmekteyiz.
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Sekil 4.5. Periyodik Besleme Altinda Giirsey Instantonlarinin Biflirkasyon Diyagrami

Cizilen bifiirkasyon diyagrami ile bir dnceki kisimda cizilen faz uzaylar1 incelenerek bir

karsilagtirma yapildiginda elde edilen sonuglarin uyum i¢inde oldugunu goriiriiz.
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4.6. Periyodik Besleme Altindaki Giirsey Instantonlarinin Zaman Serisi

Periyodik besleme altinda artik kaotik davraniglar sergileyen sistemimiz i¢in zaman sersi
analizi de yapilabilir. Asagidaki tabloda w’nin degerlerine bagli olarak ¢izilen zaman
serisi grafikleri yer almaktadir. Daha Once tezimizin Malzeme ve Yontem kisminda
acikladigimiz iizere deney sonucu veya iterasyon yapilarak veya herhangi bir yolla elde
edilen ve herhangi bir dinamik sistemin davranisini karakterize eden sayilar sistemimizin
zaman serisi olarak adlandirilir. Zaman serisinin degisimi herhangi bir diizene gore
olmayip, diizensiz bir sekilde oluyorsa sistemin bu sayilarla belirlenen davranisi kaos

gosterebilir [3].

Asagidaki tablolarda ©zet halinde verilen zaman serisi grafikleri incelendiginde,
bifiirkasyon diyagrami ve daha once c¢izdigimiz faz uzaylariin incelenmesiyle elde
edilen sonuglarla uyumlu olarak w’nin kiiciik degerleri i¢in sistemin kaotik davraniglar
sergiledigini ama degerinin yaklasik olarak iki ve daha biiyiik oldugu durumlarda ise

sistemin kararli davraniglar sergilemeye basladigi sonucunu elde ederiz.
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4.7. Periyodik Besleme Altindaki Giirsey Instantonlarinin Poincare Kesitleri

Tablo 4.18. Poincare Kesitleri
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Tablo 4.18 de periyodik besleme altinda Giirsey instantonlarinin w nin degisimine baglh
olarak cizilen Poincare kesitlerini goriiyoruz. Poincare kesiti sistemin uzun-siireli
davranigina ait faz yoriingesinin faz uzayinda izledigi yol hakkinda uzaysal ve zamansal
bilgi saglamasi ve sistemin uzun-slireli davramisi hakkinda daha iyi bilgi sahibi
olabilmemiz acisindan onemlidir. Periyodik besleme altinda Giirsey instantonlari i¢in
buldugumuz Poincare kesitlerini de inceledigimizde w ’nin kii¢iik degerleri i¢in kaotik
yapilar elde ederken yaklasik olarak iki oldugu durumda ise kararli bir yapiyla

karsilasiriz.
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V. TARTISMA VE SONUC

Kisa bir girigin ardindan tezin genel kisimlar boliimiinde solitonlar, solitonlarin parcacik
fizigindeki 6neminden ve soliton tipi ¢éziimler olan instantonlardan bahsedilmis, soliton
tipt ¢oziimlere sahip bazi esitliklere 6rnekler verilmistir. Yazilan non-lineer spindr alan
denklemlerinin pargaciklar1 yorumlamasindaki basarisinin ardindan, yeni non-lineer alan
modelleri olusturma c¢abalarina ve bunlarin tarihsel silirecine yine bu boliimde kisaca

deginilmis ve son olarak non-lineer dinamik ve kaos kismi1 verilmistir.

Duffing denklemi, tezde calisilan spindr alanli modeller olan Giirsey ve Thirring non-
lineer spinor alan modelleri tezin malzeme ve yontem kisminda tanitilmistir. Ayrica hem
Duffing hem de Giirsey ve Thirring non-lineer spindr alan denklemlerinin sabit noktalari
(fix point) bulunulmus ve bu noktalar civarinda sistemlerin kararlilik analizine bakilmis
ve faz uzaylar1 insa edilmistir. Bunlar yine tezin malzeme ve yontem kisminda yer

almaktadir.

Calistigimiz modellerin hareket denklemlerinin non-lineer olmasi ¢oziimlerin analitik
yollarla bulunmasina engel olmaktadir. Bu yiizden de niimerik yontemler kullanilarak
¢oziimler bulunulmus ve bunlarin dinamigi ve evrimini incelemek i¢in non-lineer
dinamik analiz metodlar1 kullanilmistir. Non-lineer denklem sistemlerinin sayisal
coziimleri, son yillarda biiyiik bir gelisme gosteren bilgisayarlarin sagladigi olanaklar
kullanilarak elde edilebilmektedir. Tezin 6zglin kismint olusturan bulgular boliimiinde
oncelikle Giirsey ve Thirring instantonlarinin faz uzayi davramislar karsilastirilmistir.
Ayrica bulgular kismmin 6nemli bir boliimiinii teskil eden kuvantum tedirgeme ve
periyodik besleme altinda Glirsey instantonlar1 ve faz uzayr davraniglar1 incelenmistir.
Giirsey instantonlari i¢in bifiirkasyon diyagrami verilmis ve elde edilen diger bulgularla
uyumlulugu yorumlanmistir. Ayni zamanda periyodik besleme altindaki Giirsey
instantonlar1 i¢in de bifiirkasyon diyagrami c¢izilmistir. Tezin bulgular kisminda son
olarak periyodik besleme altindaki Giirsey instantonlarinin zaman serileri ve Poincare

kesitleri verilmistir.
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Her iki model i¢in, boyutsuzlagtirma islemi gerceklestirirken kullanilan sabitler, baglanti
sabiti ve keyfi spindr sabitinden olusan ifadeye en genel halde o denmis ve o’nin
degerlerine gore buldugumuz sabit noktalar icin 6zdegerler hesaplanmistir. Daha 6nce
yapilmis olan caligmalarda a=1 oldugu durum i¢in konformal simetrinin kendili§inden
kirilmasi teknigi kullanilarak instanton ¢oziimleri bulunmus ve bunlarin kararli oldugu
gosterilmistir [14,16]. Dolayisiyla tezde de bu deger iizerinde durulmus ve a=1 oldugu
durum ve civarlart incelenmistir. a’nin bu degerleri géz oniine alinarak bulunan sabit
noktalar i¢in hesaplanan 6zdegerlerin hepsi her iki spindr alanli modelimiz ig¢inde
kompleks bulunmustur. Bu da bize her iki model instantonlari i¢in buldugumuz sabit
noktalarin eliptik oldugunu ve sistemin o’nin s6z konusu degerleri icin sabit noktalar
civarinda kararli bir davranis segiledigini gosterir. En genel hal diisiiniilerek bulunan

0zdegerlerin genel ifadeleri hesaplandiginda;

Giirsey instantonlar1 i¢in

2

2
\/9-—16“”} Beriey (.1)
(

Thirring instantonlari i¢in

= :i\/l -8aFG-12a*(F* +G) (4.2)

elde edilir ki her iki modelimiz i¢in de sabit noktalarin & ‘ya bagh ifadelerini yerine
yazipa 'nin sifirdan biiylik oldugu degerler icin karakdk icini tarattiimizda, Gilirsey
instantonlar1 i¢in -12 ve Thirring instantonlar1 i¢in -4 degerini elde ederiz. Yani her iki
model i¢in de buldugumuz 6zdegerler daima kompleks olur. Bu da her iki sistemin tiim
bu degerler icin sabit noktalar civarinda kararli davraniglar sergilemeye devam ettigini
gostermektedir. Buldugumuz bu sonug, konformal simetrinin kendiliginden kirilmasi

yontemiyle elde edilen ve sonra kararli olduklar1 gosterilen instanton ¢oziimleriyle uyum
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icindedir. Boylece farkli bir teknik kullanilarakta Giirsey ve Thirring instantonlarinin
kararlilig1r gosterilmis olunur. Ayrica tezimizin yine bulgular kisminda yer alan faz
uzaylar1 incelendiginde de her iki sisteminde faz uzayinda sabit noktalar civarinda kararl

davraniglar sergiledikleri asikardir. Bu tez caligmasi sirasinda elde edilen ilk sonugtur.

Ayrica tezde yine bulgular kisminda 4.1. alt baglikta verilen bdliim incelendiginde ve
burada verilen faz uzaylar1 g6z Oniinde bulunduruldugunda spindr alanli her iki

modelimizin instantonlarinin faz uzayinda Duffing tipi davranislar sergiledigi goriiliir.

Simdiye kadar tartistiklarimiz g6z Oniinde bulunduruldugunda kolayca farkedilir ki
Giirsey ve Thirring instantonlariin faz uzaylariin yapisi ve sergiledikleri davranislarin
karakteristigi cok benzerdir. Bu tizerinde durulmasi ve diisiiniilmesi gereken bir sonugtur.
Ciinkii incelenen her iki model de gerek boyutlar1 gerekse spindr kuvantum sayilari
bakimindan birbirinden farklhidir. Dort boyutlu Giirsey ve iki boyutlu Thirring
instantonlar1 i¢in buldugumuz sonuglar1 karsilagtirdigimizda instantonlarin faz uzayidaki
davraniglarinin boyutlar1 gibi kuvantum spinér sayilarindan da bagimsiz oldugu sonucunu
elde ederiz. Yani spindr tipi instantonlarin faz uzayindaki davranislart boyut ve spindr
kuvantum sayilarindan bagimsiz olarak benzer davraniglar sergiler. Daha once genel
kisimlarda bahsettigimiz Heisenberg ve arkadaslarmin (iinlii “Heisenberg Dream”)
calismalarinin bir alternatifi olarak elde edilen bu sonuglar, tiim spindr tipi parcaciklarin
kuvantum farkindalig1 olarak yorumlanabilir ki bu yapilan tezin 6zgiinliigii acisindan elde
edilen onemli sonuglardan biridir. Bu fikir ayn1 zamanda spinor tipi instantonlarin

kuvantum alanlar teorisinde tanimlanmasi firsatin1 dogurur [28].

Kuvantum tedirgeme altindaki Giirsey instantonlari i¢in bulunan sonuglar ilgingtir.
Kuvantum tedirgeme altinda, vakum durumuna tekabiil eden kararli durumdaki
instantonlarin kendi aralarinda tedirgedigini diisiinebiliriz. Bu durum i¢in sonrasinda
olusan yapilar da kararlidir. Daha oOnce farkli bir yontem uygulanarak [9]
gozlemlenemeyen bu sonuca bu teknigi kullanarak ulasabiliriz ki bu kullandigimiz

teknigin bize kazandirdigr énemli bir avantajdir. Bu sonucu vakum durumuna tekabiil
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eden instantonlarin kuvantum tedirgeme altinda kendi aralarinda organize olarak kararl

spindr tipi par¢aciklarin olusumuna yol agtig1 seklinde yorumlamak miimkiindiir.

Periyodik besleme altindaki Giirsey instantonlar1 i¢in, genlik ve frekans degerleriyle
oynanarak Giirsey instantonlarinin faz uzayr davraniglarindaki degisimler incelenmis ve
faz uzay1 davraniglarinda bozunmalar oldugu gézlemlenmistir. « =1icin faz uzayinda
kararli davraniglar sergileyen Glirsey instantonlari, periyodik besleme altinda
bozulmalara ugramis ve genlik sabit tutularak frekans degerleriyle oynandiginda
frekansin belli degerleri i¢in kararliligin iyice bozularak sistemin kaotik davranislar
sergilemeye basladigir goriilmiistiir. Fakat frekansin artan degerleri icin sistem kendini
toparlayip tekrar kararli davraniglar sergilemeye devam etmektedir. Frekansi sabit tutup
genligin farkli degerleri i¢in faz uzaylari insa edildiginde de, Giirsey instantonlarinin faz
uzay1 davranislarinda bozulmalar oldugunu ve kaotik davraniglar sergilemeye basladigini
goriiyoruz. Tiim bu faz diyagramlar1 goz oniine alindiginda, periyodik besleme altinda
vakum durumuna tekabiil eden instantonlarin, faz uzaylarinda sergiledikleri kararli
yapinin bozuldugunu ve sistemin artik kaotik davraniglar sergilemeye basladigini
sOyleyebiliriz. Frekans ve genligin degerlerine bagli olarak bu kaotiklik azalmakta ya da

artmaktadir.

Elde edilen tiim bu sonuglar neticesinde, yeni bir Heisenberg riiyasi ve de Higgs
mekanizmasina da bir alternatif olarak, instantonlarin tedirgeyerek parcacik iiretimine yol

ac1p agmayacag fikri tizerine arastirmalar yapmak miimkiindjir.

Tezde spindr tipi instanton g¢ekicilerin faz uzayi davraniglar1 incelenmis ve daha once
yapilmis bagka calismalara da konu olan instanton ¢oziimlerinin dinamik yapist ile
konformal simetrinin kendiliginden kirilmasi ile ortaya cikan instanton c¢oziimleri
arasinda iliski kurulmaya calisilmistir. Spindr alanh fakat boyut ve kuvantum spinér
sayilar1 birbirinden farkli iki model birbiriyle karsilagtirilmis ve elde edilen onemli
sonuglar vurgulanmistir. Ayrica vakum durumuna tekabiil eden instantonlarin kuvantum
tedirgeme ve periyodik besleme altindaki dinamigi incelenmis ve ortaya ¢ikan sonuglar

fiziksel olarak yorumlanmaya caligilmistir.
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CERN (Avrupa Niikleer Arastirma Merkezi) ve diinyada daha baska bir¢ok merkez ve
labaratuvarlarda siiregelen ve maddenin yapitaslarinin nasil davrandigimi ve de
birbirleriyle olan etkilesimlerini agiklayan “Standart Model” in heniiz cevaplayamadigi
sorulara yanitlar bulmak amaciyla gergeklestirilen deneyler devam etmektedir. Bu tezde
bulunan ve oOngoriilen bazi sonuclarin onemi ve Ozgiinliigli siiregelen bu deneyler

neticelenmeye baslandiginda daha da 1yi anlasilacaktir.
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EK A

KONFORMAL DONUSUM GRUBU

Giirsey 1956 yilinda 6nerdigi bu modelle spindr alan teorilerinde konformal invaryanslhigi
deneyen ilk fizik¢i olmustur. Uzay ve zaman simetrilerinden daha genis simetrilere olan
ithtiya¢ yapilan yliksek enerjili deneylerde ortaya ¢ikan reaksiyonlarin yeni korunumlar
gostermesinden kaynaklanmaktadir. Bu simetriler, dinamik yapiyla birlikte; parcacigin
kendine 6zgii, korunan biiytikliikleri de kesfedilince ortaya ¢ikmaktadir bunlar: izospin,
renk yiikleri, ¢esniler (acayiplik, cazibe, kuvantum sayilari..) gibi korunumlardir. Her
korunumun bir simetri 6zelligine karsilik geldigi bilinmektedir. Konformal simetri, bu

simetrilerin geometrik 6zelliklerini kapsayan genis simetrilerden biridir.

Dort boyutlu konformal doniisiim grubu;

Oteleme DXy — X, = X, +a, (Jeneratorii P,)
Donme (uzay-zaman) DXy — xu' =Q', Xy (Jeneratorii M,,,)
Dilatasyon (esel invaryant) : x, — xu' =pXy (Jeneratorii D)
xu + xzcu s e
ve Xy Xy T (Jeneratorii K,)
1+2xc+c’

diir. Son doniisiim, sirasiyla; ters ¢evirme, Oteleme ve tekrar ters ¢evirme koordinat
doniisiimlerinin arka arkaya tekrarlanmasindan meydana gelmistir. Bunlar 06zel

konformal koordinat doniigiimleridir.

Konform invaryant spindr alan teorilerinde klasik ¢o6ziimler (instanton ve meron)

konformal simetrinin kendiliginden kirilmas1 ile bulunur. Vakum beklenen degerinin

<0 “i‘l" 0>=0

sifirdan farkli secilmesi ile konformal simetri, spindr alanlar i¢in kendiliginden kirilmis
olur.

Kendiliginden simetri kirilmasi, dejenere vakum sistemlerinde Lagrangiyende, vakum

degerlerinden biriyle ¢aligma zorunlulugu olmasi ve vakumun Lagrangiyenin simetrisini
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paylasmamasindan dolay1 disardan hicbir vasita olmadan gergeklesir. Ornegin gravite iic
boyutlu simetriyi asagi ve yukariyi, sag ve soldan c¢ok farkli yaparak kirar yada ince
plastik bir cetvel ayni anda kenarlarindan sikilirsa egri bir goriiniis alir. Cetvel hem saga
hem de sola egilebilir ikisi de sistemin temel seviyeleridir her biri sag sol simetriyi kirar.
Kendiliginden olan bu simetri kirilmasi, sadece iki temel seviyeyle olan simetridir.
Siirekli simetriler daha ilgingtir: Cetveli, plastik bir drgii sisi ile degistirelim. Orgii sisi
sadece saga veya sola degil her yone biikiiliir. Siirekli simetri durumunda kiitlesiz skaler
(0-spin) parcaciklarin belirmesi dikkate degerdir. Bu Goldstone bozonlari, miimkiin iki

vakum degerini birbirine baglayan 0-enerji uyarimlaridir.

EK B
PAULI VE DIRAC MATRISLERI

1) Pauli Spin Matrisleri:

0 1
O1=
1 0
olarak tanimlanir.

Ozellikleri:

0 —i
G:
“1i o

a) 012: (522: 032 =1
b) 1) 01.02=103
11) 0. O3 = 1 ()]

111) 03. 01— 1 (03]

¢) 1) [01,02] = G1. 62— 62, 01 =21 63
11) [02,03] = 2. 03— 03. 62 = 21 G}
1ii) [03,01] = 63. 61 — 61, 03 =21 G,
d) 6162 + 62,0, = 0,03 + 0636, = 6361 + 6103 =0

e) 010203 = il
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2) Dirac Matrisleri:

M) ) s

olarak tanimlanir. Bunlar;

10 0 0 |
01 0 0 0
Y=o 0 -1 0 = =
00 0 -1 0
0 0 0 1 0
- 0 10 _ - 0
0 -1 0 0 "o
“1 0 0 0 1
0 0 0 —i 0
0 0 i 0
= = =
Y 0 i 0 2=
-1 0 0 O i
0 01 0 0
0 00 -1 0
= = =
Y 10 0 L
0 10 0 0
0 0 -1 0 0
0 0 0 -1 0
= = =
Y 1 0 0 0 57
0 -1 0 0 0
Ozellikleri:

a) {y" , y“} =2y"" Anti-komitasyon
b) vy, =41

O [V 7y =ty =Sy =20y =)
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d) y*y,r.=-2r,
) YV VeV =4 0g
D v vy VoVu==2s77,)

8) YV oVoViVo =20V VoV o + VoV oV uls)
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