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F sonlu birX kiimesi tarafindariretilen serbest cebir olsurk nin bir u elemani ve
herhangi bird® endomorfizmi igin® (u) = u oldugunda® bir otomorfizm oluyorsai ya
F nin test elemani denir. Buradan harekdtleebirinin monomorfizmleri ve endomor-
fizmleri icin test elemanlari karakterize edilerek test elemanlari ile bu cebirlerin retraktlar
arasindaki iliski @sterilmistir. Serbest Lie cebirlerinin bir elemaniniryngesini koruyan
endomorfizmlerin monomorfizm ol@u ve cebirin rankinin iki olmasi durumunda bu endo-
morfizmin otomorfizm oldgu ispatlanmistir. Ayrica serbest Lie cebirlerinin-primitif,
hemen hemen primitif ve jenerik elemanlari tanimlanaaiekler verilmis ve bu eleman-

larin test elemenlariyla olan iliskileri incelenmistir.
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lar, jenerik elemanlar —primitif elemanlar.
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Let X be afinite set anB be a free algebra generatedXyAn elemenuis called a test
element if for any endomorphism it follows from ® (u) = u that® is an autotomorphism.
Taking into consideration this definition, the relation between the test elements and retracts
of this algebra has been showed by being characterized test elements for endomorphism
and monomorphism of this algebra. It has been proved that an endomorphism of a free
Lie algebra preserving the automorphic orbit is a monomorphism and this endomorphism
is an automorphism when the rank of the algebra equals two. Also we have défined
primitive elements, almost primitive elements and generik elements of a free Lie algebra
and we have given some examples of these elements. Furthermore the relation between

almost primitive elements and test elements have been investigated.
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1. GIRIS Demet PARLAK

1. GIRIS

Serbest bir cebirin biu elemani i¢in® (u) = u olacak sekildeki® endomorfizmleri
otomorfizm ise bu eleman test elemani olarak adlandiriimaktadir. Bu tanim V.Shpilrain
tarafindan (Shpilrain, 1994) de acikca verilmistir. Test elemanlari ilk defa J.Nielsen ve
W.Dicks tarafindan serbest gruplar icin tanmlanmistir. Nielsen (Nielsen, 1918gtecleri
x vey olanF, serbest grubunun

x—f,y—g

seklinde tanimlanan endomorfizminin otomorfizm olmasi igin gerek ve yeter kogulgin

yi eslengjine yada tersinedhustirmesi gerekgini ifade etmistir. Burada

X,y] = xyx ty

olup F, nin test elemanidir. W.Dicks (Dicks, 1982; Dicks, 1983) te rahkian serbest
birlesmeliK < x,y > cebirleri i¢cin benzer sonuglar elde etmistir. Ayrica (Drensky, Yu,
1998; Essen, 1997; Feng, Yu, 1999) da polinom cebirlerinin test elemaanidmustir.

Serbest gruplarin test elemanlazerine bir cok ¢calisma yapilmistir. (Comerford, 1995;
Fine ve ark., 1998; Fine ve ark., 1999; Rosenberger, 1984; Shpilrain, 1994) de test el-
emanlarinadrnekler verilmistir. E.C. Turner (Turner, 1996) da sonlu rankh serbest gru-
plarin monomorfizmleri igin test elemanlarinin maksimal rankli ve herhangizietrakt
tarafindan icerilmeyen elemanlar oflinu ispatlamistir. Bu sonuclari serbest birlesmeli
olmayan cebirler icin A. A. Mikhalev, U. U. Umurbaev ve J-T. Yu (Mikhalev ve ark., 2001)
de ispatlamistir.

Yukaridaki ¢calismalar serbest cebirlerin test elemanlarinin maksimal rankli elemanlar
oldugunu gistermektedir. Ayrica bir cebirin alt cebiizerinde birim olacak sekilde homo-
morfizm tanimlanarak bu cebirin bir retrakti elde edilir. Buradan yola c¢ikilarak test ele-
manlarinin herhangi bir retrakt tarafindan icerilmeyen elemanlagoléspatlanmistir. Biz
bu calismamizda buna benzer siniflandirmaldzicgniine alarak bir takim test elemanlarini
inceledik.

Tezin ikinci OIiUmMinde calismamizda yeralan temel tanimlar ve teoremler ifade edil-
migtir.

Uclindl bdliimde bir serbest cebirin test elemanlarinin maksimal rankl ve herhangi bir

0z retrakt tarafindan icerilmeyen elemanlar @duspatlanmistir.
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Dordundl bdlimde sonludretiimis Schreietdzelligine sahip birF serbest cebirinin
sifirdan farkl bir elemaninin otomorfikdytingesini koruyan endomorfizmlerin monomor-
fizm oldwu ve rank(F) = 2 olmasi durumunda bu endomorfizmin otomorfizm @du
ispatlanmistir.

Besinci limde Nielsen-Schreiézelligine sahip serbest cebirlerin hemen hemen prim-
itif ve test elemanlarina yer verilmistir. Hemen hemen primitif elemanlarin maksimal rankli
elemanlar oldgu ispatlanmistir. Ayric&, alt cebirlerinin serbest carpimi iken ¢arpimdaki
her bir alt cebirin hemen hemen primitif elmanlarinin toplamiRircebirininde hemen
hemen primitif elmani oldgu gosterilmistir. Bu sonuctan hareketle Teorem5.8 de hemen
hemen primitif elemanlararnekler verilip hemen hemen primitif elemanlar ve test eleman-
lari arasindaki iliskiye dgnilmistir.

Altinci bolimde birL serbest Lie cebirinin rankinin tek ve cift sayl olmasi durumunda
A—primitif elemanlari incelenmistir. Ayrica\—primitif elemanlarla endomorfizmler ara-
sinda iliski kurulmustur.

Sekizinci Wlimde serbest Lie cebirinin hemen hemen primitif elemanlarina ve jenerik
elemanlararnekler verilmistir. Ayrica, jenerik ancak hemen hemen primitif olmayan bir

elemandrngji sunulmustur.
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

K bir cisim X = {Xq,...,Xa} bir kiime veF = F (X) K cismi Uizerinde serbedirete¢

kiimesiX olan bir serbest cebir olsun.

Tanim 2.1 N pozitif tamsayilarin kmesil’ (X), X teki birlesmeli olmayan monomiallerin

serbest grupoidi(X), X teki birlesmeli kelimelerin serbest yari grubu ve
~:T(X) = §(X)

e homomorfizm olmayan braket olmékere derece fonksiyonu: X — N asajidaki gibi

tanimlanir.
n
U(Xla---7xn): ZU(Xi) X1>~--7Xn€X
i=

Herx € X icin pu(x) = 1isep normal uzunluktur yanip = ¢ = x tir. a € F(X) i¢in
a= zaiai,o;«éai eK

olsun.aile aninpye gore en yiksek dereceli terimini@sterecgiz. a baz monomialleri
ve j # si¢in a; # asisep(a) = max{p(&)} olarak tanimlanir.Bu durumda
a= >  «ja
i-u(aj)=H@)
dir.

Bir u monomiali i¢in ¢x (u) ile u nun X kiimesine gre, uzunluk fonksiyonunu kul-
landgimiz durumlari belirlemek icin da® ile a nin uzunluk fonksiyonunadge en yiksek
dereceli terimini @sterecgiz. X Uzerindeki serbest Lie cebirii (X) ile, F (X) deki
carpimiuv ve L (X) deki carpim icin[u,v] yazac@iz. A; «Ap ... x Ay ile F nin Aq, Ay, ...,
A, alt cebirlerinin serbest garplmlnliélAi ile de A; alt cebirlerinin direkt toplamini

gosterecgiz.

Tanim 2.2 F bir serbest cebir olsunF de her bir terimi ayni dereceden olan elemana

homojen eleman denir.
Ornek 2.3 X = {x,y,z} ve F = F (X) serbest cebir olsun. Bu durumda

u=(xy)+(y2

elemani ikinci dereceden homojen elemandir.
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Tanim 2.4 Y, F nin bir alt kimesi olsun. Aggidaki ddnigimlere elemanterdhugimler
denir.
1.Y nin elemanlarina uygulanan tersinir lineémdgimler.
2.BiryeYicin
y—y+fys,....,yn) Y1, ¥n € Y/{y}

seklinde tanimlananahusimler.

Simdi F nin sonlu rankli olmasi durumunda herhangi bir otomorfizmin sonlu adimda

elde edilebilecgini gosteren teoremi ifade edelim.

Teorem 2.5 F sonluX kiimesitizerinde bir serbest cebir olsun. O zanfamin her oto-

morfizmi X e elemanter @dntigimlerinin ard arda sonlu sayida uygulanmasiyla elde edilir.

Teoremin ispati (Cohn, 1964) de bulunabilir.

Tanim 2.6 Eger biru € F elemaniF nin bir serbestirete¢ Kimesine ait ise ya primitif

eleman denir.

Tanim 2.7 F serbest cebirinin bir serbefirete¢c Kimesinin kardinalitesin€& nin ranki
denir. Biru € F i¢cin u elemaninin rankiF nin otomorfizmleri altindar nun gdrintisinin

bagl oldugu serbesx; Ureteclerinin minimum sayisi olup bu sayrgnk(u) ile gostererece-
giz.
Tanim 2.8 F rankin olan bir serbest cebir olsungEr biru € F i¢in rank(u) = n oluyorsa

u elemanina maksimal rankl eleman denir.

Tanim 2.9 B, F nin bir alt kimesi olsun. gerB kiimesiF de B tarafindariretilen cebirin

serbestirete¢ Kimesi iseB ye serbest tme denir.

Tanim 2.10 F sonluuretegli bir serbest cebir i@ = {by, ...,by} C F olsun. Eer
f(bg,...,bn) =0

olacak sekilde sifirdan farkl bir ganti yoksaB kiimesine bgmsiz Kime denir.

Tanim 2.11 B = {by,...,by} , F serbestiretec kimesinin bir alt kkimesi olsun. Ber her
I icin en yuksek derecelbiO pargalarl{b?/j #* i} kiimesi tarafindariretilen alt cebire ait

dejilse B ye indirgenmis kme denir.
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Asagidaki teoremin ispati (Kukin, 1972) de yapilmistir.

Teorem 2.12 F = F (X) serbest cebirinin her indirgenmis alikesi b@imsizdir.

A X ={xg,...,xn} tarafindariiretilen serbest birlesmeli cebir olsun.

Tanim 2.13 ¢: A— K, 1 <i <n igin €(x) = 0 olarak tanimlanan@hisime genisletme
homomorfizmi (augmentation homomorfizmi) denir. Bu durumtlamomorfizminin cekir-
degi, baziX olan bir serbessolA— modildir. Bu modili A ile gosterelim. Hemu € A

elemani

u= aux+ +aux
Toaxg T T gk T

formunda tekiirlti yazilabilir. BuradaX = {x1,...,X,} bazina greu nun koordinatlari olan

g_u (1 <i < n) elemanlari foxitrevleri olup bu tirevier asgidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.14 Asagidaki kosullar sélayan% :A— A (1<i<n)donugimleri sol Fox
|

turevleri olarak adlandirilir.

- 1 i=]
1%:5”: :
0X; 0 i#]

2)Heru,ve Aveaq, B €Kigin

Jdu ov
a_>q(O(U+BV) _O‘a_><i+Ba_><i
3)Heru,ve Aigin
o) _ @s(v)Jruﬂ
o X 0X;

Eger yukaridaki kosullar agadaki gibi ise% fonksiyonlarina sg Fox tirevleri denir.
|

%0

1) an

(Qu+Bv)e  ud Vo

2 —a= 3=
) 0x; a X X

0 0 ud
(uv) Vi n U

3) aXi =£& (V) & a_XiV
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Fox tirevleri ile ilgili daha ayrintili bilgi (Fox, 1953) te bulunmaktadir.

Tanim 2.15 F bir serbest cebir olsun.g@erF nin herdrten homomorfizmi bir izomorfizm

iseF ye Hopfian cebir denir.

Tanim 2.16 Bir serbest cebirin her alt cebiri serbest ise bu cebire Schreier sinifindandir

denir.

Tanim 2.17 H serbest bir cebir olmakzered : F — H bir homomorfizm olsun. Bu ho-

momorfizmin ¢ekirdgini ker® ile gdsterecgiz.

Tanim 2.18 F serbest cebirinde biu elemanininF deki hitin otomorfizmler altindaki

goruntiudineu elemaninin gringesi denir . Bu#meyiOrb(u) ile gosterecgiz. Buna @re
Orb(uy={veF /v=®(u) ,dc AutF }
dir.
Tanim 2.19 L4, L, iki Lie cebiri olsun.® : L1 — Ly lineer ddnigimil igin
®([x,y]) = [P(x), P (y)]
ise ® ye bir Lie cebiri morfizmi denir.

Tanim 2.20 L, X kiimesitizerinde bir Lie cebiri vé: X — L bir donigim olsun. HeP Lie
cebiri ve hera : X — P donigimi icin a = ni olacak sekilde bir teky : X — P Lie cebir

morfizmi varsaL,i) ciftine X Uzerinde serbest Lie cebiri denir.

L, X kimesiuzerinde bir serbest Lie cebiri olsundeki carpimi her, b € L i¢in [a, b]

ile gosterip bu carpimaile b nin komitabru diyeceaiz.

Tanim 2.21 [L,L], a, b € L olmakuizere[a, b] seklindeki tim elemanlar tarafindairetilen

alt cebir olup bu alt cebire nin komitabr alt cebiri veyaiiretilmis alt cebiri denir.
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3. TEST ELEMANLARI VE RETRAKTLAR

X ={X1,....,xn} ve F = F(X), X Uizerindeki serbest cebir olsun.
Bu bdlumde monomorfizmler ve sonlu rankli serb&stebirlerinin endomorfizmleri
icin test elemanlarini karakterize edgiz Ayrica bu cebirlerin retraktlari ile test elemanlari

arasindaki iliskiyi inceleye@gz.

Teorem 3.1 (Mikhale ve Yu, 1998)u € F, rank(u) = n ve @, ®(u) = u olacak sekildeki

monomorfizm olsun. Bu durumde, F nin bir otomorfizmidir.

Ispat: U9, unun en yiksek dereceli elemani w& dau dau disinda kalan terimler olmak
uzere

u=uy + u

olsun. Ayrica,
U = W4 U, U = U0+ uge .
oldugunu varsayalim.
F nin herhangi birY serbestirete¢ Kimesi icin asgidaki sonsuz sirayidg onine
alacaz.

Y = ( 4y (u),rank(u®), iy (W), ...)

Bu sekildeki siralamalari soldan baslayarak alfabetik siréya karsilastiragaz. Farkli

olarak,X serbestiretec¢ Kimesi icin gerekiinde asgidaki minimumozellik kabul edilebilir.

X(u) = Q"eiSY (u) ; Q={Y /Y,F nin serbestirete¢ Kimesi}

ve H = {hy,...,hy} olmak izereB, F nin H tarafindanuretilen alt cebiri olsun.® , F
nin monomorfizmi oldgu icin H , F nin bayimsiz bir alt Kimesidir. R ardisik elemanter

donugimleri vardirdyleki;
RH) =V ={ Vi,V [V £0, 1<i <n}

V indirgenmis bir Kime olupB alt cebirini gerer.Y = {y1,...,yn} = R(X) olsun. Y nin

serbestirete¢ Kimesi ve
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oldugu acik.u, u nunY ye gore yazilisi olsun. Varsayimimizdan,

U(Xl, --~>Xn) = U(y]-7 -~-,Yn) = U(V]., ---;Vn) (31)

u(vi,...,Vn), U(y1,...,¥n) de heriicin y; yerinev, yazilarak elde edilmistir.
Aksine, ¢ nin otomorfizm olmadjini varsayalim.V, indirgenmis Kime old@undan
bazij lerigin ¢x (vj) > 1 dir.

Genellgi kaybetmeksizin
V]_:X:L,...,Vr:Xr I’<I‘l
ve
Ix(vj) >1 r+1<j<n
(r = 0iken heri igin ¢x (vj) > 1dir. ) oldujunu kabul edebiliriz.
(3.1) den u(xq,...,X,) € Bdir. Simdiu elemaninin su sekildeki parcalaririginelim:
U(X1, -ors Xn) = U+ U

0 01

Uy = Uy (Xla "'7XI’) + ugz

Burada udt, ud in X1 X, ye bali olmayan elemanidir.
uwl=0iseuelemaninV serbestirete¢ kimesine greB nin elemani olarak yazage.

V indirgenmis oldgundan,
EV (U<X1, "'7Xn)) < EX (U<X1, "'7Xn))
(3.1) esitligini goz dnune alirsak,

Oy (U(Y1,-.-,Yn)) < €x (U(X1,..,%n))

elde ederiz. Bu durum nunX e gore rankinim olmasi ile gelisir.

ut £ 0 olmasi durumunda,

u(xla“'axn) = U(Vl;-n;Vn) = [j\/o +Au<k/

elde ederiz. Buradan
00 = 00 (ve, oo )+ 092 (v, .., V)
elde edilir. Buradaidt, 00 In Vi1, ...,vn ye bali olmayan elemanidi(3.1)den

~u\/01(vl; "'7VI’) = G?(l(Xl, "'7XI')
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dir. i9? # 0iseV nin indirgenmis bir kme old@u dikkate alinarak
Ix (G(Vl, ...,vr)) > Ix (U)

elde edilir. Bu durun{3.1) ile ¢elisir. Bu nedenle,

~0 01

Uy = Ux 8

(X1, ..y X ) = Uy (V1 .0y V) (3.2)

Simdi deu? elemanini dgiinelim. u? # 0 ise (3.2) den
rank(T9) = rankg(T9) = rank(u) < rank(u(xq, ..., Xn))
elde edilir. Bu durumX in minimal 6zelligi ile celigir. Buradau?(, Xr11, -, Xn Y€ bali
degildir.
V]_ — X]_7 ...,Vr — Xr

(Yani; u} = ud) oldugundan benzer sekildg?, uy©, ... elemanlari x;;1,...,%, ye bajl
degildir. Bu nedenle des elemani X;41, ..., Xo Ye bali degildir. Bu durumrank(u) =n
olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyl& bir otomorfizmdir.

[ |

Teorem 3.2 (Mikhalev ve Yu; 1998) u € F, rank(u) = n ve @, F serbest cebirinin bir
monomorfizmi olsun. Bu durumda® nin otomorfizm olmasi icin gerek ve yeter kosul

® (u) nun u nun yoriingesine ait olmasidif® (u) € Orb(u))

Ispat: @® otomorfizm ise sonug asikardi® (u) € Orb(u) olsun. Bu durumdd& nin W

seklinde bir otomorfizmi vardidyleki;

ve i = ®W-Imonomorfizm olupy = ¥ (u) elemani igin,
HV) =W H(W(U) =@ () =¥(u) =V

ve rank(v) = n dir. Teorem3.1 de®W~1 otomorfizmdir. Dolayisiylab , F nin otomor-
fizmidir.
|

Teorem 3.3 K, kar(K) # 2 olan bir cisim,

X| > 2 veu, F nin maksimal rankli homojen

elemani olsun. Bu durumdabir test elemanidir.
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Ispat: ®, F (X) in bir endomorfizmi ve
hi = ®(x) 1<i<n

olsun. |x| > 2 ve u maksimal rankli homojen eleman ofglw i¢in ¢ (u) > 2 dir. Buradan
®(u) = u olur. Buiseh; (1<i<n) elemanlarinin sifirdan farkli ve minimal derechi
elemanlarinin uzunfjununl olduju anlamina gelir.u maksimal rankli oldgu icin h;,
1<i<n, elemanlar lineer @amsizdir. Bu durumde , F (X) in monomorfizmidir. u
maksimal rankli oldgu i¢in Teorem 3.1 de®, F (X) in otomorfizmidir.
|

Teorem3.3 teki durumu serbest Lie cebirleriicin V.Shpilrain (Shpilrain, 1994) te ispatla-
mistir. Teorem.3.1 ve 3.2 yi A.A.Mikhalev ve A.A.Zolotykh serbest Color Super Lie cebir-
leri icin (Mikhalev ve Zolotykh, 1995) te ispatlamistir.

Teorem3.1rank(u) < n iken daru dajildir. Ayricau, x; bagli degilse

P(x1) = XX

dPx) = x5 i>1

endomorfizmi digintlebilir. Buradar® nin otomorfizm old@u durumunu ¢ikarmak imkan-

sizdir. AyricaX = {x1,X2}, U= X1 + X1 X2 elemani igin
P(x1) =u,P(x2) =0

alahm. Bu durumdarank(u) =2 = |X|, ® (u) = u fakat®, F (X) in otomorfizmi dgildir.
Bunun sebebi; @erU, u tarafindaniretilen alt cebir vel, F(X) in x; tarafindantretilen
ideali ise F(X) = U @ J dir. Buradanu nun F(X) in U 0zalt cebirine ait oldgunu
soyleyebiliriz.

Schreier cebirlerin idealleri ve alt cebirleri konusunda (Bahturin, 1987; Bahturin ve
ark., 1992; Bokut ve Kukin, 1994; Mikhalev ve Zolotykh, 1995; Reutenauer, 1993) kay-

naklarindan yararlanagez.

Tanim 3.4 F serbest cebir vél, F nin alt cebiri olsun. gerH tzerinde birim énisim

olacak sekildg : F — H homomorfizmi vars& ye F nin retrakti denir.

Teorem 3.5 (Bokut ve Kukin, 1994; Mikhalev ve Yu, 1998)K bir cisim, X = {x1,...,Xn}

ve H, F = F(X) serbest cebirinin sifirdan farkl alt cebiri olsun. Bu durumHanin

10
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F de 0z retrakt olabilmesi icin gerek ve yeter kos¥l = {y1,...,yn}, F cebirinin,r € Z,
1<r <n igcinu={uy,...,u } kimesiH cebirinin serbesiirete¢ kimesidirdyle ki; u; , F

niny.1,...,yn tarafindaniretilen idealine ait olmakizere
Ui =Y+ U 1<i<r (3.3)

olmasidir.

Ispat: EgerH alt cebiri (3.3) durumunu sglayan serbesiiretec kimesine sahip ise,
p:F—H

homomorfizmini diginelim. p nun retrakt homomorfizm oldyu aciktir.l , F niny;.1,...,¥n
tarafindaniretilen ideali olmakizereF = H @1 dir. O haldeH, F nin asikar olmayai®z
retraktidir.

Simdi H, F nin asikar olmayai®z retrakti vep : F — H retrakt homomorfizmi ve
bi=p(x),1<i<n

olsun. Elemanter @hugimleri {bs,...,by} kimesine ardisik olarak uygularsikalt ce-
birinin {uy,...,u } serbestirete¢ kimesi elde edilir.

r = n ise p retrakt homomorfizm olur véd, F nin 6zalt cebiri dgildir. Bu nedenle
r < nolmahdir. X e ayni elemanter@hiigimleri uygularsak nin asd@idaki ozelliklere

sahip olarY = {y1,...,yn} serbestirete¢ Kimesini elde ederiz.

plyi) = u ,1<i<r

p(yj)) = 0 ,r+1<j<n

Genellpi kaybetmeksiziquy,...,u } , Y = {y1, ...,y } alt kimesi ile b@lantilidir. Buradan
kerp,
{vi/r+1<j<n}

alt kimesi tarafindaifiretilen idealdirp , H Gizerinde birim énigim oldwu igin

pu)=u =p(y) 1<i<r

11
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dir. Buradap (u; —yi) = 0 oldugundanu; —y; € kerp dir. Dolayisiylau,1 <i <r, F nin

{ ¥r+1,-.-,¥n } alt kimesi tarafindafiretilen idealine ait olmakizere

Ui =Yy +u 1<i<r

dir.
|

Teorem3.5 te verilen Nielson-Schreigelligi ile sonlutiretecli cebirlerin retraktlarinin
tanimindan F (x,y) nin herhangi birdz retraktiw elemani tarafindan gerilirF (x,y) nin
{u,v} seklinde serbedirete¢ Kimesi vardidyle ki; f, v ye bajli monomial olmakiizere
w=u+ f dir. L=L(X,y) serbest Lie cebirinin test elemanlariflnL] komutabr cebirinin
sifirdan farkli elemanlar oldju kolaylikla gorulebilir. (Bu durum (Drensky ve Yu, 1998)
de agiklanmistir.)

Teorem 3.6 (Mikhalev ve Yu, 1997; Mikhalev ve Yu, 1998)F serbest cebirinin test ele-

manlari tam olarak nin herhangi bibz retrakti tarafindan icerilmeyen elemanlardir.
Ispat: @, F nin birim olmayan endomorfizmi olsuiyle ki; ® otomorfizm déil ve
®(u)=u O#ueF

olsun.
®, F nin monomorfizmi ise Teorem3.1 deank(u) < n yani; u elemaniF nin bir
serbest carpanina aittir.

Simdi, @ nin monomorfizm olmadyini kabul edelim.

olsun.u=# 0 ve ®” (F) # 0 oldugundarF nin bir Y serbestirete¢ kimesi vardiyle ki;

1 < s<n olacak sekildeks tamsayilari i¢in

®(yi) = Uu#0,1<i<s
®(y;)) = 0 ,$<j<n

ve J, F nin ys1,..., ¥y tarafindaniretilen ideali olmakiizere{uy,...,us} alt kimesi

modulo J ye gore indirgenmistir.

Uu=0U+u" 1<i<s; G, u ninyy,...,ysye bal olan parcasi ve € J dir.

12
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U #0,1<i<s, oldwu aciktir. (G =0 olsaydiy; = u’ olurdu.u’ € J oldujundan

ui = U = 0dir. Buise{u,...,us} nin indirgenemezyi ile geligir.) Benzer sekilde

u=u+u*
yazacag|z.
u= G(yla"'?yS) 7é 0
oldugu aciktir.
U= () =)+ ®(u) =)

oldugundan

_ —~\0

0 = (cb(a))
yani;

—_ — 0 ~ o~
0 (y1,...,Ys) = 00 (ug, ..., Ug) = T° (ulo, ...,uso>

dir. I° elemanininl <t < s olmak Uizereyy,...,y; ye bajli oldujunu kabul edebiliriz.
Buradan
C(up) =L (Vi) 1<i<s

elde ederiz.t = s iseus,...,Us tarafindan urretilen H alt cebiriF nin 6zalt cebiridir ve
ueH dir. t <s iseu elemaninin homojen elemanlara ayriimasiingchelim. (uzunluk

fonksiyonuyla bglantil) 1% = (u*)° olmakiizere

U= 0+ 0%+ ...

ve bu sekilde devam eder. Benzéitgmler kullanilarak hej icin U, y; ye bajli olmak
tzere ¢ (uj) =¢(y;) elde edilir.t <r <s olmakuzerell elemanlarininyy,...,y; ye bajl

oldugunu kabul edebiliriz® (u*) = 0 oldugu icin,
u=1u(ys,....yr) +u" = ®(u) =u(ug,...,ur)

Bu nedenlau elemani ug, ..., U tarafindariiretilenH’ alt cebirine aittir(H' CH CF)

Y serbestiretec Kimesitizerinde tersinir lineer@hiisim uygulayarak,
uj=Yyj+ UT

yazabiliriz. Buradau]-‘ €J (1< j <r)dir. Nitekim,H F nin 6zalt cebiridir veu € H dir.

13
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DolayisiylaF nin herhangi bitbzalt cebiri tarafindan iceriimeyanc F elemaninirF
cebirinin otomorfizmleri igin bir test elemani olgunu ispatladik. Ojer taraftarH , F nin
Ozalt cebiri,0 £uc H ve ® bir homomorfizmdir. Bu durumdé otomorfizm d@ildir.
Fakat @ (u) = u yani; u elemani test elemani gedir.
|
L. P. Comerford (Comerford, 1995) de serbest gruplarin test elemanlarini belirleyen bir

algoritma insaa etmistir.
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4. ENDOMORHAZMLER VE OTOMORAK Y ORUNGELER Demet PARLAK

4. ENDOMORFIZMLER VE OTOMORF K Y ORUNGELER

K bir cisim, L = L(x,y) serbest Lie cebiri olsun. Budtiimde,F = F (X) in sifirdan
farkli elemaninin otomorfik §ingesini koruyan endomorfizmlerin otomorfizm cdgunu

ispatlayacgiz.
Not 4.1 w € L olmakiizereW, L nin
W (Orb(w)) C Orb(w)
seklindeki bir endomorfizmi vé, L nin bir otomorfizmi olsun. Bu durumda
(Wod) (Orb(w)) =W (Orb(w)) C Orb(w)

(PoW)(Orb(w)) C ®(Orb(w)) = Orb(w)
Goruldugu gibiWod , oW fonksiyonlariw elemaninin griingesini korumaktadir. Yani;
Wod , doW otomorfizm ised ile ayni etkiye sahiptir.
Orngjin;

W(w) =wy € Orb(w)
ise bir® € AutL vardirdyle ki;

®(w1) =we Orb(w)
olur. ® otomorfizm oldgundan® o W de yoriingeyi korur. Buradan

PoWP(w) =D (W) =W

elde edilir. ® o W yerineW aldigimizda¥’ (w) = wya ulasihr. Burada®’ nin Orb(w) vew

elemanini sabitledini sdyleyebiliriz.

Onerme 4.2 L nin butiin otomorfizmleri lineerdir. Yani; bu otomorfizml&L, (K) genel

liner grubuna ait olup aggdaki sekilde tanimlanir:

P(x) = ax+vyy
d(y) = Bx+dy a,B,y,0cK

15
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Teorem 4.3 W, WY (Orb(w)) C Orb(w) olacak sekildeki endomorfizm olsun. Bu durumda

W nin lineer kismi tersinirdir. Yani;

W(x) = ox+yy+f

Y(y) = BPx+dy+g o,B,y.dcKvef gel =[L L]

olmakuzere
Wo(X) = ox+yy
Wo(y) = Bx+dy
GLy (K) ya aittir.
Ispat:

Y(x) = ax+yy+f
W(y) = Bx+dy+g

olmak tizerea,B,y,5 € K ve f,ge L' = [L,L] ve wp(X,y) ile w nun minimal dereceli
homojen terimini gsterelim.degwp > 1ise Not4.1 det¥ (w) = woldugunu varsayabiliriz.
Yani;
Wo (01X + Yy, BX+dy) = Wo (X, )

dir. (ax+vyy,px+dy) # (0,0) dir. degwp > 1 oldugu icin degwp dereceli itin Lie
komutarleri [x,y] yi alt carpan olarak igerirx ve y elemanlari yerine lineer Igaml el-
emanlar aldiimizda ise sifir olurlar. Bu nedendex+ yy ve Bx+ dy lineer ba&yimsiz olup¥
nin lineer parcalari tersinirdir.

degwp = lise
W(X,y) = ex+ny+wi £n €K, (gn)#(0,0),w; € L veoax+yy, x+ dy lineer bagimli

olsun. Gerekli oldgundax ve y yerine bunlarin lineer toplamlari olanvey alinabilir.
Oyle ki; X ve y/ L nin serbestiretecleridir. Ayrica® € AutL olmakiizereW yerine® oW
alinabilir.

B=y=93=0olsun. Budurumda
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olur. W (w) = w oldugundanw nun ydringesindeki btun elemanlar sifirdan farkli lineer
terimlere sahiptirh € L' olmaktizereL dew elemaninv = y+ h(x,y) elemanina gtiren

bir otomorfizm vardir. Buradan
Wv)=g+W¥hel
olur. Bu ise imkansizdir. @hki;
Wod(w)=W(v)=g+W(h)
olupWo @ yerineW aldigimizda
W(w) =g+W(h)

olur ve bu durumd& (w) = w olmasi imkansizdir. Dolayisiyi nin lineer kismi tersinirdir.

Onerme 4.4 f4, ..., fm bir serbest Lie cebirinin sifirdan farkli elemanlari olsungeE bu
elemanlar asikar olmayan bir takimdatilari s@llyorsaff, e f,% en yuksek dereceli ho-
mojen terimlerin herbiri djer en yiksek dereceli homojen terimler tarafindaetilen Lie

cebirine aittir.

Sonug 4.5 f veg, L nin sifirdan farkli elemanlari olsuh,( f,g) = 0 olacak sekilde sifirdan

farkli h(x1,x2) polinomu varsa® = eg° olacak sekilde bie € K vardir.

Ispat: Onerme4.4 terf® , g®tarafindariiretilen Lie cebirine aittir. Bitiretecli Lie cebirleri

bir boyutlu oldlf;undanfO = ¢ olacak sekilde € K vardir.

Teorem 4.6 (Mikhalev ve Yu, 1998)L , ranki iki olan serbest Lie cebiri v&
W (Orb(w)) C Orb(w)
olacak sekildeki bir endomorfizm olsun. Bu durum#alL nin otomorfizmidir.

Ispat: IspatdegW (x) +degW¥ (y) lizerinde imevarimla yapilacaktir. Teorem3.6 d#iix),
W (y) asikar olamazlar vdegW¥ (x) + degW¥ (y) > 2 dir.
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degW¥ (x) +deg¥ (y) = 2 ise W lineer bir endomorfizm olup Teorem4.3 t&hbir oto-
morfizmdir.

degW¥ (x) +deg¥ (y) > 2ve

Y(ix) = oax+y+f

W(y) = Bx+d+g a,BydcKvefgel =[LL]|

olsun. f° # 0 ise AutL = GL; (K) oldugu icin Orb(w) daki bitiin elemanlarin dereceleri
aynidir.

g # 0 olsun. W (w) nun mimkiin olan en yiksek dereceden homojen terimi i¢hh(x)
ve ¥ (y) nin homojen terimlerinin etkisiniiaginelim. Ayricaf® ve g® W (w) nun en yiksek

dereceli kisminda yeralir. Esitlikteki dereceleri karsilastirirsak
W(w) =w(ax+yy+f,Bx+0dy+g)

yazabiliriz. Dolayisiylaf® ve gO asikar olmayan kantilar sd@lar. Sonucg4.5 tem € K
vardiroyle ki; ' = sgo dir. g = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumdlti(y)0 =WY(y) lineer
olur. Benzer sekildd® = eW (y) olur. Buise0 # f € L' olmast ile gelisir.

Simdi L nin

seklindeki otomorfizmini dsinelim. W1 = Yo 0 olsun. Not4.1 de!; benzer sekilde
Orb(w) i korur.

Wi(x)=W(x—¢ey)=(a—ePf)x+ (y—€d)y+ (y—¢€g) = aix+vyiy+f1 fi=Ff—gy

0= ego oldugundan ger f; # O isedegf; < degf olur. f; = 0isedegW¥1 = 1 < deg¥ (x)
olur. Buradan

degWi (x) +degW1 (y) < deg¥ (x) + deg¥ (y)

olur ve W1 bir otomorfizmdir. W = W, 0 6~ otomorfizmdir.
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Teorem 4.7 (Mikhalev ve Yu, 1998)K bir cisim, X = {x1,...,Xn}, 0 u e F =F (X), &,
F nin
®(Orb(u)) € Orb(u)

seklindeki endomorfizmi olsun. Bu durumda F nin bir monomorfizmidir.

Ispat: F nin bazipotomorfizmleri icind (u) = u(u) oldugu agiktir. Bu durumdd’ =y~
endomorfizmi igin¥ (u) = u elde ederiz. Beru elemaniF nin herhangi bibz alt cebiri ait
degilse Teorem3.6 da¥ endomorfizmiF nin otomorfizmidir.

H, F nin 6z alt cebiri veu € H olsun. Teorem3.5 teN = {y1,...,yn} kimesiF =
F (X) cebirinin serbediretec Kimesidirdyle ki ; H alt cebiri asgidaki elemanlar tarafindan
uretilir.

vi=yi+h 1<i<l ,lI<n (4.2)

Heri icin hj elemani y; 1, ..., yn tarafindaniretilenF nin idealine aittir. Y serbestireteg
kiimesine bir lineer dnisim uygulanirsdy; elemanlarinin lineer toplamlara sahip olntadi
varsayilabilir. h(D) ile h elemaninin minimal parcasinosterecgiz. (Y deki uzunl@u ile)
Orb(u) nunh eleman veY kiimesinin dgisimi ile (4.1) 6zelliginin, hY elemanlarinin
mumkiin olan en kiciik sayidakiY nin elemanlarina ki oldugu kabul edilebilir.h(M) in
yie bah oldugunu varsayabiliriz. ger®, F nin otomorfizmi d@ilseF nin W otomorfizmi
vardiroyle ki;

®(W(y1)) =0

ve sifirdan farkh elemanlardan olusan

{®W(y)) /i>1}

kiimesiY ye bal indirgenmis alt kime formundadirv = ® (W (u)) elemanini ve onun

minimal elemanivb i diiginelim. @ (W (y;)) = 0 oldudu icin ya

by (V(1)> > ly (U(1)>

v ¢ Orb(u)

ve

yadav(l) elemanil den daha az sayidaki serbéseteclere bglidir. | nin (4.1) deki en

kiiciik say1 old@unu @z 6niine alirsak ¢ Orb(u) olur. Qunkil ,

v==>(W(u(yL,...,¥n))) =Uu(PW¥(y1),...,®¥ (yn)) = u(®W(y2,...,yn))
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olup
v=ub (yo,....yn) +U*
dir.
v v = u® 4y
ifadesinde/(ll) y1,...,Yn badli ancaku@ ys. ...y, baglidir. Bu celiski ispati tamamlar.
[
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5. HEMEN HEMEN PR IM IT IF ELEMANLAR VE TEST
ELEMANLARI

F = F(X) bir X kiimesiuzerinde serbest cebir olsun.
Bu bolumde Schreier sinifinda belirli tipteki sonluretecli serbest cebirlerin hemen

hemen primitif elemanlariniidiinecgiz.

Tanim 5.1 F bir serbest cebir olsurk: de primitif olmayan fakaE nin bu elemani iceren
herhangi bir alt cebirinde primitif olan bir elemana hemen hemen primitif eleman denir.

Boyle bir elemanAPE ile gosterecgiz.

Onerme 5.2 (Mikhalev ve Yu, 2000)Serbest cebirlerin hemen hemen primitif elemanlari

maksimal rankli elemanlardir. Aksi durumudgta degildir.

Ispat: o, F deAPEveB, F nin 6z serbest carpani olmékerea, B nin bir primitif elemani
olsun.

EgerF = F(x,y) ranki iki olan serbest cebir isexy)y elemani maksimal rankl fakat
ayni zamandxy ve y tarafindan gerilen alt cebirde primitif gadir. Dolayisiyla (xy)y
elemaniF de APE degildir.

|

Teorem 5.3 K, karK # 2 olan bir cisim veu , F de birinci dereceden elemanlari sifira esit

olan APE olsun. Bu durumda, F in bir test elemanidir.

Ispat: Teorem3.6 daf cebirinin test elemanlaf nin herhangi bizalt cebiri tarafindan
iceriimeyen elemanlardiH, F nin 6zalt cebiri veu € H olsun.u, F deAPE oldugu icinu,

H nin primitif elemanidirH nin otomorfizmleri grubu elemanter otomorfizmler tarafindan
uretildigi icin Teorem3.5 teru sifirdan farkli lineer elemanlara sahiptir. Bu c¢eliski ispati

tamamlar.

Onerme 5.4 (Mikhalev ve Yu, 2000)K, karK # 2 olan bir cisim olsun.
1) xy, F(x,y) deAPEve F(x,y) nin test elemanidir.
2) x+xy , F(x,y) de APE dir fakat test elemani dgdir. (xy)z F(x,y,z) de APE

degildir fakat maksimal rankli elemandir.
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3) x—[[x,y],y] L(xy) serbest Lie cebirinddPE dejildir; ayrica test elemani da
degildir, fakat maksimal rankhdir.[[x,y],y] elemaniAPE d&jildir fakat L(x,y) nin test
elemanidir.

4) [x,y]+[[x, 2,2 L(x,y,z) serbest Lie cebirindAPE ve test elemanidir.

Ispat: (1) den (4) e kadar olan siklarda verilen elemanl&riX) in sonlutiretecli birH alt
cebirine ait oldgunu varsayalim. Bu elemauniile gosterecgiz. x >y > zve {hy,....hn}
kiimesiH nin indirgenmis serbedirete¢c Kimesi olsun. Ayricai nun en yiksek dereceli
kismiu®, h?, ..., hd, iizerinde polinomdur.

1)u=xy=ul. Egeru®, bazih? (1 <i < m) lerin lineer toplami is& nunH de primitif

oldugu aciktir. Aksi taktirde ,
uW=hdhd, nY=x, =y

kabul edebiliriz. Bu durumda{ = F (x,y) oldugundanH, F (x,y) nin 6zalt cebiri olamaz.
Teorem5.3 tery, F (X,y) nin test elemanidir.
2) u= X+ xy nin F(x,y) de APE oldugunu @stermek icin 1. in ispatindaki benzer

argamanlar kullanilabilir®, F(x,y) nin

seklinde tanimlanmis olan homomorfizmi olsun. Bu dururddatomorfizm dgildir ve
® (u) = udur. Dolayisiylau, F (x,y) nin test elemani dgldir.

u= (xy)z elemant icin
hy = xy

hZZZ

ve H, F(x,y,2) nin hy ve hy tarafindaniretilen alt cebiri olsun{hs,hy} nin indirgenmis
kiime veH nin F(x,y,z) nin 6zalt cebiri old@u agiktir. Ayni zamanda,= h;h, elemanH
nin primitif elemani dgildir. v nin maksimal rankli oldgu aciktir.

3)u=x—[[x,y],y] elemant igin,

h1 = [xy—x

hp =y
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veH , L(x,y) nin{hy, hy} tarafindariiretilen alt cebiri olsun. Bu durumda
U= —(hy+ [hy, hy])

olur.{hy, h2} ninindirgenmis kime old@u veu nunH nin primitif elemani olmadji agiktir.
Bu nedenlau, L (x,y) de APE degildir.

®d(x) = u
®@y) = 0
olarak tanimlanarm retrakti icin® (u) = u elde ederiz. Fakat, L(x,y) nin test elemani
degildir. Ayni zamandau, L(x,y) de maksimal rankl bir elemandir.
v=[[x,y],y] elemaniL(x,y) ninhs = [x,y], ho =y tarafindaniretilenodzalt cebirine
ait oldwundanL(x,y) de APE degildir fakat v, L(X,y) nin test elemanidir.
A u=[xYy+[x7,7 icin = [[x,Z,7 dir. w0, bazih? larin lineer toplami isel , H
nin primitif elemanidir. Aksi taktirde agagdaki durumlari dginmek zorundayiz.

Birinci durumda,
hg = [xZ
N = z=hy
olsun. Bu durumda ,
hi1 =[x, +ox+By+yz a,B,yeK
ve
u—[hy,ho] =[xy —alx,Z—Bly,Z

Egerhd, [x,y] toplamini igerirseu, H nin primitif elemani olur ve ger

ise{hy,hy, hz, hs} indirgenmis bir kime dé@ildir.

Ikinci durumda,

dir. Bu durumda,
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olur. Egerhd, [x,y] toplamini icerirseu, H nin primitif elemani olur. Eerhy =y ise
H = L(x,Y,z) olupH ©zalt cebir olamaz. Teorem5.3 tan L(x,Y,z) nin test elemanidir.
[

Teorem 5.5 (Mikhalev ve Yu, 2000)A ve B F nin iki alt cebiri veF = AxBolsun.a, A
daAPEveb, BdeAPE ise a+b, F nin primitif elemani dgildir.

Ispat: Y ={y1,....Vs} , Z={z1,....,z} ,s+t=n=|X| ,A=F(Y) ,B=F(2) ,X=YUZ
olsun. a+ b nin primitif oldugunu varsayalima ve b sirasiylaA ve B de APE oldugundn
¢y (a) >1,¢z(b) > 1dir.

G={01,.-,0n} , F(X) in serbestirete¢ Kimesi veg; = a-+bolsun.1<i < n igin g
ile gi ninZye bajli olmayan par(;a3|nl'('g;terelim.gi1 = a oldugu acik. Elemanter otomor-
fizmler kullanarak sifirdan farkli elemanlardan olus{egj},...,gn} kiimesinin indirgenmis
oldugu kabul edilebilir.fy (g,) < fy (91) = £y (a) (2<i < n). G, sonlu sayidaki elemanter
otomorfizmlerleF (X) in serbestirete¢ Kimesi oldgundanAninY serbestirete¢ kimesi
icin G = {g;,...,d,} (sifir olan elemanlar dahil)ikmesini olusturabilirize® , bu elemanter
otomorfizmlerin birlesimi olsun.db(gjl) # 0 isea, A nin primitif elemanidir. Bu du-
ruma nin A daAPE olmasi ile gelisir.® (g;) = 0 ise ®(g1) deki herbir monomiakZ nin

elemanlarina kgidir.

q)(gZ) =V, 7(D(gs+1) =Ys

oldugunu varsayalim. Burada elemanténdsimleri tekrar uygulayarak

®(gst2) = .. =P(gn) =0

oldugunu $yleyebiliriz. @ (g1) , P (gs+2), ..., P (gn) elemanlarinin modul® ninY tarafin-

dan Uretilen idealine gre B cebirini Urettigi acik. ®(g;) ile Y ye bal olmayan®(g;)

elemanini gsterecgiz. Bu durumda,

H— {Cb(gl)l,‘D(gS-FZ),’ ...,Cb(gn)}

B cebirini Uretir. Fakat bu kmet tane eleman igerir.B cebirinin rankinint olmasi ve

B cebirinin Hopfian olmasi nedeniyld, B nin serbestirete¢ Kimesidir. O haldeb (g;)

elemaniB nin primitif elemanidir. Tersinird~! otomorfizmini ekleyerek

b= (o(g))
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elde ederiz. Dolayisiyla, B nin primitif elemanidirb nin B de APE olmasi nedeniyle bu
bir ¢eliskidir. Bu nedenl@+ b, F (X) in primitif elemani de@ildir.
[

Teorem 5.6 (Mikhalev ve Yu, 2000)A ve B F nin iki alt cebiri veF = AxBolsun.a, A
daAPEveDb, BdeAPE olmakizereH, F nin a, b € H olacak sekildekbzalt cebiri olsun.

Bu durumdaa+ b, H nin primitif elemanidir.

Ispat: Y = {y1,....Vs} , Z={z1,....z} ,s+t=n=|X| ,A=F(Y) ,B=F(Z2) ,X=YUZ

olsun.H nin sonlutretilmis cebir oldgunu kabul edebilirizH nin
H= Hl * H2 * H3

seklindeH;, H, ve Hs alt cebirlerinin serbest carpimi olgunu disiinebiliriz. BuradaH;
, H nin Z ye bajli olmayan elemanlarinin olusturgu alt cebir,H> , H nin'Y ye bajli
olmayan elemanlarinin olusturgu alt cebir,H3 sonlu Uiretilmis alt cebir. H = Hy x Hy
olmasi niimkiin) Buradaa € H; , b € H, ve Hy, Ha sirasiylaA ve B nin alt cebiridir.H, F
nin 6zalt cebiri old@u icin Hy £ A, Hy # B. Genellgi kaybetmeksizirH; in A nin dzalt
cebiri oldwWunu kabul edebiliriz.a, F de APE oldugundana, Hj in primitif elemanidir.
Dolayisiylaa+ b primitiftir.

|

Onerme 5.7 (Mikhalev ve Yu, 2000)F, A ve B gibi iki 6zalt cebirinin serbest carpimi ae
ile b sirasiyla, genellestiriimis derece fonksiyonlari olarve [, ile baglantili olmakiizere
A ve B cebirlerindeAPE olsun. (1 ve | farkh olabilir ) Bu durumdaa+ b, F (X) de APE
dir.

Ispat: Teorem5.5 tem+ b, F nin primitif elemani dgildir. H, F nin sonluiiretilmisdzalt
cebiri vea+b € H olsun. Eerac H iseb e H olup Teorem5.6 daa+ b, F de APE
dir. a ¢ H ise A ve B Uzerindeki kisitlamalari sirasiyla ve pp ye esit olan genellestiriimis
derece fonksiyonu yl diginecgiz. G, H nin indirgenmis serbesireteclerinin kimesi ol-
sun. Genellyi kaybetmeksizira+ b nin en yilksek dereceliielemaniniraya esit old@unu
varsayallm.H’ ile F nin H ve a tarafindaniretilen alt cebirini @sterecgiz. Bu durumda
H' £ F dir. Teorem5.6 daa+b, H' nuin primitif elemanidirM = {m,...,my} F de prim-

itif bir sistem, N, F nin sonlutretiimis alt cebiri dyle ki; M C N. Bu durumdaM, N de
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primitif bir sistemdir. Buna dayanarak+ b, H nin primitif elemanidir. Dolayisiyla+ b,
F deAPEdir.
|
Yukaridaki®dnermenin benzeri olan sonuc¢ serbest gruplar icin de gecerlidir. Bu konu
ile ilgili daha ayrintili bilgi (Brunner ve ark., 1993; Fine ve ark., 1998; Fine ve ark.,1998 ;
Rosenberger, 1984) de bulunabilir.

Teorem 5.8 (Mikhalev ve Yu, 2000)K, karK # 2 olan bir cisim olsun.
1.n=2mise
X1X2 + ... + Xom—1Xom
F(X) deAPEdir.
2.n=2m+1lise
X1X2 + ...+ Xom—1Xom + Xom 1X2m 1
birlesmeli olmayan serbeBt(X) cebirindeAPE dir.

3.n=2m+1veX = {xg,...,Xom+1} olmakizere

[[X2, X1],X1] + [X2, X3] + .. + [Xom, Xom+1]
L (X) deAPEdir.

Ispat: Teoremin ispatina gegmedénce Teorem5.5 in ve Teorem5.6 nin genel durumda

da s@landgi gosterilmelidir.Hx, ..., Hn F nin 6zalt cebirleri olmakizere
F=Hix...xH,

olsun. Oncelikle1 <i <n icin h;j, H; de APEisehy + ...+ h, nin F de primitif eleman
olmadgi gosterilecektir.

ispat timevarim ypntemiyle yapilacaktim = 2 icin Teorem5.5 elde edilir. Bu ifadenin
n— 1icin dogru oldwWunu varsayalim. Bu durumda + ... + hy_1 elemaniHy % ... x Hy_1
de primitif deildir. Heri icin h;, Hi de APE oldugundanH; icinde h; nin primitif oldugu A;
Ozalt cebiri vardir.

A:A]_*...*An

isehy,...,h,_1 elemanlarA da primitiftir. Dolayisiylah; + ... + h,_1 de A da primitiftir. A,
Hy % ...xHy_1 in 6zalt cebiri old@undanhy + ... + hy_1, H1 %... * Hy,_1 de APE dir. h,, Hj
de APE olup Teorem5.5 tehy + ... + hy_1 + h, , F nin primitif elemani dgildir.
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Ha1,...,Hn , F nin 0zalt cebirleri olmakizere
F=Hix...xHp

olsun.lkinci olarak1 <i<n icin hj, Hi deAPE veH , F ninhy, ..., h, € H olacak sekildeki
Ozalt cebiri olmasi durumunda + ... + h, nin H de primitif eleman oldju gosterilecektir.

Ispat timevarim Ypntemiyle yapilacaktim = 2 icin Teorem5.6 elde edilir. Bu ifadenin
n— 1 icin dogru oldwWunu varsayalim. Bu durumda + ... + hp_1 , H nin primitif el-
emanidir. Dolayisiyld; + ... +h,_1, Hy * ... * H,_; de APE dir. h, , Hy de APE olup
H’, hy +...+hn_1,hy € H olacak sekildeki cebir iken = 2 durumu elde edilir. O halde
hy + ...+ hn_1+hn, H nin primitif elemanidir.

1.

Hi = Hy <Xg3,%X2 >,...,Hom—1 = Hom—1 < Xom—1, Xom >

F nin 6zalt cebirleridir. Onerme5.4 dam;x, elemaniH; de ,X3X4 elemaniHs te ve lyle
devam edilirsexom_1Xom elemaniHyy 1 de APE dir. Bu durumdaH;, Hs, ..., Hyy 1 de
siraslylaxiXz, X3Xa, ..., Xom—1Xem 1 primitif eleman olarak icerem\;, Ag, ..., Aom_1 Ozalt
cebirleri vardir.

H=H{xH3zx*x...xHoypn 1=F

dir. Ayrica
A=A xAz*...xAom_1

F nin 0zalt cebiridir vexixo, X3X4, ..., Xom—_1Xem € A dir. Yukaridaki ispattan dolayi
X1X2 + X3X4 + ... + Xom—1X2m

A nin primitif elemanidir. Bu nedenle bu elemErde APE dir. Teorem5.3 ten dolayi bu
eleman test elemanidir.
2.

Hy = Hy <X1,% >,...,Hom 1 = Hom-1 < Xom-1,Xom >, Homy1 = Homi1 < Xomy1 >
Ozalt cebirlerini alip 1.dekiyle benzer islemler yapilarak

X1X2 + X3Xq + ... + Xom—1Xom + Xom+-1Xom+-1

in APE ve test elemani oldju gosterilebilir.
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3. Onerme5.4 te[x2,X1],X1] 4 [X2,X3] in serbest Lie cebirH; = Hi < x1,X%2,X3 > te
APE oldugu gdsterilmisti. Hy = Hg < X4,%5 > 0zalt cebirini diginelimxsxs, Hsq te APE
dir. Bu nedenleH, Uin HA 0zalt cebiri icinxgxs primitif elemandir. Kurosh i;'mteminderi—lj1
icin X4Xs — XsX4 €lemanini iceren serbestete¢c Kimesi olustirulabilir. Bu nedenley, xs),

H, de APE dir. Benzer sekildéxg, X7], ..., [Xom, Xom+1] €lemanlarinin sirasiyla
He = Hg < Xg,X7 >, ..., Hom = Hom < Xom, Xom4-1 >
de APE oldugu gosterilebilir.
H= HixHgx*...xHop

alinip ispat 1. deki gibi yapllir.
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6. SERBEST LIE CEBIRLER ININ A-PRIM IT IF ELEMANLARI

Bu bdlumde serbest Lie cebirlerinin-primitif elemanlarini karakterize edilerek ranki
tek say! olan serbest Lie cebirlerinde ki elemanlarin olmadi ve ranki cift sayi olan
serbest Lie cebirlerinde bu elemanlaérel bir elemanin @rintisl olduju ispatlanmistir.
X = {X1,...,Xn} 0lsun. X Gizerindeki serbest birlesmeli ceirolsun. X tzerindeki serbest
Lie cebirini L (X) ile gosterelim. A ile serbet birlesmelA cebirinin X tarafindaniiretilen

sol idealini gisterecgiz

Tanim 6.1 (Shpilrain, 1998)u, L(X) serbest Lie cebirinin bir elemani olmékere ger

ou ou
0x1’ 7 Oxp

elemanlarA y1 K (X) in bir sol ideali olarakiiretiyorsau ya A-primitif eleman denir.

Teorem 6.2 (Mikhalev ve Yu, 2000) K, karK # 2 olan bir cisim,X = {Xg,...,Xn} ve L(X)
serbest Lie cebiri olsun.Bu durumda

1. n=2mise, herA-primitif eleman

[X1,X2] + X3, Xa] + ... + [Xom—1, Xom|

elemaninin otomorfik@untisidar.
2. ntek sayi isd_(X) de A-primitif elemani yoktur.
3. L(X) cebirinin otomorfizm grubu ltiin A-primitif elemanlarizerine gegismel

olarak etki yapar.

Ispat: X = {X1,..,%n}, Z pozitif tamsayilarQ. pozitif rasyonel sayilar lkmesi olmak
Uzere her #0icin w(r) #0 isew: Z" — Q4 donusimi bir fonksiyoneldir. A-primitif

elemaninin otomorfik @untisinin yine bir A-primitif eleman oldgu acik.
w=w(X) 1<i<n, Q= (wy,...,Wn)

Uzerinde kismi siralamaidiinecgiz; aii >wi ,1 <i<n, vebaz jlerigin m'j > W
oIdu@undaQ’ > Q diyecdjiz. w maksimalQ satirina sahip bir foksiyon olsudyle ki;
u nun bazi otomorfiky gorintilerinin w ya bajll en yiksek dereceli kisminin derecdsi
olsun.

X serbestireteclerininm; derecelerini kullanarak derece fonksiyonu olustugazau =

v oldugunu kabul edelimu nun bir uzunluklu elemanlarin toplamina sahip olngaacik.
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u, A—primitif oldugundan maksimal rankli ve, ..., x, e balidir ve mjj € K(X) vardir
oyle ki ;

ou ou .
ml_+ +m =X ,|:1,...,n (61)

0X1 axn

u elemaninin uzun@unun?2 den hiyik olduyunu kabul edelimm derecesil olanu ele-
manin leading parcasiicin (6.1) den su sekilde bir esitlik yazilabilir;
ou ou

M —+..+m =0 ,0#meK(X),1<i<n
0X1 an

Bu durumdaL(X) in m-homojend otomorfizmi vardir ( yaniw® (x;) = w(X;) heri igin
) dyle ki; v= @ (x) nin en \yilksek dereceli parcas!, n den daha az sayidakilreteclerine
baglidir. v nin x; e bal olmadgini varsayalim.v, x; e bajh oldujundan siradakio
fonksiyonelini diginebiliriz.

w1 = W(xp) rasyonel sayilarini yeni fonksiyonelle dantili v nin en yiksek derecel

parcask; e bajli oluncaya kadar uygulayage. w’l icin bu degeri sabitleyip

w; =mw 1<i<n
diyecdjiz. Bu durumdaw ile baglantili v elemaninin en yksek dereceli parcadie esit
olan w — weight e sahiptir. Ayni zamanda birinci par(;ad@ﬂ > Q dir. Bu durumw

fonksiyonelinin maksimabzelligi ile celisir. Nitekimu nun uzunlg@u 2 dir ve

dir. umaksimal ranka sahip oldundan yenY = {y1, ..., yn} serbestirete¢ kimesine lineer
otomorfizmler uygulayarak

u=[y1, 2] +3§i§j§nBij vi,yil  BijeK
elde edilir. u nun maksimal rankl oldju dikkate alinip devam edilirse = 2m igin ilk
kisimdanu nun,

[X1,X2] + ... + [Xom—1, Xom|

in goruntisi oldwu gorulur. Bu nedenlen tek sayi ikernL nin A-primitif elemana sahip

olmadgi aciktir. 1. ve 2. deh nin otomorfizmleri grubu\-primitif elemanlari Kimesine

gecis yapar.
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Sonug 6.3K, karK # 2 olan bir cisim olsun®, L(X) in herhangi biru A-primitif elemani

icin ® (u) da A-primitif olacak sekildeki bir endomorfizmi is®, L nin otomorfizmidir.

ispat: W = [X1,X2] + ... + [Xom—1, Xom] Ve v = @ (w) olsun.w ve v A-primitif elemanlardir.
Teorem6.2 debr(X) in W otomorfizmi vardiyle ki; W (v) = w. Bu nedenléP (d (w)) = w.
w, L(X) in test elemani oldju icin W® otomorfizmdir. Dolayisiylab, L(X) in otomor-

fizmidir.
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7. SERBEST LIE CEBIRLER ININ JENER IK ELEMANLARI

Bu bolumde serbest Lie cebirlerinin jenerik elemanlarinin bir serisini suacee
jenerik olmayan fakat hemen hemen primitif olan bir elendamgji verec@iz. X bos ol-

mayan sonlu bir éme veL = L(X), X Uzerindeki serbest Lie cebiri olsun.olsun.

Tanim 7.1 L velL; iki serbest Lie cebirivéM C L1 olsun.L; denL; ye olan homomorfizm
altindaM nin goruntisl tarafindan olusturulan ideale nin verbal ideali denir vévi(L5)

ile gosterilir.

Tanim 7.2 D1, Lie cebirlerininK cismitizerinde biB 0zdeslikler Kimesi tarafindan tanim-
lanan bir sinifi véB(L) deL nin B tarafindan tanimlanan verbal ideali olsiumin f elemani
icin eger f € B(L) fakatL nin herH ozalt cebiri i¢inf ¢ B(H) ise f yeL nin Dj - jenerik
elemani denir.D; ile dejismeli Lie cebir tirlerini gosterelim. L serbet Lie cebirinin bir
u elemani icin geru € [L,L] iseL, D»- jeneriktir ve @erL nin baziH alt cebirleri icin

u€ [H,H] ikenH = L iseu yaD,- jenerik denir.

i: X — N genellestiriimis derece fonksiyonuniaglinelim.

Serbest gruplardaki gibi sonlu rankl serbest Lie cebirleri Hopfianguldgin jenerik
elemanlar test elemanlaridir. (Comerford, 1995)

a € L icin ada ve Ada ile sirasiyla sol ve gpcarpim operdirlerini gosterecgiz. Yani;
(ada) (b) = [a,b], (b) (Ada) = [b,a] dir.

Onerme 7.3 (Mikhalev ve ark., 2002)X = {x,y,z} olsun. Bu durumda
u=[x,y]+ (x) (Adz" (k>2)
elemaniL deAPE ve test elemanidir.

Ispat: u elemaniniri nin sonlutiretiimisH alt cebirine ait oldgunu varsayalimx >y > z
ve{hy,...,hn} H ninindirgenmis serbesirete¢ kimesi olsun. Bu durumdanun en yiksek
dereceli terimi u® in, h9, ... h%, Uzerinde polinomdur.u® = (x) (Ad2* dir. Egeru’nin
yazilisinda baz0 # h? larin lineer toplami var ise;

W=ah’+f({h)/j#i}) O0#aekK

dir. Bu nedenle

u=ahi+f ({hj/j#i})
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olur veu, H nin primitif elemanidir. Aksi durumda

h = (x)(Ad2' | <k

N = z=h

olur. Buradan

hi=(X)(Ad2' +ax+By+yz  a,ByeK
elde edilir.
— (hy) (Adhe) ™" = [x.y] — o (%) (Adhe) ™' — B(y) (Adhp)*”
dir. Eger hg, [x,y] toplamini igerirseu, H nin primitif elemanidir. Ancak

h = x=hs

olmasi durumunddh, hy, hz, hs} indirgenmis dgildir.

h = x=h

S = z=h

olmasi durumundél = L c¢eliskisi elde edilir.

HX) = 1
uy) = N>k
wz =1
olarak verilen genellestiriimis derece fonksiyonurigithelim. {h’ 1 } H alt cebirinin

-~

W ile baglantili |nd|rgenm|§ serbesirete¢c Kimesi olsun.U = [x,y] ve U, hy, h de bir

polinomdur. Eeru, 0 # hj lerin lineer toplami ise;
a=pnj+g({M/i#i})  0#BeK
Bu nedenle
u=phj+g ({n/i#i})

olur veu, H nin primitif elemanidir. Aksi durumdaec H olur.
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Egerx, ze H ise

/

u=u—(x)(Ad2*=[x,y] €H

dir. Eger <u> , h?,...,hQ larin lineer toplami ise primitif elemandir. Aksi taktirdey € H
olur. Dolayisiylau, L(X) de APE dir. u da birinci dereceden elemanlar olm@dicin test

elemanidir.

Onerme 7.4 (Mikhalev ve ark., 2002)
u= (x) (Ady)*+ (x) (Ad2) k | ez*

elemanirL (x,y,z) de APE olmasi icin gerek ve yeter kosmlin{k, |} = 1, max{k,|} > 2

olmasidir.

Ispat: k=1=1 iseu= [X,y+ 2 olup u, L(x,y,2) nin x ve y+ z tarafindaniretilendzalt
cebirinin primitif elemani dgildir.

k, 1 > 1 olsun.

up = () (Ady?
o =Y
us = (x)(Ad2'
Uy = Z
olsun.U = {ug,up,usz,us} indirgenmis Kime olup
u = [ug,Ug]+ [us,uy]
H = L(U17U27U3,U4)7£L(X,y,z>

ve u, H nin primitif elemani dgildir. Bu nedenleu, L (x,y,z) de APE degildir.
min{k,1} = 1, max{k,1} > 2 olsun.Onerme7.3 tem elemeniL (x,y, z) de APE dir.
|

Simdi L(x,y) serbest Lie cebirinin

Ui (xY) = (@dX*(y) + (x) (Ady)

elemanlarini dginec@iz. Bjer k=1=2 ise

Uz 2 (Xa y) = HX7 y] 7X_y]
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olup bu elemar.(x,y) de APE de&gildir. karK > 2 ise
up,p(XaY) = [X+y7 (adp_l (X+y)) (y—X)]
olupupp(X,y), L(x,y) de APE dejildir.

Onerme 7.5 (Mikhalev ve ark., 2002)k,| > 2vek #1 ise

Ul (xy) = (adX(y) + (x) (Ady)'
L (x,y) de APEir.

Ispat: k > | oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda

ug; (xy) = (adx(y)

dir. ug; nin L (x,y) nin sonluiiretecliH alt cebirine ait oldgunu varsayalim{hy, ...,hm} H
nin indirgenmis serbegtrete¢ Kimesi olsun. Bu durumda , h?, ..., h}, lizerinde polinom-
dur. Onerme7.3in ispatindaki gibi geruy primitif eleman olmasaydt € H celiskisi elde

edilirdi.Bu durumda

) = 1
Hy) = N>k

olarak verilen genellestirilmis derece fonksiyonyi digineceiz. {h'l, e h/m}, H ninp
ile baglantili indirgenmis serbesirete¢ Kimesi olsun.ti| = (x) (Ady)' dir. Bu durumda
Uk, H nin primitif elemanidir. Aksi taktirdg € H celiskisi elde edilir.

[

Onerme 7.6 u, L deAPEveu e [L,L] olsun. Bu durumda, L nin D2 jenerik elemanidir.

Ispat: L nin H dzalt cebiri icinu € [H,H] oldugunu varsayalimu, APE oldugundanu, H
nin primitif elemanidir. Fakatl nin herhangi bir serbesirete¢c kimesimod[H,H| ye gore

H nin lineer bazi formundadir. Bu celiski ispati tamamlar.

Teorem 7.7 X = {Xg, ..., Xn} , L sebest Lie cebiri olsun
1)n=2mise

[X1,X2] + ... + [Xom—1, Xom]
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L (X) in Dy jenerik elemanidir.
)n=2m, 1<i<mk,li € Z, k #li

Uiy 15 (X1, X2) 4 ...+ Uk 1y (Xom—1, Xom)

L (X) in Dz jenerik elemanidir.
3)n=2m+1,1>2

(X1 X2 + (x1) (AdXg)'" + [Xa, X5] ... + [Xom, Xom+1]

L (X) in D jenerik elemanidir.

Hn=3m,lq,...,Im>2
X1, X2] + (X1) (AdXa)'t + ... + [Xam—2, Xam—1] + (Xam—2) (AdXem)'™
L (X) in D jenerik elemanidir.
ispat: ki, li > 2igin uy, |, (X2i—1,%2i) elemanlari

H(xi-1) = li—1
H(xi) = ki—1

olarak verilen genellestiriimis derece fonksiyonuiilehomojendirOnerme5.7 ,7.3,7.5,7.6
den yararlanarak ispat yapilacaktir.

1) u= [Xg,%X2] + ... + [Xom—1,Xom] € [L, L] dir.L nin
Hi=Hi <X3,%2 >,...,;Hom-1 = Hom-1 < Xom-1,Xom >

seklindekiozalt cebirlerini disinelim. [x1,X2], ..., [Xom—1,X2m] SirastylaHs,...,Hom_1 de
APE dir. L = Hy *... x Ham_1 olup Onerme5.7 dem, L de APE dir. Dolayisiylau , L nin
D> jenerik elemanidir.

2)

U = Ukl (X1,X2) + ... + Uk, I, (Xom—1,Xom)

= (ad(x1))" (x2) + (x1) (Ad (x2))" + .. + (ad (Xom-1))*™ (Xom) + (Xem-1) (Ad (Xom))"™

u € [L,L] oldugu ac¢iku nunL de APE oldugunu gsterelim.
v=(ad(x1)) (%) + (x2) (Ad (x2))"
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olsun.k; # 11 olup Onerme7.5 ten, H, de APE dir.
Benzer sekildey, |, (X3,X4) ; ..., Uky, Iy (Xom—1, Xom) StrasiylaHs, ...,Hom—1 de APE dir.
Dolayisiylau,
HixHz*...%Hom_1 = L(X)

de APEdir. Dolayisiylau, L nin D, jenerik elemanidir.

3)n=2m+1,
U= [X1,X2] + (X1) (Ang)Il + [Xa,Xs] + ... + [Xom, Xom+1]

ve

V= [x1, %] + (%) (Ad>g)'®

olsun.Onerme7.3 ten, Hy = Hy < X1, X2, X3 > 0zalt cebirindeAPE dir.
[X4,Xs] , ..., [Xem, Xom+1]
elemanlari sirasiyla
Ha = Hq <X4,%5 >, ..., Hom = Hom < Xom, Xoms+1 >

de APE dir. Dolayisiylau,
HixHg ... xHom =L (X)

de APEdir. Ayricau € [L,L] olupu, L nin D, jenerik elemanidir.
4). n=3m,

U= [x1,%] + (xa) (AdX)"™ + ... + [Xam-2, Xam-1] + (Xam—2) (Adxam)""
olsun.
V1 = [x1,%2] + (1) (Ad%)"t, ..., Vam 2 = [Xam_2,Xam_1] + (Xam_2) (AdXam)"™
elemanlari sirasiyla
Hi=Hi <X1,%X2,X3 >, ..., Ham—2 = Ham-2 < Xam-2,Xam-1,Xam >

de APE dir.
Hi*...xHam_2 =L(X)

olupu,L deAPEveu € [L,L] dir. Onerme7.6 dan, L nin D5 jenerik elemanidir.
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[ |
X ={X1,...,%n} Ve n ¢ift say! ise[Xq, X2 [X3,X4] ... [Xn—1,%n] , F (X) serbest grubunub,

jenerik elemanidir. Ayrica
(WAd (y)Ad () i>1j>0 (7.1)
monomiali LY serbest Lie cebirinin serbeisteteclerinin bir kmesidir.

Teorem 7.8 |, x vey nin sifirdan farkl bir toplami vé& = L (x,y) olsun. Bu durumda,
1) g, L nin dordiindi dereceden elemani olmiékere[g, 1] € L@ iseg=0dir.

2) f, L ninGclindl dereceden elemani e L nin lineer elemani olmakzere

[ Y1, 1] = [f, 1]
ise ya[l,l1] =0yada[l1,x] =0dir.
ispat: 1) | = x kabul edelim.g elemani sol formda su sekilde yazilir;
g=01[XY,y,y] +02[XY,y,X] +a3[X,y, X,

Buradan,

[gv l] = 01 [X7y7y7yvx] + a2 [X,y,y,X,X] + 03 [X7ya X7X7X]

= aa[[[x Y9191 X a2 {[[[x, Y1, Y1, X, X+ as{[[[x,¥1,X],X], ]

elde edilir.(7.1) deki elemamoduloL® lineer bajimsiz old@undano1, oy, az sifir olur

veg=0dir.
2)
| = o+ 0z, (a,02) # (0,0)
l1 = Bax+B2y, (B1,B2) # (0,0)
Fro= vl v, X +v2 Y], Y1, (Y1, ¥2) # (0,0)
Xy, X 1] = [f,l1] esitliginden

ar = yiP1
a2 = YB1+VviB2
VB2 = O
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elde edilir.
B2=0isel; = Bixolup|ly,x] =0dir.

Y2 = 0iseas = yif31,02 = Y132 olupl = yil4 dir.Buradarl,l;] = O elde edilir.

Teorem 7.9 (Mikhalev ve ark., 2002)

U=yl + [PV X ([, Y]5% 5 (%, Y]]
elemaniL = L(x,y) serbest Lie cebirini; jenerik elemanidir fakahPE degildir.

Ispat: u elemaniL nin [x,y] ve [[x,y],X] tarafindaniiretilen 6zalt cebirine aittir. Fakan
elemani bu alt cebirin primitif elemani gigdir. Bu nedenleu APE dejildir.

u nunD3 jenerik eleman olmadini varsayalim. Bu durumdac [H,H] olacak sekilde
L nin H dzalt cebiri vardir.H? ile H deki elemanlarin enijksek dereceli terimlerinin alt
cebirini gosterelim. H indirgenmis bir kime tarafindariiretildigi icin eger f € [H,H] ise
¢ [HO,HO] dir ve

u = [[[x,y],%, [x.y]] € [H®,H]

dir. f, ge HO olmakiizerew®, [f,g] formundaki besinci dereceden homojen elemanlarin
lineer kombinasyonudur.p normal derece fonksiyonu olmakzerep(f) > p(g) kabul
edilebilir. pu(g) = 1iseg, L nin lineer elemanidir. §erH° lineer bajimsiz iki tane lineer

eleman iceriyorsél = L dir. Bu nedenlé lineer eleman olmakizere

uw=[f, [yl +[g.1]

dir. Bu durumdalg,|] € L® dir. Teorem7.8 defg,l] = 0 dir. Buradanf = [[x,y],x] ve

[%,¥],X], [x,y] € H® olur. DolayisiylaH de su sekilde elemanlar vardir;

a = [xy,x+

b = [xy]+Il2 ,l1, I2lineer elemanlar

W =u—[a,b] =[xy + [} Y], x+ 1] = [y, x12]

elemanini dsinelim.

|, = 0olsun. Eerx+1; # Oise

w0 = [[x,y],x+11] € [H?,HO]
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dir. Buradarx+ 11 € H elde edilir. Bu nedenle
W_WO = [X7y] S [H7H]

dir. Bu durumdeH =L ¢eligkisine ulasilir. Berx+1; =0ise[x,y] € [H,H] olur ve buradan
H = L sonucuna ulasllir.
I, #Oise
Wl = — [x,y,%, 2] € [H?,H]

dir. Bu ancak
X,¥,X,12] = [9,1]

iken mimkindir. (Buradd, H nin sifirdan farkli lineer elemang, HY in ticindl dereceden
homojen elemani) Teorem7.8 denlya al, ya dal = axtir.
> € Hise

X,yj=b—-Il>eH

dir.l> = 0 olmasi durumundél = L elde ederiz.

| =x & H olsun. Bu durumda

a = [xy],x+By
b = Xy+y 0#yeK

yazabiliriz. (Yani;l1 = By, |> = yy) Buradan tekrar
a—[o,X—yb= (B—y’)yeH
elde edilir.H # L oldujundand = y? ve
w=u—[a,b] = [x,y]+ [[% Y], X+ V2] —V[xy.xY] € [H.H]

Buradan
w? = —y[x,y,x,y] € [H%,HY]

dir. [x,y,X%,y] elemanix,y,x,y] = [X,Y,Y,X] seklinde tek yazilisa sahiptir. Dolayisiyla

(%, y],y] € H®

ve

c=[xy],y]+dy€H
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dir.
W1 = W—FV[C,X] = (1—Y6) [va] + [[X7y] 7X+y2y} € [Ha H]
elemanini gz onine alalim.
Wi = [[x.y],x+Y?y] € [HO,HO]
oldugundanx+ Y2y € H dir.y # 0 oldugundarH = L dir. Boylece tiitiin durumlardad = L

oldugunu gisterdik. Dolayisiylal, L nin D, jenerik elemanidir.

Nm ile derecesmden Kicilk olmayan Nilpotent Lie cebir sinifiniggterelim.
(X1, %2, %3] = [[X1,X2] , Xa], --s [X1, oy Xm] = [[X1, s Xm—1] , Xm]
olmakiizere bu durunfixi, Xo, ..., Xm| = O tanimiyla verilir.

Teorem 7.10 (Mikhalev ve ark., 2002) X = {Xy,...,Xn} olsun. u = [x1,...,Xs| elemani

L (X) in nn jenerik elemanidir.

Ispat: H, L(X) in alt cebiri ve{hy, ...,hm} H nin indirgenmis serbesirete¢ kimesi olsun.

H nin alt merkezi serisini dsinelim.

VZ(H) = [H’H]""varl(H) = [W (H)7H]

U € Yo (H) oldugunu varsayalim. Bu durumda

K
(i) 0] A (i) :
u= 000,07 ,...,0n €H 1<i<Kk
3, o0 o] ol
dir. u’ = uolupw®, h?,...,hQ iizerinden. dereceden Lie polinomudur. Bu ancak ,

u(hi) =...=ph,) =1

olmakuzereu, hj,, ..., hi, e bal iken mimkiindir. Bu durumdaH = L celigkisi elde edilir.
Dolayisiylau, n, jenerik elemandir.
|
Serbest gruplar icin Teorem6.8 V.Shpilrain tarafindan (Shpilrain, 1994) de ispat edilmis-

tir. [x1,X2,X3] elemaniL (X1, X2,X3) in N3 jenerik elemanidir ancakPE si dejildir.
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