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ÇUKUROVA ÜNİVERSİTESİ
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Bu Çalışma T̈UBİTAK Tarafından Desteklenmiştir.
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ÖZ
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F sonlu birX kümesi tarafından̈uretilen serbest cebir olsun.F nin bir u elemanı ve

herhangi birΦ endomorfizmi içinΦ(u) = u olduğundaΦ bir otomorfizm oluyorsau ya

F nin test elemanı denir. Buradan hareketleF cebirinin monomorfizmleri ve endomor-

fizmleri için test elemanları karakterize edilerek test elemanları ile bu cebirlerin retraktları

arasındaki ilişki g̈osterilmiştir. Serbest Lie cebirlerinin bir elemanının yörüngesini koruyan

endomorfizmlerin monomorfizm olduğu ve cebirin rankının iki olması durumunda bu endo-

morfizmin otomorfizm oldŭgu ispatlanmıştır. Ayrıca serbest Lie cebirlerinin4−primitif,

hemen hemen primitif ve jenerik elemanları tanımlanarakörnekler verilmiş ve bu eleman-

ların test elemenlarıyla olan ilişkileri incelenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Test elemanları, serbest Lie cebirleri, hemen hemen primitif eleman-

lar, jenerik elemanlar,4−primitif elemanlar.
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Let X be a finite set andF be a free algebra generated byX. An elementu is called a test

element if for any endomorphismΦ it follows from Φ(u) = u thatΦ is an autotomorphism.

Taking into consideration this definition, the relation between the test elements and retracts

of this algebra has been showed by being characterized test elements for endomorphism

and monomorphism of this algebra. It has been proved that an endomorphism of a free

Lie algebra preserving the automorphic orbit is a monomorphism and this endomorphism

is an automorphism when the rank of the algebra equals two. Also we have defined4−
primitive elements, almost primitive elements and generik elements of a free Lie algebra

and we have given some examples of these elements. Furthermore the relation between

almost primitive elements and test elements have been investigated.

Key Words: Test elements, free Lie algebras, almost primitive elements, generic elements,

4−primitive elements.
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İÇİNDEKİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV
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1. ĠIRİŞ Demet PARLAK

1. GİR İŞ

Serbest bir cebirin biru elemanı içinΦ(u) = u olacak şekildekiΦ endomorfizmleri

otomorfizm ise bu eleman test elemanı olarak adlandırılmaktadır. Bu tanım V.Shpilrain

tarafından (Shpilrain, 1994) de açıkça verilmiştir. Test elemanları ilk defa J.Nielsen ve

W.Dicks tarafından serbest gruplar için tanmlanmıştır. Nielsen (Nielsen, 1918) te;üreteçleri

x vey olanF2 serbest grubunun

x→ f , y→ g

şeklinde tanımlanan endomorfizminin otomorfizm olması için gerek ve yeter koşulun[ f ,g]

yi eşlenĭgine yada tersine d̈onüşẗurmesi gerektĭgini ifade etmiştir. Burada

[x,y] = xyx−1y−1

olup F2 nin test elemanıdır. W.Dicks (Dicks, 1982; Dicks, 1983) te rankı2 olan serbest

birleşmeli K < x,y > cebirleri için benzer sonuçlar elde etmiştir. Ayrıca (Drensky, Yu,

1998; Essen, 1997; Feng, Yu, 1999) da polinom cebirlerinin test elemanları düş̈unülmüşẗur.

Serbest grupların test elemanlarıüzerine bir çok çalışma yapılmıştır. (Comerford, 1995;

Fine ve ark., 1998; Fine ve ark., 1999; Rosenberger, 1984; Shpilrain, 1994) de test el-

emanlarınäornekler verilmiştir. E.C. Turner (Turner, 1996) da sonlu ranklı serbest gru-

pların monomorfizmleri için test elemanlarının maksimal ranklı ve herhangi biröz retrakt

tarafından içerilmeyen elemanlar olduğunu ispatlamıştır. Bu sonuçları serbest birleşmeli

olmayan cebirler için A. A. Mikhalev, U. U. Umurbaev ve J-T. Yu (Mikhalev ve ark., 2001)

de ispatlamıştır.

Yukarıdaki çalışmalar serbest cebirlerin test elemanlarının maksimal ranklı elemanlar

olduğunu g̈ostermektedir. Ayrıca bir cebirin alt cebiriüzerinde birim olacak şekilde homo-

morfizm tanımlanarak bu cebirin bir retraktı elde edilir. Buradan yola çıkılarak test ele-

manlarının herhangi bir retrakt tarafından içerilmeyen elemanlar olduğu ispatlanmıştır. Biz

bu çalışmamızda buna benzer sınıflandırmaları göz önüne alarak bir takım test elemanlarını

inceledik.

Tezin ikinci b̈olümünde çalışmamızda yeralan temel tanımlar ve teoremler ifade edil-

miştir.

Üçünc̈u bölümde bir serbest cebirin test elemanlarının maksimal ranklı ve herhangi bir

öz retrakt tarafından içerilmeyen elemanlar olduğu ispatlanmıştır.
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1. ĠIRİŞ Demet PARLAK

Dördünc̈u bölümde sonluüretilmiş Schreier̈ozelliğine sahip birF serbest cebirinin

sıfırdan farklı bir elemanının otomorfik yörüngesini koruyan endomorfizmlerin monomor-

fizm olduğu ve rank(F) = 2 olması durumunda bu endomorfizmin otomorfizm olduğu

ispatlanmıştır.

Beşinci b̈olümde Nielsen-Schreierözelliğine sahip serbest cebirlerin hemen hemen prim-

itif ve test elemanlarına yer verilmiştir. Hemen hemen primitif elemanların maksimal ranklı

elemanlar oldŭgu ispatlanmıştır. AyrıcaF , alt cebirlerinin serbest çarpımı iken çarpımdaki

her bir alt cebirin hemen hemen primitif elmanlarının toplamınınF cebirininde hemen

hemen primitif elmanı oldŭgu gösterilmiştir. Bu sonuçtan hareketle Teorem5.8 de hemen

hemen primitif elemanlaräornekler verilip hemen hemen primitif elemanlar ve test eleman-

ları arasındaki ilişkiye dĕginilmiştir.

Altıncı bölümde birL serbest Lie cebirinin rankının tek ve çift sayı olması durumunda

4−primitif elemanları incelenmiştir. Ayrıca4−primitif elemanlarla endomorfizmler ara-

sında ilişki kurulmuştur.

Sekizinci b̈olümde serbest Lie cebirinin hemen hemen primitif elemanlarına ve jenerik

elemanlaräornekler verilmiştir. Ayrıca, jenerik ancak hemen hemen primitif olmayan bir

elemanörnĕgi sunulmuştur.
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER Demet PARLAK

2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

K bir cisim X = {x1, ...,xn} bir küme veF = F (X) K cismi üzerinde serbesẗureteç

kümesiX olan bir serbest cebir olsun.

Tanım 2.1 N pozitif tamsayıların k̈umesiΓ(X), X teki birleşmeli olmayan monomiallerin

serbest grupoidi,S(X), X teki birleşmeli kelimelerin serbest yarı grubu ve

∼: Γ(X)→ S(X)

e homomorfizm olmayan braket olmaküzere derece fonksiyonuµ : X → N aşăgıdaki gibi

tanımlanır.

µ(x1, ...,xn) =
n

∑
i=1

µ(xi) x1, ...,xn ∈ X

Herx∈ X için µ(x) = 1 iseµ normal uzunluktur yani;µ= ` = `X tir. a∈ F(X) için

a = ∑αiai ,0 6= αi ∈ K

olsun. ã ile a nın µ ye g̈ore en ÿuksek dereceli terimini g̈osterecĕgiz. ai baz monomialleri

ve j 6= s için a j 6= as iseµ(a) = max{µ(ãi)} olarak tanımlanır.Bu durumda

ã = ∑
j,µ(a j)=µ(a)

α ja j

dır.

Bir u monomiali için `X (u) ile u nun X kümesine g̈ore, uzunluk fonksiyonunu kul-

landı̆gımız durumları belirlemek için dea0 ile a nın uzunluk fonksiyonuna g̈ore en ÿuksek

dereceli terimini g̈osterecĕgiz. X üzerindeki serbest Lie cebiriniL(X) ile, F (X) deki

çarpımıuv ve L(X) deki çarpım için[u,v] yazacăgız. A1∗A2∗ ...∗An ile F nin A1, A2, ...,

An alt cebirlerinin serbest çarpımını ,
n⊕

i=1
Ai ile de Ai alt cebirlerinin direkt toplamını

gösterecĕgiz.

Tanım 2.2 F bir serbest cebir olsun.F de her bir terimi aynı dereceden olan elemana

homojen eleman denir.

Örnek 2.3 X = {x,y,z} veF = F (X) serbest cebir olsun. Bu durumda

u = (xy)+(yz)

elemanı ikinci dereceden homojen elemandır.

3



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER Demet PARLAK

Tanım 2.4 Y, F nin bir alt kümesi olsun. Aşăgıdaki d̈onüş̈umlere elemanter d̈onüş̈umler

denir.

1. Y nin elemanlarına uygulanan tersinir lineer dönüş̈umler.

2. Bir y∈Y için

y→ y+ f (y1, ...,yn) y1, ...,yn ∈Y/{y}

şeklinde tanımlanan dönüş̈umler.

Şimdi F nin sonlu ranklı olması durumunda herhangi bir otomorfizmin sonlu adımda

elde edilebilecĕgini gösteren teoremi ifade edelim.

Teorem 2.5 F sonluX kümesiüzerinde bir serbest cebir olsun. O zamanF nin her oto-

morfizmi X e elemanter d̈onüş̈umlerinin ard arda sonlu sayıda uygulanmasıyla elde edilir.

Teoremin ispatı (Cohn, 1964) de bulunabilir.

Tanım 2.6 Eğer biru∈ F elemanıF nin bir serbesẗureteç k̈umesine ait iseu ya primitif

eleman denir.

Tanım 2.7 F serbest cebirinin bir serbestüreteç k̈umesinin kardinalitesineF nin rankı

denir. Biru∈ F için u elemanının rankıF nin otomorfizmleri altındau nun g̈orüntüs̈unün

băglı olduğu serbestxi üreteçlerinin minimum sayısı olup bu sayıyırank(u) ile göstererece-

ğiz.

Tanım 2.8 F rankın olan bir serbest cebir olsun. Eğer biru∈ F için rank(u) = n oluyorsa

u elemanına maksimal ranklı eleman denir.

Tanım 2.9 B, F nin bir alt kümesi olsun. ĔgerB kümesiF deB tarafından̈uretilen cebirin

serbesẗureteç k̈umesi iseB ye serbest k̈ume denir.

Tanım 2.10 F sonluüreteçli bir serbest cebir veB = {b1, ...,bn} ⊂ F olsun. Ĕger

f (b1, ...,bn) = 0

olacak şekilde sıfırdan farklı bir bağıntı yoksaB kümesine băgımsız k̈ume denir.

Tanım 2.11 B = {b1, ...,bn} , F serbesẗureteç k̈umesinin bir alt k̈umesi olsun. Ĕger her

i için en ÿuksek derecelib0
i parçaları

{
b0

j / j 6= i
}

kümesi tarafından̈uretilen alt cebire ait

dĕgilseB ye indirgenmiş k̈ume denir.
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER Demet PARLAK

Aşagıdaki teoremin ispatı (Kukin, 1972) de yapılmıştır.

Teorem 2.12 F = F (X) serbest cebirinin her indirgenmiş alt kümesi băgımsızdır.

A, X = {x1, ...,xn} tarafından̈uretilen serbest birleşmeli cebir olsun.

Tanım 2.13 ε : A→ K, 1≤ i ≤ n için ε(xi) = 0 olarak tanımlanan d̈onüş̈ume genişletme

homomorfizmi (augmentation homomorfizmi) denir. Bu durumdaε homomorfizminin çekir-

dĕgi, bazıX olan bir serbestsolA− mod̈uldür. Bu mod̈ulü ∆ ile gösterelim. Heru ∈ ∆

elemanı

u =
∂u
∂x1

x1 + ...+
∂u
∂xn

xn

formunda tek ẗurlü yazılabilir. BuradaX = {x1, ...,xn} bazına g̈oreu nun koordinatları olan
∂u
∂xi

(1≤ i ≤ n) elemanları fox ẗurevleri olup bu ẗurevler aşăgıdaki şekilde tanımlanır.

Tanım 2.14 Aşăgıdaki koşulları săglayan
∂

∂xi
: A→ A (1≤ i ≤ n) dönüş̈umleri sol Fox

türevleri olarak adlandırılır.

1)
∂xi

∂x j
= δi j =





1

0

i = j

i 6= j

2) Heru, v∈ A ve α, β ∈ K için

∂
∂xi

(αu+βv) = α
∂u
∂xi

+β
∂v
∂xi

3) Heru, v∈ A için
∂(uv)

∂xi
=

∂u
∂xi

ε(v)+u
∂v
∂xi

Eğer yukarıdaki koşullar aşağıdaki gibi ise
∂

∂xi
fonksiyonlarına săg Fox ẗurevleri denir.

1)
xi∂
∂x j

= δi j

2)
(αu+βv)∂

∂xi
= α

u∂
∂xi

+β
v∂
∂xi

3)
(uv)∂

∂xi
= ε(v)

v∂
∂xi

+
u∂
∂xi

v

5



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER Demet PARLAK

Fox türevleri ile ilgili daha ayrıntılı bilgi (Fox, 1953) te bulunmaktadır.

Tanım 2.15 F bir serbest cebir olsun. ĔgerF nin herörten homomorfizmi bir izomorfizm

iseF ye Hopfian cebir denir.

Tanım 2.16 Bir serbest cebirin her alt cebiri serbest ise bu cebire Schreier sınıfındandır

denir.

Tanım 2.17 H serbest bir cebir olmak̈uzereΦ : F → H bir homomorfizm olsun. Bu ho-

momorfizmin çekirdĕgini kerΦ ile gösterecĕgiz.

Tanım 2.18 F serbest cebirinde biru elemanınınF deki b̈utün otomorfizmler altındaki

görüntüs̈uneu elemanının ÿorüngesi denir . Bu k̈umeyiOrb(u) ile gösterecĕgiz. Buna g̈ore

Orb(u) = { v∈ F / v = Φ(u) , Φ ∈ AutF }

dir.

Tanım 2.19 L1, L2 iki Lie cebiri olsun.Φ : L1→ L2 lineer d̈onüş̈umü için

Φ([x,y]) = [Φ(x) ,Φ(y)]

iseΦ ye bir Lie cebiri morfizmi denir.

Tanım 2.20 L, X kümesiüzerinde bir Lie cebiri vei : X→ L bir dönüş̈um olsun. HerP Lie

cebiri ve herα : X → P dönüş̈umü için α = ηi olacak şekilde bir tekη : X → P Lie cebir

morfizmi varsa(L, i) çiftine X üzerinde serbest Lie cebiri denir.

L, X kümesiüzerinde bir serbest Lie cebiri olsun.L deki çarpımı hera, b∈ L için [a,b]

ile gösterip bu çarpımaa ile b nin komütaẗorü diyecĕgiz.

Tanım 2.21 [L,L], a, b∈ L olmaküzere[a,b] şeklindeki ẗum elemanlar tarafından̈uretilen

alt cebir olup bu alt cebireL nin komütaẗor alt cebiri veya ẗuretilmiş alt cebiri denir.

6



3. TEST ELEMANLARI VE RETRAKTLAR Demet PARLAK

3. TEST ELEMANLARI VE RETRAKTLAR

X = {x1, ...,xn} veF = F(X), X üzerindeki serbest cebir olsun.

Bu bölümde monomorfizmler ve sonlu ranklı serbestF cebirlerinin endomorfizmleri

için test elemanlarını karakterize edeceğiz. Ayrıca bu cebirlerin retraktları ile test elemanları

arasındaki ilişkiyi inceleyecĕgiz.

Teorem 3.1 (Mikhale ve Yu, 1998)u∈ F , rank(u) = n ve Φ, Φ(u) = u olacak şekildeki

monomorfizm olsun. Bu durumdaΦ, F nin bir otomorfizmidir.

İspat: u0
x, u nun en ÿuksek dereceli elemanı veu∗x dau dau0

x dışında kalan terimler olmak

üzere

u = u0
X +u∗X

olsun. Ayrıca,

u∗X = u∗0X +u∗∗X ,u∗∗X = u∗∗0X +u∗∗∗X ...

olduğunu varsayalım.

F nin herhangi birY serbestüreteç k̈umesi için aşăgıdaki sonsuz sırayı göz önüne

alacăgız.

Y = ( `Y(u), rank(u0
Y), `Y(u∗0Y ), ...)

Bu şekildeki sıralamaları soldan başlayarak alfabetik sıraya göre karşılaştıracăgız. Farklı

olarak,X serbesẗureteç k̈umesi için gerektĭginde aşăgıdaki minimumözellik kabul edilebilir.

X(u) = min
Y∈Ω

Y (u) ; Ω = { Y / Y,F nin serbesẗureteç k̈umesi}

Φ(xi) = hi 1≤ i ≤ n

ve H = {h1, ...,hn} olmak üzereB, F nin H tarafındanüretilen alt cebiri olsun.Φ , F

nin monomorfizmi oldŭgu için H , F nin băgımsız bir alt k̈umesidir. R ardışık elemanter

dönüş̈umleri vardıröyleki;

R(H) = V = { v1, ...,vn / vi 6= 0, 1≤ i ≤ n }

V indirgenmiş bir k̈ume olupB alt cebirini gerer.Y = {y1, ...,yn} = R(X) olsun. Y nin

serbesẗureteç k̈umesi ve

Φ(yi) = vi 1≤ i ≤ n

7
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olduğu açık.ũ, u nunY ye g̈ore yazılışı olsun. Varsayımımızdan,

u(x1, ...,xn) = ũ(y1, ...,yn) = ũ(v1, ...,vn) (3.1)

ũ(v1, ...,vn), ũ(y1, ...,yn) de heri için yi yerinevi yazılarak elde edilmiştir.

Aksine, ϕ nin otomorfizm olmadı̆gını varsayalım.V, indirgenmiş k̈ume oldŭgundan

bazı j ler için `X
(
v j

)
> 1 dir.

Genellĭgi kaybetmeksizin

v1 = x1, ...,vr = xr r < n

ve

`X
(
v j

)
> 1 r +1≤ j ≤ n

(r = 0 iken heri için `X
(
v j

)
> 1 dir. ) olduğunu kabul edebiliriz.

(3.1) den u(x1, ...,xn) ∈ B dir. Şimdiu elemanının şu şekildeki parçalarını düş̈unelim:

u(x1, ...,xn) = u0
x +u∗x

u0
x = u01

x (x1, ...,xr)+u02
x

Burada u01
x , u0

x ın xr+1,...,xn ye băglı olmayan elemanıdır.

u01
x = 0 iseu elemanınıV serbesẗureteç k̈umesine g̈oreB nin elemanı olarak yazacağız.

V indirgenmiş oldŭgundan,

`V (u(x1, ...,xn)) < `X (u(x1, ...,xn))

(3.1) eşitliğini ğöz önüne alırsak,

`Y (ũ(y1, ...,yn)) < `X (u(x1, ...,xn))

elde ederiz. Bu durumu nunX e g̈ore rankınınn olması ile çelişir.

u01
x 6= 0 olması durumunda,

u(x1, ...,xn) = ũ(v1, ...,vn) = ũ0
V + ũ∗V

elde ederiz. Buradan

ũ0
V = ũ01

V (v1, ...,vr)+ ũ02
V (v1, ...,vn)

elde edilir. Buradãu01
V , ũ0

V ın vr+1, ...,vn ye băglı olmayan elemanıdır.(3.1)den

ũ01
V (v1, ...,vr) = ũ01

X (x1, ...,xr)

8
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dir. ũ02
V 6= 0 iseV nin indirgenmiş bir k̈ume oldŭgu dikkate alınarak

`X (ũ(v1, ...,vr)) > `X (u)

elde edilir. Bu durum(3.1) ile çelişir. Bu nedenle,

ũ0
V = u01

X (x1, ...,xr) = u01
X (v1, ...,vr) (3.2)

Şimdi deu02
X elemanını d̈uş̈unelim.u02

X 6= 0 ise(3.2) den

rank(ũ0
Y) = rankB(ũ0

V) = rank(u01
X ) < rank(u(x1, ...,xn))

elde edilir. Bu durum,X in minimal özelliği ile çelişir. Buradau0
X, xr+1, ...,xn ye băglı

dĕgildir.

v1 = x1, ...,vr = xr

(Yani; u0
X = u0

V) olduğundan benzer şekildeu∗0X , u∗∗0X , ... elemanları xr+1, ...,xn ye băglı

dĕgildir. Bu nedenle deu elemanı xr+1, ..., xn ye băglı dĕgildir. Bu durumrank(u) = n

olması ile çelişir. DolayısıylaΦ bir otomorfizmdir.

¥

Teorem 3.2 (Mikhalev ve Yu; 1998) u ∈ F , rank(u) = n ve Φ, F serbest cebirinin bir

monomorfizmi olsun. Bu durumda,Φ nin otomorfizm olması için gerek ve yeter koşul

Φ(u) nun u nun ÿorüngesine ait olmasıdır.(Φ(u) ∈Orb(u))

İspat: Φ otomorfizm ise sonuç aşikardır.Φ(u) ∈ Orb(u) olsun. Bu durumdaF nin Ψ

şeklinde bir otomorfizmi vardır̈oyleki;

Φ(u) = Ψ(u)

veµ= ΦΨ−1monomorfizm olupv = Ψ(u) elemanı için,

µ(v) = ΦΨ−1(Ψ(u)) = Φ(u) = Ψ(u) = v

ve rank(v) = n dir. Teorem3.1 denΦΨ−1 otomorfizmdir. DolayısıylaΦ , F nin otomor-

fizmidir.

¥

Teorem 3.3 K, kar(K) 6= 2 olan bir cisim,|x| ≥ 2 ve u, F nin maksimal ranklı homojen

elemanı olsun. Bu durumdau bir test elemanıdır.

9



3. TEST ELEMANLARI VE RETRAKTLAR Demet PARLAK

İspat: Φ, F (X) in bir endomorfizmi ve

hi = Φ(xi) 1≤ i ≤ n

olsun. |x| ≥ 2 ve u maksimal ranklı homojen eleman olduğu için `(u) ≥ 2 dir. Buradan

Φ(u) = u olur. Bu isehi (1≤ i ≤ n) elemanlarının sıfırdan farklı ve minimal derecelihi

elemanlarının uzunlŭgunun1 olduğu anlamına gelir.u maksimal ranklı oldŭgu için hi ,

1≤ i ≤ n , elemanları lineer băgımsızdır. Bu durumdaΦ , F (X) in monomorfizmidir. u

maksimal ranklı oldŭgu için Teorem 3.1 denΦ, F (X) in otomorfizmidir.

¥
Teorem3.3 teki durumu serbest Lie cebirleri için V.Shpilrain (Shpilrain, 1994) te ispatla-

mıştır. Teorem.3.1 ve 3.2 yi A.A.Mikhalev ve A.A.Zolotykh serbest Color Super Lie cebir-

leri için (Mikhalev ve Zolotykh, 1995) te ispatlamıştır.

Teorem3.1,rank(u) < n iken dŏgru dĕgildir. Ayrıca u, x1 băglı dĕgilse

Φ(x1) = x1x2

Φ(xi) = xi i > 1

endomorfizmi d̈uş̈unülebilir. BuradanΦ nin otomorfizm oldŭgu durumunu çıkarmak imkan-

sızdır. Ayrıca,X = {x1,x2}, u = x1 +x1x2 elemanı için

Φ(x1) = u,Φ(x2) = 0

alalım. Bu durumda,rank(u) = 2 = |X|, Φ(u) = u fakatΦ, F (X) in otomorfizmi dĕgildir.

Bunun sebebi; ĕgerU , u tarafındanüretilen alt cebir veJ, F(X) in x2 tarafındanüretilen

ideali ise F(X) = U ⊕ J dir. Buradanu nun F(X) in U özalt cebirine ait oldŭgunu

söyleyebiliriz.

Schreier cebirlerin idealleri ve alt cebirleri konusunda (Bahturin, 1987; Bahturin ve

ark., 1992; Bokut ve Kukin, 1994; Mikhalev ve Zolotykh, 1995; Reutenauer, 1993) kay-

naklarından yararlanacağız.

Tanım 3.4 F serbest cebir veH, F nin alt cebiri olsun. ĔgerH üzerinde birim d̈onüş̈um

olacak şekildeρ : F → H homomorfizmi varsaH yeF nin retraktı denir.

Teorem 3.5 (Bokut ve Kukin, 1994; Mikhalev ve Yu, 1998)K bir cisim,X = {x1, ...,xn}
ve H, F = F (X) serbest cebirinin sıfırdan farklı alt cebiri olsun. Bu durumda,H nin

10
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F de öz retrakt olabilmesi için gerek ve yeter koşulY = {y1, ...,yn}, F cebirinin, r ∈ Z,

1≤ r ≤ n için u = {u1, ...,ur} kümesiH cebirinin serbesẗureteç k̈umesidiröyle ki; u∗i , F

nin yr+1, ...,yn tarafından̈uretilen idealine ait olmak̈uzere

ui = yi +u∗i 1≤ i ≤ r (3.3)

olmasıdır.

İspat: Eğer H alt cebiri (3.3) durumunu săglayan serbesẗureteç k̈umesine sahip ise,

ρ : F → H

ρ(yi) = ui , 1≤ i ≤ r

ρ
(
y j

)
= 0 , r ≤ j ≤ n

homomorfizmini d̈uş̈unelim.ρ nun retrakt homomorfizm olduğu açıktır.I , F ninyr+1, ...,yn

tarafındanüretilen ideali olmak̈uzereF = H⊕ I dir. O haldeH, F nin aşikar olmayan̈oz

retraktıdır.

Şimdi H, F nin aşikar olmayan̈oz retraktı veρ : F → H retrakt homomorfizmi ve

bi = ρ(xi) , 1≤ i ≤ n

olsun. Elemanter d̈onüş̈umleri {b1, ...,bn} kümesine ardışık olarak uygularsakH alt ce-

birinin {u1, ...,ur} serbesẗureteç k̈umesi elde edilir.

r = n ise ρ retrakt homomorfizm olur veH, F nin özalt cebiri dĕgildir. Bu nedenle

r < n olmalıdır. X e aynı elemanter d̈onüş̈umleri uygularsakF nin aşăgıdaki özelliklere

sahip olanY = {y1, ...,yn} serbesẗureteç k̈umesini elde ederiz.

ρ(yi) = ui ,1≤ i ≤ r

ρ
(
y j

)
= 0 , r +1≤ j ≤ n

Genellĭgi kaybetmeksizin{u1, ...,ur} , Y = {y1, ...,yr} alt kümesi ile băglantılıdır. Buradan

kerρ,
{

y j / r +1≤ j ≤ n
}

alt kümesi tarafından̈uretilen idealdir.ρ , H üzerinde birim d̈onüş̈um oldŭgu için

ρ(ui) = ui = ρ(yi) 1≤ i ≤ r

11
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dir. Buradaρ(ui−yi) = 0 olduğundanui − yi ∈ kerρ dır. Dolayısıylau∗i ,1≤ i ≤ r, F nin

{ yr+1, ...,yn } alt kümesi tarafından̈uretilen idealine ait olmak̈uzere

ui = yi +u∗i 1≤ i ≤ r

dır.

¥
Teorem3.5 te verilen Nielson-Schreierözelliği ile sonluüreteçli cebirlerin retraktlarının

tanımından F (x,y) nin herhangi biröz retraktıw elemanı tarafından gerilir.F (x,y) nin

{u,v} şeklinde serbesẗureteç k̈umesi vardıröyle ki; f , v ye băglı monomial olmaküzere

w= u+ f dir. L = L(x,y) serbest Lie cebirinin test elemanlarının[L,L] komütaẗor cebirinin

sıfırdan farklı elemanları oldŭgu kolaylıkla g̈orülebilir. (Bu durum (Drensky ve Yu, 1998)

de açıklanmıştır.)

Teorem 3.6 (Mikhalev ve Yu, 1997; Mikhalev ve Yu, 1998)F serbest cebirinin test ele-

manları tam olarakF nin herhangi bir̈oz retraktı tarafından içerilmeyen elemanlardır.

İspat: Φ, F nin birim olmayan endomorfizmi olsun̈oyle ki; Φ otomorfizm dĕgil ve

Φ(u) = u 0 6= u∈ F

olsun.

Φ, F nin monomorfizmi ise Teorem3.1 denrank(u) < n yani; u elemanıF nin bir

serbest çarpanına aittir.

Şimdi,Φ nin monomorfizm olmadığını kabul edelim.

Φ∞ (F) =
∞∩

i=0
Φi (F)

olsun.u 6= 0 ve Φ∞ (F) 6= 0 olduğundanF nin bir Y serbesẗureteç k̈umesi vardır̈oyle ki;

1≤ s≤ n olacak şekildekis tamsayıları için

Φ(yi) = ui 6= 0 , 1≤ i ≤ s

Φ
(
y j

)
= 0 , s< j ≤ n

ve J, F nin ys+1, ..., yn tarafındanüretilen ideali olmaküzere{u1, ...,us} alt kümesi

modulo J ye g̈ore indirgenmiştir.

ui = ũi +u∗i 1≤ i ≤ s ; ũi , ui nin y1, ...,ys ye băglı olan parçası veu∗i ∈ J dir.

12
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ũi 6= 0 , 1≤ i ≤ s , olduğu açıktır. (ũi = 0 olsaydıui = u∗i olurdu.u∗i ∈ J olduğundan

ui = u∗i = 0 dır. Bu ise{u1, ...,us} nin indirgenemezlĭgi ile çelişir.) Benzer şekilde

u = ũ+u∗

yazacăgız.

ũ = ũ(y1, ...,ys) 6= 0

olduğu açıktır.

u = Φ(u) = Φ(ũ)+Φ(u∗) = Φ(ũ)

olduğundan

ũ◦ =
(

Φ̃(ũ)
)0

yani;

ũ0(y1, ...,ys) = ũ0(
˜u1, ...,us

)0
= ũ0

(
ũ1

0, ..., ũs
0
)

dır. ũ0 elemanının1 ≤ t ≤ s olmak üzerey1, ...,yt ye băglı olduğunu kabul edebiliriz.

Buradan

`(ui) = `(yi) 1≤ i ≤ s

elde ederiz.t = s ise u1, ...,us tarafından üretilen H alt cebiri F nin özalt cebiridir ve

u∈ H dir. t < s ise ũ elemanının homojen elemanlara ayrılmasını düş̈unelim. (uzunluk

fonksiyonuyla băglantılı) ũ00 = (u∗)0 olmaküzere

ũ = ũ0 + ũ00+ ...

ve bu şekilde devam eder. Benzer yötemler kullanılarak herj için ũ , y j ye băglı olmak

üzere `
(
u j

)
= `

(
y j

)
elde edilir.t ≤ r ≤ s olmaküzereũ elemanlarınıny1, ...,yr ye băglı

olduğunu kabul edebiliriz.Φ(u∗) = 0 olduğu için,

u = ũ(y1, ...,yr)+u∗ = Φ(u) = ũ(u1, ...,ur)

Bu nedenleu elemanı ,u1, ...,ur tarafından̈uretilenH
′
alt cebirine aittir.(H ′ ⊆ H ⊆ F)

Y serbesẗureteç k̈umesiüzerinde tersinir lineer d̈onüş̈um uygulayarak,

u j = y j +u∗j

yazabiliriz. Buradau∗j ∈ J (1≤ j ≤ r) dir. Nitekim, H´ F nin özalt cebiridir veu∈ H´dir.
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DolayısıylaF nin herhangi bir̈ozalt cebiri tarafından içerilmeyenu∈ F elemanınınF

cebirinin otomorfizmleri için bir test elemanı olduğunu ispatladık. Dĭger taraftanH , F nin

özalt cebiri,0 6= u ∈ H ve Φ bir homomorfizmdir. Bu durumdaΦ otomorfizm dĕgildir.

Fakat Φ(u) = u yani;u elemanı test elemanı değildir.

¥
L. P. Comerford (Comerford, 1995) de serbest grupların test elemanlarını belirleyen bir

algoritma inşaa etmiştir.
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4. ENDOMORFİZMLER VE OTOMORF İK Y ÖRÜNGELER

K bir cisim, L = L(x,y) serbest Lie cebiri olsun. Bu bölümde,F = F (X) in sıfırdan

farklı elemanının otomorfik ÿorüngesini koruyan endomorfizmlerin otomorfizm olduğunu

ispatlayacăgız.

Not 4.1 w∈ L olmaküzereΨ, L nin

Ψ(Orb(w))⊆Orb(w)

şeklindeki bir endomorfizmi veΦ, L nin bir otomorfizmi olsun. Bu durumda

(Ψ◦Φ)(Orb(w)) = Ψ(Orb(w))⊆Orb(w)

(Φ◦Ψ)(Orb(w))⊆Φ(Orb(w)) = Orb(w)

Görüldüğü gibi Ψ◦Φ , Φ◦Ψ fonksiyonlarıw elemanının ÿorüngesini korumaktadır. Yani;

Ψ◦Φ , Φ◦Ψ otomorfizm iseΨ ile aynı etkiye sahiptir.

Örnĕgin;

Ψ(w) = w1 ∈Orb(w)

ise birΦ ∈ AutL vardıröyle ki;

Φ(w1) = w∈Orb(w)

olur. Φ otomorfizm oldŭgundanΦ◦Ψ de ÿorüngeyi korur. Buradan

Φ◦Ψ(w) = Φ(w1) = w

elde edilir.Φ◦Ψ yerineΨ aldığımızdaΨ(w) = w ya ulaşılır. BuradanΨ nin Orb(w) vew

elemanını sabitlediğini söyleyebiliriz.

Önerme 4.2 L nin bütün otomorfizmleri lineerdir. Yani; bu otomorfizmlerGL2(K) genel

liner grubuna ait olup aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Φ(x) = αx+ γy

Φ(y) = βx+δy α,β,γ,δ ∈ K
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Teorem 4.3 Ψ , Ψ(Orb(w))⊆Orb(w) olacak şekildeki endomorfizm olsun. Bu durumda

Ψ nin lineer kısmı tersinirdir. Yani;

Ψ(x) = αx+ γy+ f

Ψ(y) = βx+δy+g α,β,γ,δ ∈ K ve f ,g∈ L
′
= [L,L]

olmaküzere

Ψ0(x) = αx+ γy

Ψ0(y) = βx+δy

GL2(K) ya aittir.

İspat:

Ψ(x) = αx+ γy+ f

Ψ(y) = βx+δy+g

olmak üzereα,β,γ,δ ∈ K ve f ,g ∈ L
′
= [L,L] ve w0(x,y) ile w nun minimal dereceli

homojen terimini g̈osterelim.degw0 > 1 ise Not4.1 denΨ(w) = w olduğunu varsayabiliriz.

Yani;

w0(αx+ γy,βx+δy) = w0(x,y)

dir. (αx+ γy,βx+δy) 6= (0,0) dır. degw0 > 1 olduğu için degw0 dereceli b̈utün Lie

komütaẗorleri [x,y] yi alt çarpan olarak içerir.x ve y elemanları yerine lineer bağımlı el-

emanlar aldı̆gımızda ise sıfır olurlar. Bu nedenleαx+ γy veβx+δy lineer băgımsız olupΨ

nin lineer parçaları tersinirdir.

degw0 = 1 ise

w(x,y) = εx+ηy+w1 ε,η ∈ K,(ε,η) 6= (0,0) ,w1 ∈ L
′
ve αx+ γy,βx+δy lineer băgımlı

olsun. Gerekli oldŭgundax ve y yerine bunların lineer toplamları olanx
′
ve y

′
alınabilir.

Öyle ki; x
′
ve y

′
L nin serbesẗureteçleridir. AyrıcaΦ ∈ AutL olmaküzereΨ yerineΦ ◦Ψ

alınabilir.

β = γ = δ = 0 olsun. Bu durumda

Ψ(x) = x+ f

Ψ(y) = g
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olur. Ψ(w) = w olduğundanw nun ÿorüngesindeki b̈utün elemanlar sıfırdan farklı lineer

terimlere sahiptir.h∈ L
′
olmaküzereL dew elemanınıv = y+h(x,y) elemanına g̈otüren

bir otomorfizm vardır. Buradan

Ψ(v) = g+Ψ(h) ∈ L
′

olur. Bu ise imkansızdır. Ç̈unkü;

Ψ◦Φ(w) = Ψ(v) = g+Ψ(h)

olup Ψ◦Φ yerineΨ aldığımızda

Ψ(w) = g+Ψ(h)

olur ve bu durumdaΨ(w)= wolması imkansızdır. DolayısıylaΨ nin lineer kısmı tersinirdir.

¥

Önerme 4.4 f1, ..., fm bir serbest Lie cebirinin sıfırdan farklı elemanları olsun. Eğer bu

elemanlar aşikar olmayan bir takım bağıntıları săglıyorsa f
0

1, ..., f
0

m en ÿuksek dereceli ho-

mojen terimlerin herbiri dĭger en ÿuksek dereceli homojen terimler tarafındanüretilen Lie

cebirine aittir.

Sonuç 4.5 f veg, L nin sıfırdan farklı elemanları olsun.h( f ,g) = 0 olacak şekilde sıfırdan

farklı h(x1,x2) polinomu varsaf
0
= εg0 olacak şekilde birε ∈ K vardır.

İspat: Önerme4.4 tenf 0 , g0tarafından̈uretilen Lie cebirine aittir. Bir̈ureteçli Lie cebirleri

bir boyutlu oldŭgundanf
0
= εg0 olacak şekildeε ∈ K vardır.

¥

Teorem 4.6 (Mikhalev ve Yu, 1998)L , rankı iki olan serbest Lie cebiri veΨ ,

Ψ(Orb(w))⊆Orb(w)

olacak şekildeki bir endomorfizm olsun. Bu durumdaΨ, L nin otomorfizmidir.

İspat: İspatdegΨ(x)+degΨ(y) üzerinde ẗumevarımla yapılacaktır. Teorem3.6 danΨ(x),

Ψ(y) aşikar olamazlar vedegΨ(x)+degΨ(y)≥ 2 dir.
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degΨ(x)+ degΨ(y) = 2 iseΨ lineer bir endomorfizm olup Teorem4.3 tenΨ bir oto-

morfizmdir.

degΨ(x)+degΨ(y) > 2 ve

Ψ(x) = αx+ γy+ f

Ψ(y) = βx+δy+g α,β,γ,δ ∈ Kve f,g∈ L
′
= [L,L]

olsun. f
0 6= 0 ise AutL= GL2(K) olduğu için Orb(w) daki b̈utün elemanların dereceleri

aynıdır.

g 6= 0 olsun. Ψ(w) nun m̈umkün olan en ÿuksek dereceden homojen terimi içinΨ(x)

veΨ(y) nin homojen terimlerinin etkisini d̈uş̈unelim. Ayrıcaf 0 veg0 Ψ(w) nun en ÿuksek

dereceli kısmında yeralır. Eşitlikteki dereceleri karşılaştırırsak

Ψ(w) = w(αx+ γy+ f ,βx+δy+g)

yazabiliriz. Dolayısıylaf 0 ve g
0

aşikar olmayan băgıntıları săglar. Sonuç4.5 tenε ∈ K

vardıröyle ki; f
0
= εg

0
dir. g = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumdaΨ(y)

0
= Ψ(y) lineer

olur. Benzer şekildef 0 = εΨ(y) olur. Bu ise0 6= f ∈ L
′
olması ile çelişir.

Şimdi L nin

θ(x) = x− εy

θ(y) = y

şeklindeki otomorfizmini d̈uş̈unelim. Ψ1 = Ψ ◦ θ olsun. Not4.1 denΨ1 benzer şekilde

Orb(w) i korur.

Ψ1(x) = Ψ(x− εy) = (a− εβ)x+(γ− εδ)y+(γ− εg) = α1x+ γ1y+ f1 f1 = f − εy

Ψ1(y) = Ψ(y)

f
0
= εg

0
olduğundan ĕger f1 6= 0 isedegf1 < degf olur. f1 = 0 isedegΨ1 = 1< degΨ(x)

olur. Buradan

degΨ1(x)+degΨ1(y) < degΨ(x)+degΨ(y)

olur veΨ1 bir otomorfizmdir.Ψ = Ψ1◦θ−1 otomorfizmdir.

¥
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Teorem 4.7 (Mikhalev ve Yu, 1998)K bir cisim,X = {x1, ...,xn}, 0 6= u∈ F = F (X), Φ,

F nin

Φ(Orb(u))⊆Orb(u)

şeklindeki endomorfizmi olsun. Bu durumdaΦ, F nin bir monomorfizmidir.

İspat: F nin bazıµotomorfizmleri içinΦ(u) = µ(u) olduğu açıktır. Bu durumdaΨ = µ−1Φ

endomorfizmi içinΨ(u) = u elde ederiz. Ĕgeru elemanıF nin herhangi bir̈oz alt cebiri ait

dĕgilse Teorem3.6 danΨ endomorfizmiF nin otomorfizmidir.

H, F nin öz alt cebiri veu ∈ H olsun. Teorem3.5 tenY = {y1, ...,yn} kümesiF =

F (X) cebirinin serbesẗureteç k̈umesidiröyle ki ; H alt cebiri aşăgıdaki elemanlar tarafından

üretilir.

vi = yi +hi ,1≤ i ≤ l , l < n (4.1)

Her i için hi elemanı yl+1, ...,yn tarafındanüretilenF nin idealine aittir.Y serbesẗureteç

kümesine bir lineer d̈onüş̈um uygulanırsahi elemanlarının lineer toplamlara sahip olmadığı

varsayılabilir.h(1) ile h elemanının minimal parçasını gösterecĕgiz. (Y deki uzunlŭgu ile)

Orb(u) nun h elemanı veY kümesinin dĕgişimi ile (4.1) özelliğinin, h(1) elemanlarının

mümkün olan en k̈uçük sayıdakiY nin elemanlarına băglı olduğu kabul edilebilir.h(1) in

y1e băglı olduğunu varsayabiliriz. ĔgerΦ, F nin otomorfizmi dĕgilseF nin Ψ otomorfizmi

vardıröyle ki;

Φ(Ψ(y1)) = 0

ve sıfırdan farklı elemanlardan oluşan

{
Φ

(
Ψ

(
y j

))
/ j > 1

}

kümesiY ye băglı indirgenmiş alt k̈ume formundadır.v = Φ(Ψ(u)) elemanını ve onun

minimal elemanıv(1) i düş̈unelim.Φ(Ψ(y1)) = 0 olduğu için ya

`Y

(
v(1)

)
> `Y

(
u(1)

)

ve

v /∈Orb(u)

yadav(1) elemanıl den daha az sayıdaki serbestüreteçlere băglıdır. l nin (4.1) deki en

küçük sayı oldŭgunu g̈oz önüne alırsakv /∈ Orb(u) olur. Çünkü ,

v = Φ(Ψ(u(y1, ...,yn))) = u(ΦΨ(y1) , ...,ΦΨ(yn)) = u(ΦΨ(y2, ...,yn))
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olup

v = u(1) (y2, ...,yn)+u∗

dır.

v(1) +v∗ = u(1) +u∗

ifadesindev(1)
1 y1, ...,yn băglı ancaku(1) y2, ...,yn băglıdır. Bu çelişki ispatı tamamlar.

¥
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5. HEMEN HEMEN PR İM İT İF ELEMANLAR VE TEST

ELEMANLARI

F = F(X) bir X kümesiüzerinde serbest cebir olsun.

Bu bölümde Schreier sınıfında belirli tipteki sonlüureteçli serbest cebirlerin hemen

hemen primitif elemanlarını d̈uş̈unecĕgiz.

Tanım 5.1 F bir serbest cebir olsun.F de primitif olmayan fakatF nin bu elemanı içeren

herhangi bir alt cebirinde primitif olan bir elemana hemen hemen primitif eleman denir.

Böyle bir elemanıAPE ile gösterecĕgiz.

Önerme 5.2 (Mikhalev ve Yu, 2000)Serbest cebirlerin hemen hemen primitif elemanları

maksimal ranklı elemanlardır. Aksi durumu doğru dĕgildir.

İspat: α, F deAPEveB, F nin öz serbest çarpanı olmaküzereα, B nin bir primitif elemanı

olsun.

Eğer F = F(x,y) rankı iki olan serbest cebir ise(xy)y elemanı maksimal ranklı fakat

aynı zamandaxy ve y tarafından gerilen alt cebirde primitif değildir. Dolayısıyla (xy)y

elemanıF deAPE dĕgildir.

¥

Teorem 5.3 K, karK 6= 2 olan bir cisim veu , F de birinci dereceden elemanları sıfıra eşit

olanAPE olsun. Bu durumdau, F in bir test elemanıdır.

İspat: Teorem3.6 danF cebirinin test elemanlarıF nin herhangi bir̈ozalt cebiri tarafından

içerilmeyen elemanlardır.H, F nin özalt cebiri veu∈H olsun.u , F deAPEolduğu içinu ,

H nin primitif elemanıdır.H nin otomorfizmleri grubu elemanter otomorfizmler tarafından

üretildiği için Teorem3.5 tenu sıfırdan farklı lineer elemanlara sahiptir. Bu çelişki ispatı

tamamlar.

¥

Önerme 5.4 (Mikhalev ve Yu, 2000)K, karK 6= 2 olan bir cisim olsun.

1) xy , F(x,y) deAPE veF(x,y) nin test elemanıdır.

2) x+ xy , F(x,y) de APE dir fakat test elemanı değildir. (xy)z, F(x,y,z) de APE

dĕgildir fakat maksimal ranklı elemandır.
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3) x− [[x,y] ,y] L(x,y) serbest Lie cebirindeAPE dĕgildir; ayrıca test elemanı da

dĕgildir, fakat maksimal ranklıdır.[[x,y] ,y] elemanıAPE dĕgildir fakat L(x,y) nin test

elemanıdır.

4) [x,y]+ [[x,z] ,z] L(x,y,z) serbest Lie cebirindeAPE ve test elemanıdır.

İspat: (1) den (4) e kadar olan şıklarda verilen elemanlarınF(X) in sonluüreteçli birH alt

cebirine ait oldŭgunu varsayalım. Bu elemanıu ile gösterecĕgiz. x > y > z ve {h1, ...,hm}
kümesiH nin indirgenmiş serbesẗureteç k̈umesi olsun. Ayrıcau nun en ÿuksek dereceli

kısmıu0, h0
1, ...,h

0
m üzerinde polinomdur.

1) u= xy= u0. Eğeru0, bazıh0
i (1≤ i ≤m) lerin lineer toplamı iseu nunH de primitif

olduğu açıktır. Aksi taktirde ,

u0 = h0
1h0

2 , h0
1 = x , h0

2 = y

kabul edebiliriz. Bu durumda,H = F (x,y) olduğundanH, F (x,y) nin özalt cebiri olamaz.

Teorem5.3 tenxy, F (x,y) nin test elemanıdır.

2) u = x+ xy nin F(x,y) de APE olduğunu g̈ostermek için 1. in ispatındaki benzer

arg̈umanlar kullanılabilir.Φ, F(x,y) nin

Φ(x) = u

Φ(y) = 0

şeklinde tanımlanmış olan homomorfizmi olsun. Bu durumdaΦ otomorfizm dĕgildir ve

Φ(u) = u dur. Dolayısıylau, F (x,y) nin test elemanı dĕgildir.

u = (xy)z elemanı için

h1 = xy

h2 = z

ve H, F(x,y,z) nin h1 ve h2 tarafındanüretilen alt cebiri olsun.{h1,h2} nin indirgenmiş

küme veH nin F(x,y,z) nin özalt cebiri oldŭgu açıktır. Aynı zamanda,v = h1h2 elemanıH

nin primitif elemanı dĕgildir. v nin maksimal ranklı oldŭgu açıktır.

3) u = x− [[x,y] ,y] elemanı için,

h1 = [x,y]−x

h2 = y
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veH , L(x,y) nin {h1,h2} tarafından̈uretilen alt cebiri olsun. Bu durumda

u =−(h1 +[h1,h2])

olur.{h1,h2} nin indirgenmiş k̈ume oldŭgu veununH nin primitif elemanı olmadı̆gı açıktır.

Bu nedenleu , L(x,y) deAPE dĕgildir.

Φ(x) = u

Φ(y) = 0

olarak tanımlananΦ retraktı içinΦ(u) = u elde ederiz. Fakatu, L(x,y) nin test elemanı

dĕgildir. Aynı zamandau, L(x,y) de maksimal ranklı bir elemandır.

v = [[x,y] ,y] elemanı L(x,y) nin h1 = [x,y] , h2 = y tarafından̈uretilenözalt cebirine

ait oldŭgundanL(x,y) deAPE dĕgildir fakat v, L(x,y) nin test elemanıdır.

4) u = [x,y]+ [[x,z] ,z] için u0 = [[x,z] ,z] dir. u0 , bazıh0
i ların lineer toplamı iseu , H

nin primitif elemanıdır. Aksi taktirde aşağıdaki durumları d̈uş̈unmek zorundayız.

Birinci durumda,

h0
1 = [x,z]

h0
2 = z= h2

olsun. Bu durumda ,

h1 = [x,z]+αx+βy+ γz α,β,γ ∈ K

ve

u− [h1,h2] = [x,y]−α [x,z]−β [y,z]

Eğerh0
3, [x,y] toplamını içerirseu, H nin primitif elemanı olur ve ĕger

h0
3 = x, h0

4 = y

ise{h1,h2,h3,h4} indirgenmiş bir k̈ume dĕgildir.

İkinci durumda,

h0
1 = x = h1

h0
2 = z= h2

dir. Bu durumda,

u− [[h1,h2] ,h2] = [x,y]
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olur. Eğer h0
3, [x,y] toplamını içerirseu, H nin primitif elemanı olur. Ĕger h4 = y ise

H = L(x,y,z) olupH özalt cebir olamaz. Teorem5.3 tenu , L(x,y,z) nin test elemanıdır.

¥

Teorem 5.5 (Mikhalev ve Yu, 2000)A ve B F nin iki alt cebiri veF = A∗B olsun.a , A

daAPE veb, B deAPE ise a+b , F nin primitif elemanı dĕgildir.

İspat: Y = {y1, ...,ys} , Z = {z1, ...,zt} , s+ t = n = |X| , A = F(Y) , B = F(Z) , X = Y∪Z

olsun. a+b nin primitif olduğunu varsayalım.a ve b sırasıylaA ve B deAPE olduğundn

`Y (a) > 1 , `Z (b) > 1 dir.

G = {g1, ...,gn} , F(X) in serbesẗureteç k̈umesi veg1 = a+b olsun.1≤ i ≤ n için ǵi

ile gi nin Z ye băglı olmayan parçasını gösterelim.ǵ1 = a olduğu açık. Elemanter otomor-

fizmler kullanarak sıfırdan farklı elemanlardan oluşan
{

ǵ2, ..., ǵn

}
kümesinin indirgenmiş

olduğu kabul edilebilir.̀ Y
(
ǵi

)
< `Y (g1) = `Y (a) (2≤ i ≤ n). G , sonlu sayıdaki elemanter

otomorfizmlerleF(X) in serbesẗureteç k̈umesi oldŭgundanA nınY serbesẗureteç k̈umesi

için Ǵ =
{

ǵ1, ..., ǵn

}
(sıfır olan elemanlar dahil) k̈umesini oluşturabiliriz.Φ , bu elemanter

otomorfizmlerin birleşimi olsun.Φ
(
ǵ1

) 6= 0 ise a , A nın primitif elemanıdır. Bu du-

rum a nın A daAPE olması ile çelişir.Φ
(
ǵ1

)
= 0 iseΦ(g1) deki herbir monomialZ nin

elemanlarına băglıdır.

Φ(g2)
´ = y1, ...,Φ(gs+1)

´ = ys

olduğunu varsayalım. Burada elemanter dönüş̈umleri tekrar uygulayarak

Φ(gs+2)
´ = ... = Φ(gn)

´ = 0

olduğunu s̈oyleyebiliriz. Φ(g1) ,Φ(gs+2) , ...,Φ(gn) elemanlarının moduloF ninY tarafın-

dan üretilen idealine g̈ore B cebirini ürettiği açık. Φ(gi)
´́ ile Y ye băglı olmayanΦ(gi)

elemanını g̈osterecĕgiz. Bu durumda,

H =
{

Φ(g1)
´́,Φ(gs+2)

´́, ...,Φ(gn)
´́
}

B cebirini üretir. Fakat bu k̈ume t tane eleman içerir.B cebirinin rankınınt olması ve

B cebirinin Hopfian olması nedeniyleH, B nin serbesẗureteç k̈umesidir. O haldeΦ(g1)
´́

elemanıB nin primitif elemanıdır. TersinirΦ−1 otomorfizmini ekleyerek

b = Φ−1
(

Φ(g1)
´́
)
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elde ederiz. Dolayısıylab , B nin primitif elemanıdır.b nin B deAPE olması nedeniyle bu

bir çelişkidir. Bu nedenlea+b, F(X) in primitif elemanı dĕgildir.

¥

Teorem 5.6 (Mikhalev ve Yu, 2000)A ve B F nin iki alt cebiri veF = A∗B olsun.a , A

daAPE veb, B deAPE olmaküzereH, F nin a, b∈H olacak şekildekïozalt cebiri olsun.

Bu durumdaa+b, H nin primitif elemanıdır.

İspat: Y = {y1, ...,ys} , Z = {z1, ...,zt} , s+ t = n = |X| , A = F(Y) , B = F(Z) , X = Y∪Z

olsun.H nin sonluüretilmiş cebir oldŭgunu kabul edebiliriz.H nin

H = H1∗H2∗H3

şeklindeH1, H2 ve H3 alt cebirlerinin serbest çarpımı olduğunu d̈uş̈unebiliriz. BuradaH1

, H nin Z ye băglı olmayan elemanlarının oluşturduğu alt cebir,H2 , H nin Y ye băglı

olmayan elemanlarının oluşturduğu alt cebir,H3 sonluüretilmiş alt cebir. (H = H1 ∗H2

olması m̈umkün) Buradaa∈ H1 , b∈ H2 ve H1, H2 sırasıylaA ve B nin alt cebiridir.H, F

nin özalt cebiri oldŭgu için H1 6= A , H2 6= B. Genellĭgi kaybetmeksizinH1 in A nın özalt

cebiri oldŭgunu kabul edebiliriz.a, F de APE olduğundana, H1 in primitif elemanıdır.

Dolayısıylaa+b primitiftir.

¥

Önerme 5.7 (Mikhalev ve Yu, 2000)F, A veB gibi iki özalt cebirinin serbest çarpımı vea

ile b sırasıyla, genelleştirilmiş derece fonksiyonları olanµ1 veµ2 ile băglantılı olmaküzere

A ve B cebirlerindeAPE olsun. (µ1 ve µ2 farklı olabilir ) Bu durumdaa+b, F (X) deAPE

dir.

İspat: Teorem5.5 tena+b, F nin primitif elemanı dĕgildir. H, F nin sonluüretilmiş özalt

cebiri vea+ b ∈ H olsun. Ĕger a ∈ H ise b ∈ H olup Teorem5.6 dana+ b, F de APE

dir. a /∈ H iseA veB üzerindeki kısıtlamaları sırasıylaµ1 veµ2 ye eşit olan genelleştirilmiş

derece fonksiyonuµyü düş̈unecĕgiz. G, H nin indirgenmiş serbestüreteçlerinin k̈umesi ol-

sun. Genellĭgi kaybetmeksizina+b nin en ÿuksek dereceliµelemanınına ya eşit oldŭgunu

varsayalım.H
′
ile F nin H ve a tarafındanüretilen alt cebirini g̈osterecĕgiz. Bu durumda

H
′ 6= F dir. Teorem5.6 dana+b, H

′
nün primitif elemanıdır.M = {m1, ...,mn} F de prim-

itif bir sistem,N, F nin sonluüretilmiş alt cebiri öyle ki; M ⊂ N. Bu durumdaM, N de
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5. HEMEN HEMEN PṘIMİTİF ELEMANLAR VE TEST
ELEMANLARI Demet PARLAK

primitif bir sistemdir. Buna dayanaraka+b, H nin primitif elemanıdır. Dolayısıylaa+b,

F deAPE dir.

¥
Yukarıdaki önermenin benzeri olan sonuç serbest gruplar için de geçerlidir. Bu konu

ile ilgili daha ayrıntılı bilgi (Brunner ve ark., 1993; Fine ve ark., 1998; Fine ve ark.,1998 ;

Rosenberger, 1984) de bulunabilir.

Teorem 5.8 (Mikhalev ve Yu, 2000)K,karK 6= 2 olan bir cisim olsun.

1. n = 2m ise

x1x2 + ...+x2m−1x2m

F(X) deAPE dir.

2. n = 2m+1 ise

x1x2 + ...+x2m−1x2m+x2m+1x2m+1

birleşmeli olmayan serbestF(X) cebirindeAPE dir.

3. n = 2m+1 veX = {x1, ...,x2m+1} olmaküzere

[[x2,x1],x1]+ [x2,x3]+ ...+[x2m,x2m+1]

L(X) deAPE dir.

İspat: Teoremin ispatına geçmedenönce Teorem5.5 in ve Teorem5.6 nın genel durumda

da săglandı̆gı gösterilmelidir.H1, ...,Hn F nin özalt cebirleri olmak̈uzere

F = H1∗ ...∗Hn

olsun. Öncelikle1≤ i ≤ n için hi , Hi deAPE iseh1 + ...+ hn nin F de primitif eleman

olmadı̆gı gösterilecektir.

İspat ẗumevarım ÿontemiyle yapılacaktır.n = 2 için Teorem5.5 elde edilir. Bu ifadenin

n−1 için doğru oldŭgunu varsayalım. Bu durumdah1 + ...+hn−1 elemanıH1 ∗ ... ∗Hn−1

de primitif dĕgildir. Her i için hi , Hi deAPEolduğundanHi içindehi nin primitif olduğuAi

özalt cebiri vardır.

A = A1∗ ...∗An

iseh1, ...,hn−1 elemanlarıA da primitiftir. Dolayısıylah1+ ...+hn−1 deA da primitiftir. A,

H1∗ ...∗Hn−1 in özalt cebiri oldŭgundanh1 + ...+hn−1, H1∗ ...∗Hn−1 deAPE dir. hn, Hn

deAPE olup Teorem5.5 tenh1 + ...+hn−1 +hn , F nin primitif elemanı dĕgildir.
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H1, ...,Hn , F nin özalt cebirleri olmak̈uzere

F = H1∗ ...∗Hn

olsun.İkinci olarak1≤ i ≤ n için hi , Hi deAPE veH , F nin h1, ...,hn∈H olacak şekildeki

özalt cebiri olması durumundah1+ ...+hn nin H de primitif eleman oldŭgu g̈osterilecektir.

İspat ẗumevarım ÿontemiyle yapılacaktır.n = 2 için Teorem5.6 elde edilir. Bu ifadenin

n− 1 için doğru oldŭgunu varsayalım. Bu durumdah1 + ... + hn−1 , H nin primitif el-

emanıdır. Dolayısıylah1 + ... + hn−1, H1 ∗ ... ∗Hn−1 de APE dir. hn , Hn de APE olup

H ′, h1 + ...+ hn−1,hn ∈ H ′ olacak şekildeki cebir ikenn = 2 durumu elde edilir. O halde

h1 + ...+hn−1 +hn, H ′ nin primitif elemanıdır.

1.

H1 = H1 < x1,x2 >,...,H2m−1 = H2m−1 < x2m−1,x2m >

F nin özalt cebirleridir.Önerme5.4 danx1x2 elemanıH1 de ,x3x4 elemanıH3 te ve b̈oyle

devam edilirsex2m−1x2m elemanıH2m−1 de APE dir. Bu durumdaH1, H3, ..., H2m−1 de

sırasıylax1x2, x3x4, ..., x2m−1x2m i primitif eleman olarak içerenA1, A3, ..., A2m−1 özalt

cebirleri vardır.

H = H1∗H3∗ ...∗H2m−1 = F

dir. Ayrıca

A = A1∗A3∗ ...∗A2m−1

F nin özalt cebiridir vex1x2, x3x4, ..., x2m−1x2m∈ A dır. Yukarıdaki ispattan dolayı

x1x2 +x3x4 + ...+x2m−1x2m

A nın primitif elemanıdır. Bu nedenle bu elemenF deAPE dir. Teorem5.3 ten dolayı bu

eleman test elemanıdır.

2.

H1 = H1 < x1,x2 >,...,H2m−1 = H2m−1 < x2m−1,x2m >,H2m+1 = H2m+1 < x2m+1 >

özalt cebirlerini alıp 1.dekiyle benzer işlemler yapılarak

x1x2 +x3x4 + ...+x2m−1x2m+x2m+1x2m+1

in APE ve test elemanı oldŭgu g̈osterilebilir.
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3. Önerme5.4 te[[x2,x1],x1] + [x2,x3] in serbest Lie cebiriH1 = H1 < x1,x2,x3 > te

APE olduğu g̈osterilmişti. H4 = H4 < x4,x5 > özalt cebirini d̈uş̈unelim.x4x5, H4 te APE

dir. Bu nedenleH4 ünH
′
4 özalt cebiri içinx4x5 primitif elemandır. Kurosh ÿontemindenH

′
4

için x4x5− x5x4 elemanını içeren serbestüreteç k̈umesi oluştırulabilir. Bu nedenle[x4,x5],

H4 deAPE dir. Benzer şekilde[x6,x7], ..., [x2m,x2m+1] elemanlarının sırasıyla

H6 = H6 < x6,x7 >,...,H2m = H2m < x2m,x2m+1 >

deAPE olduğu g̈osterilebilir.

H = H1∗H4∗ ...∗H2m

alınıp ispat 1. deki gibi yapılır.

¥
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6. SERBEST LIE CEBİRLER İN İN 4-PRİM İT İF ELEMANLARI

Bu bölümde serbest Lie cebirlerinin4-primitif elemanlarını karakterize edilerek rankı

tek sayı olan serbest Lie cebirlerinde bu tür elemanların olmadığı ve rankı çift sayı olan

serbest Lie cebirlerinde bu elemanlarınözel bir elemanın g̈orüntüs̈u oldŭgu ispatlanmıştır.

X = {x1, ...,xn} olsun.X üzerindeki serbest birleşmeli cebirA olsun.X üzerindeki serbest

Lie cebirini L(X) ile gösterelim.4 ile serbet birleşmeliA cebirininX tarafındanüretilen

sol idealini g̈osterecĕgiz

Tanım 6.1 (Shpilrain, 1998)u, L(X) serbest Lie cebirinin bir elemanı olmaküzere ĕger

∂u
∂x1

, ...,
∂u
∂xn

elemanları4 yı K 〈X〉 in bir sol ideali olarak̈uretiyorsau ya4-primitif eleman denir.

Teorem 6.2 (Mikhalev ve Yu, 2000) K,karK 6= 2 olan bir cisim,X = {x1, ...,xn} veL(X)

serbest Lie cebiri olsun.Bu durumda

1. n = 2m ise, her4-primitif eleman

[x1,x2]+ [x3,x4]+ ...+[x2m−1,x2m]

elemanının otomorfik g̈orüntüs̈udür.

2. n tek sayı iseL(X) de4-primitif elemanı yoktur.

3. L(X) cebirinin otomorfizm grubu b̈utün 4-primitif elemanlarüzerine geçişmeli

olarak etki yapar.

İspat: X = {x1, ...,xn} , Z+ pozitif tamsayılar,Q+ pozitif rasyonel sayılar k̈umesi olmak

üzere herr 6= 0 için ϖ(r) 6= 0 iseϖ : Zn
+ → Q+ dönüş̈umü bir fonksiyoneldir.4-primitif

elemanının otomorfik g̈orüntüs̈unün yine bir4-primitif eleman oldŭgu açık.

ϖi = ϖ(xi) 1≤ i ≤ n, Ω = (ϖ1, ...,ϖn)

üzerinde kısmi sıralama düş̈unecĕgiz; ϖ́i > ϖi ,1 ≤ i ≤ n, ve bazı j ler için ϖ′
j > ϖ j

olduğundaΩ′
> Ω diyecĕgiz. ϖ maksimalΩ satırına sahip bir foksiyon olsun̈oyle ki;

u nun bazı otomorfikv görüntülerinin ϖ ya băglı en ÿuksek dereceli kısmının derecesi1

olsun.

xi serbesẗureteçlerininϖi derecelerini kullanarak derece fonksiyonu oluşturacağız. u =

v olduğunu kabul edelim.u nun bir uzunluklu elemanların toplamına sahip olmadığı açık.
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u, 4−primitif olduğundan maksimal ranklı vex1, ...,xn e băglıdır ve mi j ∈ K (X) vardır

öyle ki ;

mi1
∂u
∂x1

+ ...+min
∂u
∂xn

= xi ,i = 1, ...,n (6.1)

u elemanının uzunlŭgunun2 den b̈uyük oldŭgunu kabul edelim.ϖ derecesi1 olan u ele-

manın leading parçası̂u için (6.1) den şu şekilde bir eşitlik yazılabilir;

m1
∂û
∂x1

+ ...+mn
∂û
∂xn

= 0 ,0 6= mi ∈ K 〈X〉 ,1≤ i ≤ n

Bu durumdaL(X) in ϖ-homojenΦ otomorfizmi vardır ( yani;ϖΦ(xi) = ϖ(xi) heri için

) öyle ki; v= Φ(xi) nin en ÿuksek dereceli parçasıv0, n den daha az sayıdakixi üreteçlerine

băglıdır. v̂ nin x1 e băglı olmadı̆gını varsayalım. v, x1 e băglı olduğundan sıradakiϖ′

fonksiyonelini d̈uş̈unebiliriz.

ϖ1 = ϖ(x1) rasyonel sayılarını yeni fonksiyonelle bağlantılı v nin en ÿuksek dereceli

parçasıx1 e băglı oluncaya kadar uygulayacağız. ϖ′
1 için bu dĕgeri sabitleyip

ϖ
′
i = ϖi 1≤ i ≤ n

diyecĕgiz. Bu durumdaϖ′
ile băglantılı v elemanının en ÿuksek dereceli parçası1 e eşit

olan ϖ′ −weight e sahiptir. Aynı zamanda birinci parçadanΩ′
> Ω dır. Bu durumϖ

fonksiyonelinin maksimal̈ozelliği ile çelişir. Nitekimu nun uzunlŭgu2 dir ve

u = ∑
1≤i< j≤n

αi j [xi ,x j ], 0 6= αi j ∈ K

dır. u maksimal ranka sahip olduğundan yeniY = {y1, ...,yn} serbesẗureteç k̈umesine lineer

otomorfizmler uygulayarak

u = [y1,y2]+ ∑
3≤i< j≤n

βi j [yi ,y j ] βi j ∈ K

elde edilir. u nun maksimal ranklı oldŭgu dikkate alınıp devam edilirsen = 2m için ilk

kısımdanu nun,

[x1,x2]+ ...+[x2m−1,x2m]

in görüntüs̈u oldŭgu g̈orülür. Bu nedenlen tek sayı ikenL nin 4-primitif elemana sahip

olmadı̆gı açıktır. 1. ve 2. denL nin otomorfizmleri grubu4-primitif elemanları k̈umesine

geçiş yapar.

¥
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Sonuç 6.3K, karK 6= 2 olan bir cisim olsun.Φ,L(X) in herhangi biru4-primitif elemanı

için Φ(u) da4-primitif olacak şekildeki bir endomorfizmi iseΦ, L nin otomorfizmidir.

İspat: w = [x1,x2]+ ...+[x2m−1,x2m] ve v = Φ(w) olsun.w ve v4-primitif elemanlardır.

Teorem6.2 denL(X) in Ψ otomorfizmi vardır̈oyle ki; Ψ(v) = w. Bu nedenleΨ(Φ(w)) = w.

w, L(X) in test elemanı oldŭgu için ΨΦ otomorfizmdir. DolayısıylaΦ, L(X) in otomor-

fizmidir.

¥

31
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7. SERBEST LIE CEBİRLER İN İN JENERİK ELEMANLARI

Bu bölümde serbest Lie cebirlerinin jenerik elemanlarının bir serisini sunacağız ve

jenerik olmayan fakat hemen hemen primitif olan bir elemanörnĕgi verecĕgiz. X boş ol-

mayan sonlu bir k̈ume veL = L(X), X üzerindeki serbest Lie cebiri olsun.olsun.

Tanım 7.1 L1 veL2 iki serbest Lie cebiri veM⊆ L1 olsun.L1 denL2 ye olan homomorfizm

altındaM nin görüntüs̈u tarafından oluşturulan idealeL2 nin verbal ideali denir veM(L2)

ile gösterilir.

Tanım 7.2 D1, Lie cebirlerininK cismiüzerinde birB özdeşlikler k̈umesi tarafından tanım-

lanan bir sınıfı veB(L) deL ninB tarafından tanımlanan verbal ideali olsun.L nin f elemanı

için eğer f ∈ B(L) fakatL nin herH özalt cebiri için f /∈ B(H) ise f yeL nin D1 - jenerik

elemanı denir.D2 ile dĕgişmeli Lie cebir ẗurlerini gösterelim. L serbet Lie cebirinin bir

u elemanı için ĕger u ∈ [L,L] ise L, D2- jeneriktir ve ĕger L nin bazıH alt cebirleri için

u∈ [H,H] ikenH = L iseu yaD2- jenerik denir.

µ : X → N genelleştirilmiş derece fonksiyonunu düş̈unelim.

Serbest gruplardaki gibi sonlu ranklı serbest Lie cebirleri Hopfian olduğu için jenerik

elemanlar test elemanlarıdır. (Comerford, 1995)

α ∈ L için adα veAdα ile sırasıyla sol ve săg çarpım operatörlerini gösterecĕgiz. Yani;

(adα)(b) = [α,b], (b)(Adα) = [b,α] dır.

Önerme 7.3 (Mikhalev ve ark., 2002)X = {x,y,z} olsun. Bu durumda

u = [x,y]+ (x)(Adz)k (k≥ 2)

elemanıL deAPE ve test elemanıdır.

İspat: u elemanınınL nin sonluüretilmişH alt cebirine ait oldŭgunu varsayalım.x > y > z

ve{h1, ...,hm}H nin indirgenmiş serbestüreteç k̈umesi olsun. Bu durumdau nun en ÿuksek

dereceli terimi u0 ın, h0
1, ...,h

0
m üzerinde polinomdur.u0 = (x)(Adz)k dır. Eğer u0 nın

yazılışında bazı0 6= h0
i ların lineer toplamı var ise;

u0 = αh0
i + f

({
h0

j / j 6= i
})

0 6= α ∈ K

dır. Bu nedenle

u = αhi + f
′ ({

h j / j 6= i
})
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olur veu, H nin primitif elemanıdır. Aksi durumda

h0
1 = (x)(Adz)l l < k

h0
2 = z= h2

olur. Buradan

h1 = (x)(Adz)l +αx+βy+ γz α,β,γ ∈ K

elde edilir.

u− (h1)(Adh2)
k−l = [x,y]−α(x)(Adh2)

k−l −β(y)(Adh2)
k−l

dir. Eğer h0
3, [x,y] toplamını içerirseu, H nin primitif elemanıdır. Ancak

h0
3 = x = h3

h0
4 = y = h4

olması durumunda{h1,h2,h3,h4} indirgenmiş dĕgildir.

h0
1 = x = h1

h0
2 = z= h2

olması durumundaH = L çelişkisi elde edilir.

µ(x) = 1

µ(y) = N > k

µ(z) = 1

olarak verilen genelleştirilmiş derece fonksiyonunu düş̈unelim.
{

h
′
1, ...,h

′
m

}
H alt cebirinin

µ ile băglantılı indirgenmiş serbesẗureteç k̈umesi olsun.û = [x,y] ve û, ĥ
′
1, ..., ĥ

′
m de bir

polinomdur. Ĕgerû, 0 6= ĥ
′
j lerin lineer toplamı ise;

û = βĥ j +g
({

ĥi/i 6= j
})

0 6= β ∈ K

Bu nedenle

u = βh
′
j +g

′ ({
h
′
i/i 6= j

})

olur veu, H nin primitif elemanıdır. Aksi durumdaz∈ H olur.
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Eğerx, z∈ H ise

u
′
= u− (x)(Adz)k = [x,y] ∈ H

dir. Eğer
(

u
′)0

, h0
1, ...,h

0
m ların lineer toplamı iseu primitif elemandır. Aksi taktirdey∈ H

olur. Dolayısıylau, L(X) deAPE dir. u da birinci dereceden elemanlar olmadığı için test

elemanıdır.

¥

Önerme 7.4 (Mikhalev ve ark., 2002)

u = (x)(Ady)k +(x)(Adz)l k, l ∈ Z+

elemanınL(x,y,z) deAPE olması için gerek ve yeter koşulmin{k, l}= 1, max{k, l} ≥ 2

olmasıdır.

İspat: k = l = 1 iseu = [x,y+ z] olup u, L(x,y,z) nin x ve y+ z tarafındanüretilenözalt

cebirinin primitif elemanı dĕgildir.

k, l > 1 olsun.

u1 = (x)(Ady)k−1

u2 = y

u3 = (x)(Adz)l−1

u4 = z

olsun.U = {u1,u2,u3,u4} indirgenmiş k̈ume olup

u = [u1,u2]+ [u3,u4]

H = L(u1,u2,u3,u4) 6= L(x,y,z)

veu, H nin primitif elemanı dĕgildir. Bu nedenleu, L(x,y,z) deAPE dĕgildir.

min{k, l}= 1, max{k, l} ≥ 2 olsun.Önerme7.3 tenu elemenıL(x,y,z) deAPE dir.

¥
Şimdi L(x,y) serbest Lie cebirinin

uk,l (x,y) = (adx)k (y)+(x)(Ady)l

elemanlarını d̈uş̈unecĕgiz. Eğer k = l = 2 ise

u2,2(x,y) = [[x,y] ,x−y]
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olup bu elemanL(x,y) deAPE dĕgildir. karK > 2 ise

up,p(x,y) =
[
x+y,

(
adp−1(x+y)

)
(y−x)

]

olupup,p(x,y) , L(x,y) deAPE dĕgildir.

Önerme 7.5 (Mikhalev ve ark., 2002)k, l ≥ 2 vek 6= l ise

uk,l (x,y) = (adx)k (y)+(x)(Ady)l

L(x,y) deAPE dir.

İspat: k > l olduğunu kabul edebiliriz. Bu durumda

u0
k,l (x,y) = (adx)k (y)

dir. uk,l nin L(x,y) nin sonluüreteçliH alt cebirine ait oldŭgunu varsayalım.{h1, ...,hm} H

nin indirgenmiş serbestüreteç k̈umesi olsun. Bu durumdau0
k,l , h0

1, ...,h
0
m üzerinde polinom-

dur. Önerme7.3̈un ispatındaki gibi ĕgeruk,l primitif eleman olmasaydıx∈H çelişkisi elde

edilirdi.Bu durumda

µ(x) = 1

µ(y) = N > k

olarak verilen genelleştirilmiş derece fonksiyonuµ yü düş̈unecĕgiz.
{

h
′
1, ...,h

′
m

}
, H nin µ

ile băglantılı indirgenmiş serbesẗureteç k̈umesi olsun.ûk,l = (x)(Ady)l dır. Bu durumda

uk,l , H nin primitif elemanıdır. Aksi taktirdey∈ H çelişkisi elde edilir.

¥

Önerme 7.6 u, L deAPE veu∈ [L,L] olsun. Bu durumdau, L nin D2 jenerik elemanıdır.

İspat: L nin H özalt cebiri içinu∈ [H,H] olduğunu varsayalım.u, APE olduğundanu, H

nin primitif elemanıdır. FakatH nin herhangi bir serbestüreteç k̈umesimod[H,H] ye göre

H nin lineer bazı formundadır. Bu çelişki ispatı tamamlar.

¥

Teorem 7.7 X = {x1, ...,xn} ,L sebest Lie cebiri olsun

1) n = 2m ise

[x1,x2]+ ...+[x2m−1,x2m]
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L(X) in D2 jenerik elemanıdır.

2) n = 2m, 1≤ i ≤m, ki , l i ∈ Z, ki 6= l i

uk1,l1 (x1,x2)+ ...+ukm,lm (x2m−1,x2m)

L(X) in D2 jenerik elemanıdır.

3) n = 2m+1, l ≥ 2

[x1,x2]+ (x1)(Adx3)
l1 +[x4,x5] ...+[x2m,x2m+1]

L(X) in D2 jenerik elemanıdır.

4) n = 3m, l1, ..., lm≥ 2

[x1,x2]+ (x1)(Adx3)
l1 + ...+[x3m−2,x3m−1]+ (x3m−2)(Adx3m)lm

L(X) in D2 jenerik elemanıdır.

İspat: ki , l i ≥ 2 için uki ,l i (x2i−1,x2i) elemanları

µ(x2i−1) = l i−1

µ(x2i) = ki−1

olarak verilen genelleştirilmiş derece fonksiyonu ileµ−homojendir.Önerme5.7 ,7.3,7.5,7.6

den yararlanarak ispat yapılacaktır.

1) u = [x1,x2]+ ...+[x2m−1,x2m] ∈ [L,L] dir.L nin

H1 = H1 < x1,x2 >,...,H2m−1 = H2m−1 < x2m−1,x2m >

şeklindeki özalt cebirlerini d̈uş̈unelim. [x1,x2] , ..., [x2m−1,x2m] sırasıylaH1, ...,H2m−1 de

APE dir. L = H1 ∗ ... ∗H2m−1 olup Önerme5.7 denu, L deAPE dir. Dolayısıylau , L nin

D2 jenerik elemanıdır.

2)

u = uk1,l1 (x1,x2)+ ...+ukm,lm (x2m−1,x2m)

= (ad(x1))
k1 (x2)+(x1)(Ad(x2))

l1 + ...+(ad(x2m−1))
km (x2m)+(x2m−1)(Ad(x2m))lm

u∈ [L,L] olduğu açık.u nunL deAPE olduğunu g̈osterelim.

v = (ad(x1))
k1 (x2)+(x1)(Ad(x2))

l1
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olsun.k1 6= l1 olup Önerme7.5 tenv,H1 deAPE dir.

Benzer şekildeuk2,l2 (x3,x4) , ...,ukm,lm (x2m−1,x2m) sırasıylaH3, ...,H2m−1 de APE dir.

Dolayısıylau,

H1∗H3∗ ...∗H2m−1 = L(X)

deAPE dir. Dolayısıylau,L nin D2 jenerik elemanıdır.

3) n = 2m+1,

u = [x1,x2]+ (x1)(Adx3)
l1 +[x4,x5]+ ...+[x2m,x2m+1]

ve

v = [x1,x2]+ (x1)(Adx3)
l1

olsun.Önerme7.3 tenv, H1 = H1 < x1,x2,x3 > özalt cebirindeAPE dir.

[x4,x5] , ..., [x2m,x2m+1]

elemanları sırasıyla

H4 = H4 < x4,x5 >,..., H2m = H2m < x2m,x2m+1 >

deAPE dir. Dolayısıylau,

H1∗H4∗ ...∗H2m = L(X)

deAPE dir. Ayrıcau∈ [L,L] olupu, L nin D2 jenerik elemanıdır.

4). n = 3m,

u = [x1,x2]+ (x1)(Adx3)
l1 + ...+[x3m−2,x3m−1]+ (x3m−2)(Adx3m)lm

olsun.

v1 = [x1,x2]+ (x1)(Adx3)
l1 , ..., v3m−2 = [x3m−2,x3m−1]+ (x3m−2)(Adx3m)lm

elemanları sırasıyla

H1 = H1 < x1,x2,x3 >,..., H3m−2 = H3m−2 < x3m−2,x3m−1,x3m >

deAPE dir.

H1∗ ...∗H3m−2 = L(X)

olupu,L deAPE veu∈ [L,L] dir. Önerme7.6 danu, L nin D2 jenerik elemanıdır.
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¥
X = {x1, ...,xn} ve n çift sayı ise[x1,x2] [x3,x4] ... [xn−1,xn] , F (X) serbest grubununD2

jenerik elemanıdır. Ayrıca

(
(x)Adi (y)

)
Ad j (x) i ≥ 1, j ≥ 0 (7.1)

monomiali L(1) serbest Lie cebirinin serbestüreteçlerinin bir k̈umesidir.

Teorem 7.8 l , x vey nin sıfırdan farklı bir toplamı veL = L(x,y) olsun. Bu durumda,

1) g, L nin dördünc̈u dereceden elemanı olmaküzere[g, l ] ∈ L(2) iseg = 0 dır.

2) f , L nin üçünc̈u dereceden elemanı vel1, L nin lineer elemanı olmak̈uzere

[[[x,y] ,x] , l ] = [ f , l1]

ise ya[l , l1] = 0 yada[l1,x] = 0 dır.

İspat: 1) l = x kabul edelim.g elemanı sol formda şu şekilde yazılır;

g = α1 [x,y,y,y]+α2 [x,y,y,x]+α3 [x,y,x,x]

Buradan,

[g, l ] = α1 [x,y,y,y,x]+α2 [x,y,y,x,x]+α3 [x,y,x,x,x]

= α1 [[[[x,y] ,y] ,y] ,x]+α2 [[[[x,y] ,y] ,x] ,x]+α3 [[[[x,y] ,x] ,x] ,x]

elde edilir.(7.1) deki elemanmoduloL(2) lineer băgımsız oldŭgundanα1, α2, α3 sıfır olur

veg = 0 dır.

2)

l = α1x+α2y,(α1,α2) 6= (0,0)

l1 = β1x+β2y,(β1,β2) 6= (0,0)

f = γ1 [[x,y] ,x]+ γ2 [[x,y] ,y] ,(γ1,γ2) 6= (0,0)

[x,y,x, l ] = [ f , l1] eşitliğinden

α1 = γ1β1

α2 = γ2β1 + γ1β2

γ2β2 = 0
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elde edilir.

β2 = 0 ise l1 = β1x olup [l1,x] = 0 dır.

γ2 = 0 iseα1 = γ1β1,α2 = γ1β2 olup l = γ1l1 dir.Buradan[l , l1] = 0 elde edilir.

¥

Teorem 7.9 (Mikhalev ve ark., 2002)

u = [x,y]+ [[x,y] ,x]+ [[[x,y] ,x] , [x,y]]

elemanıL = L(x,y) serbest Lie cebirininD2 jenerik elemanıdır fakatAPE dĕgildir.

İspat: u elemanıL nin [x,y] ve [[x,y] ,x] tarafındanüretilen özalt cebirine aittir. Fakatu

elemanı bu alt cebirin primitif elemanı değildir. Bu nedenleu APEdĕgildir.

u nunD2 jenerik eleman olmadığını varsayalım. Bu durumdau∈ [H,H] olacak şekilde

L nin H özalt cebiri vardır.H0 ile H deki elemanların en ÿuksek dereceli terimlerinin alt

cebirini g̈osterelim.H indirgenmiş bir k̈ume tarafından̈uretildiği için eğer f ∈ [H,H] ise

f 0 ∈ [
H0,H0

]
dır ve

u0 = [[[x,y] ,x] , [x,y]] ∈ [
H0,H0]

dır. f , g ∈ H0 olmak üzereu0, [ f ,g] formundaki beşinci dereceden homojen elemanların

lineer kombinasyonudur.µ normal derece fonksiyonu olmak̈uzereµ( f ) > µ(g) kabul

edilebilir. µ(g) = 1 iseg, L nin lineer elemanıdır. ĔgerH0 lineer băgımsız iki tane lineer

eleman içeriyorsaH = L dir. Bu nedenlel lineer eleman olmak̈uzere

u0 = [ f , [x,y]]+ [g, l ]

dir. Bu durumda[g, l ] ∈ L(2) dir. Teorem7.8 den[g, l ] = 0 dır. Buradanf = [[x,y] ,x] ve

[[x,y] ,x] , [x,y] ∈ H0 olur. DolayısıylaH de şu şekilde elemanlar vardır;

a = [[x,y] ,x]+ l1

b = [x,y]+ l2 , l1, l2 lineer elemanlar.

w = u− [a,b] = [x,y]+ [[x,y] ,x+ l1]− [x,y,x, l2]

elemanını d̈uş̈unelim.

l2 = 0 olsun. Ĕgerx+ l1 6= 0 ise

w0 = [[x,y] ,x+ l1] ∈
[
H0,H0]

39
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dır. Buradanx+ l1 ∈ H elde edilir. Bu nedenle

w−w0 = [x,y] ∈ [H,H]

dir. Bu durumdaH = L çelişkisine ulaşılır. Ĕgerx+ l1 = 0 ise[x,y]∈ [H,H] olur ve buradan

H = L sonucuna ulaşılır.

l2 6= 0 ise

w0 =− [x,y,x, l2] ∈
[
H0,H0]

dır. Bu ancak

[x,y,x, l2] = [g, l ]

iken mümkünd̈ur. (Buradal ,H nin sıfırdan farklı lineer elemanı ,g, H0 ın üçünc̈u dereceden

homojen elemanı) Teorem7.8 den yal = al2 ya dal = ax tir.

l2 ∈ H ise

[x,y] = b− l2 ∈ H

dir.l2 = 0 olması durumundaH = L elde ederiz.

l = x∈ H olsun. Bu durumda

a = [[x,y] ,x]+βy

b = [x,y]+ γy 0 6= γ ∈ K

yazabiliriz. (Yani;l1 = βy, l2 = γy) Buradan tekrar

a− [b,x]− γb =
(
β− γ2)y∈ H

elde edilir.H 6= L olduğundanβ = γ2 ve

w = u− [a,b] = [x,y]+
[
[x,y] ,x+ γ2y

]− γ [x,y,x,y] ∈ [H,H]

Buradan

w0 =−γ [x,y,x,y] ∈ [
H0,H0]

dır. [x,y,x,y] elemanı[x,y,x,y] = [x,y,y,x] şeklinde tek yazılışa sahiptir. Dolayısıyla

[[x,y] ,y] ∈ H0

ve

c = [[x,y] ,y]+δy∈ H
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dir.

w1 = w+ γ [c,x] = (1− γδ) [x,y]+
[
[x,y] ,x+ γ2y

] ∈ [H,H]

elemanını g̈oz önüne alalım.

w0
1 =

[
[x,y] ,x+ γ2y

] ∈ [
H0,H0]

olduğundanx+ γ2y∈H dir.γ 6= 0 olduğundanH = L dir. Böylece b̈utün durumlardaH = L

olduğunu g̈osterdik. Dolayısıylau, L nin D2 jenerik elemanıdır.

¥
ηm ile derecesim den k̈uçük olmayan Nilpotent Lie cebir sınıfını gösterelim.

[x1,x2,x3] = [[x1,x2] ,x3] , ..., [x1, ...,xm] = [[x1, ...,xm−1] ,xm]

olmaküzere bu durum[x1,x2, ...,xm] = 0 tanımıyla verilir.

Teorem 7.10 (Mikhalev ve ark., 2002) X = {x1, ...,xn} olsun. u = [x1, ...,xn] elemanı

L(X) in ηn jenerik elemanıdır.

İspat: H, L(X) in alt cebiri ve{h1, ...,hm} H nin indirgenmiş serbesẗureteç k̈umesi olsun.

H nin alt merkezi serisini d̈uş̈unelim.

γ2(H) = [H,H] , ...,γi+1(H) = [γi (H) ,H]

u∈ γn(H) olduğunu varsayalım. Bu durumda

u =
k

∑
i=1

[
g(i)

1 , ...,g(i)
n

]
,g(i)

1 , ...,g(i)
n ∈ H 1≤ i ≤ k

dır. u0 = u olupu0, h0
1, ...,h

0
m üzerinden. dereceden Lie polinomudur. Bu ancak ,

µ(hi1) = ... = µ(hin) = 1

olmaküzereu,hi1, ...,hin e băglı iken mümkünd̈ur. Bu durumdaH = L çelişkisi elde edilir.

Dolayısıylau, ηn jenerik elemandır.

¥
Serbest gruplar için Teorem6.8 V.Shpilrain tarafından (Shpilrain, 1994) de ispat edilmiş-

tir. [x1,x2,x3] elemanıL(x1,x2,x3) in η3 jenerik elemanıdır ancakAPE si dĕgildir.
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