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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN EGRILIKLI GRAVITASYONDA DONMESIZ
MODELLER

Standart Rolativist Kozmolojinin (1+3)-kovaryant formalizmini yiiksek mertebeden bir
gravitasyon teorisi olan degistirilmis f(R)-gravite cergevesinde ele aliyoruz.
Kozmolojik evrim ve bag denklemlerinin tamamini yaziyor ve bunlar1 dénmesiz ivmeli
milkemmel olmayan akigkan haline kisitlayarak tiim bag denklemleri i¢in tutarlilik ve
uyumluluk analizlerini gerceklestiriyoruz. Bag denklemlerinin biribirleri ile tutarh
oldugunu ve tutarli bir bigimde evrimlestiklerini buluyoruz.

viii



SUMMARY

IRROTATIONAL MODELS IN HIGH ORDER CURVATURE GRAVITY

The (1+3)-covariant formalism of the Standard Relativistic Cosmology is considered in
the framework of modified f(R)-gravity which is a higher order gravity theory. We
write the full cosmological evolution and constraint equations and then by restricted
them to the case of an irrotational imperfect fluid with acceleration we carry out a full
consistency and compatibility analysis for all constraints. We find that the constraint
equations are consistent with each other, and they evolve consistently.



1.GIRIS

Einstein’mn 1916’da ileri siirmiis oldugu Genel Rolativite Teorisi (kisaca GRT),
gravitasyonu, 4-boyutlu bir Riemannsal uzay-zamanin egriligi diliyle tasvir eder; yani,
Newton Teorisi’ ndeki etkiyen kuvvetler yerine madde-enerji alanlar1 tarafindan
egrilestirilmis metrik bir uzay-zaman vardir ve Riemann tansoriiyle tasvir edilen
egriligin, madde-enerji kaynaklarina yerel olarak nasil bagli oldugu da Einstein Alan

Denklemleri ( kisaca EAD) araciligiyla belirlenir.

GRT, Giines Sistemi oOl¢eginde, Merkiir’iin perihel noktasinin ilerlemesi, 15181n
gravitasyonel saptirilmasi gibi testleri basartyla gegmis durumdadir. Dahasi, ilk defa
1917’ de Einstein tarafindan gercgeklestirildigi lizere, evrenin biitiiniine uygulandiginda
evren i¢in bir model sunabilme 6zelligi de gdstermistir. Ve giinlimiize kadar da evreni
modellendirme ve gozlemsel verileri inceleyip yorumlama yolunda en ¢ok ragbet goren

bir teori olmaya devam etmektedir.

GRT’ nin Einstein Alan Denklemlerine dayandirilarak yapilan ¢alismalarin gergevesine
Rolativist Kozmoloji veya Standard Kozmoloji veyahut da Konvansiyonel Kozmoloji

denir.

Einstein’ 1n; 1905 te Ozel Rélativite Teorisini ileri siirmesinden itibaren, bu teoriyi
genellestirmek tizere tam 11 yil boyunca — birtakim yanilgi ve basarisizliklar da
yasayarak — ugrasip da vardigt EAD‘ yi uygun bir Lagrange’ yenden hareketle bir
varyasyon ilkesiyle bir ¢irpida elde etmek miimkiindiir. Bunu ilk yapan Hilbert
olmustur. Hilbert, Einstein® m GRT’ yi yaymlamadan Once vermis oldugu bir
seminerden esinlenerek, 4-boyutlu uzay-zamanin R Ricci Skaler Egriligini Lagrange’
yen olarak aldigi aksiyondan hareketle, metrige gore bir varyasyonla EAD’ nin

geometrik kismini elde etmeyi basarmig ve hatta bu Sonucu Einstein’ m EAD’ vyi



yayinlamasindan birkag ay oOnce de yaymlamistir. Einstein-Hilbert (EH) aksiyonu
denilen bu aksiyon, Riemannsal geometrinin egrilik invaryantlarindan yalnizca R Ricci

Skaler Egriligini ve onu da lineer bir bigimde icermektedir.

EAD’ nin geometrik kisminin bir varyasyon ilkesinden elde edilebilir olmasi, GRT’ nin
bir klasik alan teorisi yapisinda oldugunu gostermektedir. Nasil ki, madde-enerji
Lagrange’ yeni hakkinda pek degisik secimler (skaler alan, elektromagnetik alan, vb...)
yaparak EAD’ nin sag yani olan madde-enerji tansériinii amaca uygun almak
miimkiinse, benzer yaklagimi “geometrik™ Lagrange’ yen i¢in de gosterip EAD’ nin sol
yanindaki geometrik tansorii farkli sekillerde insa etmek miimkiindiir. Bu ikinci
yaklasimin kullanilmasiyla elde edilen teoriler “Degisiklige Ugratilmis Gravite (DUG)”
olarak anilmaktadir. Bu tip teorilerin 6zel bir sinifin1 ve de en basitini, EH- aksiyonunda
R egrilik skaleri yerine f(R) gibi R nin analitik keyfi bir fonksiyonunu almak
olusturmaktadir. Boyle elde edilmis teorilere “f (R) — gravite ” adi verilmektedir. Ve

bizim bu ¢aligmamiz da bu teori ¢ergevesinde olacaktir.

Aksiyonda, degisik egrilik invaryantlari alma girisimlerinin tarihgesi 1920’ lerin
baslarina kadar gider. Bu tiir aksiyonlar, 1960’ larda, gravitasyonun kuvantizasyonunu
amaclayan Kuvantum Gravite Teorisi ¢ercevesinde tekrar ele alinmislardir. Son 15
yildir yogun bir bicimde glindemde olmalarinin nedeni ise 1998 yilinda Kozmoloji® de
yapilan 6nemli bir kesif olusturmaktadir. O tarihte elde edilen ve o glinden bugiine daha
da ¢esitlendirilen gozlem verileri, kuskuya yer birakmayacak bir kesinlikle, evrenimizin
giinlimiizde ivmeli bir genigleme siirecinde bulunduguna isaret etmektedir. Bu ivmeli
genisleme i¢in pek ¢ok agiklama teklif edilmistir. Karanlik Enerji Meselesi olarak da
bilinen bu konuda, f(R)—gravite teorisine dayali kozmoloji ( f(R)—kozmoloji ) alternatif

bir aciklama olarak yogun bir ilgi gdrmektedir.

EH-aksiyonunun f(R) ile degisiklige ugratilmasi, EAD’ nin sol yanina diizeltme
terimleri olarak da nitelendirilen yeni geometrik terimler getirmekte ve bunun
sonucunda da, metrige gore en fazla ikinci mertebeden uzay ve zaman tiirevleri igeren
orijinal EAD, dordiincti mertebeden denklemlere doniismektedir. Bu 6zellikten dolay:

f(R)—gravite’ ye yiiksek mertebeden egrilikli gravitasyon teorisi de denilmektedir. Bu



Ozellikli teorilerde, her ne kadar yeni alan denklemlerinin matematiksel olarak ele alinip
islenmesi son derece zorlagsa da, serbestlik derecelerinin artmasi goéz Oniinde
bulunduruldugunda, Kozmoloji agisindan ¢ok daha zengin bir yap1 ve yeni olanaklar
ortaya ¢ikmaktadir. Bu goriis agisindan bakildiginda, f(R)-kozmoloji’ sinin, Einstein’in
orijinal alan denklemlerine dayali Rélativist Kozmoloji® ye nispetle ne tiir farkliliklar
getirecegini aragtirmak anlamli olmaktadir ve bu da bu Tez’ in dayandigi noktalardan

biri olacaktir.

Biz bu Tez’de, Rolativist Kozmoloji’ deki 1+ 3 kovaryant evrim ve bag denklemlerinin,
f(R)-kozmoloji’ sine genellestirilmesini ele alacagiz ve bu kozmoloji ¢er¢evesinde,
donmenin olmadigi kisitlanmis durum igin séz konusu denklemlerin tutarlilik ve
uyumluluk analizini gergeklestirecegiz. Bu, evrim ve bag denklemlerinin, s6z konusu
kisitlama altinda f(R)—kozmoloji’ si ¢ergevesinde integre edilebilir olup olmadiklarini

arastirmak demektir.

Calismamiz, Roy Maartens’ in Rdlativist Kozmoloji ¢ercevesinde yapmis oldugu
calismasindaki [ 1] metodolojiyi takip edecektir; su farkla ki, Roy Maartens tutarlilik ve
uyumluluk analizini ivmesiz durum ve maddenin de “ toz (basingsiz madde) ” olmasi
durumu i¢in ele almaktadir. Bizde ise hem ivme sifirdan farkli kabul edilecek ve hem de

madde-enerji tansorii en genel sekilde hesaba katilacaktir.

Calisma planimiz soyle olacaktir: Genel Kisimlar Boliimiinde, 6nce, EAD’ yi
degisiklige ugratma girisimlerinin hareket noktalar1 hakkinda bir 6zet bilgi veriyor ve
sonra da Rolativist Kozmolojinin 143 Kovaryant Ayrisim Yontemini kisaca tanitiyoruz.
Malzeme ve Yontem Boliimiiniin amaci, hem notasyon ve kavramlari tanitmak, hem de
Bulgular Bolimii’ nde kullanilacak evrim ve bag denklemlerinin nasil elde edilmis
olduklarin1 gostermek olacaktir. Bu Boliim’ de, ayn1 zamanda f(R)—gravite’ nin alan
denklemlerinin ¢ikarimini da aciklamaktayiz. Tez’ imizin 6zgiin kismini olusturan
Bulgular Bolimii’ nde ise, 6nce, evrim ve bag denklemlerini f(R)—gravite’ ye
genellestiriyor ve donmesiz durum kisitlamasi altinda bunlarin tutarlilik ve uyumluluk
analizini sunuyoruz. Tartisma ve Sonu¢ BOlimii’ nde ise, izlenen ydontemin bir

degerlendirilmesi yapilmaktadir.



2.GENEL KISIMLAR

2.1. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERINI DEGiSTIiRME GIiRiSIMLERI

Gliniimiizde “Degisiklige Ugratilmis Gravite” ve de “Alternatif Gravitasyon Teorileri”
terimlerinden, gravitasyon etkilesmelerini en iyi tasvir ettigi diisiiniilen ve dolayisiyla
standard ya da konvansiyonel oldugu kabul edilen Einstein’ in 1916’ da ileri siirmiis
oldugu orijinal Genel Rolativite Teorisi (GRT)’ nden farkli teoriler kastedilmektedir. Bu
tiir girisimlerin tarihgesi 1920° lerin basina kadar gitmekle birlikte, aslinda, GRT’ nin
orijinal alan denklemlerinin ilk degisiklige ugratilmasi 1917 de bizzat Einstein
tarafindan yapilmistir. Einstein, eylemsizligin maddeye gore oldugunu sdyleyen Mach
Ilkesine uymak [2] ve diger yandan da statik bir evren modeli insa edebilmek arzusuyla
baslangigta
1

G,=R, —=Rg, =«°T
ab ab 2 gab ab (21)

bigiminde teklif etmis oldugu alan denklemlerini, Kozmolojik sabit adini verdigi bir A

parametresiyle

Rab _1 gabR + Agab = KzTab
2 (2.2)

biciminde degisiklige ugratma gereksinimi duymustur.

Ama daha sonralar1 (1929’ da) evrenin genisledigine isaret eden gozlemsel veriler

13

ortaya ¢ikinca bu A parametresinden vazge¢cmis ve bunu da “ hayatimin en biyiik

2

hatastyd: ” biciminde ifade etmistir. Ancak, ilerleyen yillarda, gerek Pargacik Fizigi
agisindan, gerekse birtakim kozmolojik problemlerin halli igin bdyle bir A
parametresine gereksinim oldugu yoniinde giiclii bir egilim ortaya ¢ikmistir. Bu konuya

birazdan daha ayrintili olarak deginilecektir.



1916’ da ileri siiriilmesinden bu yana gravitasyonu, EAD’ yi degisiklige ugratarak
tasvir etme yoniinde pek ¢ok girisim bulunmaktadir. Bu girisimlerin motivasyonunu: a)
merak ve teorik tamamlayicilik, b) birtakim 6zel gézlemleri a¢iklamaktaki giigliikler, C)
cok iyi kurgulanmig diger teorilerle uyusmazlik d) ve de teklikten yoksunluk gibi
etkenler olusturmaktadir. Bu yondeki tiim calismalara deginmek bu Tez kapsaminda
miimkiin gériinmediginden asagida, yalnizca, f (R) — gravite teorisinin ortaya ¢ikmasina

yol agan bazi gelismeleri 6zetlemeye calisacagiz.

GRT’ nin temellerinde yapilabilecek degisikliklerle (burulmali uzay- zaman, ¢ift metrik
vb...), EAD’ den farkli alan denklemlerine varmanin miimkiin olmasinin yani sira
GRT’ nin Lagrange’ yen formiilasyonundan da yola ¢ikarak bdyle bir amag
gerceklestirilebilir. Giris’ de deginildigi gibi, EAD’ yi ; S maddeyi temsil eden

madde !

Lagrange’ yenden (daha dogrusu Lagrange yogunlugu) olusturulmus aksiyon ve S, de

1
Sen =WJ(R—2A)Hd4x

(2.3)
ile tanimli Einstein- Hilbert (EH) aksiyonu olmak iizere

Suan = Sey +S (2.4)

toplam madde

aksiyonundan, g, metrigine gore bir varyasyonla elde edebilmek miimkiindiir [3,4,5].

(2.3) deki integranti, yalnizca R Ricci Skaler Egriligini icermekte ve ayrica buna gore de
lineerdir. Bu integranti, yiiksek mertebeden egrilik invaryantlarn ile karmagik bir
bicimde ele almak dogrultusundaki girisimler ilk defa, sirasiyla Weyl ve Eddington
tarafindan 1919 ve 1922’ de incelenmistir [6,7]. Higbir goriiniir gozlemsel nedene
dayandirilmayan ve yalnizca teorik bir tamamlayicilik amaciyla yapilan bu degisiklikler
ikiden daha yiiksek mertebeden denklemlere yol a¢tigindan ve bu 6zellige de sahip

hi¢bir fizik teorisine rastlanilmadigindan, bu mesele iizerinde fazla durulmamustir.



Ancak , 1960’ larin basindan itibaren, bu yaklasimin, yani, EH—aksiyonunu yiiksek
mertebeden egrilik invaryantlartyla daha karmasik bir bigimde degisiklige ugratmak
girisiminin, Kuvantum Gravite Teorisi baglaminda bir anlam tasiyacagina dair emareler
ortaya cikmistir. Soyle ki; 1950’ lerde ortaya ¢ikan ve GRT ile Kuvantum Alan
Teorisini uyusturmayr amaglayan Kuvantum Gravite Teorisi (KGT), gravitasyonu
kuvantize etmek icin, baslangigta Elektromagnetizmaya basariyla uygulanip da
Kuvantum Elektrodinamigine gotiiren konvansiyonel kuvantizasyon yontemleri GRT’
ye uyguladiginda, ortaya istenmeyen iraksamalar ¢ikarmasi nedeniyle GRT’ nin bu
yollarla ronormalize olamayacagimi gostermistir. Ancak, 1960 baslarinda once, birinci
halka ronormalizasyon i¢in EH — aksiyonuna yiiksek mertebeden egrilik terimleri
eklenmesi gerekliligi gosterilmis ve daha sonra da bdyle aksiyonlarin gergekten de
integre edilebilir olduklar1 kanitlanmigtir. Ama yine de bu, herseyin ¢oziilmis oldugu
anlamma gelmemistir. O giinden bugiine normalizasyona bakisda da koklii degisiklikler
olmus ve “ efektif alan teorileri ” kavrami gibi daha modern goriisler ortaya ¢ikmuistir.
Yakin zamanlardaki sonuclar, kuvantum diizeltmeleri veya Sicim Teorisi goz Oniine
alindiginda, efektif diisiik enerji gravitasyon aksiyonunun, yiiksek mertebeden egrilik
invaryantlari1 icermesi gerektigini géstermektedirler ( Konuyla ilgili kapsamli bilgi [8]

nolu kaynakta bulunabilir).

Yiiksek mertebeden aksiyonlar, R* , R,R* , R, R™ vb. cok gesitli egrilik

invaryantlari icerebilirler. Biz bu Tez’ imizde yalnizca, R’ nin keyfi bir fonksiyonu

olan f (R) ile degisiklige ugratilmis EH—aksiyonunu yani

1 4
Szﬁj‘(f(R)—ZA)Hd X (2.5)

yi gbz Oniine alacagiz. Bu aksiyon ilk defa 1970 de Buchdall [9] tarafindan etraflica

incelenmistir. (2.5)” den elde edilen alan denklemlerini 3. Béliimde konu edecegiz.



2.1.1. ROLATIViIST KOZMOLOJIi VE PROBLEMLERI

2.1.1.a. Standard Model

GRT, Yiiksek Enerji Fizigi ve Pargacik Fiziginin birlesiminden olusan ve Standard
Kozmolojik Model olarak anilan model, evrenin evrimi hakkinda oldukga kabul gormiis
bir senaryo sunmaktadir. Bu modelin temelinde, evrenin biiyiik 6l¢cekte homojen ve
esyonlii oldugu varsayimmi yatar. Homojenlikten, yaklasik 10% 151k yil1 boyutlarindaki
bolgelerin — ki bu ortalama bir galaksi kiimesi demektir- igerik bakimindan ayni yapiya
sahip olmasi kastedilmektedir. Esyonliilikk ise evrenin goriinimiiniin dogrultuya bagl
olmamasi anlamina gelmektedir. Bu iki varsayim iizerine kurulu olan Robertson-Walker
(RW) metrigi i¢cin EAD’ nin ¢oziimlerine Friedmann—Lemaitre—-Robertson—Walker
(kisaca FLRW) c¢oziimleri denilmektedir. Standard Model, bu ¢o6ziimler iizerine
kurulmustur. Kozmoloji’ nin ilk yillarinda, matematiksel hesaplar1 basitlestirmek {izere
uygun bir calisma varsayimi olarak diisiiniilen homojenlik ve esyonliiliik, glinlimiiz
gbzlemleriyle giiclii bir bicimde dogrulanmaktadir. Biiyiik patlamadan kaynaklanip da
bir kalint1 1sinim olarak gliniimiize ulasan 2,73 K’ lik 1smmim (Kozmik Mikrodalga

Arkafon Isinimi) 10™ mertebesinde bir esydnliik ortaya koymaktadir.

Standard Model’ in, Biiyiikk Patlama’ nin 10 {incii saniyesinden itibaren giinlimiize
kadar gegen 13-14 milyar yillik siirede evrenin kinematik ve dinamik evrimine ¢izmis
oldugu senaryo genel hatlariyla soyledir [8,10,11] : Ilk {i¢ dakika iginde proton ve
notronlarin  birlesmesiyle hidrojen ve helyum c¢ekirdekleri olugmaktadir. Cekirdek
olusumu (niikleosentez) denilen bu evreyi izleyen 10° yil boyunca radyasyon (1sinim)
ile madde, Thompson Sagilmasiyla etkilesmekte ve evren, radyasyonun egemen oldugu
bir evre yasamaktadir. Bu siirenin bitiminde sicaklik 3000 K’ e diiserken, proton ve
elektronlar bir araya gelerek hidrojen olusumuna yol agmaktadir. Yeniden—birlesme
(rokombinasyon) diye anilan bu siiregte evren, maddenin egemen oldugu bir duruma
gecmektedir. Maddeden ayrigan fotonlar evrenin genislemesi siiresinde enerjilerini
kaybede kaybede giinlimiize kadar ulasmislardir. Bugiin 2,73 K’ lik sicaklikla gdzlenen
151m1m, yeniden — birlesme evresinin bitiminde yola ¢ikmis olan bu fotonlardan bagkasi
degildir. Standart Model, evrenin bugiinkii gériiniimiinii almasini ise, yeniden— birlesme

evresinin  hemen  sonrasinda olusan  madde—yogunlugu  dalgalanmalarinin



(fliikktuasyonlarinin) ortaya c¢ikmasina baglamakta ve bunlarin da gelisip biiyliyerek

galaksi gibi kozmolojik yapilari meydana getirdigini sdylemektedir.

Standart Modelin basarili bulunmasinin 6nemli nedeni; pek ¢ok olay i¢in 6ngoriilerinin
— mesela, helyumun diger hafif elementlere nispetle bollugu gibi — gozlemler tarafindan
dogrulanmis olmast olusturmaktadir. Bununla birlikte, Standard Model’ in bu
basarilarinin yaninda bazi konularda eksiklik ve de yetersizlikleri vardir. Bunlarin
baslicalari: tekillik, ufuk, esyonliillesme, uzaysal diizlilk ve genis 6l¢ek yapilarinin
olusumu meseleleridir. Bunlarin neden bir mesele olusturduklarina kisaca deginelim.
Gozlemler evrenin bugiinkii goriiniimiiniin homojen ve esyonlii oldugunu sdylemenin
yanisira bir de uzayca diiz oldugunu séylemektedir. Evrenin baglangi¢ homojensizlik
ve esyonsiizliiklerinden hareketle bdyle bir duruma gelebilmesini agiklayabilmek i¢in
cok Ozel baslangic kosullar1 varsaymak gerekmektedir. Keza genis dlgekteki yapilarin
gozlenen bugiinkli durumunu alabilmesi i¢in de madde—yogunluk dalgalanmalariin ¢ok
0zel baslangi¢ spektrumuna sahip olmalar1 gerekmektedir. Yukaridaki meselelere bir
¢Oziimii enflasyon (sisme) modeli getirmektedir. Buna gore, evren, daha ilk evrelerinde
cok hizli bir genislemeye ugramis ve bu hizli genisleme homojensizlikleri yayarak ve de
seyreklestirerek evrenin homojen, esyonlii ve uzayca diiz olmasini saglamistir. Bu hizli
genisleme mekanizmasi, ayrica, genis Ol¢ekteki yapt olusumunun kaynagi olan
baslangi¢ yogunluk dalgalarini da agiklayabilmektedir. Ancak, enflasyon modelinin tiim
bu bagarilarina ragmen, enflasyona neden oldugu varsayillan ve inflaton olarak

adlandirilan kiitlesiz skaler alan simdiye kadar hi¢bir sekilde gézlenmis degildir.

2.1.3.b. Karanlik Madde Ve Karanhk Enerji

Yukarida kisaca deginilen meselelere ek olarak, yakin zamanlarda yapilan oldukca
duyarli gozlemler iki konuda daha Standard Model’ i zor durumda birakmaktadir.
Bunlardan ilki ““ kayip kiitle “ ya da genel olarak kabul gérmiis adlandirmayla ““ karanlik
madde ” denilen muammadir. Bu konu ilk defa, 1930’ lu yillarda Zwicky’ nin,
Samanyolu” nun kollarimin ydriingesel hizlarma iliskin  gozlem sonuglarinin
yorumlanmasi sonucunda ortaya c¢ikmistir [12]. Bugiin, Hidrojen atomunun 21-cm
cizgisinin Doppler kaymas1 kullanilarak spiral galaksilerinin kollarinin dénme hizlar
Olciildiiglinde, bunlarin galaksi merkezine uzakliga gore, dnce keskin bir bicimde arttigi

ama belirli bir uzakliktan sonra da sabitlestigi gdzlenmistir. Donme egrilerinin



diizlesmesi denilen bu gbézlem sonucunu, galaksinin goriinen (1s1kl1) kiitlesi
aciklayamamaktadir ve agiklamak i¢in de s6z konusu kiitlenin yaklasik 50 kati bir

kiitleye gereksinim bulunmaktadir.

Benzer bir sonucu galaksi kiimelerine iliskin gézlemler de vermektedir. Isigin yayilimi
siiresince maruz kaldigi gravitasyonel sapmalarin degerlendirilmesi, bu kiimelerde
bilinenden daha fazla kiitle olmas1 gerektigine isaret etmektedir. Gozlemler, evrenin
toplam enerji iceriginin %30’ unun Karanlik Madde’ den olustugu sonucuna
sevketmektedir. “ Kayip Kiitle “ ya da “ Soguk Karanlik Madde “olarak da adlandirilan
boyle bir madde i¢in pek ¢ok aday ileri siiriilmiigse de simdiye kadar hi¢biri gézlemsel
olarak ortaya konulamamistir (Bu konuda ayrintili bilgi i¢in [12] no’ lu kaynaga
bakilabilir).

Standart Model’ i zora sokan ikinci bir konu da, ilk defa 1998’ de gerceklestirilen
Stipernova gozlemleridir. Gézlemler evrenin ivmeli bir bicimde genisledigi sonucunu
vermislerdir ki bu herkes i¢in biiyiik bir siirpriz olmustur. Bu sonucu giiniimiize kadar
yapilan baska gozlemler de giiclii bir bigimde desteklemistir [12]. Evrenin
geniglemesinin ivmeli olmasina neden olan bir itici kuvvetin kaynagi oldugu diisiiniilen
bu bilinmeyen enerji sekline Karanlik Enerji denilmektedir ve bu da evrenin enerji
igeriginin %70’ ini olusturmaktadir. GRT cercevesinde bu ivmeyi aciklamak i¢in
adaylardan biri A kozmolojik sabittir. ACDM (A-cold dark matter ya da A-soguk
karanlik madde) denilen bu modelde, A parametresini, istenilen ivmeli geniglemeyi elde
edecek bigimde se¢cmek miimkiindiir. Ancak bdyle ayarlanmig A-li GRT, Giines
Sistemi’ ne iligkin testleri gecememektedir. Hizl1 genislemeyi aciklamak {izere daha pek
cok aday bulunmaktadir ve bu konu son 15 yil i¢inde yogun bir arastirma alani
olmustur. Bunlarla ilgili genis bilgi [12] nolu kaynaklarindan edinilebilir. Biz sadece,
f (R)—gravite’ nin karanlik madde ve karanlik enerji meselelerini agiklamak iizere GRT’
ye bir alternatif olarak son 15 yil iginde yogun bir ilgi gérmekte oldugunu kaydedelim
[13-30].

2.2.1+3 KOVARYANT AYRISIM

EAD, ikinci mertebeden kismi tiirevli (zaman ve uzay koordinatlarina gore) birbirlerine

kuple bir nonlineer denklem sistemi oldugundan ¢6ziim bulmak genel olarak ¢ok zor,



10

hatta olanaksizdir. Coziim bulmak amaciyla gelistirilen teknikler arasinda ilki ve en
yaygin kullanilan1 metrik yaklagimdir. Bu, eldeki problemin dogasina uygun diisecek ve
simetri Ozellikleriyle nispeten basitlestirilmis bir metrik se¢imine (6n¢dziim) dayanir.
Bu metrigin EAD’ ye vurulmasiyla sonugta, bilinmeyen metrik fonksiyonlarinin
saglamas1 gereken genel olarak ikinci mertebeden diferansiyel denklemlere diisiiliir.
Ancak, bu formalizmin su eksik ve yetersiz yanlar1 bulunmaktadir; Birincisi, kiiresellik,
esyonliiliikk gibi simetriler disinda daha genel simetriler (esolgiim, benzerlik vb.) s6z
konusu oldugunda bunlarm metrikle ifade edilmeleri daha karmasik olmaktadir. ikincisi
ise, formalizm, secilen koordinatlara bagli, yani, gézlemciden bagimsiz degildir. Bu
olumsuzluklar1 gidermek {iizere, eldeki problemin dogasimna uygun diisecek bigimde
degisik yontemler gelistirilmistir. Biz, bu bodliimde, bunlardan yalmizca Tezimizde

3

kullanacagimiz “ 143 Kovaryant Ayrisim “ yontemi hakkinda kisa bir bilgilendirme

sunacagiz. YOntemin ayrintilart I1I. Boliim’ de ele alinacaktir.

Uzay-zamanin 1+3 Kovaryant Ayristm Yontemi’ nin ilk ortaya c¢ikisi 1950° lerde
Heckmann, Schiiking [31] ve Raychaudhuri‘ nin [32] ¢aligmalarina dayanir. 1961’ de
Ehlers [33] tarafindan gelistirilen yontemin Kozmoloji’ ye uygulanacak bir sekilde derli
toplu bir sunumu Ellis [34-36] tarafindan yapilmistir ve o giinden bugiine &zellikle

Kozmoloji ¢aligsmalarinda ¢ok yogun bir bicimde kullanilagelmektedir.

Yontem, g metrikli bir uzay-zamanda genel olarak u ile gosterilen bir ayricalikli
vektoriin varligi varsayimina dayanir. Bu ayricalikli vektor, madde—enerji akiskaninin
ya da gozlemcinin 4-lii hiz vektorii olabilecegi gibi, ayni zamanda hiperyiizeylerin
normalleri de olabilir. Boyle bir ayricalikli vektoriin varligi, metrik uzay—zamana yeni
bir yap1 kazandirmaktadir. Buna gore skaler, vektor, tansor gibi tiim geometrik nesneler
U’ ya dik ve paralel bilesenlere ayrismakta ve sonugta evrim ve bag denklemleri denilen
bir dizi denklem elde edilmektedir. Evrim denklemleri zaman tiirevi i¢ceren denklemler;
ve bag denklemleri ise yalnizca uzaysal tiirevler iceren denklemlerdir. Yontemin temel
amaci, Riemann Egrilik Tansoriinden elde edilebilecek tiim bilgiyi ¢ikarimlamaktadir.

Bu asamada, Einstein denklemleri, R, Ricci Egrilik Tansoriinii, Enerji-Momentum

tansoriline baglamak icin yalnizca cebirsel bir * yerine koyma ” rolii oynamaktadir. Hem
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notasyonu ve hem de Bulgular Boliimii’ nde kullanacagimiz kavram ve denklemleri
tanitmak i¢in 1+3 Kovaryant Ayrisim Yontemini 3. Bolimde daha ayrintilt bir bigimde

ele alacagiz.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. RIEMANN GEOMETRIiSINIiN ELEMANLARI

GRT, gravitasyonu 4-boyutlu bir egrisel uzay-zaman manifoldunun geometrisi diliyle
tasvir eder. Ilerideki hesaplarm daha kolay anlasilabilmesini saglamak igin &nce, bu
geometrinin kavram ve bagmtilar1 hakkinda kullanacaklarimizla smirli kalmak tizere
kisa bir bilgi vermek yararli olacaktir. Bu vesileyle hem notasyon ve hem de kabuller
tanitilmis olacaktir. Bu Bolim’ deki bilgiler biiyiik 6l¢iide [34-40] nolu kaynaklardan

derlenmistir.

3.1.1. Notasyon Ve Kabuller

Uzay-zaman indisleri latin alfabesinin harfleriyle gosterilecek ve bunlar a, b, ¢, ...= 0,
1, 2, 3 degerlerini alacaktir. Tezin tamaminda, aksi sdoylenmedikce, Einstein Toplama
Kurali kullanilacaktir; Buna gore, tekrarlanan indisler o indisler iizerinden toplam
almacagi anlamina gelecektir. Bir tansoriin simetrik kismi icin indisler yuvarlak
parantez i¢ine; antisimetrik kisim icin ise koOseli parantez igine alinacak ve simetri

islemine dahil edilmeyen indisler de diisey cizgilerle ayrilacaktir. Buna gore,

1
Stany = 5 (Sap+Sea) (3.1)
1
S[ab] = E (Sab - Sba) (3- 2)
1
S[ab(:] = 5 (Sabc + Sbca + Scab - Sbac - Sacb - Scba) (3 3)
1
S(a\b\c) = E (Sabc + Scba) (3 4)

demek olacaktir.
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[k iki tanimdan ikinci mertebeden bir tansoriin, simetrik ve antisimetrik kisimlarinin

toplami1 olarak

Sab = S(ab) + S[ab] (3.5)

biciminde yazilabilecegi goriilmektedir. Buna gore ikinci mertebeden:

simetrik bir tansér: S, =S, < S, =0 S, =S, (3.6)
antisimetrik bir tansor: S, =S, < S, =0<S, =-§, (3.7)
bagintilariyla tanimlanir. Eger

S(ab...) =0< S[ab...] = Sab... (3- 8)

ise S, yetamamen ( tiim indislerine gore ) antisimetrik tansor denir.

Hesaplarda karsimiza c¢ikacak olan Onemli bir tansér de 4-boyutlu uzay-zamanin
permiitasyon tansorii ya da hacim elemani denilen 7,,, (Ve 7™ ) tansérii olacaktir.

Bunun i¢in isaret kabuliimiiz

Mabed :_\/_g Eabed v Mooz :_\A_g <0
abcd 1 abcd 0123

not =+ £ , :+i>0
-9

N

bigiminde olacaktir. Burada —g =det g, (g, metriginin determinant1) ve &, iSe

3.9

Kronecker deltalari cinsinden

1 abc 1 a c
Eabed =m5o[a5lb5zc53d] , & =m5[ 00,0, (3. 10)

bagintistyla tanimlanmig 4- boyutlu tamamen antisimetrik ( &,y = €as ) LeVi- Civita

semboliidiir. Taniminda, asagidaki 6zdeslikler kolayca gosterilebilir:
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Uadenefgh =—4l é‘a[eé‘bfé‘cgé‘d ]

nabctnefgt — _3!5a[eé‘bfé‘cg]

77ab5t77efst — _4 5a[85bf] (3 11)
arst

m Nest = —6 5ae
n prSt77prst =—4!

3.1.2. Metrik

Sunumu kolaylagtirmak i¢in gegici olarak yerel bir {Xx*}koordinat sistemi goz Oniine
almak iyi olacaktir. Burada, koordinatlardan birinin zaman; diger {igiiniin de uzay
koordinatt oldugu varsayilacaktir. 4-boyutlu uzay-zamanin noktalar1 s6z konusu
koordinatlarda olusan bir fiziksel olay olarak diisiiniildiiglinde , iki olay arasindaki

uzay-zaman araligi ( ya da metrik )

ds® = g, (X)dx*dx” (3.12)

ifadesiyle verilir. Burada g, (x) ler genel olarak koordinatlarin fonksiyonu olup metrik
katsayilar1 olarak anilirlar. (3.12) ¢ ye ayn1 zamanda Birinci Temel Form da denir. Boyle
denilmesinin nedeni, (3.12) verildiginde geometrinin tamamen belirlenmis olmasidir.

(3.12) ifadesi Ozel Rélativite Teorisi’ nin (ORT) 4-boyutlu uzay-zamani i¢in Kartezyen

koordinatlarda

ds® = 77abandXb , M =KkOsegen (-1,1,11) (3.13)

bigiminde yazilmis Minkowski metriginin genellestirilmesini olusturur. GRT, yerel
olarak ORT’ ye esdeger oldugundan, (3.12)’ nin de Lorentsel, yani, imzasinin

(—+,++) olmasi gerekmektedir. Bu kosul ayni zamanda detg, <O ve ds’®<0

olmasi1 demektir. Matematikte, Riemann Geometrisi terimi, metrigi pozitif tanimh
(ds®* >0) , egrisel uzaylar i¢in kullanilmaktadir. GRT’ de ds® negatif de alinabilecegi
icin uzay-zamanin egriselligini imad etmek iizere Riemannsal demeyi siirdiirecegiz.
Burada simdiden kaydedelim ki egriselligi (uzay-zamanin diiz olmamasi) metrik degil

fakat birazdan tanimlanacak tansor belirlemektedir.
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3.1.3. Kovaryant Tiirev

Bir skalerin veya bir vektoriin ya da genel olarak bir tansoriin, koordinatlara gore

0

ana kismi tiirevleri genel koordinat dontigiimleri altinda tansoér olma ozelligi
X

tasimadigi i¢in, bunlar, Baglanti Katsayilar1 denilen Fabc biiyiikliikleriyle

“diizeltilerek” tansor haline getirilirler. Kovaryant tiirev denilen bu yeni tiirevi asagidaki

ornekler aciklamaktadir.

V.$=0,9

Vaxb = aaxb _rcabxc

V. X =0, X" +T" X°

vaX bmc... = aaLX > . +Fbaf X fmc... _Ffacx bmf...

(3. 14)

c.

Burada, I" ° lar Baglanti Katsayilar1 olup, 6zel bir koordinatsal tabanda Christoffel

Sembolleri olarak anilirlar. Bu taktirde metrik katsayilari cinsinden

a 1 al
r be =§g f(ab gcf+ac gbf_af gbc) (3- 15)

biciminde ifade edilirler. I"’ lar koordinatsal tabanda burulma sifir oldugunda alt iki
indise gore simetriktir. Ancak, genel bir tabanda, burulma sifir olsa bile, I"* larin bdyle

bir 6zelligi yoktur. Kovaryant tiirevle ilgili su iki temel bagintiy1 da sdyleyelim:

Vi0,=0, V,1,,=0 (3.16)
3.1.4. Egrilik
Bir skalerin V_ ¢ kovaryant tiirevi bir vektor oldugundan, ikinci tiirevlerinin farki
V.V¢-V, V=T, V.o (3.17)

olur. T¢,, ¢ ye Burulma tansorii denir. Bizim bu tezimizde Burulmasiz (T, =0) uzay-

zamanlar g6z Oniline alinacaktir. O ylizden

V.V, $-V,V.$=0 (3.18)



16

yazilacaktir. Bu, burulmasiz uzay-zamanlar igin bir skalerin ikinci tiirevlerinin
komiitatif oldugunu gdstermektedir. Ancak, bir vektdr i¢in bdyle bir sey yoktur ve

komiitatiflikten sapmanin 6l¢iistinii Riemann Egrilik Tansori verir.

vavac _vbvaxc = Rabcd xd (Veya Rdcbaxd) (3 19)

Buna Ricci Ozdesligi denir. Riemann Egrilik Tansoriiniin 4-boyutta 4*=256 bileseni
bulunmakla birlikte, asagidaki simetri 6zelliklerinden dolayi, bunlardan yalnizca 20’ si
bagimsizdir. Tanimindan hareketle gosterilebilecegi iizere, Riemann Egrilik Tansorii’

nilin dort onemli simetri 6zelligi bulunmaktadir:
1) Son iki indise gore antisimetriktir: R, =—R, (3. 20)
2) Ik iki indise gore antisimetriktir: R, =—R (3.21)

3) Asagidaki su gevrimsel 6zdesligi saglar.

Ribod T Racar + Ragne =0 = Ra[bcd] =0 (3.22)

abc
veya

Ra[bcd] =0 (3.23)
buna Birinci Bianchi Ozdesligi denir.

4) Antisimetrik indis ciftlerinin degis-tokusu altinda simetriktir:

Rabcd = Rcdab (3 24)

(3.22)’ deki cebirsel 6zdeslikten baska bir de Ikinci Bianchi Ozdesligi denilen

VaRoe * VoReage + VeRige =0 < V[ Ryee =0 (3.25)

cade ¢’ ‘abde

diferansiyel 6zdeslik bulunmaktadir.

Riemann Egrilik Tansoriintin, Ricci Egrilik Tansorii ve Ricci Egrilik Skaleri denilen,

stfirdan farkli yalnizca iki biiziilmesi bulunmaktadir. Bunlar

Ry = QEf Reato = Rfafb = Ry =R (3. 26)
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ve
R=g"R, =R, (3.27)

dir. Simetri Ozelliklerinden, Ricci Egrilik Tansoriiniin simetrik bir tansér oldugu

goriilmektedir. Ote yandan, (3.25) ¢ e iki kere biiziilme islemi uygulanirsa

1

VR, =ZVR Va(Rab—%gabR)=O (3. 28)

elde edilir ki, buna Biiziilmiis Bianchi Ozdesligi ad1 verilir. Parantez i¢indeki
1
G, ERab—EgabR (3. 29)

tansoriine Einstein Tansorii denir. Bunun simetrik ve de diverjansinin sifir oldugu, yani

korundugu goriilmektedir.

3.1.5. Weyl Tansorii

Riemann tansori sifir ise, bunun iz kisimlar1 olan Ry, ve R de sifirdir. Fakat bunun tersi
dogru degildir; yani, Rap Ve R sifir oldugunda Raneg tansorii sifir olmayabilir. Buna
neden, Rapeg nin izsiz kisminin da bulunmasidir ve bu Weyl Tansorii olarak bilinir,

4-boyut i¢in

1
Rabcd = Cabt:d +§(gacRbd _gadec+gbd Rac_gbcRad)
(3. 30)

R
_E (gacgbd —0Oa gbc)

bagintisiyla tanimlanir. Weyl Tansorli, Riemann Egrilik Tansoriiniin tim simetri

ozelliklerini tagimasinin yanisira tiim indislerine gore de izsiz bir tansor, yani

c%,.=0 , C® =0 (3. 31)

bac

dir. Weyl Tansoérii, ayrica,

a

a 1
V.C% = VicRap +Egb[cvd]R (3.32)

diverjans 6zelligini saglar.
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3.2. UZAY — ZAMANIN 1+3 KOVARYANT AYRISIMI
3.2.1. Einstein Alan Denklemleri

Genel Rolativite Teorisinde (GRT) gravitasyon geometrik olarak yorumlanir. Buna

gore, madde, metrigi
ds® = g, (x°)dx?dx” (3.33)

ile gosterilen 4-boyutlu uzay-zamanin egriligini belirler ve bu egrilik de maddenin

hareketini yonlendirir. Madde ile Geometri arasindaki etkilesme ise
1 2
Rab _E gabR+Agab =K Tab (3 34)

Einstein Alan Denklemleri (EAD) ile verilir. Burada R,, ve R, (3.26) ve (3.27) ile

tanimlanmuis sirastyla Ricci Egrilik Tansorii ve Ricci Egrilik Skaleridir.

, 8nG
s
Sabitidir. A ise kozmolojik sabittir (A>0, A=0, A<0). T

ab >

K ; G, Newton Gravitasyon Sabiti ve de c, 1s1k hizi olmak iizere Einstein

madde enerji icerigini

veren simetrik bir tansor olup enerji-momentum tansorii olarak adlandirilir.

(3.34) denklemi, g, nin en fazla ikinci mertebeden tiirevlerinden olusmus kuple ve
nonlineer bir denklem sistemidir. Bu denklem

1

Gab = Rab _E

Rgab = _Agab + KZTab (3 35)

bi¢iminde de yazilabilir. Denklemin bu seklinden, A teriminin, bos (vakum, yani

T,, =0) uzay-zamanin enerji-momentumu olarak yorumlanabilecegi goriilmektedir. Bir

baska yazilisi ise
1
Ry = AQy, +x°(T,, 5 O T) (3. 36)

bi¢imindedir. Bu, (3.34) ile bunun izi olan
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—R+4A =T (3.37)
denklemi arasinda R nin elenmesiyle bulunur. Burada T,

T= gabTab :Tbb - (3.38)
ile taniml1 izdir.

(3.38) denklemi, R nin yalmizca madde tarafindan degil, fakat ayn1 zamanda A

tarafindan da belirlendigini séylemektedir.
3.2.2. izdiisiirme Tansorleri

GRT"’ de, gravitasyonun geometrik yorumu sonucunda, bir kozmolojik model 4-boyutlu
metrik bir uzay-zaman olarak diisiiniiliir. Bu, (V,,g) ile gosterilsin. Ote yandan,
evrendeki madde kaynaklarinin dagilimi, genis 6l¢ekte siirekli bir akiskan goriiniimiine
benzetilebilir. Bu akiskanin her bir noktasinin ortalama hareketi uzay-zaman geometrisi

yorumunda, evrim ¢izgileri topluluguyla tasvir edilebilir. Bunlar,

. ox?

dr

i)

4-1i vektoriine teget egrilerdir. Burada dz, evrim ¢izgileri boyunca maddeyle birlikte
hareket eden temel gozlemciler tarafindan Sl¢lilmiis 6z-zamandir. O halde, boyle bir
ayricalikli ortalama u® 4-lii vektoriiniin varligi varsayilirsa, uzay-zamani, bu tiir evrim
cizgileri ailesi (kongriians) ile doldurulmus olarak tasavvur etmek miimkiin olur. Bu

yaklasima uzay-zamanin “ ipliklenmesi ” ad1 verilir.

Bu ayricalikli u 4-lii vektoriiniin varligi varsayimi (V,,g,u) uzay-zamanimna yeni bir

geometrik yap1 kazandirmaktadir. Buna gore, u’ dan hareketle

U, =-uu, (3.39)

hy, =0 ,,+u,u (3.40)
ab ab a-b

olmak fizere iki tansOr tanimlamak miimkiin olur. Bunlara izdiisiim tansorleri denir.

U, , geometrik ve dinamik biiyiiklikleri u’ ya paralel; h, ise uw’ ya dik olarak
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izdlslriir. w’ nun bir temel gozlemcinin 4-1i hiz vektorii olarak diigiiniilmesi

durumunda, u zaman cinsinden olup

Ay =-1 (3.41)

bi¢iminde normalize edilmistir. Bu taktirde, h, nin izdiisiirmesi, gézlemcinin “ anlik

durgunluk uzayina ” gore olur.

Yukaridaki tanimlardan hareketle, (3.41)’i de kullanarak, U, ve h, izdiisim

tansorlerinin agsagidaki su bagintilar1 sagladiklar1 kolayca gosterilebilir.

U, =U,, (simetrik) h,,=h,, (simetrik)

u®, =+1 h®, =+3

uu®=u* ,U%u, =u, h,u*=h,u"=0 (3. 42)
u2u’ =u? h?.h° =h?_

u2u®, =us,U’, h? h°, =h?,h°,

3.2.3. 143 Kovaryant Ayrisim

[zdiisiirme tansorlerini kullanarak (V,,g,u) manifoldunda, herhangi bir geometrik ya

da fiziksel bir biiylikliigii gosteren bir skaler, vektor ya da bir tansoriin u 4-1i vektoriine
gore paralel, dik ve de karisgik izdiisimleri yapilabilir. Bu formalizm [34-36]
kaynaklarinda ayrintili olarak ele alinmistir. Biz asagida, bu izdiislirme mekanizmasini

(3.40) tan metrigin
gab =Uab + hab (3 43)

seklinde yazilisini kullanarak formel olarak gosterelim.

Keyfi bir V vektort,
V a — g abV b
Va=U? +h? VP (3. 44)

VE=UAVP+h? VP =Ve +Vv?)
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biciminde iki izdligiimiin toplam1 olarak diisiiniilebilir. Burada

Ve =U%V" =—utuyV°

ve

Val = habvb
sirasiyla, w’ ya paralel ve u* ya dik izdiisiimleri gdstermektedir. V* =h%V" ye, dik
izdiigiiriilmiis uzaysal kisim denilmektedir.

Benzer sekilde, bir T, tansorii i¢in izdiisiimler

Tab = gcagde cd
= (Uca+hca)(udb+hdb)T cd (3 45)
= UcaUdb T cd+ Uca hde cd +hca Ude cd+hcahde cd

olur. Burada
T,=h%h"T_ (3. 46)

T ., nin tamamen (tlim indislerine gore) dik izdiisiiriilmiis uzaysal kismdir.

Simdi, ¢ok o6zel olarak u‘ nun V_u, kovaryant tiirevinin izdiigiimlerini yazalim. Bu,

ikinci mertebeden bir tansor oldugu i¢in (3.45)’e gore
V.u, =U° U vu, +U° h", V.u,+h° U V.u, +h°h® Vu,

=u,uuu’v.u, —u,h® uv u, —h°u.u’v.u, +h°.h’. v u, (3.47)

biciminde yazilabilir. daha fazla ilerlemeden, 1+3 Ayrisim formalizmi kapsaminda
kullanilan iki tiirev kavramina deginelim. Birincisi “ nokta ” ile gdsterilen ve herhangi

bir tansor igin
T ab... . = UeVeT ab... " (3 48)

bi¢ciminde tanimlanan tiirevdir. Buna “ u dogrultusunda kovaryant zaman tiirevi ” denir.

Ikincisi ise
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DeT abmcd... = haphbq hrchsd htevtT pqmrs... (3 49)

bi¢iminde tanimlanmis olup buna “tamamen dik izdisiiriilmiis uzaysal kovaryant tiirev”

denir. Bu tanimlar, 6zel olarak u 4-1ii vektoriine uygulanirsa
u, =uv,u, (3. 50)
ve
D,u, =h°,h?,V_u, (3.51)
yazilir.
U, ‘ yaivme denir. u,u® =—1 den hareketle
u*v,u, =0 (3.52)
uu*=0 < u, Lu® (3.53)
olacagi kolayca goriiliir. Ayrica
u’D,u, =0 < Dy, Lu® (3.54)
h*.D.u, =D,u, (3.55)
dir.
Simdi, (3.47) ye geri donelim. (3.50), (3.52) bagintilarindan dolay1 bunun
V.u, =-uu, +D,u, (3. 56)

bigiminde yazilabilecegi kolayca goriiliir. Son terim, (3.54) den anlagilacagi iizere u’ ya
dik olmasi nedeniyle uzay-cinsinden bir tansordiir. Bu terimin ayrintili ele alinmasindan

once su kavrama deginmek yararl olacaktir.

Bir uzay tansérii, ( T u* =T, u® =0 )biri simetrik kisim, digeri de antisimetrik kisim

olmak tuzere
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To :T(ib) +T[;b] (3.57)
bigiminde yazilabilir. Ote yandan, T* ile T; ninizi (T*=h®*T;) , T ilede T  nin
izsiz simetrik kismi, yani

€L €L 1 €L

T<ab> = Han) _ghabT (3- 58)

gosterilirse, T
€1 €L 1 €1 €1

Too =T +§ habT +T[ab] (3.59)

bigiminde indirgenemez kisimlara ayrismis olarak yazilir. T. = ye tamamen

izdiistirilmiis izsiz simetrik kisim denir. Bunun, bir uzay-zaman T, tansoriinden

dogrudan dogruya

T = (hc(ahdb) _% hathd )Tcd (3. 60)

bagintisiyla elde edilebilecegini gérmek kolaydir. Agili parantez dik izdiisiim gostermek
lizere, vektorler icin ve de aym zamanda kovaryant zaman tiirevleri i¢in de

kullanilacaktir, yani

V <a> _ habv b

V‘ <a> _ habv' b

-|=<ab> _ (h(achb)d _%habhcd )TCd (3 61)
olacaktir.

3.2.4. Akiskanin Kinematik Biiyiikliikleri
Simdi, (3.56) ifadesine geri donelim. Son terim, biri simetrik, digeri de antisimetrik iki

tansoriin toplami olarak

Daub = eab + a)ab (3 62)



24

bi¢iminde yazilabilir. 8, simetrik tansorii ise, o, ile izsiz simetrik kism1 ve 6 ile de

1zi gosterilmek iizere

0, -c, +%49hab (3.63)

bigiminde ifade edilirse, (3.56)

V., u, =-u, +6, +ao,

=-ul, +o, + % oh, + o, (3.64)

olur. Burada:

a ab a

0,=6, , 6,u°=0 , 6=h*0, =06°,
a a ab

O-ab:O-ba’ Gabu =O ' Ga:h O-abzo

(3. 65)
Oy =~ Wy » wabua =0 ) a)aa = haba)ab =0

dir. Newtonsal Hidrodinamik ile benzesimden otiirii akiskanin yukaridaki kinematik
biiytikliikleri s6yle adlandirilir.

0,, - Genisleme (hiz1) tansorii
0: Genisleme skaleri ya da kisaca genigleme

o,, - Girdap veya donme tansorii

o,, - Makaslama tansori
Antisimetri dzelliginden dolay1 , ,, dénme tansoriine

@* = Enabwudcabc S Oy =1,pq@°U° (3. 66)

bir @* dénme vektorii baglanabilir, Bunu,

abcd

ﬂabc =n "l (3.67)
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tanimlayarak
" = %nama)bc S Wy =N @ (3.68)

abc

bigiminde de yazabiliriz. n™° ye 3-uzay efektif hacim elemani ya da 3-uzay Levi-Civita

semboli denir. Donme vektoriiniin tanimindan
@', =0= o Lu, (3. 69)
oldugu goriilmektedir.

Yukaridaki tansorlere

o’ =%O'ab0'ab (3.70)
2 1 ab a
@ = Ea)aba) = 0,0 (3.71)

biciminde tanimlanan ve sirasiyla Makaslama ile Donme skaleri denilen iki skaler

baglanabilir. Tanimlarindan goriilecegi iizere, bunlar
c=0<0,=0 (3.72)
w=0=w, =0 (3.73)
Ozelliklerini tagirlar.

3.2.5. Efektif Hacim Eleman

Yukarida (3.67) ile tamimlanan 7** sembolii, hesaplarda siklikla kullanilacagindan

lizerinde durmakta yarar vardir. 7™’ uzay-zaman hacim elemanmin zaman

dogrultusunda biiziilmesiyle verilen bu biiyiikliik, gozlemcinin anlik durgunluk

uzayinda efektif hacim elemani roliinii oynar ve asagidaki su bagintilari saglar:

77abc :nabcdud :nefghheahfbhgcuh (3 74)

nabc = 77[abc] (3 75)
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nabcuc = 0 (3 76)
Nabed = 2u[a77b]cd _277ab[cud] (3.77)
1" N =300 0 (3. 782)
1 e = 210°, 0% (3.78b)
nabcnmbc = 2I“lam (378C)
Uabcnabc = 6 (378d)
anabc = 0 (379)
Mabe = 3u[a77bc]dud (3. 80)

3.2.6. Weyl Tansoriiniin Ayrisimi

(3.30) bagmtistyla tanimli C,, Weyl tansorii, ayricalikli bir u vektoriine gore iki

kisma ayristirilabilir:

e Elektriksel kisim: E,, =C_,,u‘u’ (3.81)
e Magnetik kisim: H,, = %nae fgCfgbdueud (3.82)
E,, ve H, , serbest gravitasyon alanlarin tasvir etmekte olup asagidaki ozellikleri

tasirlar:

E, = Ep) (simetrik) Hap = Ha
E* =0 (izsiz) H®, =0 -89
E,u’=0  (uyadik) Hyu* =0

E, ve H, nin bilinmesiyle Weyl tansorii asagidaki bagmnti uyarmnca tamamen

belirlenmis olur.

C*, = 4u[au[c Eb]d] + 4h[a[c Eb]d] + 2nabeu[c Hgpe + 217, U H (3. 84)
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3.2.7. Enerji-Momentum Tansorii

Bir akiskanin, u 4-lii hiziyla hareket eden bir goézlemciye goére enerji-momentum

tansOriiniin ifadesi
T, = (U U, + phy + 2q(aub)+ TTap (3. 85)

q.u’=0, 7%, =0, 7,u*=0 , 7, =7y, (3. 86)

a

biciminde verilmektedir. Burada

u: madde-enerji yogunlugu

p: esyonlil basing

q,: momentum yogunlugu veya enerji akisi
TT4p: €5yOnsiiz basing tansorii

olarak adlandirilmaktadir. Bu 4 dinamik buyitikliik, T, den hareketle

u=T,uu’ (3. 87)
1 ab

p=3Tah (3. 88)

q, = _Tbchabuc (3 89)

Tab = hc(ahdb)Tcd _% h,h“ T (3.90)

bagintisiyla hesaplanmaktadir. (3.28 ve 3.35) den dolay1, T, enerji-momentum tansorii
V.G*=0 = V. T*=0 (3.91)

korunum kanununa uyar.

Akiskanin fizigini, dinamik biiyiikliikler arasindaki bir takim bagintilar tasvir eder.
Bunlara “hal denklemleri” denilmektedir. Kozmoloji’ de siklikla kullanilan hal

denklemleri sunlardir:
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0, =7, =0 < T, =pu,u, +ph, (Milkemmel akiskan)

qa:”abzo Ve p:O g Tab::uuaub

Boyle akiskana, basingsiz akigkan veya toz veya soguk karanlik madde denir.

Eger dinamik biiytkliikler

0, =7,=0 ve p=p(w)

Ozelliklerini sagliyorsa boyle akiskana barotropik miikemmel akiskan denir.

eger,
p=(-Du, 0<y<2 ve y=sabit)

ise, buna lineer barotropik hal denklemi denilir.

(3. 92)

(3.93)

(3. 94)

(3. 95)

Bu alt bolimii kapamadan once, (3.36) nin (3.45) e gore ayrisiminin (3.87-3.90)

tanimlariyla birlikte
a, b 1 2
R,u’u :EK (u+3p)—A
hbaRbcuC :_qua
c |d 1 2 2
h ah bRcd :EK (/u_ p)hab+Ahab TK 7Ty

bagintilarina yol ac¢tigini da kaydedelim.

3.2.8. Evrim Ve Bag Denklemleri

(3. 96)

(3.97)

(3. 98)

1+3 kovaryant ayrisim yontemi, geometrik ve dinamik biiyiikliikleri, vektorler igin

(3.44) ’i; tansorler igin de (3.45) ‘i kullanarak isdiisiimlerine ayristirmaya dayanir.

Amag, Ricci 6zdeslikleri, Bianchi 6zdeslikleri vb... tiim geometrik bagintilar g6z oniine

alinarak Riemann tansoriinden miimkiin olabilecek en genel bilgiyi ¢ikarimlamaktir.
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Hesaplamalar sirasinda karsilasilan V,u, kovaryant tiirevi yerine (3.64) ile verilen
ifadesi yerlestirilir ve bdylece akiskann U,,0,,,6, Ve @, kinematik degiskenleri isin
igine katilir. Ote yandan, hesaplar sirasinda ortaya ¢ikan R, Ricci tansdrii yerine,
(3.36) kullanildiginda, (3.96-3.98) bagintilar1 aracilifiyla akiskanin g, p,q, ve =,
dinamik degiskenleri ortaya ¢ikmis olur. Ayrica (3.81 ve 3.82) ile gosterilen E, ve
H,, serbest alanlar1 da (3.30) ve (3.84) bagmtilariyla hesaplara dahil edilirse sonug

olarak iki takim denklem elde edilir. Birinci takim; s6z konusu kinematik ve dinamik
degiskenlerinin kovaryant zaman tiirevlerini veren denklemler olur ki, bunlara Evrim

Denklemleri denir. Ikinci takim ise, yalnizca D, uzaysal tiirevleri icerir ki, bunlar da

a

Bag Denklemleri olarak adlandirilir.
Simdi asagida bu denklemlerin ¢ikarimlarini kisaca gosterelim.

(3.19) ile verilen Ricci 6zdesligi, u, 4-1i hiz vektoriine uygulanirsa

V,V,u. -V, V,u =R

a al

g U (3. 99)

olur. Buna (3.64) i yerlestirir ve (3.30) ile (3.84) bagintilarin1 ve de (3.96-3.98) ile
verilen yardimci bagintilar1 kullanirsak, elde edilecek ifadenin zamansal ve uzaysal

kisimlari ii¢ evrim (ya da yayilim) denklemi ile {i¢ bag denklemine yol agar.

Bunlardan birincisi 6 genislemesinin zaman evrimini veren Raychaudhuri formiliidiir.

9:Daua—%«92+uaua—2o-2+2a)2—%(,u+3p)+/\ (3. 100)

Digeri, kinematik esyonsiizliigii gosteren Makaslama Tansoriiniin evrim denklemidir.

Gy = (UyOc +Up0y JU° +1(Daub +D,U,)—0,.0% —gﬁaab +Uu,U,
2 3

. . (3. 101)

- 0,0, —g(DCUC +U0.U° - 207 —a)z)hab —(Eab _Eﬂabj
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Obiirii ise Girdap evrim denklemidir.

o = %nabc D,u, — % 00 + 5 0" +Ul,0° (3. 102)

(3.99) iin uzaysal kisimlari ise li¢ adet bag denklemi, yani, zaman tiirevi igermeyen 3

denklem verir. Bunlar:

Kayma bag denklem:i:
D,o% —% D0 +n*D,, + 2™ U,®, +q* =0 (3.103)

Girdap-diverjans 6zdesligi:
D,0" —u,0" =0 (3.104)

ve Gravito-Magnetik Weyl denklemi:

. . - 1 e e
Hab +(60an +a}bua)_a) uehab _E(naef D O-fb +77bef D O-fa)
(3.105)

+%(Daa)b +Dyw,)=0

Ote yandan, §(3.1.4) ’de soylenildigi gibi, iki kere biiziilmiis Bianchi 6zdeslikleri

toplam enerji-momentum tansoriiniin (3.91) ile gosterilen
V.T*=0 (3. 105)
korunumunu vermektedir. Bunun zamansal ayrigimi

p=-D,q* —(u+p)0-29°u, — 70, (3. 106)

enerji korunumunu; uzaysal ayrigim ise

4
-a:_Da _D ab + ua_ a b__(9 a+Uau b
g p-D,7™ ~(u+p)u* ~oq" 260 »d (3. 107)

abc

ab «
-7 U, +n Q,0,

momentum korunumunu verir.
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Simdi, Birinci Bianchi 6zdesliginin biiziilmesi olan ve (3.32) ile verilen

(3. 108)

a

1
V.Coh =V Rip +Egb[cvd]R

denklemini g6z Oniine alalim. Bunun zamansal ve uzaysal kisimlari alindiginda
E,, ve H_ serbest gravitasyon alanlar i¢in iki evrim (yayilma) ve iki bag denklemi

elde edilir.

Bunlar sirasiyla:

Gravito-Elektrik evrim denklemi (Maxwell-Weyl E-nokta denklemi):

. 1. 1 e 1 o
(Eab—'—zﬂabj:(Eae—i_Eﬂ-aeju ub+(Ebe+E7rbeju u,

1, . 1
+E(77aefD H fb+77befD H fa)_Z(DaQb + qua)

1. .1 1, . .
+ghabD d, —§(u+ P)oa —E(qaqubua)
+%hahqeu'e —0[Eab +%7rab]+gaea (Ebe —%ﬂbej (3. 109)

+§O-eb(Eae _lﬂ-aej_l’]ab(jef (Efe _%”feJ

ae{ E°, +=7°% a) +2H° u}

N |-

2
1
2"
1
2"

- bef|:Ee+7Z' a)+2H u}

N |-
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Gravito-Manyetik evrim denklemi (Maxwell-Weyl H-nokta denklemi) :

Hab :(uaHbc +ubHaC)uC _%naefDe(Efb _%ﬂfbj

_lnbefDe(Efa _lﬂ.faj_eHab +§(Hacacb + HchCa)
2 2 2
(3. 110)

f

e 3 1 c e e ),
_Hefo-fhab+Z(a)aqb+a}bqa)_§a)cq hab+(77aefE b+77befE a)u

_%(naef H eb +77bef H ea)a)f +%(77aefo-eb +77bef Gea)qf

Gravito-Elektrik diverjans ( Maxwell-Weyl Div-E denklemi) :

D,| E° +17zb —ED ,u—lab q +19q
b a 2 a 3 a 2 ab 3 a
(3. 111)

_naef (O_EDH fb _ga)equ_sHbaa)b =0

Gravito-Magnetik diverjans ( Maxwell-Weyl Div-H denklemi) :

Dbea —i_%naefDeqf +(/u+ p)a)a +3(Eba _%ﬂ-ba]wb
X (3.112)
+naefcfeb(Efb +Eﬂfbj20

3.3. f(R)-GRAVITE TEORISININ ALAN DENKLEMLERININ BiR
VARYASYON ILKESINDEN CIKARTILMASI

GRT’ nin
1 2
Ra ) RO, +AQy, = KTy, (3.113)
seklindeki Einstein Alan Denklemlerini

S=S.,+S,+8S, (3. 114)
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aksiyonundan yola ¢ikarak metrige gore bir

5S=0 (3. 115)

varyasyon ilkesiyle elde etmek miimkiindiir [4].

Burada:
S, =2—’1(2 j d*x\-gR (3. 116)
S, =—%Jd4xﬁA (3.117)
Sy = I d*xy=0 Ly [9..¥] (3. 118)
olup

Sgy : Geometriye bagl Einstein-Hilbert aksiyonu
S, : Muhtemel bir Kozmolojik sabite iliskin aksiyon

Sy ¢ v ile muhtemel madde alanlar1 gosterilmek iizere skaler bir Ly Lagrange

yogunlugu araciligiyla tanimlanan madde-enerji aksiyonudur.

Integrasyonlar, 4-boyutlu bir metrik uzayin 3-boyutlu bir smir 0, hiperyiizeyiyle

kusatilmis v hiperhacmi {izerindendir. (3.116) ile gosterilen 6S=0 kosulunun

hesabinda g, lerin kendilerinin ve tiirevlerinin varyasyonlarinin v iginde keyfi, fakat

0, simurt ylzeyinde sifir olduklari, yani,

59 lav = SGgplav =0 Ve S(@.9%)lar = 5@ Gp)low =0  (3.119)
kosullar1 kabul edilmektedir.

Degisiklige ugratilmis gravitasyon teorileri deyiminden, (3.117) ile gosterilen S,

aksiyonundan yapilan degisikliklerin yol agtig1 gravitasyon teorileri anlasilmaktadir.

Bunlar arasinda en basitini, ama en yogun ilgi gorenini, R Ricci Egrilik Skaler’ ine
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lineer olarak bagli olan (3.117) deki invaryanti R nin keyfi bir f(R) fonksiyonuyla
degistirmek suretiyle elde edilen ve Degistirilmis Einstein-Hilbert Aksiyonu denilen

1
Spen :?J‘Cﬁx\f_g f(R) (3. 120)
3

aksiyonunun yol actigi f(R)-gravite teorisi olusturmaktadir. O halde bu yeni teorinin

toplam aksiyonu

S=S, +S,+Sy (3.121)
ve toplam varyasyonu da (3.120) kosullar1 altinda

0S =0S, +0S, +0S,, =0 (3.122)

olacaktir.

Her bir aksiyonun varyasyonunu hesaplamadan 6nce metrigin fonksiyonel tiirevleri ile

ilgili
5gab = _gacgbddng (3 1233.)

59% =-9*g™59, (3.124b)

o\8 =279 9,09 (3.1240)

bagintilarin1 yazmak uygun olacaktir.
Ote yandan, Riemann Egrilik tansdriiniin

[ =5 0% (08 +0.0 ~ 0,05 (3. 124)
ile taniml1 Christoffel Sembolleri cinsinden ifadesi de

Ry =01, —0, 1%, + T, T, —T°, I (3. 125)

dir. On hazirlik olmak iizere bunun varyasyonunu yazalim.
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OR% =0, (06 T%,)=0,(6 T°,)+T° 0 T°,

(3. 126)
+redb5 l_‘ace _raed5 1_‘ecb _recb5 1_‘aed

Bu ifadede ortaya ¢ikan oI biiyiikliiklerine yakindan bakalim. Bir koordinat dontisiimii

altinda, I" lar tansor gibi donlismemelerine karsilik, I' larn I'+dl" seklindeki oI

degisimleri

ox® ox' ox®

= = 7 3. 127
X" ox° oxd ( )

STy =oT¢
uyarinca 3. mertebeden bir tansor gibi donlismektedirler. Dolayisiyla bunlarin kovaryant
tiirevinden bahsetmek anlamli olacagindan

V(5T )=0,(5 T2, )+ 5T, —T°, 6% I, 5T, (3.128)

yazilabilir. Bu ifadeden 0(JI') kismi tiirevleri ¢ekilir de uygun indis diizenlemeleriyle

(3.127) ye yerlestirilip sadelestirmeler yapilirsa

OR% =V .(6T%,)-V,(6T%,) (3. 129)
bulunur. Bunun a ve c {izerinden biiziilmesi ise, yeniden indis adlandirilmasiyla

OR, =V .(6T°.)-V,(6T°,) (3. 130)
verir. Buna Palatini Denklemi denir.
Ote yandan, R nin varyasyonu ise (3.131) de kullanilarak

SR=65(g*R,,)
=59®R,, +9¥ SR,

=09®R, +9*[V.(6T°,,) -V, (6 T°)]
= é‘gabRab +Vc[gab5 1—‘Cba - gaC5 1—‘dda] (3 131)
= 5gab Rab + gabvcVC (5gab) - vavb (59 ab)

olur. Son satira gecis ¢ok uzun hesaplar gerektirdiginden sadece sonucu sdylemekle

yetindik. Ayrintilar i¢in Bkz. [4,5].
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Simdi, (3.121) in varyasyonunu alalim.
1
5Soe =§jd4x(f (R)5J-g +J-g S (R))
g

ifadesinde (3.124c¢) ifadesi yazilir ve f(R) in fonksiyonel tiirevi i¢in de

ST(R)=f'(R)SR , f'(R) E% (3.132)

yerlestirilirse, (3.132) ile birlikte, diizenlendikten sonra

1 , 1 a
3Soen =5 = | 4 X9 T (RIR, =9, F (R
K™% 2
l ! C ai al
1P RGN AR CEIR I ARC )
elde edilir. Yine ¢ok uzun bir hesap sonucunda ikinci integralin, ov smirinda (3.120)

kosulundan dolayr sifir olan bir yiizey integrali vermesinin yaninda bir de birinci

integrale katkida bulundugu gosterilirse sonugta da

1 ! 1 C !
8Soen =5 7 | 49T (RIRy == Gy T (R)+ 0 VoV* (/(R))
9

~V.V,(f'(R)Isg™

(3. 133)

bulunur.

Ote yandan, (3.118) ile gosterilen aksiyonun varyasyonundan, (3.124c¢) yi de kullanarak

14
5S, =—F£d x5(J—gA)
= —iz [ERICNEN
K %

1 a
:?J.d"'x, f_gAgabé‘g b (3.134)
9

elde edilir.
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Son olarak, (3.119) un varyasyonunu hesaplayalim.

5S,, = j d*x8(/~9 L)
9

= [d*{ Ly oy-9 + J-95 Ly}

1 al oL al
[a5Lu (-5-00489") +/-9 75,7569}
g
a a
= [d*xJ=0 (52 — 5 L 9 )5G™
g

simdi eger

ALy

Tb 5-2 agab

al

+ LMgab

ile bir enerji-momentum tansorii tanimlanirsa

5S, = —% [d*x=gT,00% (3. 135)

elde edilir.
(3.134), (3.135) ve (3.136) ‘y1 (3.123) ‘e tasirsak toplam varyasyon i¢in

1

oS =
2k?

1 ! ! 1 al
jd“x,/—g(f (R)R,, + 9, F'(R) -V, V, f (R)—Ef(R)gab)ég °
1 a
+§J‘d4x\/_g[\gab5g °
1 a
_E'[d“x,/—gTabég b

yada, V_V°yerine ['=V_V° D’ Alambert operatoriinii de yazarsak

PRIy 58 TR+ 84 1T (R)=V,V, (R} +Ag,, =4°T,,

bulunur. Ve sonugta

0S=0
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varyasyon ilkesi geregi, f(R)-gravite teorisinin
F(RIRy—2 f (R)9+ 8 (R)-V,9, F(R)+AG, =K,y (3. 136)

alan denklemlerine ulagilir. Eger 6zel olarak
f(R)=R

alinirsa, (3.137) denklemlerinin GRT’ nin
1 2
Rab _E gabR +Agab =K Tab

alan denklemlerine indirgenecegi kolayca goriiliir.
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4 BULGULAR

Bu boéliimde, 6nce konvansiyonel Rolativist Kozmoloji’ nin evrim ve bag denklemlerini
f(R) gravite teorisine genellestiriyoruz ve sonra da bunlarin, donmenin sifir olmasi

(@ =0) kisitlamas1 altinda tutarlilik ve uyumluluk analizlerini gergeklestiriyoruz.

4.1. F(R) GRAVITE ALAN DENKLEMLERI’ NiN EFEKTIF ENERJIi
YORUMU

(3.137)’ de yazilmis olan f(R)-gravitenin alan deklemlerini tekrar asagiya alalim.
f '(R) Rab _% gab f (R) _vavb f ’(R) + gabDf = _Agab + KzTabm (41)

Simdi, [41,47] no’lu kaynaklardaki yaklasimi benimseyerek, sol tarafta G, Einstein

Tansorii ortaya c¢ikacak sekilde (4.1)’i diizenleyelim. Bunun igin sol tarafa bir

%gab Rf(R) terimi ekleyip cikarirsak

FRRy 3 0R)+ 2 9. [RFR)— { (R)]

4.2
_vavb f '(R) + gabD f ,(R) = _Agab + KzTabm
olur ve buradan da
1 Al | T
Gab = Rab _EgabR :KZ{_Kg—fb,'i'f_t:
1 1
+ —[f(R)-Rf'(R
= LI R)-RI(R)g,

4.3)

+V.V, ' (R)-g,0f " (R)I}
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elde edilir. Bu denklemin
G,, =K T e 4. 4)

bi¢cimindeki EAD ile karsilastirilmasi, sag tarafin bir efektif toplam enerji-momentum

tansorl gibi yorumlanabilecegini diisiindiirtmektedir. Bu takdirde,

TabA — _zAgab
xk“f'(R)

TN =l (4. 5)
f'(R)

R 1 1 ' i '
Ty :W{E 9l F(R)-RI'(R)]+V.V, f'(R)-g,0f (R)}
tanimlanirsa (4.3) denklemini EAD’ ye benzer tarzda
Gab — K‘Z abA +-|-abM +TabR) :KZTabefektif toplam (4 6)

bi¢iminde ifade etmek miimkiin olur. Burada:

T," ile, Kozmolojik Sabite baglanan efektif enerji-momentum tansorii; T," ile

maddeye baglanan efektif enerji-momentum tansorii ve T, ® ile de egrilik terimlerine

baglanan efektif enerji-momentum tansorii gosterilmektedir. Bu sonuncuya bazen

“egrilik akigkan1” yakistirmasi da yapilir [47].

Bianchi 6zdesliklerinin iki kere biiziilmesinin G, Einstein tansoriiniin korunumuna,

yani,
VG, =0 4.7
diverjans bagintisina yol a¢tigin1 sdylemistik, Dolayisiyla, (4.6) yorumu da

va-l-abefektif toplam _ ) (4 8)
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yani, efektif toplam enerjinin korunacagini soylemektedir.

Ote yandan, bu bagmtinin , madde akigkamni tasvir eden T,) madde-enerji momentum

tansoriiniin de korunduguna, yani,
VT =0 4.9)
bagintisina yol agtigi gosterilebilir[48].

Simdi, yukaridaki herbir efektif enerji momentum tansorii i¢in efektif yogunluk, efektif
esyonlii basing, efektif enerji-momentum akis1 ve efektif esyonsiizliik basing tansorii

tanimlayalim.

A A A A A
T, =4 Uu, +pthy, +2q @Yoy T 7 o
M M M M M
Ty =p Ul +prhy,+29 @Yoy T o (4. 10)
R R R R R
T, =4 U, +p-hy +2q @Yp) T 7 ap

Ote yandan, efektif toplam enerji-momentum tansoriinii olusturan dinamik degiskenler

de, « efektif toplam = ef.top. ” kisaltmasini kullanarak
-I-abef P =y “Pu,u, + p “Phy, + 20" 'top(aub) + 7 o (4.11)
ile tanimlanir. Bu son baginti, (4.6) tanimindan dolay1 efektif toplam degiskenlerin
e

pef.top — pM + pR + pA
(4.12)

ef .top __

d, 9. +0,"+0,"

ef top __

M R A
ﬂ-ab ﬂ-ab +7Z-ab +7[ab

olacagini soylemektedir. Yukaridaki ifadelerdeki dinamik degiskenler (3.62 - 3.65) deki

tanim bagintilar1 uyarinca hesaplanirsa
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a A
JUA =u ubTabA = Kzf'
A 1 ab: A A
=—h"T, " =-
P 3 @ K2 f!
(4. 13)
qu :_hbauchcA =0
A c d 1 cd A
7y =(h (ah b)_gh )T =0
ve
IUM :uaubTabM _ /L;’
pM :%habTabM — Pf'
q o (4. 14)
M :_hb uCT M _ Ja
qa a bc f/
M= hc hd _lhcdh T Mzﬂ-abm
Tap ( @' 3 o) Ve p
bulunur.

Egrilik akiskanina baglanan dinamik degiskenler ise, T den hareketle yukaridakilere
benzer tarzda
ILlR — uaubT Rab
pR — % habT Rab
b (4.15)
qRa =-h auCT Rbc

”Rab = (hc(ahdb) _%hw hab)TRcd

bagintistyla tanimlanir. Bunlarin hesabinin sunumunu kolaylastirmak igin
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F'(R) = 4(R) = ¢

V.V, f'(R)=V,V,4=5,

VeV, f'(R)=LIf'(R)=gp=S
kisaltmalarini kullanalim. Bu taktirde

1

K2 f!

1 '
TabR [Sab _Sgab +E gab(f —Rf )] (4 16)

olur.

(3.19)’ u kullanarak ¢ skalerinin V¢ kovaryant tiirevinin ayrigimi

Va¢ = U Cavc¢ + hcavc¢
=-U,UV.¢+h",V_ ¢ 4.17)
= _ua¢ + Da¢

olur. S, =V_V,¢ nin ayrisimi ise (3.20) yi kullanarak

Sab = U CaU dbScd +U Cahdbscd + hcaU dbScd + hcahdbscd
=uu,uu’v v,g—uh uv v ¢ (4. 18)
- ubhcaudvcvd¢+ hcahdbvcvd¢

olur. Bu ifade de, (4.17) ile birlikte

Vv, u, =-uu, +9, (4.19a)

a

al

‘9 b = Daub = aab +%9hab +77abca)c (419b)

ve de §(3.2.2 - 3.2.5) alt boliimlerinde gosterilen temel 6zellikleri kullanarak, her bir

terimi hesaplayalim.
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uu'v Vg =uv_(u'V,g)-u(V.u')v, ¢
=§-u'V,g
=¢-U'6°,V ¢
=§ U (-u'uy+h%)V.¢
=¢-u’'Dyg

hdbucvcvd¢ = hdb (Vq@)
:hdb(_ud ¢+ Dy¢)
=h*, [~Us¢—Usé + (Dy9)]
= _ub¢+ hdb(Dd¢).
= _ubé—i_ (Db¢). _Ubud Dd¢

h® u'v.V,¢=h°V_(u'V,g)-h, (Vu*)V, ¢
= hcavcé - hca (_ ucud + lgcd )Vd¢
= Da¢_9advd¢
= Daé_‘gad (_ud ¢+ Dd¢)
=D,4-9.°D,¢

hcahdbvcvd¢ = hcahdbvc (6°4V.9)
= hcahdbvc[(hed —U°Uy)V.4]
=h°,h", v (h°,V $)—h"h"V (Uu,V 9)
=D,(h%, V.$)—h°,h*, (V.U )u,V ¢
—h® h? (V. u, U’V ¢
—h® h? uu,V V. ¢
=D,D,¢-(D, ub)¢

= Da Db¢ o l9&1b¢
Olur. Bunlar (4.18) e tasinirsa

Sab = uaub (¢_ud Dd¢) - ua[_ub¢+ (Db¢) _ubucI Dd¢]
~Uy(D,§— 9, Dy¢) + D, Dy~ 9,6

elde edilir.

(4. 19)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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d¢

Bu ifadeyi ¢=¢(R) hali icin, ¢' ile ¢’zd—R gosterilmek tizere, R cinsinden yazmak

istiyoruz. Bunun i¢in 6nce asagidaki tiirev ifadelerini hesaplayalim.

Zincir kuralindan

_0¢(R) _dg(R) R _ _
Va¢(R)_ axa - d(R) axa_¢(R)aaR_¢ VaR (425)

oldugunu g6z Oniine alarak ¢ nin zaman ve uzay tiirevleri i¢in

$=uV g=u¢ V.R=¢R (4.26)

=) =(#'R)=(#)R+¢#'R=(¢"R)R+¢R

. (4.27)
=¢"R*+¢'R
D,¢= h°aVC¢ = ¢’h°aVCR =g D,R (4.28)
D,é =D, (#R) =(D,#)R+¢'(D,R) = (4"D,R)R +¢#'(D,R)
. . (4.29)
=¢"RD,R+¢'D,R
D, Db¢ =D, (¢ DbR) = (Da¢’) D,R +¢’DanR = ¢”DaRDbR +¢’DanR (4.30)

bulunur. Bunlar (4.25) e yerlestirilip diizenlenirse

S,, =¢Tu,u,R+u,uR-u,(D,R) —u,D,R
+u,9°.D,R+D,D,R-,R] (4.31)
+¢"[u,u,R* —u_RD,R —u,RD,R + D,RD,R]

elde edilir.

Simdi (4.15) ile gosterilen biiylikliiklerin hesabina gegebiliriz
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r _TabR a, b

F[Sabuaub ~g,,u%u"s +%gabuaub(f —Rf")]

= %{f "(R-u’D,R)+ f" R*+ f"(-R+U°D,R+ D*D,R-6R)

(4.32)
+ "(—R? + DaRDaR)—%(f —Rf")}
,uR — ” " Rf ’)]
bulunur.
pR :%Tathab
3 2fr[Sab h* -9, habs+ gab h*(f —Rf")]
=377 ,[f”(D D,R-6R)+ f" D*RD,R]
—3f"(—R+u DaR+D DaR—HR) (4.33)
" 2
2f,{f [- D DR+30R+R U*D,R]
m 2 a 12 1 ,
+ f [—ED RD,R+R ]+E(f —Rf")}
bulunur.
0, =—h*,u'T",,
1 c b c ,,b
:—F(Sbch au _gbch au S
1 C b ’
+Egbch U (f=RfY] (4.34)

—%[f”(DaR—SaeDeRH f"(RD,R)]

=%[f "(-D,R+9,°D,R) + f"(RD,R)]
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ve nihayet

7 bR = (hc(ahdb) _%th hab)TRcd

c 1.
= h (ahdb)T RCd _gh dT Rthab
¢ 1 1 ,
=h"hy = [Su = 0y (8 = (F =R )]
1 41 1 ’
‘gh d F[S(cd) — 0. (S ——(f —Rf')lh,,

zf,{h° % Sa hab(S——(f ~Rf")

- THS gy, + 3(8 —5 L (f —RfDh,}

2f,{hc hdb (cd) — thS(cd)hab}

Zf,{f”(D DyyR—9,yR)+ f" D,RD,R
—ghab[f "(D'D,R-6R)+ f" D°RD,R]}
1 .1

1 :
=—{f"[D,D,R-=D'Dy;R-6,R+=h,6R]
f (a™’b) 3 d b 3 b (435)

+ f’”[D(aRDb)R—%hadeRDdR]}

14

w)+ f" (D.RD,.R)}

a—~b>

bulunur.

O halde, bu bulunanlarin hepsi (4.12) ye tasinirsa efektif akiskana baglanan efektif

toplam dinamik degiskenler ifadeleri icin

1 1 .
ef.top ' " b
Y7, ’{A+/< "+[-=f+=f"'R+ f"(D°"D,R-6R)
K f 2 2 ° (4.36)

+ f” D’RD,R]}
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pef.top {—A+ m[% f —lf R

2fr

+ f”(ﬁ—%@R—ubDbR—ngDbR) (4.37)

+f" (R? —%DbRDbR)}

q,% " = Zf,{x q," + f"(-D,R+9,"D,R) + f"(—RD,R)} (4.38)
7Z.abef 't0p - K‘Zlf r{Kzﬁabm + f”(D<a Db>R - RO-ab) + f’” D<aRDb>R} (439)
elde edilir.

4.2. f(R) GRAVITE’DE EVRIiM VE BAG DENKLEMLERIi

Daha 6nce, standart kozmolojinin 1+3 kovaryant ayrisim formalizminde, EAD’ nin,
Rap Ricci tansoriinii akiskanin dinamik 6zelliklerine baglamak ig¢in “ cebirsel yerine
yerlestirme ” olarak kullanildigini séylemistik (Bkz. §3.2.7). Aymi yontemin, f(R)-
gravite s0z konusu oldugunda, alan denklemlerinin (4.4)’ deki gibi yorumlanmasi
nedeniyle gegerli olmaya devam edecegi kolayca anlasilmaktadir. Gergekten de (4.6)
dan

=Ag,, + x> (TSP — Tef op) (4.40)

biciminde c¢ekilen Ricci tansorii, (4.36-4.39) ile gosterilen efektif toplam dinamik
degiskenler cinsinden ifade edilebilmektedir. Su halde Konvansiyonel Rolativist
Kozmoloji’ nin 143 kovaryant evrim ve bag denklemlerinde yapilacak yegane
degisiklik, (3.2.8) deki denklemlerde madde akiskaninin dinamik degiskenlerini
gosteren y, p,q, Ve =, yerine, bunlarin f(R)-gravitede karsiliklar1 olan (4.36-4.39) ile

verilen g, p¥P g P ve 7 “'P efektif degiskenleri koymak olacaktir. Ancak,

a
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f(R)—gravite, fazladan iki denklem daha getirmektedir. O da normal madde-enerji
korunumunu gésteren (4.9) denkleminin yol agtigi £#" ve §," evrim denklemlerinin
yanisira, efektif toplam enerji-momentum korunumunu gosteren (4.8) denkleminin yol
agtigt %' ve G,"* evrim denklemleridir. Tiim bu denklemleri uygun siralama ve

(13

adlandirmalarla asagida listeliyoruz. Yazilista fazla karisikliga yol agmamak igin

efektif toplam ” ve “ madde ” ibarelerini parantez i¢ine alarak, sirasiyla,” (et) ” ve “ (m)

2

ile gosteriyoruz, ve ayrica da: g, p,q, ve r, dinamik degiskenlerin Oniinde

yazilmasi gereken x° sabitini x* =1 aliyoruz.

EVRIM ( YAYILMA ) DENKLEMLERI

0 =D,u® —%92 +U.U* - 20% +20° —%(y(a) +3p(et) )+A (E)
- a 1 abc . 2 a a b as b a
@ 2577 Dbuc—gﬁa) +0°,0 +Uul,o (E,)

O_ab

1 2
-C - - C .« e
= (U0, +U,0, U +§(Daub +Dyu,)-0,.0% —§9aab +U,U,

1 1 (ES)ab
—a)aa)b—§(DCU°+L]CU°—20'2—a)2)hab—(Eab > ;Et)]

E+= L g | =] B += L e |ufu, +| B += L me |uu,
2 2 2

+%(77aef DeH fb +77bef DeH fa)_%(Daqb(et) + qua(et))

1 e (e 1 e e 1 et), et). -
+ghabD qe( ! 2(/'[( g + p( t)) E(qa( t)ub +qb( t)ua)

1 e(et) 1 . 3 1 .
+§habq Q(Eab+67[(t)j+26 (Ebe_g éet)) (EA)ab

+ E ( (et)) habo-ef [Efe _lﬂ-ggt)j
2 6

77aef|: Eeb %ﬂ.b ZHGbUf}

nbe{ Eea+17r (et)j +2Heauf}

1
2
1
2 2
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Hab :(uaHbc +ubHac)uc _%naefDe(Efb _%”fb(et)j

_%UbefDe(Efa _%ﬂ-fa(et)j_eHab +§(Haco-cb + Hbco-ca)

e 3 e e
- Hefa fhab +Z(waqb( t) + a)bqa( t))

1 e e e .-
_Ea)cq hab+(77aefE b+77befE a)uf

_%(naef H eb +77bef H ea)a)f +%(77aefo-eb +77bef O-ea)q e

I[l(m) :_Daqa(m) _(lu(m) " p(m) )g_zqa(m)u _ﬂ_ab(m)o_

a ab

. (m) (m) b (m) (m) (m)\ . p o (m) 4 (m)
qa :_Dap -D 7m _(:u +p )Ua—O' aqb _Eeqa

(m) . (m)
ub +77abcqb @

C

.p. (M)
+u,u-q, — Tap

(&) a® €@ a® . ab (@)
4 =-D.gq —(ﬂ +p )H—Zq u,—r b

a a

. () @ CNCAW G I
6, =-D,p" -0z, (1" + ™ Ju, - 0", S 00,

3
p. (€ € .p be . (€9
+uuq, -7, U +n,°0q, o

(o}
BAG DENKLEMLERI

(Cl)a = Dbaab _é Da0+77abcDba)C + 277abcuba)° + qa(et) =0

(C,)=D,0" -u,0" =0

: : e 1 e e
(C3)ab = Hab +(0)an +a)bua)_a) uehab _E(naefD O-fb T Tet D Gfa)

+%(Da% +Dym,)=0

(Es)ab

(Eo)

(E7)a

(EE,)

(EE,),
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(C5 )a = DbHab +%77aef Deqf(et) +(ﬂ(et) + p(et))a)a +3(Eab _%ﬁab(et))a)b

+1," 0", (Efb +%”fb(9t)j =0

4.3. TUTARLILIK VE UYUMLULUK ANALIiZi

(E))—(EE,), evrim denklemleri, t eshareketli 6z-zaman olmak {izere t=t, aninda bir
2(t,) ylizeyi iizerinde baslangi¢ verileri verildigi taktirde kinematik ve dinamik
kovaryant degiskenleri tek tiirlii belirler. Bununla beraber, (Cl)a —(C5 )a bag
denklemleri baslangi¢ verilerine kisitlamalar getirir, yani, verilmis bir t=t, icin
saglantyorlarsa her t icin X(t) ylizeyleri iizerinde saglanmalar1 gerekir. Bunun bdyle

olup olmadigin1 anlamak i¢in bag denklemleri u® dogrultusunda tiiretilir ya da baska bir

deyisle bunlarin evrimi almir. Simdi, C,=0 (A=12,.) ile bag denklemleri

gosterilsin . Eger C, nin evrimi, diger bag denklemlerinin
C,=4,"C, L (A=12,..) (4.41)

seklinde bir ¢esit kombinasyonu olarak ifade edilebiliyorsa, bu taktirde s6z konusu bag

denkleminin her t i¢in korundugu sonucu ¢ikar.

C , hin hesabinda ortaya ¢ikan dinamik ve kinematik degiskenlerin tiirevlerini elemek

icin evrim denklemleriyle birlikte pek ¢ok 6zdeslikler kullanilir ve tansér hesaplari
genellikle ¢ok uzun ve karmasiktir. EK A’da asagida hesapladigimiz baglarin evrimi
icin kullanilan kovaryant uzaysal tiirev ile zamansal tiirev ifadelerini ve aralarindaki

iliskileri topluca veriyoruz.
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Eger tim bag denklemleri, (4.41) tipinde bagintilara uyuyorsa, bu taktirde bag
kosullarinin tutarli oldugu ve yayilim denklemleriyle tutarli bir bicimde evrimlestigi
sonucuna varilir. Aksi taktirde tutarsizlik ortaya ¢ikar. Boyle bir seye su durumlarda
rastlanir. Varsayalim ki, bir bag denkleminin evrimi, digerlerinin bir kombinasyonuyla

birlikte bir &,(,p,6,...) “fonksiyonu” vermis olsun; yani

C,=A4"Cy +&,(11,p,0,...) (4.42)

olsun. Asikar olarak &, nin korunmasi igin

Sa(1,p.0,..)=0 (4.43)

olmalidir. Buna, integre edilebilirlik kosulu ya da birincil bag kosulu denir.

Tutarliligr stirdiirmek icin bunun da zamana gore evrimini almak gerekir ve bir
tutarliliga rastlayincaya kadar bu boyle siirer gider. Ancak, bazen integre edilebilirlik

kosullari, tiiretildikge tutarsizlia gotiiren sonu gelmeyen zincirler olusturabilir.

Konvansiyonel Kozmoloji ¢er¢evesinde genel durumda (yani degiskenler iizerine higbir
kisitlama getirmeksizin ) bag denklemlerinin evriminin tutarligi oldugu Henk Van Elst
[38] tarafindan gosterilmistir. Dénmesiz (@ =0) ve ivmesiz toz igin tutarlilik Roy
Maartens tarafindan gosterilmistir [1]. Biz ise tutarlilig1, asagida, toz yerine miikemmel
olmayan bir akiskan alarak @ =0i¢in f(R)-Gravite Kozmoloji’ sinde arastiracagiz.
Bundan 6nce bir de uyumluluktan ne kastedildigini kisaca agiklayalim. Bu, baglangic¢
bag kosullarinin, yani, C,(t,) =0 kosullarinn birbirleriyle uyumlu, yani, hepsinin ayni
anda saglanmasi demektir. Bagka bir bigimde sdylemek gerekirse, degiskenler igin
verilmis baglangic degerleri disinda herhangi bir baska baslangi¢ kosulunun ortaya
¢itkmamasidir.
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4.3.1. =0 Kisitlamas1 Altinda Evrim Ve Bag Denklemleri

Simdi, evrim ve bag denklemlerini @ =0 kosuluyla kisitlayalim, ve bu durum i¢in

denklemlerin tutarlilk ve uyumluluk analizini ele alalm. (E)-(EE,;), ve

(C, )a —(Cs )a denklemleri @ =0 kisitlamas altinda su denklemlere indirgenir:

EVRIM DENKLEMLERI
6’=Dal]a—%92+Uaua—20‘2—%(ﬂ(a) +3p(et))+A (E,)
1 abc . a a
02577 Dbuc (Ez) _)(Kz)

1 2
. - . . . .
Gy = (U 00, +U,0, U +§(Daub +Dyu,)—0,.05% —geaab +U,U,

1 1 (Es)ab
—g(DcuC +0.U° —20'2)hab —[Eab —En;goj

= +1/za§f‘> =| E,, +37z;§‘> u‘u, +| E, +1m§§t> u°u,
2 2 2
1 e e 1 e e
+§(77aefD H fb t et D°H fa)_Z(Daqb( g + qua( t))

1 e € l € € 1 et), - et), .
+£NuDa =2 (1 +p) oy 2 (00, +6,%%0,)

6 2
+1h qe(et)l,'l -0 E +l7[(et) +§O-e E _lﬁ(et) (EA)ab
3 ab e ab 6 ab 2 a be 6 be
+§Geb(Eae_%ﬂ.{$t)J_habGEf(Efe_%ﬂ-ggt)j
1 RN .
_Enaef [ZH buf}_znbef |:2H auf:l
' e 1 e 1 ¢ e
H,, = (uHy +u,H, U _EnaefD (Efb_zﬂ_fb j
1 e 1 (et) 3 . .
_EﬂbefD (Efa_zﬂfa j_HHab—l_E(HaCGb—I—Hbcaa) (Ey).s

f (et)

- Hef O-ef hab+(77aef Eeb +77bef Eea)uf +%(naef0eb +77bef o-ea)q
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. (m) NG ™  (m A (M
i =-Dg —(y +p )9—2q u, —z* o, (E,)
. (m) (m) b (m) (m) (m)\ . b m 4 (m)
4, :_Dap -D Tap _(:u +Pp )Ua—O' alo _geqa
(m) (m) (E7)a
+ut’q, -m, U°
ﬂ(et) _ _Daqa(et) —(ﬂ(et) N p(et) )H—an(enlja —ﬂab(et)aab (EE6)
. (e €@ ., €@ ) . N C R S C)
4. :_Dap -D Tab —(/1 +Pp )ua_o-aqb __gqa
(@ (e ° (EE).
+uu’q, -7, U°
BAG DENKLEMLERI
(Cl)a = Dbo_ab -5 Dae"‘qa(et) =0
(Cz) =0=0
1 e _f e _f
(C3)ab =Hy _E(naef Do’y +m Do a):O
1 1 1 1
C) =D°|E. +27. @ |_ZD 4® _Z5° g 1= gqg ©
( 4)a ( ab 2 ab 3 a/u 2 aqb 3 qa

_naerEbH fb =O

(CS)a = DbHab -i-%naef Deqf(et) +77a9f0'be (Efb +%7Z—fb(et)] =0



55

4.3.1.a. Tutarhhik Analizi

Yukaridaki listeden kolayca anlasilacagi iizere 5 bag kosulundan biri olan (Cz), Ozdes
olarak saglanmakta; (E,)* evrim denklemi ise (K,)? ile gosterdigimiz yeni bir bag
denklemine doniismektedir. @0 durumuna karsilik gelen onceki baglarin tutarlilig

bilinmesine karsin, @ =0 kosulunun empoze edilmesiyle olusan yeni bag denklemi

sisteminin tutarsizliklara yol agmayacaginin pesinen bir garantisi yoktur. O bakimdan

{(K,)*,(C)..(C),.(C)..(C.).} Dbag sisteminin  evrimlesmesini  incelemek

gerekmektedir. Izlenecek yontem ana hatlariyla sdyledir:

Once her bir bag denklemi zamana gore tiiretilir. Bu asamada, zamansal ve uzaysal
tiirevlerin komiitasyon bagimtisi olan ve (A.1) — (A.3) ile gosterilen bagintilar kilit bir
rol oynar. Tiiretme sonrasinda ortaya ¢ikan degiskenlerin tiirevlerini elemek igin ise
evrim denklemleri kullanilir. ikinci mertebeden uzaysal tiirevleri birinci mertebeden
uzaysal tiirevlere indirgemek icin de (A.4) — (A.10) ile gosterilen uzaysal tiirevlerin
komiitasyon bagintilarindan yararlanilir. Ve en sonunda da, kalan terimleri toparlamak

icin (A.19) — (A.22) ile gosterilen dzdesliklerden yararlanilir.

e (C))? nmn evrimlesmesi

(A.1) ve (A.3) kullanilarak uzaysal tiirevlerin zamana gore tiirevleri alinir. (E;)

den 4; (E,), den &, ve (EE,), dan da q,  ifadeleri kullanilr. (E,) ve

(E;),, Ninuzaysal tiirevleri kullanilir. (A.8) ile (A.15) kullanilarak diizenlenir.
e (C,),, nin evrimlesmesi

Uzaysal bir tansoriin zamana gore tiirevinin ifadesi olan (A.3) kullanilir.

(E,),, den &, ve (E), dende H_, cekilir.

(E;), den o, nin diverjanst aliir. (A.13) , (A.17) , (A.18) bagmtilar

kullanilir ve (A.20) 6zdesliginden yararlanarak diizenlenir.
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(C,), nin evrimlesmesi
a

(A1), (A.2), (A.3) kullanilir. Degiskenlerin tiirevleri igin (E,), (E;),,, (Es)ap
(EEg) ve (EE,), evrim denklemleri kullanilir. (A.18) den yararlanilir. (A21) ve

(A.22) Ozdeslikleri , (A.18) ile (A.15) ve (A.9) ile (A.13) kullanilir. (A.21) ve
(A.22) 6zdeslikleriyle kalan terimler toplanir.

(Cs )a nin evrimlesmesi
(C,)? ninkine benzer sekilde yapulir.

(K,), nin evrimlesmesi
a 1 abc <
(K.)" =57 D0, =0

bagintisi, (A.16) dan dolay1, i keyfi bir skaler fonksiyon olmak iizere ,
U, =Dy

C

yazilmasina olanak saglar. Bu taktirde,
i, =(Dy)

olur. (A.1), (A.2), (A.18) kullanilirsa gerekli diizenlemelerden sonra (K,), nin

turevi elde edilir.

Sonugta, bulunanlar1 topluca gosterirsek

; 1 - 2 .
(Kz)a = Enabcu (C1)b _ge(KZ)a +ub(cs)ab

(Cl)<a> = _Q(Cl)a - 277aef o (Cs)g f— (C4)a - 77a9f De(KZ) f
_Snaef ue(KZ)f
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. e 3
(C3)<ab> = _9(C3)<ab> et a0 b (Cl) -= U, (Kz)b>

2
. 1 ] 4 1 1 e
(C4)<a> = Enaef D (Cs)f _59(C4)a +§0af (C4)f _Enaefa) (C4)f
1, e et 3 1 et
_E(ﬂ +p )(Cl)a+E(Eaf g el )(C)'

e 1 e et 3 €
+ 1, (E d_Eﬂ. d )(Cs)fd "'Eﬂaefu (Cs)f

3 et
+_77a fqe (K2)f
2
- 1 4 1 3
(C5)<a> :_Enaef D (Cél)f _gg(cs)a +§O-af (CS)f _Znaefq (Cl)f

3 1 e .
+§Haf (Cl)f +§qf (Cs)af + 77, H d(Cs)fd

3 ‘e e 1 e
— MU (C4)f +3(Ea 7, )(Kz)e
2 6

et et
—(u +p XK,),

Bu sonuctan kolayca anlasilmaktadir ki, baglarin evrimlesmeleri herhangi bir integre
edilebilirlik kosuluna yol agmamaktadir. Dolayisiyla baglar tutarli olup yayilim

denklemleriyle tutarli bir bigimde evrimlesmektedirler.
Ayrica, birazdan referans verecegimiz i¢in bu bag kosullari arasinda

. 1 e
(CS) a— Eﬂaef D (Cl)f + Df (CS)af

gibi bir bagint1 da gosterdigimizi kaydedelim.

4.3.1.b. Uyumluluk Analizi

Simdi, {(K,)% (C,),,(C,),(C,)..(C;),} bag sisteminde baslangic baglarinin uyumlu

olup olmadigini, yani, degiskenler i¢in verilmis baslangi¢ degerleri disinda herhangi bir

baska baslangi¢ kosulunun ortaya ¢ikip ¢ikmadigini inceleyelim.



58

Mesela, o, (t,) ile O(t,) biyikliklerini serbestce secelim. Bu taktirde (C,)* bag

kosulu @, vyi; ve (C,),, de H_(t,)’1 belirler. Keza, (K,), da u,(t,)1 belirler.
H_, (t,) ile g,(t,) nm bilinmesi (C;), daki E_ (t,) +%7zab (t,) terimleri belirlenir. Tiim

bu bilinen terimlerden dolay1 (C,), denkleminden u(t,) bulunur. Dolayisiyla o (t,)
ile O(t,) degiskenlerinin keyfi secimi altinda digerlerinin baslangig degerlerinin

belirlenmesi i¢in bag denklemleri yeterli olup fazladan bir kosula gereksinim

bulunmamaktadir.

Bir baska ornek olarak; u(t)), o, (t,) ve E, (to)-i-%ﬂ'ab (t,) biyikliklerini serbestge

segelim.  (C;),, den H_(t,)’1 bulabiliriz. Bu taktirde (C,),’dan q,(t,) elde
edilmektedir. Tiim bu bilinenler (C,), ya yerlestirilirse O(t,) bulunmus olur. Ote

yandan u,(t,) da (K,), dan bulunmus olacagindan sonugta  u(t,), o, (t,),
E. (to)-i-%ﬂ'ab (t,), Hp(t), a,(t,), 6(t,) ve u,(t,)) olmak iizere tiim bilinmeyenler

belirlenmis olur. Ancak o, (t,) "in verilmesinden dolay1, (C,)* =0 denklemi sanki q,

ve 6 arasinda yeni bir bag kosulu dayatiyormus gibi bir izlenim olusturabilir. Ancak bu

dogru degildir. Zira bag denklemleri arasindaki

o1 e
(CS) a Enaef D (Cl)f + Df (CS)af
bagintis1, eger (C;),(t,)=0 ve (C,),(t,)=0 saglandiginda (C,),(t,) 'in da Szdes

olarak sifira esit olacagi sdylenmektedir. O halde Bag kosullar arasinda bir uyumsuzluk

bulunmamaktadir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Tez’ imizin dayanagimi olusturan 1+3 Kovaryant ayrigim yontemi, madde dagiliminin
kozmolojik kapsamda bir akigkan gibi tasavvur edilmesi durumunda, gerek akiskanin
kinematik ve dinamik degiskenlerine fiziksel olarak berrak bir anlam yiiklemesi
bakimindan, gerek bir kovaryant se¢iminden, yani gozlemciden bagimsiz olmasi
bakimindan, ve gerekse de s6z konusu degiskenler arasindaki iliskiyi bir biitiin olarak
ortaya koymasi bakimindan son derece giiglii bir yontemdir. Diger bir 6nemli listiinliigii
de, herhangi bir gravitasyon teorisine kolayca uyarlanabilir olmasidir. Rolativist
Kozmoloji’ de, geometriden akigskanin dinamik o6zelliklerine gecis, EAD araciligiyla,
yani Rap Ricci Egrilik tansoriiniin Enerji-Momentum tansorii cinsinden cebirsel ifadesi
araciligiyla olmaktadir. Bu gecis, f(R)-gravite i¢in, Tez’ de gordiigiimiiz gibi, formel
olarak yine aymi sekilde olmustur. Su farkla ki, f(R)-gravite’ de bir efektif akiskan
tasavvur etmek zorunda kalimmustir. Einstein teorisinde R, dogrudan dogruya
akiskanin fiziksel dinamik degiskenlerine bagliyken, f(R)-gravite’ de dinamik
degiskenler efektif olarak yorumlandigindan yalnizca madde degiskenlerine degil, fakat
ayn1 zamanda akiskanin kinematik degiskenlerine de bagli olmaktadir.

Efektif akiskan yaklasiminin formel olarak pratik bir gereklilik payr olmakla birlikte,
gercek katkinin maddenin dinamik degiskenlerinden mi, yoksa dinamik degisken gibi
davranan kinematik katkilardan m1 kaynaklandigmi ayut etmek miimkiin
gorinmemektedir. Her ne kadar efektif akigkan yorumu tartismasiz degilse de,
Tezimizde gosterdigimiz gibi, Rolativist Kozmoloji’ nin evrim ve bag denklemlerinin
f(R)-gravite teorisine genellestirilmesini ¢ok biiylikk Ol¢lide kolaylastirmistir. f(R)-
gravite’ de evrim ve bag denklemlerinin tutarlilik ve uyumluluk analizini yalnizca
® =0 yani dénmesiz akigkan i¢in yaptik. Bu kisitlama, evrim denklemlerinden (E,)* y1

bir bag kosuluna doniistiirmiistii. Yukaridaki analizimiz, bu yeni bag kosuluyla eskilerin
tutarli oldugunu yani, bir (t,) baslangi¢ zamaninda saglanan baglarin, herhangi bir t
zamaninda da saglanacagini, baska bir deyisle tutarli bir bicimde evrimlesecegini
gosterdi. Ote yandan, yine bu yeni bag kosuluyla eskilerin uyumluluk i¢inde oldugu,

yani verilmis bir t; anindaki baglarmn, degiskenleri belirleme bakimindan yeterli

oldugu, ya da bagka bir deyisle, fazladan kosula gereksinim olmadig1 gosterildi.

Bu su anlama gelmektedir. f(R)-gravite ¢ercevesinde donmesiz modeller i¢in evrim ve
bag denklemleri tutarlidir yani boyle modeller vardir. Bu yontem, bdyle modellerin var
oldugunu ortaya koymaktadir, ama neler oldugunu séylememektedir. Bunun i¢in metrik
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realizasyon, yani metrigin insas1 gerekir ki bu, ¢ok daha basit U, =0, #=0,0,, =0

durumunda ve de Rolativist Kozmoloji ¢ergevesinde yeteri kadar uzun ve karmasik bir
problemdir [49]. O yiizden bu Tez kapsami ig¢inde donmesiz modellerin yalnizca
varligin1 gostermekle yetiniyor, neler oldugunu ise sonraki ¢alismalarimiza birakiyoruz.
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EK A

Bu boliimde bag denklemlerinin evrimini hesaplamak icin skaler, vektor ve tansorlerin
uzaysal tiirevleri ile zamansal tiirevleri arasindaki iligkileri @w=0 hali i¢in topluca
veriyoruz. Bunlar, kendi notasyonumuza ve isaret kabullerimize uyarlanmis olarak

Henk Van Elst [38] ve D. Sofuoglu’nun [48] ¢alismalarindan derlenmistir.

Uzaysal Tiirevlerin Kovaryant Zaman Tiirevleri

Bir skaler i¢in:

(D, #)'=D,p+0.4+u,u°D,p— 9 D¢ (A.1)

Bir uzaysal 3-vektor igin:

(D, X,)'=D,X, +u,h", X, —9°,D,X, —u, 9" X, +u D, X,

o f fve 1 f (A'Z)
+UU D, X =7 H X _E(Xa 0, —hy d; X7)
Bir uzaysal 2. mertebeden 3-tansor igin:
(Da Xbc).:DaXbc + l']ahebh chef - lgeaDeXbc _ublgfax fc
—u 8" X, +uu'D, X, +uu'D,X, +ul'D,X,
e 1 A.3
_nbefoaX C_E(Xacqb_hab qufc) ( )
f e l f
et H aX b _E(Xach_hac qf X b)
Uzaysal Tiirevlerin Kovaryant Komiitasyon Bagintilar:
Bir skaler igin:
(D,D, -DB,D,)¢=0 (A4)
(DzDa - DaD2)¢ = 3Rad (Dd¢) (A5)
(Dan Da - DbD2)¢ = 3Rbd (Dd¢) (A-G)

Bir Vektor i¢in (X,u* =0 , X, vektoriu® yadik)
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(Dan - DbDa)Xc = 3Rabcd X* (A-7)
(D*D, - D,D*)X, =R X" (A8)

Bir 2-Tansor igin ( T,u*=T,u* =0, T, tansori u®yadik)

T + Ry T™) (A.9)

abcm abdm

1
D[a Db]Tcd = E (SR

ve benzer sekilde

T o+ Ry T o+t R Ty ™+ R Ty ™)

abcm abdm abem " cd... abfm " cd...e

DDy T, =%(3R

[a™b] "cd...ef

(A.10)
Burada 3Rgpcq » gdzlemcinin anlik durgunluk uzayinin Riemann tansoriidiir ve Gauss
Denklemi ile tanimlanir:

3Rabcd = hmahnbhpchqd Rmnpq _(lgaclgbd _Igbclgad) (All)

Riemann egrilik tansoriiniin, Weyl tansoriinii iceren

1
Rabcd = Cabcd + E (gac Rbd ~Ga Rbc * Qpq Rac — Ope Rad)

- (A.12)
- (gacgbd - gad gbc)
6
ifadesi kullanilir ise
3 rs 1 1 2
Rabcd = "NavrTcas E”+ g (/l +A- 5 0 )(hachbd - had hbc)
+ % (hac”bd + hbd e — had Tlhe — hbcﬂad ) 0,0 (A13)

1 1 1 1
- 5 eo-ac hbd - E gabd hac + 5 eo-ad hbc T 0,40 T 5 aabc had

elde edilir. Ote yandan,

3-Ricci tansorii de, Gauss Denkleminin biiziilmesi ile
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3 _ Jhac
Rbd - h Rabcd

=h* [( Rabcd )L - (lgac‘gbd - '9bc‘9ad )]

=h",h% R, +u"u’h" h* R — (.4 —%"9y) (A.14)
ifade edilip 2. terimin hesabi yapilirsa
Ry = Eyg + W0 R+ Sh U"UPR, + 1 Rh,,
2 2 6 (A.15)

1 2 .
_(geabd +§02hbd —0,0)

bulunur.

Ote yandan, 7,,, psddo tansorii igeren ve islemler sirasinda kullanilan bagintilar

7°*D,D,¢=0 (A.16)
et DD’ X, :%naef 3Refbdxd (A.17)
ﬁabc = 3u[a77bc]ud = (uanbcd + ubﬂcad + ucnabd )ud (A18)

dir.

Bunlara ek olarak, Henk Van Elst’ ten alinan 6zdeslikler [38] asagida listelenmistir:

V,, W, birer uzaysal vektor ve A, de uzaysal tansor olmak iizere,

0=7""A, V. W —7"*A, W. V' - A% 7™ VW, (A.19)
0=V 5" (D\V,) +1*"V,(D,V">) -V, (D"V,) (A.20)
0=7n""A"(DV,) —1" A" (D)~ A%, 7™ (DV,) (A.21)
0=7"V,(D,A")-2V,7**(D,A")) (A.22)

dir.
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