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Bu calismada once kesirli dereceden diferansiyel hesap teknigi ele alindi; bu
teknigin tanimlar1 ve c¢ikis noktalar1 ayrintili bir sekilde incelendikten sonra
ozellikleri ve ¢oziim yontemleri verildi.

Bu hesap teknigi kullanilarak, Ising modelinden elde edilen kesirli master
denkleminin bir ¢oziimii ortaya kondu ve Dielektrik durulma siireclerine uygulandi.
Kesirli master denkleminin ¢oziimiinden Cole-Cole dagilim bagintis1 ile KWW ve
Cebirsel bozunum durulma fonksiyonlar: elde edildi. Elde edilen bu sonuglar Ising
modelinin analizinden elde edilen daha 6nceki dagilim (dispersiyon) bagintilariyla
karsilastirildi. Kesirli master denkleminden elde edilen sonuclarin daha kapsamli

oldugu goriildii.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Diferansiyel, Dielektrik Durulma, Ising modeli
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In this study at first fractional order differential calculus technique has been
considered; then descriptions and origins of this technique have been examined in
detail, the properties and the methods of the solution are given.

By using this technique, a solution of the fractional master equation obtained
from the Ising model has been produced, and this solution is applied to the dielectric
relaxation process. From the solution of the fractional master equation we have
obtained the Cole-Cole dispersion relation, KWW and algebraic decay relaxation
functions. Then these solutions have been compared with the ones obtained from the
analysis of the Ising model. As a result, it is shown that the solutions obtained from
the present fractional master equation are more general than the solutions from the

Ising model.
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TESEKKUR

Kesirli diferansiyel hesap teknigi, fiziksel olaylar1 aciklamak i¢in yapilan
matematiksel yaklasimlara yeni bir boyut kazandirmasinin yam sira, fiziksel
olaylarin yorumlarina da katkida bulunmustur. Bu makalede kesirli hesap tekniginin
dielektrik durulmaya bir uygulamas: yapilmustir. Oncelikle yiiksek lisans ¢calismamda
bana yakin ilgi ve destek veren danisman hocam Prof. Dr. Siilleyman Bozdemir’e
tesekkiir ederim. Ayrica bu tez calismasinda bana yardimci olan ve yetismemde
emegi gecen Fizik Bolimii’'niin tiim ogretim {iyelerine ve bu caligmay1 destekleyen

Cukurova Universitesi Rektorliigii’ne de tesekkiirlerimi sunmayi bir borg bilirim.
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1. GIRIS Muhammet Serdar CAVUS

1. GIRIS

1.1. iletkenler, Yalitkanlar ve Dielektrikler

Maddelerin dielektrik o6zelliklerinin sistemli bir sekilde incelenmesi
1870’lerden sonra yogunluk kazanmustir. Dielektrik bilimi, dielektriklerin
kutuplanma ve onun durulma mekanizmasini mikroskobik diizeyde, ozellikle
zamanla degisen elektrik alan altindaki davramisimi inceler (Bottcher C.J.F.,
Bordevijk P., 1978).

Yiyecek bilimi, kimya, biyoloji, tip, ila¢ arastirmalari, nano teknoloji, askeri
savunma, elektronik, malzeme bilimi, tarim vs. alanlarinda, incelenen malzemenin
yapisal Ozelliklerinin anlagilmasinda dielektrik Olctimler yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Maddelerin dielektrik 6zellikleri nem orani, kimyasal yogunluk,
biyokiitle, hacim yogunlugu, kusurlar, kimyasal reaksiyonlar, mekanik gerilme ve
diger fiziksel ozellikleriyle iligkilidir (Agilent Technologies, 2005).

Genel olarak maddeleri iletkenler ve yalitkanlar olmak {iizere iki sinifa
ayirabiliriz. Iletkenler, iclerinde elektrik akimimin olusmasim saglayan ¢ok sayida
serbest yiik tastyicilari bulunduran malzemelerdir. Cogunlukla elektronlar olarak
nitelendirebilecegimiz bu serbest yiik tasiyicilari, iletken materyal icerisinde bir
elektrik alan etkisi altinda her yonde kolayca hareket edebilirler. Hareketleri
siiresince diger yiik tasiyicilar1 ya da kusurlar gibi faktorlerle etkilesim igindedirler
(Bottcher C.J.F., Bordevijk P., 1978).

Elektriksel yalitkanlikla ilgili ¢calismalar yalitkanlar ve dielektrikler seklinde
iki sinifa ayrilmistir. Yalitkanlar olarak nitelendirilen malzemeler miimkiin olan en
diisiik elektriksel iletkenlige ve yiiksek elektrik alan icinde meydana gelebilecek
bozulmalara kars1 en yiiksek dirence sahip olacak sekilde ele alinir. Bunun yani sira
uzun Omiir, diisiik maliyet, yiiksek sicaklifa dayanabilirlik gibi 6zelliklerinin de
olmas1 istenir. Bundan anlasilacagi iizere yalitkan bir malzemenin ele aliminda
malzemenin i¢ fiziksel Ozellikleri pek dikkate alinmaz, daha ¢ok kullamim alanina
yonelik bir dizi 6zellikleri incelenir. Dielektrik ile ilgili caligmalar ise yalitkanlar1 da

icerisine alan daha genel ve temel yapidadir. Dielektrik olaylar yukarida da soziinii
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ettigimiz gibi, ozellikle zamanla degisen elektrik alani altinda dielektrik materyalin
kutuplanma ve durulma siirecinin mikroskobik mekanizmasinin anlasilmasi iizerine
kuruludur

Yalitkanlar, metaller ve yar1 iletkenlerden farkli olarak kendine has 6zeliklere
sahiptir ve bu oOzellikleri bant teorisiyle acgiklanabilmektedir. Bu teoriye gore
farklilik, yalitkanlarin, yari iletken ve metallerin valans bantlar ile iletkenlik
bantlarinin  birbirine gore wuzaklik farklarindan, yani yasaklanmis bolgenin
genisliginden ve bu seviyeler arasindaki Fermi seviyesinin konumundan
kaynaklanmaktadir.

Dielektrik malzemeler, icindeki yiiklii pargaciklarin onu olusturan atomlara
ve molekiillere siki1 sikiya bagli oldugu, elektrik akimini olusturabilecek serbest yiik
tasiyicilar1 olmayan materyallerdir. Genel olarak siddetli elektrik alan1 etkisi altinda
dielektrik materyal igerisinde belirli bir kutuplanma gozlenebilir. Dielektrik bir
ortam1 olusturan yapilar molekiiller, atomik cekirdekler ve elektronlardir. Bu yiiklii
parcaciklar bir dis elektrik alan etkisi altinda kaldiklarinda denge konumlarindan bir
miktar ayrilirlar fakat soziinii ettigimiz bu yapilar birbirinden tamamen kopup
bagimsiz olarak hareket etmezler. Elektrik alan, dielektrik malzemeyi bu sekilde bir
miktar kutuplar; pozitif ve negatif yiikler, elektrik alanin yoniine gore birbirlerine zit
yonde hareket ederler ve materyal kutuplanmis olur. Kutuplanma, dis elektrik
alaninin siddetinin materyal icinde zayiflamasina neden olur. Bir dis elektrik alam
etkisiyle kutuplanmaya zorlanan yiikler, elektrik alanin ortamdan kaldirilmasi
durumunda zamanla eski denge konumlarina geri donerler. Buna dielektrik durulma
denir ve bu durulma esnasinda materyal i¢inde ¢ok az bir miktarda elektrik akimi
meydana gelir. Tipik bir dielektrikte iletkenlik iyi bir iletkenden 10* kez daha
kiiciiktiir ve bu derece bir iletkenlik ihmal edilebilir (Béttcher C.J.F., Bordevijk P.,
1978).

Dielektrikler elektrigi iletmedigi ic¢in yalitict malzeme olarak bir
kondansatoriin  levhalar1 arasina, kondansatoriin kapasitesini arttirmak iizere
yerlestirilebilir. Bu 0©zellik dielektrik maddeyi olusturan atom ve molekiillerin
elektrik alan etkisiyle negatif yilk merkezleri ile pozitif yiik merkezlerinin

birbirlerine gore ayrilmasi sonucu olusan kutuplanmadan kaynaklanmaktadir.
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1.2. Dipol

Dielektrik icindeki atom veya molekiillerin pozitif yiik merkezleri ile negatif
yiik merkezlerinin birbirinden ayrilmasi bir dipolii olusturur. Tanim olarak aralarinda
[ uzaklig1 olan esit biiylikliikteki fakat zit isaretli iki noktasal yiikiin olusturdugu

sisteme dipol denir. Bu noktasal yiikler e ve —e ise dipol moment;

p=l (1.1)

seklinde verilir.

Dielektrik maddeler polar ve polar olmayan olmak iizere kabaca iki sinifa
ayrilabilir. Bu iki sinif maddede kutuplanma mekanizmalar1 birbirinden farkliliklar
gosterir. Bunlardan, polar olmayan ortamlardaki kutuplanma, daha ¢ok dis bir etki
altinda olusan dipol momentlerin meydana getirdigi kutuplanmadir: Dielektrik
madde lizerinde herhangi bir dis etki yok ise, negatif ve pozitif yilk merkezlerinin
hemen hemen cakisik olmasi nedeniyle dipol momentler olusmaz. Soygazlar buna iyi
bir ornektir. Ancak, tek tip soygaz atomlarim1 bir araya getirerek bir kristal
olusturmak i¢in atomlar sikica paketlendiklerinde aralarinda olusan Van der Waals
bag kuvvetinin dipol etkilesmelerine bagli olmasi, bu tiir maddelerin de anlik olarak

dipol momentlere sahip oldugunu gostermektedir.

Dis bir elektrik alan etkisi sonucu pozitif ve negatif yiik merkezleri bir
birlerinden bir miktar ayrilarak dipol momentler olustururlar. Bu kutuplanma dig

alanin siddetiyle dogru orantilidir (Ufuktepe Y., Bozdemir S., 1997, )

Icerisinde 1s1sal uyarilmadan dolay1 rasgele dagilmis pozitif ve negatif yiik
merkezlerinin ¢akigik olmamasi nedeniyle dogrudan dipol moment dagilimina sahip
olan maddelere ise polar maddeler denir. Polar dielektrikler bir elektrik alan icine
konuldugunda icerisinde rasgele yonelmis olan dipoller elektrik alan yoniine paralel
olmaya calisirlar ve boylelikle dielektrikte net bir kutuplanma meydana gelir. Bu tiir

maddelere HCI, H,O, HBr, NH3, MgCl, vb. 6rnek olarak verilebilir.
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Sekil.1.1. Su molekiiliiniin dipol momenti

1.3. Kutuplanma Cesitleri

Daha once dielektrik maddeleri polar ve polar olmayanlar olarak iki kisma
ayirmistik ve bunlar hakkinda bazi genel bilgiler vermistik. Polar ve polar olmayan
dielektriklerin bir diger farkli o6zellikleri ise bu maddelerin kutuplanma
mekanizmalarinin birbirinden farkli olusudur. Bu kisimda kutuplanma mekanizmalari

hakkinda bazi temel bilgiler verilecektir.

Dielektriklerde temel olarak elektronik, atomik, iyonik, yonelme ve arayiizey

kutuplanmas1 olmak iizere bes ¢esit kutuplanma meydana gelmektedir.

1.3.1. Elektronik Kutuplanma

Bir elektrik alan etkisinde olan tiim atomlarda ve iyonlarda bu tiir bir
kutuplanma meydana gelir. Elektronik kutuplanma, bir atomdaki elektronlarin
olusturdugu negatif yiiklerin dagilim merkezinin, ¢ekirdegin yiik merkezine gore dis
elektrik alan etkisiyle atomik oOlgcekte kaymasi sonucu gerceklesir. Polar olmayan
dielektriklerde elektronik kutuplanma olusur ve bu maddelerin optik kirilma

indislerinin karesi dielektrik sabitine esittir:

n- =&
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Buna Maxwell bagmtisi denmektedir. Fiziksel ag¢iklamasini yapacak olursak:
Elektromanyetik dalganin elektrik vektorii madde icindeki yiiklere bir kuvvet uygular
ve bu kuvvet yiiklerin baglangictaki konumlarinin degismesine sebep olur. Sonugta bir
dipol meydana gelir. Elektronlarin baglanma kuvvetlerine gore kutuplanmanin
derecesi de degisecektir. Elektronik kutuplanma yaklasik 10"°-10"® Hz frekansta
gerceklesmektedir.

Once Sonra

Elektrik Alan

v

Sekil.1.2. Elektronik kutuplanma

Elektrik alanin siirekli de8ismesi durumunda, elektronlar bu degisime tepki
verebildigi siirece ya da degisimi izleyebildigi siirece elektrik dipol momentleri
olusacaktir. Ornegin agir iyonlar elektromanyetik alami kizilotesi bolgeye kadar
izleyebildiklerinden goriiniir bolgede kutuplanmaya ¢ok az katkida bulunurlar. Oysaki
elektronlar bu bolgede de tepki verebildiklerinden bir elektronik kutuplanma
olustururlar. Degisen elektrik alan altinda siirekli yon degistiren bu dipoller
uyarildiklar frekans ile 1s1ma yaparlar. Bu yiiklerin varlig1 ve elektromanyetik alan ile
etkilesimi herhangi kayda deger bir enerji kaybina neden olmaz, yalnizca gegisini
geciktirir. Bu materyal, elektromanyetik dalganin hizin1 azaltarak, kendi i¢indeki
dalganin hizinin bosluktakine orani seklinde bilinen bir kirilma indisine sahip olur. Bu

noktada optiksel kirilma indisi elektronik kutuplanmadan tiiremektedir.

Kutuplanmayan yiikler iceren ortamlarda ise £ =1 ‘dir ve boylece n=1 oldugu

goriiliir. Daha biiyiik kiitleli atomlar daha fazla sayida elektron icereceginden, yogun



1. GIRIS Muhammet Serdar CAVUS

ortamlar az yogun ortamlara gore birim hacminde daha fazla yiikk bulunduracaktir.

Yogunluktaki bu degisim 15181n kirilmasina neden olmaktadir.

1.3.2. Atomik Kutuplanma

Elektronik ve atomik kutuplanmalarin her ikisinde de yiikler, dis alan etkisiyle
birbirlerine gore konum degistirirler ve bu nedenle bu tiir kutuplanmalara uyarilmig
(induced) kutuplanma denmektedir. Bir dis elektrik alan altinda yiiklii atomlarin veya
atom guruplarinin birbirine gore yer degistirmeleri bir etkilesmeli dipol moment

yaratir; bu, dielektrigin atomik kutuplanmasidir (Chunxiang Zhu).

Elektronik ve atomik kutuplanmanin her ikisine birden deformasyon
kutuplanma da denir. Bu iki kutuplanma tiiri de, aym sekilde, bir dis elektrik alan
altinda yiiklii parcaciklarin (elektronlar ve atomlar) yer degistirmesine iliskindir.

Atomik kutuplanma yaklagik 10"-10" Hz araliginda gerceklesmektedir.

Sekil 1.3. Atomik Kutuplanma
1.3.3. iyonik Kutuplanma

Bir dis elektrik alan altinda kristal icindeki anyon ve katyonlarin dogal
konumlarina gore goreceli olarak yer degistirmesi iyonik kutuplanma olarak

tanimlanir. Bu kutuplanma sonrasinda net bir dipol moment olusur.

Iyonlar elektronlara gore daha agir olduklarindan iyonik kutuplanma siiresi
yaklagik 10"-10"* s arasindadir (infra-red frekansi). Bu kutuplanmanin varliginda
Maxwell iliskisi gecerli degildir ve bagil dielektrik katsayis1 optik kirilma indisinden
her zaman biiyiik olacaktir. Iyonik kutuplanma genel olarak iyonik materyallerde

olusur (Bottcher C.J.F., Bordevijk P., 1978, Chunxiang. Zhu, Feldman Y).
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Sekil 1.4. lIyonik kutuplanma (NaCl -Sodyum Kloriir)

1.3.4. Yonelme Kutuplanmasi

Yonelme kutuplanmasi, dis bir elektrik alan etkisi olmadan da elektik dipol
momentleri igeren, polar maddeler olarak adlandirilan dielektriklerde olusur. Bazi
dielektriklerde dort kutuplu (kuardropol) , sekiz kutuplu (oktupol) vb. ¢ok kutuplar
bulunabilmektedir, fakat bunlarin kutuplanmaya katkis1 oldukca azdir. Boyle elektrik
momentlerine bir dis elektrik alan bir tork uygulayarak onlar1 kendisiyle aym
yonelime zorlayacaktir ve bunun sonucunda yonelim kutuplanmasi olusacaktir. Dipol
kutuplanmada sicaklik etkileri de g6z oniinde tutulmalidir. Y6nelim kutuplanmasinda
dipol momente sahip molekiillerin bir dis alan uygulanmadan onceki durumuna
yeniden ge¢mesi icin molekiillerin biiyiikliikleri ve ortamin viskozlar1 ile dogru
orantil1 bir zamana gereksinim vardir.

Elektronik, atomik ve iyonik kutuplanmalarin ortak yonii, her bir kutuplanma
siirecinde  yiliklerin ~ donmeyip, birbirlerinden uzaklasmalaridir.  YOnelme
kutuplanmasinda ise kalici dipoller, dis alan etkisiyle donmeye zorlanirlar. Yonelme
kutuplanmasi 10*-10° Hz araliginda gozlenir (Ufuktepe Y. Bozdemir S., 1997,
Feldman Y).
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Sekil.1.5. Yonelme kutuplanmasi

1.3.5. Arayiizey (Interfacial) ya da Uzay Yiik (Space Charge) kutuplanmasi

Elektronik, atomik ve yonelme kutuplanmalarinda atom ve molekiiller,
cevrelerinin kutuplanmasiyla degisiklige ugrayan, temelde ise uygulanan dis alan1 da
iceren bir yerel alan etkisi altinda kaldiklar1 varsayilir. Burada genelde homojen
maddeler ele alinmaktadir.

Araylizey kutuplanmasi genel olarak elektriksel acidan heterojen
materyallerde gozlenir. Bunlar daha ¢ok saf materyallerin karisimlarindan ortaya
cikan maddelerdir. Daha Once soziinii ettigimiz kutuplanmalardan farkli olarak
arayiizey kutuplanmasi hareketli yiiklii parcaciklarin bir dis elektrik alan altinda
arayiizeylerde toplanmasiyla meydana gelmektedir. Buna ayni zamanda uzay yiikii
(space charge) kutuplanmasi ad1 da verilmektedir.

Ornegin polikristal materyallerde birlesme yiizeylerinde serbest yiikler
birikebilirler. Bu da kristalin arayiizey kutuplanmasini dogurur. Bu birikmis
yiiklerden dogan kutuplanma diger kutuplanmalara bir katki saglar.

Arayiizey kutuplanmasi iizerine temel diisiince, kristaller arasi ayiric1 yiizeylerle

baglantihidir. Bu yiizeyler serbest yiiklerin bir kristalden digerine hareketini
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dokusunun yiizey katmaninin oksidasyon ile kaplanmasindan kaynaklanabilir. Bu
konuda calisanlardan bir kismi arayiizey kutuplanmasinin nedeninin gercek tek bir
kristaldeki kusurlar (bosluklar, safsizliklar, ¢atlaklar, vb.) tizerinde bosluk yiiklerinin
birikimi oldugunu soylemislerdir (Kosal M. 2001). Bu kutuplanma mekanizmasi
diisik ve orta diizeyde frekanslardaki dielektrik yapilarin tasariminda biiyiik rol
oynamaktadir. Arayiizey kutuplanmasi 107°-10° Hz araliginda ortaya cikmaktadir.

Bu kutuplanma tiiriine 6rnek olarak Pb(Zr, 5, Ti, ,4)O;, SrTiOs, La  ,Sr, ,Ga, Mg, ,0

0.9770.1 3

vb. verilebilir

O@C ) D/

f )(/ =

Sekil 1.6. Araylizey — Uzay Yiik kutuplanmasi

Yukarida kisaca tanimlarini verdigimiz kutuplanma tiirlerine iliskin birkag

ornek asagida verilmistir (NC State University):

Cizelge 1.1. Bazi materyallerin kutuplanma tiirleri ve statik £, katsayilar

ORNEK KUTUPLANMA STATIK &,

Ar gaz Elektronik 1.0005 Gazlarda kiiciik N

Ar s1v1 (T<87.3 K) Elektronik 1.53 Van der Vals bag

Si crastal Elektronik 11.9 Kovalent kat1

NaCl kristal Iyonik 5.90 Iyonik kristal kat:

CsCl kristal Iyonik 7.20 Iyonik kristal kat:

Su Yonelme 80 Dipolar siv1

Nitrometan (27 °C) Yonelme 34 Dipolar siv1

PVC (plyvinyl Yonelme 7 Kati iginde? klgmen
chloride) engellenmis dipola
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1.4. Dielektrik Sabiti ve Kutuplanabilirlik

Elektrik alanin dielektrik maddeler iizerindeki etkileri dielektrik sabiti,
duygunluk, kutuplanabilirlik ve elektriksel kutuplanma gibi kavramlarla tanimlanir.
Dielektrik sabiti, bir malzemenin elektriksel acidan ne kadar yalitkan oldugunu bir
derecesidir. Sabit bir potansiyel altinda yiiklenen bir kondansatoriin levhalar1 arasina
bir dielektrik madde yerlestirildiginde potansiyel farkinin diistiigii gozlenir ¢iinkii
dielektrik maddenin kutuplanmasi sonucunda olusan kutuplanma alani, dis alana zit
yonde oldugu icin onu zayiflatacaktir. Bosluktaki kondansatoriin alaninin dielektrik
ortamdaki Olciilen i¢ alana oram veya bosluktaki potansiyel farkinin maddesel
ortamin bulundugu haldeki potansiyel farkina orani o maddenin dielektrik sabiti
olarak adlandirilir. Bu tanim bagka bir bicimde, boslukta iki elektriksel yiik
arasindaki elektrostatik kuvvetin aymi yiiklerin maddesel bir ortamda iken

aralarindaki elektrostatik kuvvete orani olarak da verilebilir.

Dielektrik ortamin kutuplanmasi o ortama etki eden elektrik alan nedeniyle
gerceklesmektedir. Bununla birlikte kutuplanma derecesi sadece elektrik alan
siddetine de bagli degildir. Ortami1 olusturan molekiillerin 6zellikleri de bir etkendir.
Eger ortam1 olusturan dielektrik madde izotropik ise kutuplanma, ona neden olan

elektrik alaniyla orantili olacaktir. Bu durumda kutuplanma

P=¢4E (1.2)

ile verilir. Burada y dielektrik duygunluk olarak adlandirilir ve boyutsuz bir
niceliktir. Makroskobik E alani ile P polarizisyonu arasindaki baglanti y katsayisi

ile saglanir.

Elektrostatik bir ortam i¢in

D=¢E+P (1.4)

10
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esitligi gecerlidir. Burada D ‘ye elektrik 6teleme vektoril veya elektrik aki yogunlugu

denir. D ‘nin kaynag serbest yiiklerdir ve (1.2) denkleminin yardimiyla

D=¢¢,E (1.5)

bagintisi elde edilir. Burada 1+ ¥ = £, alinmistir. Burada &, boyutsuz bir niceliktir
ve dielektrik katsayis1 adin1 alir. € £, = £ secildigi taktirde yerdegistirme vektorii ve

elektrik alan arasindaki baginti

D=¢E (1.6)

ile verilir. Burada ¢, dielektrik sabiti (permittivity) olarak adlandirilir.
Izotropik ya da kiibik yapidaki bir ortamin bosluga gore dielektrik sabiti &,

ise makroskobik E alani cinsinden

g,E+P
Sr = =
eE

1+y (1.3)

seklinde tanimlanir.
1.5. Vakum Ortamdaki ve Maddesel Ortamdaki Maxwell Denklemleri

Vakum ortamda p yik yogunlugu ve J akim yogunlugu icin yiik
korunumunu ifade eden siireklilik denklemi

divJ+d—'0=O (1.7)
dt

Faraday-Maxwell denklemi

11



1. GIRIS Muhammet Serdar CAVUS
curlEz—a—B (1.8)
ot
divB =0 (1.9)
Amper-Maxwell denklemi
icurleean—E+J (1.10)
Hy ot
Gauss yasast
divE=2 (1.11)
80

ifadelerinin hepsine birden Maxwell denklemleri denir. Maddesel ortamda bu

ifadeler biraz degismektedir. Maxwell, E ve B alan vektorlerine ek olarak maddesel

ortamin elektromanyetik 6zelliklerini tanimlamay1 kolaylastiran D ve H seklinde iki

vektor daha tantmlamistir. Vakum bir ortamda bu vektorler arasindaki bagintilar

D=¢,E
H =LB
Hy

(1.12)

(1.13)

seklindedir. Buna gore Gauss yasasi ve Ampere-Maxwell denklemleri

divD = p

curlH = a—D+J
ot

(1.14)

(1.15)
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olur. Burada %—D ye yerdegistirme akimi denir ve D, MKS birim sisteminde
t

coulomb/m’ ile verilir. H ‘ye manyetik alan siddeti denir ve birimi A/m ile
verilmektedir. B ise manyetik alan vektoriidiir (manyetik indiiksiyon veya manyetik

aki yogunlugu vektorii de denir). Birimi Weber/m?” = Tesla ‘dir.

Vakum ortam i¢in elektrik alandan dolay1 meydana gelen enerji yogunlugu
1 1 2
u= EDE veya u = EgoE (1.16)

seklinde ifade edilir.

Buraya kadar olan tartismanin biiyiik bir kismi kaynaklari, olmasi istendigi
gibi tanimlanmig yiik ve akimlardan olusan vakum ortamlardaki alanlarla ilgiliydi.
Maddesel ortamlar elektromanyetik kuvvetlerin etkin oldugu temel yiiklii
parcaciklarin bir araya gelerek olusturdugu ortamlardir. Yani ortamin kendisi zaten
elektromanyetik  kuvvetlerin etkisiyle yapilanmis ve olugsmustur. Maddesel
ortamlardaki bu temel parcaciklarin cogunlugu atom ve molekiilleri olusturmak iizere
belli guruplar halinde bir araya gelmislerdir. Digerleri ise belli gruplara bagli olmayip
maddesel ortam icinde, iletkenlerde oldugu gibi, serbestce hareket edebilmektedir. Bu
yiizden elektromanyetik kuvvetin etkisinde kalacak olan bu yiikleri bagli yiikler ve
serbest yiikler seklinde ayirmak cok dogru olacaktir. Buna gore (1.8-1.11) esitlikleri
ile verilen Maxwell denklemlerini maddesel ortamlara uyguladigimiz zaman buradaki

p ve J maddesel ortamin kendisini olusturan temel yiiklii parcaciklar da dahil olmak

tizere tiim yilk ve akim yogunluklarini i¢ine alir. Bagh yiik ve akim yogunluklarini

Pys J, ve serbest yik ve akim yogunluklarint da p,, J, ile gosterelim. Bunlara

gore Maxwell denklemleri

curlE :_B_B (1.17)
ot

divB =0 (1.18)

13
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1 oE
—curlB=¢,—+J,+J 1.19
u cur 0, b ; ( )
EIVE = p, + p; (1.20)

seklinde olacaktir. Normal bir iletken i¢in akim yogunlugu serbest elektronlarin
olusturdugu J, akim yogunlugudur ve deneylerden J, = oE oldugu bilinmektedir.

Dielektrik ve magnetik bir ortam i¢in p, ve J, ile E ve B arasindaki iliski bu

sekilde dogrudan degildir. Bu iliski D ve H gibi vektorlerle saglanmaktadir. Bagh
yiik ve akim yogunlugu, polarizasyon P ve magnetizasyon M cinsinden

p, =—divP ve J, :%—I;+curlM (1.21)

seklinde ifade edilir. Bunlara gore Maxwell denklemleri;

LcurlB :808—E+8—P+curlM +J, (1.22)

7N Jar ot :

&,divE =—divP + p, (1.24)
1 d

curl(—B-M)=—(,E+P)+J, (1.25)
o ot

div(e,E+P)=p, (1.26)

Burada H = LB —M ve D=¢)E +P seklinde tamimlarsak Maxwell denklemleri
Ho

curlH = aa—D +J, ve divD = p, seklinde olur. Ayrica maddesel ortamlarin homojen
t

ve lineer 6zelliklerine bagh olarak D ve H vektorlerini dielektrik gecirgenlik £ ve

magnetik gecirgenlik 4 cinsinden;

D=¢E (1.27)

14
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g=lpg (1.28)

seklinde yazariz.

1.6. Zamana Bagh Alanlarda Lineer Dielektrikler

Statik durumlarda, yani zamandan bagimsiz elektrik alanin neden oldugu
kutuplanma elektrik alan siddetiyle orantili ve denge halindedir. Dinamik durumda
ise elektrik alan zamanla degismektedir ve kutuplanma da elektrik alan siddetiyle bir
denge icinde olmak zorunda degildir. Dinamik durumda, elektrik alan siddeti
zamanla degistigi i¢in bu degisen alanin neden oldugu kutuplanma da degisir.

Mikroskobik parcaciklar (molekiiller, iyonlar, atomlar ve elektronlar)
kutuplanmanin belli bir degerine ulasmak icin 10 s veya daha az olan karakteristik
bir zamana ihtiyac duyarlar. Sayet elektrik alan siddeti hissedilir bir sekilde
periyodik olarak degisirse madde i¢indeki mikroskobik parcaciklar bu degisime
uygun bir kutuplanma gergeklestiremeyebilir. Yani elektrik alan siddetinin degisim
hizina yetisemeyen bir kutuplanma meydana gelir. Bu durumda kutuplanma, elektrik
alanin degisimiyle aym1 anda gerceklesemez, bir gecikme gozlenir. Bu durum
‘mikroskobik parcaciklarin elektrik alan degisimine olan tepkisi bir zaman
gecikmesiyle olur’ seklinde ifade edilebilir.

Elektrik alan siddetinin zamanla degisimi mikroskobik parcaciklarin
kutuplanmasiyla karsilastirildiginda yeterince yavassa bu durumda kutuplanmayla
elektrik alan siddeti bir uyum icinde olur. Bu duruma yari-statik durum denir ve E(¢)

ile orantil1 bir P(¢) kutuplanmas goriiliir. Lineer ve izotropik bir dielektrik icin

P(t)=€e,7E(t) ve D(t) = e E(1) (1.29)

yazabiliriz. Statik durum i¢in gecerli olan bagintilar yari-statik durum ic¢in de
gecerlidir. izotropik bir ortam ile, kendi icerisinde lineer olan yani malzeme iizerinde
herhangi bir noktanin diger noktalardan bir farka sahip olmamasi, bir baksa deyisle

malzeme iizerinde yapilan bir Ol¢iimiin malzemenin yOniinden veya herhangi bir

15
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noktasindan bagimsiz olmasini kastediyoruz. Amorf katilar, polarizasyon teorisinde
izotropik bir ortam teskil ederler. Lineer kristal yapiya sahip olmayan bu maddeler,
elektrik alanin uygulanma yoOniinden bagimsiz olarak her noktasinda yonden
bagimsiz 6zdes kutuplanmalar gosterirler.

Dinamik durum i¢in en kolayi elektrik alanin harmonik olarak ele alinmasidir.

Bu halde zamana bagh elektrik alan

E(t) =E° cos ax (1.30)

ile verilir. Burada E° genliktir ve @ da siniizoidal degisimin acisal frekansidir. Eger
sinlizoidal elektik alanin frekansi cok yiiksek ise mikroskobik parcaciklar bu
degisime ayn1 anda (es zamanli olarak) bir tepki veremezler. Yari-statik durumda da
aynist soz konusudur. Lineer, izotropik bir madde icin yer degistirme vektorii D,
elektrik alanla & faz farkiyla bir tepki icindedir. Yani yer degistirmedeki gecikme

0 faz farkiyla olmaktadir. Bunu

D(?) = D’ cos(ax — &) (1.31)

seklinde ifade ederiz. Buradan

D(7) =D cos O cos ax + D" sin S sin ax (1.33)

elde edilir. (1.31) denklemi, frekansin yeterince kiiciik olmasi durumunda & sifir
olur ve statik durumu karsilar.

Elektrik alanin frekansi degistigi zaman ¢ faz farki da frekansa bagl olarak
degisecektir. Eger frekans yeterince diisiik ise ¢ sifir olacak ve durgun veya yari

durgun sartlara ulagacaktir.

D = D, cosdcosax + D, sin O sin ax (1.34)

D = D, cosax + D, sin ax (1.35)

16
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£'(w) = % = (D,/E,)cos 8 (1.36)

0

£(w) = % = (D,/E,)sin & (1.37)

0

Boylece periyodik bir alan icin D ile E arasindaki iligki genlik ve faz farki yerine

£ (w) ve & (w) gibi frekansa bagh dielektrik sabitleri cinsinden yazilir. (1.33)

denklemi daha kapal1 bir bi¢imde

D(t) = € (w)E° cos ax + £”(w)E’ sin ax (1.38)

seklinde yazilabilir.

Frekansin sifir olmasi durumunda (1.38) denklemi statik duruma indirgenir ve
burada &’ (0) =& statik durumdaki dielektrik sabitine karsilik gelir. Buradan, £ (@)
‘nin siniizoidal bir alan etkisindeki bir malzemede bir genellestirilmis dielektrik
sabiti oldugunu soyleyebiliriz. Boylece & (@), “frekansa bagl dielektrik sabiti”
olarak adlandirilir.

D(t) yi belirleyen diger bir parametre ise €” (@) dir. Bu parametre E(f) ye
gore 7z /2 lik faz farkina sahip olan D(t) nin diger bileseninin genliginin bir dl¢iisiidiir
ve “kayip faktorii® olarak adlandirilir. Frekansa bagh olan & (@) ve &”(w),
dielektrik sabit ve kayip faktorii uygun deneylerle frekansin fonksiyonu olarak
hesaplanabilirler. Diisiik frekanslarda £’ ( @) ifadesi statik durumdaki & a esittir, bu
halde £”(w) sifir olmaktadir. Frekans yiikselirken &' (@) azalir fakat £€” (@) ise

artar.

17
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£ Dipolar
DERO0 T @
PHDOS

Atomic Electronic

Space charge
polarization

MW IR v UV

Sekil 1.7. Yogun fazdaki polar bilesikler i¢in frekansa baglh dielektrik sabitinin
dagilimi ve kayip pikleri

g ileg” ‘nin frekansa gore degisimleri arasinda ters bir iliski vardir: £ niin
azaldig1 noktalarda £” artmakta ve Sekil 1. ‘den de goriildiigii gibi pikler birbirine
zit yonde olmaktadir.

Deneysel gercekler bize kutuplanmalarin arayiizey, yonelim (oriantation),
iyonik, atomik ve elektronik olmak {izere bes kisimda gerceklestigini gostermektedir.
Kutuplanmalar molekiillerin, iyonlarin, atomlarin ve de elektronlarin bir dis elektrik
alan etkisiyle hareketlerinden olusmaktadir

Bu bes kisim kutuplanmanin her biri farkli karakteristik zamanlara sahiptirler.
Bu, Sekil 1.7 ‘den kolayca goriilmektedir. ilk olarak 107-10° Hz arahginda arayiizey
kutuplanmalari, 10*-10° Hz araliginda yonelme kutuplanmalari, 10'%10" Hz
araliginda iyonik kutuplanma, 10'*-10" Hz atomik ve yukari frekanslarda ise

elektronik kutuplanma gozlenmektedir.

18
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kutuplanmalari, 10*-10° Hz araliginda yonelme kutuplanmalari, 10210 Hz
araliginda iyonik kutuplanma, 10'*-10" Hz atomik ve yukar frekanslarda ise
elektronik kutuplanma gozlenmektedir.

Bu kutuplanma siirecleri her frekansta {ist iiste binerek bir tepki
olusturmazlar, yani molekiiler diizeyde bir tepkiyle karsilasildiktan sonra elektrik
alanin frekansi daha da arttirilirsa elektrik alanin bu artan frekansina karsi molekiiller
bir tepki vermekte gecikirler. Frekans daha da arttiginda molekiiller hi¢ tepki
veremez hale gelirler. Molekiiler diizeyden atomik diizeye gecildiginde yalnizca
atomlar ve elektronlar bu yiiksek frekansa bir cevap ya da bir tepki verebilirler.
Atomik frekans asilinca atomlar da molekiiller gibi bu yiiksek frekansa tepki
veremezler. Dis alanin frekansi elektronun frekansi yakinlarinda ise yalnizca
elektronlardan kaynaklanan bir tepki vardir.

Frekansa bagli dielektrik sabiti ve kayip faktorii, farkli frekans bolgelerinde
farkli davraniglar gostermektedir. Elektromanyetik spektrumun optik boélgesinde
bunlarin davranisi kirilma indisi ve absorpsiyon Olc¢iimleriyle belirlenir. Kirilma
indisinin frekansa gore gosterdigi degisime dagilim (dispersion) adi verilir. Optik
bolgede frekansla kirilma indisindeki artis normal dagilim 6zelligi gosterir. Bazi 6zel
durumlarda bunun tam tersi olabilmektedir; frekansin artan degerlerine karsilik
kirilma indisinde bir azalma olur, ki buna anormal dagilim denir. Sonralari,
molekiiler hareketlerin elektrik alanin gerisinde kaldig1 frekanslarda tiim polar
bilesiklerde bu durum gozlenmis ve ashinda bu dagilimin normal oldugu
anlasilmugstir.

Yonelme kutuplanmasi igin dagilim bolgesinde frekansa bagl dielektrik
sabitinin frekansa gore degisimini veren egri, atomik ve elektronik kutuplanma igin
olandan farklilik gosterir. £ ‘niin atomik ve elektronik kutuplanma igin verdigi
maksimumlar digerinden daha keskindir. Bu, yonelim kutuplanma ve uyarim
(induce) kutuplanma veren molekiiler siireclerin her dagilim bolgesinde farkli
kaynakli olmasi sonucudur. Yonelme ve uyarilma ile olusan kutuplanmalarin
dinamik davranislarindaki farklilik durulma ve rezonans olaylariyla karakterize

edilebilir (Bottcher, C.J.F. Bordevijk, 1978).
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1.7. Frekansa Bagh Kompleks Dielektrik Fonksiyonu

Degisken bir alan i¢indeki dielektrik i¢in D ile E arasindaki iligki frekansa
baghdir. Dielektrik ortami olusturan materyalin, molekiiler veya elektronik
titresimlerinin 6z frekanslarina yakin olan frekans degerlerinde, durgun veya yari
durgun durum icin gecerli olan D = &E bagintis1 artik gecerli degildir. Yani elektrik
alan E ile polarizasyon P ve D arasinda bir faz gecikmesi olur. Her hangi bir anda
P ve D’in degeri aynm1 andaki E 'nin degeri ile belirlenemez. Sebep-sonug ilkesine
gore ¢ anindaki uyarilma, ¢ zamanindan 6nceki E ’in yapmis oldugu etki sonucunda
ortaya cikar. Yani &£ artik bir sabit olmaktan cikarak frekansa bagli olarak bir
dagilim gosterir. Genel olarak dispersiyon adi verilen olayin meydana geldigi yiiksek
frekans degerlerine sahip periyodik alanlar icin kompleks dielektrik sabiti, lineer ve

1zotropik dielektrikler i¢cin ortamin 6zelliklerine ve frekansa bagl olarak

e (w)—¢€,

= j " f(D)e " dr (1.39)
P 0

ile verilir (Landau ve Lifshitz, 1960). Burada f(7) tepki fonksiyonu olarak bilinir.

Ortamin Ozelliklerine ve zamana baglh bir fonksiyondur ve birim elektriksel alan

. . ) . . ) _ _do(r)

basina kutuplanmadaki gecikmeyi verir. f(¢) tepki fonksiyonu; f(7) ==
t

esitligi ile ifade edilir. Burada ¢(¢) durulma fonksiyonu olup tanim geregi =0

aninda sabit bir dig alanin kaldirilmasindan sonra sistemin birim hacimdeki toplam

m ile

elektrik dipol momentinin zamanla nasil bozunacagini ifade eder ve ¢(r) = P0)

verilir. Buna gore harmonik alan icindeki sistemi karakterize eden kompleks

dielektrik sabiti £ (w) ile ¢(¢) durulma fonksiyonu arasindaki baginti
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e (w)—¢€._

= Texp(—i wt)(—i P(t))dt (1.40)
E,—E, 0 dt

veya bu esitligin sag tarafinin kismi integrali alinirsa

& (w)-¢,
g, —€.,

=1-iw j exp(—i ) g(t)dt (1.41)
0
seklinde integral denklemiyle verilir. Kompleks dielektrik sabiti €" (@), @’nmn

sonsuza yaklasan limit degerinde, £, ve @ 'nin sifira yaklasan limit degerinde de &,

&(w)—-¢
gibi bir degere esit olur. gw-e, ifadesine normalize edilmis kompleks dielektrik
E, —E,

fonksiyonu denir ve genelde y(w) ile gosterilir. Normalize edilmis dielektrik
fonksiyonu y(@)’nmin reel kismu &'(w), sanal kismi £”(w) olmak iizere
y(w) =€ (w)—ie"(w) ile verilir. (1.40) ve (1.41) esitliklerinden yararlanarak bir
sistemin durulma fonksiyonu analitik olarak verildiginde veya deneysel olarak
Olciildiigiinde onun normalize edilmis kompleks dielektrik sabitinin reel ve sanal
kistmlar1 bulunabilir.

Dielektrik i¢inde 1s1 seklinde agiga ¢ikan enerji &”(w) ile orantilidir.

Dielektrik icinde birim hacimde, birim zamanda aciga ¢ikan enerji:
W=— IEdt (1.42)

ile verilir. Burada I kondansator i¢indeki akimdir; 7 =%, q ise kondansator
t

levhalarindaki yiizey yiik yogunlugudur. Ayrica D = ¢ oldugu i¢in akim;

I= C;—D = w(=D, sinat+ D, cos ax) (1.43)
t
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seklinde olur. Buradan da birim hacimde birim zamanda agiga cikan enerji su sekilde

olur:

W = 21 ' (=D, sin @ + D, cos @) E, cos axdt (1.44)
T
w=2DE =)E’ (1.45)
4 4

Goriildiigii gibi dielekrik sabitinin sanal kism1 £”(@), frekansa bagl olarak, absorbe
edilen enerjiyi, yani dielektrik igindeki enerji kaybini belirler. Benzer sekilde £’'(@)

‘nin da depolanan enerjiyi belirledigi gosterilebilir.

Normalize edilmis dielektrik fonksiyonu y(@) = &'(@w)—i€”(w) ‘nun reel ve

sanal bilesenleri arsinda Kramers-Kronig doniisiimleri Landau ve Lifshitz (1960)
tarafindan ortaya konmus, daha sonra Sitki Eker (1997) tarafindan yiiksek lisans

calismasi olarak dielektrikte bir takim uygulamalar1 yapilmistir:

£(w) = jl—(x)d (1.46)
X —@

£ (w) = ——Pj W ACI (1.47)
60

Kramers-Kronig bagintilart katilarin dielektrik davranislarinin yorumunda temel bir
oneme sahiptir. Baginti, lineer bir sistemde dielektrik fonksiyonunun sanal kismi
belli bir frekans araliginda biliniyorsa reel kismin1 bulma olanagi verir ve bunun tersi

de miimkiindiir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Deneysel Sonuclarin Yorumuna Dayanan Ampirik Fonksiyonlar

Simdiye kadar yapilan deneysel ve teorik ¢alismalar ¢(¢) durulma fonksiyonu
icin degisik modeller ve ifadeler ortaya koymustur. Ustel durulma tiiriine ait ilk
sistemli calismalar Maxwell (1867) ve Debye’a (1929) kadar uzanir. Ik yapilan
modellerden biri Debye modelidir: Debye, birbiriyle etkilesmedigi varsayilan
dipollerden olusan sistemlerde, dipollerin siirtiinmeli bir ortamda difiizyon hareketini

ele alarak, ¢(¢) durulma fonksiyonunun

p(r)=e""" 2.1

biciminde iistel olmas1 gerektigini ortaya koymustur. Burada 7 ’ya durulma zamani
denir. Durulma fonksiyonunun tiirevini alip (1.40) esitliginde yerine koyarsak,
normalize edilmis kompleks dielektrik fonksiyonu;

1

X(0) = — (2.2)
I+iwr
seklinde bulunur. Reel ve sanal kistmlarim ayirirsak
r@)=—y 23)
1+ aw’c? '
’ wr
W) = 2.4
X (o) g (2.4)

seklindeki esitlikler elde edilir. Fakat deneysel sonuglarin yorumuna dayanan
empirik calismalar, dielektrik durulmanin dinamik davramisin1  belirleyen
fonksiyonlarin klasik Debye iistel durulma yasasina uymadigini géstermektedir (Cole

ve Cole, 1941).

23



2. ONCEKi CALISMALAR Muhammet Serdar CAVUS

Frekansa bagli normalize edilmis kompleks dielektrik fonksiyonu ile ilgili,
gozlemlere dayanan en ©nemli ampirik ifadelerden ilki Cole ve Cole (1941)

tarafindan Onerilmistir;

;{(a))z% ,0<ax<l 2.5)
1+(iwr)™

Buna alternatif olarak baska bir empirik ifade Davidson ve Cole (1950) tarafindan

onerilmistir;

1

—[1+ o P 0< p<l (2.6)

X(0) =

Havriliak ve Negami (1966) tarafindan Onerilen fonksiyon ise bu ikisinin bir

kombinasyonu olup

;((a)):{ O<a<l,0<p<1 2.7)

seklindedir. Kohlrausch (1854), Williams ve Watts (1970) tarafindan ortaya konulan

zaman bolgesindeki durulma fonksiyonu ise;

o) =expl—-(t/7)"], 0<pB<I (2.8)
seklindedir ve bu fonksiyon KWW fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu saydigimiz
ampirik  fonksiyonlar sadece deneysel gozlemleri ifade eden matematiksel

fonksiyonlardir. Yani bircok durulma olaylarin1 agiklayan genel kuramsal

modellerden ¢ikartilmamistir (Eker S., 2004).
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2.2. Kesirli Diferansiyel Ile Durulma Siireclerine Yaklasimlar

Kesirli diferansiyel hesap teknigi, fiziksel olaylar1 aciklamak i¢in yapilan
matematiksel yaklasimlara yeni bir boyut kazandirmasinin yam sira, fiziksel
olaylarin yorumlarina da katkida bulunmustur. Fiziksel olaylar1 betimleyen
diferansiyel denklemlerin dereceleri, ele alinan fiziksel olayda bir degisim hizim
belirlemektedir. Bu noktada kesirli dereceden diferansiyel, tamsayir dereceden
diferansiyel denklemlerin bazi fiziksel olaylar1 aciklamaktaki zayifliklarim
kapatmakla birlikte fiziksel olaymn karakterinin anlasilmasinda da biiyiik bir rol
oynamaktadir.

Kesirli diferansiyel hesap tekniginin dielektrik durulma mekanizmalarina
uygulanmasi heniiz yeterli degildir. Kesirli diferansiyele ait uygulamalar daha fazla
difiizyon denklemleri iizerinde yogunlagmistir. Debye tiirli durulma siireclerinin
kesirli diferansiyel ile ¢oziimii K.B Oldham., J. Spanier (1974), K.S. Miller, B. Ross
(1993), 1. Podlubny (1999) ve R. Hilfer (2000) gibi bilim adamlarinin yazdiklari
kitaplarda ornek olarak verilmistir. Ralf Metzler ve Joseph Klafter tarafindan
(Metzler R, Klafter J., 2000) anomalous difiizyon siireclerinin kesirli boyutta
incelenmesi yapilirken bu tiir bir durulma siireci de ele alinmistir. Debye tiirii
durulma siireglerinin kesirli dereceden c¢oOziimleri fizigin farkli ilgi alanlarina
yansimistir.

Zener durulma teorisi Glarum (1960) tarafindan genellestirildi ve ortaya
kondu. Glarum’un gelistirdigi durulma modelinde, dielektrik ortamda mevcut
kusurlarin bir difiizyon hareketi yaptiklart varsayilir. Bu kusurlarin dipollerle
etkilesmeleri veya onlarin bir uyarma ile karsilasmasi sonucu durulma gerceklesir.
Daha sonrasinda bu teori, Shlesinger (1984) ve Blumen (1984) tarafindan anormal
(anomalous) dinamik sistemlere genisletildi. Bu teoriyi temel alan Glockle ve
Nonnenmacher (1993) ise kesirli durulma siire¢lerini ¢ikardilar (Metzler R., Klafter J.,

2002).
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2.3. Zamana Bagh Ising Modeline Dayali Calismalar

Zamana bagli Isin modelini Glouber (1963) gelismistir. Glouber’in zamana bagh
Ising modeline dayanan bu calismasimi dielektrik durulmaya ilk defa Anderson
(1970) uygulamistir. En yakin dipol etkilesmelerini dikkate alarak birinci mertebeden
bir diferansiyel denklem takimi yazmis ve niimerik olarak ¢ozmiistiir.

Daha sonra Bozdemir (1981), Anderson’un bu uygulamasindan esinlenerek
Glouber’in dinamik Ising modelini sonlu ve sonsuz elemanli dipol zincirlerinin
durulmasmma uygulamis ve ilk defa ilgili dipol korelasyon fonksiyonlarmin ve
kompleks dielektrik sabitinin analitik ifadelerini tiiretmeyi basarmistir. Bozdemir’in
Ising modelinde her bir dipoliin iki bileseni oldugu dikkate alinmaktadir.
Bilesenlerden birisi molekiiler zincir eksenine dik olara yonelmekte, diger bilesen ise
zincir ekseni boyunca yonelmektedir. Bu modelde zincir boyunca konumlanan her
dipoliin yonelme olasiligi zamana bagli olarak komsu dipollerin anlik y&nelme
olasiligina baglidir. Glouber’in zaman abagli Ising modelini bu duruma uygulamstir.
Sonlu bir zincir veya sonsuz bir dipol zincirin i¢indeki tek bir dipoliin durulma
fonksiyonunun Debye tipinde olmadigi ortaya konmustur. Bu davranis dipoller
arasindaki en yakin etkilesmelerin dogal bir sonucuna baglanmistir. Modelin nitel
davraniginin dielektirk durulma verileriyle uyumlu oldugunu gostermistir.

Daha sonra Skiner (1983), Anderson (1970) ve Bozdemir’in (1981) yaptig1 bu
modelleri temel alan bir ¢alisma yapmistir. Skinner bu calismasinda 6ncekilerden
farkli gecis olasiliklar1 secerek tek boyutlu molekiiler zincir i¢in korelasyon
fonksiyonu bulmustur. Elde ettigi sonu¢ KWW durulma fonksiyonun 0.5< £<0.74
degerleri icin bu empirik fonksiyona uymaktadir. Bu c¢alismasini polimerlerde,
dielektrik durulmaya ve polarize olmus 151k sa¢ilmasina uygulamistir.

Brey ve Prados (1995) diisiik sicaklik limitinde gecerli olan bir calisma
yapmis ve elde ettigi sonuglar Cole-Davidson (., =0.5) tipinde dielektrik
fonksiyonu olup Bozdemir’in elde ettigi sonuglara degisik bir yoldan ulagmis ve bu

sonuglart dogrulamistir (Eker S., 2004).

26



3. MATERYAL VE METOD Muhammet Serdar CAVUS

3. MATERYAL VE METOD

3.1. Diferansiyel Denklemler

Bilim ve teknigin yasalari, matematik diline aktarildiginda birtakim
denklemler araciligy ile ifade edilir. Cebir, geometri ve analiz statik problemlerin
bircogunun ¢6ziimii icin yeterli olmaktadir. Buna karsilik, dogadaki olaylar tasvir
eden yasalarin biiyiik bir cogunlugu, bir veya daha fazla biiyiikliigiin, diger birtakim
biiytikliiklere gore degisim hizlarini icerir. Bu degisim hizlar1 matematik olarak tiirev
islemi ile ifade edilir. Her bir siirecin matematik formiilasyonunda degisik degisim
hizlar1, degisik tiirevler olarak karsimiza cikar ve bir fiziksel siireci tasvir eden
yasalar, tiirevleri de iceren birtakim matematiksel bagintilar haline doniisiir. Siireci
karakterize eden fonksiyonlarin yani sira bunlarin sonlu mertebeden tiirevlerini de
iceren bu tiirden matematiksel bagintilara diferansiyel denklem adi verilir.

Net bir ifadeyle, birtakim bagimsiz degiskenleri, bu degiskenin
fonksiyonlarin1 ve fonksiyonlarin sonlu mertebeden tiirevlerini iceren denkleme
diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklem, bir tek bagimsiz degiskenin
bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlarini igerirse, adi, aksine birden fazla bagimsiz
degiskenin bilinmeyen fonksiyon veya fonksiyonlarini igeriyorsa, kismi tiirevli
diferansiyel denklem adini alir.

Bir diferansiyel denklemin igerdigi en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine,
diferansiyel denklemin mertebesi ad1 verilir.

Dogal bilimler ve sosyal bilimlerdeki siireclerin matematik modellerinin
olusturulmasinda karsimiza genel olarak diferansiyel denklemler cikmaktadir. Adi
diferansiyel denklemler giiniimiizde fizik, kimya, biyoloji, sosyoloji, isletme ve
hemen hemen tiim miihendislik dallarinda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Buna
ragmen, herhangi bir siirecin adi diferansiyel denklem yardimiyla tasvir edilebilmesi,
bagka bir deyisle bu siirecin bir matematiksel modelinin kurulabilmesi i¢in birtakim
genel kosullarin saglanmasi gerekmektedir. Bu kosullar su sekilde siralanabilir:

1. Siire¢ evrimsel olmalidir: Yani, siire¢ olgiilebilir bir zaman siiresinde belirli

yasalara uygun olarak gelismelidir. Klasik mekanik ve elektrik devrelerinde yer alan
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bir¢ok siirece evrimsel siire¢ goziiyle bakilabilir. Gergekten, bu siiregleri idare eden
yasalar, bakilan siire¢ boyunca zamana gore degismemektedir. Evrimsel olmayan
siirece Ornek olarak mekanik darbenin herhangi bir cisim iizerinde yarattig1 etki
gosterilebilir.

2. Siire¢, matematiksel olarak, sonlu sayida parametrenin yardimiyla tasvir
edilebilmelidir: Ornegin Galileo-Newton mekanigi uyarinca bir tanecigin serbest

hareketi, bu tanecigin iic boyutlu uzayda her bir r ammndaki (x(¢), y(r),z(t))
koordinatlan1 ve ()'c(t), y(t),z'(t)) hiz vektorii ile tek degerli olarak belirlenir, yani

tanecigin hareketi matematiksel olarak alti parametre ile tasvir edilebilir. Benzer
sekilde, n tanecigin hareketi sozii edilen mekanik cercevesinde matematiksel olarak 6n
parametrenin yardimi ile verilebilir.

Buna karsin, iki ucundan tutturulmus bir telin bir dis kuvvetin tesiri altinda
kiiciik genlikli titresim hareketi, sonlu sayida parametre ile ifade edilemez. Bu

hareket, bilindigi gibi,

—azgif’t) —az—azba‘if’t) 0 3.1)
seklinde kismi tiirevli bir denklem yardimiyla incelenir. Burada u(x,?), t aninda telin x
koordinatinin Ox ekseninden uzakligimi gosteren bir fonksiyondur. Kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerle ifade edilen siireclerin baska ornekleri elektrodinamik,
hidrodinamik, dalga kurami gibi alanlarda meydana ¢ikmaktadir.

3. Siire¢ diferansiyellenebilir fonksiyonlar yardimiyla tasvir edilebilecek bir
siire¢ olmalidir: Ornegin, bir uydunun diinya etrafinda donerken ¢izdigi yoriinge ve hizi
diferansiyellenebilir fonksiyonlarla ifade edilebildiklerinden bu hareketi bir adi
diferansiyel denklem ile tasvir etmek miimkiindiir. Buna karsin, Brown taneciginin
yoriingesi sonlu zaman siiresinde, pratik olarak, sonsuz sayida zikzak yapan bir egri
oldugundan, bu egri diferansiyellenebilir bir egri degildir. Bu nedenle, bu hareketin
bir adi diferansiyel denklem aracilig ile ifade edilebilmesi beklenemez.

4. Siirecin deterministik bir siire¢ olmasi gerekmektedir: Diger bir deyisle,

siirecin bir anda belli olan durumuna gore gecmisi ve gelecegi tek degerli olarak
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belirlenebilmelidir. Ornegin, bir top mermisinin kendi yoriingesinin herhangi bir
noktasindaki koordinati ve hiz1 verildiginde bu merminin nereden geldigini ve nereye
isabet edecegini, Newton'un hareket yasalar1 ile belirlemek miimkiindiir. Bunun

aksine, herhangi bir 7r=7, ammnda ortamin tiim noktalarinda belli olan sicaklik
biliniyorsa, ¢ <, zaman siiresinde bu ortamin sicakligini, yani siirecin ge¢misini tek

degerli olarak belirlemek miimkiin degildir. Bu sekilde olan siirece yari-stokastik
siire¢ denir. Kuantum mekaniginde tanecigin hareketi stokastik bir siirectir, ¢iinkii
bu siirecin gec¢misi ve gelecegi bu siirecin verilmis andaki durumuna gore
belirlenemez. Stokastik ve yari-stokastik siireclerin adi diferansiyel denklemler ile
ifade edilen matematiksel modelini yapmak miimkiin degildir (Hasanov E., Uzgdren

G, Biiyiikaksoy A., 2002).

3.2. Kesirli (Fractional) Diferansiyel Hesap Teknigi

Tiirev ve integral genel olarak teknolojinin temelini olusturmaktadir ve ayni
zamanda dogal ve yapay sistemlerin ¢alisma prensiplerini anlamada ¢ok onemli bir
aracgtir. Kesirli diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, kendi adindan da
tahmin edilecegi {lizere, tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) derecelere
genisletilmis bir seklidir. Konu, diferansiyel hesap kadar eski olup Leibniz ve
Newton’un diferansiyel hesaplama teknigini bulmalarina kadar uzanir (Baymn S.,
2004).

Bir fonksiyonun birinci, ikinci, iiglincii vs. tiirevlerinin nasil alindigim
biliyoruz fakat 3/2 nci tiirevini nasil alabiliriz? Ayn1 sekilde bir fonksiyonu iki ya da
lic defa integre edebiliriz ama %2 defa integre edebilir miyiz? Leibniz 1695°te
L’Hospital’a sordugu “Tam say1 dereceden tiirevler, kesirli dereceden tiirevlere
genellestirilebilir mi?” sorusu kesirli diferansiyelin dogum tarihi olarak gosterilebilir.
Leibniz’in kesirli tiirevler {izerine ortaya attigi bu soru, 300 yildan daha fazla bir
zamandir iizerinde calisilan bir konu olmustur. Leibniz’in yani sira Liouville,
Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Grunwald ve
Letnikov gibi {inlii bircok matematik¢i de bu konu iizerinde calismislardir (Loverro

A., 2004).
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O giinden bu yana hizla artan bir bicimde, kesirli diferansiyel denklemler
bircok fiziksel siireclere uygulandi ve incelenen fiziksel siirecleri ¢cok daha iyi
betimleyen sonuglar elde edildi. Viscoelasticity, akiskanlar, elektrokimya, fraktal
siirecler, bir¢ok difiizyon siirecleri vs. bu uygulamalar arasinda yer almaktadir.

Kesirli hesap tekniginin matematik uygulamalarinin cogu 20.yy. bitmeden
ortaya koyulmustur fakat miihendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici
basarilar elde etmesi ancak gectigimiz yiiz yil icerisinde gerceklesebilmistir. Su var
ki kesirli diferansiyel denklemler anlamasi1 oldukca giic olmasinin yan sira tamsayi
kuvvetli diferansiyellere gore daha dogru ya da kesin oldugu da sdylenemez.

Kesirli hesabin tanimlart ve kullanimini anlamak i¢in bazi matematik
tanimlarini iyi bilmek gerekmektedir. Bunlar oncelikle Gama fonksiyonlari, Beta
fonksiyonlar1, Laplace doniistimleri ve Mittag-Leffler fonksiyonlaridir (Podlubyn L.,
1999).

3.2.1. Gama Fonksiyonu
Daha sonra da goriilecegi lizere gama fonksiyonu, kesirli diferansiyel ile

dogrudan iliskilidir. Gama fonksiyonunun en basit anlami faktoriyelin biitiin reel

sayilar icin genellestirilmesidir. Gama fonksiyonun tanimi

=

F(z)zje_“uz_ldu . zeR (3.2)

0

ile verilir. En belirgin 6zelliklerinden birisi
I'(z+1)=z(z), zeN,.I'(x)=(z-1! (3.3)

dir. Bu ifade kismi integral yontemiyle kolayca elde edilebilir:
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[(z+1)= Te_’tzdt =fer], + zTe—fzz—ldt = (2) (3.4)
0 0

Buradan acikca goriilmektedir ki I'(1) =1 dir ve (3.3) denklemi kullanilarak z=1, 2,

3,...1i¢in
I'(n+1)=nl'(n)=n(n-1)! =n! 3.5)

oldugu goriiliir.

Sekil 2, sifir noktast civarinda gama fonksiyonunun davranigini
gostermektedir. Gama fonksiyonu pozitif bolgede her noktada tanimli olmasina
karsin, negatif tamsay1 degerlerinde sonsuza gitmektedir (Arfken G.B., Weber H.J.
1995).

[T(x) = I'(x+1)

Sekil 2.1. Gama fonksiyonu egrisi
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3.2.2. Beta Fonksiyonu

Cogu durumda gama fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlari
yerine beta fonksiyonu olarak adlandirilan bir bagint1 kullanmak daha uygundur.

Beta fonksiyonu ¢ogunlukla

1
B(z,0) = j r7'0-1)?"dr , Re(z)>0, Re(w)>0
0

seklinde tanimlanir. En belirgin 6zellikleri arasinda

_T(p)(g) _

Br =T g

B(q, p) (3.6)

verilebilir (Arfken G.B., Weber H.J. 1995).
3.2.3. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimii genel olarak karmasik denklemlerim c¢oziimiinde

kullanilan ¢ok faydali bir yontemdir. Laplace doniisiimii
{ro}= e fwadr = f(s) (3.7)
0

seklinde verilir. Sayet (3.7) denklemi yakinsak ise f(t) fonksiyonunun Laplace

st

doniisiimii mevcuttur denir. Bunun i¢in gerek sart e ‘nin azalma oranina nispeten

() ‘nin daha hizli bir oranda biiytimesidir.
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Yaygin olarak kullanilan Laplace konviilasyonu
f(t)*g(t)=ff(t—f)g(f)df= g f() (3.8)
0

ile verilir. (3.8) bagintisinin Laplace doniisiimii ise

Lfo*e®}=F$)E0 (3.9)

seklindedir. Bir f{t) fonksiyonunun 7. tamsayi dereceden tiirevinin Laplace

doniistimii
L f(n) (I)}: Snf(S) _ nz_lsn—k—lf(k) (O) — Snf(s) _ nz_lskf(n—k—l) (O) (310)
k=0 k=0

ile verilir ve Laplace doniisiimiiniin siklikla kullanilan 6nemli 6zelliklerinden biridir

(Podlubny I., 1999, ).
3.2.4. Mittag-Leffler Fonksiyonlari
Mittag-Leffler fonksiyonlar1 (Mittag-Leffler G.) kesirli diferansiyel

yonteminde ¢ok yaygin kullanim alanlari bulan oldukca onemli bir fonksiyondur.

Eksponansiyel fonksiyon e®, tamsay1 dereceden diferansiyel denklemler teorisinde

cok 6nemli bir rol oynar. Onun bir parametreli genellestirilmis sekli

E”(Z)_;—F(ak+l) (3.11)

ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir.
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Sekil 2.2. Mittag-Leffler fonksiyonlari

Ey(x)
4y Es(x)
I

ol 1(X)

: 4(x)
Es(x)
-

-1

-2

olX)

Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyona genellestirme ise ilk olarak

Agarwal ve Humbert tarafindan Laplace doniisiim teknigi kullanilarak yapilmis olup,

kesirli dereceden diferansiyel hesapta 6nemli bir yere sahiptir. Iki parametreli

Mittag-Leffler fonksiyonu

E p(2)= i

= (Otk+,3)

seri acilimiyla verilir.

(3.12) denkleminden

oo k

Eu(Z):Z < =i%:e

iol(k+D) =

+ N

E2(2)= Zr(/chz):Z(

!

(3.12)

(3.13)

:—Z ¢ -l (3.14)
7 0(k+1)' Z
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=

1 ez—l—z
z :_z 1
Ea@)= F(k+3) ko(k+2)' P2Ek+2)) G-15)

ve en genel haliyle

- {ez —i%} (3.16)

elde edilir (Podlubyn 1., 1999, Oldham K.B., Spanier J., 1974).
Hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis, Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel

birer durumlaridirlar:

) 2k

=3 *__ 3.17
B (@) ZF(2k+1) 2 iy ~ Cosh@) G-A7)

) ) o 2k+l Sll’lh(Z)
- 3.18
£ (2) Z; T(2k +2) Z <kt 2 G-18)

3.3. Keyfi Dereceden Tiirev ve Integraller (Diferintegraller)
3.3.1. Turev

Tiirev, en yalin haliyle

df _df(x) _ lim  f(x+d) - f(x)
de dx Sx—0 Sx

(3.19)

seklinde tanimlanir. Bu ifadenin ardisik olarak tiirevleri alindig: takdirde

35



3. MATERYAL VE METOD Muhammet Serdar CAVUS

lim  f(x+k+k)—fx+k)
d*f  lim k —0 k,

d®> k=0 k

k =k, = dx aym degerler olarak segilirse

_lim f(0)-2f(x—0x)+ f(x—20x)
S Sx—0 (Sx)*

u (n .
of i ;(—D (jjf(x—ﬁx)
dx"  Sx—0 (Ox)"

(3.20)

ile tiirevin en genel tanimina ulasilir. &, N — oo giderken [a,x] araliginda N esit

parcaya boliiniirse; yani

5Nx=% N=1,2,3,... (3.21)

olsun. Bu durumda (3.20) bagintisi

n X n .
d'f  lim ;(—1)‘ (j]f(x_ JOyx)
dx" _5Nx%0 (dyx)"

(3.22)

halini alacaktir. Bu ifadede j>n degerleri icin kombinasyon terimi sifir olacagindan
toplamin smirim1 N-1 ‘e kadar alinabilir ve limitin siirekli durumlarda var oldugu

sinirlamasiyla n. dereceden tiirev
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. 3.23
dx" N-—-0 xX—a ( )

seklinde ifade edilebilir (Bayin S. 2004).

3.3.2. integral

Bir fonksiyonun integrali, onun altindaki alana esit olacagindan Riemann

toplami olarak

d’'f B 0

3 lim

= {0, x[f)+ f(x=8,0)+ fF(x=28,x) +..+ f(a+ 5, x)]}
oyx—0

lim

= e 0{(5Nx); flx- jé'Nx)} (3.24)

seklinde yazilir. Burada da (3.21) yaklasimi kullanildi. Bu ifade daha da

genellestirilebilir. ikinci integral

d—Zf B X Xy
lim

= 16,3 P[f () +2f (x=8,x) +3f (x=28,x) + ...t Nf (a+ 5,0}
oyx—0

- oyx—0 =

fim {[@vx]zN G f (- jﬁNx)} (3.25)
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seklinde yazilir ve iiclii integral ise

o= fan o freas
_lim P (]+1)(J+2) .
S Oyx— 0{ Z fx chNx)} (3.26)

ile verilir. Buradan n ardisik integral ise

Caphm [ efenen),
d(x—a)_"_@vxeo{[éx ,Z;‘( j jf(x ]5Nx)}

lim x—q. N j+n—1 a
= " 27
Vool e foom

olacaktir (Baymn S., 2004). Burada (3.27) denklemi (3.23) denklemiyle oldukca

benzerdir. Aradaki fark, kombinasyon terimi ve (3.23) ‘dan farkli olarak (3.27)

ifadesinde toplamda daima pozitif katsayilarin gelmesidir.

3.3.3. Tiirev ve integralin Ortak ifadesi
3.3.3.1 Griinwald-Letnikov tanim:

Griinwald ve Letnikov tiirevin genel tanimindan yola ¢ikmis ve gama

fonksiyonlarindan faydalanmislardir. Gama fonksiyonlarinin

n\ (j-n-1)_ T(j-n)
_— 3.28
(J)U ( j j LI (+1) (5:28)

Ozdesligi esas alimmistir. Bu ifadeden yararlanilarak »n ‘nin negatif ve pozitif

degerleri icin hem tiirevi hem de integrali ayn1 anda saglayan
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GI(j n) .X—a
d”f_hmZo(+1) N
dix—a)" N —o (x_aj Fn)

N

(3.29)

ifadesi yazabilir. Burada n ‘nin pozitif degerleri icin tiirevin (3.23) genel tanimina,
pozitif degerleri i¢in ise integralin (3.27) genel tanimina ulasilmaktadir.

n yerine tiim degerleri alabilen ¢ ifadesi yazildig1 takdirde (3.29) bagintis1 en

genel haliyle
$ry-¢q) . .x-a
d'f _ lim jZOF(j+l) Sl N ) (3.30)
d(x—a)? N —>o (x_ajqr(_ ) '
N q

seklinde ifade edilir ve bu baginti Griinwald-Letnikov tanimi olarak adlandirilir

(Podlubny I. 1999, Bayin S. 2004).
3.3.3.2. Riemann-Liouville Tanim

Stkca kullanilan bu tanim Cauchy formiiliinden yararlanilarak elde edilir. Tlk

olarak
fx )—dF—ix) (3.31)

gibi bir tiirev tammmlanmis olsun. Her iki tarafin @ ‘dan x ‘e kadar integralini alinirsa,
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X

jf(t)dt=F(t)

a

j-f(t)dt=F(X)—F(a)

olacaktir. Her iki tarafin x ‘e gore tiirevi alinirsa

dF (x)

d X
E!f(t)dﬁ

d X
— j f@0yde = f(x)

oldugu goriiliir.

V(x)

I= J-f(t)dt

U (x)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

seklinde bir integral géz oniine alalim. Goriildiigii iizere I fonksiyonu U(x) ve V(x) ‘e

baglidir. Bu durumda kismi tiirevin

ﬂ: ol aV(x)+ ol JU(x)
dx JdV(x) ox oU(x) ox

0zdesliginden faydalanarak, bu ifadede (3.36) bagintis1 yerine yazilirsa

a'’y 4 aV(x) o ¢ aU(x)
- - 1
ey 0n=g Jroa SRS | rod

(3.37)

(3.38)

bulunur. Esitligin sag1, (3.35) 6zdesligi gbz Oniine alinarak yeniden diizenlenirse
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V(x)

d dv du
— [fdi=f(V)===fU)= (3.39)
dx ;0. dx dx

elde edilir. Burada ‘-° isareti (3.38) denkleminin sag tarafindaki son integral

teriminin sinirlarinin yer degistirmesi neticesinde olmustur.

Integralin alma isleminin

tof (x,1)
J. ox

a

% [ rende = dt (3.40)

ozelliginden faydalanilarak (burada a ve b birer sabittirler) ve

V(x)
1= jf(x,t)dt (3.41)

U(x)
integrali i¢in,
I =1(x,V(x),U(x)) (3.42)

olduguna gore (3.38) ve (3.39) denklemlerinin daha kapali sekli

V(x)

Vi(x)
4 [flende= e ran @y | S (3.43)
dx 1 dx dx 7, Ox
halini alir ve bu ifade Leibniz kurali olarak adlandirilir.
Asagidaki integral verilmis olsun
I,x)=[x=0""ft)at (3.44)
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Burada n>0 ve tamsayi, a ise sabittir. Bu integralde Leibniz’in (3.43) denklemi
kullanilirsa; burada F(x,t) = (x—1)"" f(¢t) oldugu goriilmektedir, I, (x) ‘in tiirevi
icin

dl , (x)

S = - @-n f@yde+ -0 F o), (3.45)
dx /

yazariz. Esitligin sagindaki ikinci ifadenin n>1 i¢in sifira gittigi aciktir ve bu nedenle

n>1 icin
1
D i, (3.46)
dx
ve n=1 i¢in ise
I _ i) (3.47)
dx
olacaktir. (3.45) denkleminin k defa tiirevi alinirsa
‘i,
L=m-Dn-2)..(n-k)1,_, (3.48)
X
Ifadesi elde edilir. k=n—1 degeri i¢cin daha kullanisli olarak
dn—lln B |
o (n=D, (x) (3.49)

yazilir ve (3.47) ifadesi de gbz Oniine alinirsa
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d’l, =n-D!f(x) (3.50)
dx"

denklemi elde edilir. Burada n>1 degerleri icin (3.49) ve (3.50) denklemleri

kullanilarak

L) = [ fx)dx,

I,(x)= jl (x,)dx, = ij(xl)dxl dx,

a a

X X, X3Xx

1,x)= (=D [...] [ f(x,)dx,dx,...dx, (3.51)

a a a a

genel ifadesine ulasilir. Burada

X3 X

j ”f(xl)dxdxz dx, =

Qe

o) j (x—1)"" f(t)dt (3.52)

Cauchy integrali olarak bilinir. Bu ifadenin sag tarafi bir operator ile temsil edilirse

ve n yerine her degeri alabilen bir g degeri yazilirsa, ifade

d’f
d(x—a)’ F( q)°

j (x—1)""" f(t)dt . <0 (3.53)

seklini alir. Bu ifade Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adlandirilir. Basit bir

matematiksel islem ile n>qg olmak sartiyla ¢ = 0 degerleri i¢in
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d*f d”[ 1

I'(n—-q)",

bagintis1 elde edilebilir. (3.54) denklemi Riemann-Liouville kesirli tiirevi olarak
bilinir. Bu yontemle yazilan (3.53) integrali sadece g<0 degerleri icin yakinsatir; bu
denklem ¢ =0 i¢in n>g olmak kosuluyla ¢oziiliir. (3.54) denkleminde goriildiigii
gibi n kez tiirevin integrale uygulanmasi uygulamada zorluklar yaganmasina neden
olabilmektedir.

(3.50) denkleminde (3.44) bagntist yerine yazilirsa

d’ j(x—t)"‘lf(t)dt =(m-D!f(x) (3.55)
dx" *

bulunur. Burada ifadenin n defa integrali alinir ve bir operatorle temsil edilirse

[er=0" pwydr=-m1 £ (3:56)
’ dx"

1 ¢ . _d"
o {(x—r) fydi=——f(x) (3.57)

oldugu goriilir. Bu ifade n ‘nin negatif degerleri icin gegerlidir ciinkii gosterim
integral temsili i¢indir (Bayin, S., 2004, Podlubny I.,1999, Miller K.S., Ross B.,
1993).
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3.3.3.3. Cauchy Tamim

Kesirli diferansiyelin Griinwald ve Riemann-Liouville tanimlari en genel
tanimlardir. Simdi ele alacagimiz Cauchy tanimi bunlar kadar kullanigh degildir.
Kapal1 bir C yolu iizerinde ve i¢inde analitik olan bir f(z) fonksiyonunun n.

dereceden tiirevi

d"f(zy) _ § f(2)dz
dz, Comid(z- 7)™

, n=0 ve tamsay1 (3.58)

ile verilir. Burada z, C kapali1 yolu iizerinde bir noktayi, zy ise C icinde herhangi bir
noktay1 gostermektedir. Formiilii zp noktasini reel eksen iizerinde bir nokta alarak ve

herhangi bir g degeri icin

4'f() _Ta+h ¢ fGQ)ds

3.59

dx*? (z—x)*" 3-59)
seklinde yeniden diizenleyelim. Bu formiil Sekil 3 ‘te gosterilen C yolu i¢in ve g
‘nun pozitif tamsayr degerleri icin gecerlidir. ¢ ‘nun negatif tamsayr oldugu
durumlarda ise I'(¢+1) fonksiyonu sonsuz olacagindan tanimsizdir. ¢ ‘nun negatif

ve tamsayidan farkli degerleri i¢in ise diferintegral tanimi olarak kullanilabilir.

T - dlzlemi
C

wZ

N

V'

Sekil 3.1. Cauchy integral formiiliiniin C yolu
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Ancak bu durumda x dal noktas: olacagindan kesik ¢izginin yoniine dikkat
edilmesinin yani sira C yolu da Sekil 3 ‘deki gibi olmayacaktir. Kesik c¢izgisini
sekilde gosterildigi gibi dal noktasinin solunda ve reel eksen iizerinde sonsuza kadar

uzanacak sekilde secilir ve C yolunu da Sekil 4 ‘te gosterildigi gibi alinirsa,

d'f(x) _ r(qul)§ f(2)dz , g<0, #tamsay1 (3.60)
i

dx? 2 (z—x)™

formiilii, ¢ ‘nun negatif ve tamsayidan farkli degerleri icin diferintegral tanimi olarak
kullanilabilir. Burada integral, C yolunun yarigapinin sonsuza gittigi durumda, saat

yoniinde hesaplanir (Bayin S., 2004).

z - dizlemi

A —=om
\““ e

Sekil 3.2. Diferintegral formiiliindeki C yolu

3.3.3.4. Genellestirilmis Cauchy Tanim ve Riemann-Liouville Tanim

(3.60) tanimi1 bu haliyle kullanmak zordur (z = x ‘de kapali integral analitik

degildir). Bu nedenle integral i¢in su sekilde bir yol secelim:
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Z - dizlemi

Sekil 3.3. Diferintegral formiiliindeki C” kapali yolu

Sayet bu yeni C” kapal1 yolunu izlersek

_J@ (3.61)

(Z _ x)q+l

fonksiyonu analitik olacagindan

§—f (@de__, (3.62)

e (Z _ x) g+l
yazabiliriz. Burada C” yolu
C’'=C+C,+L, +L, (3.63)

parcalarindan olusmaktadir. C, yoluna ait integral, yolun yaricapinin sifira gittigi

durumda hesaplandigindan yolun iizerinde bir nokta i¢in
z—x=0e" (3.64)

yazarsak
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§ f(Z)quH (3.65)
o (z2—x)
integrali, g ‘nun negatif ve tamsay1 degerleri haricinde
lim  f(x+J5e”)die’dd  lim -
S— 0§ S5t i tarDo = 5 f(x)(5 q)l.[ °d0 — 0 (3.66)
CO

olacaktir. Burada 6 — 0 limitinde C, integralinin sifir olmasi igin ¢ <0 almmustir.

Bu sonucu kullanarak (3.60) denklemindeki integrali ise

§ f(2)dz _ § f(2)dz § f(2)dz

(Z X) q+1 (Z x)q+l (Z _ x)q+1

§ f(2)dz _§ f(2)dz

3.67
ACEE T NEEE T Gon

seklinde yazabiliriz. Cevrim, saat yoniinde oldugundan ilk denklemde (-) ortak

parantezi kullandik.

Bu durumda { § - f }dz integrali daha kolay hesaplanabilir.
Lo L
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§el( m-€) j;I 5ol g Co

& =

0
g - X
2n—¢g
o T %_ L
Sel(nﬂ:} I 601(273'8)\

Sekil 3.4. Ef , Ef ve ff) integralleri yolu

=L —=L, C,

Integralin 6nce [— oo,O] arasindaki kistmlarini hesaplayalim.

lim 0 f(&i(”_¢))d§€i(ﬂ_¢) 0 f(é‘ei(ﬂ+¢))d§ei(ﬂ+¢)
¢ -0 _j (&i(;r—m _x)q+l - (&i(imﬁ) _x)q+1

o0 —oo

_ lim [ei<7r—¢) _ e"(“‘”)]j‘M =0 (3.68)
=0 (=5 - 0" '
buluruz. i; integralinin kalan kismin1 yazilirsa
C
li x igN _io 0 i(27-9)\ ,i(27~9)

% (Z _x)q+1 ¢ — o0 ! (5_x)q+lei(q+1)¢ (§_x)q+lei(q+1)(27r—¢)

—oo

elde edilir. Bu ifadeyi (3.60) denkleminde yerine yazar ve yeniden diizenlersek
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dqf(-x) r((] + 1) [1 —z(q+l)27r ]I f(5)dr

dx*? 27i
r ¢ f(o)d
~H D sy SO
__Ig+Dh f(&)dr
= j 5 (3.70)
elde ederiz. Burada I' fonksiyonunun
(—q) = —mcosec(mq) 3.71)
[(g+1) '
ozelliginden faydalanarak
q
LARACI N j AL S — (3.72)

' T(=q)3 (x—5)""

bagintisin1 elde ederiz. Bu ifade (3.53) Riemann-Liouville tanimiyla aynidir (Bayin

S., 2004).

3.3.3.5. Caputo Kesirli Tiirevi

Kesirli diferansiyel teknigin Riemann-Liouville tanimlar1 kesirli tiirev-
integral ve onun uygulamalariyla ilgilenen saf matematiksel calismalarda ¢ok biiyiik
bir rol oynamistir. Bununla birlikte modern teknolojinin gelisimi saf matematigin
uygulama ve ele alinis seklini de etkilemistir.

Kesirli diferansiyel tekniginde, baslangi¢ kosullarini fiziksel durumlara en

uygun sekilde veren Caputo olmustur. Caputo’nun tanimi
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cpa__ L f"@dr
a "t F(a—n) ’ (t _Z_)OH—l—n

, (n-1l<a<n) (3.73)

ile verilir. Caputo yaklasiminin en temel avantaji, Caputo kesirli tiirevlerinin tamsay1
dereceden diferansiyel denklemlerdekiyle ayn1 formda baslangi¢ kosullarina sahip
olmasidir. Bagka bir ifadeyle 7 = a alt limitinde, bilinen bir fonksiyonun tam derece

tiirevlerinin limit degerlerini icermesidir (Podlubyn I., 1999, ).

3.3.4. Kesirli Tiirev ve integrallerin Ozellikleri
3.3.4.1. Lineerlik

Kesirli tiirevler de tamsay tiirevlere benzer bir lineerlik 6zelligine sahiptir:
D" (Af (1)) +uD" g(t) = AD” f (1) + D" g (1) (3.74)

Bu 6zellik dogrudan Griinwald-Letnikov tanimindan

n

i
D (Af (1)) +uD" g (1) = hino h“’Z(—l)r(f )(ﬂf(t—rh)wg(t—rh))

r=0
nh=t—a
lim 1 p
=A h™? -1’ t—rh
hoso 1 )(Jf( rh)
nh=t—a

lim U p
+ h? ) (=) t—rh
“o o Z( )(Jg( rh)

nh=t—a

=A,D; f(t)+u,D/ g(t) (3.75)
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oldugu goriilebilir. Aymi sekilde p dereceden (k—1< p <k) Riemann-Liouville

kesirli tiirevleri i¢in

k t

1 k-p-1
DI O+ s0)= 1 S [ =0/ 0+ g o)

A d .
“Th i j (t—-7)"" f(r)dr

a

U

+—F(k ) i j( -7)" " g(r)dr

=AD" f(t)+u D! g(t) (3.76)
lineerlik 6zelligi dogrulanabilir (Podlubny 1., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).

3.3.4.2. Homojen Olma Ozelligi

Diferintegrallerin homojen olma 6zelligi
\DIICf ()] = CI, DY f (1)] (3.77)
ile verilir. Burada C herhangi bir sabittir (Felber F.S., 2005).

3.3.4.3. Bir Serinin Diferintegrali

Diizgiin yakinsak bir serinin diferintegralin dogrusallik 6zelliginden

faydalanilarak biitiin k& degerleri i¢in

d(x— a)sz Z:d()c a)* (3.78)

52



3. MATERYAL VE METOD Muhammet Serdar CAVUS

seklinde terim terim diferintegrali alinabilir. Diferintegrallenen seri de aym aralikta

diizgiin yakinsaktir (Bayin S., 2004).
3.3.4.4. Kesirli Tiirevlerin Leibniz Kurah

Eger f(t) ve ¢(t) fonksiyonlarinin tiirevleri [a,f] aralifinda siirekliyseler

Df (o) £ (0) =i( j ©0), D f (1) (3.79)

ifadesi Leibniz kurali olarak adlandirilir. Leibniz kurali ozellikle kesirli tiirevi
bilinen bir fonksiyon ile bir polinomun ¢arpiminin kesirli tiirevini hesaplamada ¢ok
kullanislidir (Podlubny 1., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).

3.3.4.5. Birlesme ozelligi

Diferintegrallerle yapilan islemlerde

D*D” =D’ D*

DD’ =D’

Df=g¢g—f=D"g

gibi iglemler ancak belirli durumlarda gecerlidir. Bir f{7) siirekli fonksiyonu i¢in o

ve [ pozitif sayilar olmak iizere @ < £, yani @ — f <0 oldugu durumlarda
el D rnk, D (3.80)

esitligi gecerlidir. Ancak, once tiirevin sonra da integralin alindig1 durumlarda ise
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)

(t—a)"

L@ (3.81)

D7, Drf0)k, D £ (1) -

k

1l
s

denklemi ile diferintegraller hesaplanir (Miller K.S., Ross B., 1993, Bayin S., 2004).

3.3.4.6. Bilesik Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevleri

Herhangi bir ¢(t) fonksiyonu

o(t) = F(h(t)) (3.82)

seklinde verilen bir bilesik fonksiyon olsun. Burada h(f) diferansiyellenebilir bir

fonksiyondur. Bu durumda ¢(¢) ‘nin kesirli dereceden tiirevi

> (t—a)™
DIF(h() = ———o()
I'd-p)
k-p k « 1 h()() a, (3.83)
— | P k'(t—a) N (m) " (t
+ ——» F"(h(@®))> [1—
kz—;(kJF(k_P"‘l)mz—; ( ())zr—lar! 7!
ile verilir. Bu ifade Bruno zincir kurali olarak adlandirilir. Burada toplam Z
k k
Zrar =k ve zar:m (3.84)
r=1 r

olmak iizere a,,a,,....,a, ‘nin negatif olmayan tamsay1 degerleri iizerinden alinir

(Podlubny I., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993, Oldham K.B., Spanier J.,1974)
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3.3.4.7. Bir Parametreye Bagh Bir Integralin Riemann-Liouville Kesirli

Tiurevi

Ust limitiyle aym1 parametreye bagimli iki parametreli bir integralin tiirevi

dt+ F(t,t —0) (3.85)

d " ¢ OF(t,7)
— | F(t,7)dt =
dtJ; (o) I ot

0

seklinde verilir. Boyle bir integralin Rieman-Liouville kesirli tiirevi ise, (0 < a <1)

olmak uizere

oD [K(t,ode=[ DfK(t,v)dT+ lim DK (5,7) (3.86)
0 0 T—1t-0

ile verilir. Eger K(¢,7) yerine K(t—7)f(r) seklinde bir fonksiyon alirsak
yukaridaki baginti

oD [K(t-0)f(@)de= [ ,DIK @) f(t-7)dT+ lim f(t—7),D'K(7)

T—+0
(3.87)
halini alir (Podlubny 1., 1999).
3.3.4.8. Olcek degisikligi
Bir fonksiyonun alt limit a ‘ya gore olcek degisikligi
x— fx—a)+a (3.88)
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olarak anlagilir burada S sabit olup oOl¢ek faktoriidiir. Alt limitin sifir oldugu
durumda x — Bx olacaktir. Alt limitin sifirdan farkli oldugu durumlarda olgek

degisikligi diferintegrallerde

d®f(B(x—a)+a)
[d(x—a)]*

d“f(B(x—a)+a)
[d(B(x—a)]

= p (3.89)

olarak verilir. Bu formiil a ‘nin sifir oldugu durumlarda daha kullanighdir. Bu

durumda formiil

df(B) _ g d” S () (3.90)

[a (o] [ex]”
halini alir (Bayin S., 2004, Loverro A., 2004).
3.4. Kesirli Diferansiyel Tekniginde Kullanilan Baz1 Onemli Déniisiimler

Kesirli diferansiyel hesap teknigi ile ¢oziilen bircok problemde asagidaki

doniistimleri iyi bilmek ve kullanmak ¢ok kullanighdir.
3.4.1. Kesirli Tiirev ve integrallerin Laplace Doniisiimii

(3.7) denkleminden de hatirlanacag: iizere bir f(¢) fonksiyonun Laplace doniisiimii
F(s)= L{f(t);s}= j e F(t)dt (3.91)
0

ile verilir. Burada F(s) komplex s degiskeninin bir fonksiyonudur. Diger bir 6zelligi

olarak f(#) fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii
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Cc+ico

f@)=L"{F(s);t}= j e"F(s)ds , c¢=Re(s)>c, (3.92)

seklindedir (Podlubny I., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).

3.4.1.1. Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov Kesirli integrallerinin

Laplace Doniisiimii
a > 0 olmak iizere
L{, D f(t):s}=5s“F(s) (3.93)

denklemi Riemann-Liouville ve Griinwal-Letnikov tarafindan kesirli integrallerin

Laplace doniisiimii olarak verilir (Podlubny 1., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
3.4.1.2. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevin Laplace Doniisiimii
Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin Laplace doniisiimii, & > 0 olmak iizere
n—1
L{, D ft):s)=s“F(9)= > s* [, D r )], (3.94)
k=0
(n-1<a<n)
ile verilir. Bununla birlikte 7 =0 alt limitinde kesirli tiirevlerin limit degerlerinin

fiziksel gosteriminin bulunmamasi nedeniyle pratik olarak uygulanabilirligi sinirlidir

(Podlubny I., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
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3.4.1.3. Caputo Tiirevinin Laplace Doniisiimii

Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiim denklemi
n—1
LD f(1);sh=5sF(s)= 3 s f90) , (n-1<a<n) (3.95)
k=0

ile verilir. Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiiniin bu ifadesi f{(f) ve onun
tirevlerini icermektedir. Bu haliyle bazi fiziksel siireclere uygulanmasi ¢ok daha
kolaydir. Ornegin, f(0) baslangic durumu, f’(0) baslangic hiz1 ve f”(0) baslangi¢
ivmesi olabilir. Bununla birlikte lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde

de kullanish bir ifadedir (Podlubny I., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
3.4.1.4. Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii

0 < a <1 olmak iizere
L{, D" f(t):5}=s“F (s) (3.96)

ile verilen baginti Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii olarak

adlandirilir (Podlubny L., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
3.4.2. Kesirli Tiirevlerin Fourier Doniisiimleri

(—o0,0) araliginda integrallenebilen siirekli bir A(t) siirekli fonksiyonu i¢in Fourier

doniistimii
F {h(t);w}= Tef”h(t)dt (3.97)

ile verilir. Benzer sekilde ters Fourier doniisiimii ise
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|
h(t) = ij H,e"“dw (3.98)

seklindedir (Podlubny I., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
3.4.2.1. Kesirli Integrallerin Fourier Doniisiimii

0 < a <1 olmak iizere
FA_Dg(t);0}=(iw)* G(w) (3.99)

ile verilen denkleme Rieman-Liouville kesirli tiirevin Fourier doniisiimii denir. Bu
doniisim Griinvald-Letnikov __ D “g(¢) kesirli integrali ve Caputo c D %g(1)

kesirli integralleri i¢in de gegerlidir (Podlubny 1., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
3.4.2.2. Kesirli Tiirevlerin Fourier Doniisiimii

Rieman-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo denklemlerini ayn1 formda,

alt limitler i¢in a = —oo i¢in,

D g U ey
a 7)at a-n _(n
_Djg(t) > = 8 ( 31 =_.D""g" (1) (3.100)
I'n—a) (t—7)
D7 g

(n-1<a<n)

seklinde yazabiliriz.
Boylelikle a = —co alt limitinde Rieman-Liouville, Griinwald-Letnikov ve

Caputo Kesirli tiirevlerin Fourier doniistimii
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FAD“g(t;0)= (i) F.{g™ (1); 0}
= (i) (-iw)" G(w)

=(—iw)*G(w) (3.101)

ile verilir. Burada D, gosterimi Rieman-Liouville _ D, “g(¢), Griinvald-Letnikov

_.D%g(t) ve Caputo CD,‘ “g(t) kesirli tiirevlerini temsil etmektedir (Podlubny I.,

1999, Miller K.S., Ross B., 1993).
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4. DIELEKTRIK DURULMANIN KESIiRLi (FRACTIiONAL) MASTER
DENKLEMIi YONTEMIYLE ANALIZi

Bir¢ok bilim adami dielektrik maddelerin fiziksel 6zelliklerini agiklayabilmek
icin ylizyildan fazla bir zamandir kuramsal ve deneysel calismalar yapmistir. Bu
calismalar sonucunca dielektrik maddelerin yapisini aciklayan bir takim temel
bagintilar ve kuramlar gelistirilmistir. Ozellikle dielektrik ortamlarda deneysel olarak
gozlemlenen durulma egrilerinin, yani dielektrik fonksiyonun frekansa bagli olarak
degisimini veren egrilerin genelde Debye tipinde olmamasi dielektrik biliminin en
onemli sorunlarindan birisi olmustur. Bu konuda caligmalar yogun bir bigimde
devam etmektedir.

Bu caligmalarin bir devami olarak bu kisimda, kinetik Ising modelinden elde
edilen master denkleminin kesirli (fractional) hesap teknigi ile ¢oziim yontemleri
ortaya konmus ve dielektrik durulma siireclerine uygulanmis, onceki ¢oziimlerle

karsilastirilmistir.

4.1. Kesirli Dereceden Tiirev ve integraller

Kesirli tiirev ve integralin orijinleri degisik, birbirinden farkli bir¢ok tanimi
vardir. Bolim III ‘den hatirlanacagi {iizere kesirli diferansiyel denklemlerin

ifadelerinde kullanilan en 6nemli tanimlar asagidaki gibidir:

Kesirli integral hesabi icin en genel tanim

D F= pos [0 f 0 de @.1)

seklinde verilir. Burada ¢ =0 icin denklem

oD;“f(x)=$f(x—t)“—1f(t) dt ,0>0,1>0 (4.2)
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Riemann-Liouville kesirli integrali adin1 alir (Watson D.P., 2004). Burada D™, o.
dereceden kesirli integral operatoriidiir. Riemann-Liouville kesirli tiirevi ise

d’f _d’ 17 el
d(x—a)“_dx”{l“(n—v)!(x 2 f@wdt) . n>v, v20 (4.3)

ile verilmektedir.
Baslangi¢ kosullarinin daha kolay kullanilabilmesi ile dikkati ¢ceken bir diger

tanim

) dr
Da@—n)j (t—1)*""

oDl f(x) = ,(n—1<a<n) 4.4)

ile verilen Caputo denklemidir (Podlubyny I., 1999).
4.2. Durulma Siirecleri

Bilindigi gibi iistel olmayan durulmalar, siv1 ve kati maddeler fiziginin uzun
zamandir siiren ve halen onemini koruyan, arastirilmalarin siirdiiriildiigii bir konusu
olmustur (Metzler R., Klafter J., 2002). Farkli maddelerin (dielektirikler, yari
iletkenler, ferromanyetikler vs.) durulma ozellikleri genelde (bir step fonksiyonu
elektrik alaninin etkisi altinda akan elektirik akimini temsil eden) zaman bolgesi

tepki (response) fonksiyonu f(¢) cinsinden ya da onun Fourier doniisiimiiniin

frekansa bagl gercel ve sanal bilesenleri cinsinden ifade edilir(Uchaikin V.V., 2003):

=

fliw)=[e™ ft)di = ¢ (@) ~ig" (@) (4.5)

0

Burada f(t) =—d®(t)/dt olup, ®(¢#) durulma fonksiyonudur. Durulma siirecleri

klasik anlamda eksponansiyel fonksiyonlar cinsinden;
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#(t) =exp(t/7) , 120 (4.6)

seklinde tamimlanmaktadir. (4.6) bagintis1 genelde Maxwell-Debye durulma
fonksiyonu olarak adlandirilir. Burada 7 karakteristik zaman 6l¢egidir ve normalize

edilmis baslangic kosulu ¢(0) =1 ‘dir. (4.6) bagintisi

d¢(t) — —T_1¢(t) “4.7)
dt

durulma denklemini saglar.
Bununla birlikte ¢ogu sistemlerde dinamik davramiglar ideal exponansiyel
modelden belirgin sapmalar gosterir. Zaman bolgesindeki deneysel sonuglar

genellikle Kohlrausch-Williams-Watts (KWW) eksponansiyel fonksiyonu cinsinden
o)=e"""  0<p<1 (4.8)

ya da asimtotik kuvvet yasas1 cinsinden

1
= 4
(1) Y , 0>0 4.9)

tamimlanir (Metzler R., Klafter J., 2002).
Genel olarak, kompleks sistemlerde deneysel sonuglarla uyumlu olan {i¢

empirik durulma fonksiyonu vardir:

(1) KWW fonksiyonu

@(t)zexp{—(éj } L 0<a<li>1 (4.10)
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(i) Eksponansiyel-logaritmik fonksiyon

B(t) ~ exp[— B ln”’(iﬂ @.11)
T

(i11) Algebraic decay (Cebirsel bozunum)

(1) = (ij (4.12)
T

Burada «,7 ve B, uygun-sabit parametrelerdir (Novikov V.V., Wojciechowski
K.W., Privalko V.P., 2000).

Deneysel olarak sistemler, genellikle normalize edilmis kompleks alinganlik
x(w) = y'(w)—iy” (@) nn siiriicii frekans1 @ ‘nin bir fonksiyonu kabul edildigi dis
bir harmonik siiriicii altinda frekans uzayinda incelenirler. Birinci boliimde de

verildigi gibi tanim olarak y (@)

=

x(@)= [ d(-p(1) =1- ia)Te‘i“”CID(t) dt (4.13)

0

iliskisi ile kisa siireli durulma fonksiyonuna baglidir. Burada ®(¢) = ¢(¢)/ ¢(0) ‘dir
(Metzler R., Klafter J., 2002).

4.3. Zamana Bagh Spin-Spin Korelasyon Fonksiyonlari

Sonsuz bir-boyutlu Ising modelini ele alalim. Sistemin durumu, spin vektorii
o =1{o,} ile belirlenir, burada ¢, = *1, i. konumdaki spindir. ¢ konfigiirasyonu icin

sistemin enerjisi

64



4. DiELEKTRjK DURULMANIN KESIiRLi (FRACTIONAL) MASTER
DENKLEMI YONTEMIYLE ANALIZi Muhammet Serdar CAVUS

H(0)=-J),0,0,, (4.14)

dir. Burada J pozitif bir sabittir. Sistemin durumu Glauber dinamikli (Glauber R.J.,
1963) Markov siireci ile tanimlanir. Bu nedenle, t* zamaninda o verilmisken

sistemin ¢ zamaninda o konumunda bulunma kosullu olasihigi P ,l(a,t/a',t'),

master denklemini saglar

(4.15)

oP Ny ’,t, - Y ’ s
”l(aa o ):Z[wi<Ria>R,1<R;a,t/a,r)—@(0)3,1<cf,t/0,t>]
t j=—o0

Burada R.o, i. spinin donmesiyle o ‘dan elde edilen konfigurasyondur (yani o,

durumu - o; durumuna dénmiistiir), @, (o) ise donme i¢in gegis olasiligidir ve
w,(0) = %[1 —%Gi (., +o0., )} (4.16)

dir. Burada «, sistemin durumunun zaman skalasini tanimlamak i¢in bir bagka

pozitif sabittir. ¥

¥ = tanh 2/

4.17
T (4.17)

ile verilir ve 1s1 banyosunun 7 sicakliginin bir fonksiyonudur (kg, Boltzmann sabiti).

Denge zaman korelasyon fonksiyonu < o, (0)o, () >,, i¢in

A () =<0,()0,(0)>,=) Z 0,0P, (0,110 0)P, (0 (4.18)
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seklinde bir fonksiyon tanimlamak uygundur. Burada sistemin denge dagilim

fonksiyonu

—H(0)/ kT
e
P =

eq ze—H(a)/kﬂT

o

dir. (4.18) denkleminin zamana gore tiirevi

9A, (1)

—_ ay
U=, 0+ [0+ A, 0] (4.19)

olur. Bu denklemde

- — pli-i
A, (0)y=<o0,0,>,=1n" (4.20)
baslangic kosulu ve
1 = tanh / (4.21)
k,T ’

g6z Oniine alinirsa, (4.19) denkleminin yapist ve (4.20) denkleminde verilen

baslangi¢ kosulu A, ; ‘nin |i - j| ‘nin bir fonksiyonu oldugunu ifade eder. Boylece
fi)=A,(t)=<0,,0)0,0) >, (4.22)

seklinde bir fonksiyon tanimlariz. Burada n =i —j ‘dir. Bu fonksiyon

aifn —af, + 2 f 4 f] 4.23)
t 2
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seklinde bir denklemi saglar ve burada n tamsayist oo <n < —oo araligindadir (Brey
J.J., Prados A., 1996).

(4.23) denklemini zamanin ve konumun bir fonksiyonu olarak

a%f(x,t) - —Otf(x,t)+%[f(x—l,t)+ Fx+10)] (4.24)

seklinde yazilabiliriz. (4.24) denklemi seriye acildigi takdirde, yiiksek mertebe

tirevli terimlerin ihmal edilmesiyle

az
aif(x,t) = (@y—-a) fnry+ LD 4.25)
t 2 ox

difiizyon bagintisina ulasilir. (4.25) denklemini, degiskenlerine ayirma yontemiyle

cozebiliriz; f(x,t) =¢(t)R(x). Coziimiin zamana bagl kisim i¢in

<60 = 200 (4.26)

yazabiliriz. Burada A ayirma parametresidir Bu ifadenin ¢oziimii bilinen Debye
durulma fonksiyonunu verir. Fakat dogada gozlenen olaylar her zaman tam
diferansiyel denklemlere uymayabilir; 6rnegin anormal difiizyon olayinda goriildiigii
gibi.

(4.26) denklemini kesirli diferansiyel denklem seklinde ifade edersek

oD/ (1) = —Ag(1) (4.27)

yazabiliriz. Burada D/, (4.6) ile verilen Caputo diferansiyel operatoriidiir.

t 0

baslangic¢ kosulu
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lim ¢(t) = ¢(0) (4.28)
t—0

ve A=1/7" secildigi takdirde (4.27) denkleminin ¢oziimii, (4.28) baslangi¢ kosulu

altinda kesirli diferansiyel denklemler ¢6ziim teknigi ile

o1 =E,- (/7)) (4.29)

elde edilir (Hilfer R., 2002, Elwakil S.A., Zahran M.A., 1999). (4.27) denkleminin

coziimiinde ¢(0) =1 baslangi¢ kosulu olarak alinmistir [COziimiin ayrintilart Ek 1

‘de verilmistir] . Burada E(.)

o

E (z)= ;—r @D (4.30)

ile tanimlanan Mittag-Leffler fonksiyonudur. Buradan 7/7 <<1 icin

@()ILP[L} C o<o<l 431)
I'v+1) I'o+1)

KWW (Kolraush-William-Watts) fonksiyonu elde edilir. /7 >>1 degerleri i¢in

B sin(vr) I'(v)

4.32
T (/7)) (432)

D(1)

asimtotik davranis ile karsilasiriz (Mainardi F., Raberto M., Gorenflo R., Scalas E.,
2000). Bu denklemin, ayn1 zamanda emprik olarak verilen (4.12) algebraic decay

fonksiyonu ile aynm bicimde oldugu goriilmektedir.
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(4.29) denklemi, (4.13) denkleminde yerine yazilarak, frekans bolgesinde,
kolayca

;((a)):,; ,0<v<l (4.33)
1+ (wr)’

empirik Cole-Cole bagintisin1 verdigi gosterilebilir [Coziimiin ayrintilar1 Ek 2 ‘de
verilmistir].
Stokastik Master durulma denklemi (4.23), jenerasyon fonksiyonu

yontemiyle uygun sinir kosullari altinda ¢oztimii Prados (1996) tarafindan

1-n? 1
1+7° [io+a)? —a?y?]"”

Yo =« (4.34)

bagintist ile verilmistir. (Brey J.J., Prados A., 1996). Bu ifade diisiik sicakliklarda

Cole-Davidson dagilimina doniismektedir:

1

@)= iT )

(4.35)

Burada 7, sabit ve S, =1/2 ‘dir (Brey J.J, Prados A., 1996).

(4.33) tipi denklemlerin daha ayrintili analitik ¢oziimleri sonlu ve sonsuz
dipol zincirleri i¢in Bozdemir (1981) ve Monte Carlo simiilasyonu yoOntemiyle
analizi Eker S., Bozdemir S. ve Ozdemir M. (2005) tarafindan yapilmistir. Bu
calismalardan da Debye, Cole-Cole ve Cole-Davidson tipi dagilim fonksiyonlari elde

edilmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, kinetik Ising modelinden elde edilen stokastik master durulma
denkleminin kesirli diferansiyel denklemine doniistiiriilerek elde edilen ¢oziimiiniin
Cole-Cole empirik fonksiyonunu verdigi gosterilmistir. Buradaki ¢6ziim bize Debye
tirii olmayan davranislart anlatan Master denkleminin tam diferansiyel olmadigin,
kesirli diferansiyel yapida oldugunu gostermektedir. Kesirli olmayan master
denkleminin ¢6ziimii ile kesirli olan master denkleminin ¢oziimii karsilastirildiginda
kesirli olan master denkleminin sonucunun digerinden daha genel ve kapsaml
oldugu goriilmektedir. Bu iki denklemin sonuglar1 belli araliklarda birbiriyle
ortiismektedir. Kesirli diferansiyel denklemin c¢oziimiinden KWW fonksiyonu ve
cebirsel bozunum (algebraic decay) fonksiyonu elde edilebilmektedir. Buna karsin
Ising tipt master denkleminin ¢oziimiinden elde edilen ifadenin grafigi ¢izildiginde
Debye, Cole-Cole ve Cole-Davidson tipi egrilerin elde edildigi (Bozdemir S., 1981)
gosterilmistir.

Ayrica Debye tipi olmayan davranislarin, Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ile de
tanimlanabilecegi ve bu fonksiyonlarin durulma siireclerinin taniminda 6nemli bir rol
oynayabilecegi bu calismayla ortaya konmustur. Bu dogasiyla kesirli hesap teknigi,
cok karmasik yapidaki sistemlerin davraniglarini anlamaya yonelik yeni bir bakis
acis1 getirmistir. Doga her zaman dogrusal bir icerige sahip degildir ve dogayi
tamimlayacak fiziksel denklemlerin niteligi, yine doganin kendisi gibi kesirli bir
yapiya sahip olabilir. Kesirli diferansiyel teknigi oldukca yeni uygulama alanlar
bulmasina karsin, doganin bu kesirli davramigina basarili bir yontem olarak
uygulanabilecegi anlasilmaktadir. Ancak uyarilmis bir sistemin durulmasi sirasinda
zamanin fractional yapida bir davranig gostermesinin altinda yatan fiziksel

mekanizma hala anlagilabilmis degildir, gizemini korumaya devam etmektedir.
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EKLER
Ek 1. (4.27) Kesirli Diferansiyelinin Acik Coziimii

Kesirli dereceden diferansiyel seklinde
oD/ P(t) = —Ap(2) ey

ile verilen (4.27) denklemine kesirli dereceden tiirevlerin Laplace doniisiimii

uygulanirsa

L{, D’p(t)}= s"®(s) - "z_ls”-k—lgp“) ©) ,n—-l<v<n )

k=0

elde edilir. Burada k=0 alimir ve (4.28) denkleminde verilen baslangic kosulu

kullanilirsa (1) denklemi
sPD(s)— sV = —AD(s) 3)

halini alacaktir. Bu ifade diizenlendigi taktirde

v-1

D(s) = 4
(s) ) “)
olarak elde edilir. Mittag-Leffler fonksiyonlarinin
[ —pt L ok+f-1 pa (k) a k!Pa_ﬁ Ve
[ert® P ES, (Emt)dt =———= . Re(p)>|d (5)
0 ’ (p" +m)

Laplas doniisiimii 6zelliginden (Podlubyn 1., 1999) faydalanarak (4) denkleminin ters

Laplace doniisiimiiniin sonucu, k =0 ve £ =1 karsilastirmasi yapilarak
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D(t)=E, (-At") (6)

seklinde elde edilir. Burada, Boliim 4 ‘de yapildigi gibi A =1/7" segilirse durulma

fonksiyonun
o1 =E,[- (/7)) %
ile verilen (4.29) bagintis1 elde edilir.

EK 2. (4.33) Cole-Cole bagintisinin acik ¢ikarim

(4.29) denklemi, (4.30) Mittag-Lefler fonksiyonun acik ifadesi seklinde

(4.13) denkleminde yerine yazilirsa

(@) =1- ia)Te‘“‘”CI)(t) dt

1 I‘”"Z( t17) )

T(vk +1)
Cion ( l)k vk
_1_
la)j zF(vk+1)f”"
B DT e
- za)z T ! 1" dr (8)

elde edilir. (8) denklemindeki integral ifadesini ¢cozmek i¢in; iwt =y ve Uk =x

doniigiimleri yapilirsa
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s =1-iey — V[ 2 A

STk+D™y (0 io
= (-Df 15

yid 9
zor(vkﬂ)r”k (za))"“j y ©)

bulunur. Gama fonksiyonunun (3.2) tanimi1 kullanilarak

IR R G Vi
r@)=1- kz Tk +1)r* | (i)™

I'(vk + 1)]

E(la)l')

1

:1—
1+ L
(iowr)®
ve boylece
(0)=—"t (10)
A= 1+ (iwr)”

olarak elde ederiz.
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