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: F' doniistimiiniinp noktasindaki diferansiyel(tiirev) doniisiimii
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: Hemen hemen kompleks yap1
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: 0 egik agili egik dagilim

: Anti-simetrik kovaryant tensorlerin uzay1
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI
KISMi-EGIK ALTMANIFOLDLARIN GEOMETRISI

Sibel GERDAN

Istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Do¢. Dr. Hakan Mete TASTAN

II. Damsman: Dog. Dr. Hiillya DURU

Bu tez calismasini amaci, kismi-e8ik altmanifoldlarin geometrisini incelemektir. Biz bu
calismada yerel konformal Kihler manifoldlarin kismi-egik altmanifoldlarina
odaklanacagiz.

Bu calisma bes ana boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde tez boyunca iizerinde
calisacagimiz konularin temeli sayilan calismalar verilmistir.

Ikinci  boliim, dort alt bolimden olusmaktadir. Birinci  alt  boliimde
diferansiyellenebilir manifoldlarin geometrisinin temel tanim ve kavramlar1 verilmektedir.
Bu boliimde manifold kavrami, bir manifoldun teget ve ko-teget uzayi tanitilmakta ve
bunun yamisira manifoldlar arasinda tanimlanan fonksiyonlar ile ilgili 6zellikler
sunulmakta ve manifold teorisini ¢alismada temel olusturan altdaldirma, iistdaldirma,
tirev donilisiim gibi fonksiyonlar verilmektedir. Ayrica manifold iizerinde lineer
koneksiyon tamimlanmakta ve manifold {izerinde tensor alani, tensor tiirevi gibi
kavramlardan bahsedilmektedir. Ikinci alt boliimde Riemanniyen manifold kavramu ile bu
manifold iizerinde tamimlanan Riemanniyen koneksiyon, egrilik tensorii, kesitsel egrilik
gibi kavramlardan bahsedilip, Riemanniyen geometrinin en temel teoremlerinden biri
verilmektedir. Ayrica Riemanniyen altmanifold kavrami ve bunlarin geometrisini
incelemeye yarayan Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri sunulmustur. Ucgiincii
altboliimde Kdhleriyen manifold kavrami ve bu manifoldun temel 6zellikleri verilmektedir.
Kéhler manifoldlarin holomorfik, ters-degismez ve egik altmanifoldlar1 gibi altmanifold
siniflar1 tanitilmaktadir. Bunun yanisira Sahin [23] tarafindan yapilan ¢alisma araciligiyla

v



bir Kéhler manifoldun kismi-egik altmanifoldlar1 karakterize etmeye yarayan teoremler
sunulmaktadir. Dordiincii alt boliimde yerel konformal Kidhler manifoldun temel tanim ve
teoremleri ve bu manifold tipine 6rnekler verilmektedir.

Uciincii boliimde, tez boyunca faydalanilan araclardan ve uygulanan yontemlerden
olugsmaktadr.

Dordiincii boliim tezimizin esas kismini olusturur. Bu boliimde bir yerel konformal Kéhler

manifoldun kismi-egik altmanifoldlari calisilmistir. Kismi-egik altmanifoldlarin taniminda
icerilen ters-degismez ve egik dagilimlarin integrallenebilirligi i¢in kosullar verilmistir.

Ayni zamanda bu dagilimlarin tiimel-jeodezik yapraklanma tanimlamas: icin gerek ve

yeter kosullar elde edilmistir. B6liim paralel standart yapili kismi-e8ik altmanifoldlar i¢in

verilen bazi sonuglar ile bitmektedir.

Besinci boliimde ise ¢alismanin genel bir degerlendirmesi yapilmaktadir.

Haziran 2015, 83 sayfa.

Anahtar kelimeler: Ters-degismez dagilim, egik dagilim, kismi-e8ik altmanifold, yerel
konformal Kihler manifold.



SUMMARY

M. Sc. THESIS
GEOMETRY OF HEMI-SLANT SUBMANIFOLDS
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Istanbul University
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Co-Supervisor: Doc. Dr. Hiillya DURU

The main aim here is researching the geometry of hemi-slant submanifolds. In this
studying we focus on hemi-slant submanifolds of a locally conformal Kéhler
manifold.

This study consists of five main chapters. In the first chapter, the studies that
regarded as the basis of the issues we work throughout the thesis are given.

The second chapter consists of four subsections. In the first subsection, we give
basic definitions and notions of differentiable manifolds. In this section we
introduce definition of a manifold, tangent and co-tangent space. Beside this we
present some properties of functions that are defined between manifolds and we give the
definitions of inmersion, submersion and differential map which are base of
studying the manifold theory. Also, we give definition of linear connection,
tensor field , differential of a tensor on a manifold. In the second subsection, we
present the definition of Riemannian manifold and notions of Riemannian connection,
curvature tensor, sectional curvature etc. Beside this we give one of fundamental
theorem of Riemannian geomety. Also, we present the Gauss, Codazzi and Ricci
equations to analyse the Riemannian submanifolds and the geometry of them. In the third
subsection, we give definition of Kidhler manifold and some properties of it. We introduce
holomorfic, anti-invariant and slant submanifolds of a Kihler manifold. Also, with the
help of study of Sahin [23], we give some theorems to characterize hemi slant submanifolds
of a Kéhler manifold. In the fourth subchapter we give basic definitions, theorems and

vi



examples of a locally conformal K#hler manifold.

In the third chapter, we describe the tools and applied methods we use through this thesis.
The fourth chapter is essential part of our thesis.In this section we study hemi-slant
submanifolds of a locally conformal Kidhler manifold. We give conditions for the
integrability of anti-invariant and slant distributions which are involved in the
definition of hemi-slant submanifolds. We also get necessary and sufficient conditions
for these distributions to define totally geodesic foliations. The section ends with some

results for hemi-slant submanifolds with parallel canonical structures.

In the fifth chapter, we rewiew the study.

June 2015, 83 pages.

Keywords: Anti-invariant distribution, slant distribution, hemi-slant submanifold, locally
conformal Kihler manifold.
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1. GIRIS

Altmanifoldlar teorisi diferansiyel geometrideki popiiler arastirma alanlarindan birisidir.
Bir hemen hemen Hermityen manifoldta, onun hemen hemen kompleks yapis1 cesitli
tiplerde altmanifold belirler. Ornegin invaryant ve ters invaryant altmanifoldlar boyledir.
Soyle ki; birinci durumda altmanifoldun teget uzayr hemen hemen kompleks yapinin
davranigt altinda invaryant kalirken, ikinci durumda ters-invaryant kalir, yani

altmanifoldun teget uzayr normal uzayin icine resmedilir.

Invaryant ve ters-invaryant altmanifoldlarin dogal genellestirilmeleri olarak, Bejancu [2],
CR-altmanifold kavramina giris yapti. Bir CR-altmanifold ne invaryant ne de ters
invaryant ise ona has CR-altmanifold denir. O zamandan beri CR-altmanifoldlar, hemen

hemen Hermityen manifoldlarin degisik altsiniflarinda yogun bir bi¢cimde calisildi.

Tipki CR-altmanifoldlar gibi egik altmanifoldlar da invaryant ve ters-invaryant
manifoldlarin bir genellestirilmesi olarak Chen [7] tarafindan ortaya atildi. Bir egik
altmanifold ne invaryant ne de ters-invaryant ise ona has egik altmanifold denir. Bir has

CR-altmanifoldun asla bir has egik altmanifold olamayacagin1 gbzlemleyebiliriz.

Ote yandan CR-altmanifoldlar ve egik altmanifoldlar1 birer 6zel durum olara iceren yari-
egik altmanifold kavrami Papaghiuc [20] tarafindan tamimlandi. Gercekten, yari-egik
altmanifoldun egik acis1 0 = g iken bir CR-altmanifold ve yari-egik altmanifoldun de-
gismez dagihimi D = {0} ise bir egik altmanifold elde edilir. Dolayisiyla 6 # 0 ve
D +# {0} durumunda yari-egik altmanifolda has denir.

Yari-e8ik altmanifold kavramimin bir genellestirilmesi olarak Carriazo [3], iki-egik

altmanifold kavramina giris yapt1. Ote yandan bu altmanifold tipinin altsiniflarindan birisi



ise ters-egik altmanifold olarak adlandirildi. Burada ters-egik altmanifoldun teget demeti
bir egik dagilim D? ile bir ters-invaryant dagilim D~ in direkt toplamindan olusmaktadir.

Eger 6 # g ve D+ # {0} ise, o ters-egik altmanifolda has denir.

Bir has yari-eg8ik altmanifold kavrami ile bir has ters-egik altmanifold

kavraminin birbirlerini icermedigini kolayca gorebiliriz.

Bununla birlikte Sahin [23], ters-egik altmanifoldlar1 kismi-egik olarak yeniden

adlandirdi. Ciinkii ters-egik adi1 egik dagilim yokmus gibi algilanabilirdi.

Simdiye kadar bahsettigimiz tiim altmanifold tipleri Ronsse [21] tarafindan, verilen
kapsamli ve carpik (generic and skew) CR-altmanifoldlarin birer 6zel durumu olarak

goriilebilir.

Bu tezin asil konusu olan kismi-egik altmanifoldlar Sahin [23] tarafindan, Kahleriyen

manifoldlarda ¢alisildi.

Bir yerel carpim Riemanniyen manifoldun kismi-egik altmanifoldlar1 ise Tastan ve

Ozdemir [26] tarafindan, detayli olarak ¢aligilmistir.

Biz bu tezde hemen hemen Hermityen manifoldlarin bagka bir altsinifi olan yerel

konformal Kahler manifoldlarin kismi-egik altmanifoldlarini ¢alisacagiz.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. DIFERANSIYELLENEBILIR MANIFOLDLAR

Bu boliimde diferansiyellenebilir manifoldlarin  geometrisinin temel tamim ve

kavramlari verecegiz.

2.1.1. Manifoldlar

Tanim 2.1. [24] M bir Hausdorff uzay1 olsun. Eger Vp € M,

o:U— eU) CR™

bi¢iminde bir ¢ homeomorfizmasi (esyapisi) bulunabiliyorsa M ye bir topolojik manifold

denir. Burada ¢/, M nin p yi iceren uygun bir acik alt kiimesidir.

Bu tanima dayanarak bir topolojik manifoldun yerel olarak Oklidyen uzay1 andirdigini
gorebiliriz. Simdi M bir Hausdorff uzay1 ve ¢ : U — o(U) C R™, Tamim 2.1 deki gibi
olsun. Bu durumda ¢ ye M de bir koordinat sistemi, U ya M de bir koordinat komsulugu
ve (U, p) ¢iftine de M de bir harita denir. m = Boy(R™) sayisina ise (U, ¢) haritasinin
boyutu denir. Y NV # @ olmak tizere (U, ¢) ile (V, ), M de m-boyutlu iki harita olsun.
Eger ¢ o ¢)~! bir r-inci mertebeden diffeomorfizm ise, yani; p o ¢y~ € C"(H(UNV))
vepopt e C(pUNYV))ise (U, ) ve (V, 1) haritalarina C"-bagdagirlar denir. Eger
U NV = @ ise, bu iki haritanin C'*°-bagdastiklarin1 kabul ediyoruz.

Artik manifold iizerinde analiz yapabilmeyi saglayan atlas kavrami verilebilir.

Tanmm 2.2. [9] M, m-boyutlu manifold olsun. I bir indis ciimlesi olmak iizere M
iizerinde haritalarin bir ailesi olan A = {(U;, p;)}icr kiimesi igin asagidaki sartlar
saglaniyorsa A koleksiyonuna M iizerinde r-inci mertebeden diferansiyellenebilir yapi

(veya r-inci mertebeden atlas) ad1 verilir:



A | Ju; =M.
i€l
A2) A daki herhangi iki harita C"-bagdasgir.

A3) A maksimaldir, yani eer bir (U, ) haritasi1 A daki biitiin haritalar ile C"-bagdagstyor

ise bu durumda (U, %) € A dir.

Ek olarak eger A atlasi her mertebeden diferansiyellenebiliyorsa M manifolduna C°-
manifold adi verilir. Bu tez boyunca ('°°-manifoldlarla ¢alisildigindan bundan sonra

manifold denildiginde C'">°-manifold anlasilacaktir.

Ornek 2.1. [24] R™ Oklidyen uzayi bir m-boyutlu manifolddur. Bu manifoldun atlas

bir tek (R™, I') haritasindan olusur, burada I birim fonksiyonu gostermektedir.

Ornek 2.2. [19] =,y € R3\{0} olmak iizere R*\{0} kiimesinde asagidaki bicimde bir
bagint1 tanimlansin.

r~y < INER\{0}; z=N\y

Bu "~" bagmtisinin R*\{0} kiimesi iizerinde bir denklik baZintis1 oldugu kolayca

"

goriilebilir. R*\{0} uzaymnin "~" denklik bagmtisina gére bolim uzayr R(P?) ile

gosterilsin. Bu durumda [ z |, z elemaniin "~" bagintisna gore denklik sinifi olmak iizere,
R(P?%) = {[x] |z € R\{0}}

olur. * = (1, 9, v3) € R3\{0} olmak iizere, [x] € R(P?) noktasi [z ] = [x1, T, 73] ile

gosterilsin. Buuzaydai = 1, 2, 3 olmak iizere, U; = { [z ] | z; # 0} kiimeleri tanimlansin.

3
UL{Z- = R(P?) oldugu kolayca goriilebilir. ¢; : U; — R? fonksiyonlar1 agagidaki
i=1

bicimde tanimlansin.

To T3 Ty I3

prlz]) = (= =), eullz]) = (— =), es([z]) = (

IE1’$1 352’!152

1 To
l‘g7 T3
fonksiyonlar1 tanmimlansin. (; fonksiyonlarinin bilesenleri rasyonel ifadelerden
olusmaktadir. Rasyonel ifadeler payda sifir olmadigi siirece siirekli olacagindan ¢,
fonksiyonlar1 siireklidir. Ote yandan ¢; fonksiyonlar1 bire-birdir. Gercekten,

T = (Z‘l,.TQ, Ig), Yy = (yh Y2, ?JS) € Rn-‘rl\{o} lgln [x], [y] € Z/{l olmak ﬁzere’



T2 X3 Y2 Y3 Tg T3 Y2 Y3

x — = —— ) =(—,— :}17—’—:1,—’—

alle) =) = (22 = (22 51, 2,2, 2 2
esitligi bulunur. Buradan, "~" denklik bagintisinin tanim1 geregi [x1, z2, 23] = [y1, Y2, ¥s3]

yani, [z ] = [y ] elde edilir. Bu ¢ in bire-bir oldugunu gosterir. s ve 3 iin bire-birligi de
benzer sekilde gosterilebilir. Uf; lerin ; altindaki goriintiisi V; C R? olsun.

z = (21,22) € V1, (Y1, 42) € Vo, (w1, wz) € Vs igin,

901_1(21722) = [1,21,2’2] ) 902_1(y1,y2) = [yh 1,92] ) 803_1(?01,102) = [w1,w2, 1]

dir. ;! fonksiyonlari siireklidir. O halde ¢; fonksiyonlar1 egyapidir.

i = 1,2,3 icin (U;, ;) haritalarmin  C'*°-bagdagtiklarini  gostermek gerekir.
010 @ 1 (U NUy) — iUy N Uy) olmak iizere t = (t1,ty) € o(Uy N Us)

olsun.
1 t

hh

p109y (t,t2) = p1([tr, 1,8]) = (

[t1,1,t5] € Uy NUy igin t; # 0 oldugundan ¢, o, ! in bilesenleri diferansiyellenebilirdir.
0o 001" 11U NUy) — iUy N U) igin de benzer sekilde gosterilebilir. O halde
(Uy, 1) ie (Us, p2) haritalart C*°-bagdasirlar. Diger haritalarin da C*°-bagdastig1 benzer

sekilde gosterilebilir.

O halde A = {(Us,¢;); 7 = 1,2,3} kilmesi R(P?) iizerinde 2-boyutlu bir atlas olur.
Sonugta R(P?) reel projektif diizlemi 2-boyutlu bir manifolddur.

Ornek 2.3. [24] f + R™ — R siirekli bir fonksiyon ve

M = {(Ilﬂ s 7xm7xm+1>| Tm41 = f(‘rb s ,Q?m)}

olsun. M kiimesi f fonksiyonunun grafigi olarak adlandirilir. Bu durumda M, m-boyutlu

bir manifolddur. Gergekten, ¢ : M — V' = R™ vektorel fonksiyonu

AT, o Ty Tiy1) — (X1, -+, )



izdiisiimii ile verilirse siirekli olur. Diger taraftan

¢_1(:L’1, ey T) = (T1y e T, [T, )

oldugundan ¢! de siirekli olur. Bu durumda (M, ¢), m-boyutlu bir atlas tanimlar.

Boylece M bir m-boyutlu manifold olur.

Tamim 2.3. [19] M bir manifold olsun. Eger £ : &/ — R™ bir koordinat sistemi ise, bu
durumda f o &1 : £(U) — R bileske fonksiyonu f i¢in & cinsinden koordinat gosterimi

olarak adlandirilir. Yani, I/ iizerinde

= (f 05_1)($17 SR 71771)

dir. Eger M deki her ¢ koordinat sistemi icin fo&~! koordinat gosterimi Oklidyen manada
diferansiyellenebilir ise bu durumda f : M — R fonksiyonu C*°-diferansiyellenebilirdir
(smooth) denir. M tizerindeki biitiin C*°-diferansiyellenebilir reel-degerli fonksiyonlarin

kiimesi §(M ) ile gosterilecektir.

Asagida bir manifold iizerinde cebir ¢alismamizi saglayan kavramlar verilmektedir.

2.1.2. Teget ve Ko-teget Uzay

Tanim 2.4. [9] M bir manifold olsun. Bu durumda her f, g € F(M) ve a,b € R igin,
(i) vy(af +bg) = avy(f) + bu,(g)

ii) Up(fQ) = Up(f)g + f“p<g)

kogullarini saglayan v, : § (M) — R doniistimiine M manifoldunun p noktasindaki teget

vektorii denir.
p noktasindaki teget vektorlerden olusan kiimeyi 7, M ile gosterirsek bu kiimenin asagida
tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpim islemlerine gore R {izerinde bir vektdr uzayi

oldugu goriilebilir.

(v+w)(f) =v(f) +w(f) (Toplama) ve (cv)(f) = cv(f) (Skalerle carpim)



Burada v,w € T,M, c € Rve f € §(M) dir. Bu durumda 7}, M ye M nin p noktasindaki

teget uzay: denir.
Asagidaki tanim bir manifold iizerinde kismi tiirevin nasil tanimlandigini1 soylemektedir.

Tanmm 2.5. [19] (U, ), M de bir harita ve ¢ = (x4, ..., x,,) olsun. p € U olmak iizere,
fesU)ise

of 0 -
o, o= a—ui(fosﬁ ) low)
dir. Burada (uy, ..., u,;,), R™ in dogal koordinatlaridir.

Yardimci Teorem 2.1. [19] ¢ = (x1,...,2,) ve p(p) = 0 € R™ olmak iizere (U, ),
M de bir harita olsun. Bu durumda Vf € §(U), fi(p) = %(p) olacak bigimde Oyle
fis- -, fm € §(U) fonksiyonlar vardir ki;

f=1(p) +Z$z‘fz’
i=1

dir.
Simdi manifoldlar teorisinde 6nemli bir yeri olan baz teoremi verilecektir.

Teorem 2.1. [19] M bir manifold ve (U, ¢), M de bir harita olsun. ¢ = (xy,...,xpy)

0
olmak iizere, v € T, M ise v = g v(xz)a— |, dir ve {
Li
i=1

0
E |p}» T, M nin bir bazidur.
Z;

Kamt: v € T,M, f € §(U) ve p € U olsun. Buradai = 1, ..., m olmak iizere z;(p) = 0

yani ¢(p) = 0 € R™ varsayabiliriz. f, Yardimci Teorem 2.1 deki gibi olmak iizere,

v(f)(p) =v(f(p) + Zl’zfz) =v(f(p)) + U(Z i f;)
= Y el noeA) = Yoo

0 o
Buradan v = » " v(z;) 5~ |p elde edilir. Simdi {

- ox;
=1

|p }1<i<m nin lineer bagimsiz oldugunu

. - . . 0
gosterelim. aq, . . ., a,, € R olmak iizere, Z ai% l,=0olsun.i = 1,2,3i¢in U; = oz,

i=1 v
ve 7 = 1,..., m olmak lizere,



i=1 i=1
. d . y :
elde edilir. O halde, {8_ |p }1<i<m lineer bagimsiz ve dolayisiyla 7, A/ nin baz1 olur.
i -

Tammm 2.6. [9] M bir manifold olsun. Her p € M noktasina 7,M uzayinda bir X,
teget vektoriinii karsilik getiren X fonksiyonuna vektor alani denir. Boylece M

manifoldu tizerinde bir vektor alani

X:M- |JT,M
peM
bi¢ciminde bir fonksiyon olacaktir. Eger X, M de bir vektor alan1 ve f € §(M) ise bu
durumda X f, M tizerinde Vpe M, (X f)(p) = X, (f) ile taniml reel-degerli fonksiyonunu
gosteri. X f, her f € §(M) icin diferansiyellenebiliyorsa X vektor alanm
diferansiyellenebilirdir denir. M tzerindeki vektor alanlar asagidaki gibi birbirleriyle

toplanabilir veya bir f € F(M) fonksiyonu ile ¢arpilabilir:

X +Y)p)=X+Y, . (fX0) =X,

Bu iki igleme gore M iizerindeki biitiin diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi
olan X(M), §(M) halkasi iizerinde bir modiildiir. Eger ¢ = (z1,29,...,2,), U C M

tizerinde bir koordinat sistemi ise bir X vektor alani, Teorem 2.1 yardimiyla

X:Z;Xzaxi

seklinde ifade edilebilir. Burada X*, X vektor alaninin bilegenidir.

.. 0
Ornek 2.4. [24] z,y, R? nin dogal koordinatlar1 olmak iizere X = xa— ve Y = a:a—,
Yy x

R2 de vektor alanidir.

Tamm 2.7. [19] M bir manifold olsun. 7}, M te8et uzayinda tanimh reel-degerli lineer
doniigtimlerin kiimesi 77 M ile gosterilir. 77 M uzayi T, M uzayinin dual uzayr olarak

adlandirilir.

Tanim 2.8. [19] M bir manifold olsun. Bu durumda p € M noktasma 77 M dual

uzayinn bir 6, elemanim kargilik getiren 6 fonksiyonuna bir 1-form denir. Boylece M



manifoldu tizerinde bir 1-form

0:M— | T;M
peEM
bigiminde bir fonksiyon olacaktir. f(p) = ¢, € Ty M oldugundan, ¢ ile f(p) arasinda
ayrim yapmayip 0, ye de 1-form diyecegiz. Dual uzayin tanimi geregi 0, : T,M — R

bi¢iminde bir lineer fonksiyondur. 77 M uzayina ko-teget uzay da denir.

Eger M tizerinde, 6 bir 1-form ve X bir vektor alani ise 6.X, her p noktasinda degeri, 6, nin
X, de aldig1 degere esit olan reel-degerli bir fonksiyonu gésterir. Yani; 6.X (p) = 6,(X,)
dir. Her X € X(M) i¢in 0.X diferansiyellenebilirse 6, 1-formu diferansiyellebilirdir
denir. X*(M), M tizerindeki diferansiyellenebilir biitiin 1-formlarin kiimesi olmak iizere,
bu kiime agagida tanimlanan toplama ve reel-degerli fonksiyon iglemlerine gore F(M)

halkasi1 tizerinde bir modiildiir:

O +w)p) =0, . (f0)p)=f(p)0

Burada 0, w € X*(M) ve f € F(M) dir.

Tanim 2.9. [19] M bir manifold olsun. f € F(M) nin diferansiyeli df, bir 1-formdur

oyle ki, M ye teget her v vektorii i¢in

df (v) = v(f)
dir. ¢ = (x1,...,2), U C M iizerinde bir koordinat sistemi olsun. dxz(a—) =
Ly
0
oldugundan, {dzi,...,dz,} 1-formlar kiimesi U iizerinde, {a—, ey 8_} bazina
T L,

karsilik gelen dogal dual bazdir. O halde herhangi bir 6, 1-formu

m

d
0= Ze(axi) dz;

i=1

= 0
ile ifade edilebilir. Bu esitlik Teorem 2.1 de verilen v = g v(z;) . |, esitligine kargilik
4
i=1
gelir.
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Ornek 2.5. [24] f; : R® — R;i = 1,2, 3 olmak iizere

3
Y = fidzy + fodxy + fadrs = Z fidx;
i=1
R3 de bir 1-formdur.

2.1.3. Manifoldlar Arasi Fonksiyonlar

M ve N sirasi ile m ve n-boyutlu iki manifold olsun.

Tamim 2.10. [24] F' : M — N bir fonksiyon olsun. Bu durumda p € M noktasinin
komsulugundaki harita (U, ¢) ve F(p) € N noktasinin komsulugundaki harita (V, ¢)
olmak iizere, ¢(U) C R™ den (V) C R™ kiimesine olan ¢ o F o ¢! fonksiyonu
Oklidyen anlamda diferansiyellenebiliyorsa, F' fonksiyonu p € M noktasinda C°-

diferansiyellenebilirdir denir.

Bundan sonra C'*°-diferansiyellenebilir olan F' : M — N fonksiyonlarina doniigiim

denilecektir.

Ornek 2.6. [24] «, M de bir egri ve F' : M — N bir doniisiim olsun. Bu durumda
B = F oa, N de bir egridir.

Tanmm 2.11. [19] F : M — N bir doniisiim olsun. Eger F' doniisiimiiniin tersi de

doniistim ise F': M — N doniisiimiine diffeomorfizm denir.

t

Ornek 2.7. [9] a,b € R ve (a,b) C R de bir agik aralik olmak iizere, F(t) = (=)

ile verilen I : (—1,1) — (a, b) doniigiimii bir diffeomorfizmdir.

Tanim 2.12. [19] F : M — N bir doniisiim ve p € M olsun. v € T,M ve g € F(M)

olmak tizere, dF},(v)[g] = v[g o F] bi¢iminde tanimlanan
dF, : T,M — TN

doniistimiine F' nin tiirev veya diferansiyel doniisiimii denir. Bu doniisiim lineer bir

doniisiimdiir ve F},, ile de gosterilir.

Asagidaki yardimci teorem tiirev doniisiimiinii belirlemek icin kullanilir.
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Yardimer Teorem 2.2. [19] F : M — N bir doniisim ve § = (z1,...,2,) Ve
n = (y1,...,yn) sirastyla p € M ve F(p) € N noktalariin komsuluklarina ait iki
koordinat sistemi olsun. Bu durumda
0 "0y oF), . 0 ,
dF,(— = ——(p)=— X 1< <

Tanmm 2.13. [19] F : M — N bir doniisim ve £ = (z1,...,2,) Ve n = (Y1, .., Yn)

sirastyla p € M ve F'(p) € N noktalarinin komsuluklarina ait iki koordinat sistemi olsun.

(2o

W)
Ox; 1<i<n , 1<j<m

matrisi /' nin, p noktasinda ¢ ve 7 koordinat sistemlerine gore Jakobiyen matrisi olarak
adlandirlir. F, ~ JF, dir. Yani, bir tiirev doniisiimii onun Jakobiyen matrisi ile temsil

edilir.

Ornek 2.8. [19] ¢ : R? — R? olmak iizere,

P(x,y) = (a° — 2y, 42’y?)

doniisiimii verilsin. ¢1(z,y) = 22 — 2y, ¢o(x,y) = 423y? ve p = (1,2) olmak iizere,

Yardimci Teorem 2.2 kullanilirsa,

91 (p) 91 ()
’ —w?(p) 92 2 (p) 48 16
ox dy

olarak bulunur.

Tamm 2.14. [9] F': M — N bir doniisiim olsun. Eger dF), tiirev doniisiimii her p € M
icin bire-bir ise F' : M — N doniisiimiine daldirma bazen de iistdaldirma (immersion)
denir. Ozel olarak, ' : M — N daldirmasi bire-bir ise ' : M — N ye gomme (imbed-
ding) denir.

Yardimci Teorem 2.3. [19] F' : M — N bir doniisiim ve p € M olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler esdegerdir:

1) dF, tirev doniisiimii bire-birdir.
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2) M ve N de secilen herhangi iki koordinat sistemi i¢in /' nin p noktasindaki Jakobiyen
matrisinin ranki m dir.

3) Eger y',...,y", F(p) € N noktasinda bir koordinat sistemi ise bu durumda
1 <i; <...<i, < nkosulunu saglayan tamsayilar vardir dyle ki; y"* o F, ..., y'm o F

fonksiyonlart p € M noktasinin bir komsulugunda bir koordinat sistemi olusturur.

Ornek 2.9. [9] o : R — R3 olmak iizere,

aft) = (£ — 4t,1? — 4)

doniigiimii verilsin. da = ((3t? — 4) dt, 2t dt) # (0,0) ve rank(da) = 1 oldugundan «
bir tistdaldirmadir. a(2) = a(—2) oldugundan « bire-bir degildir. O halde bir gémme

olamaz.

Tammm 2.15. [19] F': M — N bir doniistim olsun. Vp € M igin dF}, tirev doniisiimii

orten ise F' : M — N doniisiimiine altdaldirma (submersion) denir.

Yardimc1 Teorem 2.4. [19] F' : M — N bir doniisiim ve p € M olsun. Asagidaki
ifadeler esdegerdir:

1) dF, tirev doniigiimii lizerinedir.

2) M ve N de secilen herhangi iki koordinat sistemi i¢in F' nin p noktasindaki Jakobiyen
matrisinin ranki n dir.

3) Egery',...,y", F(p) € N noktasinda bir koordinat sistemi ise bu durumda p € M

noktasinda y' o F,...,y" o F, 2" ... 2™ formunda bir koordinat sistemi vardir.

Ornek 2.10. [19] m > n icin (t1,...,t,) noktasmu, (¢,,...,t,) noktasina resmeden

R™ — R" projeksiyonu bir altdaldirmadir.

Teorem 2.2. [9] F': M — N bir doniisiim ve Vp € M, dF,, : T,M — Tp,)N lizerine
olsun. Burada ¢ = F(p) dir. Bu durumda

M={peM:F(p)=q}

kiimesi bir manifolddur ve Boy]T/[/ =BoyM —BoyN dir, hatta 7 : M - M icerme

doniigiimii bir gdmmedir.
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2.1.4. Manifoldlar Uzerinde Lineer Koneksiyonlar

Tanmim 2.16. [8] M bir manifold, M manifoldunun bir ¢/ acik kiimesi iizerinde vektor

alanlar1 X ve Y olmak iizere, f € §(M ) fonksiyonu i¢in
(X YTf = X(Y(f) = Y(X(S))

biciminde tanimlanan

[, ] X (M) x X(M) — X(M)

operatoriine X ve Y vektor alanlarinin Lie ya da parantez operatorii denir. Herhangi
f,9 € §(M) igin,
(X, Y](f +9) = (X, YI() + (X, Y](g) ve [X,Y](fg)=[X,Y](f)g+[X Y](9)f

esitliklerini gérmek zor degildir.
Bu operatoriin 6zellikleri agagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 2.3. [8] M bir manifold, X,Y,Z € X(M) ve f,g € §(M) olsun. Asagidaki
ozellikler saglanir.

) X Y] =Y, X]

) (X+Y, 7] =[X,Z]+Y, 7]

) X gY](fg) = FX(9)Y +9Y (/)X + fg[X,Y]

) X2+ Y (2 X))+ [Z,[X, Y]] =0

Burada 4. 6zellik Jakobi Ozdesligi olarak adlandirilir.

Tanim 2.17. [24] M bir manifold olsun. Bu durumda XY, Z € X(M) ve f € F(M)
olmak iizere

1) VxiwZ=VxZ+VyZ

2) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

3) VixY =fVxY

Y Vx(fY)=X(N)Y +fVxY

kosullarint saglayan V : X(M) x X(M) — X(M) fonksiyonuna afin veya lineer
koneksiyon adi verilir. VxY vektor alanina Y vektor alanimin X vektor alan1 boyunca

kovaryant tiirevi denir.
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m

(")rnek 2.11. [24] R™ Oklidyen uzayinin dogal koordinat fonksiyonlar1 x! , ™ ve
0 8
X = Z fi— -ileY = Z 9' = R™ de iki vektor alani olsun. Burada f ve g* verilen

dogal koordlnat fonk51y0n1ar1na gore vektor alanlarinin bilegenlerini gostermektedir. Simdi

= 0g" 0
Vil = ZX 8x’ Zzlfjaxjﬁxi

ile tammh V. : X(M) x X(M) — X(M) doniigiimii goz 6niine alalim. Bu durumda
V, R™de bir afin koneksiyondur. Bu koneksiyona Oklidyen uzayin standart koneksiyonu
denir.

2.1.5. Manifold Uzerinde Tensor Alanlar

Tanmmm 2.18. [19] V4,...,V,, K halkasi iizerinde modiiller olsun. Bu durumda v; € V;
olmak tizere V; X ... x V; biitiin (vy,...,vs) elemanlarmimn kiimesidir. V; x ... x V,

IC tizerinde bir modiildiir. W, I {izerinde baska bir modiil olmak iizere 1 < 7 < s ve
v; € Vi(j # 1) igin

v— AV, .., 01,0, Vg1, - e, Us)

fonksiyonu KC-lineer ise

A:Vix. ... xVy—=W

fonksiyonu KC-katli-lineer olarak adlandirilir. V, KC lizerinde bir modiil ise V' den K ya
tim KC-lineer fonksiyonlarin kiimesi olan V* da K {izerinde bir modiildiir ve V' nin dual

modiilii olarak adlandirilir.

Eger1 <17 <sicinV; =Vise V; X ... X V; notasyonu kisaca V'* olarak gosterilebilir.

Tamim 2.19. [19] » > 0,5 > 0, (r,s) # (0, 0) olmak iizere,
A (V)Y xVP =K

K-katli-lineer fonksiyonu V' iizerinde (r, s) tipinden bir tensor olarak adlandirilir.

Tanmm 2.20. [19] X(M) iizerinde Tanim 2.19 deki gibi tanimlanan bir A tensorii, M
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tizerinde bir tensor alan: olarak adlandirilir. Boylece A, (7, s) tipinden bir tensor ise
A:X"(M)" xX(M)* — F(M)

seklinde bir §( M )-kath-lineer fonksiyondur. §', ... 6" , 1—formlar ve X, ..., X, vektor

alanlar1 olmak iizere A katli-lineer fonksiyonu
f=A0"...,0", X1,...,X,)

seklinde bir reel-degerli fonksiyon iiretir. Burada 6°, A nin i-inci kontravaryant bileseni
ve X;, Anin j-inci kovaryant bileseni olarak adlandirilir. M iizerindeki (r, s) tipinden

biitiin tensor alanlarinin kiimesi 7. (M) ile gosterilecektir.

Ornek 2.12. [19] E: X*(M) x X(M) — F(M) fonksiyonu E(#, X) = 6X ile verilsin.
Herhangi 0,0, 6, € X*(M), X, X1, Xy € X(M) igin,

E(0,+ 02, X) = E(01,X) + E(62, X)

E0,X,+ X,) = E(0,X1) + E(0, X5)

oldugundan E fonksiyonu toplamaya gore lineerligi saglar. Ote yandan F her iki bilesene
gore §(M)-lineerdir, yani keyfi bir f € §(M) igin

B(16,X) = (f0)X = [(0X) = [E(6, X)

B0, 1X) = 0(fX) = (f0)X = E(6, X).

Bu yiizden £, X(M) modiiliiniin temel 6zelliklerine gore, M iizerinde (1, 1) tipinden bir

tensor alanmidir.

Ornek 2.13. [19] Belirli bir w # 0, 1-formu icin F : X(M) x X(M) — F(M)
fonksiyonu her X, Y vektor alani igin F'(X,Y) = X (wY) ile verilsin. X3, Xy € X(M)
ve f € (M) olmak iizere,

F(X;+X,,Y)=F(X,Y)+ F(X3,Y)

F(fX,Y) = fF(X,Y)

oldugundan, F', X bilesenine gore hem toplamaya gore lineer hem de §(M )-lineerdir. Y
bilesenine gore toplamanin lineerligi X bilesenine benzer sekilde gosterilebilir. Fakat F',
Y bilesenine gore §(M )-lineer degildir. Ciinki,

F(X, fY)=Xw(fY) = X(fwY) = (XflwY + fF(X,Y)

dir. Bu ytizden, F’ bir tensor alam degildir.
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Bir manifold iizerinde , bir tensor alaninin tiirevinin nasil hesaplanacagi asagidaki tanimda

verilecektir.

Tanmim 2.21. [19] M bir manifold ve A bu manifold iizerinde (r, s) tipinden bir tensor
alan1 olsun. Asagidaki gibi tamimlanan © : 7 (M) — 7 (M) , R-lineer fonksiyonuna
tensor tiirevi denir: 0, ... 0" € X*(M) ve X1, ..., X, € X(M) olmak iizere,
DIAWB,...,07, X1,..., X,) = (DA)O,...,0", X1,...,X,)
+iA(91,...,®ei,...,er,Xl,...,Xs)
i=1

+Y AW, 07X, DX, X)
j=1

Ornek 2.14. [24] Bir 0, 1-formunun ® tensor tiirevi,
(DO)(X) =D(0X) —0(DX)

seklinde hesaplanir. Burada X € X(M) dir.

Tamim 2.22. [24] M bir manifold ve V da bu manifold iizerinde bir lineer koneksiyon

olsun. Bu durumda 7" : X(M) x X(M) — X(M) olmak iizere,
T(X,Y) = VyY — VyX — [X,Y]

ile verilen fonksiyon (1,2) tipinden bir tensor alamdir. Bu tensor alanina V lineer
koneksiyonunun forsiyon tensorii denir. T' = () olmast durumunda V lineer koneksiyonu

torsiyonsuzdur denir.

Tamm 2.23. [24] M bir manifold ve V da bu manifold iizerinde bir lineer koneksiyon

olsun. Bu durumda R : X(M) x X(M) x X(M) — X (M) olmak iizere,
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ -V xy|Z

ile verilen fonksiyon (1,3) tipinden bir tensor alamdir. Bu tensor alanina V lineer

koneksiyonunun egrilik tensorii denir.

Simdi herhangi bir r-formun dis tiirev tanimi verilecektir.
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Tanim 2.24. [31] M bir manifold olsun. {i,...,4,.},{1,2,...,7} nin permiitasyonu ve

w, 4, diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

w = wil_,.l-rda:“ Adx? A .. A dx'

M iizerinde herhangi bir r-form olmak iizere bu durumda w nin d dis tiirevi

r

1 . X
(dw)(Xo, X1,...,X,) = — ;(—1) Xi(w(Xo,....X;),..., X,)
1 o . .
+T+1 Z (=)™ w([Xi, X5, Xo, -, Xiy oo, Xy, X))
0<i<y<r

n An

ile verilir, burada notasyonu lstiinde oldugu terimin ihmal edildigi anlamina

gelmektedir.

Tamm 2.25. [24] M bir manifold ve X, Y7, ...,Y,_; M iizerinde vektor alanlar1 olsun.
Bu durumda

W — (ZXW)(}/D s 7}/;“71) = W(nyrb s 7}/;“71)

ile verilen iy : \" M — N\~ M doniisiimii

i. (ix)?=0
ii. Egerw € \" M ise

ix(wWAD) = (ixw) N+ (—1)"w A (ixw)
gerceklenir, burada w keyfi formdur,

sartlarini saglarsa Ix doniisiimiine ic tiirev denir. Burada
N M={¢| o(Xy,...,X,) = sgnop(X1,...,X,) ve o permiitasyon} anti-simetrik

kovaryant tensorlerin uzayidir.
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2.2. RIEMANNIYEN MANIFOLDLAR

Bu boliimde Riemanniyen manifoldlarin geometrisinden bahsedilecektir. Riemanniyen
manifold tanimi, Levi-Civita koneksiyonu, egrilik tensorii, kesitsel egrilik, uzay form gibi

kavramlar verilecektir.

Tamim 2.26. [24] M bir manifold ve

g X(M) x X(M) = §(M)

bir (0,2) tipinden tensor alani olsun. Eger ¢, simetrik ve pozitif tanimli ise, yani
VXY € X(M),

a) g(X,Y) = g(¥, X) ve

b) g(X,X)>0veg(X,X)=0X=0

kosullarini saglaniyorsa g, (0, 2) tipinden tensor alanina Riemanniyen metrik veya metrik

tensdr ad1 verilir. Bu durumda (M, g) ikilisine bir Riemanniyen manifold denir.
Tamm 2.27. [24] (M,g) bir Riemanniyen manifold olsun. M iizerindeki bir V
koneksiyonu, VX, Y, Z € X(M),

X[g(Y,2)] = g(VxY, Z)+ g(Y,VxZ) (2.1)

kosulunu saglarsa, bu V koneksiyonuna g ile uyumlu (compatible) koneksiyon denir.
Tanim 2.21 dan bu kosulun Vg = 0 kosuluna denk oldugunu gorebiliriz. Bu durumda
g ye V ya gore paralel denir.

Yardimer Teorem 2.5. [19] M bir Riemanniyen manifold olsun. V' € X(M) olmak
tizere V*,

VX)) = g(V, X)

kosulunu saglayan bir 1-form olsun. Bu durumda V' — V* nin, X(M) den X*(M) ye bir

§(M)-lineer izomorfizm oldugu kolayca goriilebilir.
Asagidaki teorem Riemann geometrisinin en temel teoremlerinden birisidir.

Teorem 2.4. [19] (M, g) bir Riemanniyen manifold olsun. Bu manifold iizerinde
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VXY € X(M),
[X,Y] = VxY — Vy X (2.2)

veE

X[g(Y,2)] = 9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (2.3)

kosullarini saglayan bir tek V koneksiyonu vardir. V, M nin Levi-Civita koneksiyonu ya

da Riemanniyen koneksiyon olarak adlandirilir ve

29(VyZ2),X)=Yg(Z, X))+ Zg(X,Y) - Xg(Y,Z) — g(Y, [Z, X])

+9(Z, [X,Y]) + 9(X, [Y, Z])
Koszul formiilii ile karakterize edilir.

Ispat: Kabul edelim ki V, M iizerinde (2.2) ve (2.3) kosullarim saglayan bir koneksiyon
olsun. Koszul formiiliiniin sag tarfindaki ilk ii¢ terim i¢in (2.3) ve son ii¢ terim icin (2.2)

esitlikleri kullanilirsa, 29(Vy Z), X) elde edilir ve Yardime1 Teorem 2.5 dan V tektir.

Varlik igin Koszul formiiliiniin sag tarafina esit olan F(Y,Z, X) tensoriini
tanimlayalim. Sabit Y, Z € X(M) i¢in dogrudan hesaplama ile X — F(Y,Z, X)
fonksiyonunun §(M )-lineer oldugu goriiliir ve boylece bu fonksiyon bir 1-formdur.
Yardimc1 Teorem 2.5 den, Vy Z ile gosterecegimiz bir tek vektodr alan1 vardir dyle ki;
her X € X(M) i¢in 2¢(Vy Z),X) = F(Y, Z, X) dir. Koszul formiilii saglanir ve bu

formiilden (2.3) kosulunun varligin gorebiliriz. (2.2) kosulunu kanitlamak icin,

29(VyZ — VY, X)=F(Y,Z,X) - F(Z,Y,X)

esitliginden yola ¢ikalim. Bu esitlidin sag tarafi

g(X, [Y, Z]) - g(Xv [27 Y]) - 29([}/7 Z]»X)

ifadesine indirgenir. Buradan istenilen elde edilir.

(2.2) ve (2.3) kosullarin1 saglayan koneksiyon Riemanniyen koneksiyonu veya metrik
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koneksiyon olarak da adlandirilir.

M bir Riemanniyen manifold olsun. ¢ = (xy,. .., x,) olmak iizere (U, ), M manifoldu
tizerinde bir koordinat sistemi ve X, ..., X,, koordinat sisteminin belirledigi ortonormal

catt olsun. Bu durumda
Vi X, =Y TiX
i=1

ile tamimlh I’ Zj : U — F(M) fonksiyonlarini ele alalim. Bu fonksiyonlara Christoffel

sembolleri denir. V Levi-Civita koneksiyonu oldugundan (2.3) esitligi kullanilirsa

Xi(g(Xra Xj)) + Xj(g(Xra Xz)) - Xr(g(XwX])) = g(VXinan) + g(Xra vXLAXV])
—I—g(VX.Xr,Xi) + g(Xr, Vx, X;) — g<erXi7 X;) —9(Xi, Vx, Xj;)

+Zrzrg Xi, X;) + erg X, Xp) + Zrﬂg Xy, Xi)
+Zrﬂg X, X¢) Zrmg X, X +ZFm9 X, X¢)

(Ffz - FZ)Q(Xkaﬂ’

olur. Diger taraftan f € §(M) igin

o of of
= Xk(aXs) - Xs(a_)(k>
0*f *f

=0

T X 0X.,  O0X.0X,

oldugundan [ X}, X;] = 0 bulunur. Boylece
XX = Vi X~ VX = 3T — ST = 3T — T,

=1 =1 =1

ve {X1,..., X, } lineer bagimsiz oldugundan

t _ 1t
Fskz - st
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elde edilir. Buna gore

Xi(9(X0, X)) + X;(9(X,, X0)) — X, (9(X0, X)) =2 Zrﬂgkr

Xilgei] + X;lgni] = Xolgis] =2 Thiger
1<i,5,k,ir<n

dir. Burada ¢;; = g(X;, X;) ve [g;;], g;; nin matrisini gostermektedir. Boylece

T = 5 07 (Xl + X o] — X lou]}

S i kr agm agm agzy}
8X

elde edilir, burada ¢*", [g-] matrisinin tersi olan matrisin bilesenlerini gostermektedir.

Buradan

1 - agr' agri agz
kK _ — kr J . J
i =5 ;g Gx *ax ~ax) 2.4)

olur. Bu ifade Christoffel sembollerini dolayisiyla Levi-Civita koneksiyonunun metrik

tensoriin bilesenleri tiiriinden elde edilecegini gostermektedir.[24]

Asagida bir Riemanniyen manifoldunun egrilik tensoriiniin simetri 6zellikleri

verilecektir.

Teorem 2.5. [19] R, bir (M, g) Riemanniyen manifoldu iizerindeki V Riemanniyen
koneksiyonunun egrilik tensorii olsun. p € M ve x,y, z,w € T,M ise, bu durumda,

i) R(z,y)+ R(y,z) =0,

i) R(z,y;z,w) =—R(z,y;w, 2),

iii) R(z,y)z + R(y,2)x + R(z,2z)y =0,

iv) R(x,y; z,w) = R(z,w; x,y) , burada R(z,y; z,w) = g(R(x,y)z, w) dir.

Ispat: Kovaryant tiirev ve parantez operatorii, vektor alanlar iizerinde yerel islemler
oldugundan, p nin herhangi komgulugunda ¢alismak yeterli olur. Ciinkii kanitlanacak olan

Ozdeslikler tensor esitlikleridir, bir komsuluk {izerinde =x,y,... teget vektorleri
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uygun bir yolla X,Y, ... vektor alanlarina genigletilebilir. Ele alinan durumda
diferansiyellenebilir genislemeleri seceriz. Boylece bu vektor alanlarinin biitiin parantez
operator iglemleri sifir olur. (Bu durum bir koordinat sistemi ile ilgili olarak vektor
alanlarinin ~ bilegenlerini  sabit almakla  saglanabilir) Bu  durumda, her
XY, Z W € X(M) i¢in, R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ = [Vx,Vy|Z

yazabiliriz.

i) Parantez operatorii ters-simetrik oldugundan, egrilik tensoriiniin tanimi geregi istenilen

kolayca saglanir.

ii)  Polarizasyondan dolay1 ¢g(R(X,Y)Z,Z) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.
[X,Y] = 0 oldugundan,

g(R(Xa Y)Za Z) = g<vaYZa Z) - g(vaXZa Z)
=Yg(VxZ,72) - 9(VxZ,VyZ) - Xg(VyZ,Z) + g(VyZ,VxZ)
— 1Y Xg(Z,2) — 1XYg(Z,2) =0

iii) Varsayalmki ' : X(M)? — X(M) sadece R-lineer olan bir fonksiyon olsun. X, Y, Z

tizerinden devirsel toplam;
QF(X,Y,Z2)=F(X,)Y,2)+ FY,Z,X)+ F(Z,X,Y)

seklindedir. X, Y, Z nin permiitasyonu QF' (XY, 7) yi degistirmez. Sonug olarak,
QR(X,Y)Z =QVxVyZ —QVyVxZ =QVxV,Y —QVxVyZ =QVx[Z,Y] =0

iv) iii) den dolay1 herhangi X,Y, Z, W € X(M) i¢in g(QR(X,Y)Z, W) = 0 dir. O
halde, X, Y, Z, W nin dairesel permiitasyonu iizerinden toplam alinirsa,

9(Qg(R(Y, V)X, W)+g(QR(V, X)W, Y )+9(QR(X, W)Y, V)+g(QR(W, Y )V, X) = 0
elde edilir. Buradan €2 devirsel toplamin1 agarsak,
g(RY,V)X+R(V,X)Y+R(X,Y)V,W)+g(R(V, X)W+R(X, W)V+R(W, V)X, Y)+
J(RX,W)Y+R(W, ) X+R(Y, X)W, V)+g(RW,Y)V+R(Y,V)W+R(V. W)Y, X)
=0
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elde edilir. Burada i) ve ii) kullanilirsa,
29(R(X,Y)Z,W) + 29(R(W, Z)X,Y) = 0

sonucu ¢ikar. Buradan g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z, W)X, Y) bulunur.

Tanmm 2.28. [31] (M, g) bir Riemanniyen manifold ve V onun Riemann koneksiyonu

olsun. Eger {F1, ..., E,}, M iizerinde yerel ortonormal ¢ati alan1 ise , bu durumda
Zg (E;, X)Y, E)) (2.5)

ifadesi (0, 2) tipinden bir simetrik tensor alani tanimlar ve bu tensdre M nin Ricci tensorii

denir. S Ricci tensoriinii kullanarak M nin r skaler egriligi
r=> S(E;,E) (2.6)
=1

ile tanimlanir.

Tanim 2.29. [31] (M, g) bir Riemanniyen manifold olsun. X ve Y, M nin bir noktasinda
lineer bagimsiz iki vektor olsun. X ile Y tarafindan gerilen diizlem kesiti i¢in kesitsel
egrilik

R(X,Y;Y, X)

K(X,Y) = 9(X, X)g(Y,Y) = g*(X,Y)

(2.7)
ile tammlanir. Eger kesitsel egrilik biitiin diizlem kesitleri i¢in ayn1 ¢ sabitine esit ise M
ye sabit egrilikli uzay ya da bir reel-uzay-form denir ve M (c) ile gosterilir.

2.2.1. Riemanniyen Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Bu boliimde altmanifoldlarin geometrisini ilgilendiren temel tanim ve teoremleri
vereceZiz. Altmanifold, altmanifoldlar iizerine indirgenmis konneksiyon gibi

kavramlardan ve Gauss ile Weingarten formiillerinden bahsedilecektir.

Tamm 2.30. [24] (M, g) ile (M, §) Riemanniyen manifoldlar olsun. p € M olmak iizere,
¢ : M — M doniisimii VX, Y, € T,M,

9(Xp, ) = G(dep(X), dgp(Y))
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kosulunu saglarsa ¢ ye izometrik doniisiim denir. Bu durumda, ¢, = d¢ tiirev doniisiimii p
noktasinda bire-birdir ¢iinkii, ¢,,(X,) = 0 iken X, = 0 olmaktadir. M
manifoldunun her noktasinda izometrik olan bir ¢ doniisiimii bir daldirmadir ve izometrik
daldirma (isometric immersion) olarak adlandirilir. Dahasi ¢ doniistimii bire-bir ise M

den M ye bir izometrik ggmme (isometric imbedding) olarak adlandirilr.

Asagida aralarinda bir daldirma tamimlanan manifoldlarin koordinat sistemleri

arasindaki iligkiyi aciklayan bir teorem verilmektedir.

Teorem 2.6. [8] n < m olmak iizere M ve M sirast ile n ve m boyutlu manifoldlar
olsun. Eger ' : M — M bir doniisiim ve keyfi bir p € M noktasi igin dF,, tiirev
doniistimii bire-bir ise bu durumda ¢ = (xy,xs,...,x,) olmak lizere p nin civarinda
U, p) ve y = (Y1,Y2, - - -, Yn) olmak lizere ¢ = F(p) nin komsulugunda dyle bir (V, ¢)
koordinat sistemi vardir ki F'(U) C V olur ve herhangi « € U igin F}, yerel koordinatlar

cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:
yi(F(z) =zi(x), 1<i<n ,  y(F(2)=0,n+1<j<m

Tanim 2.31. [19] Eger asagidaki kosullar saglanirsa M ye M nin bir diferansiyellenebilir
altmanifoldu veya gomiilmiis altmanifoldu denir:

1) M, M nin bir topolojik alt uzayz,

2) ¢ : M — M icerme doniisiimii diferansiyellenebilirdir ve her p € M noktasinda d¢

diferansiyel doniisiimii bire-birdir.

Ornek 2.15. [19] Koordinat sistemleri altmanifold iiretirler. Ornegin, R? teki z = 1
diizlemi (z,y,1) — (x,y) doniisiimii alunda R? ye diffeomorfiktir. z = 1 diizlemi R? de

bir altmanifolddur.

Ornek 2.16. [19] U, M nin acik alt kiimesi olsun. A nin diferansiyellenebilir yapisini
U ya kasitlayarak, U yu M ile ayn1 boyutlu bir manifold yapan diferansiyellenebilir bir
yap1 elde edilir. ¢ : U — M doniisiimii Vp € U, p(p) = p biciminde tanimli olsun.
Bu durumda (i), M nin gomiilmiis bir altmanifoldu olur ve bu altmanifold M nin ag¢ik

altmanifoldu olarak adlandirilir.

Tamm 2.32. [24] M, M manifoldunun alt manifoldu ve i : M — M igerme fonksiyonu
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olsun. I/, M nin bir acik komsulugu ve & = M N U olsun. Herhangi p € M igin

yani di,(X) = X, kosulunu saglayan X € X(U) vektor alamna X € X(U) vektor

alaniminin diferansiyellenebilir genislemesi denir.

(M, g) ve M sirast ile m-boyutlu Riemann manifoldu ve n-boyutlu keyfi manifold olsun.

Bu durumda ¢ : M — M daldirmasini goz dniine alalim. ¢ daldirmasi1 M iizerine
¢;g(Xp7Y;7) = g(d¢P(X)7d¢p<Y)) ) X7Y € TPM) y P € M

ile taniml ¢* g, simetrik, bilineer ve pozitif tanimli formunu, yani Riemanniyen metrigini
indirger. Bu formu da ¢ ile gosterelim. Bu durumda (M, g) bir Riemanniyen manifold ve ¢
de izometrik daldirma olur. m — n sayisina M altmanifoldunun ek boyutu denir. Herhangi
bir daldirma yerel olarak bir gomme oldugundan M nin M altmanifoldu iizerindeki yerel
agihimlarla ¢alisacagiz. Soyle ki; ¢(p) ile p ve ¢*(X) ile X € X(M) 6zdes olarak kabul
edilecektir. p € M noktasinda altmanifoldun teget uzay1 7, M olsun. Bu durumda 7,,M ,
T, M teget uzaymimn altvektdr uzayidir. T, M uzayma dik olan uzay1 TpLM ile gosterelim.
TpLM uzayina normal uzay ve bu uzayin meydana getirdigi teget demete normal demet

denir ve T+ M ile gosterilir. Boylece TPM uzay1 i¢in

T,M =T,M & T,"M (2.8)
ayrisimi gecerlidir. Buna bagli olarak 7 M normal demeti i¢in

TM =TM &TM™* (2.9)

ayrigimu da kolayca yazilabili. N € T,M* vektoriine normal vektér ve birim normal
vektore de normal kesit denir. Normal vektor alanlarimin kiimesi X+ (M) ile gosterilir.
M iizeindeki Levi-Civita koneksiyonunu V ile gosterelim. Herhangi X,Y € X(M) ve
N € X*+(M) igin,

VxY =VxY +h(X,Y) (2.10)
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VxN = —AxyX + VN (2.11)

denklemleri M altmanifoldu i¢in temel denklemlerdir ve Gauss ve Weingarten formiilleri
olarak adlandirilirlar. Burada VxY € X(M) ve h(X,Y) € X+(M), sirastyla VxY nin
teget ve normal bilesenleridir. h : X(M) x X(M) — X*(M) fonksiyonu, (0, 2)-tipinden

bir simetrik tensor alanidir ve M nin ikinci temel formu olarak adlandirilir.

AnX € X(M) ve VN € X+(M) sirastyla Vx N nin teget ve normal bilesenleridir.
An : X(M) — X(M) lineer dontigiimii (1, 1)-tipinden bir tensor alanidir ve Weingarten

endomorfizmi olarak adlandirilir. Ikinci temel form h ile A sekil operatorii
g(ANX,Y) = g(h(X,Y),N) (2.12)
denklemi ile baglantilidir. ikinci temel form A nin V x h kovaryant tiirevi
Vx(h)Y,Z) =Vih(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.13)
ile tanimlanir. (2.12) araciligiyla (2.13)’e denk olan
(VxA)NY = Vx(ANY) — AvinY — AnVxY (2.14)

denklemi tamimlanabilir. Burada X, Y € X(M) ve N € X*+(M) dir.

R ve R siras1 ile M ve M nin Riemann egrilik tensorleri olmak iizere , Gauss ve

Weingarten formiilleri araciligiyla

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z—Anxo) X +Anx.z)Y +(Vxh)(Y, Z)—(Vyh)(X, Z) (2.15)

denklemi elde edilir. Burada X,Y, 7 € X(M) dir. M ye teget herhangi W vektor alani
icin Gauss denklemi (2.15) araciligiyla,

g(R(X,Y)Z, W) = g(R(X,Y)ZW) = g(M(X, W), MY, Z)) + g(h(Y, W), h(X, Z))
(2.16)
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ile tanimlanir. (2.15) nin normal bilesenini alarak Codazzi denklemi olarak adlandirilan
(R(X,Y)Z)" = (Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) (2.17)

denklemini elde ederiz. M nin normal demetinin R+ egrilik tensorii X, Y € X(M) ve

N € X-(M) igin
RY(X,Y)N = VxVyN — VyVxN — Vix N (2.18)

ile verilir.

Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak ,

R(X,Y)N = R*(X,Y)N — (X, ANY) + h(Y, ANX) — (VxA)NY + (Vy Ay X

(2.19)
denklemi elde edilir. U, M ye normal bir vektor alani olsun. Bu durumda
[Av, Av] = Av Ay — Ay Ay
olmak iizere
g(R(X,Y)N,U) = g(R*(X,Y)N,U) + g([Av, Av] X, Y) (2.20)

esitligi elde edilir. Bu denkleme Ricci denklemi ad verilir.[31]

Tamm 2.33. [31] M, M nin n boyutlu bir altmanifoldu olsun. { £}, ..., E,}, M ye teget
ortonormal cati alan1 ve h, M nin ikinci temel formu olmak iizere; H ortalama egrilik

vektor alant

H=> hE;E) (2.21)

=1

le tanimlanir.

Tammm 2.34. [31] M, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger h = 0 ise M ye tiimel
jeodezik, eger H = 0 ise minimal altmanifold denir. Ek olarak, eger VX,Y € TM,
hX,Y) = g(X,Y)H ise, bu durumda M ye tiimel umbilik altmanifold denir.

Tamm 2.35. [31] & € X*+(M) olsun. Eger VX € X(M), Vx& = 0 ise, € ye paralel
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normal vektor alant denir.
Simdi, ileride altmanifold siniflarin1 tanimlamada yardimci olacak bir tanim verilecektir.

Tamm 2.36. [24] M bir manifold olmak iizere bu manifold {izerinde bir D dagilimi, M
nin her p noktasma 7,V nin r-boyutlu bir D, altuzaymi atar. A nin her p
noktasi, bir / komguluguna sahip ve bu komguluktaki ¢ noktasinda D, nun bazi
olacak sekilde X, Xs, ..., X, diferansiyellenebilir vektor alanlar var ise D ye r-boyutlu
bir diferansiyellebilir dagilim (diizgiin dagilim) denir. Xy, X, ..., X, kiimesi U/ icinde
D i¢in bir yerel baz olarak adlandirilir. Vp € M i¢in X,, € D, ise X vektor alan1 D ye
aittir denir. Eger herhangi XY € D i¢in [X,Y] € D ise D dagilimina involutiv denir.
Bundan sonra dagilim denildiginde onun diferansiyellenebilir dagilim oldugu
anlagilacaktir. Her p € M i¢in, D dagiliminin tiimleyen ortogonal dagilimi

D :p— D, € T,M ile gosterilir.

Tanim 2.37. [24] M, bir manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir dagilim olsun. M, M
manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, eger M nin her p noktasinda M
manifoldunun teget uzay: ile D, aym ise M ye D dagiliminin integral manifoldu
denir. Yani, f : M — M bir gdmme olmak iizere her p € M icin, f.(T,M) = D,
dir. Eger D dagilimimin M manifoldunu kapsayan bagka bir integral manifoldu yoksa bu

manifolda dagilimin maksimal integral manifoldu denir.

Tamm 2.38. [24] M bir manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Eger
her p € M ig¢in, D dagiliminin p noktasini kapsayan bir maksimal integral manifoldu

varsa D dagilimina integrallenebilirdir denir.

Simdi bir dailimin involutiv olmast ve integrallenebilir olmasi kavramlarini

iliskilendiren ve Frobenius Teoremi olarak bilinen teoremi verilecektir.

Teorem 2.7. (Frobenius Teoremi)[8] 1/, bir manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir
dagilm olsun. Bu durumda her involutiv dagilim integrallenebilirdir. Ustelik D
dagiliminin, Vp € M noktasindan gecen bir tek maksimal integral manifoldu vardir ve
p noktasini ihtiva eden diger tiim integral manifoldlar bu maksimal integral manifoldunun

bir acik altmanifoldudur.

Tanim 2.39. [31] M bir manifold olsun ve D, M manifoldu iizerinde bir dagilim olsun.

Eger herhangi X,Y € Dicin VxY € D ise D dagilimina icparalel dagilim (autoparallel
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distribution) denir. Eger herhangi X € D ve U € TM i¢in Vi X € D ise D dagilimina

paralel dagilim denir.

Bu tanimdan agikca goriiliir ki, D dagilimi M iizerinde igparalelse, integrallenebilir ve
D dagilimi M iizerinde igparalelse, Gauss formiiliinden M icinde tiimel jeodeziktir. D
dagilimmin paralel olmas: i¢in gerek ve yeter kosulun D+ dagilimmin paralel olmasi

oldugunu gormek zor degildir.

Tanim 2.40. [31] M bir manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. D,
ile Dy, M iizerinde iki dagilim olmak iizere, eger X € Dy ve Y € Dy iken h(X,Y) =0

oluyorsa, bu durumda M ye (Dy, Ds)-karisik tiimel jeodeziktir denir.

2.3. KAHLERIYEN MANIFOLDLAR

Bu bolimde Kahleriyen manifold kavrami ve bu manifolfdun temel oOzellikleri

verilecektir.

2.3.1. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Bu boliimde hemen hemen kompleks yap:r kavramindan ve hemen hemen kompleks

manifold, hemen hemen Hermityen manifold gibi manifold siniflarindan bahsedilecektir.

Tamim 2.41. [31] M, m-boyutlu bir Riemanniyen manifold olsun. M iizerinde bir J

tensor alani, her p € M i¢in T),M te8et uzaymin
J:=—1I, (2.22)

kosulunu saglayan bir endomorfizmi ise J ye hemen hemen kompleks yapi denir. Burada
I birim doniisiimdiir. M nin her noktasinda ayn1 J yapisina sahip M manifolduna hemen

hemen kompleks manifold denir.

J hemen hemen kompleks yapisinin matrisini (Jf ) ile gosterirsek, matris ¢arpimini

kullanarak Tanim 2.41 dan,
| (D) = (=™

elde edilir. O halde bir A/ Riemanniyen manifoldu iizerinde bir hemen hemen kompleks

yapinin olmasi i¢in gerek kosul M nin ¢ift boyutlu olmasidir. [13]
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Tanim 2.42. [31] M, J hemen hemen kompleks yapisi ile bir hemen hemen kompleks

manifold olsun. M iizerinde herhangi X ve Y vektor alani i¢in,
g(JX,JY) = g(XY) (2.23)

kosulunu saglayan bir g Riemanniyen metrigi Hermityen metrik olarak adlandirilir.
Uzerinde Hermityen metrik tanimlanan bir hemen hemen kompleks manifolda hemen

hemen Hermityen manifold denir.

Ornek 2.17. R®de
(1) ={(z,y,2) | 2*+y’+ 22 =1}
birim kiiresi igin J : T'S? — T'S? olmak iizere;
JX=XAN

endomorfizmini tanimlayalim. Burada NN, S? nin birim normali ve "A" vektorel ¢arpimdir.
"<, >", R3 deki i¢ ¢arpim olmak lizere, iiglii 6zdeslik sayesinde

X =JJX)=J(XAN)=(XAN)AN=<X,N>N-<N,N>X=-X

oldugundan J2X = —X saglamr. Boylece J, S? iizerinde hemen hemen kompleks yapi
olur.
Ornek 2.18. [31] Kompleks sayilarin (21, . . ., z,) tipinde biitiin n-lilerinden olusan vektor

uzayr C" olsun. Eger
F=aFrif o aFyFeR k=1,...,n
olacak sekilde kurulursa, C", R?" reel vektor uzay1 olarak tamimlanabilir. Tanimlama

(Z17"'7Zn)_> (xlv"wxn?yla"'ayn)

lineer izomorfisi ile verilebilir. R*" in kompleks yapisi kanonik kompleks yapi olarak
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adlandirilan

Jo: (T1y e Ty Yty oy Un) = Y1y oy Yny — X1y ey —Tp)

ile tammlanir. 22" in dogal baz1 cinsinden kanonik kompleks yapi,

ile verilir.

Teorem 2.8. [31] J hemen hemen kompleks yapist, VX, Y, Z € X(M) igin,
) (VxJ)Y =VxJY —JVyY

i) (VxJ)JY =—-J(VxJ)Y

i) g(VxJ)Y,2) = —g((VxJ)Z,Y)

ozelliklerine sahiptir.

Kanit: i. Tensor alanlarinin kovaryant tiirev tanimindan elde edilir.

ii. i) yi kullanacak olursak,

(VxJ)JY = VxJ?Y — J(VxJY) = —VxY — J(VxJY) = JIVxY — J(VyJY)
= J(J(VxY) = (VxJY)) = —J((VxJ)Y)
= (VxJ)JY = —J(VyJ)Y

iii. 9(VxJ)Y.Z) = g(VxJY.Z) - g(JVxY.Z) = g(VxJY, Z) + g(VxY, ] Z)
=9(VxJY.Z) — g(JY.VxZ) + [9(VxY,JZ) — g(Y,Vx JZ)]
=g9(Y,J(VxZ)) —g(Y,VxJZ) = —g((VxJ)Z,Y)

Asagida hemen hemen Hermityen manifoldlart siniflandirmamizda rol oynayan bir

kavram tanitilacaktir.

Tanmim 2.43. [31] M bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. J ile g, sirasiyla M
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tizerinde hemen hemen kompleks yap1 ve Hermityen metrik olmak iizere, VX, Y € X(M);
O(X,Y) =g(X,JY)

ile tanimlanan yapiya M nin femel formu denir. Bu durumda ®(JX,JY) = ®(X,Y)
esitligi Hermityen metrigin ve hemen hemen kompleks yapinin 6zellikleri kullanilarak

kolayca goriiliir.

Uzerinde sirasiyla, J hemen hemen kompleks yapisi ve Hermityen metrik tanimlanan

hemen hemen Hermityen manifold M, kisaca (M, g, J) ile gosterilecektir.

Tamim 2.44. [31] (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. VX, Y € X(M),
N(X,Y) = [JX,JY] — J[X,JY] - JJJX,Y] — [X,Y] (2.24)

ifadesi M nin Nijenhuis tensorii olarak adlandirilir.

Teorem 2.9. [31] (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. N, M nin Nijenhuis
tensorii olmak iizere VX, Y € X(M),

N(X,Y) = Vx(J)(JY) = Vyy (J)(X) + Vyx())Y) = Vy(J)(JX) (2.25)

esitligi gerceklenir, burada V, M nin Riemanniyen koneksiyonunu gostermektedir.

Ispat: [X,Y] = VxY — Vy X oldugundan, tensor tiirevini kullanarak

N(X,)Y)=-VxY +VyX - JV,;xY + JVyJX — JVxJY + JV ;y X + V,;xJY
Vi JX =-VxY - JVxJY -V JX+JV )y X +V;xJY - JV,;xY
+Vy X+JVyJX = Vx(J)(JY)=V iy (J)(X)+Vix (J)(Y)=Vy (J)(JX)

Yardimecr Teorem 2.6. [31] (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. Bu

durumda V Riemanniyen koneksiyonunun kovaryant tiirevi, g metrik tensorii ve N

Nijenhuis tensori VX, Y, Z € X(M),
20(Vx )Y, Z) — g(JX,N(Y, Z)) = 3d®(X, JY, JZ) — 3d®(X, Y, Z)

kosulunu saglar.
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Teorem 2.10. [31] (M, g, J) bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. V, g metrik
tensoriiniin Riemanniyen koneksiyonu, /N, M nin Nijenhuis tensorii ve ¢, M nin temel
formu olmak iizere, bu durumda asagidaki ifadeler birbirine esdegerdir:

a) VJ =0,

b) V& =0,

¢c) N=0vedd =0.

Ispat: XY, Z € X(M) olsun.

a=b: VJ =0 olsun. Tanim 2.21 i kullanarak,

V(®)(Y, Z) = X[(Y, Z)] — ®(VxY, Z) — B(Y,VxZ)
= X[g(JY, Z2)] = 9(JVxY,Z) — g(JY,VxZ)
=g(Vx(JY),Z) + g(JY,VxZ) — g(JVxY, Z) — g(JY,Vx Z)
=9(Vx(J)Y, Z)

elde edilir. Bu ylizden VJ = 0 & V& = ( dir.

b= c: V& =0olsun. o, X,Y,Z € X(M) tizerinden devirsel toplam olmak iizere
d®(X,Y,Z) = oV x(P)(Y, Z) oldugundan d® = 0 dir. Dahas1 Yardimc1 Teorem 2.6 dan
N = 0 elde edilir.

c=a: N =0ved® = 0 olsun. Yardimci Teorem 2.6 dan V.J = 0 ve boylece V& = 0
elde edilir.

Tamim 2.45. [31] (M, g, J) bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. Eger VX, Y € X(M),

(VxJ)Y =0

ise, bagka deyisle J paralel ise M ye bir Kahleriyen manifold denir.

Diferansiyellenebilir manifold taniminda R™ yerine m-boyutlu C™ kompleks sayilar

uzaymni alalim. ¢ ile n, M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde herhangi iki koordinat
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sistemi olsun. p € R™ olmak iizere no&~!(p) ile Eon~!(p) fonksiyonlari p nin holomorfik

fonksiyonu oluyor ise bu durumda M manifoldu kompleks manifold olarak adlandirilir.

Ornek 2.19. [31] M bir kompleks manifold ve (z1,22,...,2,), p € M nin bir U
komgulugunda iizerinde bir kompleks yerel koordinat sistemi olsun. z; = x; +iy;, J =
1,...,n

yazilabilir. 7, M tizerinde

J(a_mj)_a_yj ’ J(g_yj)__(a_x]) J=1...,n

+4(

(8_%) = §<(9_a:]) — z(a—y]) ve (a—zj) = 5(8_%) 8_%)

olmak tizere

vektor alanlar1 tanimlansin.
gap = 9(Za,Zp), A,B=1,....n,1,...,7n.
yazilabilir. Bu durumda g¢,, = gz; = 0 ve (g,;) bir Hermityen matristir. ¢ metrigi i¢in
ds* =2 Z g,5d2%dz°
ab
yazilabilir. ®, M nin temel iki formu olsun. Herhangi Z, W kompleks vektor alanlari igin
Z =Y (d2"(2)Zo+ dZ(2)Zs) W =Y (dz"(W)Z, + dz"(W)Z)

a

yazilabilir. Bu durumda

Q(Z,W) = =i gudz"(Z)d2" (W) — dz*(W)dz"(Z)



35

buradan,

b =—-2 Z g.5d2° N dz°
a,b

seklinde bulunur. Simdi

ds? = Z dzd7
j=1

metrigi ile C" n-boyutlu kompleks uzay1 ele alinsin. ¢ temel 2-formu
O =—iy did Nd¥
j=1

ile verilir. ® nin kapali oldugunu gérmek zor degildir. Bu yiizden bu metrik C™ iizerinde

Kahleriyen yap1 tanimlar.

Tamim 2.46. [11] (M, g, J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. N, M nin (2.24)
esitligi ile verilen Nijenhuis tensorii olsun. VX, Y € X(M)icin eger N(X,Y) = 0 ise M

manifoldu Hermityen manifold olarak adlandirilir.

Simdi Kahleriyen manifold ve Hermityen manifold arasindaki iligkiyi veren bir teorem

verilecektir.

Teorem 2.11. [11] Herhangi bir Kahleriyen manifold Hermityen manifolddur, yani
Kahleriyen manifoldlar sinifim K ile, Hermityen manifold sinifim # ile gosterirsek,

IC C H kapsamasi gecerlidir.

Ispat: M bir Kahleriyen manifold olsun. O halde VX,Y € X(M) icin (Vx.J)Y = 0
gerceklenir. O halde N, M nin Nijenhuis tensorii olmak iizere (2.25) esitliginden N = 0

elde edilir. Bu ise M nin Hermityen manifold oldugu anlamina gelir.

2.3.2. Kahleriyen Manifoldlarin Bazi Altmanifoldlar

Bu boliimde Kahler manifoldlarin, holomorfik, ters holomorfik ve egik altmanifoldlar

gibi 6nemli altmanifold siniflarinin tanimi verilecektir.
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M manifoldu, (M, J,g) Kihler manifoldunun igine izometrik olarak gémiilmiig bir
Riemanniyen manifold olsun. A/ nin metrik tensoriiniin yamsira, M/ icin metrik tensor

de g ile gosterilecektir.

Tammm 2.47. [31] Vp € M igin, T),M teget uzay: J altinda degismez kaliyorsa, yani
J(T,M) C T,M ise, M ye M nin bir holomorfik altmanifoldu denir.

Baz1 kaynaklarda holomorfik altmanifolda degismez (invaryant) altmanifold da

denilmektedir.

Tammm 2.48. [31] Vp € M i¢in, J(T,M) C T, pLM ise M ye M nin bir ters-holomorfik

altmanifoldu veya tiimel gercel (totally real) altmanifoldu denir.

Simdi bu tezde iizerinde c¢alisilacak altmanifold tipini tanimlamaya elveren bir

altmanifold tipi tanimlanacaktir.

Tanim 2.49. [7] Bir p € M noktasinda M ye teget herhangi X vektor alan i¢in, JX ile
T,M teget uzay: arasindaki ac1 0(X) ile gosterilir ve bu ag1 X in Wirtinger agist olarak
adlandirilir ve VX, Y € T, M i¢in

_J9(UXY) |

COSQ(X) = W

ile tanimlanir. Sifir olmayan bir X vektor alani i¢in, 6(.X') Wirtinger agis1 sabit ise (p € M
ve X € T,M nin segiminden bagimsiz ise) bu durumda M ye M nin bir egik (slant)

altmanifoldu denir.

Bu tamim holomorfik ve ters-holomorfik altmanifold kavramlarinin  bir
genellestirmesidir. Gercekten, holomorfik ve ters-holomorfik altmanifoldlar sirasiyla
0 = 0 ve § = 7 Wirtinger agilarina kargihk gelen altmanifoldlardir. Eger, bir egik
altmanifold ne holomorfik ne de ters-holomorfik alt ise o altmanifolda bir has egik

altmanifold denir.

M, (M, g,J) Kihleriyen manifoldu igine izometrik olarak gémiilmiig bir Riemanniyen

altmanifold olsun. Herhangi U € T'M igin

JU = PU + FU (2.26)
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yazilabilir, burada PU ve F'U sirast ile JU nun teget ve normal bilesenleridir. Benzer
sekilde, herhangi & € T+ M igin
JE=tE + f€ (2.27)

yazilabilir, burada t¢ ve f¢&, sirasi ile J¢ nin teget ve normal bilesenleridir.

2.3.3. Bir Kahler Manifoldun Kismi-Egik Altmanifoldlar:

Bu bolimde, bir M Kihler manifoldunun kismi egik  altmanifoldlart

tanimlay1p bu altmanifoldlar karakterize edilecektir.

(M, g, J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve A/, M nin bir altmanifoldu olsun.
D, M tizerinde bir dagilim olsun. Eger X € D, i¢in JX ile D, arasindaki ag1 sabit ise
yani p € M ve X € D, nin se¢iminden bagimsiz ise D dagilimina bir egik dagilim denir.

0 sabit acis1 D egik dagiliminin egik a¢isi olarak adlandirilir.

Tamm 2.50. [23] (M, g, J) bir Kihler manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.
Bu durumda

a) TM teget demeti TM = D+ @ D’ ortogonal dogrudan ayrigimim miimkiin kilar,

b) D+ dagilim anti-invaryanttir(ters-degismez) yani JD+ C T+ M,

¢) DY dagilimu 0 egik agis1 ile egiktir,

kosullarim saglayan D+ ve DY ortogonal tiimleyen dagilimina sahip M altmanifolduna
M nin bir kismi-egik altmanifoldu denir. Bu altmanifolda bazi kaynaklarda [28] sozde

egik (pseudo-slant) de denir. Bu durumda 6, M nin egik agis1 olarak adlandirilir.

Bir kismi-egik altmanifoldun D+ anti-invaryant dagilimi, § = 5 ye kargilik gelen bir egik
dagilimdir. Aciktir ki, kismi-egik altmanifoldlar bi-egik altmanifoldlarin 6zel
durumlaridir [3]. Dahast D+ ve DY dagilimlarinin boyutu sirasi ile m; ve my ile

gosterilirse bu durumda

a) mo = 01ise M bir anti-invaryant altmanifolddur.
b) m; = 0 ve § = 0 ise M bir invaryant altmanifolddur.
¢) my = 0ved # 0, 7 ise bu durumda M, ¢ egik agil bir has egik altmanifolddur.

d) 6 = 7 ise M bir anti-invaryant altmanifolddur.
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Uyan 2.1. [23] Dikkat edelim ki Carriazo [3] tarafindan kismi-egik altmanifoldlar, ters-
egik altmanifoldlar adi altinda bi-egik altmanifoldlarin ©6zel bir durumu olarak
tanimlanmugtir. Fakat "ters-egik" tanimi egik parcasi olmayan altmanifoldu andirdigi i¢in

kismi-egik altmanifold deyisi tercih edilir.

Uyan 2.2. [23] Kahler manifoldlarin has kismi-egik altmanifoldlar1 ve has yari-egik

altmanifoldlar1 arasinda herhangi bir kapsama bagintis1 gecerli degildir.
Ornek 2.20. [23] M, RS nin

_ ¥ _ P _
T1 = —=COST , Ty = —=S8INT , T3 =

V2 V2

l‘4:07$5:t,$6:t,907é0

ﬁ )

ile verilen bir altmanifoldu olsun. 7'M uzayinin yerel catisinin

PR 0 V2 an T TP 2 0 V2 Ome /2 O
0 0
Zy= 2 4+ &
3 8x5 * 0x6

oldugu goriilebilir. RS nin

(xb X2, T3, Ty, Ts, xG) — (3327 —x1, T4, —T3, Tg, _x5)

standart (kanonik) kompleks yapis1 kullanilarak

JZ ——ﬁsinT——icowi JZ —LCOSTi—iSinTi—FLi
VR 0 V2 0 TR R O 2 Om | R 0w
0 0
g = — — —
J3 8906 61’5

elde edilir. Buradan, g(JZ3,Z3) = 0 oldugundan JZ3 iin TM ye ortogonal oldugu
goriilebilir. Boylece D+ = span{Z;} gergeklenir. Dahasi

|

o

7. 7 lel

cost) = |g}2 2721) - o =
|12 2| e

oldugundan DY = span{Zi, Z,} nin, = 7 e8ik agih egik dagilim oldugunu gérmek
kolaydir. Boylece M, RS nin has kismi-egik altmanifoldudur.
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Ornek 2.21. [23] M, R8%in

ry =, xo=10, x3=kcost , x4 = ksinf

r5 = sinby , xg = cosby , x7 = cosly , rg = sinbs

ile verilen bir altmanifoldu olsun. 7'M nin yerel ¢atisi

0 0 0 0
71 = — — ksin0— 4+ kcos— , Zo = —
L Oy st Oxs + fcos ory 7* T omy
Za = cosy— — sind i Z4 = —8inlflo—— + cosy—
T 181’5 16?[36 ’ t 26?[37 281‘8

elde edilir. Buradan R® in .J standart kompleks yapis1 kullanilarak

0 0 0 0
71 = ——— — ksin0— — kcos— Ly = —
JZ R sin o cos s JZy 07s
JZs5 = cosl i4—5@'716 i JZ, = —sinfy—— — cosly—
5 18x6 18%5 ’ L 281’8 285(,’7
bulunur.
COSCL = | g(‘]227ZI) ‘ _ 1
| JZs || Z4 | V1+ k2
1
oldugundan D* = span{Z,Z,} dagilimi, o = cos '(———) egik acili egik
g P { 1 2} g (m) g ¢ g

dagilimdir ve D+ = span{Zs, Z,} oldugu kolayca goriilebilir. O halde M, R® in has

kismi-egik altmanifoldudur.

M bir M Kihler manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun. D+ ve DY iizerindeki

izdiigimler sirasi ile P, ve P, ile gosterilin. Bu durumda herhangi X € X(M) i¢in

X =PX+BPX (2.28)

yazilabilir. J kompleks yapis1 (2.28) esitligine uygulanirsa ve (2.26) esitligi kullanilirsa,

JX = JP,X + PP,X + FPX (2.29)
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elde edilir. Boylece
JPX € - (M) , PPLX =0 (2.30)

PPX €D’ | FPX € X (M) (2.31)

elde edilir. Boylece X € X(M) i¢in
PX =PPX (2.32)

Yardimer Teorem 2.7. [23] (M, g, J) bir Kéhler manifold ve M, M nin bir has kismi-

egik altmanifoldu olsun. Bu durumda
J(DY) LF(DY) (2.33)

gerceklenir.

Ispat: Herhangi X € D+ ve Z € D’ icin (2.26) esitliginden, g(JX, FP,Z) =
9(JX,JP,Z — PP, Z) elde edilir. Boylece ¢g(J X, PP,Z) = 0 ve P,Z = 0 oldugundan
9g(JX,FPZ) = g(JX,JZ).(2.23) den D+ ve DY ortogonal oldugundan g(J X, F P,Z) =

9(X, Z) = 0 ve ispat tamamlanir.

(M, g, J) bir Kihler manifold olsun. Herhangi X,Y € X(M) igin (2.26) esitliginden
g(JX,Y) = g(PX+FX,Y) = g(PX,Y)ve g(X, JY) = g(X, PY + FY) = g(X, PY)
ve g(X,JY) = ¢g(JX,J?Y) = —g(JX,Y) oldugundan g(PX,Y) = —g(X,PY)
elde edilir. Buradan ¢(P?X)Y) = —g(PX,PY) = g(X,P?Y). O halde P? = Q

endomorfizmi simetriktir.

JX = PX+FX =| J? |=| P24+ F? |= 1.Oteyandan | P? |<| P? + F? |= 1 =| Q |< L.
Herhangi X € X(M) igin QX = \X dersek, | QX |=| AX |< 1 oldugundan | ) |< 1,
dolayisiyla A € [—1, 1] elde edilir.

| PX | = g(PX,PX) = —g(X, P>X) = —g(X,A\X) = —A| X |*. Buradan —\ > 0

ve dolayisiyla A < 0 elde edilir. Sonug olarak A € [—1, 0] bulunur.

Teorem 2.12. [23] M, (M, g, J) Kihler manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda,
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M nin egik altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
P2 =\ (2.34)

esitligini saglayan bir A € [—1, 0] sabitinin var olmasidir. Dikkat edelim ki, eger 6, M nin

egik acis1 ise bu durumda \ = —cos?6 saglanr.

ispat: M, M nin bir egik altmanifoldu olsun. Bu durumda cosf(X), v € M ve
X € T, M in se¢iminden bagimsizdir. Bu durumda cosf(X) PX ile JX arasindaki aci
olarak da diisiiniilebilir. Boylece, Herhangi X, Y € X(M) i¢in (2.26) ve g(JX,JY) =
9(X,Y) esitlikleri kullanlarak,

cos O(X) = [ g(PX,JX)| _|g(JPX, PX)| _ |g(JPX,X)| _ |9(P’X,X)|
| X[ PX| | X || PX | | X || PX | | X || PX |
(2.35)

elde edilir. Ote yandan ¢g(JX, JX) = g(X, X) oldugundan

| 9(PX,JX)| _|g(PX,PX)| _ _|PX] _|PX|
| PX || JX | | PX || JX | | PX || JX | | JX |

cos 0(X) (2.36)

oldugu goriiliir. O halde, (2.35) ve (2.36) esitliklerinden,

lePPX.X) | [ PX| [g(PPX X)) |

cos*0(X) = . =
| X [PX | [JX] | X [?

elde edilir. 0 < cos?0 < 1 oldugundan P2X = \X, \ € [—1,0] olur.
Tersine, herhangi X € TM ve A\ € [—1,0] sabiti i¢in, P2X = AX olsun. Bu
durumda (2.36) esitlifinden cos?0(X) = —\ elde edilir. Boylece 6(X), M iizerinde

sabittir. Dolayisiyla M, M nin egik altmanifoldudur.

Boylece asagida kismi-e8ik altmanifoldlar1 karakterize etmeye yarayan teorem elde edilir.

Teorem 2.13. [23] D, M iizerinde bir dagilim olsun. Bu durumda D nin egik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

(PT)’2X =AX, X € (D)

kosulunu saglayan bir A € [0, 1] sabitinin var olmasidir. Burada 7", D iizerindeki ortogonal

izdiisiimii gostermektedir. Dahas1 bu durumda \ = —cos?0.
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Teorem 2.13, Cabrerizo ve dig. [4] tarafindan Sasakiyen durumda kanitlandi. Kismi-egik

altmanifoldlar karakterize etmek i¢in bu teorem kullanilabilir.

Teorem 2.14. [23] M, bir M Kéhler manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda
M nin bir kismi-egik altmanifold olmasi icin gerek ve yeter kosul M {izerinde

i) D={XeX(M) | PPX =)\X}

ii) D ye ortogonal herhangi X € X(M) i¢cin PX =0

kosullarint saglayan D dagilimmin ve A € [—1,0] sabitinin var olmasidir. Dahasi bu

durumda \ = —cos%0 saglanir ve 6 burada M nin egik acisim1 gostermektedir.

Ispat: M, M nin bir kismi egik altmanifoldu olsun. Bu durumda A = —cos%6 ve D = DY.
Kismi-egik altmanifoldun tanimi geregi X € X(M) i¢cin PP, X = 0 idi. O halde ii)
kosulunun saglandig1 goriilebilir. Aksine i) ve ii) kosullarinin saglanmas1 TM = D &
DL anlamma gelir. P(D) C D oldugundan ii) geregi D+ anti-invaryant bir dagilmdir.

Boylece kanit tamamlanir.

Simdi kismi-e8ik altmanifoldlar karakterize eden bagka bir teorem verilecektir.

Teorem 2.15. [23] M, bir M Kdhler manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda
M nin bir kismi-egik altmanifold olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M {izerinde

a) D={XeX(M) | tFX =rX}

b) D ye ortogonal herhangi X € X (M) i¢in PX =0

kosullarint saglayan D dagilminin ve x € [0, 1] sabitinin var olmasidir. Dahast bu

durumda x = —sin?0, burada #, M nin egik acisin1 gostermektedir.

Ispat: (2.26) esitligine .J kompleks yapisi uygulanarak X € X(M) igin
—X =JPX +JFX = P2X + FPX +tFX + fFX
elde edilir. Burada teget ve normal kisimlar1 kiyaslanarak
— X =P’X +tFX ve FPX+tFX =0 (2.37)

bulunur. M bir kismi-egik altmanifold ise b) secenegi aciktir. a) secenegine bakilacak

olursa Teorem 2.14 den X € DY icin P2X = —cos*0X. Bu durumda (2.37) deki ilk
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esitlikten X € DY i¢in tFX = cos?0X — X = tFX = X(cos’0 — 1) = tFX =
—5in20X bulunur. Béylece D = D’. Aksine a) ve b) kosullarinin saglanmasi M = D&
D+ anlamina gelir. Dahasi b) kosulundan D+ dagilminin  anti-invaryant
oldugu sonucu cikarilir. a) kosulu ve (2.37) esitlifinden X € D igin —X = P2X + kX
ve k € [—1,0] elde edilir. Boylece X € Digin P?X = —(1+k)X. Burada —(1+£) = A
denilirse A € [—1, 0] olur. Boylece iddia Teorem 2.14 den dogrulanir.

Teorem 2.15 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1. [23] M, bir M Kihler manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu
durumda herhangi Y € DY i¢in

tFY = —sin?0Y (2.38)

ve
fFY = —-FPY (2.39)
esitlikleri saglanir.

Simdi Kahler manifoldlarin egik altmanifoldlar: i¢in bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 2.16. [23] M, bir M Kéhler manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda

M nin , M nin egik bir altmanifoldu olmast i¢in gerek ve yeter kosul X € X(M) igin
tFX =rX

esitligini gercekleyen bir k € [—1, 0] sabitinin var olmasidur.
Teorem 2.14 den asagidaki yardimc1 teorem elde edilir.

Yardimci Teorem 2.8. [23] M, bir M Kéhler manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu

olsun. Bu durumda X,Y € DY icin
g(PX,PY) = cos* g(X,Y) (2.40)

g(FX,FY) = sin®0 g(X,Y) (2.41)



44

Ispat: XY € DY igin (2.26) esitliginden ¢g(PX, PY) = g(JX — FX, PY) elde edilir.
Boylece g(PX,PY) = g(JX — FX,PY) = —g(X, JPY). Teorem 2.14, i. kullanilarak
g(PX,PY) = —g(X,JPY) = —g(X,P*Y + FPY) = —g(X, —cos*0Y)
= cos*0g(X,Y)

olur, esitlik (2.40) elde edilir. Yardimc1 Teorem 2.7, (2.40) esitligine uygulanirsa (2.41)
esitligi elde edilir. Yani g(JX, JY) = g(PX,PY) + g(FX,FY) = cos?0 g(X,Y) +
g(FX, FY) bulunur. Buradan (1 — c0s?0)g(X,Y) = g(FX,FY), yani g(FX,FY) =
sin?6 g(X,Y) elde edilir.

Simdi dagilimlarin integrallenebilirligi ve bir M Kdhleriyen manifoldu icinde tiimel
jeodezik olarak gomiilmiis kismi-egik altmanifold {izerindeki dagilimlar incelenecektir.
Ik olarak M kismi-egik altmanifoldu iizerindeki D+ dagiliminin integrallenebilirligi ele

alinacaktir.

Teorem 2.17. [23] M, bir M Kahleriyen manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu

olsun. Bu durumda D+ anti-invaryant dagilim integrallenebilirdir.

Ispat: Bilinir ki M bir Kihleriyen manifold ise ¥.X,Y € X(M); Q(X,Y) = g(X,JY)
ile tanimlanan temel 2-form ve d dis tiirevi icin Teorem 2.10 geregi df) = 0 . Temel 2-
form (2 kapal1 oldugundan X € D? ve Y, Z € D~ icin
dQUPX,Y,Z) = :{PXQ(Y,Z) - YQ(PX,Z) + ZQ(PX,Y)

—QUPX,Y],Z)+Q(PX, Z],Y) - QY, Z], PX)}
dQUPX,Y,7Z) = %{PXg(Y, JZ)=Yg(PX,JZ)+ Zg(PX,JY)

— 9([PX.Y],JZ) + g([PX, 2}, JY) - (Y, Z], JPX)} = 0
Dt ve D’ ortogonal ve Dt anti-invaryant dagilm  oldugundan
~Yg(PX,JZ) = g([Y,Z],JPX) elde edilir. (2.26) esitligi kullanilarak,
Yg(PX,JZ) = -Yg(JPX,Z) = -Yg(P’X + FPX,7) = -Yg(FPX,Z)
bulunur. Teorem 2.14 ve yine (2.26) esitliginden,
Yg(FPX,Z) = g(Y, Z],JPX) = g([Y, Z], P?X + FPX)

= —cos*0g([Y, Z], X) + g([Y, Z], FPX)

bulunur. Y, Z € X(M) ve FPX € X*+(M) oldugundan

cos*0g([Y, Z],X) =0
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elde edilir. M nin has kismi-egik altmanifold olmasi 6 g oldugu anlamina geldiginden
cos*0 # 0 ve boylece g([Y, Z], X) = 0 sonucuna ulagihr. Buradan [Y, Z] € D+ elde

edilir ki bu D+ dagiliminin integrallenebilir oldugu anlamima gelir.

DY egik dagilimi icin asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 2.18. [23] M, bir M Kdihler manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu
olsun. Bu durumda D? egik dagiliminin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul

X,Y € D% igin
FPIX,Y] = h(X, PY) — h(PX,Y) + VLFY — VEFX (2.42)

esitligi gerceklenir.

Ispat: M Kihler manifold oldugundan herhangi X,Y € X(M) i¢in Vx(J)Y = 0
olacagindan tensor tiirevi kullanilarak JVxY = Vx(JY) oldugu gériiliir. Buradan

hareketle Gauss ve Weingarten formiilleri, (2.26) ve (2.27) kullanilarak

JVxY = J(VxY +h(X,Y)) = JVxY + JW(X,Y)
= JPVxY + JP,VxY +th(X,Y) + fh(X,Y)
= JP\VxY + PP,VxY + FP,V Y +th(X,Y) + fh(X,Y)
ve bunun yanisira
Vx(JY)=Vx(PY 4+ FY)=Vx(PY)+h(X,PY)— Apy X + V% FY ifadeleri elde
edilir. JVxY = Vx(JY) esitliginde X,Y € DY icin normal kistmlar kiyaslanirsa

JP,VxY = h(X,PY) +VxFY — FPR,VxY — fh(X,Y) (2.43)
bulunur. Bu ifade X ile Y nin yeri degistirilerek yeniden yazilirsa

JPVyX = hY,PX)+VyFX — FP,VyX — fh(Y, X) (2.44)
bulunur. (2.43) ve (2.44) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

JP[X,Y] = h(X,PY) - h(PX,Y)+VyFY —VyFX — FP[X,Y]
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elde edilir. DY integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [X,Y] € DY olmasidir,

yani P;[X, Y] = 0 olur. Bu ise iddiay1 kanitlar.

Tanmmm 2.51. [31] Bir manifoldun teget demetinin integrallenebilir altdemetlerinin

olusturdugu topluluga yapraklanma (foliation) denir.

Teorem 2.19. [23] M, bir M Kihler manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu
olsun. Bu durumda D? dagiliminin tiimel jeodezik yapraklanma tanimlamasi icin gerek

ve yeter kosul herhangi X,Y € DY ve Z € D+ icin
9(A;zPY, X) = g(Arpy Z, X) (2.45)

kosulunun saglanmasidir.

Ispat: Gauss formiilinden X,Y € D ve Z € D* icin ¢(VxY,Z) = ¢(VxY,Z2)
gergeklenir. M igin Vi (J)Y = 0 kosulu saglandigindan ¢(VxY, Z) = ¢(VxJY, JZ)
bulunur. (2.26) esitliginden ¢(VxY,Z) = g(VxPY,JZ) + g(VxFY, JZ). Boylece,

(2.33) esitliginden ve V koneksiyonu Levi-Civita koneksiyonu oldugundan
9(VxY,Z) = —g(PY,VxJZ) - g(FY,VxJZ)

Simdi Weingarten formiilii ve g(X,Y) = ¢g(JZ, JY') ozellikleri kullanilirsa,
9(VxY,Z) = g(PY, AjzX) — g(JFY,JVxJZ) = g(PY, AjzX) — g(JFY,VxJ*Z)
= g(PY,A;zX) + g(JFY,VxZ)

elde edilir. (2.27) esitliginden ve Gauss formiiliinden
9g(VxY, Z)=g(PY,A;2X) 4+ g(tFY,VxZ)+ g(fFY,h(X, Z))
bulunur. Béylece Sonug 2.1 den
9(VxY,Z) = g(PY, AjzX) — sin*0g(Y,Vx Z) — g(FPY,h(X, Z)) (2.46)

elde edilir. (2.12) iligkisinden,
9(PY, Az X) = (JZ,h(PY, X)) = g(JZ, WX, PY)) = g(A;zPY, X)
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g(FPY, h(X,Z))=g(FPY,hZ,X)) = g(Arpy Z, X)
9(VxY,Z) — sin?0g(VxY, Z) = cos*0g(VxY, Z)
Bu bilgiler (2.46) esitliginde kullanilirsa

cos?0g(VxY,Z) = g(A;zPY, X) — g(Appy Z, X)

elde edilir. Buradan D? dagiliminin tiimel jeodezik foliasyon tanimlamas1 VY € DY

anlamina geldiginden iddia yukaridaki esitlikten kanitlanir.

Teorem 2.20. [23] M, bir M Kaihler manifoldunun bir has kismi-e8ik altmanifoldu
olsun. Bu durumda D+ dagiliminin M iizerinde bir tiimel jeodezik yapraklanma

tanimlamasi icin gerek ve yeter kosul herhangi W, Z € D+ ve X € DY icin

kosulunun saglanmasidir.

Kamt: (2.26) esitligi ile Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa

IN W =V, JW oldugundan
g(VW, X) = —g(AjwZ, PX) + g(JV W, FX)

bulunur.
IV W = IV W + JW(Z,W) = JP,N ;W + IR,V ;W + Jh(Z, W)
= PP,V W + FRN ;W + JPNV ;W + Jh(Z, W)
oldugundan
gV W, X)=—g(AjwZ, PX)+ g(FP,V; W, FX) + g(JWZ, W), FX)
=-g(AwZ,PX)+ g(FPRVY ;W FX) — g(h(Z,W), JFX)
bulunur. Boylece (2.27), (2.41) esitliklerinden ve Sonug 2.1 den
(VW X) = —g(AjwZ, PX) + sin*0g(P.V W, X) — g(h(Z, W), fFX)
=—g(A;wZ, PX) + sin*0g(P,V W, X) + g(h(Z, W), FPX) elde edilir.
Boylece g(V W, X) = g(P,VzW, X) oldugundan

c0s’0g(P,V W, X) = —g(AywZ, PX) + g(AppxW, Z)
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bulunur. D+ dagiliminin M iizerinde bir tiimel jeodezik yapraklanma tanimlamasi
VW € D+ anlamina gelir, yani P,V ;W = 0 olacagindan iddia yukaridaki esitlikten
elde edilir.

2.4. YEREL KONFORMAL KAHLER MANIFOLDLAR

Bu boliimde yerel konformal Kahler manifold ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecek

ve Kahler manifoldla iligkisi incelenecektir.

Tamm 2.52. [10] (M,g,J) bir kompleks n-boyutlu Hermityen manifold olsun.
Burada .J ve g, siras1 ile M nin kompleks yapisi ve Hermityen metrigidir. Eger M nin her
noktas bir /; komsuluguna sahip yani M nin {U; };c; agik ortiisii var dyle ki, g nin U;
ye kisitlanist gy, U; nin bir g; Kihler metrigine konformal ise yani bir f; : U; — R

diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in

fi

gi =€ "gly, (2.48)

kosulu saglaniyorsa bu durumda (M, g, J) yerel konformal Kihler manifold (kisaca y.k.K
manifold) olarak adlandirlir. Eger (2.48) esitligi U; = U icin saglaniyor ve i = M ise
bu durumda (M, g), global konformal Kihler manifold (kisaca g.k.K manifold) olarak
adlandirilir. Bu durumda g;, M iizerinde bir Kihler metriktir ve boylece (M, g;) bir

Kdahler manifolddur.

Qile Q; srast ile (J, g) ve (J, g;) ile ilgili temel 2-formlar olsun. Bu durumda (2.48)

esitliginden

Q; = e Q| (2.49)
esitliginin gerceklendigi kolayca goriiliir.

Teorem 2.21. [10] (M, g, J) Hermityen manifoldunun y.k.K. manifold olmasi icin gerek

ve yeter kosul M iizerinde global olarak taniml1 bir w, 1-formunun var olmasidir dyle ki;
dQU=wAQ, (dw=0) (2.50)

kosulu saglanir.
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Ispat: dQ); = 0 gercegini kullanirsak, (2.49) esitliginin dis tiirevini aldigimzda U,
izerinde

dQ = df; A Q

gergeklenir. Boylece, U;; = U; N U; tizerinde,

elde edilir. Bu yiizden (§2 dejenere olmadifindan) Uf;; iizerinde df; = df; gergeklenir.
Bu nedenle df; yerel 1-formlar1 M iizerinde kapali 1-formlar olurlar, yani wly, = df;

gerceklenir.

Tersine w, M iizerinde (2.50) esitligini saglayan 1-form olsun. Klasik Poincaré yardimci
teoreminden [12], M nin {U; }icr acik ortiisii ve f; : U; — R diferansiyel fonksiyonlar
ailesi vardir dyle ki, U; iizerinde w = df; dir. (2.50) esitliginden dS2 = df; A 2 gerceklenir

oyle ki, d(e~/iQ)) = 0 gergeklenir, yani, e~ /i g ifadesi I4; iizerinde bir Kéhler metriktir.

Teorem 2.21 ile verilen kapali 1-form w, M y.k.K. manifoldunun Lee formu olarak
adlandirilir [17]. Eger w Lee formu tam ise bu durumda (M, J, g) manifoldu global

konformal Kihler, w = 0 ise (M, J, g) manifoldu Kdhler manifold olur.

(M, J, g) manifoldu n > 1 kompleks boyutlu bir Hermityen manifold olsun. § = d* i¢

tiirev gosterilsin ve M iizerinde

1
n—1

(5Q) o0 J (2.51)

w =

1-formu tanimlansin. Eger (2.50) esitligini saglayan global tanimli w 1-formu varsa bu
durumda bu 1-form tek tiirlii belirlidir ve (2.51) esitligindeki gibi gosterilir. Ayni
zamanda, M bir Hermityen yiizey ise (yani n = 2) bu durumda (2.51) ifadesi ile

verilen 1-form (2.50) esitligini saglar ve genellikle kapali degildir [30].

Tamm 2.53. [10] (M, J, g) manifoldu bir y.k. K. manifold olsun. Bu manifoldun B Lee
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vektor alan1 herhangi U € X (M) igin
9(B,U) =w(U)

ile verilir.

Simdi verilen manifoldun Riemanniyen metrigi ile onun yerel konformal oldugu metrigin

koneksiyonlar: arsindaki iligkiyi veren teorem verilecektir.

Teorem 2.22. [10] {g;}ic; yerel Kihler metriklerinin D? Levi-Civita koneksiyonlari, M

tizerinde herhangi X, Y € X(M) igin,
= 1
DxY = VxY = S(@(X)Y +w(Y)X - g(X,Y)B) (2.52)

ile verilen global tanimli torsiyonsuz bir D lineer koneksiyonuna genellestirilir. Burada

V., M nin Riemanniyen koneksiyonudur.

Ispat: N bir C* manifold ve § = ¢%¢g, N iizerinde konformal olarak baglantili iki
Riemanniyen metrik olsun. Bu durumda VveV sirastyla g ve g nin koneksiyonlar1 olmak

tizere herhangi X, Y € X(N) i¢in
~ — 1 '
VxY =VyY — E(X(U)Y +Y(0)X —g(X,Y)(do)) (2.53)

esitligi gecerlidir. Burada o, N iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyondur ve herhangi
X € X(N) igin g(X, (do)") = do(X) esitligini gercekler. (M, J, ) bir y.k.K. manifold
olsun. Simdi bir Onceki diigsince N = U; ve o = —f; oldugunda
uygulansin. Bu durumda (2.53) esitliginden herhangi X, Y € X(U;) i¢in w = do olmak
lizere

DiY = VyY — %(w(X)Y +w(Y)X — g(X, V)W)
elde edilir, bu yiizden D' yerel koneksiyonlari global tanimli bir D lineer koneksiyonuna

genellestirilir.

Teorem 2.23. [10] (M, J, g) Hermityen manifoldunun bir y.k.K. manifold olmast igin

gerek ve yeter kosul M iizerinde bir w kapali 1-formu vardir dyle ki, (2.52) esitligi ile
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verilen D koneksiyonu ile ilgili olarak M nin J kompleks yapis1 paraleldir.

Ispat: Herhangi XY, Z € X(M) igin
g((Dx )Y, Z) = (dQ)(X,JY,JZ) — (dQ)(X,Y, Z)
gerceklenir. Eger (M, J, g) bir y.k.K. manifold ise burumda (2.50) esitliginden
g(Dx )Y, Z) =w(X)QJY,JZ) — w(X)QY,Z) =0
Tersine, DJ = 0 ve Dg = w ® g esitliklerinden DS} = w ® () esitligine ulagilir ve bu

durumda (2.50) esitliginden

[@)(X.Y.2) = 5 3 (DxD(Y.2)

XYZ

elde edilir, burada Z , X, Y, Z tizerinden devirsel toplami gostermektedir.
XYZ

Sonuc 2.2. [10] (M, J, g) Hermityen manifoldunun y.k.K. manifold olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul herhangi X, Y € X(M) igin

VY = JVxY + %{e(y)x —w(V)JX —g(X,Y)A-Q(X,Y)B}  (2.54)

esitlifinin ger¢eklenmesidir, burada = w o J ve A = —J B sirastyla anti-Lee form ve

anti-Lee vektor alanidir.
Sonuc¢ 2.3. [10] Herhangi y.k.K. manifold {izerinde V] =V4J=0.

Ornek 2.22. [15] Bir y.k.K. manifold 6rnegi verilmeden 6nce 6rnekte kullanilacak

yapilar hakkinda bilgi verilecektir.

M, (2m + 1)-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde bir (¢,&,n,g) hemen hemen
degme(contact) metrik yapt herhangi X, Y € X(M) i¢in M iizerinde

nE) =1, " =-I4+n0¢, g(X,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

kosullarini saglayan bir (1, 1) tipinden ¢ tensor alani, bir £ vektor alani, bir 7 1-formu ve
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bir g metrik tensor alanindan olugur. Bu kogullar ayn1 zamanda

P =0, n(¢X) =0, n(X) = g(X,§) (2.55)

anlamina da gelir.

Bir hemen hemen degme metrik yapi, eger dn = & ise bir degme metrik yapi olarak
adlandirilir, burada @, ®(X,Y) = g(X, ¢Y) ile tanimlanan temel iki formdur. ¢ nin NV,

Nijenhuis torsiyonu
Ny(X,Y) = ¢*[X, Y] + [¢X, ¢Y] — ¢[¢ X, V] — ¢[X, ¢Y]
ile tanimlanar.

Bir degme metrik manifold normal ise yani
Ny +2dn®@ & =0
kosulunu saglarsa bir Sasakiyen manifold olarak adlandirilir. Sasakiyen manifold iizerinde
(Vx)V = g(X,Y)§ —n(Y)X (2.56)

kosulu saglanir . Herhangi hemen hemen degme metrik yap1 (2.56) kosulunu saglarsa bir

Sasakiyen yapt olur [31].

L, B, F birer topolojik uzay ve m : E — B bir siirekli-orten fonksiyon olmak iizere
asagida verilen yerel agikarlik kosulunu saglayan (F, B, w, F') yapisina bir lif demeti
(fiber bundle) denir. Burada B demetin taban uzayi, E tiimel uzayi ve F' de liftir. Vo € E
i¢in 7(z) in bir U C B agik komgulugu olsun, dyle ki ¢ : 7' (U) — U x F bir
homeomorfizmi vardir, burada U x F bir ¢arpim uzayidir. 7 : 7 *(U) — U ve
projy : U x F' — U bir dogal izdiisimdiir. Biitiin {Uj;, ;} lerin kiimesi demetin yerel
triviyalligi olarak adlandirilir. B deki her p i¢in 7~ !(p), F' ye homeomorfiktir ve p

tizerindeki lif olarak adlandirilir. (E, B, 7, F') lif demeti F' — E — B ile gosterilir.
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Fibrasyon (fibration), topolojide bir lif demeti kavraminin bir genellestirmesidir. Fibrasyon
bir lif demeti gibidir fakat liflerin aym1 uzay olmasi gerekmez, daha dogrusu homotopi

esdegerlidir.

Fubini-Study metrik projektif Hilbert uzay1 yani kompleks projektif uzay CP™ tizerinde
bir Kahler metriktir, yani CP" = S*+1\ S! boliimii iizerine indirgenmis metriktir.

Sl — §2nt1 s C'P™ iyi-bilinen Hopf fibrasyonudur.

Simdi, R"*2, (2n + 2)-boyutlu bir Oklidyen uzay olsun ve ( , ) kanonik i¢ carpimina ve
{e1,€9,..., €11, €212} standart ortonormal bazina sahip olsun. R""2 nin .J, kompleks
yapisint

Joeam—1 = €2m , Jo€am = —€2m—1 ,1<m<n+1

ile tanimlayalim. S?" ™!, (2n + 1)-boyutlu bir birim kiire olsun ve bu kiire iizerinde R™*2
nin (Jo, ( , )) Kdéhler yapisindan indirgenmis (¢, &, 7, h) kanonik Sasakian yapisi var
olsun. ¢ vektor alam 7 : S*t1 — CP" Hopf fibrasyonunu tanimlar, burada C'P",

kanonik Fubini-Study metrigine sahip n-boyutlu kompleks uzaydir.

St = {e*,t € R vei = /—1} bir birim gember olsun. M = S*"*! x S iizerinde .J
kompleks yapist M iizerinde 1(U) = 0 kosulunu saglayan herhangi U vektor alani icin

JT=¢, JU = U

0
ile tanimlanir, burada T = R S' iizerinde kanonik birim vektor alanidir. Bu durumda
(82 +1 % S ), M = S?"*1 x Sl iizerinde g = h + 1 ¢arpim metrigine sahip bir y.k.K.

manifolddur. M nin Lee formu w = 2d¢t ile gosterilir.

Ornek 2.23. [10] X € C,| A |# 1 ve Ay, C*\ {0} uzaymin z — Az doniisiimleri
tarafindan olusturulan devirsel grubu olsun. Bu durumda Ay, C™\ {0} tizerinde kompleks
analitik doniitisiimlerin diizgiin siirekli olmayan grubu gibi davranir [16]. Boylece boliim
uzayt CH} = C™\ {0}/A, bir kompleks manifold yapisina sahiptir. Bu kompleks Hopf
manifolddur [14].
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f:0m\ {0} = R x §21,

1 v —1r Z
z—>(;exp( 5 log\z!),?)

ile verilen bir difeomorfizm olsun. Eger A\ = ¢? ise bu durumda f sirasi ile C™ \ {0} ve
R x S?! iizerinde A\ ve Z nin hareketleri ile yer degistirir. Boylece f, bir

1
F:CHY ~ S'(=) x S*"! difeomorfizmi indirger 6yle ki asagidaki diyagram
T

degismelidir:
c™\ {0} — R x §2n~1
\J )

1
CH} = C"\ {0}/ — (RxS™1)/Zr~ (=) x 57

Burada 7 : C" \ {0} - CHY = C"\ {0}/A\ ve
1

p:Rx S 5 (Rx S 1/Z =~ S' (=) x $*" ! dogal orten fonksiyonlardir.
m

C™\ {0} tizerindeki Hermityen metrik ¢t € [—1, 00) i¢in

. | 2 | 0jpd2? @ dZF +t | 2 PUY (Y 2de) @ (Y 2RdEP)
9t = E |2(t+1)

ile verilir. g; nin d€); = w; A €2 kosulunu saglayan Kahler 2-formu igin

S (27dzT 4 Z7d2Y)

=1+ EE

ile verilir oyle ki, ¢t # —1 i¢in bu form tam degildir. Iki durum incelenebilir:

i) t = 0 ise, ilgili metrik ’
(5]-kdzj ® de
Go="7 —
E2

C™\ {0} tizerinde global konformal Kéhler metriktir ve

S (29dZ + 2 d2Y)

|z [?

Wy = —

ile verilen Lee formuna sahiptir. C'HY lizerine indirgenmis g, metrigi Boothby metrigi

olarak adlandiriir.
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ii) ¢ # 0 ise Lee vektor alani

ile veriliri ve ¢ ye bagl degildir. B; nin g; nin Levi-Civita koneksiyonu ile ilgili olarak

paralel olmadi81 goriilebilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Tez boyunca diferansiyel geometrideki temel kavramlar verilip tezin 6ziinii olusturan
kismi-egik altmanifold ve egik, ters-degismez dagilimlar {izerinde durulmaktadir. Bu
kavramlarin tarih i¢indeki olusum siireci hakkinda genel bilgiler verilmigtir. Dagilim
siiflar1 araciligi ile tanimlanan kismi-egik altmanifold geometrisi incelenmigtir. Kéhler
manifoldlarin kismi-egik altmanifoldlari, yerel konformal Kéhler manifoldlarin kismi-

egik altmanifoldlar tizerinde detayli sekilde calisilmisgtir.

Bu calisma yapilirken diferansiyel geometri alanindaki kitaplar kiitiiphane ve web
aracilig1 ile taranmistir. Bunun yanisira hemen hemen Hermityen manifoldlar ve tez
calismasinin amacim olusturan kismi-egik altmanifoldlarin geometrisi lizerine yapilan
makaleler kronolojik olarak incelenmistir. Tezin dokiiman haline getirilmesi i¢in Latex

programi kullanilmagtir.
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4. BULGULAR

4.1. BIR YEREL KONFORMAL KAHLER MANIFOLDUN KISMI-EGIK
ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde bir yerel konformal Kahler manifoldun kismi-egik altmanifoldlar
calisilacaktir. Kismi egik altmanifold tanimindaki ters-degismez ve egik dagilimlarin
integrallenebilirligi icin kosullar verilecektir. Aym1 zamanda bu dagilimlarin tiimel
jeodezik yapraklanma tanimlamasi icin gerek ve yeter kosullar verilecektir. Boliim

paralel standart yapiya sahip kismi egik altmanifoldlar i¢in bazi sonuglar ile bitecektir.

Yardimc1 Teorem 2.7 yardimiyla bir M ykK manifoldunun bir M kismi-egik

altmanifoldu icin M nin 7 M normal demeti
T+M = F(D%) @ J(D*) & u (4.1)

seklinde aynsturilir. Burada p, F(D?) @ J(Dt) in T+ M igindeki ortogonal tiimleyen
dagilimidir ve p, T- M nin J altinda invaryant kalan altdemetidir. Gergekten £ € y olmak
lizere herhangi X € D+ igin, g(J¢, X) = g(J%¢, JX) = —g(&, FX) = 0 gergeklenir.
Dolayisiyla, D+ 1 J(u) bulunur. Ote yandan, Z € DY icin g(J¢, Z) = —g(€,J7Z) =
—g(&,PZ + FZ) = g(¢, FZ) = 0 gergeklenir. Buradan da J () L DY bulunur. O halde,
Y € TM ve Z € TM igin g(J&¢,JY) = g(&,Y) = 0ve g(J&, FZ) = g(JE,JZ) =
g(&,Z) = 0 oldugundan, J¢ € p elde edilir. (2.26) ve (2.27) esitliklerinden ve J2 = —1
gerceginden herhangi X € T'M i¢in

X =X =J(PX+FX)=JPX +JFX = P°X + FPX +tFX + fFX
ve X € T+M igin

X ="PX=JtX+fX)=JtX +JfX = PtX + FtX +tfX + f*°X
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oldugundan
(a) P?*+tF =—1I (¢ FP+ fF=0

7 4.2
(b) fP+Ft=-1I (d) tf+Pt=0 “2

esitlikleri elde edilir.

Yardimci Teorem 4.1. M, bir M hemen hemen Hermityen manifoldunun has kismi-egik

altmanifoldu olsun. Bu durumda
a) PD* = {0} , b) PD’ =D’ (4.3)

Kamt: D+ dagilimi anti-invaryant oldugundan (2.26) esitligi geregi a) elde edilir.
X € Dtve Z € D igin g(JX,JZ) = g(X,7Z) gergegini ve (2.26) esitligini kulla-
narak, g(PZ, X) = g(JZ,X) = —g(Z,JX) = 0 elde edilir. Béylece, PD? 1 D+ sonucu
cikarilir. PDY C TM oldugundan, PD? 1 D+ ise PD? C DY sonucu cikar. W € DY
olsun. (2.34) esitligini kullanarak

L

1 , 1
- W)= ——P*W = ———P(P
W cos20 (cos"0W) cos20 W cos20 (PW)

Bu yiizden, W € PD? ve buradan, D’ C PD? elde edilir ve dolayisiyla b) kanitlanir.

M bir M y.k.K. manifoldunun kismi-egik altmanifoldu olsun. V ve V sirasi ile g ve

e~ ? gy, metriklerinin Riemanniyen koneksiyonlarin1 géstermek iizere
=~ = 1
VuV =VyV — §{w(U)V +w(V)U —g(U,V)B} 4.4)

idi. V koneksiyonu, M iizerinde torsiyonsuz lineer koneksiyondur ve Weyl koneksiyonu

olarak adlandirilir. V koneksiyonunun
VJ=0 (4.5)

kosulunu sagladig: bilinmektedir.

M iizerinde anti-invaryant D+ ve egik D? dagilimlarina sahip olsun. M nin B Lee vektor
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alani i¢in M boyunca

B =BT + BY (4.6)

yazabiliriz, burada BT ve BY siras1 ile B nin teget ve normal kismudir.

Asagida bir y.k.K manifoldun bir kismi-egik altmanifolduna 6rnek verilecektir.

Ornek 4.1. (RS \ {0},9,J) hemen hemen Hermityen manifoldu ele alinsin, burada
g=AN1dx?+...+dz?) (A= 2} + ...+ x2) bir Riemanniyen metriktir ve J hemen

hemen kompleks yapisi
J@l = 82, Jag == —81, ey J85 = 867 J(% - —85

ile tammlanir. Son olarak R®\ {0} iizerinde § = \g Riemanniyen metrigi diisiiniilsiin. Bu

durumda (R \ {0}, g, J) bir Kihler manifolddur. Bu yiizden (R® \ {0}, g, J)
w = —2\"Yaydry + ...+ vedug)

ile verilen Lee forma sahip bir global konformal Kahler manifolddur. Sonug olarak Lee
vektor alani

B= —2($181 + ...+ 1'666)
Simdi M, (R®\ {0}, g, J) nin

u u u
flu,v,w) = (—= cosv, — sinv, — , 0, w, 0)

N RV RN

ile verilen bir altmanifoldu olsun, burada u, w # 0. Bu durumda 7'M nin yerel catisi

Z = (cosv0y + sinvdy + 03) , W = —(—sinvd; + cosvds) , X = 05

1 U
V2 V2
elde edilir.

1
JX = 05 oldugundan D+ = span{X} . Dahas1 JZ = 7 (cosvdy — sinvdy + Oy) ve

gJzw)| %(sz’n% + cos®v)

1
- - [u] NG
| JZ W] o V2

cosf
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oldugundan 0 = % Boylece DY = span{Z, W}, 0 = % egik ac¢ili bir egik dagilimdir.
Sonugta M, (R°\ {0}, g, J) nin bir has kismi-egik altmanifoldudur.

Simdi D+ anti-invaryant ve D? egik dagilimmin integrallenebilirligi calisilacaktr.

Yardimcr Teorem 4.2. M, M y.k.K. manifoldunun herhangi altmanifoldu olsun. Bu
durumda herhangi U, V' € T'M i¢in

1 1
VuPV — ApyU — 5W(JV)U + §g(U, PV)BT

1 1
= PVyV +th(U,V) = 5w(V)PU + 59(U, V)(PB" +tB"Y) (4.7)

veE

VHFV + h(U, PV) + %g(U, PV)BY
1 1
= FVyV + fh(UV) — §w(V)PU + 5g(U, VY(FB' + fBY) (4.8)

Ispat: (4.4) esitliginde V yerine JV yazarsak ve herhangi U,V € T'M igin (4.5) esitligi

ile Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa,

Vo(JV) =Yy (JV) - %{w(U)JV +w(JV)U = g(U, JV)B}
= Vy(PV)+ Vy(FV) — %{w(U)JV +w(JV)U — g(U, JV)B} = Vi (PV)
+h(U,PV) 4+ VE(FV) — ApyU — %w(U)JV — %w(JV)U
+%g(U, PV + FV)(B" + BY)
JVyV = J(VyV — %{M(U)V +w(V)U — g(U,V)B}) = JVyV + Jh(U, V)
—% W(U) TV — % W(V)JU + % o(U,V)JB
= PYYV + FVGV + th(U, V) + Fh(U,V) — % WUV — % W(VY(PU + FU)

1
+3 g(U,V)(PBT + FBT +tBN + fB™)
JVyV = Vy(JV) esitligi kullanilirsa
Vu(PV)+h(U, PV) +VEHFV) — ApyU

_% w(U)JV — % w(JV)U + % 9(U,JV)B (4.9)
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= PVyV + FVyV +th(U,V)+ fh(U,V)
1 1 1
-3 w(U)JV — 3 w(V)JU + 3 g(UV)JB

esitligi elde edilir. Buradan, teget ve normal bilesenler kiyaslanarak, istenilen (4.7) ve

(4.8) esitlikleri elde edilir.

Onerme 1. M, M y.k.K. manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda
D+ anti-invaryant dagiliminin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi

X,Y € Dt igin
1 1
ApxY + 5 W(FX)Y = Apy X + - w(FY)X (4.10)

kosulunun saglanmasidir.

ispat: X,Y € D+ olsun. Bu durumda (4.3) a) esitligini (4.7) esitli§inde kullanirsak
—Apy X — % Ww(FY)X = PVxY +th(X,Y) + % 9(X,Y)(PBT +tBY)
esitligi elde edilir. Bu esitligi X ile Y nin yerini degistirip yeniden yazarsak,
—ApxY — % w(FX)Y = PVy X +th(Y, X) + % g(Y, X)(PBT +tBM)
elde edilir. h ve g simetrik tensor alanlar1 oldugundan
P[X,Y] :AFXY—AFYX—F% {w(FX)Y —w(FY)X} 4.11)

bulunur. D+ dagiliminin integrallenebilir olmas: icin gerek ve yeter kosul herhangi
XY € Dt igin [X,Y] € Dt olmasidir, yani (4.3) a) esitligi geregi P[X,Y] = 0

olmasidir. Bu yiizden istenilen (4.11) esitliginden elde edilir.

Onerme 2. M LM v.k.K. manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda
DY egik dagiliminin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi Z, W € DY
icin

VzPW —VwPZ 4 Ap;W — Apw Z + g(Z, PW)BT € D° (4.12)

kosulunun saglanmasidir.
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Ispat: DY egik dagiliminin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi
Z,W € D% igin [Z,W] € D’ olmasidir, yani (4.3) b) esitliginden P[Z, W] € D’
olmasidir. Herhangi Z, W € DY icin (4.7) esitligini kullanarak

1 1
V2PW — ApwZ — 5w(JW)Z + 5g(Z, PW)BT

1 1
= PV W +th(Z,W) — §w(W)PZ + 5g(Z, W)(PBT +tBY) (4.13)

elde edilir. Bu esitlik Z ile W nun yerini degistirerek yeniden yazilir ve iki esitlik taraf

tarafa cikarilirsa

—%w(JW)Z + %w(JZ)W + %W(W)PZ _ %w(Z)PW (4.14)

bulunur. (4.14) esitliginde (4.3) b) esitligi kullanilirsa (4.12) saglanir.
Onerme 2, Tastan ve Tripathi [25] tarafindan, bir y.k. K. manifoldun yari-egik (semi-slant)

altmanifoldlar1 i¢in de kanitlanmistir.

M, M y.k.K. manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun. V ile ilgili Gauss ve
Weingarten formiilleri sirast ile herhangi U,V € TM ve ¢ € T+ M igin
VoV =VyV +h(U,V) (4.15)

veE

Ve = —AU + Ve (4.16)

ile verilir, burada ¥V ve V* sirasi ile V ve T+M ile ilgili olarak A deki indirgenmis
Riemanniyen ve indirgenmis normal koneksiyondur. h, M nin V ile ilgili olan ikinci

temel formudur. Dahast, ikinci temel form & ile A sekil operatorii
g(h(U,V),€) = g(AU,V) (4.17)

esitligi ile baglantilidir.
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(2.10), (2.11),(4.15) ve (4.16) esitlikleri kullanarak asagidaki yardimci teorem elde edilir.

Yardimcr Teorem 4.3. M, M y.k.K. manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun.

Bu durumda herhangi U,V € TM ve £ € T+ M igin

SV = ViV — % (U)W +w(V)U — (U, V)BT

1
WU, V) =h(U,V) + 5 g(U,V)B
~ 1

Vit = Vit — zw()e

Ispat: Herhangi U,V € TM ve ¢ € TM igin

TV = Vv — % (U)W + w(V)U — g(U.V)(B” + BY)
VoV +h(U,V)=VyV +h(U,V) - % {w(U)V +w(V)U} + % g(UV)B”

1
+5 g(U, VBN

Burada teget ve normal parcalar kiyaslanirsa (4.18) ve (4.19) esitlikleri elde edilir.

Vo = Vot — 5 {w(U)E + (€U — 9(6,U)B)
—AU + Ve = —A + Ve — 5 {wU)E + (@)U}

Burada teget ve normal parcalar kiyaslanirsa (4.20) ve (4.21) esitlikleri elde edilir.

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

Yardimci1 Teorem 4.3, Shahid ve Husain [22] tarafindan, bir y.k.K. manifoldun kapsaml

(generic) altmanifoldlar [6] i¢in Yardimci Teorem 2.1 olarak kanitlanmustir.

Onerme 1 ve (4.20) esitliginden asagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonuc¢ 4.1. M, M v.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu
durumda anti-invaryant D+ dagiliminin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul
herhangi X, Y € D+ i¢in

ApxY = Apy X (4.22)

kosulunun saglanmasidir.

Ispat: Onerme 1 den herhangi X,Y € D~ icin
1 1
saglanir. Burada F X, FY € T*M oldugundan (4.20) esitligi kullanilirsa (4.22) esitligi

elde edilir.

Yardimcr Teorem 4.4. A, M ykK. manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu

olsun. Bu durumda herhangi X € D+ ve U € TM igin

—P(VyX) = ApxU + th(U, X) (4.23)
kosulu gergeklenir.

Ispat: X € DX ve U € TM icin, Vi JX = JVy X ve (4.15) esitliginden
Vu(PX + FX) = J(VyX + h(U, X))

elde edilir. (4.3) b) esitliginden PX = 0 olacagindan,

VuFX = J(VuX + h(U, X))

bulunur. Béylece F'X € T+ M oldugundan, (4.16) esitligi geregi

—ApxU +VEFX = PYyX 4+ FVX + th(U, X) + fh(U, X)

bulunur. Bu esitligin teget kisimlar1 alinirsa,

—ApxU = PVyX + th(U, X) elde edilir.

Teorem 4.1. M, M v.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu

durumda ters-degismez D+ dagilimi integrallenebilirdir.

Ispat: (4.3) a) ve b) esitliklerinden herhangi X,Y € D+ ve U € TM igin, Yardimci
Teorem 4.4 geregi 0 = g(—P@UX, Y) = g(ApxU,Y) + g(th(U, X),Y) yazilir. Bu
esitlik de kullanilarak bazi hesaplamalar yapilirsa, VU € T'M igin
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9(ApxY,U) = g(ApxU,Y) = g(h(U,Y), FX) = g(h(U,Y ), JX) = —g(JW(U,Y), X)
= _g(tﬁajv Y)vX) = g(ZFYUaX) = g(%([LX)?FY)
= g(E(X, U)v FY) = g(gFYXa U)

elde edilir. O halde A rxY = A ry X bulunur. Sonug 4.1 den istenilen elde edilir.

Tanim 4.1. M, ve M, M nin tiimel jeodezik altmanifoldlar1 olsun. Eger M, M; ve M,
nin bir ¢carpim manifoldu ise, bu durumda M bir yerel Riemanniyen carpim manifoldu

olur.

Sirada bir y.k.K. manifoldun bir has kismi-egik altmanifoldunun ters-degismez
altmanifold ile egik bir altmanifoldun Riemanniyen c¢arpimi oldugu durum

calisilacaktir.

Teorem 4.2. M, M y.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu
durumda DY egik dagiliminin M iizerinde tiimel jeodezik bir yapraklanma tanimlamasi

icin gerek ve yeter kosul herhangi Z, W € DY ve X € D+ i¢in
1
g(ArxW + D) w(FX)W, Z) = g(Apw X, Z) (4.24)

Ispat: (M, g, J) bir Kihler manifold ve X € Dt icin PX = 0 ve dolayisiyla
FX = JX oldugundan, Teorem 2.19 den ¢’ (EFXPW, Z)=g (ZFPWX, Z) elde edilir.
Burada W = PW yazilirsa

9 (ApxW,2) = ¢ (Apw X, Z) (4.25)

elde edilir. (4.20) esitliginden
/ 1 / 1
g (ApxW + 5 W FX)W,Z) =g (Arpw X + 3 w(FW)X, Z) (4.26)

/ !/ 1 ’
elde edilir. g (X,Z) = 0 oldugundan, g (ApxW + 3 WFXW,Z) =g (Arw X, Z)

esitligi, yani istenilen elde edilir.

Teorem 4.3. M, M y.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu

durumda D+ ters-degismez dagiliminin M iizerinde tiimel jeodezik bir yapraklanma



66

tanimlamasi icin gerek ve yeter kosul herhangi X, Y € Dt ve Z € D? icin
1

kosulunun saglanmasidir.

Ispat: (M, q,J ) bir Kahler manifold ve X,Y € Dt icin PX = 0 ve dolayisiyla
FX = JX oldugundan, Teorem 2.20 den X,Y € D+ ve Z € D’ igin

G (ApxPZ.Y) =g (AppzX,Y)

yazilir. Burada Z = PZ yazilirsa,

9 (ApxZ,Y) = g (ApzX,Y) (4.28)

elde edilir. Buradan (4.20) esitliginden

/ 1 / 1

elde edilir. g' (Y, Z) = 0 oldugundan,
! i 1
g (ArxZ,Y) =g (ApzX + 3 w(FZ)X,)Y)

esitligi, yani istenilen elde edilir.

Sonug¢ 4.2. M, M y.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu
durumda M nin M = Mp:. X Mpe yerel Riemanniyen carpim manifold olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul X € D+ ve Z € DY icin
1 1
ApxZ + 5 w(FX)Z = ApzX + S w(FZ)X (4.30)

kosulunun saglanmasidir, burada Mp. ve Mpo, sirast ile M nin ters-degismez ve egik bir

altmanifoldudur.

Ispat: (4.28), (4.25) esitlikleri geregi herhangi U € TM geregi

QI(AVFXZ; U) = gl("z{FZXy U)

elde edilir, buradan (4.20) geregi istenilen bulunur.
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4.2. PARALEL STANDART YAPILI KISMI-EGIK
ALTMANIFOLDLAR

Bu boliimde altmanifoldun teget demeti tizerinde paralel standart izdiisiim yapisina sahip

bir y.k.K. manifoldun kismi-egik altmanifoldlar1 ¢alisilacaktir.

M, bir M y.k.K. manifoldunun D+ ters-degismez dagilimina ve D? egik dagilimina sahip

bir altmanifoldu olsun. P : T'M — T'M endomorfizmasi icin U, V' € T'M olmak iizere

(VyP)V = VyPV — PVyV 4.31)

yazilsin.

Herhangi U € T'M igin (@UP) = 0 ise P ye paraleldir denir. (4.15), (4.16) esitlikleri ve
%UJV = J%UV gerceginden

VuPVAh(U,PV)=ApyU+VEFV = PV V+FVVAth(U,V)+fh(U, V) (4.32)
yazilabilir. Buradan, teget kisimlar alinirsa,
(VuP)V = th(U,V) + ApyU

elde edilir.

g(th(U.V), W) = g(Jh(U.V). W) = —g(h(U. V), JW) = ~g(h(U, V), FW)
=—g(ApwV,U)
bulunur, boylece herhangi U, V, W € T'M icin

g(VuP)V,W) = g(ApyW — Apw V,U) (4.33)

elde edilir.

Onerme 3. )M, bir M y.k.K. manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Bu durumda P nin
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paralel olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi U, V' € T'M i¢in
1
ApyV — ApyU = 3 {w(FV)U —w(FU)V} (4.34)

esitliginin gerceklenmesidir.
ispat: (4.33) ve (4.20) esitliklerinden istenilen ¢ikar.

Teorem 4.4. M, bir M y.kK. manifoldunun bir kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu
durumda P nin paralel yani VP = 0 olmast icin gerek ve yeter kosul D ters-degismez

dagiliminin i¢ paralel olmasidir.

Ispat: P paralel olsun. (4.31) esitligi geregi VyPY = PVyY gerceklenir. Herhangi
X,Y € Dt igin (4.3) a) esitligini kullanarak kullanarak PY = 0 olacagindan

0= (VxP)Y = PVyY

bulunur. Yine (4.3) a) esitligini kullanarak v xY € D sonucuna ulasiriz. Bu ise D+

dagiliminin i¢ paralel oldugunu soyler.

Simdi bir y.k K. manifoldunun tiimel umbilik kismi-egik altmanifoldlar1 ic¢in bir

karakterizasyon verilecektir.

Teorem 4.5. M, bir M v.k.K. manifoldunun tiimel umbilik bir kismi-egik altmanifoldu
olsun. Eger P paralel ve dimD+ > 2 ise bu durumda M nin H ortalama egrilik vektor

alan1 ¢ dagilimina aittir.

Ispat: dimD’ > 2 oldugundan g(Z,W) = 0 ve || Z ||= 1 kosullarii saglayan
Z,W € DY secilebilir. Bu durumda (4.17) esitlig§inden ve M nin tiimel umbilik olusu
gerceginden g(Hg(Z,2), FW) = g(h(Z,Z),FW) = g(ApwZ, Z) elde edilir. [3] de
Yardime1 Teorem 3.5 den A rwZ = A rzW oldugunu biliyoruz. Boylece, g(f[ L, FW) =
9(Ap W, 2Z) = g(h(Z,W), FZ) = 0 elde edilir. Buradan

HL1F (D% (4.35)

sdylenir. Diger taraftan, dimD+ > 2 hipotezi geregi g(X,Y) = Ove || YV [|= 1
kosullarim saglayan X,Y € Dt secebiliriz. Yine (4.17) esitligini kullanarak
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g(Hg(Y,Y),FX) = g(h(Y,Y),FX) = g(ApxY,Y) bulunur. Teorem 4.4 ve Sonug
4.1 den ApyxY = Apy X oldugunu biliyoruz. Bu yiizden g(ﬁ, FX) = g(gpyX, Y) =

g(h(X,Y), FY') = 0 elde edilir. Buradan
HL1F(D"Y) (4.36)

bulunur. iddia (4.36), (4.35) ve (4.1) esitliklerinden ¢ikar.

Normal demet degerli 1-form F' icin herhangi U, V' € T'M i¢in
(VyF)V = V§FV — FV,V (4.37)

yazilir. Eger herhangi U € T'M i¢in (ﬁUF) = 0 ise F' paralel olarak adlandirilir. (4.15)
ve (4.16) esitliklerini kullanarak herhangi U, V' € T'M icin

VuPV+h(U, PV)=ApyU+V FV = PV V+FVVAth(U,V)+fh(U, V) (4.38)
islemlerinden sonra bu esitligin normal kismi alinarak ve (4.37) esitligi kullanilarak
(VuF)V = fh(U,V) = h(U, PV) (4.39)

bulunur. Béylece herhangi U € TM ve £ € T+ M igin

g(fh(U,V),€) = g(Jh(U.V),€) = —g(h(U, V), JE) = —g(R(U, V'), f£)
g(h(U, PV),&) = g(h(PV,U),&) = g(A:PV,U)

oldugundan

g(VuF)V, &) = —g(AsV + APV, U) (4.40)
elde edilir.

Onerme 4. M, bir M y.k.K. manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Eger F in paralel

olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi U € TM ve £ € T+ M igin
1
ApeU 4+ A¢PU = —3 {w(fOU +w(§)PU} (4.41)

kosulunun saglanmasidir.
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Ispat: F paralel ise (4.40) esitliginden herhangi U € TM ve ¢ € T M igin gng =
—A}PU bulunur. Buradan (4.20) esitligi kullanilirsa istenilen elde edilir.

Teorem 4.6. M, bir M y.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldu olsun. Eger

F paralel ise bu durumda M karisik tiimel jeodeziktir.

Kamit: F' paralel olsun. Bu durumda (4.39) esitliginden herhangi U, V' € T'M igin
fR(U,V) = h(U,PV) (4.42)

saglanir. Ozelllikle (4.42) esitliginde V = X € D yazarsak, (4.3) a) nin yardimu ile
PX = 0 olacagindan
Fh(U,X) = fh(U,PX) =0 (4.43)

elde edilir. Bu durumda (4.43) esitlifinden U € TM ve X € D+ igin

h(U,X) =0 (4.44)

bulunur. Iddia (4.19) esitliginden ¢ikar.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasina diferansiyellenebilir manifoldlar, Riemanniyen manifoldlar, hemen
hemen Hermityen manifoldlar, Kihler manifoldlar ve bunlarin altmanifoldlarini
taniyarak baglandi. Daha sonra Kihler manifoldlarin kismi-egik altmanifoldlar1 tizerine
yapilan c¢alismalar hatirlandi. Tezin Bulgular boliimiinde Tastan ve Tripathi [25]
tarafindan yerel konformal Kihler manifoldlarin yari-e8ik altmanifoldlar tizerine yapilan
calismanin ve Tastan ve Ozdemir [26] tarafindan yerel carpim Riemanniyen manifoldlarin
kismi-eg8ik altmanifoldari iizerine yapilmig ¢alismanin 1s18inda 6zgiin sonuglar sunuldu.
Yardimc1 Teorem 4.1 de bir hemen hemen Hermityen manifoldun kismi-egik
altmanifoldlarinin sagladig1 kosullar verildikten sonra, Yardimci Teorem 4.2 de bir y.k. K.
manifoldun herhangi bir altmanifoldu icin birtakim denklemler verildi. Onerme 1 ve
Onerme 2 de DY ve D+ dagilimlarinin integrallenebilirligi icin gerek ve yeter kosullar
sunuldu. Yardime1 Teorem 4.3 de bir y.k.K. manifoldun bir kismi-egik altmanifoldu icin
verilen denklemlerden yola ¢ikarak, Sonug 4.1 de D+ dagilimin integrallenebilirligi icin
gerek ve yeter kosul verildi. Yardimci Teorem 4.4 de bir y.k. K manifoldun kismi-egik bir
altmanifoldu i¢cin denklem sunuldu. Teorem 4.1 de de bir y.k. K. manifoldun kismi-egik bir
altmanifoldu icin D+ dagilmin integrallenebilecegi soylendi. D’ ve D+
dagilimlarinin tiimel jeodezik bir yapraklanma tanmimlamasi i¢in gerek ve yeter
kosullar sirasi ile Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 de verildi. Sonug 4.2 de bir y.k. K. manifoldun
bir has kismi-egik altmanifoldunun bir yerel carpim Riemanniyen manifold olmasi icin bir
gerek ve yeter kosul sunuldu. Onerme 3 de bir y.k.K. manifoldun bir altmanifoldu icin P
endomorfizminin paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verildikten sonra Teorem 4.4 de
bir y.kK. manifoldun bir kismi-egik altmanifoldu i¢in P endomorfizminin
paralel olmasi icin gerek ve yeter kosul verildi. Bir y.k.K. manifoldun tiimel umbilik bir
kismi-egik altmanifoldu icin bir karakterizasyon Teorem 4.5 de sunuldu. Onerme 4 de de
bir y.kK. manifoldun bir altmanifoldu icin F' normal degerli 1-formunun
paralel olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul verildi. Buradan hareketle Teorem 4.6 da bir

v.k.K. manifoldun bir kismi-egik altmanifoldu i¢in F' normal degerli 1-formunun
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paralel olmas1 durumunda saglanan bir kosul sunuldu. Bir y.k.K. manifoldun bir kismi-

egik altmanifoldu icin Ornek 4.1 de bir 6rnek sunuldu.

Bu tezde calisilan kismi-egik altmanifoldlar daha once de bahsettigimiz gibi degismez
(invariant), ters-degismez (anti-invariant), egik  ve C R-altmanifoldlarin
genellestirilmesidir. Kismi-egik altmanifoldlarin bir ters-degismez dagilimi D+ i ihtiva
eden diger tipteki altmanifoldlara ilk bakista goziiken benzerligi, D+ dagiliminin
daima integrallenebilir olmasidir. Ote yandan bu tezde elde edilen diger sonuclar baska
tiplerdeki altmanifoldlarin ¢alismasinda elde edilen sonuglara benzemektedir. Bu
calismayr c¢evreleyen manifold bakimindan kiyaslarsak, elde edilen sonuglar yine
benzerlik tasimaktadir. Gergekten, Sahin [23] tarafindan elde edilen bir Kahler
manifoldun kismi-egik altmanifoldlariyla ilgili sonuclar bizim elde etti§imiz sonuclarla
bire-bir uyusmaktadir. Bu benzerliin ¢evreleyen manifoldlarin iizerindeki metriklerin
konformal olmalarindan kaynaklandig1 goriilebilir. Cevreleyen manifoldun yaklasik
Kahler [28] olmasi durumunda ise elde edilen sonuglar bizim sonug¢larimiza daha az
benzerdir. Ornegin D+ ters-degismez dagilim, cevreleyen manifoldun yaklagik
Kahler olmasi durumunda daima integrallenebilir degildir. Dolayisiyla kismi-egik
altmanifoldlarin geometrisinin c¢evreleyen manifold iizerindeki yapidan direkt olarak

etkilendigini soyleyebiliriz.

Bu calisma yerel konformal Kchler manifoldlarin kismi-egik altmanifoldlart igin
egrilik bagintilarin1 calismaya 1s1k tutacak niteliktedir. Bu tezde elde edilen
sonuclarin benzerleri degme manifoldlar ile onlarin farkli tipleri olan Sasakiyen,

kosimplektik(cosymplectic), Kenmotsu v.b. manifoldlara uygulanabilir.
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