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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
SUREKLI KESIRLER VE PADE YAKLASIMLARI

Sabire Ceyda OKTAR

Istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Ensititiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman : Yrd. Do¢. Dr. Fatma CALISKAN

Bu tez ¢alismasinda matematigin bir ¢cok alaninda uygulamaya sahip 6zellikle sayilar te-
orisi alaninda 6nemli bir yeri olan siirekli kesirler konusu incelenmis ve siirekli kesirlerin
bir uygulama alan1 olarak Padé yaklagimlari ile iliskisi arastirilmustir. iki ana alt baglik
altinda toplanan bu calismanin ilk boliimiinde siirekli kesirlerin genel 6zellikleri ayrin-
tili bir sekilde incelenmistir. Bu boliimiin ilk kisminda genel tanim ve teoremler, ikinci
kisminda basit siirekli kesirler, ii¢iincii kisminda periyodik basit siirekli kesirler ve son
kisminda birinci ve ikinci tiir en iyi yaklagimlar iizerinde durulmustur. Ikinci boliimde
ise Padé yaklagimlar1 incelenmistir. Bu boliimiin ilk kisminda genel tanim ve teoremler,
ikinci kisminda Padé tablosu ve siirekli kesirler ile Padé yaklagimlari arasindaki iligki
verilmisgtir.

Haziran 2015, 88 Sayfa.

Anahtar kelimeler: Siirekli kesirler, en iyi yaklasimlar, Padé yaklagimi, Padé tablosu,
C-kesri.



SUMMARY

M.Sc. THESIS
CONTINUED FRACTIONS AND PADE APPROXIMATIONS

Sabire Ceyda OKTAR

Istanbul University
Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Fatma CALISKAN

In this thesis, continued fractions, which have many applications in many areas of mathe-
matics, especially in number theory, were examined and their relationship between Padé
approximations were investigated as one of their application. Gathered in two main sub-
titles, in this study, in the first chapter general properties of continued fractions were
analyzed in detail. In the first part of this chapter, general definitions and theorems, in the
second part simple continued fractions, in the third part periodic simple continued frac-
tions and in the last part the first and the second kind of best approximations were dwelt
upon. In the second chapter, Padé approximations were investigated. In the first part of
this chapter, general definitions and theorems and in the second part Padé table and the
relationship between Padé aprroximations and continued fractions were given.

June 2015, 88 Pages.

Keywords: Continued fractions, best approximations, Padé approximation, Padé table,
C-fraction.

vi



1. GIRIS

Siirekli kesirlerin temeli Euclid algoritmasina kadar dayanir. Bu algoritma ile iki dogal
sayinin en biiyiik ortak bolenini bulmak aslinda basit sonlu bir siirekli kesrin elde edilme-
sini sa8lar. a, b pozitif tam sayilar ve a > b olsun. ¢, = a ve {1 = b olmak iizere a, b say1

ikilisine Euclid algoritmasi uygulanirsa k = 0,1, ..., n i¢in
Uy = U1 + Lo, 0 <l <ly, by €N

elde edilir. Bir n dogal sayist icin ¢,, ;o = 0 olup ¢,, = ¢,,.1b,, bulunur. Burada ¢, sayisi

a, b ikilisinin en biiyiik ortak bolenine karsilik gelir. Euclid algoritmasi

Ly, 1
Cr1 = b Lot
Lio
biciminde yazilir ve her £ = 0, 1, ..., n i¢in tekrar edilirse
a 1
7 = bO + 1
b bl + [ —

L
B
bulunur.
Bazi yunan matematikgiler alan1 verilen bir karenin bir kenar dlciisiinii bulmak i¢in sii-

rekli kesirleri kullanmiglardir. Bu matematikg¢ilerden biri olan Theon of Alexandria’ nin

calismasinda karenin bir kenari

/ a1
\/_: b(2)+a1:b0+2b0+ a1

biciminde bulunmustur, burada A karenin alanim ve by da b* < A kosulunu saglayan en

biiyiik pozitif b tam sayisin1 gostermektedir.



Siirekli kesirlerin kullanildig: bir bagka alan ise giiniimiizde Diofant denklemleri olarak
adlandirilan denklemlerin ¢oziimiidiir. @ ve b aralarinda asal ve a > b olmak iizere a, b, ¢

pozitif tam sayilari i¢in

ar +by =c
Diofant denklemi g6z niine alinsin.
Anq 1
= by +
Boy b+

ba+

biciminde adlandirilirsa Euclid algoritmasi yardimiyla
aB,_1 —bA,_1 =*£1
oldugu goriiliir. aB,,_1 — bA,,_; = 1 oldugu durum incelenirse
ax + by = c(aB,_1 — bA,_1)

olacagindan
cBp1—x  y+ cAn_1

=t
b a

elde edilir. O halde verilen Diofant denklemin ¢oziimleri

r=cB,1—bt, y=at—cA,_1, t=0,+1,+2, ...

seklindedir. Avrupa’ da bu metod, bir cok matematikci tarafindan yeniden bulunmustur.

Hint matematik¢i Bhascara, yukaridaki kosullar altinda ax — by = ¢ denkleminin ¢o-

ztimlerinin de § kesrinin siirekli kesir agilimiyla bulunabilecegini ispatlamistir. Ayrica bu

acitlimin f,, = g: yaklagimlari i¢in

An = bnAn—l + An—2
B, = ann—l + B,
Aan,1 - Anlen = (_1)11—1



esitliklerinin saglandigini gostermistir.

Giintimiizdeki adiyla sonsuz siirekli kesirleri kullanan ilk matematikg¢i ise, karmagik sayi-
lar1 ortaya koyan Rafael Bombelli” dir. Bombelli, yaymladig: kitapta v/13 sayisinin son-
suz siirekli kesir agilimini tam olarak
4
3+ —F—

biciminde bulmustur. Burada Bombelli’ nin 1/13 i¢in yaptig1 calismanin Theon’ un calig-

mastyla ortiismektedir. Theon’ un ¢alismasinda 13 = A = b + a; igin

VA=by+

ai
2b0 + 2b0+0471

bi¢imindedir.

17. yiizyilda John Wallis % sayisini incelenmis ve bu sirada yazdigi kitapta ilk defa "sii-
rekli kesirler" ifadesini kullanmistir. Ayn1 kitapta % saysina karsilik gelen siirekli kesrin

yaklasimlarinin, sirasiyla, bu sayidan biiyiik ve kiiciik olarak devam ettigini ifade etmistir.

18. yiizy1l, siirekli kesirlerin altin ¢ag1 olarak adlandirilabilir. Euler, 1737 yilindaki calis-
masinda her rasyonel sayinin bir sonlu siirekli kesir ile ifade edilebildigini ve her irras-
yonel saymin da bir sonsuz siirekli kesir ile ifade edildigini ispatlamistir. Buna ek olarak
periyodik siirekli kesirlerin karsilik geldigi degerlerin birer kuadratik denklemin kokii ol-
dugunu ispatlamigtir. Ayrica e ve % sayilarinin siirekli kesir agilimlarini vermigtir. 1748
yilinda ise f, = ‘g—: yaklagimlar dizisinin pay ve paydalari icin rekiirans denklemlerini

ifade etmigtir. Bunlarin yani sira

n—1 @142 ...0n

fo— fom1=(-1) B.B,. . B.

yardimiyla bir C siirekli kesrinin

n—1 41dg2...0an

¢= b”;(_l) B.B,.. B,



oldugunu gostermistir.

20. yiizyilin baglarina kadar siirekli kesirlerle ilgili incelemeler hiz kazanmustir, bu siirecte
stirekli kesirler cesitlendirilmis ve bir cok matematik¢i tarafindan incelenmigtir. Giinii-
miizde siirekli kesirler, bu altyap1 1s181nda Diofant ve Pell denklemleri, verilen bir sayinin

carpanlara ayrilis1 gibi pek ¢cok alanda kullanilmaktadir.

Padé yaklagimlarinin tarihsel siireci de siirekli kesirler kadar ayrintili ve agsamali olmustur.
Padé yaklasimlar1 ve bu yaklagimlar yardimiyla olusturulan Padé Tablosu adin1 1863-
1953 yillar1 arasinda yasamis olan Fransiz matematik¢i H. Padé’ den alir. Padé yaklagimi,
belirli kurallar ¢ercevesinde verilen mertebeden bir rasyonel fonksiyon ile bir seriye en
iyi yaklagimdir. P, ,,(z) en fazla m inci dereceden, @, »(x) en fazla n inci dereceden iki

polinom olmak iizere,
Pn(x)

Qmn()

bicimindeki ifade verilen fonksiyonun bir Padé yaklasimin verir. Bu yaklagimlarin uygun

bir bicimde dizilisi ise Padé tablosu olarak adlandirilir. Bir formal kuvvet serisinin [m, n]

bicimindeki Padé yaklagiminin seri agilimi, seriye m + n inci katsayiya kadar denk gelir.

Siirekli kesirler ve Padé yaklagimlari ile ilgili olarak daha ayrintili bilgi i¢in Brezinski[1],

Baker[2], Khintchine[3], Jones ve Thron[4] un ¢alismalarina bakilabilir.

Bu tez calismasinin amaci, siirekli kesirlerin ve Padé yaklasiminin teorik 6zelliklerinin
arastirtlmasi, siirekli kesirler ile Padé yaklasimlarinin birbirleriyle olan iligkilerinin ince-
lenmesidir. Bu cercevede siirekli kesirler ve Padé yaklasimlari ile ilgili yapilacak ¢alisma-

lara temel olmasi hedeflenmektedir.

Genel Kisimlar boliimii, siirekli kesirler ve siirekli kesirlerin bir uygulama alani olarak
Padé yaklagimlar1 olmak iizere iki alt boliime ayrilmigstir. Stirekli kesirler boliimiinde ge-
nel tanim ve teoremler ifade edilmis ve orneklere yer verilmistir. Basit siirekli kesirler
ve periyodik basit siirekli kesirler i¢in ayr1 ayr1 incelemeler yapilmistir. Yaklasim teori-
sinin temelini olugturan, bir siirekli kesre ait birinci tiir ve ikinci tiir en 1yi yaklagimlarin
tanimlar1 yapilmis ve en iy1 yaklagimlarla ilgili baz1 6zellikler ifade edilmigtir. Padé yak-
lagimlar ile ilgili boliimde ise siirekli kesirler boliimiinde de oldugu gibi genel tanim ve

teoremler ifade edilmis ve Ornekler verilmistir. Ayrica Padé tablosu ve C-tablosu tanim-



lar1 yapilmis ve bu tablolarin genel 6zellikleri incelenmistir. Son olarak siirekli kesirler ile

Padé yaklagimlar: arasindaki iligki verilmigtir.

Malzeme ve Yontem boliimiinde ¢alisma sirasinda kullanilan malzeme ve yontemlere de-
ginilmigtir. Bulgular boliimiinde tez ¢alismas1 boyunca yapilan incelemeler sonucunda
elde edilen bilgiler kisaca 6zetlenmistir. Tartisma ve Sonug¢ boliimiindeyse elde edilen
bulgular yorumlanmistir. Son olarak Kaynaklar boliimiinde bu tez ¢alismasinda kullani-

lan makale ve kitaplarin listesi verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. SUREKLI KESIRLER

2.1.1. Genel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1. by € C ve her n € N igin a,, b, € C olmak tizere

a1

bl + bo+ a2a3
2 b3+a74

by +

bicimindeki ifadelere siirekli kesir denir. (2.1) siirekli kesri

seklinde de gosterilir. (2.1) siirekli kesri

by +

by + ——m—

seklinde de gosterilir.

2.1

(2.2)

(2.3)

(2.4)



Tanim 2.2. Bir siirekli kesirde

ay

a
bl + bo+—23

bo +

+ 5,

ifadesine siirekli kesrin 7 inci yaklagimi denir ve f,, ile gosterilir. O halde bir siirekli kesrin
n inci yaklagiminin pay ve paydasi sirasiyla A, ve B, olarak adlandirilirsa f, = g—:
biciminde yazilir.

Sonlu bir siirekli kesir i¢in f,, yaklagimlart sonlu sayidadir. n = %k olmasi durumunda f,

yaklagimu siirekli kesrin degerine esit olur.

Tamim 2.3. Bir siirekli kesir icin 6zel olarak —1 inci yaklasim A ; = 1 ve B_; = 0

olmak tizere

Ay
[ = B,
bi¢iminde alinir.
Tanim 2.4. Bir siirekli kesirde
anJrl
b+ s
* bn+1 + 2

ifadesine siirekli kesrin 7 inci kalan1 denir ve 7, ile gosterilir. Sonlu bir siirekli kesir i¢in
r,, kalanlar1 sonlu sayidadir. n = 0 olmasi1 durumunda r,, kalan1 siirekli kesrin kendisine

esit olur.

Ornek 2.1. ¢ = 2, 71828181828459 . . . sayisina karsilik gelen

2+
1+ —L—

bicimindeki ifade bir sonsuz siirekli kesirdir. Bu siirekli kesrin ilk 4 yaklagimi1

1 1 8 1 11

=2, =2+ -=3, =2+ = -, =2+
o I 1 f2 1+173 fs 1+ 54
1




seklinde bulunur. ilk 3 kalan kismi ise

seklindedir.

Ornek 2.2.

T‘():Q—I—

2
1+ ———5—
R

2
1+H%

bi¢imindeki ifade bir sonlu siirekli kesirdir. Bu siirekli kesir i¢in f,, yaklagimlar1 asagidaki

gibi sonlu sayidadir ve £ = 4 i¢in f; yaklasimu siirekli kesrin belirttigi sayiya esit olur.

2 2 5
fO ) fl + 1 ) f2 + 1 I % 3
2 11 2 41
Ja=1+ 2~ £ Ji=1+ 2 = 57
1+ = 5 1+ 1+é 21
Bu sonlu siirekli kesrin ilk 3 kalan kismi ise
" 2 41
To = —
’ 1+ 2 21
1+3
2 10
= 2 = T
1+Hj 11
1+3
2 5
11

bicimindedir.
Teorem 2.1. A | =1, Ay = by, B_1 =0, By = 1 baglangi¢ kosullar1 olmak iizere, bir



stirekli kesrin n inci pay ve paydasi sirasiylan = 1,2, 3, ... i¢in

An = bnAnfl + anAn72
(2.5)

Bn = annfl + aan72

esitliklerini saglar. Bu esitliklere rekiirans denklemleri denir [2].
Ispat. Bir siirekli kesrin ilk ii¢c yaklagimi

@ bo Al g + blbO

A2 b0a2 + a1b2 + boble
=2=2 5 fo=22=
By 1

fU - E N b1 ’ B2 as + blbg

bicimindedir. (2.5) esitliklerinde n = 1 i¢in

Al = ble + alA_l = blbO +a
Bl = blBO -+ alB,1 = b1

bulunur. £ < n olmak iizere her £ € N i¢in

Ay = bpAp1 + apAg2

By, = by By—1 + a; B2
esitliklerinin dogru oldugu varsayilip n+1 i¢in (2.5) esitliklerinin dogru oldugu gosterile-
bilir. f,, yaklasimindan f,,,; yaklastminin elde edilmesi icin a,, yerine a,,b,, .1 ve b, yerine

bpbni1 + ani1 yazmak yeterlidir. Bu diizenleme sonucunda elde edilen f,, yaklasiminin

pay1 A, olarak adlandirilirsa
A;L = (bnbpg1 + any1)An—1 + anbpi1An_o
bicimini alir. A/n ayni zamanda f,, | yaklagiminin da pay1 oldugundan
Apni1 = (bpbps1 + an1)An_1 + anbui1 Ao
yazilabilir. Buradan

An+1 = bn+1 (bnAnfl + anAan) + @nJrlAnfl
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olup
An+1 = bn+1An + an+1Anfl

elde edilir. Benzer islemler B, i¢in yapilirsa
Bn+1 = bn—i—an + an+1Bn—1

elde edilir. O halde her n € N i¢in rekiirans denklemleri gerceklenir.

Teorem 2.2. (2.1) siirekli kesrinin n inci yaklagiminin pay ve paydasi sirasiyla A,, ve B,
olmak iizere

Ay1By = By Ay = (-1)"[[ax (n€N) (2.6)
k=1

esitligi gecerlidir. (2.6) ifadesi determinant formiilii olarak adlandirilir. Bu formiiliin her

iki yan1 (—1) ile carpilirsa

=

ApnBn 1 — ByAp = (=1)""|lax (n€N) 2.7)

k=1

elde edilir [2].

Ispat. n = 1 icin
A()Bl — B()Al = bobl — 1.(@1 + blbg) = —a; = (-1)16L1

bulunur. £ € N olmak iizere her k£ < n i¢in dogru oldugu varsayilsin. O halde n icin

Anfl An Anfl bnAnfl + a/nAn72
An—an - Bn—lAn = =
Bn—l Bn Bn—l ann—l + aan—2
An—? An—l
= —an
Bn72 anl

olup indiiksiyonun ikinci adimindan
Anlen - anlAn = (_1)71 H Ay
k=1

bulunur.
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Tanim 2.5.
00
an
b+ K (b_) (2.8)
n=1
ve
00
a*
b+ K (b—"> (2.9)
n=1

n inci yaklagimlan sirasiyla f,, ve f olan iki siirekli kesir olsun. Her n € N U {0} i¢in

fn = f; oluyorsa bu siirekli kesirlere denk siirekli kesirler denir.

Teorem 2.3. (2.8) ve (2.9) siirekli kesirlerinin denk olmasi icin gerek ve yeter kosul sy =

1 olmak iizere {s,} sifirdan farkli sayilar dizisi i¢in

ay = SpSp—1an, N €N

b% = $,bn, neNU{0}

n

olmasidir [4].

Teorem 2.3 ifadesini saglayan bir {s, } dizisi yardimiyla (2.1) siirekli kesrine denk olan
bir siirekli kesir

bé = S()bo = bo, bT = Slbl, b; = Sgbg, e

veE

* *
ay = 515041 = S14q, Ay = 595141 = S1Q2, . ..

esitlikleri yardimiyla
S101

518202
Slbl + 82b2+ 5253,0,3
53b3+6354a4

by +

(2.10)

biciminde gosterilir. (2.10) siirekli kesrinin her n € N U {0} i¢in n inci yaklagimlarinin
pay ve paydalari sirasiyla A’ ve BB, olsun. A, # A’ ve B, # B, olmasinakarsin f, = f,

esitligi saglanir.

Bir siirekli kesirde her n € Nigin b,, # 0 olmasi durumunda s,, = b, ! alinarak olusturulan
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(2.10) siirekli kesri

bo+ —— @.11)
14+ —%
1+—23,
"o
bicimini alir. Burada a; = % ve j > 2 dogal sayilari i¢in a; = bjg;_l seklindedir. O halde

(2.1) yerine (2.11) siirekli kesri goz 6niine alinabilir.

Tanmm 2.6. (2.8) ve (2.9) siirekli kesirlerinde her n € N U {0} i¢in f = f5, oluyorsa

(2.9) siirekli kesrine (2.8) siirekli kesrinin c¢ift kismi1 denir.

Tamim 2.7. (2.8) ve (2.9) siirekli kesirlerinde her n € N U {0} i¢in f = fa,11 oluyorsa

(2.9) siirekli kesrine (2.8) siirekli kesrinin tek kism1 denir.

Bir siirekli kesrin ¢ift kismini olusturmak icin ilk olarak bu siirekli kesrin (2.11) biciminde

yazilmasi gereklidir. (2.11) siirekli kesri i¢in

!

A2 a
=2 —py+ —— 2.12
f2 B T ih g (2.12)
olur. , , , o
ap _ ay(l+ay) o agag
1+ l4ay+ay 2 1+a;+a
1+ay
esitligi kullanilarak
A I
fi=g =bo+ R 2.13)
4 I G203
1+ a, 1+ay+a)
elde edilir. Benzer sekilde her £k € N U {0} icin
oy, . oy, (1 + a/2k+2) 4 a;ka;k—i-l
/ - / ’ — Yok / /
1o zen Ldag oy +ay, L+ agy 1 + agpys
1+ag, 4o
esitlikleri yardimiyla (2.10) siirekli kesrinin c¢ift kismi
bo + D (2.14)
1 + al2 - (12(13 7 7
1+a;+ail— R

T 7

/ ; aga

_ 67
1-4—as+a6

biciminde bulunur.
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Bir siirekli kesrin tek kismini olugturmak i¢in ilk olarak bu siirekli kesrin (2.11) biciminde

yazilmasi gereklidir. (2.11) siirekli kesri i¢in

Aq /
B !
olur. o
ay ay (1 + a) ' a,ay
14 % l+az+a 1+ ay+ ay
1+a,
esitligi kullanilarak
As , aa.
= — = b + a, — 1/ 2 / 216
f3 B3 0 1 —1 + ay + ay ( )
elde edilir. Benzer sekilde her £ € N igin
Qogpr1 Gopp(l+agpys) Qo G219kt
/ - / / — Y2k+1 / /
14 2er2 LAy +ag,,; Lt agy p + agy s
I4ag, 3

esitlikleri yardimiyla (2.10) siirekli kesrinin tek kismi1

/ /
’ aa

122
b0+a1—

; ; T 2.17)
1+a2+a3_ ’ / 34(1/(1/

1+a4+a5—%

1+ag+a/7_u&

biciminde bulunur.
Ornek 2.3. by = 1 ve her n € Nigin b,, = 2, a,, = 1 olmak iizere

1+ !
2+

1
1
24T

stirekli kesri ele alinsin. Bu siirekli kesrin (2.11) formu asagidaki gibidir:

11 1
2° _ 2
1+ 114 =1+ 1
o4 —23 1+ —i—
2 1 5-3-1 i
32— 1+
$.2+2°2 144
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Dolayistyla a;

1 . . !/
sven > 2igina, =

% olur. Bu bilgiler (2.14) ve (2.17) esitliklerinde
yazilirsa siirekli kesrin cift ve tek kisimlart sirasiyla

1 1
= 3 =
1+ 2 ve - — 8
5 i 2 3 _ is_
4 3 2 3
5+—26 s+—18
3, 16
2

ol
+
. }gjp

biciminde bulunur.

2.1.2. Basit Siirekli Kesirler

by € R ve heri € Nigin a;,b; € R olmak iizere

a
bo + !

b1 + b_"_a—2113
2 b3+”‘74

sekllindeki bir siirekli kesir, siirekli kesirlerin denkligi kullanilarak

1
by + 1 , bp € R, szR+(Z:1,2,) (2.18)
bot—L—

bi¢cimine getirilebilir. Sayilar teorisinde bu siirekli kesirler, (2.1) siirekli kesirlerinden daha
cok kullanilmaktadir. (2.18) siirekli kesirleri kisaca

[bo, bl,bg, .. ]

(2.19)
olarak da ifade edilir. (2.18) kesrinin sonlu olmas1 durumunda bu gosterilig

[bo; bi, by, ..., bk]

(2.20)

bicimini alir. (2.18) siirekli kesrinin 7 inci yaklagiminin pay1 ve paydasi sirasiyla A, ve
B,, olmak iizere rekiirans denklemleri her n € N i¢in

An = bnAn—l + An—2

(2.21)
B, = ann—l + B
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ve determinant formulii

Anlen - anlAn = (-1)” (222)

bicimini alir. (2.18) bi¢cimindeki siirekli kesrin n inci yaklagimi

Ay,
fn = B_n - [bO)blaan"'ybn]

ve 1 inci kalan kismi

1
Tn = bn + 1 = [bn, bn+17 bn—|—27 .. ]
b1 +

seklinde gosterilir.

Teorem 2.4. (2.18) bi¢imindeki bir siirekli kesrin n inci yaklagiminin pay ve paydasi

sirastyla A, ve B,, olmak iizere her n € N igin

A1 A, (=1)"
_Im 2.23
anl Bn Ban,1 ( )
esitligi gecerlidir [3].
Ispat.
Anfl An o Anlen - Aan,1
anl Bn B Ban,1
olur. (2.22) determinant formiiliinden
Anr An (=1)"
anl Bn B Ban,1
elde edilir.
Teorem 2.5. Her n € Nicin
An_9By — By A, = (=1)""b, (2.24)

esitligi saglanir [3].

ispat. (2.18) bi¢imindeki bir siirekli kesir i¢in (2.21) rekiirans denklemleri kullanilarak

An—2Bn = ann—lAn—Q + Bn—2An—2
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veE

anQAn = bnAnlen72 + An72Bn72

olup bu iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa
A, 9B, — B, 2A, =b, (A 2B,_1 — B, 2A,_1)
elde edilir. (2.22) determinant formiiliinden
An_9By — By_sA, = (=1)""b,

bulunur.

Sonuc¢ 2.1. n > 2 olmak iizere her n € N i¢in

An—Q
Bn72

(_1)n—1bn
Ban72

A,
_In 2.2

B, (2.25)
olur [3].

Not 2.1. Bu incelemeler sonucunda yaklagimlarin dagilimlarina iligkin onemli bilgiler
elde edilebilir. (2.25) esitli8i ¢ift yaklagimlarin artan bir dizi, tek yaklagimlarin ise azalan
bir dizi oldugunu gosterir. (2.23) esitligi ise her tek yaklagimin kendinden sonraki cift
yaklasimdan biiyiik oldugunu gosterir. O halde asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.6. (2.18) bicimindeki bir siirekli kesrin yaklagimlar1 asagidaki 6zellikleri sag-
lar:

i) Cift yaklagimlar artan bir dizi seklindedir,

fo<fo<fa<...

ii) Tek yaklagimlar azalan bir dizi seklindedir,

Ji>fs>fs>...

iii) Her tek yaklasim ardisik cift yaklasimindan biiyiiktiir [3].

Not 2.2. (2.18) bi¢cimindeki bir siirekli kesre karsilik {g—z}fj’:l yaklagimlar dizisi vardir.

Her yaklasim bir reel sayiy1 temsil eder. Yaklasimlar dizisinin « gibi bir limiti varsa bu
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durumda « sayisi, siirekli kesrin degeri olarak gz oniine alinir ve boylece

yazilir. Bu durumda (2.18) bi¢imindeki siirekli kesir yakinsaktir, denir. Eger yaklagimlar
dizisinin limiti yoksa (2.18) bi¢imindeki siirekli kesir 1raksaktir, denir. Yakinsak bir sii-
rekli kesir i¢cin Teorem 2.6 ya ek olarak her tek yaklasimin her ¢ift yaklasimdan biiyiik
oldugu soylenebilir. Bir o sayisina yakinsayan (2.18) siirekli kesrinin yaklagimlari ile bu

kesrin degeri olan « sayis1 arasindaki iligki

fo<fo<fu<..<faup<..<a<..<fopu<..<fs<f3<hf

biciminde gosterilebilir.

Teorem 2.7. (2.18) bicimindeki bir sonsuz siirekli kesrin degeri o € R olsun. Bu durumda

her n € NU {0} i¢in
1

Ban+1

Ap
o — —

<
B,

(2.26)

esitsizligi saglanir [3].

Ispat. o sayisi (2.18) bicimindeki bir sonsuz siirekli kesrin degeri oldugundan gz—i #«

olur. f,,; yaklagimi ile f,, yaklagimlarindan biri tek digeri ¢ift yaklasim olacagindan reel

eksende « sayisinin zit taraflarinda kalirlar. Bu nedenle

An An+1 An
- — —_— = — 2.27
“ Bn ‘ Bn+1 Bn ( )
olur. Burada (2.23) esitliginden yararlanilirsa
A, A, 1
2= (2.28)
Bn+1 Bn Ban—H

elde edilir. (2.27) ve (2.28) birlikte gz Oniine alindignda teoremin ispati tamamlanir.

Not 2.3. Teorem 2.7 icin « sayis1 (2.18) bigimindeki bir sonlu siirekli kesrin degeri olarak

almirsa 0 < n < k kosulunu saglayan her n tam sayisi icin de 2.26 esitsizligi saglanir.

Burada o = ’g’;—j: oldugundan n = k olmasi durumunda esitsizlik esitlik halini alir.
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Yardimer Teorem 2.1. Her n € Ni¢in 0 < b,, < 1 olacak sekilde b,, reel sayilar goz
oniine alinsin. Bu durumda ) b, yakinsak ise [] (1 — b,,) yakinsaktir.

n=1 n=1

Ispat. Her n € N icin b, reel sayilar1 0 < b, < 1 kosulunu saglamak iizere >_ b,
n=1

yakinsak olsun. [] (1 — b,,) sonsuz ¢arpimi A ile gosterilsin. Buradan
n=1

InA=In ﬁ(l —b,) = iln(l —by)

n=1

elde edilir. ) b, serisi yakinsak oldugundan hH{l) b, = 0 olur. O halde
n—

n=1

i — (01 5,)

bn—0 by, =1

bulunur. Bu durumda limit yakinsaklik testinden »_ b, serisiile > In(1 —b,,) serisi ayn
n=1 n=1

anda yakinsak veya iraksak olmak zorundadir. O halde hipotezden > In(1 —b,,) serisi de
n=1

yakinsaktir. Boylelikle sonsuz carpimin da yakinsak oldugu ispatlanmais olur.

Teorem 2.8. (2.18) bicimindeki bir siirekli kesrin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

kosul
Z b, (2.29)
n=1

serisinin 1raksak olmasidir [3].

Ispat. (2.18) bicimindeki bir siirekli kesrin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul
tek ve cift yaklagimlar dizilerinin ayni limite sahip olmasidir. O halde (2.23) esitliginden
(2.18) bi¢imindeki bir siirekli kesrin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun n — oo

icin B, B,, 11 — 0o olmasidir.

(2.29) serisi yakinsak olsun. Her n € N i¢in b,, > 0 oldugundan, (2.21) denklemlerinin
ikincisinden

B, > B, _» (2.30)

yazilir. Diger yandan herhangi bir » i¢cin B,, > B,,_; veya B,,_; > B,, olacaktir.
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B,, > B,,_; olmasi durumunda

Bn = ann—l + Bn—2 < ann + Bn—2

olur. (2.29) yakinsak oldugundan {b,,} sifir dizisidir. O halde b,, < 1 esitsizligini saglayan

ny dogal sayisindan biiyiik n degerleri i¢in

bulunur.

B,,_1 > B, olmas1 durumunda (2.30) esitsizliginden B, _; > B,,_, bulunur.

B, = ann—l + B, 2 < ann—l + B, = (bn + ]-)Bn—l

elde edilir. b,, < 1 icin

1
146, <
s,
esitsizligi saglandigindan
Bn—l
B, <
1—0b,
bulunur. O halde her n > ng i¢in
B, < B
1—0b, "

(2.31)

olacak bicimde [ < n dogal sayist vardir. [ > ng ise (2.31) esitsizligi B; sayisina da

uygulanabilir. Bu sekilde devam edilirse n > [ > ... > r > ng ve s < ng dogal sayilar

ile
B,

B, <

elde edilir. Yardimci Teorem 2.1 den

oo

H(l_bn)

n=ng

A—b)(1—b)...(1—0,)

(2.32)
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yakinsaktir. Bu sonsuz ¢arpimin limiti ¢ ile gosterilsin.O halde « € R olup

(1—0)(1=b)...(1—b) > ﬁ(l—bn)ZL

n=ng
olur. max{ By, B, . .., Bny—_1, Bn, } = @ olarak adlandirilirsa (2.32) esitsizligi

Q

B, <=
L

olur. Aym esitsizlik n + 1 icin de saglanacagindan B, B, 11 < ?—; bulunur.

: Q*
lim Ban-H S L_2

n—o0

elde edilir. O halde (2.18) bi¢imindeki siirekli kesir iraksak olur.

(2.29) serisi raksak olsun. (2.21) denklemlerinin ikincisinden her k£ € N i¢in By > Bj_»
oldugundan

min{ By, B1} = ¢

olarak adlandirilirsa
B >c (2.33)

olur. Buradan

By, = byBi—1 + Bi—2 > cb, + By

bulunur.
k = 2i¢in By > By + cby

k:4i§inB4ZBg+Cb4

2k i¢in By, > Boj_o + cbyy

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

k
By, > Bo+c)  ba (2.34)

n=1



21

elde edilir. Benzer bicimde

k = 3i¢in By > By + cbs
k:5iginB5ZBg+cb5

2k + 1igin Boyqy > Bap_1 + cbaptr

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
k
Bor1 2 Bit+ ey boan (2.35)
n=1
elde edilir. (2.34) ve (2.35) esitsizliklerinden

2k+1
Bogi1+ Bo > Bo+ Bi+¢ Y by

n=1

olup her £ dogal sayis1 i¢in

k
By + By > chn

n=1

k
bulunur. O halde By ve By sayilarindan biri £ > b, sayisindan biiyiiktiir. (2.33) esit-

n=1
sizliginden de diger say1 c sayisindan kii¢iik olmayacagindan

o k
C
ByBj_1 > 5 an

n=1

bulunur. Bu durumda (2.29) serisi raksak oldugundan By By, ifadesi de iraksak olur.

Sonug olarak (2.18) siirekli kesri yakinsaktir.

Tanim 2.8. b, € Z ve her i dogal sayisi i¢in b; € Z* olmak iizere

bo+ ————— (2.36)

bicimindeki siirekli kesirlere basit siirekli kesir denir.
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Tanim 2.9. Herhangi bir « reel sayisi i¢in

ap = «, (2.37)
= L eN (2.38)
n = Frac(a,,_1)’ " '
b, = |la,|, neNuU{0} (2.39)
olmak iizere
1
0 bl + H;l ( )
D

biciminde tanimlanan siirekli kesire « reel sayisinin basit siirekli kesir agilimi denir. Bu-
rada | o, |, a, sayisinin tam kismina, Frac(a,,_1) ise a1 sayisimin kesir kismina kargilik

gelir. Diger bir deyisle v, 1 = |ay,—1] + Frac(a,_1) dir. (2.40) kesri

b+ K (bi) (2.41)

seklinde gosterilir. Uygun bir 7 i¢in Frac(a,,—1) = 0 ise (2.40) basit siirekli kesri sonludur

ve bu kesir b,,_; ile biter ve

n—1
1
bo+ K <b—) (2.42)
1=1
olarak gosterilebilir.
Not 2.4. o (# 1) reel sayisinin basit siirekli kesir agilimu [by; by, bo, . . ., b,_1] sonlu sii-
rekli kesri olsun. [bg; by, ba, ..., b,—1 — 1,1] sonlu siirekli kesrinin degeri de « sayisina

karsilik gelir. Bu durumda « sayisina karsilik gelen iki farkl siirekli kesir gosterilisi bu-
lundugu goriilse de Tanim 2.9 dan b,,_; degeri daima 1 den farkli oldugundan, bu ¢alisma
boyunca oo = [bg; by, ba, . . ., b,_1] alinacaktir (0« = 1 olmasi durumunda b,,_; = 1 olup

a = [1] seklinde yazilir).

Ornek 2.4. ¢ = 2,71828181828459 . . .(Euler sabiti) ele alinsin. (2.37) esitliginden

a=apg=eveby=le|] =2
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olur. (2.38) esitliginden

1 1
7 Frac(e) 0, 718281828450 ...

=1,392211191...
esitliginden b; = || = 1 bulunur.

= 2,549646778 ..., by = |as] =2

@2 Frac(a)

olur. n = 3,4, 5 i¢in de b,, sayilar1 agagidaki hesaplar yardimiyla

1

= —— =1,819350244 . .. by = =1
3 FraC(OKQ) ; ) 3 LOZgJ
= ——— =1,220479286. .. by = =
4 FI‘aC(Oég) ; ) 4 |_Oé4J
1
= ——— =4,535573476. .. bs = =4
(€7 Frac (O(4) 5 ) 5 LO&5J

seklinde elde edilir. Bu sekilde devam edilerek

e=2+

1++

bulunur. O halde Ornek 2.1 de goz 6niine alinan siirekli kesir e sayisinin basit siirekli kesir

acilimidr.

Ornek 2.5. ‘/52_1 = 0,618033989. .. (Altn Oran-1) reel sayisi1 ele alinsin. (2.37) esitli-

ginden
V5 —1 V5 —1

B Veb():L 5

1=0

o = Qpy =

olur. (2.38) esitliginden

1 1 541
o) = = = V5 + = 1,618033989. ..
Frac(ayg) \/52*1 —0 2
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ve by = |a;| = 1 olur.

1 1 Vb +1
= = = = 1,618033989. ..
@2 Frac(a) @ —1 2 ’
ve by = |z | = 1 biciminde devam edilirse
5—1 1
V5 = : =1[0;1,1,1,...]

oldugu goriiliir. Bu durumda altin oranin basit siirekli kesir acilimi

Vi+1l V5-—1 1
_ =14 — " —M1:1.1.1....
2 2 + +1+ 1 [7777 ]

olarak elde edilir.

Ornek 2.6. 13—7 rasyonel sayisinin basit siirekli kesir agilimi agagidaki incelemeler yardi-

miyla
17 17
CY:CYOZE veE b():\_?J:5
1 1
“ Frac(ap) 2 ve b= la]
1 1

oldugundan ' = [5; 1, 2] bi¢iminde bulunur. Burada Frac(as) = 0 oldugundan % rasyo-

nel sayisinin basit siirekli kesir acilimi b, ile biter.

Bir rasyonel sayinin basit siirekli kesir acilimi Euclid algoritmasi yardimi ile de buluna-
bilir. Euclid algoritmasindaki ardigik boliimler, rasyonel sayinin basit siirekli kesir agili-

mindaki b; sayilarma denk gelir. Ornek 2.6 daki 1—37 rasyonel sayisinin siirekli kesir agilimi



25

bu yontem ile de bulunabilir:

17=53+2, by=5
3=12+1, b =1
2=21, by = 2

O halde I = [5; 1, 2] elde edilir.

Not 2.5. Bundan sonra, 6zel olarak basit siirekli kesirler incelenecektir. Bu kosullar1 sag-
layan siirekli kesirler i¢in (2.29) serisi wraksak olacagindan (2.40) siirekli kesri yakinsaktir.
Bu durumda (2.40) siirekli kesrinin degeri bir « reel sayisina karsilik gelir. Ayrica basit
stirekli kesirlerin n inci yaklasiminin pay ve paydasi olan A,, ve B,, sayilarinin aralarinda

asal oldugu determinant formiilii ile bulunur.

Tanim 2.10. n € Nigin b, € Z™* olmak iizere b,, > 1 olmasi durumunda

Z'Anfl + An72

i =1,2,...b, — 1
Z-anl + Bn72 (Z o ’ )

kesirlerine ortalama kesirler denir. Bagka bir deyisle ortalama kesirler

An—2 An—l + An—Z 2An—1 + An—Q bnAn—l + An—? o An
Bn—Z’ Bn—l + Bn—27 2Bn—1 + -Bn—27 Y ann—l + Bn—2 - Bn

(2.43)

dizilisinde f, - ile f,, yaklasimlar1 arasinda kalan kesirlerdir. n cift say1 ise (2.43) artan

bir dizi, n tek say1 ise (2.43) azalan bir dizi olugturur.

Ornek 2.7. Ornek 2.1 deki yaklagimlar goz oniine alinarak f; ve f, arasindaki ortalama
kesirler asagidaki islemler yardimiyla bulunur:
2 A

3
fO 1 BO’ fl 1 2

olup

Ay Ai+Ay 342 5 24+ Ay 23+2 8

EZEQ BHJ%:1+1_§’QBHJ%:21+1_§:ﬁ

elde edilir. O halde g sayisi (2.1) stirekli kesri i¢in bir ortalama kesirdir. n = 2 oldugundan

fo < g < fo oldugu goriiliir. Dolayisiyla g ortalama kesri, e sayisina f; yaklasimindan



26

daha yakindr.
Benzer bicimde f3 ve f5 arasindaki ortalama kesirler de

11 19 87

f3217 f4:77 f5:3_27 b5:4

olup

Az 11 Ay+ Ay 24, + A3 3A,+ Ay 4A + A3 A5 87

f?’:E,:Z’ By + Bs' 2B, + Bs 3B,+ Bs 4B4+Bg_§5:3_2:f5

elde edilir. Bu durumda ortalama kesirler

30 49 68

Fo 7 11°18° 25’

 fs

biciminde bulunur. O halde %, ‘fg, gg, % sayilar1 (2.1) siirekli kesri i¢in birer ortalama

kesirdir. n = 5 oldugundan

30 49 68
f3>ﬁ>1_8 > fs

oldugu goriiliir. Dolayisiyla bu dizilisteki her ortalama kesir e sayisina bir 6nceki kesirden

daha yakindir.

Teorem 2.9. Her n € N U {0} i¢in

(2.44)

esitsizligi gecerlidir [3].

ntA
Ispat M kesri 4 g ile "“ - kesirlerinin ortanca degeri oldugundan 3 An = ve "* ! - ke-

Bn+Bny
n+A +1
Bt Bt bir ortalama kesir oldugundan « sayisina gore

fn veya f,.1 yaklagimlarindan sadece biri ile ayni tarafta bulunur. Bu nedenle, (2.22)

sirleri arasmdadlr Dlger yandan

determinant formiili de kullanilarak

Bn + BnJrl Bn - Bn(Bn + BnJrl)

‘An LA A, 1

elde edilir.
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Teorem 2.10. £, n € N ve n < k olmak {izere

Anflrn + An72
bo; b1, ba, ..., by = 2.4
[ 0, Y1, U2, ) k‘] Bn_l’r’n + Bn_g ( 5)

esitligi gerceklenir [3].

ispat. 0 <n < kicin
[bo;bhbz, .- -,bk:] = [bo;bhbm e 7bn—1,7“n]

o o . . . .. Ay ... ..
olur. Esitligin sag tarafindaki siirekli kesrin n — 1 inci yaklagimi T_i kesridir. n inci yak-
lagimi ise g—: kesri olup bu deger siirekli kesrin degerine esit olur. Rekiirans formiillerinin

yardimiyla A,, = A,,_1r, + A, o ve B,, = B,_1r, + B,,_5 olacagindan

An—lrn + An—2
Bn—lrn + Bn—2

A,
[bO;bl,bQ,...7bk] = B_n —

bulunur.

Not 2.6. Bu teoremde degeri « olan bir sonsuz siirekli kesir alinmasi halinde de her n

dogal sayis1 i¢in
An—lrn + An—?
= |bo; b1, Do, ...| = 2.46
07 [0; 1,Y2, ] Bn_lrn+Bn_2 ( )

esitligi saglanir.

Teorem 2.11. Her « reel sayisina karsilik, degeri bu say1 olan tek bir basit siirekli kesir
vardir. « sayisinin rasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul basit siirekli kesir agiliminin
sonlu olmasidir. o sayisinin irrasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul basit siirekli kesir

aciliminin sonsuz olmasidir [3].

Ispat. |o| = by olsun. & = by olmasi durumunda o bir rasyonel say1 olup o = [by] bigi-
minde yazilacagindan « sayisinin basit siirekli kesir agilimi sonlu olur. O halde teoremin
ifadesi saglanir. by < o < by ise Tanim 2.9 dan « reel sayisina karsilik bir basit siirekli
kesir vardir. Ustelik bu gosterilis tektir ¢iinkii o reel sayisina karsilik gelen iki siirekli

kesir yazilisi

1 / 1
_ 1 b1+bl+ 1
534,# 2b/3+1
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seklinde olsa tanim geregi |o| = by ve |a| = by olacagindan by, = b, elde edilir. Her

k=0,1,2,...,nigin by = b, kabul edilsin. Indiiksiyon kabuliinden
A=A, ve B,=B, (2.47)

olur. (2.46) esitligi kullanilirsa

o Anrn—l-l + An—l
Bnrn—l—l + Bn—l

Ve / / !
o Anrn—l-l + An—l

o = ’ ! /
BnT +1 + Bn—l

n

olup

/

Anrmir + Anoy Ar + Al
Bnrn+1 + Bn—l Bl 7", 1 + Bvllfl

n' n+

(2.48)

bulunur. (2.48) esitliginde (2.47) esitlikleri yazilirsa

Anrn—&-l + An—l o AHT;«LJA + An—l
Bnrn+1 + Bn—l Bnr;@_;.l + Bn—l

elde edilir. O halde r,,,, = ., bulunur. Diger yandan |7,,11] = b, ve [7,,.1] = b, .,
olacagindan b, = b;1 41 bulunur. Sonug olarak, aym degere esit olan basit siirekli kesir

tek tiirli belirlidir.

Teoremin diger 6nermeleri iki durum altinda incelenebilir. o rasyonel say1 olsun. Bu du-
rumda biitiin r,, kalan kistmlari rasyoneldir. O halde § = r,, olacak sekilde a € Z,b € Z*

vardir.

c _

b
rn — b, = 0 olup r, = b, olacagindan r,, € Z olur. O halde siirekli kesir sonludur ve

olup a—b,,b = colarak adlandirilirsa r,—b, < 1elde edilir. ¢ = 0 olmasi durumunda

boylece ispat biter. ¢ # 0 olmast durumunda ﬁ = £ oldugundan 7,11 = 2 > 1 olur.

Tn+1 kalan kisminin paydast 7, kalan kisminin paydasindan daha kiigiiktiir. Dolayisiyla
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r1, T2, ... dizisinde belli bir adimdan sonra r,, = b,, tamsayisina ulasilir. Bu durumda

olup basit sonlu siirekli kesre ulagilir.

« irrasyonel say1 olsun. Bu durumda biitiin r,, kalan kisimlari irrasyoneldir. A, ve By

aralarinda asal ve B, > 0 olmak iizere

k
1 Ay
b | = =
o+ K (bn) B,
n=1
olsun.
An—lrn + An—2
= 2.49
“ anl'rn + Bn72 ( )
ve

An o An—lbn + An—2
Bn N Bn—lbn + Bn—2

(2.50)
olur. (2.49) ve (2.50) esitlikleri taraf tarafa cikarilip diizenlenirse

An (An—an—Q - An—QBn—l)(Tn - bn)
_Im 2.51
“ Bn (Bn—lrn + Bn—2)(Bn—1an + Bn—2) ( )

elde edilir. (2.51) esitligi yardimiyla

A, - 1 - 1
oa— — —
Bn (Bn—lrn + Bn—?)(Bn—lbn + Bn—Z) B»,ZL
olur. n — o0 i¢in limit alinirsa ‘g—z sayi1s1 « sayisina yakinsar. O halde
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sonsuz siirekli kesri o degerine karsilik gelir.

2.1.3. Periyodik Basit Siirekli Kesirler

Periyodik siirekli kesirler ve kuadratik irrasyoneller i¢in Kendirli[5], Kumar[6] ve

Calhalp[7] ’ in calismalarina bakilabilir.

Tamim 2.11. « irrasyonel sayist, a, b, ¢ € Q ve a # 0 olmak iizere
ar® +br +c

bicimindeki ikinci dereceden bir denklemin kokii oluyorsa « sayisina kuadratik irrasyonel

denir.

Teorem 2.12. Bir « reel sayisinin kuadratik irrasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

d > 0 tam kare olmamak iizere

Us + Vd
o0=—-

Vo #0
‘/0 ) 0 #

esitligini saglayan Vp|d — UZ olacak bigimde Uy, Vj, d tam sayilarinin var olmasidir [5].

Ispat. o reel sayisi bir kuadratik irrasyonel olsun. o sayisim1 kok kabul eden ikinci dere-

ceden rasyonel katsayili denklem ax? + bz + ¢ = 0 olsun.

FA0, h#£0, k#£0

c="7

k Y
olacak bi¢imde e, f, g, h, j, k tam sayilar1 vardir. az? + bz + ¢ = 0 denklemi fhk tam
sayisi ile carpilirsa

ehkz? + gfkx + fhj =0

tam katsayili denklemi elde edilir. O halde « sayisi ikinci dereceden tam katsayili bir

denklemin kokii olarak da diisiiniilebilir. Bu denklemin diskriminanti A olmak iizere kok-

leri
_ A
oo ZUE VA A Uy = —g k. Ve — 2hk
2ehk
ve \/_
—gfk— VA
o= ZIFVA T AL Uy = gk, Vi = —2ehk

2ehk
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seklinde yazilabilir. O halde ikinci dereceden tam katsayili denklemin bir kokii

Up +Vd
o= —

Vo #0
‘/0 3 0 7é

seklindedir, burada Uy, V), d tam sayilar olup d bir tam kare degildir (d tam kare olsa «
sayisi rasyonel olurdu). Ustelik
d—Us _ (9fk)* — deh®fjk — (Fgfk)*

Vo Tochk = £2/hj

oldugundan V;|d — UZ elde edilir.

Uy, Vo, d birer tam say1 ve d tam kareden farkli olmak tizere o = UO‘J;O‘/E (Vo # 0) bigi-

mindeki reel say1 bir irrasyonel say1 olup

denkleminin bir kokii oldugundan kuadratiktir.

Yardimcei Teorem 2.2. « bir kuadratik irrasyonel olsun. Bu durumda s # 0 olmak tizere

s, t rasyonel sayilari ile olusturulan 8 = sa+t sayist ve AD — BC' # 0 kosulunu saglayan

Aa+B

A, B,C, D tam sayilari ile olugturulan v = £2=7

sayis1 kuadratik irrasyoneldir.

Ispat. o kuadratik irrasyonel sayisim kok kabul eden ikinci dereceden denklem ax? +

_ bt

br + ¢ = 0 olsun. 8 = sa + t irrasyonel say1s1 yardimiyla o -

O halde j3 say1s1
z—t\? Tz —1
a< ) +b( )—i—c:O
s s

denkleminin kokii oldugundan kuadratiktir.

v = gzig sayist icin AD — BC = 0 olsayd1 v rasyonel say1 olurdu. AD — BC # 0

olsun. Bu durumda

olarak da yazilabilir.
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esitlikleri kullanilarak

_ Aa+B _ (Aot B)(CotD)
7= CaxD — (Ca+D)(Ca+D)

a(AD—BC)a+aBD—bBC+cAC
aD2—bC D+cC?

_ __a(AD-BC) Oé_i_aBbeBCJrcAC
" aD2?2—-bCD+cC? aD?—bC D+cC?

bulunur. O halde % # 0 oldugundan + sayis1 kuadratik irrasyoneldir.

Yardimci Teorem 2.3. o = oy = %E kuadratik irrasyonel olsun. ¢ = 0,1, 2, ... i¢in

d— Ui2+1

b= ||, Up1=bVi-U; Vig= 7

olacak bicimde
Ui+ Vd

Q; V:L
sayilar olugturulsun. Bu durumda i = 0, 1,2, ... i¢in U;, V; birer tam say1, V; # 0, V;|d—
U? olup
a = [bo, bl, bg, .. ]
biciminde yazilir [5].

Ispat.Teoremin ilk kisminin ispat1 7 iizerinden indiiksiyonla kolayca elde edilir. i = 0 igin
Teorem 2.12 den o = Q%E seklinde yazilir ve Uy, Vy € Z, Vo # 0, Vy|d — UZ saglanir.
U;11 = b;V; — U; oldugundan U, ; tam sayidir.

d—UZ%, d—ObVi-U)?  d—U?

Vi = = = U —b2V; + 2b;U; 2.52
+1 v, v v + (=b;Vi + ) (2.52)

olup indiiksiyon hipotezi geregi V;|d — U? oldugundan V;; bir tam sayidir. (2.52) esitli-
ginden V; tam sayis1 V; = % biciminde yazilabileceginden
Vti+1 |d - Ui2+1

olmak zorundadir. Burada d bir tam kare olmadigindan d # U7, olup V;41 # 0 olur. Bu



durumda
_ Ui+Vd _ Vd—(=Us+bVy)
oy — bl = Vi — bz = T
_ Vd-Uia _ d-U?,
o Vi - Vi(Vd+Uig)
. Vin _ 1
o \/E+Ui+1 a1

elde edilir. O halde a;; = b; + a%ﬂ olup a = [bo; by, bo, . . .| bulunur.

Tanmm 2.12. [by; by, bo, . . .] bicimindeki basit sonsuz siirekli kesri ele alinsin. n, ve T,
T > 1 ve ny > 0 kosullarin1 saglayan iki tamsay1 olsun. Her n > ny dogal sayis1 i¢in

b, = b, oluyorsa [by; by, by, . . .| siirekli kesrine periyodik basit siirekli kesir denir ve

[bos bi,... 7bn0717 bno, bn0+17 cey bno+T71]

biciminde gosterilir. ny = 0 olmast durumunda [by; by, bo, . . .] stirekli kesrine tam periyo-

dik basit siirekli kesir denir ve

[b()a blv s 7bT—1]

biciminde gosterilir. Periyodik basit siirekli kesrin biitiin kalan kisimlart da periyodiktir,

yani her n > nyq i¢in r,, = r,, . olur.

Ornek 2.8. Ornek 2.5 te elde edilen [0;1,1,1,...] siirekli kesri bir periyodik basit siirekli
kesirdir ve [0, 1] seklinde de ifade edilir. Ayn1 6rnekte elde edilen [1;1,1,1,...] siirekli

kesri ise tam periyodik basit siirekli kesirdir ve [1] seklinde ifade edilir.

Teorem 2.13. Bir « reel sayisinin kuadratik irrasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o

say1sinin basit siirekli kesir agiliminin periyodik olmasidir [6].

Ispat. o sayisimin basit siirekli kesir agilimi periyodik ise

a = [b()v bl? s 7bn0—17 bn07 bn0+17 s 7bn0+T—1]

biciminde yazilir ve

Tng = [bnoa bno-‘rb s abno+T—1] = [bnm bng—i—la cee 7bn0+T—17 /r'no]

olur. Bu durumda A;l ve B, r,,, sayisiin n inci yaklagimlarinin pay ve paydasi olmak
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tizere (2.46) esitliginden

’ /
An0+T—1rno + An0+T—2

Tng =

! !
Bn0+T—17’no + Bn0+T—2

elde edilir. O halde ,,, irrasyonel sayis1
B;10+T—15’52 + (B;L0+T—2 - A;zoJrT—l)x + AITL0+T72 =0
denkleminin bir kokii olur. O halde r,,, kuadratik irrasyoneldir. «v i¢in
a = [bo; b1, ba, ...y byg—1,Tny)

oldugu kullanilirsa (2.45) esitliginden

A?’Lo—lrno + An0—2
Bno—lTno + Bn0—2

o =

elde edilir. r,,, kuadratik irrasyonel ve « irrasyonel say1 oldugundan Yardimci Teorem 2.2

den « kuadratik irrasyonel olmak zorundadir.

Yardimc1 Teorem 2.3 de belirtilen sekilde « kuadratik sayisindan elde edilen b; sayilar
ile o sayist & = [bg; by, b, . . ., ;] biciminde yazilabilir. Periyodikligin gosterilmesi i¢in

oncelikle V;, U; sayilarinin sinirlt oldugu gosterilmelidir. (2.46) esitliginden

Airoy + Aio
— It Tme 2.53
“ B 10 + Bi_s ( )

elde edilir. (2.53) esitliginin her iki tarafinin eglenigi alinirsa

_ OJZ‘Ai_l + Ai—2
_ il Aie 2.54
T aB._ .+ B, ., (254

elde edilir. (2.54) esitliginden

a— Aia

o B; Bi 2
L= —

B._ — A

i—1 (0% —3171

bulunur. f,, yaklagimlar dizisinin limiti o oldugundan yeterince biiyiik ¢ degerleri i¢in oy
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negatiftir. O halde

__Ui+\/a_Ui_\/a_2\/a

olacagindan V; pozitif olur. Bu durumda
1<V, <ViVipn=d-U, <d
oldugundan V; sinirhidir ve
Uiy <UZy +ViVigr =d

oldugundan U; de sinirhidir. Sonug olarak (U;, V;) ikilileri sonlu sayida yazilabilir. O halde
uygun i ve i + k igin (U;, V;) = (Uiyk, Visr) gerceklenecektir. Bu esitlikler yardimiyla,

Uitvd _ Ui tvd _
Vi Vit

Q; = Qit ks

b, = L%‘J = L%‘JrkJ = bi+ka

Uiq1 = 0;Vi = Ui = bigiVigr — Uig = Uit

d_Ui2+1 diU’Lz+k+1
‘/;H-l - v — Vitk - ‘/;-i-k-i-l
bulunur. Bu sekilde devam edilirse
o = [bo; b1, ba, .. bis bigrs - i ]

elde edilir.

Ornek 2.9. /3 kuadratik irrasyonel sayisinin basit siirekli kesir agilimi asagidaki bicim-
dedir.
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V3 = 1,732050808 . . . olup (2.37) esitliginden

a=ay =3, by = [V3] =1

_ 1 1 _ /B _ _
a1 = Frac(\/g) - V3—1 - 2 bl - LOéIJ =1

Q2 = Fraé(al) - \/§+ 1, by = LO‘QJ =2

olur. n = 3,4 i¢in de b,, sayilar1 asagidaki hesaplar yardimiyla

1 V341

@ Frac(as) 2 Las]
1
=———=V3+1, b= =2
o Frac(as) V3L b= o)
seklinde elde edilir. Dolayisiyla,
1 S
Toa—r—

olur.

[1; T, 2] periyodik siirekli kesrinin degerinin v/3 oldugu da bulunabilir. r; = [1, 2] ve

gerceklenir.

- 1
r=[1,212]=[1,2,] =1+

_ 1+V3

(2.55)

esitliginden 2r; — 2r; — 1 = 0 elde edilir. Buradan r; = 5% olup (2.55) esitliginde

yazilirsa [1; T, 2] = /3 elde edilir.

2.1.4. Birinci ve Ikinci Tiir En Iyi Yaklasimlar

Bir irrasyonel say1y1 belirli kesinlikte bir rasyonel say1 ile ifade etmek ya da pay1 ve pay-

das1 biiyiik olan bir rasyonel say1y1, pay ve payda degerleri daha kiiciik olan bir rasyonel
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say1 ile ifade etmek icin siirekli kesir yaklagimlar1 kullanilir.

Tamm 2.13. « bir reel say1 ve {(a € Z, b € Z) bir rasyonel say1 olsun. 0 < d < b
olacak gekildeki her d tam sayis1 ve keyfi ¢ tam sayilari ile olusturulan 3 kesrinden farkli

biitiin £ rasyonel sayilari igin

a

‘ c‘>‘a—5 (2.56)

=3

esitsizligi gergekleniyorsa § kesrine «v sayisinin bir birinci tiir en iyi yaklagimi denir.

Diger bir deyisle § bir rasyonel say1 olmak lizere bu kesrin paydasina esit veya daha kiigtik

a

paydaya sahip olan rasyonel sayilar, « reel sayisina § kesrinden daha uzak oluyorsa §

kesrine « reel sayisinin bir birinci tiir en 1yi yaklagimi denir.

Teorem 2.14. « reel sayisinin her birinci tiir en iyi yaklasimi « sayisina karsilik gelen

stirekli kesrin ya uygun bir n i¢in 7 inci yaklagimidir ya da bir ortalama kesridir [3].

ispat.% kesri « reel sayisinin bir birinci tiir en iyi yaklagimi olsun. by = |« olarak
adlandirilirsa

by < % <hy+1 (2.57)

esitsizligi gecerlidir ¢iinkii 37 < by olsaydi bTO kesri « sayisina ¢ kesrinden daha yakin

olurdu, bu ise ¢ kesrinin bir birinci tiir en iyi yaklagim olmasi ile ¢eligirdi, § > by + 1

olsaydi, by < a < by + 1 olup Z’OT“ kesri « sayisina § kesrinden daha yakin olurdu ve §

kesrinin bir birinci tiir en iyi yaklagim olmasi ile celisirdi.
7 = bo ise ¢ sifirinci yaklagim olup teoremin iddiasi dogru olur.
7 =bo+ lise

a B b0+1 o b0+1 B A0+A_1
b 1 1+0 By+B.
olup ¢ bir ortalama kesirdir. O halde teoremin iddiast dogru olur.
bo < 3 < bo + 1ise § birinci tiir en iyi yaklagimi o sayisinin bir n inci yaklagimi ya da

ortalama kesridir, aksi olsaydi ¢ iki ardigik ortalama kesrin arasinda kalirdi. Bu durumda
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uygun bir n, r ikilisi i¢in

1
b(B'rLT"!‘anl) S

An(r+1)+An— AnT‘+An_
< Bt Dt Bay T BartBas (2.58)
— 1
~ (Ba(r+1)+Bn—1)(Bnr+Bn-1)
olup bu esitsizlikten b > B, (r + 1) + B, elde edilirdi. O halde *--}*22=* ortalama

kesrinin paydasi b sayisindan daha kiiciiktiir. Her ardisik ortalama kesir, siirekli kesrin

An(r+1)+An_1 :
> Bnu(r+1)+Bn_1 kesri

« sayisina 3 kesrinden daha yakindir. Bu durum ¢ kesrinin bir birinci tiir en iyi yaklagim

degerine kendinden Onceki ortalama kesirden daha yakin oldugundan

olmasi ile celisir.

Not 2.7. Teorem 2.14 iin her durumda gecerliligini koruyabilmesi i¢cin —1 inci yaklagimin
da goz Oniine alinmasi gerekir. Ayrica her ortalama kesir, bir birinci tiir en iyi yaklagim

olmak zorunda degildir. Bu durumlarla ilgili asagidaki 6rnekler incelenebilir.

Ornek 2.10. % kesri 71; sayisinin bir birinci tiir en 1yi yaklagimidir. Bu durumda —1 inci
yaklasimdan vazgecilirse, < sayisiicin fy = % ve f1 = }L olacagindan % bir n inci yaklagim

ya da ortalama kesir olamaz. f_; yaklagiminin var oldugu kabul edilirse,

—_

+1 1
+0 1’

e =
o
=~ =

)

Wl

I

N | —

)

—_
e}

oldugundan % bir ortalama kesir olur.

Ornek 2.11. % kesri % sayisinin bir ortalama kesridir.

4 1 1
5 5 141
seklinde yazilir. Burada
4
fOZOa f1:17 f2_5
olup
012314
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oldugundan % ortalama kesirdir. Diger yandan

oldugundan % bir birinci tiir en 1yi yaklasim degildir.

Tamm 2.14. o bir reel say1 ve §(a € Z, b € Z") bir rasyonel say1 olsun. 0 < d < b
olacak sekilde her d tam sayisi ve keyfi ¢ tam sayilari ile olusturulan ¢ kesrinden farkli
biitiin £ rasyonel sayilari igin

|dae — ¢| > |bac — al
oluyorsa ¢ kesrine « sayisinin bir ikinci tiir en iyi yaklasimi denir.
b

Teorem 2.15. Her ikinci tiir en iyi yaklagim, bir birinci tiir en iyi yaklagimdir [3].

Ispat. 7, @ sayismin bir ikinci tiir en iyi yaklagimi olup bir birinci tiir en iyi yaklagimi
olmasa, bir 0 < d < b olacak gekilde bir d tam sayis1 ve c tam sayist ile olusturulan ¥

kesrinden farkli § rasyonel sayilari igin

] I
olurdu. Buradan
da —c¢ ba —a ba — a
< <
d g <d 2 <b 2

olup |da — ¢ < |ba — af elde edilirdi ki bu durum § sayisimin o sayisinin bir ikinci tiir en
iyi yaklagimi olmasi ile ¢elisirdi.
Not 2.8. Her birinci tiir en iyi yaklasim bir ikinci tiir en iyi yaklasim olmak zorunda

degildir. Bu durum i¢in agagidaki drnek incelenebilir.

Ornek 2.12. % kesri % sayisinin bir birinci tiir en iyi yaklasimidir. O halde 0 < d < b
olacak sekilde her d tam sayis1 ve keyfi ¢ tam sayilari ile olusturulan % kesrinden farkli &

rasyonel sayilari i¢in

1 ¢ - 1 1
5 d 5 3
olur. Ancak % kesri % sayisinin bir ikinci tiir en iyi yaklagimi olsaydi, § = [I) icinl <3
olup
1 1
.- =0 < 3.2 -1
5] <o

celigkisi elde edilirdi.
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Not 2.9. Teorem 2.14 ve Teorem 2.15 yardimiyla her ikinci tiir en iyi yaklagimin ya o
reel say1sinin 7 inci yaklagimi ya da ortalama kesri oldugu sdylenilebilir. Ikinci tiir en iyi

yaklagimlar i¢in daha kesin sonuglar da gegerlidir.

Teorem 2.16. Bir « reel sayisinin her ikinci tiir en iyi yaklagimi « sayisinin uygun bir n

i¢in bir n inci yaklagimidir [3].

Ispat. 7 kesri « reel sayisinin bir ikinci tiir en iyi yaklagimi olsun. O halde 0 < d < b
olacak gekilde her d tam sayisi ve keyfi ¢ tam sayilari ile olusturulan § kesrinden farkli §
rasyonel sayilart i¢in [da — ¢| > [bar — al gergeklenir. Teorem 2.15 ten ¢ ayni zamanda
« sayisina bir birinci tiir en iyi yaklagim olur ve (2.57) dogru olur. § kesri «v sayisinin bir
n inci yaklagimi olmasa ya uygun bir ¢ dogal sayisi i¢in f;_; ile f; yaklagimlari arasinda

kalirdi ya da f; yaklagimindan biiyiik olurdu.

7 kesrinin f;_; ile f; yaklagimlar arasinda olmasi durumunda a,b, A;_y, By € Z ol-

o — A=l olyp ¢ = f,_; celiskisi elde edilirdi,
P 3 celigkis

dugundan |aB;_1 — bA,_1| = 0 ise ¢ Bi1

laB;_1 —bA;_1| =m > 1ise

m 1

a A
i = > 2.59
‘b B | " bBis B (29
ve
o Aoy (A A1 (2.60)
b B B, Bi-i| BB
saglanir. (2.59) ve (2.60) esitsizliklerinden
1 1
<
bBi—1 — BiBi
elde edilir. Buradan B;_; > 0 oldugundan b > B, elde edilir. Diger yandan
‘a_g Z‘At—&-l_g > 1
b Bi1 b bB; i1
ve
‘ a‘ _ |ba —al 1
bl b T bBu
oldugundan
|bav — a| > (2.61)

t+1
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elde edilir. Ayn1 zamanda

‘a B é _ ’CYBt — At| _ ‘OéBt — At’
B, | By| B,
oldugundan Teorem 2.7 kullanilirsa,
1
laBy — Ay| < (2.62)
By

olur. (2.61) ve (2.62) esitsizliklerinden |aB; — A;| < |ba — a| elde edilir. Bu durum $

kesrinin « say1sina bir ikinci tiir en iyi yaklagim olmasiyla celisirdi.

7> f1 olmasi durumunda,

‘ a A a 1
a —_—— —_—— — —
b By, b| 0B
oldugundan
1 1
bo — — = — 2.63
b —al > 7= = - (2.63)
olur. Diger yandan Teorem 2.7 yardimiyla
b 1
o — =] = o — by| < — (2.64)
1 by

olur. (2.63) ve (2.64) esitsizliklerinden
la — bo| < |bar — a

elde edilir. Bu durum ¢ kesrinin « reel sayisinin bir ikinci tiir en iyi yaklagimi olmasiyla

celigirdi.
O halde her ikinci tiir en 1yi yaklagimin uygun bir 7 i¢in bir n inci yaklasim oldugu elde
edilir.

Teorem 2.17. « bir reel say1 ve || = by olmak tizere ov # by + % olacak sekildeki her v

reel sayisinin her n inci yaklagimu bir ikinci tiir en 1y1 yaklagimdir [3].

Ispat. & = by + % olmasi durumunda f; yaklagimi olan bTO aslinda bir ikinci tiir en iyi
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yaklagim degildir ¢ilinkii

1
!@—(bo+1)!:§:\0¢—50’

bo+1

1 ile bTO kesirlerinin « sayisina olan uzakliklar esittir.

olur, burada d = 1 = b alinirsa

a reel sayisinin basit siirekli kesir acilimi

olup bu siirekli kesrin n inci yaklasgimlari ele alinsin. x pozitif bir tam say1 ve y =
1,2,..., B, olmak iizere biitiin |y — z| sayilar1 ele alinsin. Uygun bir z i¢in [ya — z| de-
gerini en kiiciik yapan y sayis1 y, ile gosterilsin (bu kosulu saglayan y degerlerinin birden
fazla olmasi durumunda bu y degerlerinin en kii¢iigii yo olarak alinir). |yoc — x| degerini

en kiiciik yapan x sayis1 da z ile gosterilsin. x( sayisi tektir ¢linkii xé) # 1o olmak iizere

x, sayist igin de |yoor — | = |yoor — 1] olsa,
-5l
Yo Yo
olup
Yo Yo
elde edilirdi. Buradan )
o = To T+ %o (2.65)

bulunurdu. (2.65) sadelestirilemeyen bir kesirdir, aksi olsa, (z¢ + z,2y0) = [, [ > 1

olacak sekilde bir [ tam say1s1 bulunurdu. Bu durumda

To + 33;) =lp, 2yo=lq, (p7 C]) =1

olacak sekilde p, ¢ tam sayilar1 var olurdu. [ > 2 olmas1 durumunda

olacagindan ¢ < y, bulunurdu. Diger yandan |« — §| = 0 oldugundan |gor — p| = 0 olup
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Yo sayisinin tanimu ile ¢elisirdi. [ = 2 olmas1 durumunda 2y, = 2q olup yo = ¢ bulunurdu.

Bu durumda

lgoe — p| = |yoar — p| = 0 < |yoax — x|

olup z sayisimn tanmmyla celisirdi (|yoox — 20| = 0 olsa zy = x, celiskisi elde edilirdi).

O halde 2y = z,, olmak zorundadur.

Bu kosullar altinda « bir rasyonel say1 olacagindan « sayisinin basit siirekli kesir a¢ilimi
sonlu olup uygun bir n dogal sayisi i¢cin o = f,, = g—: olur. (2.65) esitliginden, A, =
To + xIJ ve B, = 2yo(= b,B,_1 + B,_) elde edilir. n > 1i¢in b, > 2 veya b, = 2
olabilir. Bu durumda B,,_; < g, olur.

A

Bn—lB_: - An—l

|Bn_10é — An_1’ = (266)

By,

o ‘Bn—lAn - An—an

olup burada (2.22) determinant formiilii kullanilirsa

1 1
= :—S

(1)t
Bn 2y0

|Bn—1a — An—1| = ‘ Bn

< |yoox — x|

N | —

halini alir bu ise yy sayisinin tanimiyla ¢elisir. n = 1 icin b, = 2 olursa o = by + % ve

Yo = 1 olup teoremin ifadesinde diglanan durum ortaya cikar.
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2.2. PADE YAKLASIMLARI

2.2.1. Genel Tanim ve Teoremler

Bu béliimde P kiimesi, ¢, € C (m =0,1,2,...) olmak iizere
Clz)=co+crz+cz?+...= Zcmzm
m=0

seklindeki tiim formal kuvvet serilerini gostermektedir. Burada sifirdan farkli z kompleks
sayilari i¢in sonsuz serilerin yakinsakligi goz ardi edilir. Bagka bir ifadeyle P kiimesi, C

tizerinde tanimli

(coy 1,02, ...)

seklindeki dizilerin kiimesi olarak da goz Oniine alinabilir. Serilerde toplama ve skalerle
carpma iglemine gore P, C iizerinde sonsuz boyutlu bir vektor uzayidir. P kiimesi Cauchy
carpimi iglemine gore birim elemanli degismeli bir yar1 grup oldugundan P bir tamhik
bolgesidir. ¢y # 0 kosulunu saglayan biitin C'(z) = i cm 2™ serileri, P kiimesinin
terslenebilen elemanlaridir. Padé yaklagimlar ile ilgili crlnai% ayrintili bilgi icin Jones ve

Thron[4]’un calismasina bakilabilir.

Tanmm 2.15. L := L(2) = ¢;,2™ + Cpp12™ ™ + ..., ¢ # 0 olmak lizere

A L — RU{+o0}

L = ML) =

seklinde tanimlanan A fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar: L, Lo € L olmak iizere
1) A(L1Ls) = ML) + M(L2)

2) Ly # 0ise A(L1/Ls) = M Ly) — A(L2)

3) MLy &+ Ly) > min[A(Lq), A(Lo)]
) A

4 (Ll) 7é )\(Lg) ise )\(Ll + Lg) = mln[/\(Ll), )\(Lg)]

Tamm 2.16. c,, # 0 olmak iizere ¢,,2™ + ¢p12™ ! + ... bicimindeki bir seri n < m

olmak iizere O(z") ile gosterilir.

Ornek 2.13. 223 + 32 4+ 42° + ... serisi O(2?) ile gosterilir. z° 4+ 27 4 . . . serisi de yine

O(23) ile gosterilir. Bu seri ayn1 zamanda O(z*) veya O(z°) ile de gosterilebilir.



45

Tanim 2.17. Bir C(z) € P serisinin en az m + n inci terimine kadar karsilik gelen

Pm,n(z)

rasyonel fonksiyonuna C'(z) serisinin [m, n] bi¢imindeki Padé formu denir, burada

deg(Ppn(2)) < mve deg(Qmn(z)) < n seklindedir.

Tamim 2.18. (P, (%), Qmn(2)) = 1ise C(z) serisine karsilik gelen [m, n| bi¢cimindeki

Padé formu, [m, n| bigimindeki Padé yaklagimi olarak adlandirilir ve

_ Prn(?)
Qumn(2)

Rm,n(z>

seklinde gosterilir.

Ornek 2.14.
Poi(z) =1 ve Qoi(2)=1—=¢

olmak iizere C(2) = 1+2+22+22%+32*+. .. serisinin [0, 1] bicimindeki Padé yaklagimi

1
1—=2

Roy =

seklindedir.

Not 2.10. C(2) serisinin [m, n] bigimindeki Padé formu 5% ise negatif olmayan uy-

gun bir £ tam sayis1 i¢in
C(2)Qumn(2) = Pu(2) = O(z" ) (2.67)

gergeklenir. Bu esitlik kisaca CQ,,., — Py = O(2™ 1) bigiminde de ifade edilir.

pi,¢; €C(i=0,1,....mvej=0,1,...,n)i¢in Py, ,(2) =po +p12+ ...+ pn2z™ ve
Qmn(2) =q + @z + ...+ g,2" alinirsa (2.67) esitliginden,
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Coqo = Po
€140 + Coq1 = D1
C2q0 + c1q1 + Coqo = P2
(2.68)
Cm4o + Cm—141 + -+ Codm = Pm

Cm+190 + Cm@1 + -+ C—nt1qn =0

Cm+nqo + Cm+n—141 + -t Com@n = 0

olacak sekilde m + n + 1 denklemli m + n + 2 bilinmeyenli lineer denklem sistemi elde

edilir. Bu denklem sistemi kisaca

n pi, 1=0,1,...,m
Sun =Y Cijj = (2.69)

j=0 0, t=m+1,.... m+n

seklinde gosterilir.

(2.68) sistemindeki ilk m tane denklemin olusturdugu sistem S? , diger denklemlerin

olusturdugu sistem S¢ . ile gosterilir. (2.68) sisteminin ilk denklemi coqy = py oldugun-
dan, (2.68) sistemi m + n + 1 bilinmeyenli lineer denklem sistemi olarak gdz Oniine

alinabilir.

Tanim 2.19. P, ,,(0) = ¢y, Q. (0) = 1 normalizasyon kosullarini saglayan [m, n| bigi-

mindeki R,, ,(z) Padé yaklasimi indirgenmis gosterilis olarak adlandirtlir.

Teorem 2.18. Her C/(z) serisi i¢in [m, n] biciminde bir Padé formu vardir. Bir C'(2) seri-

sinin [m, n] bi¢cimindeki her Padé formu R,,, ,, fonksiyonunun farkl: bir gosterilisidir [8].

Ispat. Herhangi bir C(2) serisine kargilik gelen S,,,,, sisteminin

(pO;pla -+ +yPm,4q0,41, - - - aQn)T

biciminde trivial olmayan bir ¢dziimii vardir. Bu ¢oziim igin @, ,(2) # 0 dir ¢iinkii
Qmn(z) = 0 olsa (2.68) sisteminden P,,,(z) = 0 olup trivial ¢6ziim elde edilirdi.
Qmn(z) = O(27) ve ¢, # 0 ise bu durumda P, ,(z) = O(z) ve p, = cog, olur.
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Pmon(2)
Qm,n(z)

gerceklenir.

Boylece kesrinin pay ve paydasi g, ile sadelestirildi§inde normalizasyon kosullar

S’""(é)) ve Sﬁ””((z)) bir C'(z) formal kuvvet serisinin [m, n] bigimindeki herhangi iki Padé

formu olsun. Bu durumda, (2.67) esitliginden
CQm,n - Pm,n = O(zm-i-n-i—l-i-k)

Ve

!

CQy = Py = O

m,n

olacak bicimde k, k" € Z* U {0} sayilar1 vardir. Qman # 0 ve Q;mn # 0 oldugundan

sirastyla

/

(CQm,n - Pm,n)Qm,n = O(Zm+n+1+k)

veE

’

(CQm,n - P;n,n)Qm,n = O<zm+n+l+k/)
elde edilir. min(k, k') = k olarak alimip bu iki esitlik taraf tarafa cikartilirsa

/ /

(CQm,n - Pmm)Qm,n - (CQm,n - Prln,n)Qm,n = O(Zm+n+1+k) (270)
olup
- m,nQ:n,n + Prlanm,n = O(zm+n+1+k)

elde edilir. Burada

deg(Pm,nQ;nvn - P,/n,anm) <m+n

veE

deg<0(2m+n+1+k)) >m4n+1+ k

oldugundan son esitligin gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter kosul (2.70) esitliginin her iki

tarafinin sifir polinom olmasidir. O halde

dir. Sonug olarak bir C'(z) serisinin [m, n| bigimindeki herhangi iki Padé formu tek tiirlii
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belirlidir.

2.2.2. Padé Tablosu

Tanim 2.20. Bir C'(2) serisinin Padé yaklagimlan R,, ,, olmak iizere,

seklinde ifade edilen yar1 sonsuz tabloya C'(z) serisinin Padé tablosu denir.

Tanmm 2.21. Bir C(z) = ) ¢,,2™ formal kuvvet serisi g6z 6niine alinsin. Her negatif k

m=0
tam sayisti¢in ¢, = 0 ve m = 0,1, 2, ... 1¢in ¢,, o = 1 olmak iizere

Cm Cm—1 *°° Cm—n+1
Cm+1 Cm o Cm—n42
Cmn =
Cm+n_1 .. ) Cm

bicimindeki determinanta Toeplitz determinanti denir [9].

Tamim 2.22. C(z) serisinin ¢, ,, Toeplitz determinantlart kullanilarak

m\n| 0 1 2

0 C0,0 | Co,1 | Co,2

1 Cio|C,1|Cl2

2 Co0 | C2,1 | C2.2

seklinde ifade edilen yar1 sonsuz tabloya C'(z) serisinin C-tablosu denir.

Not 2.11. ¢, ,, determinantlarinin tanimi geregi

Cm1=0Cmn V& Cop=C) (2.71)
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olarak elde edilir. O halde C-tablosunun ikinci siitunu C'(z) serisinin katsayilarina kargilik

gelir.

Teorem 2.19. Bir C-tablosundaki c,, ,, determinantlari

2
Cm—1,nCm+1,n + Cmn—1Cmn+1 = Cm,n (272)

esitligini saglar. Dolayisiyla C-tablosu, determinantlarin hesaplanmasi yerine, bu esitlik

yardimiyla da doldurulabilir [8, 9].

Not 2.12. (2.72) esitligi, indislerden bagimsiz olarak

K
Blcpn|D
G
adlandirilis1 yardimiyla
KG+BD =¢c,, (2.73)

bi¢iminde de yazilabilir. Burada K, G, B, D harfleri ¢,, ,, determinantinin sirasiyla kuzey,

giiney, dogu ve batisindaki Topelitz determinantlarini gostermektedir.

Padé tablosu her ne kadar kolay elde edilebilir bir algoritmaya sahip olsa da bazi du-
rumlarda ¢ok fazla aritmetik islem yapilmasi gerekir. Bu nedenle baz1 durumlarda Padé

tablosu yerine C-tablosu da kullanilabilir.
Ornek 2.15. Ornek 2.14 de goz 6niine alinan C'(z) = 14 2+ 22 + 225 + 321 + 425 4. ..
serisinin Padé ve C tablolari olusturulabilir. C'(z) serisinin katsayilart

co=1,c1=1,c0=1c3=2, c4, =3, c5 =4,

bicimindedir. C'(z) serisinin Padé yaklagimlarinin bulunabilmesi i¢in (2.68) lineer denk-
lem sisteminden yararlanilir. Burada Padé formlarinin Padé yaklagimi olarak bulunabil-

mesi i¢in gy = 1 alinacaktir.
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Ry, = CIQDOTi Padé yaklasiminin bulunmast i¢in Fy 1 = po ve Qo1 = ¢o + ¢12 olmak iizere

€o0qo = Po (2.74)

C1qo + o1 = D1

denklem sisteminin ¢oziilmesi gereklidir. (2.74) denklem sisteminde C'(z) serisinin kat-

sayilar1 yerlestirilirse

1—i—q1 =0

olur. O halde py = 1 ve ¢; = —1 bulunur. Budurumda Fy; =py =1ve Qo1 =1 — 2

olup

1
Ry =——
0.1 1—2

bi¢ciminde bulunur. R3, = % Padé yaklasgiminin bulunmasi i¢in P32 = po + p1z +

p2z? + p3zd ve Q32 =qo+qz + ¢22% olmak iizere

€040 = Do
€140 + Coq1 = D1
CoGo + C1G1 + CoQo = P2
(2.75)
C3qo + C2q1 + €192 + Coq3 = P3
€4qo + ¢c3q1 + C2G2 + 143 + Coqa = P4

C5qo + ¢4q1 + €32 + Coq3 + C1q4 + CoG5s = D5

denklem sisteminin ¢oziilmesi gereklidir. (2.75) denklem sisteminde C/(z) serisinin kat-

sayilar yerlestirilirse

1 = Po
L+aq =D
I+ ¢+ g = D2
2+¢1+q¢  =ps
3+2¢1+q =

4+3¢+2¢ =0

olur. Ohalde py =1, p1 = —1, po =0, p3 =1, ¢ = —2, ¢ = 1 bulunur. Bu durumda
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Po=1—2+23veQ32=1—22+z%olup

bi¢ciminde bulunur. Bu gekilde devam edilirse C'(z) serisinin bazi Padé yaklagimlart aga-

gidaki gibi elde edilir:

1—2z-—23 1—22
o = 1—2z 7 R SR
" 1-z-2Z 412 P 1— 2428
3,1 — 32 ; 3,2 —
- 1—224 22
1
Roa —
03 = 1 .43

m\n |0 1 2 3 4 5 6
0 : 1 1 1 1 1 1
. 1—2 1—2 1—2—23 1—2—23 1—2—23 1—2—23426
1 1 1 1 1 1 1—z
1—2 1—2 1—z—23 1—2—23 1—2—23 1—2z422—234 24426
2 : 1—2z—23 1—22 1 1 1 1—2
: 1-22 5 1—2—23 1—2—23 1—2—23 1—2—23 1—22422—23424426
3 1_%_%4"% 1—2423 1—2+423 1—2423 1—2+423 1—2423
17372 122422 | 122422 | 122422 | 1-22+422 1—22422
z 22 223 24
4 : 175774‘ 5~ T5 1—2423 1—2+423 1—2423 1—2+423 1—2423
. 1-%2 1—2z+22 | 1-22422 | 1-22+422 | 1—22+22 1—2z+22

Tablo 2.1: C(z) serisinin Padé tablosu

Bu tablonun ilk siitunu C'(2) serisinin ilk n terimine kargilik gelir. Bagka bir deyisle
RO,OZL R1’0:1+Z, R270:1+Z+227...
biciminde bulunur.

Toeplitz determinantlar1 tanimi geregi m = 0,1,2,... i¢in ¢,,0 = 1 oluyordu. (2.71)
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esitliklerinden
cor=c=1, cai=c=1 ci=c=1 c1=c=2,...
ve benzer sekilde
Coq1 = c(l) =1'=1, co2=1, c3=1, ca=1, ...
bulunur. (2.72) esitligi yardimiyla
Cp,1C2,1 + C1,0C12 = Cil
olup c; 2 = 1 elde edilir. Ayn1 sekilde

_ 2
C1,1C3,1 1+ C2,0C2,2 = €5 4

olup ¢z = —1 elde edilir. Bu islemlere devam edilerek C'(z) serisinin C-tablosu
m\n|0[1] 2 |3|4]|5]|6
0O (11,1 |1|1]1]|1
1 11110 (1(0{0|1
2 |1|1|-1]1]0]0]1
3 (1|21 ]1f1|11
4 |13 11]0{0]0|0

Tablo 2.2: C(z) serisinin C-tablosu

seklinde elde edilir.

o

Ornek 2.16. ¢* = > %7: serisinin Padé tablosunun bir kismi Ornek 2.15 daki islemlere

n=0
benzer islemler yapilarak asagidaki bicimde bulunur.

Tanim 2.23. C'(z) formal kuvvet serisi i¢in Toeplitz determinantindaki siitiinlarin degis-
tirilmesi ile Hankel determinant: elde edilir. C'(z) serisinin Hankel determinantlart c,, ,,

biciminde gosterilip
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m\mn 0 1 2
0 1 1 1
1—z 1—z+§
1+§ 1+§
1 1+2 =% T
3 6
22 1+2i+£ 1+E+£
Z —__ 3 6 2 ' 12
2 1 + Z + 2 1_§ 22

z
5 5 2 2
3z, 2z z 3z | 3z z
i+ +5 | 5 +5+6
z

3 [1+z2+2+%2

—
|
IN|
—
|
[V}
. P
+
I\J‘N
ol )

Tablo 2.3: e* nin Padé Tablosu

Cm—n+1 Cm—1 Cm
Cm—n+2 Cm Cm41
Cmn =
Cm Cm4n—1

seklinde tanimlanir [9].

Toeplitz determinantlar1 ile Hankel determinantlar1 arasinda

n(n—1)

Cn = (—1)" 2

Cm/n
iligkisi vardir. Henkel determinantlari ile olusturulan C-tablosu i¢in c,, , determinantlar

(2.76)

Clm—1)/nC(m+1)/n = Cm/(n—1)Cm/(n+1) = Cin/n

esitligini saglar[9].

Teorem 2.20. C(z) € P ve ¢y # 0 olmak lizere 58

formu olsun. deg(P(z)) = m, deg(Q(z)) = n ve C(2)Q(2) — P(z) kuvvet serisi tam

, C'(z) kuvvet serisinin bir Padé

olarak z™*+"*+++1 kuvvetiyle baslasmn. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
a) k> 0dr.
b) Ry =

olmasidir.

% olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m < uy < m+kven <n <n+k

Teoremin b) sikkini saglayan (u, n) ¢ifti igin,

c) % kesrinin C'(z) serisinin 1, n] bigimindeki bir Padé formu olmas igin gerek ve yeter
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kosul
u(z) = 27"d(2)P(z) ve wv(z)=2z27"d(z)Q(z) (2.77)

olmasidir, burada o,,, = max{0, (x —m) + (n —n) — k} ve d # 0 olmak iizere d nin

derecesi en fazla y,,, olmak lizere

§—max {|p—n—§[,[n—n—5|}, k<oo

Xun = (2.78)
min{y —m,n — n}, = 00

saglanir.

d) pu+ 1 = rankS,, = n — rankS;, = X, olur.

)Cu,n 7é 0, m<pu<m+k
e
Cmy 7 0, n<n<n+k

iy = 0, m<pu<m+kven<n<n+k
olur [8].

P(z)
Q(z)’
kesri [y, 7] biciminde herhangi bir Padé formu

Ispat. Teoremin ispat1 i¢in oncelikle baz1 incelemeler yapilmalidur. Padé formunun

v(2)

kargilik geldigi yaklagim Rz, ,, olsun ve
olsun. O halde,

deg(u(2)) < p, deg(v(z)) <n wve C(2)v(z) —u(z) = O0(z*"1) (2.79)
olur. u ve v polinomlarinin en biiyiik ortak boleni bulunup carpanlara ayrildiginda,

u(z) = 27(do+diz+ ...+ d2X)P(2)
v(z) = 27(do+diz+ ...+ dy2¥)Q(2)

(2.80)

esitlikleri elde edilir, burada dod, # 0 dir. Bu durumda C'(2)v(2) — u(z) = O(z#+1+1)
esitliginde (2.80) yazilirsa

C(2)2°d(2)Q(z) — 2°d(2) P(z) = O(z"T)

olup
27d(2)(C(2)Q(z) — P(2)) = O(*"*)
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ve burada
27(C(2)Q(2) — P(2)) = Oz

bulunur. Bu bilgiler yardimiyla

deg(u(z))=c+x+m<pu (2.81)
deg(v(z)) =0+ x+n<n

\ p+n<o+m+n+k

esitsizlikleri elde edilir. (2.81) esitsizliklerine denk olarak

x=0
max{0, (g —m)+(n—n)—k} <o (2.82)

o+ x < min{y —m,n —n}

edilir.

i ve n, (2.82) esitsizliklerini saglayan y ve o tam sayilarinin bulunabildigi iki tam say1
olsun. Herhangi bir d(z) = dy + dy1z + ... + d,2X(3# 0) fonksiyonu yardimiyla (2.80)

kosullar1 saglanacak sekilde u(z) ve v(z) polinomlar: tanimlanabilir. Bu durumda (2.79)

saglanir. Dolayisiyla 322 kesri 11, ] bi¢iminde bir Padé formudur ve R, ,, = % olur.
R,, = % olmasi ya da [u, 7] bigimindeki Padé formlarin genel yapisi ile ilgili prob-

lemler (2.80) esitliklerine geri doner. Simdi Teorem 2.20 nin ispat1 yapilabilir.

P(z)
Q(2)’
tam sayilar1 vardir. O halde

a) C'(z) kesrinin bir Padé yaklagimi oldugundan (2.80) esitliklerini saglayan y, o, 11,

2xt+o<(p—m)+(—n)—o<k

olur. Y > 0 ve ¢ > 0 oldugundan 2y + o > 0 olup 0 < k bulunur.

b) R, = ggz; olmast i¢in gerek ve yeter kosul (2.80) in (x, o) ¢Oziimiiniin olmasidir.
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(2.80) esitliklerinin (, o) ¢oziimiiniin olmast i¢in gerek ve yeter kogul
max{0, (u —m)+ (n —n) — k} <min{g —m,n —n} (2.83)
olmasidir. (2.83) esitsizliginin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ise
m<pu<m+k ve n<n<n+k (2.84)
esitsizliklerinin saglanmasidir. (2.84) esitsizlikleri
0<pu—m<k ve 0<n—m<k
seklinde de gosterilebilir. (2.83) esitsizligi dogru ise (2.84) esitsizligi gecerlidir ¢iinkii
max{(), (,u - m) + (77 - n) - k} 2 mln{:u —m,n - n}
varsayimi ile min{y — m,n — n} = g — m olsun. Bu durumda
max{0, (u —m)+ (n—n)—k} > p—m (2.85)
olur. (2.85) esitsizliginin maksimum degeri O olsa 0 > ;1 —m olacagindan ¢eligki elde edi-
lir. O halde maksimum deger ;. — m +n —n — k dir. Bu durumda min{g —m,n—n} >0
olur. Buradan 4 — m > 0 ve n —n > 0 bulunur. Bu durumda (2.85) esitsizliginden
n—n—k > 0 geliskisi elde edilir. Ohalde m < p < m+kven <n < n+kicin (2.83)
gerceklenmek zorundadir.
(2.83) gecerli iken (2.84) esitligi gecerlidir clinkii maksimum deger sifira esit veya daha
biiyiik olacagindan ve max{0, (x—m)+ (n—n) — k} < min{u —m,n —n} oldugundan
min{y—m,n—n} > 0 ger¢eklenir. O halde y—m > 0 ve n—n > 0 bulunur. u—m > k
ven —n < kolsa, u —m — k > 0 olacagindan

max{0,u —m+n—n—k}=p—m+n—nm-—=~k

olur. Buradan y—m-+n—n—k <n—nolup u—m —k < 0 ¢geliskisi elde edilir. Benzer
bicimde n — n > k ve p — m < k olmasi durumunda n — n — k < 0 celiskisi elde edilir.
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pw—m>kven—n>kolsa,y—m+n—n—~k < pu—molupn—n—k <0 celiskisi
elde edilir.

Sonug olarak max{0, (u —m) + (n — n) — k} < min{yu — m,n — n} ise

0<pu—m<k ve 0<n—m<k

olur. Ohalde m < p < m+ kven <n<n+ kbulunur. min{g — m,n —n} =n—n

olmas1 durumunda da ayni sonug elde edilir.

¢) [u,n] bigimindeki en genel Padé formu (2.80) esitsizliklerinde o nin minimal, y nin

maksimal olmasiyla elde edilir. Bu degerler sirasiyla o, ve x ., ile gosterilsin.

0 = max{0, (u —m)+ (n —n) — k}

ve boylece

Xun + Ouy = min{p —m,n —n}

oldugundan

Xy = min{p —m,n —n} —max{0, (x —m) + (n —n) — k} (2.86)

elde edilir. (2.86) esitligi (2.78) esitligine karsilik gelir. Bu denklik £ = oo ve k& < oo i¢in

ayr1 ayri incelenerek elde edilebilir.

k = oo ise max{0, (u — m) + (n — n) — k} = 0 olacagindan (2.86) esitliginden

Xy = min{p —m,n —n}

bulunur. O halde (2.78) esitligi saglanir.

k < oo ig¢in ii¢ farkli durum ortaya ¢ikar.

k
2
p—m~+mn—n—Fk <0 elde edilir. Dolayisiyla max{0, (x —m) + (n—n) —k} = 0 olur.

olsun. Bu durumda t — m +n —n < %—i—ﬁ = k olup

0<pu—m=<n—-n< 5
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min{y — m,n —n} = p — m oldugundan (2.86) esitliginden x,,, = ¢ — m olur. Diger

yandan
k< k<0
-—m— = —n— =
H 5 =T 5 =
oldugundan
k S k
—m— = —n— =
M 51 = |1 5
olur. Buradan
k k k
m -—m— = —n—=|p=|p—m-——
axq|p—m—g|, n-—n-g p—m— g
olur. (2.78) esitliginden
kol _k_k+ ok
g M g| T THATmT T AT

degeri bulunur. 0 <n—n<pu—m< g olmas1 durumunda da x,,, = 7 — n bulunur.

,u—ng—a<

ve |[p—n—% = bolur. min{g — m,n —n} = p — m olsun. max{a,b} = a ise

k
2

ven—n = g—l—b > golsun.Budurumda |u—m—§‘ =a

pw—m+n—n—k=>b—a<0oldugundan
max{0, (u —m) +(n—n) =k} =0
olur. (2.86) esitliginden X, = p+ — m bulunur. (2.78) esitlifinden Y, = g —a=p—m

elde edilir. max{a,b} = b ise, benzer islemlerle (2.86) ve (2.78) esitliklerinden x,,,, =

1 — n bulunur.
n—n>pu—m > % olsun. Bu durumda
{0, (= m) + (71— n) — k} = p—m+ 5 —n— k
olur. min{y — m,n —n} = p — m olup (2.86) esitliginden x,, = n — n + k bulunur.

(2.78) esitliginden de x,,, = n —n + k elde edilir. Sonug olarak hem £ < 0o hem & = oo
i¢in (2.86) ve (2.78) birbirine denktir.
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d) u(z) = z71d(2)P(2) ve v(z) = 27*7d(2)Q(z) oldugundan u ve v polinomlarini olug-
turmak igin do, dy, ds, . . ., d,,, Katsayilarina ihtiya¢ vardir. Yani y,, + 1 tane parametre
yardimiyla u(z) ve v(z) elde edilir. S, ve S}, sistemlerinin genel ¢oziimiinde X, + 1
tane parametre vardir. Sy, sisteminde ug, w1, . .., Uy, Vo, V1, . . ., Uy ile gosterilen p1+n+ 2
tane bilinmeyen vardir. Sy, sisteminin ilk denklemi covy = ¢ oldugundan v ile v, lineer

bagimlidir. Dolayisiyla S, aslinda ;. + 1 + 1 tane bilinmeyen igerir. O halde
pA4n —rank Sy, = Xuy

bulunur. S}jn homojen sisteminde vy, vy, ..., v, seklinde n + 1 tane bilinmeyen vardir.
Boylece

n—rank S, = X

olur. O halde
p+mn—rank S, =n—rank S,, = Xu,

elde edilir.

e) ¢,,; = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul S, sisteminin vy = 0 olmak lizere trivial

olmayan bir ¢dziimiiniin olmasidir. ¢) sikkindan

Xy + Ouy = min{p — m,n —n}

ve vy = 0 oldugundan v(z) polinomunun sabit teriminin olmamasi i¢in ¢ > 0 olmalidir.
O halde v(z) = O(z“) bi¢imindedir. x,, > 0 ve 0,,,, > 0 oldugundan y,, + o,, > 0
olur. Buradan  — m > 0 ve n — n > 0 olup pr > m ve n > n elde edilir. ¢, ,, = 0 olmasi
icin gerek ve yeter kosul

min{y —m,n—n} >0

olmasidir. Dolayisiyla, ;1 = m ise min{y — m,n — n} = 0 olacagindan c,,, # 0 dir.

Benzer bigimde 1 = n ise min{y — m,n — n} = 0 olacagindan c,,,, # 0 dur.

Not 2.13. Teorem 2.20 b) den C'(z) kuvvet serisinin Padé yaklagimlarinin esit olmasi du-
rumunda, Padé tablosunda (k + 1).(k + 1) boyutlu bloklarin olusacag: elde edilir. Teorem
2.20 e) den ise C'(z) kuvvet serisinin C-tablosunda k.k boyutlu 0-bloklarin olugacag elde

edilir.
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Ornek 2.17. Ornek 2.15 te bulunan Padé ve C-tablosu g6z 6niine alisin. Tablo 2.1 de

Roy = Roa = Ri1 = Ry

olup 2.2 lik bir blok elde edilir. Benzer bicimde

Ros = Ros=Ros=Ri3=Riys=Ri5=Ro3=Roy= Ry

olup 3.3 liik bir blok elde edilir.

Tablo 2.2 de ¢; 2 = 0 olup 1.1 lik bir 0-blogu elde edilir. Benzer bigimde

C1a=Cp=0C4q4=Cyp5 = 0

olup 2.2 lik bir 0-blogu elde edilir.

Tanim 2.24. Bir [m,n] Padé yaklasimu icin, deg(FP,, ,(2)) = m, deg(Qmn(2)) = n ve
MQmn(2)C — Ppn(2)) = m + n + 1 ise bu yaklagima normal Padé yaklagimi denir.
Bir formal kuvvet serisinin biitiin Padé yaklagimlar1 normal ise seriye normal seri ve bu
seriye ait Padé tablosuna da normal Padé tablosu denir. Padé tablosunun normal olmasi

icin gerek ve yeter kosul Padé yaklagimlarinin tabloda tam olarak bir kez goriilmesidir.

Sonuc 2.2. Asagidaki ifadeler denktir:

D) Ryn = SZZ((?) Padé formu normaldir.

ii) deg(Pn(2)) = m, deg(Qmn(z)) = n olmak tizere C(2)Qum.n(2) — Prn(2) fonksi-
yonunun kuvvet serisi agilimi tam olarak 2" "1 ile baslar.

iii) ¢y 1, Crunt1, Cmtin, Cma1ny1 determinantlar sifirdan farklidir[8].

Bir C(z) serisinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Cmn 70, m>0, n>0

olmasidir, dzel olarak c,, 1 = ¢, katsayilarinin tiimiiniin sifirdan farkl: olmasi gerekir [8].

Sonug 2.3. deg(P(z)) = m ve deg(Q(z)) = n olmak iizere R,, , = 58 kesri C'(2) se-

risinin bir Padé yaklasimi olsun. C'(z) serisinin R,, , rasyonel fonksiyonunun Maclaurin



61

acilimi olmasi icin gerek ve yeter kosul

Cu,n#oa p=m
Cmm 70, N2>n

Cun =0, p>mven>n

olmasidir [8].

Teorem 2.21. n € NU {0} i¢in A4, ve B,

A_lzl,AOZbo,B_lzo,Bozl

kosullarini saglayan iki kompleks say1 dizisi olsun. Her A,,B,, 1 — A,_1B, # 0 olsun.

Bu durumda her 7 i¢in n inci kismi pay1 A,,, n inci kismi paydasi B,, olan tek tiirli belirli

stirekli kesri vardir. Ayrica by = Ao, a; = Ay — AgB1, by = B; baglangi¢ kosullar ile
n=2,3,4,...1¢in
An—an - Aan—l ATLBn—Q - An—QBn

n — bn =
¢ An—an—Q - An—QBn—l ve An—an—2 - An—QBn—l

ile ifade edilir [4].

Teorem 2.22. a) Orijinde meromorfik fonksiyonlar dizisi olan {R,(z)}" ye kargilik bir

formal kuvvet serisinin var olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

lim A(L(Rus1 — L(R,)) = o0 2.87)
olmasidur.
b) (2.87) mevcut ise { R,,(z)} dizisine karsilik gelen formal kuvvet serisi tek tiirlii belirli-
dir.
¢) Eger {\(L(R,.+1) — L(R,,))} dizisi monoton olarak sonsuza yakinstyorsa, R,,(z) genel
teriminin mertebesi v, = AN(L(R,+1) — L(R,,)) sayisidir [4].
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(2.1) ifadesinde a,, ve b,, elemanlar1 kompleks sayilar oldugu gibi birer fonksiyon da ola-
bilir. Elemanlarin fonksiyon olmasi durumunda da siirekli kesirlerin rekiirans denklemleri

ve determinant formiilii gibi genel 6zellikleri gecerlidir.

Tanim 2.25. Her n dogal sayisi i¢in «,, pozitif tam say1 ve a,, sifirdan farkli kompleks

katsayilar olmak iizere

a2zt
1+ T (2.88)
1+a3za3
bicimindeki siirekli kesirlere C-kesri denir ve kisaca
00
1+ K (“’j ) (2.89)
n=1

ile ifade edilir.

Tamim 2.26. Her n dogal sayist i¢in «,, = 1 ise (2.88) siirekli kesrine basit C-kesri denir

ve kisaca

1+ K (%) (2.90)

seklinde gosterilir.

Teorem 2.23. a) Her n € N ve «,, € Z™" olmak iizere (2.89) bigimindeki her C-kesri tek

tiirlii belirli Ly = 1+4cy2+co22 +. .. formal kuvvet serisine karsilik gelir. n inci yaklasim
n+1

olan f,(z) nin mertebesi v,, = > ay, dir.
k=1

b) Ly = 1 + c¢12 + 32 + ... biciminde bir formal kuvvet serisine karsilik ya (2.89)
biciminde bir C-kesri vardir ya da Ly = L(f,,) olacak sekilde bir

sonlu C-kesri vardir, burada a,,, # 0 dir ve L serisi f,,,(z) rasyonel fonksiyonunun z = 0

noktasindaki seri agilimidir [4].
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Ispat. a) Her n € N icin o, € Z olacak sekildeki (2.89) C-kesrinin n inci pay1 A, (z)
ve n inci paydasit B,(z) olsun. Rekiirans denklemlerinden A_; = 1,4y = by, B_; =
0, By = 1 olmak tizere n > 1i¢in A,, = b, A1 + a, A 2 ve B, = b, B, 1+ a,B, >
esitlikleri vardir. (2.89) C-kesrinde by = 1 ve her ¢ € N i¢in a; := a;2*, b; = 1 oldugun-

dan rekiirans denklemleri

Ve

B, (2) = Bn-1(2) + 42" Bp—2(2)

olarak bulunur, burada B,,(0) = 1 dir. Diger yandan C-kesri i¢in determinant formiilii

yazilirsa
An(2)Boor(2) = Bu(2)Apa(2) = (1) [ Jawz™; n=1,2,...
k=1

elde edilir. Bu esitlik yardimiyla

An z An z
frsi(2) = fulz) = ftld — 2l

Ant1(2)Bn(2)—An(2)Bny1(2)
B'n+1 (Z)Bn(z)
n+1
(-1 T g

k=1
Bn+1 Bn

n+1

elde edilir. Buradan, v,, := A(L(f,+1) — L(f.)) = >_ aj olur. Her k € Nigin o, € ZF
k=1

oldugundan n — oo i¢in v,, — oo olur. O halde Teorem 2.22 den f,,(z) yaklagimlar dizi-

sine karsilik gelen bir formal Laurent serisi vardir.

b) Ly = 1+cy2+co22+. . . formal kuvvet serisi goz dniine alinsin. Ly = L(by) ise L sonlu,

by = 1 bicimindeki C-kesrine denk gelir ve aranilan kosullar kendiliginden saglanir.
L(bo) = L(1) = 1 # L,
olsun. Bu durumda Ly — 1 # 0 olur. Ly — 1 serisinin sifirdan farkli ilk terimi cy, 2" ile

gosterilip

a=cp, ve ag=k >1
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olarak yeniden adlandirilsin. ,; := % olsun. O halde

Ll = ]_ —I— cgl)z + 651)22 ‘I— e
biciminde bir formal kuvvet serisi olur. Eger, n = 1,2, 3, ... i¢in

Loy # L(by_y) = L(1) = 1

(n

ise her n > 1 icin ckn)zkn (L,,—1 serisinin sifirdan farkli ilk terimi) ifadesi olarak alinip
(n)

devam edilebilir. Boylece a,, = ¢;,° ve a,, = k,, olarak adlandirilip
L(a,z“")

L, =
L,1—1

serisi elde edilir. A(a,,2%") = o, > 1, A(b,) = A(1) = 0 ve A\(L,,) = 0 oldugundan yeni
isimlendirmeyle olusan C-kesri Ly’ a karsilik gelir. Ote yandan uygun bir n dogal say1si
icinn=m > 0olup Ly #1(0 <k <m—1)ve L,, = 1 olmasi durumunda ikinci

durum da gerceklenir.

Not 2.14. Bir C(2) = 1 + ¢12 + 2% + c32% + . . . serisine karsilik gelen C-siirekli kesri

asagidaki yontemle bulunur. C(2) serisinin ¢,z + ¢o2? + ¢323 + . .. kism ¢ 2 parantezine

alinirsa
2 3 CaZ 632’2
ciz+cz 43z +...=ciz |1+ —+ —+
C1 C1
bulunur. 1 + & + az? + ... serisinin tersi CM(2) := 1 + c(l)z + 0(1)22 + ... olarak
c1 c1 1 2

adlandirilsin. Bu durumda

C1z

Clz) =1+
1+ cgl)z + cél)z2 +...

(2.91)

elde edilir. C(z) serisi igin yapilan adimlar C")(2) serisi igin yeniden yapilirsa C?)(z) :=

1+ P2+ P22+ . serisi bulunur ve (2.91) esitligi

1z
cgl)z

1+c(12)z+c(22)z2+...

halini alir. Bu sekilde devam edilirse C'(z) serisinin bir siirekli kesir agilimi bulunmus olur.
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(4)

¢ dogal sayilar i¢in ¢;” = 1 olmasi istenirse bulunan siirekli kesir yeniden diizenlenebilir
[10].
Ornek 2.18. ¢* = > Zn—T,L serisinin basit C-siirekli kesir a¢ilimi
n=0
14—
14+ —=
1+-6-
veya
z
I+ ———— (2.92)
1+ 5—==—

=
olarak elde edilir [10].
Tamim 2.27. Bir C'(z) serisinin

RO,O) R1,07 Rl,la R2,1a s 7Rm,m7 Rm—i—l,ma s

Padé yaklagimlar ile olusturulan diziye C'(z) serisinin Padé yaklagimlarinin merdiven
dizisi denir. Bu dizinin merdiven dizisi olarak adlandirilmasinin sebebi C'(z) serisinin

Padé tablosunda asagidaki gibi goziikmesidir.

m\n| 0 1 2 3
0 | Roo
1 Rio | Ria
2 R | Rap
3 R32 | R33
4 Ry

Teorem 2.24. a) L = 1+ ¢,z + c32% + . .. bir formal kuvvet serisi olmak iizere bu serinin
Padé yaklagimlarinin merdiven dizisinin tiim terimleri normal olsun. Bu durumda, a,, # 0

olmak iizere (2.88) biciminde dyle bir C-kesri vardir kim = 0,1,2, ... i¢in

f2m - Rm,m ve f2m+1 - Rm—i—l,m
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saglanir.

b) (2.90) bicimindeki basit C-kesrine karsilik gelen formal kuvvet serisi L = 1 + c;2 +

P (2)

coz?+. .. olsun. L serisinin Padé yaklasimlar Ryn = O

ile gosterilsin. Bu durumda

L serisinin merdiven dizisinin Padé yaklagimlar1
RU,Oa Rl,Oa Rl,la R2,17 RQ,Q cee

olmak lizere m = 0,1,2,...1i¢in fa,, = Rypym V€ foms1 = [y1,m esitlikleri saglanir.
Ustelik
deg(Prnn(2)=m ve deg(Qun(z))=n

olur. Diger bir deyisle merdiven dizisindeki yaklasimlar normaldir [4].

Ispat. a) L = 1+ ¢z + cp2% + ... serisinin merdiven dizisindeki Ro o, R10, Ry, - - -
yaklagimlarinin hepsi normal olsun. Bu dizideki her R,,,, i¢in deg(Pp,,(2)) = m ve

deg(Qmn(z)) =ndir.m =0,1,2,... olmak lizere {A,} ve {B,,} dizileri,

A2m = Pm,m(z)a A2m+1 - Pm+1,m(z>7 BZm = Qm,m(z)a BZerl - Qm+1,m<z)

biciminde tanimlansin. O halde L serisinin merdiven dizisindeki yaklagimlar i¢in

Rm,m _ Pm,m(z) _ A2m
Qm,m(z) BQm
ve
Rm+17m _ Pm+1,m(z> o A2m+1

Qm—l—l,m(z) B Bopm+1

esitlikleri olusturulabilir. Bu normal Padé yaklagimlar ile olusturulan {f,} := {g—z}

dizisinin biitiin elemanlar1 birbirinden farklidir. Birbirinden farkli her n, p dogal sayi cifti
icin f,, # f, oldugundan p = n — 1 alinirsa

An Anfl
fn 7é fn—l = B_n 7é B

= Aan—l 7& An—an

n—1

olur. O halde her n dogal sayisi1 i¢in

Aan,1 - Anlen 7£ 0
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kosulu saglanir. Diger yandan A,,, B, € C olmak tizere A_; = 1, Ay = by, B_1 = 0,

By = 1 varsayimlart ile

s x ()

n=1

biciminde n inci yaklasiminin payt A,, ve paydast B,, olan tek bir siirekli kesir bulunur.

Bu kesrin elemanlar1 yani kismi pay ve paydalari,
bg == AQ, a; = Al - AQBl, bl == Bl (293)

olmak ilizere n € N (n > 2) i¢in

A,1B, — A,B,_ A,B,_o— A, 2B
n—18n nn—1 , bn: nn—2 n—2Ln (294)
An—an—2 - An—QBn—l An—an—2 - An—QBn—l

Ay —

bigimindedir. L = 1 + ¢z + 22 + ... serisinin R, ,, normal Padé yaklagimlarinin pay1
ve paydasi

Pon =00+ D012+ p22® + ...+ pp2™

ve

Qmn=1+q2z+q@2"+. ..+ ¢2"
seklinde ifade edilsin. m = 0, n = 0 icin

P, A
Roo = Fool2) =22

QO,O(Z) By

olup normalizasyon kosullarindan Qo o(z) = 1 ve Pyo(z) = ¢o = 1 oldugundan
Ao =1 ve BO =1

olur. O halde Ry = 1 dir. m = 1, n = 0 ig¢in

Pl,D(Z) é

Ry

T Quo(2) B
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olup burada (2.68) denklem sisteminin gegerli olmasi i¢in

€oqo = Po

C1qo + o1 = D1

saglanmalidir. deg(Q10(z)) = 0 oldugundan ¢; = 0 olur. ¢y = 1 oldugundan ¢; = p;
olmaldir. P o(z) =1+ piz =14 12 ve Q10(2) = go = 1 dir. O halde

A1:1+01z ve Blzl

bulunur. (2.93) ve (2.94) esitliklerinden

CL1:A1—A031:1+012—12612

olur.m =0,1,2,...icinn = 2m ise

a (Z) o AQm—lBQm - AQmBQm—l o Pm,m—lQm,m - Pm,QO,m—l
2m - -
A2m—1B2m—2 - AQm—QBQm—l Pm,m—lQm—l,m—l - Pm—l,m—lQm,m—l
ve
A2mBme2 - AmeQBQm o Pm,QOfl,mfl - mel,mlem,m
bgm(Z)

= - )
A2mleZm72 - A2m7232m71 pm,mlemfl,mfl - mel,mlem,mfl
n=2m+ 1ise

a (Z) o A2mB2m+1 - A2m+1B2m o Pm,QO-i—l,m - Pm—l—l,QO,m
2m—+1 - -
AQmBQm—Z - AQm—lBQm Pm,QO—l,m—l - P’m,m—lQm,m

ve

A2m+1B2m71 - A2mleZm+1 o Perl,QO,mfl - Pm,mlem+1,m
A2mB2m—l - A2m—1B2m Pm,QO,m—l - Pm,m—lQm,m

bom+1(2) =

seklindedir.
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Hern € Ni¢in a,(2) = d,z ve b,(z) = e, olacak bicimde her eleman sifirdan farkli olan

{d,} ve {e,} dizilerinin var oldugu gosterilirse siirekli kesirlerin denkligi yardimiyla

ifadesinin bir basit C-kesrine denk oldugu bulunur. Burada a,,(z) = d,z ve b,(z) = e,
esitlikleri sadece n = 2m icin ispatlanacaktir. Esitliklerin n = 2m + 1 i¢in de dogru

oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

deg(Pmym—1<Z>> =m, deg(Qm,m—l(Z>> =m—1
deg(Pnm(2)) = m, deg(Qumm(z)) =m

oldugundan

deg(Pnm—1(2)Qmm(2)) =2m  ve  deg(Popm(2)Qmm-1(2)) =2m —1

olur. Buradan

deg(Prmm—1(2)Qmm(2) — Ponm(2)Qmm-1(z)) = max{2m,2m — 1} =2m  (2.95)

bulunur. Hipotez geregi L = 1 + ¢,z + c92? + ... formal kuvvet serisinin merdiven

dizisindeki Padé yaklasimlar1 normal oldugundan

ML= L(Rpym—1))=m+m—1+1=2m

veE

ML —L(Rypm)=m+m+1=2m+1

olur. Bu bilgiler kullanilarak A(R,, ,—1 — Rym) = 2m bulunur.

A(Pm,m—lQm,m - Pm,QO,m—l) Z )\(Rm,m—l - Rm,m)
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oldugundan
)\(Pm,mlem,m - Pm,QO,mfl) 2 2m (296)

elde edilir. (2.95) esitliginde parantez i¢indeki ifadenin derecesi tam olarak 2m bulun-

mustu. (2.95) esitligi ve (2.96) esitsizliginden bir k5, # 0 sayisi bulunur ki

Pm,m—lQm,m - Pm,QO,m—l = k2m22m (297)

olur. Yani bu esitliklerin hepsinin gecerli olmasi icin gerek ve yeter kosul parantez i¢in-
deki ifadenin sadece 2m li terimden olugmasidir. Dikkat edilecek olursa ay,, (z) ifadesinin

pay1 (2.97) ifadesidir. Benzer bicimde

)\(Pm,m—lQm—l,m—l - Pm—l,m—lQm,m—l) =2m —1
ML = L(Royn1)) = 2m Ve AL — L(R_1m_1)) = 2m — 1

elde edilir. Burada da parantezin ici sadece 2m — 1 li terimden olusmak zorundadir. Bu

durumda

Pm,m—lQm—l,m—l - Pm—l,m—lQm,m—l = l2mz2m_1 (298)

olacak sekilde sifirdan farkli bir ls,,, sayist vardir. as,,(2) ifadesinin paydasi (2.98) ifade-
sidir. Sonug olarak, (2.97) ve (2.98) esitliklerinden

Qo (2) = = z
? 12m22m_1 l2m
olur. dy,, = ’;22—;" olarak adlandirilirsa ag,,(2) = dop,z olur ve ks, # 0 oldugundan

dym # 0 dir. Benzer gekilde by, (2) = e, olacak sekilde sifirdan farkli es,, sayisinin

varlig1 da asagidaki gibi gosterilebilir.

ML —L(Rmm)) =m+m+1=2m+1
ML —L(Rp-1m-1))=m—1+m—-1+1=2m—1

oldugundan A\(R,, ., — Rp—1m—1) = 2m — 1’ dir.

)\(Pm,QO—l,m—l - Pm—l,m—lQm,m) Z /\<Rm,m - Rm—l,m—l) =2m —1

dir. Diger yandan parantez icindeki ifadenin derecesi tam olarak 2m — 1 oldugundan
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esitliklerin dogru olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

Pm,QO—l,m—l - Pm—l,m—lQm,m = meZQm_l (299)

olacak sekilde sifirdan farkli gs,,, sayisinin bulunmasidir. (2.99) ifadesi by, (z) nin payidur.

(2.98) ile (2.99) esitlikleri goz Oniine alinirsa

2m—1
_ ga2m= _ 9om

lQm Z2m_1 l2m

bgm(Z)

elde edilir. ey, := ‘;’22—2 olarak adlandirilirsa, by, (2) = ey, Olup €9y, # 0 dir. 0 = 2m + 1

icin de agmi1 = domi12 Ve byyi1(2) = eamyq olacak sekilde sifirdan farkli doy, 41 ve

€am+1 sayilart bulunur. O halde her n € N igin a,(2) = d,z ve b,(z) = e, oldugundan

bo(2)+ K (“”(Z))ZH K (%) (2.100)

seklindedir. Teorem 2.3 goz oniine alinarak sy = 1 olmak iizere her n € N igin {s,} =

{é} say1 dizisi yardimiyla, (2.100) siirekli kesri,

basit C-kesrine denk bulunur. O halde teoremin a) sikki ispatlanmig olur.

b) a,, # 0 olmak iizere (2.90) basit C-kesrinin n inci pay, payda ve yaklasimlari sirasiyla
A,, B, ve f, olsun. Bu basit C-kesrinde by = 1 = Agvehern € Niginb, = 1, a, :=
a2z olup dir. O halde rekiirans denklemleri

An = Anfl + anAan ve B,=B,_1+a,B,

halini alir. A,, ve B,, bu bilgiler ile yeniden yazilirsa, k£ € N igin 8, = asay ... ag, # 0
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Ve Yk = 103 . .. Q2;—1 7 0 olmak lizere

Ay =14+ a2+ ...+ amzk

Bop =1+ Braiz+ ...+ Brrzt
Agpor =1+ w1z + .+ Yep”
Bop 1 =1+ 012+ ...+ 0 g2}

ve
deg(Asy) = k, deg(Bay) = k

deg(Agr—1) =k, deg(Bop—1) =k —1

olur. O halde m > 0 igin fo,, 11 = %ﬁ yaklagimi [m + 1, m] tipinde bir rasyonel fonk-
— A2m

siyondur. fo,, = 522 yaklagimu ise [m, m] tipinde bir rasyonel fonksiyondur.

Teorem 2.23 den (2.90) basit C-kesrine karsilik gelen bir L = 1+ ¢;2 + cp2? + . . . formal
kuvvet serisi vardir. Ustelik n = 0,1,2, ... igin \(L — L(f,)) = n + 1 dir. O halde

ML — L(fom)) =2m+1 ve ML — L(fomy1)) =2m +2
olur. Sonug olarak fo,, = Ry Ve fomi1 = Rt1.m olup

deg(Prm) = deg(Azp) = m, deg(Qmm) = deg(Bam) = m
deg(Pri1m) = deg(Agmi1) = m+1, deg(Qumi1m) = deg(Baopmi1) =m

elde edilir.

Ornek 2.19. Ornek 2.18 deki siirekli kesrin n inci yaklagimlari Tablo 2.3 teki Padé yak-

lasimlarinin merdiven dizisine karsilik gelir.

fo=1=Ryp
f1:1+Z:R170

_ 24z __ 1*% —
fa= 22—z 1-2 Ry

2
2 1+2i+L
— 6+4z+2° _ 3 "6 :R2,1

37 7622 T T 1-Z

[SIEN
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olupm =20,1,2,...1i¢in
f2m = Rm,m ve f2m+1 = Rm—i—l,m

saglanir.

Ornek 2.20. C(z) = z — % + % — % + ... serisinin bir siirekli kesir agilim

biciminde bulunur. Bu siirekli kesrin tigiincii yaklagimi

As(z)  15z+442°
Bs(z) 15z + 922

fs =

olup f3 yaklagiminin kuvvet serisi agilimi

seklindedir. O halde f5 yaklagimi C'(z) serisinin [3, 2] tipinde Padé yaklagimi olur [11].
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, tez konusu ile ilgili yayinlanmis ulusal ve uluslaras: kitap,makale
ve dergiler {iniversite kiitiiphanelerinden ve internet iizerindeki veritabanlarindan temin
edilerek incelenmistir. Bu yayinlarin ilgili kisimlar1 birbirleriyle baglantili ve iligkili hale
getirilerek okuyucular i¢in takip edilmesi ve anlasilmasi kolay bir metin haline getiril-

meye calisilmistir. Yazim asamasinda Latex ve Word programlar: kullanilmastir.
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4. BULGULAR

by € C ve her n € Ni¢in a,, b, € C olmak iizere

ai
b1+a—2:13

b s
2+b3+a74

by +

bi¢iminde tanimlanan siirekli kesirlerin bir n dogal sayisina karsilik 7 inci yaklagimi olan

fn = g_z icin A_; =1, Ay = by, B_1 =0, By = 1 baglangi¢ kosullari ile

An - bnAnfl + anAn72
Bn = ann—l + aan—Q

rekiirans formiilleri ve
Anlen — anlAn = (-1)” H ag (n S N)
k=1
determinant formiilii gecerlidir.

Bir siirekli kesrin her yaklasimina karsilik gelen bir bagka siirekli kesir var ise bu iki
siirekli kesre denk siirekli kesirler adi verilir. Iki siirekli kesrin denk olmasi durumunuda

n inci yaklagimlar sirasiyla f,, ve f;7 olmak iizere her n dogal sayist i¢in f,, = f,: saglanir.
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veE
o

a*

b In

otk (b:)
n=1

bicimindeki iki siirekli kesrin denk olmasi Teorem 2.3 iin kosullarini saglayan bir {s,, } di-
zisinin var olmastyla miimkiindiir. Denk siirekli kesirler, iizerinde ¢aligilan siirekli kesrin
daha basit sayisal degerlerle ifade edilebilen siirekli kesirlere doniistiiriilmesine ve ince-

lemelerin daha kolay yapilmasina olanak saglamasi agisindan 6nem tasir.

Teorem 2.29 de by € R ve b; € R™ olmak iizere

by +

b3+ 1

siirekli kesrinin yakinsak olmas igin gerek ve yeter kogulun ) _ b,, sonsuz serisinin iraksak

olmasi gerektigi gosterildi.

Bir siirekli kesirde by tam say1 ve b; sayilarinin dogal say1 olmasi halinde

1
bo+
by + ——
1 b2+b3+1i

stirekli kesri basit siirekli kesir olarak adlandirilir. Teorem 2.8 in bir sonucu olarak her
basit siirekli kesrin yakinsak oldugu ve Teorem 2.11 den her « reel sayisinin bir tek ba-
sit stirekli kesir aciliminin oldugu elde edildi. Teorem 2.11 de bir rasyonel sayinin basit
stirekli kesir agiliminin sonlu oldugu ve irrasyonel sayinin basit siirekli kesir agiliminin
sonsuz oldugu gosterildi. Bir reel sayimnin basit siirekli kesir aciliminin periyodik olmasi
icin gerek ve yeter kosulun bu sayinin bir kuadratik irrasyonel olmasi Teorem 2.13 te in-

celendi.
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by € R ve b; € R* olmak iizere

bicimindeki bir siirekli kesrin cift yaklagimlari artan, tek yaklasimlari azalan bir dizidir.
Ustelik her tek yaklagim ardigik cift yaklasimindan biiyiiktiir. Bu siirekli kesir bir « reel

sayisina yakinsiyorsa yaklasimlar arasindaki iligkinin

fo<fh<fu<..<fup<..<a<..<fopu<..<fs<[fz</fi
biciminde oldugu ifade edildi.

« bir reel say1 ve § (a € Z, b € Z) bir rasyonel say1 olmak iizere 0 < d < b olacak
sekildeki her d tam sayis1 ve keyfi ¢ tam sayilari ile olugturulan ¢ kesrinden farkl: biitiin

¢ rasyonel sayilari igin
o=l > |3
o — - o— —
d b

esitsizligi gergekleniyorsa 3 kesri av sayisinin bir birinci tiir en iyi yaklagimu,

|dae — ¢| > |bac — al

esitsizligi gergekleniyorsa ¢ kesri v sayisinin bir ikinci tiir en iyi yaklagimi olarak adlan-
dirilir. Teorem 2.14 te bir reel sayinin her birinci tiir en iyi yaklagiminin bu sayiya karsilik
gelen siirekli kesrin ya uygun bir 7 i¢in n inci yaklagimi ya da bir ortalama kesri oldugu,
Teorem 2.15 ve Teorem 2.16 da her ikinci tiir en iyi yaklagimin bir birinci tiir en iy1 yak-
lagim ve her ikinci tiir en iyi yaklasimin bu sayiya karsilik gelen siirekli kesrin uygun bir

n i¢in bir n inci yaklagim oldugu ispat edildi.

Bir C'(z) € P serisinin en az m + n inci terimine kadar kargilik gelen

Pm,n(z)
Qmon(2)
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rasyonel fonksiyonuna C'(z) serisinin [m, n| bigimindeki Padé formu denir. Burada

deg(Pmn(2)) <m ve deg(Qmn(z)) <n

seklindedir. (P, ,(2), Qmn(z)) = 1ise C(z) serisine karsilik gelen [m,n] bi¢imindeki

Padé formu, [m, n] bicimindeki Padé yaklagimi olarak adlandirilir ve

Pm,n(z)
Qmn(2)

Rm,n =

seklinde gosterilir. Teorem 2.18 de her formal kuvvet serisine karsilik [m, n] bi¢iminde

bir Padé formunun oldugu elde edildi.

Teorem 2.20 den formal kuvvet serisine karsilik gelen Padé yaklagimlarinin esit olmasi
durumunda, bu yaklagimlar ile olusturulan Padé tablosunda belirli bir k& degeri i¢in (k +
1).(k+1) boyutlu bloklar olusurken, Toeplitz determinantlari ile olusturulan C-tablosunda

k.k boyutlu sifir bloklarin olustugu elde edildi.

Teorem 2.23 de C-kesirleri ile formal kuvvet serileri arasindaki iligki verildi. Teorem 2.24
de ise bir formal kuvvet serisinin Padé yaklagimlarinin merdiven dizisi ile, verilen serinin

C- kesri arasindaki iligki ifade edildi.



79

5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda genis bir ¢alisma alanina sahip olan siirekli kesirler ve Padé yaklasim-
lar1 konulart ayr1 ayr ele alinarak, aralarindaki iligki ortaya konmustur. Padé yaklagimlari
ile ¢alisilan alanlarda uygun durumlarda siirekli kesirler, siirekli kesirlerin bazi kullanim

alanlarinda da Padé yaklasimlar1 kullanilabilir.

Siirekli kesirler ile ilgili kaynaklarda genel olarak basit siirekli kesirler incelenirken, bu
calismada siirekli kesirler en genel haliyle ele alinmustir.

Rekiirans denklemleri algoritmik acidan basit bir ifadeye sahip oldugundan bilgisayar
programlariyla kolayca hesap edilebildigi i¢in uygulama alanlarinda siirekli kesirleri kul-
lanmak elverislidir. Siirekli kesirler, Diofant ve Pell denklemlerinin ¢6ziimiinde aktif ola-
rak kullanilir. Bunun disinda bazi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de kullanilir. Ay-
rica reel sayilara en iyi rasyonel yaklagimlarit hesaplamada oldukg¢a kullanighdir. Siirekli
kesirler yardimiyla miihendislik gibi verilerin kullanimin1 gerektiren alanlarda hata pay1
belirli bir oranda tutularak rasyonel yaklagimlarla yapilan calismalarda hesaplamalarin

elde edilmesine olanak saglar.

Padé yaklasimlari, bir formal kuvvet serisine belirli bir hata payiyla yaklasimi saglayan
rasyonel fonksiyonlar1 verdigi i¢in 6nemlidir. Padé yaklagiminin tanimi geregi, formal
kuvvet serisinin [m, n] bicimindeki Padé yaklagiminin seri agilimi bu formal kuvvet seri-

sinin en az m + n inci katsayisina kadar esittir.

Elemanlar1 fonksiyon olarak alinan siirekli kesirler sadece C-kesirleri degildir. C- kesir-
leri disinda, J, T, g siirekli kesirleri de vardir. Bu tez calismasina benzer sekilde J, T, g ve
diger siirekli kesirler cesitleri ile Padé yaklasimlari ya da formal kuvvet serileri arasindaki

iligkiler arastirilabilir.
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Bu calismanin devami olarak siirekli kesirlerin ve Padé yaklasimlarinin hata paylari ince-
lenebilir. Ayrica siirekli kesirler ile Padé yaklagimlari arasindaki iliskinin varligi kullani-

larak 6zel durumlar ortaya konabilir.
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