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OZET

YUKSEK LISANS TEZI
AMENABLE BANACH CEBIRLERI VE BEURLING CEBIRLERI

Mutlu AVCI

Istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Serap OZTOP

Bu tez soyut harmonik analizle ilgilidir ve iki temel amac1 vardr.

Ik olarak, hem bir yerel kompakt grubun hem de bir Banach cebirinin amenable olma-
sin1 agiklamaktir. Eger (Lo, (G))”" de verilen grup islemine gore sol degismezlik kogsulunu
saglayan normu 1 olan pozitif , dogrusal bir fonksiyonel varsa G yerel kompakt grubu
amenable olarak adlandirilir. Eger her X Banach A-bimodiil i¢in D : A — X* seklindeki
her tiirev ayn1 zamanda bir ig¢ tiirev ise A Banach cebiri amenable olarak ifade edilir. G
yerel kompakt grubun amenable olmasi icin gerek ve yeter kosul G nin grup cebirinin
amenable olmasi1 Johnson Teoremi olarak bilinir.

Ikinci olarak, agirlikli grup cebirinin yani Beurling cebirinin tanitilmasindan sonra yerel
kompakt grubun amenable olmasi ile Beurling cebirinin amenable olmas1 arasindaki ilis-
kiyi ¢esitli agilardan incelemektir. G yerel kompakt grup tizerinde tanimli bir agirlik alt
carpimsal 6zelligini saglayan ol¢iilebilir, pozitif bir fonksiyondur. Agirlikli grup cebiri, w
agirlik fonksiyonuna gore integrallenebilir, GG iizerinde taniml ol¢iilebilir fonksiyonlari-
nin cebiridir. Boylece G iizerinde tanimli w agirlik fonksiyonunun ek kosulu ile Johnson
Teoremine benzer bir sonug elde edilecegi [5] makalesi temel alinarak gozlemlenmistir.

Eyliil 2015, 69 sayfa

Anahtar kelimeler: Amenable, sinirli yaklagik birim, Beurling cebiri, konvoliisyon, agir-
lik, diagonal(kosegensel) ideal, degismez ortalama
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SUMMARY

M. Sc. THESIS
AMENABLE BANACH ALGEBRAS AND BEURLING ALBEGRAS

Mutlu AVCI

Istanbul University
Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Serap OZTOP

This thesis is related to the abstract harmonic analysis and has two main purposes.

Firstly, we examine the amenability of both a locally compact group GG and a Banach al-
gebra. A locally compact group G is called amenable if there is a positive linear functional
of norm 1 in (L. (G))” that is left invariant with respect to the given group operation. A
Banach algebra A is amenable if for any A-bimodule X, any derivation D : A — X* is
inner. The fact that a locally compact group G is amenable if and only if the group algebra
of (G is amenable is known as the Johnson Theorem.

Secondly, after introducing a weighted group algebra, namely the Beurling algebra, we
examine some aspects of the relationship between the amenability in a locally compact
group and the amenability in the Beurling algebra. A weighted on a locally compact group
G is a measurable submultiplicative, strictly positive function. The weighted group al-
gebra is the algebra of measurable functions on G that are integrable with respect to the
weight w. Therefore, we observe a result similar to the Johnson Theorem based on the
main reference [5] with an additional condition on the weight w defined on G.

September 2015, 69 pages

Keywords: Amenable, bounded approximate identity, Beurling algebra, convolution, we-
ight, diagonal ideal, invariant mean.



1. GIRIS

Bu calismada G yerel kompakt grup ve A Banach cebiri i¢in amenable olma kavramlari
caligilmistir. Daha sonra Beurling cebirine iliskin tanimlamalar yapilarak Johnson Te-
oremine benzer sekilde Beurling cebirinin amenable olmasi ile G yerel kompakt grubun
amenable olmasi iligkilendirilmigtir. 1940’ lardan beri amenable kavrami soyut harmonik

analiz i¢in 6nemli kavramlardan biri olmustur.

G yerel kompakt grubun amenable olmasi L., (G) tizerinde sol degismezlik kogulunu sag-

layan normu 1 olan pozitif , dogrusal bir fonksiyonelin var olmasiyla ac¢iklanmustir.

Yine A Banach cebirinin amenable olmasi X Banach A -bimodiil olmak tizere A Banach
cebirinin her X*-tiirevinin ayn1 zamanda bir i¢ tiirev olmasi veya A Banach cebirinin X*
katsayili 1. Hochschild es homoloji (cohomology) grubu H'(A, X*) olmak iizere her X
Banach A-bimodiil icin H'(A, X*) = {0} seklinde tanimlanmistur.

Banach cebirinin amenable olmasi ile yerel kompakt grubunun amenable olmasi arasin-
daki iliski ilk kez 1972 yilinda B. E. Johnson tarafindan [9] ¢alismasinda incelenmistir.
Buna gore, L;(G) Banach cebirinin amenable olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G yerel
kompakt grubun amenable olmasidir. Bu, giiniimiizde Johnson Teoremi olarak bilinir ve
Banach cebirlerinin amenable olmasi incelenirken temel refarans olarak olarak alinir. Ay-
rica A. Ya. Khelemskii ve M. V. Sheinberg tarafindan [11] makalesinde Banach cebirleri
icin genel bir homoloji teorisi gelistirilmigtir. Buna gore, Banach cebirlerinin amenable ol-
masi i¢in yaklagik birimin 6nemi agiga ¢ikmistir ve A Banach cebirinin amenable olmasi
icin gerek ve yeter kosulun A Banach cebirinin sinirli bir yaklagik biriminin ve diagonal

idealinin sinirhl bir sag yaklagik biriminin olmasi seklinde tanimlanmasgtir.



Diger taraftan G yerel kompakt grup, w G iizerinde tanimli alt ¢carpimsal kosulu saglayan

pozitif dlciilebilir fonksiyon olsun. Buna gore,

Li(w,G)={f:G—C| fwe L(G)}

seklinde ifade edilmistir. Bu uzay, girisim (konvoliisyon) islemine gore birimli olmayan
bir Banach cebiridir ve GG nin agirlikli grup cebiri olarak adlandirilir. Bu cebir ilk kez 1938
yilinda A. Beurling tarafindan tamtildi§indan Beurling cebiri olarak da adlandirilir. Ozel
olarak w = 1 ise Li(G) grup cebiri elde edilir. Ote yandan G nin grup cebiri ve agirlikl

grup cebiri soyut harmonik analizin 6nemli calisma alanlarindandir.

Bu tezde G yerel kompakt grup p Haar dl¢iisii olmak izere L (w, G) agirlikli grup cebiri-
nin amenable olmasi ile G yerel kompakt grubun amenable olmasi [5] makalesi temel ali-
narak iligkilendirilmistir. Johnson Teoremi agirlikli durumlar i¢in yorumlanarak L, (w, )
Beurling cebirinin amenable olmasi icin gerek ve yeter kosul GG yerel kompakt grubunun

amenable olmasi ve sup{Q(g) | g € G} < oo olmasi seklinde verilmistir.

Bu calisma Girig, Genel Kisimlar, Bulgular, Malzeme ve Yontem , Tartisma ve Sonug

olarak bes boliimde diizenlenmistir.

Genel kisimlar beg alt boliime ayrilarak tezin genel kapsami burada verilmistir. I1k ola-
rak, hazirlik asamasi niteliginde tezde kullanilan 6nemli tanim ve teoremler sunulmustur.
Ikinci olarak G yerel kompakt grubun amenable olmasi kavrami verilmistir. Bunun icin
oncelikle ortalama (mean) ve degismez (invaryant) kavramlari tamtilmistir. Daha sonra
amenable gruba iliskin 6rnekler ve ozellikler verilmistir. Yine {i¢iincii alt boliimde ge-
nel olarak Banach cebirin amenable olmasi incelenmistir. Bunun i¢in oncelikle bimodiil,
tiirev, i¢ tiirev ve Hochschild es homoloji kavramlar1 tamtilmistir. Daha sonra amenable
Banach cebirine ait 6zellikler sunulmustur. Son olarak siiper-amenable Banach cebiri kav-

rami ve buna ait 6zellikler verilmistir.



Dordiincii alt boliimde amenable olmasini inceleyecegimiz Banach cebiri olan Beurling
cebiri tanitilmistir. Bunun i¢in G yerel kompakt grup tizerinde taniml agirlik fonksiyonu
w ve temel ozellikleri verilmistir. Bu tez ¢alismasinin temel amaclarindan biri Beurling
cebirinin amenable olmasi kavrami oldugundan L, (G, w) agirlikli grup cebirine ait 6zel-

liklere yer verilmigtir.

Son olarak G yerel kompakt grup, w agirlik fonksiyonu olmak tizere L, (G, w) Beurling
cebirinin amenable olmasi ile GG yerel kompakt grubun amanable olmasi Johnson Teore-
mine benzer sekilde iliskilendirilmis ve Johnson’un agirliksiz durumlar i¢in yaptig1 ca-
lisma bu kisimda agirlikli durum i¢in uygulanmugtir. Bu uygulanirken A. Ya. Khelemskii

ve M. V. Sheinberg [11] ve Grgnbak [5] makaleleri temel alinmustur.

Malzeme ve Yontem boliimiimde tezde kullanilan yontemler tanitilmistr.

Bulgular boliimde ise Johnson Teoremi agirlikli grup cebiri i¢in yorumlanmasgtir.

Son boliimde calismanin genel bir degerlendirmesi yapilarak konuya iliskin ¢alismalar-

dan bahsedilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. ON BILGILER

Bu kisimda tezde kullanilan 6nemli tanim ve teoremler verilmisgtir.

Tanmm 2.1. (X ||.||) bir normlu uzay ve X, K cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger her
z,y € X icin

lzyll < [l [yl

esitsizligi saglanirsa X cebirine K cismi iizerinde bir normlu cebir denir. Eger her z,y €
X i¢in 2y = yx kosulu saglanirsa X cebirine degismeli normlu cebir bir e € X elemant,
her z € X i¢in ex = ze = x olacak sekilde varsa X’e birimli normlu cebir denir e
elemanina da Xin birimi denir. Ayrica (X, ||.||) normlu uzay1 Banach uzay1 ise X normlu

cebirine Banach cebiri denir.

Tamm 2.2. (X, ||.|[) normlu cebirinde bir {e,}, ., ag1 verilsin. Eger her x € X icin
limaer €q.¢ = x oluyorsa {e, },; ag1, X normlu cebiri i¢in sol yaklasik; her x € X icin
limaer 2.6 = @ oluyorsa {eq },.; ag1, X normlu cebiri i¢in sag yaklasik birimdir denir.
Yine her iki 6zellik birden saglanirsa X normlu cebirinin yaklasik birimi vardir denir.

Eger {eq},; ag1 simrliysa X normlu cebirinin smirli yaklagik birimi olarak adlandirilir.

Uyan 2.1. A bir Banach cebiri olsun. (e,),; ag1 A igin simrh sol yaklagik birim ve
(f8)3cs A icin sirl sag yaklagik birim 6yle ki sirastyla M > 0, N > 0 sayilar ile

sinirl1 olsun.

Y(o,p) = €a + f5 — [-€a

seklinde tanimli (g, 5) ag1 A icin sirl yaklagik birimdir.

(a,B)eIxJ

I x J kiimesiher o € I, 8 € J i¢in (a,ﬁ)g(o’z,ﬁ/)@ago’z icin B <8



bagintisiyla yonlendirilmig kiime olsun. Her a € A i¢in

1980 — al| < [lea.a — all + [ fa(a — eqa.a)

< l|leq.a —a|| + N|la — eq.a| — 0

benzer sekilde a.g(o,3) — a gergeklenir. Yine (o, 5) € I x J igin

19@sll < lleall + 1Fsll + | fo-eall < M + N + M.N

oldugundan (g(,,)) ag1 A igin simirh yaklagik birimdir ([8]).

Teorem 2.1. (Cohen Carpim Teoremi) A bir Banach cebiri olmak iizere eger X bir
Banach sol A-modiil ve A cebiri sol sinirlt yaklagik birime sahip ise her x € X ve § > 0

icin z = ay ve ||z — y|| < ¢ kosullarini saglayan a € A ve y € X vardir ([8]).

Tanim 2.3. G bir grup, 7 da G tizerinde bir topoloji olsun. Eger

GxdG = d
(g.h) — gh

\Y&
G — G

g — g

doniigtimleri siirekliyse GG grubuna bir topolojik grup denir. GG topolojik grubu Housdorff
ve G topolojik grubunun her noktasi kapanig1 kompakt bir komsuluga sahipse G ye yerel
kompakt grup denir. Eger G yerel kompakt grubu degismeli ise yerel kompakt degismeli
grup olarak adlandirilir. Fakat biz bu tezde degismeli olmayan yerel kompakt gruplar ile

calisacagiz.

Tamm 2.4. G yerel kompakt grup olmak iizere G iizerinde tanimli sifirdan farkli, po-
zitif, her x € G ve G yerel kompakt grubunda her E Borel kiimesi i¢in pu(zE) =
w(E) (u(Fzx) = p(E)) kosulunu saglayan regiiler Borel dl¢iimii ¢ sol (sag) Haar 61-

climii olarak adlandirilir ([7]).

Simdi tezde kullanilan 6nemli uzaylarin tanimlarini verelim.



Tanim 2.5. G, p sol Haar olgiisiine sahip bir yerel kompakt grup ve p; 1 < p < o0
kosulunu saglayan bir reel say1 olsun. L,(G), G lizerinde tanimli kompleks degerli ;.
olciilebilir ve |, G | f|Pdp < oo kosulunu saglayan fonksiyonlarin denklik simiflarinin uza-

yidir.

Ayrica bu uzayin iizerinde tanimlanan || f||, = (J [f(x) |p)d,u% normuna goére de bir Ba-

nach uzay1 oldugu bilinmektedir ([14]).

Ozel olarak p = 1ise Li(G) ile gosterilir. Ozellikle bu uzay tez i¢in temel oneme sahip

olacaktir. Ciinkii her f,g € L;(G) i¢in

fxglz) = /f(y)-g(y‘lw)dy 2.1)

seklinde diger bir ifadeyle

fgla) = / Flay ™). Al )g(y)dy

seklinde de tanmimlanan girisim (konvoliisyon) islemine gore bir Banach cebiridir ve G’
nin grup cebiri olarak adlandirilir. Fakat p # 1 ise L,(G) nin Banach cebiri olmast i¢in
gerek ve yeter kosul G' grubunun kompakt olmasidir ([15]).

Yine 6zel olarak p = oo ise Lo (G) olarak gosterilir ve bu uzay da G iizerinde tanimlt
kompleks degerli ve o Olciilebilir biitiin sinirl fonksiyonlarinin denklik siniflarinin Ba-

nach uzayidir ve tizerindeki norm || f|| . = esssup,.q | f(z)| seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6. G yerel kompakt grup olmak iizere Cy(G); G tizerinde tanimli, siirekli ve

sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin uzayi a € G olmak iizere 9, Dirac ol¢iisii

(f;00) = fla),  (f € G(@))

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.7. G yerel kompakt grup olmak tizere C,(G); G tizerinde tanimlr siirekli tiim
sinirli fonksiyonlarinin uzay1 olmak iizere

i) G — G(Q), a — 0, * f doniigiimii siirekli ise f € Cy(G) sol diizgiin siirekli



i) G — Gy(G), a — f* 0, dontisimii stirekli ise f € Cy(G) sag diizgiin siirekli
iii) Eger hem sag hem de sol diizgiin siirekliyse f € C,(G) diizgiin siireklidir denir ([13]).

Yukarida tanimlanan C,(G) ve Cy(G) uzaylar tizerindeki normun || f|| = sup,c¢ | ()]

oldugu bilinmektedir.

Dolayisiyla
LUC(G) ={f € Cy(G) : f sol diizgiin siirekli}

RUC(G) = {f € Cy(G) : f sag diizgiin siirekli}
UC(G)={f € Cy(G) : f diizgiin siirekli}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.8. Tanim 2.6 deki Dirac 6l¢iisii yardimiyla sag ve sol 6teleme fonksiyonlar: her
f € Li(G) igin
Laf:(;a*.ﬂ Raf:f*(sa

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2. G yerel kompakt grup , a € G ve f,g € Li(G) olmak iizere L, ve R,

operatorleri asagidaki ozellikleri saglar

a) Lof(z) = fa™'z)  , b)Rof(z) = f(za™")A(a)

(12) Lab - LaLb ) b2)Rab - RbRa

az) Lo(f*g) = (Laf) xg , bs)Ra(f xg) = f * Rag

([12)).

Teorem 2.3. Kabul edelimki 1 < p < oo ve f € Li(G) olsun. O halde asagidakiler
saglanir.

i) (2.1) deki integral hemen hemen her x i¢in mutlak yakinsaktir ve f * g € L,(G) olup
1411, < 1111l sercekienir.

il) p = oo igin f * g siireklidir ([8]).

Teorem 2.4. GG yerel kompakt grup i¢in asagidakiler gergeklenir.

i) f € L1(G) i¢in x — L, doniisiimii siireklidir.



i) C.(G); G tizerinde tanimli, siirekli ve kompakt ddestekli fonksiyonlarin uzay1 olmak
iizere C.(G) uzay1 L, (G) uzayinda yogundur.
iii) L;(G) Banach cebiri sinirh yaklagik birime sahiptir ([14], [12], [8]).

Simdi tezde kullanilan diger onemli teoremleri verelim.

Teorem 2.5. (Fubini) X, Y yerel kompakt Housdorff uzaylar1 p, A sirasiyla X ve Y
uzaylar tizerinde regiiler ol¢iiler olmak tizere eger 4 > 0, A > 0 ve f > 0 fonksiyonu

X x Y tlizerinde Borel 6l¢iilebilir bir fonksiyon ise
/fdux)\ //fxyd)\ Ydp(z —//f:cydu JdA(y) (2.2)
XxY Y X

Yine eger p, A swrasiyla X ve Y uzaylan tizerinde kompleks degerli regiiler olgiiler, f

fonksiyonu X x Y iizerinde Borel dl¢iilebilir bir fonksiyon ve

[ [ 1l < o

ise esitlik (2.2) saglanir ([14]).
Yine tezde kullanilacak zayif ve zayif yildiz topolojilerden bahsedelim.

Tanim 2.9. X bir normlu uzay ve X™* uzay1 X uzayimin dual uzay1 olmak iizere

1) X™ uzayi iizerinde tanimlanan zayif yildiz topoloji, her x € X i¢in
X =R, felzf)

seklinde tanimlanan yar1 normlarin yardimiyla tanimlanan yerel konveks topolojidir.
Ayrica (f,),, X* uzaymdaki bir aginin f € X* doniisiimiine zayif yildiz yakinsamasi
icin gerek ve yeter kosul her z € X i¢in lim(z, f,) = (z, f) olmasidur.

ii) X uzayi iizerinde tanimlanan zayif topoloji, her f € X™* i¢in
X—=R, x|z, f)

seklinde tanimlanan yar1 normlarin yardimiyla tanimlanan yerel konveks topolojidir.
Ayrica (z,),,, X uzaymdaki bir agimin € X doniisiimiine zayif yakinsamasi i¢in gerek

ve yeter kosul her f € X* i¢in lim(z,, f) = (z, f) olmasidir.



Bundan sonra bu tezde zayif ve zayif yildiz sirasiyla z- ve z*- seklinde gosterilmistir.

Teorem 2.6. (Hahn-Banach) X bir normlu uzay M C X bir alt uzay olsun. O halde her
f e M*igin || f|| = || f|| gerekleyen f € X* geniglemesi vardir.

Teorem 2.7. (Banach-Alaoglu) X normlu uzay olmak iizere X* dual uzaymin kapali

birim yuvari z*-kompakttir.

Teorem 2.8. (Goldstine) X bir Banach uzay1 olmak iizere X uzayinin birim yuvart X™**

dual uzayinin birim yuvarinda z*-yogundur.

Teorem 2.9. (Markov Kakutani Sabit Nokta Teoremi) X lineer topolojik uzay, () #
K C X konveks kompakt alt kiimesi ve & K dan kendisine giden siirekli lineer donii-
stimlerinin degigmeli ailesi olsun. O halde her 7" € S i¢in T'p = p saglayan bir p € K
vardir ([3]).

Teorem 2.10. A bir Banach cebiri ve her a € A ve ¢ € A* icin (e,a,p) — (a,¥)
kosulunu saglayan (e,) smirli agina sahip olsun. O halde A Banach cebiri bir sinirlt sol

yaklagik birime sahiptir ([1]).

2.2. AMENABLE GRUP VE OZELLIKLERI

Bu boliimde G yerel kompakt grup icin amenable kavrami verildi. Bunun i¢in oncelikle
ortalama (mean) ve degismezlik (invaryantlik) kavramlart tanitildi. G yerel kompakt gru-
bun amenable olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L, (G) iizerinde sol degismez bir ortalama

olmas1 seklinde ifade edildi.

2.2.1. Sol Degismez Ortalama

Tanmm 2.10. G yerel kompakt grup, F' L..(G) uzaymn alt uzay1 m : £ — C dogrusal,
sinirh ve (1, m) = ||m|| = 1 kosulunu saglayan bir fonksiyonel olsun. Bu durumda m

fonksiyoneli £ lizerinde bir ortalama olarak adlandirilir.

Tamm 2.11. G yerel kompakt grup, m fonksiyoneli £ iizerinde bir ortalma olsun. Eger
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herg € G, f € Figin

<Lgf7m> - <5g *f7m> - <f7m>
kosulu saglanirsa m sol degismezdir denir.

Teorem 2.11. G yerel kompakt grup ve m : £ — C ve m(1) = 1 kogulunu saglayan bir
dogrusal fonksiyonel olmak iizere asagidakiler denktir.

1) m bir ortalamadir.

ii) m bir buziilmedir. (Vf € E icin |(f,m)| < || f]l..)

iii) m pozitiftir. (Vf € E ve f > 0i¢in (f,m) >0

Ispat: Kabul edelim ki m bir ortalama olsun. O halde /.’ nin bir biiziilme fonksiyonu ol-
dugunu gésterelim. Her f € E igin m € E* oldugundan |(f, m)| < || f|l.-Im| = || fll
olur. Bu durumda m bir biiziilmedir. Kabul edelim ki m bir biiziilme fonksiyonu olsun.
O halde m nin bir ortalama oldugunu gosterelim. Boylece oyle bir f € by (F) vardir ki
[(f,m)| < 1olur ve sup e, gy [(f,m)| = [[m|| < 1 elde edilir. Ayrica 1 € b,(F) oldu-
gundan ||m|| > [(1,m)| = 1 kosulu saglanr.

O halde ||m|| = 1 olur. Béylece m nin bir ortalama oldugu elde edilir.

Kabul edelim ki m bir biiziilme fonksiyonu olsun. O halde m nin pozitif oldugunu gos-
terelim. Oncelikle f € E reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger| f||, = 0ise |(f,m)| <
| fll., oldugundan (f,m) = O olur. Bu nedenle || f||,, > 0 alalim. Kabul edelim ki

(fym) = a+ib a,b € Roylekib # 0vet € Rigin b* 4 2bt > ||f||%, kosullarint
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saglasin.
(b+t)? <la+i(b+t)* = [(f +itl,m)|* < || f +itl]2 = | fII% + ¢

oldugundan b2+ 2bt < || f||>. celiskisi elde edilir. O halde b = 0 olur. Boylece (f,m) € R
olur. Simdi f > 0 oldugunu kabul edelim ve g = W f—1alalim. Budurumda ||g|| <1
ve |(g,m)| < 1 olur. Yine f reel degerli bir fonksiyon oldugundan ¢ de reel degerlidir.

Ustelik | (g, m)| € [—1, 1] gergeklenir. Boylece
f o0 f oo
(o) = ey g my = Wy i gg.mp) > 0
oldugundan m pozitif olarak elde edilir.
Kabul edelim ki m pozitif bir fonksiyon olsun. O halde m nin biiziilme fonksiyonu oldu-

gunu gosterelim. Oncelikle f € F reel degerli olsun ve g = || f|| .1 — f alalm. O halde

g > 0 olur m biiziilme oldugundan (g, m) > 0 elde edilir.

(fim) = ([fllse-1sm) = (g,m) < | flloo(Lm) = [[f] o

Benzer sekilde g = || f|| .1 + f alalim. Eger (f, m) > —|| f|| . ise |(f,m)| < || f]| ., olur.
Keyfi f € Figinr >0, ¢ € [0,2n) olmak iizere (f,m) = r.c* alahm ve f,, fo € £

reel degerli fonksiyonlar olmak iizere e~ f = f, + i f, saglasin. O halde

[(fom)| =71 =eT(f,m) = (7 f,m) = (fi,m) +i(f2,m)
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oldugundan (f, m) = 0 elde edilir.

[(fm)| = (fm) <l < Nle7 Flloo = IIfll

m’ nin biiziilme fonksiyonu oldugu elde edilir. Dolayisiyla denklik gosterilmis olur.

Tanim 2.12. F iizerinde tanimlanan ortalamalarin kiimesi M (E) ile gosterilir ve

M(E)={m|m: E — C dogrusal, simrli (1, m) = ||m| =1}

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.12. M (FE) kiimesi z*- kompakttir ve konvekstir.

Ispat: (m,).; M(E) de bir ag oyle ki m € M(E*) olmak iizere 2* — limym, = m
gerceklensin ve 1 = |(1,m,)| — (1,m) oldugundan (1, m) = 1 olur. Keyfi f € FE i¢in
[(fyma)| = (f,m) ve her mq igin [(f,ma)| < |[fll, oldugundan [(f,m)| < |[f|[,,
olur ve M (E),b;(E*) tarafindan igerilir. Her m € M(FE) ig¢in m € b (E*) olur
Boylece by (E£*) Banach- Alaoglu Teoremi’ nden z*-kompakt olduguna gore M (E), z*-

kompakttir.

Ayricam,n € M(E) vet € [0, 1] olmak iizere

(Litm+(1—t)n) =t(l,m)+ (1 —-t)(In)=t+1—-t=1
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olur ve her f € F i¢in

[(frtm + (1= t)n)| <t (f,m)[ + (L= D) (f,m)| <t fllo + (1= Dl flle = 1Fll

elde edilir. Boylelikle tm + (1 — t)n € M (E) olur. Dolayisiyla M (E) konvekstir.

Teorem 2.13. G yerel kompakt grup olmak iizere asagidakiler denktir.
i) Lo (G) tizerinde sol degismez bir ortalama vardir.
ii) Cy (@) tizerinde sol degismez bir ortalama vardir.

iii) LUC(G) iizerinde sol degismez bir ortalama vardir.

Ispat: L. (G) iizerindeki sol degismez bir ortalamanin Cy,(G) ye kisitlanigt da Cy(G)

tizerinde sol degismez bir ortalamadir.

m : Ly (G) — C dogrusal (ILm) =|m| =1

seklindedir.

m|c,c) : Co(G) = C oldugundan her f € C,(GQ) icin m(f) = m|c,)(f)

gerceklenir. Benzer sekilde C,(G) tizerindeki sol degismez ortalamanin LUC(G) ye kisit-
lanig1 da LUC'(G) uizerinde sol degismez bir ortalamadir. Dolayisiyla LUC(G) C Cy(G)
oldugundan benzer sekilde gergeklenir. Yine LUC/(G) iizerinde sol degismez bir ortala-

madan L., (G) iizerinde sol degismez bir ortalama bulalim. K birimin simetrik, kompakt



14

bir komsulugu ve m , LUC(G) tizerinde sol degismez bir ortalama olsun ve

seklinde tanimlansin. Boylece ¢ € L. (G) teorem (2.3) den yy, * ¢ ifadesi G iizerinde
siireklidir.

Her x € G ve ¢ € L(G) igin

Xk * ()] < /Glxk(t) « ot ) |ma(dt) < [|6ll e (K)

oldugundan ;. * ¢ € C,(G) olur. Buna ek olarak (g,), G iizerinde tanimli ve g € G ye

yakinsayan bir ag olsun.

| Lgo (X& * @) — Lyg(xn * ¢)Hoo = [[(Lgo Xk * @) — (LgXr) * ¢‘|oo = |[(Lgoxx — Lgx) * ¢”oo

< || Lgo Xt — Lgxill, ¢l = 0 oldugundan

Xk * ¢ € LUC(G) olur. Boylelikle m iyi tanimhdir. Her ¢, 1) € Lo(G) «,f € K i¢in

m(ag+BY) = (xp* (ap+ ), m) = alxi* ¢, m) + B(xx * ¥, m) = am(¢) + fm(y)

gerceklendiginden m , L (G) tizerinde dogrusal bir fonksiyoneldir. Ayrica y € G igin

e # 1(y) = / 01 neldt) = oK)

oldugundan m (1) = pug(K) olur. Buna ek olarak ¢ € L., negatif olmayan bir fonksiyon
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ve z € (G igin

t = xi(t).0(t"'x) > 0

elde edilir. Bu yiizden her x € G igin  xy * ¢(x) > 0 olur ve m fonksiyoneli LUC(G)

de bir ortalama oldugundan ¢ € L., ,¢ > 0icin
m(¢) = (xr * ¢,m) > 0

K nin simetriliginden; her x € G i¢in  Ryxj = L,-1x saglanr.

Bundan dolayi g € G ,x € G , ¢ € Loo(G) igin

Ok * Lyo)) () = / i) Ly~ o) (dy) = / Ryxe(y)- 6y~ x)uc(dy)

G G

= /Lg—1Xk(y)-¢(ylx)MG(dy) = (Lg—le)*¢(l') = Lg—l(Xk*¢)($)

G

oldugundan ve m’ nin LUC(G)’ deki degismezliginden g € G , ¢ € L, i¢in
M(Lyd) = (i * Lydym) = (Lys (% @), m) = (xe % 6, m) = ()

elde edilir.
Eger normalize edersek m = % L (G) tizerinde sol degismez bir ortalamadir.
2.2.2. Amenable Grup ve Ozellikleri

Tanim 2.13. G yerel kompakt grup olmak iizere eger L..(G) iizerinde sol degismez bir

ortalama bulabiliyorsak GG amenable grup olarak adlandirilir.
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Asagidaki ornekler [13] kitabindan alinmistir.

Ornek 2.1. G kompakt topolojik grup ve x normalize edilmis Haar 6l¢iisii olmak iizere

m : Li(G) - C
= [fue

seklinde tanimlanan doniisiim L, (G) tizerinde sol degismez bir ortalamadir. m fonksiyo-
neli L (G) C L1(G) olmak tizere L, (G) ye kisitlanigt da sol degismez bir ortalama
oldugundan GG amenable gruptur. Simdi bunu gercekleyelim.

Her f,g € L1(G) «,( € K olmak iizere

maf + Bg) = / (af +Bgme = / g+ / gme

m(1) = /GmG =1,

icin
m(5) = e < / i = 1y = ] < 1

elde edilir. Dolayisiyla m fonksiyoneli L, (G) tizerinde bir ortalamadir.

<m7Lgf> :/GLgfmG:/GfmG: <m7f>

gerceklendiginden m fonksiyoneli L;(G) iizerinde sol degismez bir ortalamadir. Yine
Lo(G) C Li(G) oldugundan m [, ) kasitlanigt da Lo (G) tizerinde degismez bir orta-

lamadir. Dolayisiyla kompakt olan her grup amenable gruptur.

Ornek 2.2. G yerel kompakt degismeli grup olsun. K kiimesi L., (G) iizerinde tanimli
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tiim ortalamalarin kiimesi olmak iizere ¢ € Lo, n € (Lo (G))" igin
Ty : (Leo(G))" = (Loo(@))" (Tyn, ¢) = (dg * ¢, )

seklinde bir doniisiim tanimlansin. Oncelikle bu doniisiimiin z*-siirekli oldugunu gostere-

lim. Simdi (Lo (G))" iizerinde tammh m € (Lo (G))”" yakinsayan bir (m,,),, ag1 alalim.

z* . z*
me —m iken Tym, — Tym

oldugunu gostermeliyiz.

Her ¢ € Lo (G) i¢in

[(Tyma = Tym, ¢)| = [(Tg(ma —m), d)| = (g * b, ma —m)| =0

oldugundan 7}, z*-siireklidir.
Simdi K kiimesinin doniisiim altinda degismez kaldigimi yani m € K i¢cin Tym € K

oldugunu gosterelim. Eger m € (L (G))" ise Tym € (Loo(G))” olur.

(Tym,1) = (0, * 1,m) = (Lyl,m) =1

¢ >0 iken (Tym, ) = (d, * ¢, m) = (Ly,0,m) >0

oldugundan 7;m € K elde edilir. Dolayisiyla K invaryanttir. Son olarak her g,h € G

icin T, = T,.T}, oldugunu gosterelim.

(Tynm, @) = (Ogn * &, m) = (Lgntp, m) = (Tym, ¢) (Trym, ¢)
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Lgo(x) = ¢(h g~ x) = Lig(g~'x) = Ly Lyo(x)

elde edilir. Markov Kakutani Sabit Nokta Teoremi’nden 7, (m) = m gercekleyen m € K
vardir. O halde (T, m, ¢) = m(¢) iken m(L,¢) = m(¢) oldugundan G amenable gruptur.

Dolayisiyla degismeli her yerel kompakt grup amenable gruptur.

Teorem 2.14. G yerel kompakt grubunun amenable olmasi igin gerek yeter kosul L. (G)

izerinde sag degismez bir ortalamanin var olmasidir.

Ispat: G yerel kompakt grubu amenable olsun. Dolayisiyla Lo (@) tizerinde sol degismez
bir ortalama vardir. O halde m fonksiyoneli L., (G) tizerinde sol degismez bir ortalama

olsun. Her ¢ € Lo, ve her g € Gigin  ¢(g) = ¢(g™") seklinde ¢ € Loo(G) alalim.
¢:Lec(G) > C, ¢ (fm)
tamimlayalim .

m(ag + Bv) = (ag + B, m) = alp,m) + B, m) = am(¢) + Brn(v)

olur.

elde edilir.
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oldugunda m, L. (G) tizerinde bir ortalamadir. Ayrica

(6 # 69y 11) = (Rydp, ) = ((Ry@),m) = (Ly$,m) = (d,m) = (¢,m)

gerceklendiginde m, L, (G) iizerinde sag degismez bir ortalamadir. Tersine L. (G) iize-
rinde sag degismez bir ortalama var ise ayn1 sekilde sol degismez bir ortalama tanimlanir.

Grubun amenable olmasina iligkin asagidaki temel teoremi de verelim.

Teorem 2.15. G yerel kompakt amenable grup , H de yerel kompakt grup olmak iizere

eger 0 : G — H siirekli homomorfizm ve 6(G) = H gercekleniyorsa H yerel kompakt

grup da amenable gruptur.

Ispat: Banach cebirleri arasinda

o Cb(G) — Cb(H)
) —  ¢of

seklinde siirekli bir homomorfizm tanimlayalim. Her ¢, ¢ € C,(G) olmak iizere

0" (¢.1h) = (9.10) 00 = ¢.9(0) = ¢(0).0(¢)) = 67(¢).6"(¢)

oldugundan 6* bir homomorfizmadir. Simdif*¢ € LUC(G) oldugunu gosterelim. O

halde ¢ € LUC(H) ve g € G yakinsayan bir (g, ), ag1 alalim. Dolayisiyla

lim 59(1 * Q*Qb = lim (9*(59(%) * ¢ = 9*50(5;) * ¢ = (Sg * 9*¢

oldugundan 0*¢ € LUC(G) elde edilir. Ayrica G amenable oldugundan LUC(G) de sol
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degismez bir m ortalama vardir. O halde ¢ € LUC(H) i¢in

(¢, m) = (6"¢,m)

kosulunu saglayan m € (LUC(H))* tanimlayalim.

Her ¢, € LUC(H) «,f € K olmak iizere

(ag + Bp,m) = (0" (ag + ), m) = (g + ) 0 0, m) = ap o8, m) + B( o 0, m)

olur.

a(0*p,m) + 5(0", m) = alp,m) + By, m)

elde edilir ve

(1,/m) = (0*1,m) = (10 0,m) = 1

saglanir. Ayrica ¢ € LUC(H) ¢ > 0 olmak iizere

(¢,1m) = (0"¢,m) = (¢ 08, m) >0

oldugundan m, LUC(H) de bir ortalamadir. Yine g € G olmak iizere

(Oo(g) * B, 1) = (0" (do(g) * @), m) = (0 % ", m) = (6"p, m)

oldugundan m, LUC(H) de sol degismez bir ortalamadir.

Son olarak & € H olmak iizere §(G) = H oldugundan lim#(g,) = h ger¢ekleyen G
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tizerinde tanimli (g,), agt vardir. Her ¢ € LUC(H) igin

ll(];n 69(9(1) * ¢ = (5h * ¢ = <5h * 77~’L> = li£n<(59(ga) * ¢, 77~”l> = <¢, T~n>

oldugundan H amenable gruptur.

2.3. AMENABLE BANACH CEBIRLERI

Bu boliimde Banach cebirleri i¢in amenable olma kavrami verildi. Bunun i¢in 6ncelikle
tiirev ve i¢ tiirev kavramlar tanitildi. Daha sonra Hochchild es homolojiden bahsedildi.
Bir A Banach cebirinin amenable olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her X*-tiirev i¢in

H'(A, X*) = 0 olmas1 seklinde ifade edildi.

2.3.1. Banach Bimodiiller ve Hochschild Es Homoloji (Cohomology)

Tanim 2.14. A, C iizerinde bir Banach cebiri X de bir vektor uzayi olsun. Eger

AxX =X (a,x)—ax

seklinde tanimlanan ve

Va,be A, Yz € X i¢in a(b.x) = (ab).x

kosulunu saglayan bilineer doniisiim var ise X’ e sol A-modiil denir. Benzer sekilde

XxA—-X (z,a) > za



22

seklinde tanimlanan ve

Va,be A, Yx € X i¢in (z.a)b = x.(ab)

kosulunu saglayan bilineer doniisiim var ise X’ e sag A-modiil denir. Tanimlanan donii-
stimlerden ilki sol modiil carpimu ikincisi ise sag modiil carpimi seklinde ifade edilir. A
Banach cebiri degismeli oldugunda X sol A-modiilii ayn1 zamanda sag A-modiilii olur
ve X A-modil seklinde adlandirilir. Ayrica X vektor uzayr hem sol A-modiil hem sag

A-modiil olmak iizere

Va,be A, Yx € X icin a(x.b) = (a.z)b

kosuluda saglanirsa X vektor uzayr A-bimodiil olarak adlandirilir.

Tanim 2.15. A Banach cebiri ve X Banach uzay1 A-bimodiilii olsun. Bir x > 0, her

a € Aveherx € X igin

la.zl| < sllallllzll,  [lz.all < sllz]l.]|al

kosulunu sagliyorsa X Banach A-bimodiil olarak adlandirilir. ([1])

Ornek 2.3. A bir Banach cebiri olsun X = A alalm. X Banach uzayidir modiil is-
lemlerini de sag ve sol carpim olarak alalim. O halde X Banach cebiri A-bimodiil ve
|la.z|| = ||al|.||x]| ve ||z.a] = ||z|.]|a|| olacagindan X Banach A-bimodiildiir. A iizerinde

kanonik Banach A-bimodiilii kendisidir.

Ornek 2.4. X bir Banach uzay1 A bir Banach cebiri olmak iizere ,hera € A herz € X
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icin sifir sol iglemi a.z = 0O sifir sag islemi z.a = 0 seklinde tanimlanan islemler olmak

tizere X Banach uzay1 A- bimodiildiir. X Banach uzay1 ve
0= lax| <llallz]l ve 0= z.af <]zl

saglandigindan X Banach A-bimodiildiir.

Ornek 2.5. X Banach A-bimodiil olmak iizere X* dual uzayi iizerine Banach A-bimodiil

yapist kurulur. Oyleki sag ve sol modiil islemleri Vo € X Va € A Vf € X* igin

(x,a.f) = (x.q, f), (x, f.a) = (a.x, f)

tanimlanir. Buna gore
(z,a(b.f)) = (z.a,b.f) = ((x.a).b, f) = (x.(ab), f) = (z, (ab).f)

(x,(f.a).by = (b.x, f.a) = (a.(b.x), f) = ((ab).x, f) = (x, f.(ab))
(x,a(f.b)) = (x.a, f.b) = (b.(x.a), f) = ((b.x).a, f) = (b.x,a.f) = (z, (a.f).b)

gerceklendiginde X* A-bimodiil

la-fIl = sup [(z,a.f)] = sup [(z.a, f)] < sup |&[f].|z.a] = Sllf<pl|'f||f||-||f||-||a|| = [ fllal
€T

[l=l|<1 ll=ll<1 [l=]I<1

Benzer sekilde

If-all = sup [(z, f.a)| = sup [a.z, f)| < sup [[|f]|.[la.z]| = sup [£[|f]|.[l=]-llall = [ f[]l|a]
Jall <1 Jall <1 el <1 Jall<1
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gerceklendiginden X* Banach A-bimodiildiir. Dual Banach A-bimodiil olarak adlandiri-

lir.

Ornek 2.6. G yerel kompakt grup olsun. Her f € Li(G), ¢ € Lo(G) igin

fo=fvd  bf=( /G f.dme).o

modiil islemleri L, (G) iizerinde bir Banach L, (G)-bimodiil kurar. Her f1, f» € Li(G)

ve ¢ € Loo(G) igin
filfo9) = filfax @) = fix (fax @) = (frx ) x & = (f1.f2).¢
Fubini Teoreminden ve m sol degismezliginden
ot £ = ([ (s ematdn)o = ([ | Al ymo(dymo(da))o

/ / 11 0) foly ™ 2)me(da)me(dy)) o / Ay / Fa(a)me(da))ma(dy)).6
( / £ (w)ma(dy) / fal@)me(da)).6 = (6.11) 1
(Fr.6)fo = ( /G fodme) (fi % 8) = f1 % ( /G fadme)d = Fi(6.2)

oldugundan L. (G), Li(G) -bimodiildiir. Teorem 2.3 den

1f-0lloe < 1711l

6.4 = sup / Flaymo(dn)).¢l =sup| | flaymo(da)l o

zeG
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< [16]. sup / F@)ma(dz) < 6]l 11,
zeG JG

oldugundan L., (G), Banach L;(G)-bimodiildiir.

Tanimm 2.16. A Banach cebiri ve X Banach A-bimodiil olsun. Her x € X, n €
{-1,0,1, ...} i¢in

S {0}—-X  0-0
Y X = L(A, X), (6°2)(a) = a.x — z.a

ven > ligin L"(A, X) — L™ (A, X)
(6"T)(ar, ag, .., ang1) = arT(ag, .., ant1) + X5 (=1)T(ar, ..., 0541, ... an 4 1)

+(=1)""T (a1, ag, ..., an) .Gt

seklinde 6" doniigiimii tammlansin. Z"(A, X) = Kerd" ve B"(A, X) = Imd™ ! goste-
rilmek lizere

Z"(A, X)={T € L"(A, X) | 6"T = 0}
B"(A,X)={T € L"(A,X) | 3K € L""Y(A, X); 6" 'K =T}

seklindedir. Her n € Ny igin 6"*16" = 0 iddiasmin dogru oldugunu gosterelim.
n = —1 i¢in dogrulugu agiktir agiktir.

n = 0 igin dogru oldugunu gosterelim.5'd° = 0 igin Vz € X i¢in 6'6°(x) = 0 olmalidir.

(' (a.x — x.a))(a1, az) = ay(a.ag — az.a) — aai.ay = aj.aza + (aa; — a1a).a; = 0
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n > 1 icin n=k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. 6**+16* = 0 dur.

n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
SFHIGR = 0 = M2 (5F TR = 0 = (R P20 0M)) (K) = 0 = §F 26 (6F(K)) =0

F(K)=1¢€ L"™ (A X) = "2k =0

O halde B"(A,X) € Z"(A,X), n € Ny oldugunu gosterelim 7' € B"(A, X) ala-
Iim 3K € L" YA, X); 6 'K = T ayrica 0"T = §"0" 'K = 0 oldugundan
T € Z"(A, X) dir. Ustelik (L"(A, X), d") ikilisi es zincir (cochain)yapisi (kompleks)

olarak tanimlanir.
ZIm(A,X)%C e LA X) < X T o)
de Hochschild es zincir yapisi denir.
H"(A, X)=Z7"(A, X)\B"(A, X)
seklinde tanimlanan gruba da X katsayili n.Hochschild es homoloji grubu denir.

2.3.2. Amenable Banach Cebiri ve Ozellikleri

Tanim 2.17. A Banach cebiri ve X Banach A-bimodiil olmak iizere D : A — X seklinde
tanimlanan sinirlt dogrusal doniisiim her a, b € A icin D(ab) = D(a).b+a.D(b) kosulunu
sagliyorsa bir tiirev olarak adlandirilir. A Banach cebirinin tiim X -tiirevlerinin kiimesi

ZY (A, X) ile gosterilir. Ayrica her x € X iginad, : A — X, a — a.r — z.a seklinde
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tanimlanan dogrusal sinirli doniisiim de i¢ tiirev olarak ifade edilir. A Banach cebirinin

biitiin i¢ tiirevlerinin kiimesi B'(A, X) ile gosterilir. Her a,b € A igin

ad;(ab) = (ab).x — x.(ab) = a(b.x) — a(z.b) + (a.z)b— (z.a)b = a.ad,(b) + ad,(a).b =

ad, € Z*(A, X)oldugundan B'(A, X) C Z'(A, X )dir.

Tamim 2.18. A bir Banach cebiri X bir Banach A- bimodiil olmak iizere H'(A, X) =
ZY (A, X)\B'(A, X) bolim uzaymna A Banach cebirinin X katsayili 1. Hochschild es
homoloji grubu olarak ifade edilir. O halde X Banach A-bimodiilii i¢in H'(A, X) = {0}

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim X -tiirevlerinin i¢ tiirev olmasidir.

Tamm 2.19. A Banach cebiri olsun. Her X Banach A-bimodiil i¢in H'(A, X*) = {0}

oluyorsa A amenable Banach cebiridir.

Teorem 2.16. A ve B Banach cebirleri olsun. Eger A Banach cebiri amenable ve iistelik

¢ : A — B seklinde tanimlanan siirekli, homomorfizm ¢(A) = B kosullarini saglayan

bir doniisiim var ise B Banach cebiri de amenable Banach cebiridir.

Ispat: X Banach B-bimodiil ve D : B — X* simrli bir X* tiirev olsun. D doniisii-
miiniin X *-tiirevin bir i¢ tiirev oldugunu gosterelim. Her x € X, a € A igin a.x =

o(a).x, x.a = x.p(a) modil islemlerine gore

bla.x) = b(pa.x) = (p(b).p(a)).x = ¢(b.a).x = (b.a).x

(x.a)b = (z.p(a))b = xz(p(a).p(b)) = z.v(a.b) = z.(ab)
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(a.2).b = (p(a).).b = p(a).r.0(b) = p(a)(x.0(b) = a(x.)

la-zl] = llp(a).zll < llp(a)ll[lz]l < llelllallll]

[z.all = llz-p(a) | < llz[[[lp(a)]| < llelllalll]

gerceklendiginden X Banach A-bimodiildiir. Her a, b € A igin

D(p(a-b)) = D(p(a)-p(b)) = D(p(a))e(b) + ¢(a) D(p(b)) = D(p(a))b+ a(p(b))

veE

ID(p(a)[l < DI lle(a)ll = [Pl lall

oldugundan Do ¢ : A — X™* bir X*-tiirevdir. A amenable Banach cebiri oldugundan her

tiirev ig tiirevdir. Oyle bir f € X* vardir

D(p(a))a.f — f.a = p(a).f — fp(a)

ya da

D(y)=y.f—fy yewp()

¢(A) = B saglar ve D doniisiimii siirekli oldugundan

D(b) = lim D(b,) = lim(bnf — fby) = limb,f — lim £.b, = b.f — f.b

oldugundan D tiirevi ayn1 zamanda B Banach cebiri i¢in bir i¢ tiirevdir. Dolayisiyla B

Banach cebiri amenable Banach cebiridir.
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Sonuc¢ 2.1. A amenable Banach cebiri / C A Banach cebirinin kapali bir ideali olsun. O

halde A/I amenable Banach cebiridir.

Ispat: A — A | I tamimlanan kanonik doniigiimii 6rten bir homomorfizma oldugundan

siireklidir. Dolayisiyla Teorem 2.16” dan A/I amenable Banach cebiridir.

Tamm 2.20. X Banach A-bimodiil olmak iizere A Banach cebiri (e, ), sinirli sol yaklagik
birime sahip ve her z € X i¢in lim, e,.z = x saglyorsa (e, ), ag1 X Banach A-bimodiilii
icin siirl sol yaklagik birimdir. Ayn1 sekilde X Banach A-bimodiilii igin sinirlt sag yak-
lagik birim de tanimlanabilir. Bir sinirli ag X Banach A-bimodiilii icin hem sag yaklagik

birim hem sol yaklagik birim ise X Banach A-bimodiilii i¢in sinirli yaklagik birimdir.

Teorem 2.17. A amenable Banach cebiri olsun. O halde A Banach cebiri sinirli yaklagik

birime sahiptir.

Ispat: Oncelikle A Banach cebirinin simirli sag yaklagik birime sahip oldugunu gostere-

lim. X = A Banach uzayini alalim asagidaki islemlere gore Banach bimodiildiir.

a.x=axr ve r.a=0 (a€e Ayx e X)

1+ A — X’ kanonik doniigiimii bir tiirevdir. Herf € X*, a,b € A icin

(f,i(ab)) = (ab, f) = {a.b, f) = (b, f.a) = (f.a,i(b)) = (f,a.i(b)) = ([, a.i(b))+(f,i(a).b)

A Banach cebiri amenable oldugundan 37 € X**

i(a) =am—ma=arm (a € A)
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olur. Goldstine Teoremi’ nden X Banach cebiri i¢in z* — limi(e,) = ¢ saglayan (e,)
sinirlt ag1 vardir. Dolayisiyla her a € A igin 2* — limi(a.e,) = a.¢p = i(a) ifadesi her
a € Aigin w — lima.e, = a ifadesine denktir. Dolayisiyla (e, ), ag1 A Banach cebiri
icin sinirh zayif sag yaklasik birimdir. Teorem 2.10° dan A Banach cebiri i¢in sinirli sag

yaklasik birime sahiptir. Benzer sekilde A Banach cebiri ve

ax=0 ve r.a=zxa (a€e Ajx e X)

modiil islemleriyle A Banach cebiri i¢in yaklagik birim elde edilir. Uyar1 2.1° den A
Banach cebiri icin simirl yaklasik birim vardir. Ote yandan Banach cebirinin amenable
olmasi bagka tiirlii de karakterize edilebilir. Bunun i¢in asagidaki tanimlara ihtiyacimiz

vardir.

Tamm 2.21. X ve Y ayni F cismi iizerinde normlu uzay X*, Y* dual uzay

BL(X*)Y*, F)={x®y: X* x Y* — Fsinrl, bilineer doniisiim}

olsun. Herx € X vey € Yigcinz ® y € BL(X*,Y*, F) elemam f € X* g € Y*

olmak tizere

r@y(f,9) = f(x)g(y)

seklinde tanimlanir. Ayrica X ile Y uzaylarinin cebirsel tensor ¢carpimi X ® Y ile gosterilir

veE

span{r @y |z € X,y € Y}
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seklinde tanimlanir. Bu uzay iizerindeki ||.|| - projektif norm

2]l = inf{Ey [zllllyll; = =22 @y, neN;

seklindedir. Ustelik bu norm her z € X ve y € Y i¢in ||z @ y|. = ||z|/||ly| kosulu
sagladigindan bir cross normdur. Yine X ® Y tensOr carpiminin projektif norma gore
tamlanis1 projektif tensdr carpim olarak adlandirilir ve X®Y ile gosterilir. Ayrica A bir
Banach cebiri olmak iizere AR A iizerindeki kanonik A-bimodiil yapist her a,z,y € A
icin

a.(r®y) =ar vy, (x®y)a=zRya

modiil igslemlerinden yararlanarak kurulur.

Tanim 2.22. A bir Banach cebiri olsun. A tizerindeki sinirli lineer 7 diagonal (kosegensel)
operatorii

T:ARA - A, 2@y — .y

doniisiimiiniin stmirl bir genislemesi olarak tanimlanir. Eger m € A®A,

am—m.a=0 ve ar(m) =a

sagliyorsa A icin bir projektif diagonal (izdiistimsel kosegensel) olarak tanimlanir. Ayrica
A® A nin iizerindeki kanonik A-bimodiil yapisina gore 7 bir sinirlt modiil homomorfizmadir. 7

déniisiimiiniin simrliligi her a € A, u € AR A igin

m(au) =ar(u), o¢(u.a)=m(u).a
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seklindedir. O halde A projektif diagonal m ye sahip ise A Banach cebiri birimlidir ve

birimi 7(m) olur. Her a € A i¢in aw(m) = a oldugundan

w(m).a = w(m.a) = w(a.m) = a.m(m) = a

m(m) ifadesi A i¢in birimdir.

Tanim 2.23. A bir Banach cebiri olmak iizere
i) Eger M € (A®A)™,

a.M =M.a ve anm™ =a
saglanirsa A Banach cebiri i¢in virtual diagonal (zahiri kosegensel) olarak tanimlanir.
ii) Eger (m,), € A®A simrh ag1

ame —my — 0 ve an(my) = a

saglanirsa A Banach cebiri i¢in yaklagik diagonal olarak tanimlanir.
Banach cebirinin diger bir karakterizasyonu su sekildedir.

Teorem 2.18. A Banach cebiri olmak iizere agsagidakiler denkttir.
i) A amenable Banach cebiridir.
ii) A i¢in yaklagik diagonal vardir.

iii) A i¢in virtual diagonal vardr.

Ispat: Kabul edelim ki A amenable Banach cebiri olsun. O halde A Banach cebiri i¢in vir-

tual diagonalin varhigin gosterelim. A Banach cebiri amenable oldugundan (e, ), sinirh
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yaklagik birime sahiptir. Yine E € (A®A)™, (ex ® €4) elemanmin z*- yigiima noktas

olsun. O halde a € A igin
™ (a.E — E.a) = w* —lim7(a.e, ® €4 — €4 @ €q.a) = lim(a.e2 — e.a) =0

oldugundan adp(A) C kerm* elde edilir. Ustelik 7 bimodiil homomorfizmasi oldugun-
dan 7** da bimodiil homomorfizmasidir. Dolayistyla ker¢** Banach A-bimodiildiir. Ay-
rica A Banach cebiri yaklasik birime sahip oldugundan Cohen Carpim Teoremi’nden ¢
orten ve aciktir. Dolayisiyla kerm™* = (kerm)™ olur. O halde kerm** bir dual Banach
A-bimodiildiir. A amenable Banach cebiri oldugundan adg = ady saglayan N € kerm**

vardir. M = E — N alalim.

2

a.mM = a.rmE =lima.e;, =a
«

aM — M.a =adya = adp_ya = adga — adya = 0

O halde M virtual diagonaldir.
Kabul edelim ki A Banach cebiri icin virtual diagonal var olsun. O halde A Banach cebiri-
nin yaklagik diagonale sahip oldugunu gosterelim. M eleman1 A Banach cebiri i¢in virtual

diagonal ve (m,), € (A®A)™, M = z* — lim, m,, gercekleyen sirl bir ag olsun.

z — lim(a.my — my.a) =0 ve z—liman(m,) = a
o e

zayif limit yerine norm limit alinarak yaklasik diagonal elde edilir.

Kabul edelim ki A Banach cebiri i¢in yaklagik diagonal var olsun. A Banach cebirinin
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amenable oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (m,,),, eleman1 A i¢in yaklasik diagonal olsun.
O halde (7(m,)),, eleman A i¢in siirh yaklagik birimdir. £ Banach A-bimodiil olmak
tizere H'(A, E*) = {0} oldugunu gostermeliyiz.Bunun i¢in D € Z'(A, E*) ve m, a81
tammlayalim. mg = 3°7 al® @ b syleki 3°°° [lal™ || [16”]| < 1 alahm. O halde

n= 1

(O a'® Db ) z*-y181lma noktast ¢ € E* olan E* i¢in bir sinirh agdir. Her a € A ve
x € Eigin
<xa¢—llmx,2aa b
n=1

= limg (z, 350, af” . D(bVa))

— limg(z, 32, (a{0$) Da + ol Db .a))
= limg(z. 32, a!™ b Da) + (z, ¢.a)

— (2, Da) + (z, .a)

olur. O halde D = ad oldugundan A amenable Banach cebiridir. Dolayisiyla ¢ = it =

1% = 4 seklinde denklik ispat edilmigtir.

2.3.3. Siiper-Amenable Banach Cebiri

Bu kisimda Banach cebirinin bir bagka karakterizasyonu olan siiper-amenable olmasi in-
celenecektir. Aslinda her siiper-amenable Banach cebirinin amenable Banach cebiri ol-

dugu belirlenecektir.

Tanim 2.24. A Banach cebiri olmak iizere her Banach A-bimodiilii i¢in H'(A, X) = {0}

oluyorsa A siiper-amenable Banach cebiri olarak adlandirilir.

Teorem 2.19. A siiper-amenable Banach cebiri ise birimlidir.
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Ispat: X = A Banach uzaymm diisiinelim. Her a € A, = € X icin a.x = ax, z.a =0
kanonik sol modiil islemi ve sifir sag modiil islemine gore X bir Banach A-bimodiil ve

birim doniisiimii [ : A — X bir tiirevdir.

I(ab) =ab=a.d(b)+ 0 =a.I(b) + I(a).b

A siiper-amenable oldugundan her X -tiirev bir i¢ tiirevdir. Her a € A, x € X i¢in a =
I(a) = a.x — x.a = a.x oldugundan z sag birim benzer sekilde a.z = 0 vex.a = za sifir
sol modiil iglemi ve sag kanonik modiil islemi alindiginda da X Banach A-bimodiildiir.
A Banach uzayi siiper-amenable oldugundan hera € A, y € X igina = a.y — y.a = y.a

oldugundan y sol birim olmak iizere 1 := x + y — xy A Banach cebiri i¢in bir birimdir.

a.(x4+y—xy)=ar+ay—ary=a+ay —ay =a

(x+y—2ay)a=rza+ya—zya=za+a—rxa=a

birimli oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2.20. A birimi 1 olan Banach cebiri ve 7 diagonal operatér olsun. Eger H' (A, kerm) =

{0} ise A projektif diagonale sahiptir.

Ispat:D : A — kernm, D(a) =a® 1 — 1® a seklinde tanimlayalim.

D(aa)=aa®@1l—-10aa=a(a®1—-1® «) =aD(a)
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oldugundan D doniisiimii lineerdir.

[1D(a)[| = fla®1 =1 al < a1 + [[1[]-llal]] = 2.1 lal

oldugundan D doniisiimii sinirhidir. Hera, b € A igin

D(a.b) = a.b®1-1®a.b = a.b@1—a@b+a®b—1®a.b = a(b®1-10b)+(a®1—-1®a).b

=a.D(b) + D(a).b

oldugundan D € Z'(A, kerr) dit. H' (A, kert) = {0} saglandigindan

a®l—-1®a=ax—2zxa (a € A)

kosulunu gergekleyen x € kerm vardir.

a(lel—2)—(1®1—-2)a=0 (x € A)

Tl®l-z)=r(1l®l)—7(z)=1-0=1

oldugundan (1 ® 1 — z) projektif diagonaldir.

Teorem 2.21. A Banach cebiri olmak iizere agsagidakiler denktir.
i) A siiper-amenable Banach cebiridir.

ii) A birimli bir Banach cebiri ve bir projektif diagonale sahiptir.

Ispat: Kabul edelim ki A siiper-amenable olsun. O halde Teorem 2.19” dan birimli Te-

orem 2.20’ dan projektif diagonale sahiptir. Kabul edelim ki A birimli ve projektif diago-
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nale sahip olsun. A Banach cebirinin super-amenable oldugunu gosterelim. X bir Banach
A-bimodiil ,u = >~ a;®b; A Banach cebirinin projektif diagoneli ve 7(u) da A Banach

cebirinin birimi olarak alalim. O halde D € Z'(A, X) i¢in
D(a) = D(1l.a) =1.D(a) + D(1).a (a € A)

a — 1.D(a) ve a — D(1).a doniisiimlerinin i¢ tiirev oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
T(a ®b) = a.D(b) gergekleyen T € L(A®A) tammlayalim. Yine D € L(A, X) ol-
dugundan 7" iyi tammlhidir. Her @ € A ve her i € N igin b;.D(a) = D(b;.a) — D(b;).a
seklinde yazilir.

1.D(a) = m(u)D(a) = lim Z a;.b;.D(a)

=1

n—oo

= lim (T(X, a; ® bi.a) — T(3X2, a; @ b;))

n—oo

=T((lim >" a4, ®b;).a) —T(lim >  a; ®b;).a

n—oo n—oo

Dolayisiyla Va € A igin
D(1).a=a.D(1) —a.D(1) —1.D(1).a+ D(1).a = a.(1.D(1)) — (1.D(1) — D(1)).a

dira — 1.D(a) ve a — D(1).a ig tiirevler oldugundan D € B'(A, X) olur. A siiper-

amenable Banach cebiridir.
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Ote yandan, 5.kisim icin kullanacagimiz amenable Banach cebirlerine iliskin genel teori
asagidaki gibidir. A. Ya. Khelemskii ve M. V. Sheinberg calismalarinda Banach cebirleri
icin genel bir homoloji teorisi gelistirmiglerdir. Buna goére A bir Banach cebiri olmak
iizere

0 — kerr - AQAP 5 A 0 (2.3)

dizisini tanimlamiglardir. Bu dizide

~

® : projektif tensor carpim
AOP . A Banach cebirinin zit cebiridir. Bu cebirin vektor uzay1r A Banach cebiridir fakat
carpim islemi A Banach cebirindeki ¢carpim igleminin terslenmis halidir.

T . a,b € Ai¢inm(a ® b) = ab seklinde tanimlanan bir doniistimdiir.

Ayrica burada kerm, A®AOP iizerindeki alisilagelmis ¢arpim islemi ile A% A°P un ka-
pal1 bir sol idealidir ve diagonal ideal olarak adlandirilir.

5.kisimda Beurling cebirinin amenable olmasi ile G yerel kompakt grubun olmasi iligki-
lendirilirken kullanilacak Banach cebirlerine iligkin agsagidaki teoremi verelim. Bu teorem

homoloji metodlar: kullanarak P.C. Curtis Jr. ve R.J. Roy tarafindan [2] de ispatlanmusr.

Teorem 2.22. (Khelemskii ve Sheinberg) A Banach cebirinin amenable olmasi igin gerek
ve yeter kosul A Banach cebiri sinirh bir yaklagik birime sahip ve diagonal idealinin sinirli

bir sag yaklasik birimi olmasidir.

G yerel kompakt grubun amenable olmasi ile Banach cebirinin amenable olmasi arasinda
iligkiyi ilk kez Johnson ¢alismasinda yapmustir ve soyut harmonik analizde Johnson Te-

oremi olarak bilinen iinlii teorem asagidaki gibidir.

Teorem 2.23. Johnson Teoremi GG yerel kompakt grup icin asagidakiler denktir.
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i) G amenable gruptur.

ii) Her L, (@) Banach E-bimodiil i¢in H'(L,(G), E*) = {0}

Bu tezde , biz Johnson Teoremi’ ni [5] deki ¢alismaya bagli olarak agirlikli L (G) uzaylart
icin yorumladik. Bu nedenle 6ncelikle 4. kisimda tezin ana kisimlarindan birini olusturup

agirlikli Ly (G) cebirini ve bazi 6zelliklerini tanitacagiz.

2.4. BEURLING CEBIRLERI VE OZELLIKLERI

Bu kisimda G yerel kompakt grup, p» Haar ol¢iisii ve w agirlik fonksiyonu olmak iizere

Ly (G, w) ile gosterilen Beurling cebiri tanitildi.

2.4.1. Agirhk Fonksiyonu ve Ozellikleri

Tamm 2.25. G yerel kompakt grup olmak tizere w pozitif fonksiyonu asagidaki 6zellik-
leri saglarsa G iizerinde bir agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir.
D) w(zy) < w(z)w(y) (x,y € G)

i1) w, Borel dlciilebilirdir.
Genelligi bozmamak i¢in agirlik fonksyonu w siirekli olarak alinacaktir.

Ornek 2.7. 1) a > 0 igin w,(n) = (1 + |n|)* seklinde tanimlanan w, fonksiyonu Z
tizerinde bir agirliktir.
2)t — exp(|t|”), z€ Tvet— (1+]t])*, « > 0 fonksiyonlar: R de bir agirliktir.

Genel olarak , § : R" — [0, 00),

6(r +y) <d(x)+6(y) z,yeR”
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kosulunu saglayan herhangi siirekli bir fonksiyon olsun. O halde w(z) = (1 + §(x))* R™

de bir agirlik tanimlar. ([10])

Simdi agirlik fonksiyonu w nin bazi temel 6zelliklerini verelim.

Teorem 2.24. G yerel kompakt grup, C' C G kompakt olsun. O halde her = € C' igin

a < w(x) < bkogulunu gercekleyen a, b € R, vardir.

Ispat: Oncelikle b nin varligini saptayalim. Bunun i¢in 7 € N i¢in

U,={r€G:w(x)<n}

alalim. O halde | J7” , U,, = G olur ve U, kiimeleri dlgiilebilirdir. Ustelik |U,| > 0 olan
n € N igin U2 bos olmayan bir ige sahiptir. Yine z € (U2)° ve V = (271U2)° alalim. O
halde V' birimin a¢ik komsulugudur. C' kiimesinin kompaktligindan

Y1, Y2, ...Yym € C'UC~! elemanlar: vardr.

CUC'CyVNnyVn.yV

saglar.

seklinde b > 0 tanimlayalim. Eger x € C'U C~!ise z = v.y; olur. Ustelik v € V, j €
{1,...,m} igin

1< w(e) < wv)wly;) < nw(z"wly;) < b
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istenildigi gibi saglanir. Son olarak

a = inf{w(z) : z € C}

alalim ve kabul edelim ki @ = 0 olsun. O halde C' kiimesinde w(x,,) — 0 saglayan (z,,),,

vardir. Ciinkii

oldugundan w(z, ') — oo olmali buda C~! kompakt kiimesi iizerinde w nin smirlihig1 ile

celigir.

Sonug 2.2. w, G yerel kompakt grubu iizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun. O halde her

r € Gicinw(x) < 1dir.

Ispat: Kabul edelim ki w(z) < 1 saglayan 2 € G var olsun. Hern € N igin w(z") <
(w(x))" oldugundan w(z,) — 0, n — oo elde edilir buda a, b pozitif reel sayilarinin

varligiyla celigir.

2.4.2. Beurling Cebiri

Tanmm 2.26. L (w,G) ={f: G — R | fw € Li(G)} vektor uzay iizerinde

11l = Je |/ (@)|w(x)dz seklinde norm tanimlanir. Bu norma gére , L, (w, ) uzayinin
bir Banach uzay1 oldugu agiktir. Gergekten de; (f,,),, Li(w,G) de bir Cauchy dizisi
olsun. O halde g € L,(G) i¢in f,w — golur ve £ € L,(G,w) i¢in f,, — £ elde edilir.

Bu yiizden L; (G, w) Banach uzayidir.

Teorem 2.25. L;(w,G) girisim (konvoliisyon) islemine gére bir Banach cebiridir.
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Ispat: Girisim islemine gore cebir oldugu aciktir. Her f, g € Ly (w, G) igin

L1 =o@lo@ar < [ @[ 17@lo

< Jo Jow@y)l f(@y)lwly=)lg(y™)|dyda
= [o 19 Dwly AW, [, 1f (@) |w(z)de
= ”lengHIw

olmak iizere f g € Ly(G,w) ve | # gll, » < [ ll,0- I, sadtanr.

Li(w,G) Banach cebiri Beurling cebiri olarak ya da agirlikli grup cebiri olarak ifade

edilir.

Teorem 2.26. G bir yerel kompakt grup, w bir agirlik fonksiyonu olmak iizere agagida-
kiler gergeklenir.

i) L1(G) nin her kompakt destekli fonksiyonu L; (w, G) ye aittir.

ii) CC(G> = Ll(wa G)

Ispat: i) f € L,(G) fonksiyonu kompakt destekli olsun. Ayrica suppf C K icin K
kompakt olmak tizere w agirhigr G yerel kompakt grubunun K kompakt alt kiimesinde
sinirlt oldugundan fw € L;(G) saglar. O halde f € L;(w, G) olur.

ii) C.(G) C Ly(w, @) oldugu gosterildi. Simdi C.(G) nin Ly (w, G) de yogun oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in f € L'(w,@) ve € > 0 alalim. O halde fw € L;(G) olur ve

C¢(G) = L1(G) oldugundan ||h — fw||, < € gergekleyen h € C.(G) vardur.

S, h € C.(G) nin kompakt destegi olsun. O halde 6 > 0 i¢in w(z) > J ve tim z € S i¢in
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w agirhig S kompakt kiimesinde simirli oldugundan % € L;(S) elde edilir. Dolayisiyla

v : S — R seklinde tanimlanan herz € S, ~(x) > § i¢in

€
Iy (x z)|dx <
/ 1A oo

gercekleyen siirekli bir fonksiyon vardir.

Simdi G grubu iizerinde x € S igin g(z) = E— seklinde tanimli ve = ¢ S iken g(x)=0

v

gercekleyen bir g fonksiyonu tanimlayalim. Her x € S icin ﬁ < % icin g fonksiyonu G

tizerinde siireklidir. Dolayistyla g € C,(G) olur ve

o= Flhe = [ w@lo@) - flde+ [ wo) )i

elde edilir. Sag taraftaki ilk integrali hesaplayalim.
[w@lo(e) — f@)lds <[5~ EGldr + )] 5 — f(@)lds

S

< !:(—glw(@ —’V(x)lder!Ih(ﬂf) — w(x)f(x)[dz
< %glw(x) —v(w)ldwrglh(:v) —w(z)f(z)|dx

IN

e [ h(z) — w(z)f(x)|dz

s
olur. Ustelik,

1f = gllw < et / Ih() — w(z) f(2)|dz + / w(@)|f(z)|dz

s
—e—i—/\h ) f(x)|de < 2¢

O halde C.(G), L;(w,G) de yogundur.
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Teorem 2.27. G yerel kompakt grup, w fonksiyonu G iizerinde bir agirlik ve f € Ly (w, G)
olmak iizere asagidakiler gerceklenir.
i) Herx € Gigin L, f € L1(G,w) ve |[L.fl,,, <w(@).[|fll;,,

i) z€G, L.f € L1(G,w) igin z — L, f dontistimii stireklidir.

Ispat: i) Her » € G igin L, f € L;(w,G) olmasi i¢in L, fw € L;(G) olmalidr.

[ zroxeta = [ 11 ot = [ 15l 20

/ |f(z7 ) w(z™t)dt < o

oldugundan L, fw € L;(G) saglar. O halde L, f € Ly(w, Q) olur. w agirhgmn alt gar-

pimsalligini kullanarak

ILafll = [ a0l = [ | Dttt s

v) / P ) () = w(@)|| ], .

esitligi gerceklenir.
ii) Farz edelimki f € C.(G) ve suppf = S olsun. Yine € G ve K kiimesi = elemaninin

kompakt komsulugu ve
C =sup{w(s): s€ KS} < oo
alalim. O halde y € K i¢in y — x iken

1Ly f = Lo fII™" = /KS [fly™'t) = fa w®)dt <C | |fy™'t) = flz™'t)]dt

KS
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= Cl|lLyf = Lo fll, = 0

olur. Son olarak f fonksiyonu L;(w, G) uzaymin keyfi bir elemani ve € > 0 olmak iizere

Teorem 2.26 den || f — gl|, ,, < € saglayan ¢ € C,(G) vardir. O halde her z,y € G igin

1Ly f = Laflly < Lyl + 1 LD = 9lly 0 + Lyg = Lagy,

S E(w(y) + w(l‘)) + Lyg - Lachw
w yerel sinirli oldugundan istenilen ispatlanmis olur.

Teorem 2.28. G yerel kompakt grup, w fonksiyonu G iizerinde bir agirlik olsun. O halde
asagidaki ozellikler gerceklenir.

Her a € G i¢in

D [ Lafll, < w@lfl; .

i) [[Rafllye < w(@)[[ £l

Yine € > 0 ve U, V' birimin komsulugu olmak iizere

i) |12,/ = fll,,, <€ (e

W IB,S — flyy<c eV

Ispat:i) [| Lo fll,,, = [[Lafwlly = [If Lol < w(a).]|fwll, = w(@)||fl,,

ii) R, f icinde benzer sekilde gerceklenir.

iii) V birimin e € G kompakt komsulugu olsun. Herz € V, A > 0 i¢in w(z) < A olur.
Yine f € Li(G,w) ve € > 0 i¢in |[f — g, , < 5577 saglayan g € C,(G) vardur. e

elemaninin 6yle bir U, komsulugu vardir U. C V' ve || L,g — g||, , < § olur. Her y € U.
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icin
HLyf - fHLw < Lyf - Lyglvw + Lyg - 91,w + Hg - f”l,w

< S+ w) +1)0f =gl

< €
iv) R, f icinde benzer sekilde gergeklenir.

Teorem 2.29. G yerel kompakt grup w fonksiyonu G iizerinde bir agirlik olsun. O halde

L1 (w, G) yaklasik sol birimi ve yaklagik sag birimi vardir.

Ispat: Teorem 2.28 iii) ve iv) esitliklerinde yararlanarak L, (@) de yapilanlara benzer se-

kilde yapilir.

Ayrica Ly (w, G) uzayinin dual uzay1 L., (w, G) olur. Bu uzay
Lo(w,G)={¢:G—-R: i € Lo(G)}
w

seklinde ifade edilir.
|¢()]|

= esssu
6 = e5350p T0S

tizerindeki norm seklindedir. Yine L;(w, G) iizerindeki siirekli, dogrusal fonksiyonel

(f.6) = / F@)d@)dr  (f € Li(Gow), 6 € Lu(w,G))

seklindedir ve herhangi bir fonksiyonel iizerindeki norm ||¢|| . ,, normudur.

Ustelik ¢ € Lo (w, G) siirekli ise her z € G igin [¢(x)| < [|¢], ,w(z) olur.
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2.5. BEURLING CEBIRININ AMENABLE OLMASI

Bu kisimda G yerel kompakt grup ve w agirlik fonksiyonu olmak iizere L, (w, G)

Beurling cebirinin amenable olmasi ile G yerel kompakt grubun amenable olmas1 John-
son’in agirliksiz durumlar icin yaptig1 calismaya benzer sekilde iligkilendirildi. Ayrica
Ly (w, G) Beurling cebirinin amenable olmast i¢in gerek ve yeter kosul G yerel kompakt
grubun amenable olmasi ve sup{{2(g) : g € G} < oo olmasi seklinde ifade edildi. John-
son Teoremi’ ne benzer bir yol izlemek i¢in w agirlik fonksiyonu tizerine kosul konulmasi
gerektigi goriildii. Bu iligskilendirme yapilirken Khlemski ve Sheinberg ’ in ¢calismasindan
da yararlanarak L;(w,G) Beurling cebirinin diagonal idealinin siirli sag yaklagik bi-
rimi ile G yerel kompakt grubunun amenable olmasi i¢in gereken L., (G) iizerindeki sol
degismez bir ortalama arasinda iligki kuruldu. Teorem (2.36) ve Teorem (2.37) de ifade
edildigi gibi diagonal idealinin sinirli sag yaklagik biriminden degismez bir ortalama , ter-
sine degismez bir ortalamadan diagonal ideal i¢in sinirl sag yaklagik birim elde edilecegi
goriildii. Boylelikle L (G, w) Beurling cebirinin amenable olmasiyla ile L., (G) tizerinde
sol degismez bir ortalamanin varlig1 arasinda bag kuruldu. Bu kisimda Johnson Teorimi
Beurling cebirleri i¢in yorumlanacagindan bunun i¢in bazi temel tanim ve teoremler ve-

rildi.

Tanmm 2.27. A** = (A*)* seklinde tanmimlanan ifade A Banach cebirinin ikinci duali
olmak iizere A** iizerinde Arens ¢arpimi olarak adlandirilan ¢arpim asagidaki gibi tanim-
lanir.

A Ornek (2.3) deki sol modiil islemine gore kanonik sol A-modiil, A* Ornek (2.5) deki
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dual sag modiil islemine gore dual sag A-modiil olmak tizere ' € A*™, f € A* icin
Ff e A*dirve

(Ff)(a) = F(fa)
seklindedir. Ayrica F, G € A* ve f € A* i¢in
FG; F ve GG elemanlarinin Arens ¢carpimi olmak iizere

FG(f) = F(Gf)

seklindedir.

Teorem 2.30. A** Banach cebirinin bir sag birimi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin

bir sinirh sag yaklagsik birime sahip olmasidir.

Amenable Banach cebirleri kisminda verilen (2.3) dizisine benzer sekilde
05V S Li(w, )Ly (w, G)°P 5 Li(w,G) — 0

dizisini tanimlayalim burada V diagonal idealdir.

Teorem 2.31. Cj,.(w™,G) = {¢p € Loo(w™) : t — &;.¢ e (birim) de norm siireklidir. }

seklinde tanimlanmak iizere Ly (w, G).Loo(w™!, G) = Clue(w™!, G) saglanir.
Ispat: a € Li(w) ve f € Loo(w™") alalim. O halde Vs, t € G icin

1 1 1 1
— — <5St*a’f>_w

(05 * a, f)]
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< 1= 2 {a, )] + 16 % a — al| | £

< max{|1 — w(t)], |1 = w(t=) " }lal| + |16 * a — al||| £
diizgiin sinirlidir. O halde t — e iken ifade sifira yaklagir. Kabul edelim ki ¢ € C,.(w ™!, G)
olsun. O halde (e;),.; ag1 L;(w) i¢in sinirh yaklagik birim olmak iizere e;.¢p — ¢ ol-

dugunu gosterelim. Cohen Carpim Teoremi Onermedeki birinci esitligi verir. Agirliksiz

durumda verildigi gibi

ﬁ\(em)@) — o(s)| < sup{|1 —w(t)], |1 —w(t)"| : t € suppe;}|¢]|

+ SUP{’Z((Z?) — Z((Z))| .t € suppe;}
seklindedir ve¢ € Cy.(w™!, G) oldugundan bu ifade suppe; yeteri kadar kiigiik segilerek

keyfi kiiciiltiilebilen diizgiin bir sinirdir. Simdi kabul edelim ki ¢ — §;.¢ birimde norm

stirekli olsun. O halde s, € G i¢in

< 2|1 — 2| 4 6.6 — o

< ¢l max{|L = w(t)], [1 = w(t™) "} + [|61.6 - &

oldugunda ¢ € Cy,.(w™!) elde edilir. Geri kalan kapsam agiktir.

Ilerdeki ispatlarda M (w x w) iizerinde

yst = 5(5,1‘/) — 5(6’3,5) (S,t S G)
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seklinde tanimlanan 6lcii kullanilacaktir.

Teorem 2.32. Vy = span{zxY9": g h € G,z € Li((w x w),G)} C L1((w x w),G)

alt uzay1 diagonal idealde yogundur.

ispat:Oncelikle ¢ € Lo ((w x w)™", G) = (L1((w x w),G))* alalim ve kabul edelimki
¢ L Vo olsun. O halde ¢ L V oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in L'((w x w),G)
sinirlt yaklagik birime sahip oldugundan her y € Li(w x w) i¢in ¢.y L V oldugunu
gostermek yetecektir. Ustelik ¢.y L V, oldugu aciktir. Teorem (2.31) kullanarak ¢ nin
stirekli oldugunu varsayabiliriz. O halde her = € L, ((w x w), G) ve her g, h € G igin

0 :/ / (z % Y9 (s,t)d(s, t)dsdt

= [ Jorale(sg™ BT A(G™) — (s, (gh) ' 4)]é(s, t)dsdt

= [ [ an(s,0)[d(sg, ht) — d(s, ght)]dsdt

herg, h,s,t € G igin ¢(sg, ht) = ¢(s, ght) olur. Ustelik s=t=e i¢in ¢(g,h) = ¢(e, gh)
elde edilir. Herf € Lo (w™, Q) igin 7*(f)(s,t) = f(st) oldugundan ¢ € Imm* ger-
ceklenir ve ¢ 1 V elde edilir. Son olarakta Vy C V oldugunu gosterelim. Her f €

Loo(w™, GQ),z € Li((w x w),G) ve g, h € G igin
(x*f,xx Yo" =0

olur. Fakat

Yol (f)(s,t) = (7 f)(sg, ht) — (" f)(s, ght) = 0
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elde edilir. Boylece istenilen gosterilmis olur.
w fonksiyonu G {iizerinde alt siirekli bir agirlik olsun. Asagidaki yardimer agirliklan ta-
nimlayalim.

w=wt") (t€q) (2.4)
Qt) = w(t).w(t) (teG) (2.5)
Teorem 2.33. Kabul edelim m € Cy.(w, G) ve ¢ € Cpyc(271, G) olsun. O halde s, € G
icin
(s, t) = m(st)p(t ™)
seklinde tanimlanan déniisiim ¢/ € C,o((w x w) ™", G) saglar.

Ispat: Teorem 2.31 den lim g 4)s(c.e) |¥0-0(g.n) — %|| = 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun

icin s,t, g, h € G alalim. O halde

[0(gs. th) — (s, )| _ [m(gsth)g((th) ") — m(st)p(t™)]

w(s)w(t) B w(s)w(t)

[(m(gsth) —m(st))p((th) ") + m(st)(¢((th) ") — ¢(t™)]
w(s)w(t)

Q((th) )

= ()l

[m(gsth) —m(st)|[|¢]] +

Mud).éh-l 4

w(s
< Q) 60m.8, = m] + |l .61 — 0]
Teorem 2.31 benzer sekilde eger m € Cy.(w, G) ise (g, h) — d,.m.6, doniisiimii (e, e)

de norm siireklidir.

Tanmm 2.28. w : G — R, seklinde tanimlanan ve inf{w(s) : s € G} > 0 gercekleyen

siirekli bir agirhik ve X uzayi, X.0; C X (t € G) ve x¢ € X gergekleyen Lo (w™!, G)
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uzayinin kapali alt uzay1 olsun. X tizerindeki sol degismez bir ortalama (ys, M) = 1 ve

0;.M = M (t € G) saglayan M € X* olan pozitif bir fonksiyoneldir.

Teorem 2.34. Kabul edelim ki (2, (2.5) esitligindeki gibi tammlansin. O halde C,,.(Q7!, G)
lizerinde sol degigmez bir ortalama olmast i¢in gerek ve yeter kosul L. (271, G) lizerinde

sol degismez bir ortalama olmasidir.

Ispat: [4] referansindaki Lemma 2.2.2 versiyonunu kullanarak bu referanstaki Teorem

2.2.1 in ilgili kism1 gibi ispatlanir.
max{[(st) " — Q&) 7], 2(ts) T = Q) } < 1= Q(s)

oldugundan x¢ € C,.(27!) elde edilir. Yine My, C,.(Q 7!, G) lizerinde sol degismez bir
ortalama ve p > 0, suppp kompakt ve fG pdt = 1 gercekleyen p € L;(Q2, G) alahm. O
halde p.My = M, olur. Vektor deZerli integral zayif yakinsak ve phi € C,.(Q7!, G) ol-
mak iizere ¢.p = [, ¢.0,p(x)dz (¢ € Cue(Q7', G) tammlanmasini kullanarak £ = E~*
ve p = ‘—;13|XE gercekleyen e € G nin kompakt komsulugu E segelim. Yine (f, M) =
(p.f-p, M) (f € Loo(271, @)) tanimlayalim. O halde M déniisiimii L, (Q7!, G) iize-

rinde sol degismez bir ortalamadir.

Teorem 2.35. Kabul edelim ki p : G — [0, oo] doniistimii siirekli olsun ve r € G igin

plg) ~
SUP{—p(rgr—l) g€ Gl <
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kosulu gergeklesin. Yine
K ={m € Cy(p) : suppm kompakt,m > 0,m(e) =1, ||m| < p(e)}
alahm. Her € > 0 ve her {ry, ..., r, } sonlu kiimesi igin
max{||m(rir;) —ml|: i=1,...,n} <e

gercekleyen m € K vardir.

Ispat: Varsayalim ki olmasin. O halde {r;,...,7,} C G keyfi sonlu kiimesini ve ¢ > 0
segebiliriz. Bu yiizden her m € K igin max{||m(r;.r; ') —m|| : i = 1,...,n} > eolur.

Yine X = Cy(p) x ... x Co(p) tammlayalim ve ¢» € Cy(p), t € G,i =1,...,n i¢in

(Ti)(t) = b(ritr;t) — b(t)

alalim. O halde 0 = {(Tym,...,T,m) : m € K} kiimesi X uzaynin konveks alt kii-
mesidir ve 0 > A > 0 saglayan A > 0 vardir. Hahn-Banach Teoremi’ nden |f(o)| > 1
saglayan f € X* vardir. Simdi u; € M(p™'), (: = 1,...,n) gercekleyen X* da bir

dogrusal fonksiyonel (1, ..., pt,) formundadir. O halde m € K igin

S (T ) = 1
=1

elde edilir . Yine U, e € G nin komsulugu olmak iizere M (p~') deki dlgiilerin dig regii-
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lerliginden

1 1 1
max — + dlpl(t): i=1,...,n} < ——=
{/U/{e} ‘P(Tz'tn- D) P(t)‘ () J np(e)

gergekleyen U € U segebiliriz ve r;'Vr; CU (i = 1,...,n) gergekleyen V € U,V C

U segilir. Eger m € K ve supp(m) C Vise (I;m)(e) =0 (i = 1,...,n) kullanarak

(T, )] = | /G m(rtr ) — m(®)dp(t)] < / ) @l 0

1 1 1
< d| | (t
<l | ol (8) < Iml

vser plritry )

<

S|

~—

gerceklenir buda celigkidir.
Simdi istedigimiz sonug icin gerekli olan iki teorem ispatlanarak diagonal idealinin sinirh

yaklasik birimiyle degismez bir ortalama arasinda iligki kurulacaktir.

Teorem 2.36. Kabul edelim ki V diagonal ideali sinirli sag yaklagik birime sahip olsun .

O halde L., (27!, G) iizerinde sol degismez bir ortalama vardir.

Ispat: Teorem 2.34 den C,.(Q ', G) iizerinde sol degismez bir ortalama oldugunu gos-
termek yeterlidir. Esitlik (2.4) de oldugu sekilde @ tanimlayip, m € L. () ve k € V

alalm. O halde C,.(Q !, G) iizerinde

// k(ts,s )dsdt
G><G

seklinde k(m) fonksiyoneli tanimlayalim.

//GXGUJ o(s)|k(ts, s~ )dsdt
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_ L0 Iyt (re o e
_//ch W) wts (s 1) a(s) VWl Ikt s )ldsdt < o] [k

oldugundan k(m) iyi tammli ve siirhdir. Ustelik ||&(m)|| < ||m]|||k]|| olur. Yine k € V

oldugundan [ k(ts, s ')ds = 0 elde edilir. O halde ¢ sabit ise m € Lo, (w0, G) igin

(@, k(m)) =0 (2.6)
olur. Eger r € G ise

(6.5, = 6 Fm) = [ famDI6(rs) — o()]k(ts, s')dsdt
= [ [onem®)(s)[k(tr s, s7r) — k(ts, s)|dsdt
= [ Jarg o) mr=Hr)k(r="ts, s7ir)A(r) — m(t)k(ts, s~)]dsdt
= [ Joxa @) mr=r) (0,1 % k) (ts, s71) —m(t)k(ts, s71)]|dsdt
= (¢, (Y™ xk)(m))

+ f foG o(s)[m(r=ttr) — m(t)](6,,—1 * k)(ts, s~ ')dsdt
Son integrali (¢, m, r, k) seklinde gosterelim. O halde

(0.6, — &, k(m)) = (&, (Y™ ™" x k)(m)) + I(¢,m, 7, k) 2.7)

elde edilir. Yine ¢ € C,.(Q7!) oldugunu kabul edelim. Eger m doniisiimii kompakt des-
tekli ve siirekli ise Lemma (2.33) ve Teorem (2.31) den U(s,t) = m(st)¢(t™') fonksi-

yonu L ((w x w)™").Ly(w x w) dadir. Eger (k). ., V diagonal ideali igin siirli sag

~y€eL

yaklagik birim ise
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(6, (Y xky)(m)) = [ [m(6)é(s) (Y™ x k) (ts,s™")
= [ [m(st)p(t) (Y™ % k,)(s, t)dsdt
= (T, Y™V " xk,)

saglanir. Ustelik ¥ € Lo ((w x w),G).Li((w x w),G) ve (k) V igin smirli sag

yel >

yaklagik birim oldugundan son ifade I boyunca (W, Y”’*l> yakinsar.

(@, (V" s k) (m)) = m(e)((r) — d(e)) (2.8)

Dolayisiyla eger m(e) = 1 ise (2.7) ve (2.8) esitliklerinden

limsup, [(¢.0, — &, ky(m)) — (o(r) — ¢(e))]
< limsup, [I(¢, m,7, k)|

IN

limsup, [|¢[|[[m(r=".r) — m[[|6,-1 * ks |

N

Qr)dfollllm(r=" —m)|

burada d (k). . nin sinirdir.
Yine 7 C G sonlu kiime ve € > 0 alalim. Teorem (2.35) kullanarak mp(e) = 1,

|lmz.|| <1ver e Figin

€

Q(r)d

||m(r_1.r) —m| <

kosullarini saglayan mz, € C,.(0) segilir. ® 5 ifadesi (k. (m F.e))yer mn zayif” yakin-
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sak alt aginin limiti olarak alinsin. O halde

(9.0, — ¢, Pre) — (9(r) —o(e)) <eloll|  (reF)

F . ¢) ikilisini kapsamanin verdigi sira ve R. nin alisilmis siralamasinin carpimi ile sira-
) +

larsak ve eger @ ifadesi (P x ) nin zayif* yakinsak bir alt aginin limiti olsun. O halde

(.00 — ¢, @ = ¢(r) — ¢(e)) (2.9)
Bu yiizden eger
<¢7 M> - ¢<€) - <¢7 (I)> (¢ S Cuc(Q_l))

seklinde tanimli1 M fonksiyoneli tanimlarsak (2.6) ve (2.9) esitliklerinden M invaryanttir

ve (xa, M) gercekler. Ustelik [1] de oldugu gibi M fonksiyonelinin pozitifligi elde edilir.

Teorem 2.37. Eger L. (7!, G) iizerinde sol degismez bir ortalama var ise V diagonal

idealinin siirh sag yaklagik birimi vardir.

Ispat: )M fonksiyoneli Lo (Q ') iizerinde degismez bir ortalama olsun. Teorem 2.30 dan
V** ikinci dualinin Arens ¢arpimi icin sag birime sahip oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunun icin 7' : Crpe((w X w) ™, G) = Croe(Q7, G) seklinde

T(¢(s) = dle,e) = s,57") (¢ € Crucl(w x w) ™), s € G)
saglayan bir doniisiim tanimlayalim. Ayrica

<fa N> = 1i£n<’T(f-e’Y)7 M>
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seklinde N € Lo ((w x w) ™", G)" fonksiyoneli tammlayalim. Buradaki (€4)er »

L ((wxw), G) igin stmrh yaklagik birimdir 8yleki Loo ((w x w) ™', G)" daki f — (T'(f.ey), M)
seklinde verilen ag zayif yildiz limite sahiptir. Teorem (2.31) den iyi tanimhdir. Eger N
fonksiyonelinin ¢**(V**) i¢in bir sag birim oldugunu gosterirsek i** bir cebir izomorfizmi
oldugundan istenilene ulagilir.

Ohalde z € Li((w x w),G), st € Gve u € Loo((wx w)"",G) alahm. Dolayistyla

¢ = u.x olmak iizere

(u, 2 % Y' . N) = (¢.Y* N) = (T(.Y*"), M)

her g € G i¢in

T(),Y*")(g) = d(s,t) — d(e, st) — (¢(sg, g~ 't) — d(g, g 'st))

olur. ¢(s(s7g)~'t) = ¢(g, g~ st) oldugundan

(T(¢.Y™), M) = (g — ¢(s,t), M) = ¢(s,t) — d(e, st)

elde edilir. Ilk adimi1 M fonksiyonelinin sol degismezliginden diger adimi1 M fonksiyone-

linin bir ortalama olmasindan elde edlir. O halde

(ux x> N) = (u,z*Y*")
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Teorem (2.32) den k.N =k (k € V) seklindedir yleki

“ Li((w x w), G) = Loo((w x w) ™%, G)

ikinci duale kanonik gobmmedir. Ispati tamamlamak igin N € 7**(V**) oldugunu goster-
meliyiz.

0— V™ =" Li((wx w), )™ =™ Li(w,G)™ =0

oldugundan 7**(N') = 0 oldugunu gostermeliyiz.

T (Loo (™, G)) Ly (w X w), G) C 7 (L1 (w, G) Lo (w™r, G) L1 (w, G))

Her f € Loo(w™!,G) ve z € Li((w x w), G) igin

T(m*(f)z) € T(7*(Cuc(w™, G))) = {0}

Dolayisiyla f € Lo (w™!, G) igin

(f,m*(N)) =lm(T(7*(f)ey), M) =0

olur.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez ¢alismasinda genel olarak soyut harmonik analizdeki temel teoremler ve metodlar
kullanilmigtir. Birimli bir Banach cebirinde ¢alisilmadigindan bu tez ¢alismasi boyunca
yaklagik birim kavrami onemli olmustur. Banach cebirinin amenable olmasi i¢in yakla-
stk birimin 6nemi A. Ya. Khelemskii ve M. V. Sheinberg tarafindan [11] ¢alismasinda
sunulmugtur. Banach cebirleri i¢cin genel homoloji gelistirdikleri bu makalede amenable
kavrami yaklasik birimin varligiyla tanitilmistir. Ote yandan Banach cebirleri icin projek-

tif tensor ¢carpimi kavrami da bu ¢alisma icin kullanilan 6nemli araglardan biridir.
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4. BULGULAR

Beurling cebiri icin Johnson Teoremi asagidaki gibi verilir.

Teorem 4.1. G yerel kompakt grup olmak iizere asagidakiler denktir.
i) G amenable grup ve sup{Q2(g) : g € G} < o0

i) Hl(Ll(w> G)’ E*) = {0}

Ispat: Kabul edelimki GG amenable grup olsun ve sup{Q(g) : ¢ € G} < oo kosulu sag-
lansin. G amenable grup oldugundan L, (G) tizerinde sol degismez bir ortalama vardir.

Ayrica (2.4) ve (2.5) esitliklerinden g € G icin

Q(g) = w(g).w(g™)

seklindedir. Ustelik

w(gg™") < w(g)w(g™)

ve w pozitif bir agirlik fonksiyonu oldugundan g € G i¢in ¢ < €(g) saglayan ¢ €]0, oo
vardir.

Yine sup{Q2(g) : g € G} < oo oldugundan €2(g) < C saglayan C' €]0, oo[ vardir. Dola-
yistyla ¢, C €]0, ool igin ¢ < Q < C elde edilir. O halde L.,(Q7!, G) iizerinde sol degis-
mez bir ortalama vardir. Yine Teorem 2.37 den V diagonal idealinin sinirli sag yaklagik

birimi vardir. Ustelik Beurling cebirinin sinirli yaklagik birimi oldugundan Teorem 2.22
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den L;(w, G) amenable Banach cebiridir. Dolayistyla her £ Banach L;(w, G)-bimodiil
icin H'(Ly(w,G), E*) = {0} elde edilir.

Tersine H'(L;(w, G), E*) = {0} olsun. O halde L, (w, G) amenable Banach cebiridir.
Teorem 2.22 den V diagonal idealinin sinirh sag yaklasik birimi vardir. Yine 2.36 dan
Loo(271, Q) lizerinde sol degismez bir ortalama vardir. Ayrica  nin tammindan g € G
icin 2(g) > A > 0 saglayan A > 0 vardir. O halde L..(G) iizerinde sol degismez bir
ortalama bulunur. Dolayisiyla G amenable gruptur. Simdi sup{Q(g) : ¢ € G} <

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in o € R i¢in
E(a) = {g | Qg) < a} ve Fa) = G\E()

seklinde tanimlayalim. O halde o, 5 € Ry i¢in E(a)F () C F (g) gerceklenir. Sol

degismezlik ile eger F'(3) # () ise
o
0 < (xe@) < ZIM]|

saglar. Ustelik x& = Xm(a) + Xr(s) oldugundan (xg,m) = 1 ve al_i)Tm X Pl = 0 elde
edilir. Dolayisiyla F'(3) = () olur. Boylelikle {2(g) : g € G} kiimesi iisten sinirhdir ve
sup{Q(g) : g € G} < oo saglanir.

Bu teorem Johnson Teoremi’ ne benzer sekilde fakat w agirlik fonksiyonuna kosul kona-
rak elde edilmistir. Grup cebiri i¢in yapilan ¢alismanin agirlikli grup cebiri icin de yapi-

lacagi ortaya konmustur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde yerel kompakt grubun ve Banach cebirinin amenable olmas1 kavramlar1 incelen-
mistir. Ozel olarak da agirlikli Banach cebirleri tanitilarak bu cebirlerin amenable olmasi
calisilmigtir. Buna gore , agirlikli Banach cebirinin 6zel hali olan grup cebirleri i¢in bili-
nen iinlii Johnson teoremi, agirlikli grup cebirleri i¢in yorumlanmustir.

Hem grubun hem de Banach cebirinin amenable olmasini incelemek soyut harmonik ana-
liz icin popiiler bir konu oldugundan bununla ilgili calismalar yogun bir sekilde devam et-
mektedir. Bu calismalar sadece Banach cebirleri i¢in degil Banach modiilii, Banach ideali
icin de incelenmektedir. Ayrica zayif, yaklasik amenable kavramlar1 da popiiler arastirma

konularindandir. [6] calismasi bu alandaki calismalara bir 6rnektir.
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