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C0(G) : G üzerinde tanımlı sonsuzda sıfır olan

fonksiyonlar uzayı
Cb(G) : G üzerinde tanımlı sürekli ve sınırlı

fonksiyonlar uzayı
RUC(G) : G üzerinde tanımlı Cb(G) ye ait sağ düzgün sürekli
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fonksiyonlar uzayı
L1(G) : G üzerinde tanımlı reel veya kompleks değerli
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Bu tez soyut harmonik analizle ilgilidir ve iki temel amacı vardır.

İlk olarak, hem bir yerel kompakt grubun hem de bir Banach cebirinin amenable olma-
sını açıklamaktır. Eğer (L∞(G))? de verilen grup işlemine göre sol değişmezlik koşulunu
sağlayan normu 1 olan pozitif , doğrusal bir fonksiyonel varsa G yerel kompakt grubu
amenable olarak adlandırılır. Eğer her X Banach A-bimodül için D : A→ X? şeklindeki
her türev aynı zamanda bir iç türev ise A Banach cebiri amenable olarak ifade edilir. G
yerel kompakt grubun amenable olması için gerek ve yeter koşul G nin grup cebirinin
amenable olması Johnson Teoremi olarak bilinir.

İkinci olarak, ağırlıklı grup cebirinin yani Beurling cebirinin tanıtılmasından sonra yerel
kompakt grubun amenable olması ile Beurling cebirinin amenable olması arasındaki iliş-
kiyi çeşitli açılardan incelemektir. G yerel kompakt grup üzerinde tanımlı bir ağırlık alt
çarpımsal özelliğini sağlayan ölçülebilir, pozitif bir fonksiyondur. Ağırlıklı grup cebiri, w
ağırlık fonksiyonuna göre integrallenebilir, G üzerinde tanımlı ölçülebilir fonksiyonları-
nın cebiridir. Böylece G üzerinde tanımlı w ağırlık fonksiyonunun ek koşulu ile Johnson
Teoremine benzer bir sonuç elde edileceği [5] makalesi temel alınarak gözlemlenmiştir.

Eylül 2015, 69 sayfa

Anahtar kelimeler: Amenable, sınırlı yaklaşık birim, Beurling cebiri, konvolüsyon, ağır-
lık, diagonal(köşegensel) ideal, değişmez ortalama
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SUMMARY
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This thesis is related to the abstract harmonic analysis and has two main purposes.

Firstly, we examine the amenability of both a locally compact group G and a Banach al-
gebra. A locally compact groupG is called amenable if there is a positive linear functional
of norm 1 in (L∞(G))? that is left invariant with respect to the given group operation. A
Banach algebra A is amenable if for any A-bimodule X , any derivation D : A → X? is
inner. The fact that a locally compact groupG is amenable if and only if the group algebra
of G is amenable is known as the Johnson Theorem.

Secondly, after introducing a weighted group algebra, namely the Beurling algebra, we
examine some aspects of the relationship between the amenability in a locally compact
group and the amenability in the Beurling algebra. A weighted on a locally compact group
G is a measurable submultiplicative, strictly positive function. The weighted group al-
gebra is the algebra of measurable functions on G that are integrable with respect to the
weight w. Therefore, we observe a result similar to the Johnson Theorem based on the
main reference [5] with an additional condition on the weight w defined on G.

September 2015, 69 pages

Keywords: Amenable, bounded approximate identity, Beurling algebra, convolution, we-
ight, diagonal ideal, invariant mean.
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1. GİRİŞ

Bu çalışmada G yerel kompakt grup ve A Banach cebiri için amenable olma kavramları

çalışılmıştır. Daha sonra Beurling cebirine ilişkin tanımlamalar yapılarak Johnson Te-

oremine benzer şekilde Beurling cebirinin amenable olması ile G yerel kompakt grubun

amenable olması ilişkilendirilmiştir. 1940’ lardan beri amenable kavramı soyut harmonik

analiz için önemli kavramlardan biri olmuştur.

G yerel kompakt grubun amenable olması L∞(G) üzerinde sol değişmezlik koşulunu sağ-

layan normu 1 olan pozitif , doğrusal bir fonksiyonelin var olmasıyla açıklanmıştır.

Yine A Banach cebirinin amenable olması X Banach A -bimodül olmak üzere A Banach

cebirinin her X?-türevinin aynı zamanda bir iç türev olması veya A Banach cebirinin X?

katsayılı 1. Hochschild eş homoloji (cohomology) grubu H1(A,X?) olmak üzere her X

Banach A-bimodül için H1(A,X?) = {0} şeklinde tanımlanmıştır.

Banach cebirinin amenable olması ile yerel kompakt grubunun amenable olması arasın-

daki ilişki ilk kez 1972 yılında B. E. Johnson tarafından [9] çalışmasında incelenmiştir.

Buna göre, L1(G) Banach cebirinin amenable olması için gerek ve yeter koşul G yerel

kompakt grubun amenable olmasıdır. Bu, günümüzde Johnson Teoremi olarak bilinir ve

Banach cebirlerinin amenable olması incelenirken temel refarans olarak olarak alınır. Ay-

rıca A. Ya. Khelemskii ve M. V. Sheinberg tarafından [11] makalesinde Banach cebirleri

için genel bir homoloji teorisi geliştirilmiştir. Buna göre, Banach cebirlerinin amenable ol-

ması için yaklaşık birimin önemi açığa çıkmıştır ve A Banach cebirinin amenable olması

için gerek ve yeter koşulun A Banach cebirinin sınırlı bir yaklaşık biriminin ve diagonal

idealinin sınırlı bir sağ yaklaşık biriminin olması şeklinde tanımlanmıştır.
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Diğer taraftan G yerel kompakt grup, w G üzerinde tanımlı alt çarpımsal koşulu sağlayan

pozitif ölçülebilir fonksiyon olsun. Buna göre,

L1(w,G) = {f : G→ C | fw ∈ L1(G)}

şeklinde ifade edilmiştir. Bu uzay, girişim (konvolüsyon) işlemine göre birimli olmayan

bir Banach cebiridir veG nin ağırlıklı grup cebiri olarak adlandırılır. Bu cebir ilk kez 1938

yılında A. Beurling tarafından tanıtıldığından Beurling cebiri olarak da adlandırılır. Özel

olarak w = 1 ise L1(G) grup cebiri elde edilir. Öte yandan G nin grup cebiri ve ağırlıklı

grup cebiri soyut harmonik analizin önemli çalışma alanlarındandır.

Bu tezdeG yerel kompakt grup µHaar ölçüsü olmak üzere L1(w,G) ağırlıklı grup cebiri-

nin amenable olması ile G yerel kompakt grubun amenable olması [5] makalesi temel alı-

narak ilişkilendirilmiştir. Johnson Teoremi ağırlıklı durumlar için yorumlanarak L1(w,G)

Beurling cebirinin amenable olması için gerek ve yeter koşul G yerel kompakt grubunun

amenable olması ve sup{Ω(g) | g ∈ G} <∞ olması şeklinde verilmiştir.

Bu çalışma Giriş, Genel Kısımlar, Bulgular, Malzeme ve Yöntem , Tartışma ve Sonuç

olarak beş bölümde düzenlenmiştir.

Genel kısımlar beş alt bölüme ayrılarak tezin genel kapsamı burada verilmiştir. İlk ola-

rak, hazırlık aşaması niteliğinde tezde kullanılan önemli tanım ve teoremler sunulmuştur.

İkinci olarak G yerel kompakt grubun amenable olması kavramı verilmiştir. Bunun için

öncelikle ortalama (mean) ve değişmez (invaryant) kavramları tanıtılmıştır. Daha sonra

amenable gruba ilişkin örnekler ve özellikler verilmiştir. Yine üçüncü alt bölümde ge-

nel olarak Banach cebirin amenable olması incelenmiştir. Bunun için öncelikle bimodül,

türev, iç türev ve Hochschild eş homoloji kavramları tanıtılmıştır. Daha sonra amenable

Banach cebirine ait özellikler sunulmuştur. Son olarak süper-amenable Banach cebiri kav-

ramı ve buna ait özellikler verilmiştir.
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Dördüncü alt bölümde amenable olmasını inceleyeceğimiz Banach cebiri olan Beurling

cebiri tanıtılmıştır. Bunun için G yerel kompakt grup üzerinde tanımlı ağırlık fonksiyonu

w ve temel özellikleri verilmiştir. Bu tez çalışmasının temel amaçlarından biri Beurling

cebirinin amenable olması kavramı olduğundan L1(G,w) ağırlıklı grup cebirine ait özel-

liklere yer verilmiştir.

Son olarak G yerel kompakt grup, w ağırlık fonksiyonu olmak üzere L1(G,w) Beurling

cebirinin amenable olması ile G yerel kompakt grubun amanable olması Johnson Teore-

mine benzer şekilde ilişkilendirilmiş ve Johnson’un ağırlıksız durumlar için yaptığı ça-

lışma bu kısımda ağırlıklı durum için uygulanmıştır. Bu uygulanırken A. Ya. Khelemskii

ve M. V. Sheinberg [11] ve Grønbæk [5] makaleleri temel alınmıştır.

Malzeme ve Yöntem bölümümde tezde kullanılan yöntemler tanıtılmıştır.

Bulgular bölümde ise Johnson Teoremi ağırlıklı grup cebiri için yorumlanmıştır.

Son bölümde çalışmanın genel bir değerlendirmesi yapılarak konuya ilişkin çalışmalar-

dan bahsedilmiştir.
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2. GENEL KISIMLAR

2.1. ÖN BİLGİLER

Bu kısımda tezde kullanılan önemli tanım ve teoremler verilmiştir.

Tanım 2.1. (X, ‖.‖) bir normlu uzay ve X , K cismi üzerinde bir cebir olsun. Eğer her

x, y ∈ X için

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖

eşitsizliği sağlanırsa X cebirine K cismi üzerinde bir normlu cebir denir. Eğer her x, y ∈

X için xy = yx koşulu sağlanırsa X cebirine değişmeli normlu cebir bir e ∈ X elemanı,

her x ∈ X için ex = xe = x olacak şekilde varsa X’e birimli normlu cebir denir e

elemanına daX’in birimi denir. Ayrıca (X, ‖.‖) normlu uzayı Banach uzayı iseX normlu

cebirine Banach cebiri denir.

Tanım 2.2. (X, ‖.‖) normlu cebirinde bir {eα}α∈I ağı verilsin. Eğer her x ∈ X için

limα∈I eα.x = x oluyorsa {eα}α∈I ağı, X normlu cebiri için sol yaklaşık; her x ∈ X için

limα∈I x.eα = x oluyorsa {eα}α∈I ağı, X normlu cebiri için sağ yaklaşık birimdir denir.

Yine her iki özellik birden sağlanırsa X normlu cebirinin yaklaşık birimi vardır denir.

Eğer {eα}α∈I ağı sınırlıysa X normlu cebirinin sınırlı yaklaşık birimi olarak adlandırılır.

Uyarı 2.1. A bir Banach cebiri olsun. (eα)α∈I ağı A için sınırlı sol yaklaşık birim ve

(fβ)β∈J A için sınırlı sağ yaklaşık birim öyle ki sırasıyla M > 0, N > 0 sayıları ile

sınırlı olsun.

g(α,β) = eα + fβ − fβ.eα

şeklinde tanımlı (gα,β)(α,β)∈I×J ağı A için sınırlı yaklaşık birimdir.

I × J kümesi her α ∈ I, β ∈ J için (α, β) ≤ (ά, β́)⇔ α ≤ ά için β ≤ β́
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bağıntısıyla yönlendirilmiş küme olsun. Her a ∈ A için

‖g(α,β).a− a‖ ≤ ‖eα.a− a‖+ ‖fβ(a− eα.a)‖

≤ ‖eα.a− a‖+N‖a− eα.a‖ → 0

benzer şekilde a.g(α,β) → a gerçeklenir. Yine (α, β) ∈ I × J için

‖g(α,β)‖ ≤ ‖eα‖+ ‖fβ‖+ ‖fβ.eα‖ ≤M +N +M.N

olduğundan (g(α,β)) ağı A için sınırlı yaklaşık birimdir ([8]).

Teorem 2.1. (Cohen Çarpım Teoremi) A bir Banach cebiri olmak üzere eğer X bir

Banach sol A-modül ve A cebiri sol sınırlı yaklaşık birime sahip ise her x ∈ X ve δ > 0

için x = ay ve ‖x− y‖ ≤ δ koşullarını sağlayan a ∈ A ve y ∈ X vardır ([8]).

Tanım 2.3. G bir grup, τ da G üzerinde bir topoloji olsun. Eğer

G×G → G

(g, h) → gh

ve
G → G

g → g−1

dönüşümleri sürekliyse G grubuna bir topolojik grup denir. G topolojik grubu Housdorff

ve G topolojik grubunun her noktası kapanışı kompakt bir komşuluğa sahipse G ye yerel

kompakt grup denir. Eğer G yerel kompakt grubu değişmeli ise yerel kompakt değişmeli

grup olarak adlandırılır. Fakat biz bu tezde değişmeli olmayan yerel kompakt gruplar ile

çalışacağız.

Tanım 2.4. G yerel kompakt grup olmak üzere G üzerinde tanımlı sıfırdan farklı, po-

zitif, her x ∈ G ve G yerel kompakt grubunda her E Borel kümesi için µ(xE) =

µ(E) (µ(Ex) = µ(E)) koşulunu sağlayan regüler Borel ölçümü µ sol (sağ) Haar öl-

çümü olarak adlandırılır ([7]).

Şimdi tezde kullanılan önemli uzayların tanımlarını verelim.
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Tanım 2.5. G, µ sol Haar ölçüsüne sahip bir yerel kompakt grup ve p; 1 ≤ p ≤ ∞

koşulunu sağlayan bir reel sayı olsun. Lp(G), G üzerinde tanımlı kompleks değerli µ

ölçülebilir ve
∫
G
|f |pdµ < ∞ koşulunu sağlayan fonksiyonların denklik sınıflarının uza-

yıdır.

Ayrıca bu uzayın üzerinde tanımlanan ‖f‖p = (
∫
G
|f(x)|p)dµ

1
p normuna göre de bir Ba-

nach uzayı olduğu bilinmektedir ([14]).

Özel olarak p = 1 ise L1(G) ile gösterilir. Özellikle bu uzay tez için temel öneme sahip

olacaktır. Çünkü her f, g ∈ L1(G) için

f ∗ g(x) =

∫
f(y).g(y−1x)dy (2.1)

şeklinde diğer bir ifadeyle

f ∗ g(x) =

∫
f(xy−1).4(y−1)g(y)dy

şeklinde de tanımlanan girişim (konvolüsyon) işlemine göre bir Banach cebiridir ve G’

nin grup cebiri olarak adlandırılır. Fakat p 6= 1 ise Lp(G) nin Banach cebiri olması için

gerek ve yeter koşul G grubunun kompakt olmasıdır ([15]).

Yine özel olarak p = ∞ ise L∞(G) olarak gösterilir ve bu uzay da G üzerinde tanımlı

kompleks değerli ve µ ölçülebilir bütün sınırlı fonksiyonlarının denklik sınıflarının Ba-

nach uzayıdır ve üzerindeki norm ‖f‖∞ = ess supx∈G |f(x)| şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.6. G yerel kompakt grup olmak üzere C0(G); G üzerinde tanımlı, sürekli ve

sonsuzda sıfır olan fonksiyonların uzayı a ∈ G olmak üzere δa Dirac ölçüsü

〈f, δa〉 = f(a), (f ∈ C0(G))

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.7. G yerel kompakt grup olmak üzere Cb(G); G üzerinde tanımlı sürekli tüm

sınırlı fonksiyonlarının uzayı olmak üzere

i) G→ Cb(G), a 7→ δa ∗ f dönüşümü sürekli ise f ∈ Cb(G) sol düzgün sürekli
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ii) G→ Cb(G), a 7→ f ∗ δa dönüşümü sürekli ise f ∈ Cb(G) sağ düzgün sürekli

iii) Eğer hem sağ hem de sol düzgün sürekliyse f ∈ Cb(G) düzgün süreklidir denir ([13]).

Yukarıda tanımlanan Cb(G) ve C0(G) uzayları üzerindeki normun ‖f‖ = supx∈G |f(x)|

olduğu bilinmektedir.

Dolayısıyla

LUC(G) = {f ∈ Cb(G) : f sol düzgün sürekli}

RUC(G) = {f ∈ Cb(G) : f sağ düzgün sürekli}

UC(G) = {f ∈ Cb(G) : f düzgün sürekli}

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.8. Tanım 2.6 deki Dirac ölçüsü yardımıyla sağ ve sol öteleme fonksiyonları her

f ∈ L1(G) için

Laf = δa ∗ f, Raf = f ∗ δa

şeklinde tanımlanır.

Teorem 2.2. G yerel kompakt grup , a ∈ G ve f, g ∈ L1(G) olmak üzere La ve Ra

operatörleri aşağıdaki özellikleri sağlar

a1) Laf(x) = f(a−1x) , b1)Raf(x) = f(xa−1)4(a−1)

a2) Lab = LaLb , b2)Rab = RbRa

a3) La(f ∗ g) = (Laf) ∗ g , b3)Ra(f ∗ g) = f ∗Rag

([12]).

Teorem 2.3. Kabul edelim ki 1 ≤ p ≤ ∞ ve f ∈ L1(G) olsun. O halde aşağıdakiler

sağlanır.

i) (2.1) deki integral hemen hemen her x için mutlak yakınsaktır ve f ∗ g ∈ Lp(G) olup

‖f‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p gerçeklenir.

ii) p =∞ için f ∗ g süreklidir ([8]).

Teorem 2.4. G yerel kompakt grup için aşağıdakiler gerçeklenir.

i) f ∈ L1(G) için x→ Lx dönüşümü süreklidir.
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ii) Cc(G); G üzerinde tanımlı, sürekli ve kompakt ddestekli fonksiyonların uzayı olmak

üzere Cc(G) uzayı L1(G) uzayında yoğundur.

iii) L1(G) Banach cebiri sınırlı yaklaşık birime sahiptir ([14], [12], [8]).

Şimdi tezde kullanılan diğer önemli teoremleri verelim.

Teorem 2.5. (Fubini) X , Y yerel kompakt Housdorff uzayları µ, λ sırasıyla X ve Y

uzayları üzerinde regüler ölçüler olmak üzere eğer µ ≥ 0, λ ≥ 0 ve f ≥ 0 fonksiyonu

X × Y üzerinde Borel ölçülebilir bir fonksiyon ise

∫
X×Y

fd(µ× λ) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)dλ(y)dµ(x) =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)dλ(y) (2.2)

Yine eğer µ, λ sırasıyla X ve Y uzayları üzerinde kompleks değerli regüler ölçüler, f

fonksiyonu X × Y üzerinde Borel ölçülebilir bir fonksiyon ve

∫
X

∫
Y

|f(x, y)|d|λ|(y)d|µ|(x) <∞

ise eşitlik (2.2) sağlanır ([14]).

Yine tezde kullanılacak zayıf ve zayıf yıldız topolojilerden bahsedelim.

Tanım 2.9. X bir normlu uzay ve X? uzayı X uzayının dual uzayı olmak üzere

i) X? uzayı üzerinde tanımlanan zayıf yıldız topoloji, her x ∈ X için

X? → R, f 7→ |〈x, f〉|

şeklinde tanımlanan yarı normların yardımıyla tanımlanan yerel konveks topolojidir.

Ayrıca (fα)α, X
? uzayındaki bir ağının f ∈ X? dönüşümüne zayıf yıldız yakınsaması

için gerek ve yeter koşul her x ∈ X için lim
α
〈x, fα〉 = 〈x, f〉 olmasıdır.

ii) X uzayı üzerinde tanımlanan zayıf topoloji, her f ∈ X? için

X → R, x 7→ |〈x, f〉|

şeklinde tanımlanan yarı normların yardımıyla tanımlanan yerel konveks topolojidir.

Ayrıca (xα)α, X uzayındaki bir ağının x ∈ X dönüşümüne zayıf yakınsaması için gerek

ve yeter koşul her f ∈ X? için lim
α
〈xα, f〉 = 〈x, f〉 olmasıdır.
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Bundan sonra bu tezde zayıf ve zayıf yıldız sırasıyla z- ve z?- şeklinde gösterilmiştir.

Teorem 2.6. (Hahn-Banach) X bir normlu uzay M ⊆ X bir alt uzay olsun. O halde her

f ∈M? için ‖f̀‖ = ‖f‖ gerçekleyen f̀ ∈ X? genişlemesi vardır.

Teorem 2.7. (Banach-Alaoğlu) X normlu uzay olmak üzere X? dual uzayının kapalı

birim yuvarı z?-kompakttır.

Teorem 2.8. (Goldstine) X bir Banach uzayı olmak üzere X uzayının birim yuvarı X??

dual uzayının birim yuvarında z?-yoğundur.

Teorem 2.9. (Markov Kakutani Sabit Nokta Teoremi) X lineer topolojik uzay, ∅ 6=

K ⊆ X konveks kompakt alt kümesi ve = K dan kendisine giden sürekli lineer dönü-

şümlerinin değişmeli ailesi olsun. O halde her T ∈ = için Tp = p sağlayan bir p ∈ K

vardır ([3]).

Teorem 2.10. A bir Banach cebiri ve her a ∈ A ve ϕ ∈ A? için 〈eυa, ϕ〉 → 〈a, ϕ〉

koşulunu sağlayan (eϕ) sınırlı ağına sahip olsun. O halde A Banach cebiri bir sınırlı sol

yaklaşık birime sahiptir ([1]).

2.2. AMENABLE GRUP VE ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde G yerel kompakt grup için amenable kavramı verildi. Bunun için öncelikle

ortalama (mean) ve değişmezlik (invaryantlık) kavramları tanıtıldı. G yerel kompakt gru-

bun amenable olması için gerek ve yeter koşul L∞(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama

olması şeklinde ifade edildi.

2.2.1. Sol Değişmez Ortalama

Tanım 2.10. G yerel kompakt grup, E L∞(G) uzayının alt uzayı m : E → C doğrusal,

sınırlı ve 〈1,m〉 = ‖m‖ = 1 koşulunu sağlayan bir fonksiyonel olsun. Bu durumda m

fonksiyoneli E üzerinde bir ortalama olarak adlandırılır.

Tanım 2.11. G yerel kompakt grup, m fonksiyoneli E üzerinde bir ortalma olsun. Eğer
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her g ∈ G, f ∈ E için

〈Lgf,m〉 = 〈δg ∗ f,m〉 = 〈f,m〉

koşulu sağlanırsa m sol değişmezdir denir.

Teorem 2.11. G yerel kompakt grup ve m : E → C ve m(1) = 1 koşulunu sağlayan bir

doğrusal fonksiyonel olmak üzere aşağıdakiler denktir.

i) m bir ortalamadır.

ii) m bir büzülmedir. (∀f ∈ E için |〈f,m〉| ≤ ‖f‖∞)

iii) m pozitiftir. (∀f ∈ E ve f ≥ 0 için 〈f,m〉 ≥ 0

İspat: Kabul edelim ki m bir ortalama olsun. O halde m’ nin bir büzülme fonksiyonu ol-

duğunu gösterelim. Her f ∈ E için m ∈ E∗ olduğundan |〈f,m〉| ≤ ‖f‖∞.‖m‖ = ‖f‖∞

olur. Bu durumda m bir büzülmedir. Kabul edelim ki m bir büzülme fonksiyonu olsun.

O halde m nin bir ortalama olduğunu gösterelim. Böylece öyle bir f ∈ b1(E) vardır ki

|〈f,m〉| ≤ 1 olur ve supf∈b1(E) |〈f,m〉| = ‖m‖ ≤ 1 elde edilir. Ayrıca 1 ∈ b1(E) oldu-

ğundan ‖m‖ ≥ |〈1,m〉| = 1 koşulu sağlanır.

O halde ‖m‖ = 1 olur. Böylece m nin bir ortalama olduğu elde edilir.

Kabul edelim ki m bir büzülme fonksiyonu olsun. O halde m nin pozitif olduğunu gös-

terelim. Öncelikle f ∈ E reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer‖f‖∞ = 0 ise |〈f,m〉| ≤

‖f‖∞ olduğundan 〈f,m〉 = 0 olur. Bu nedenle ‖f‖∞ > 0 alalım. Kabul edelim ki

〈f,m〉 = a + ib a, b ∈ R öyleki b 6= 0 ve t ∈ R için b2 + 2bt > ‖f‖2
∞ koşullarını
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sağlasın.

(b+ t)2 ≤ |a+ i(b+ t)|2 = |〈f + it1,m〉|2 ≤ ‖f + it1‖2
∞ = ‖f‖2

∞ + t2

olduğundan b2 +2bt ≤ ‖f‖2
∞ çelişkisi elde edilir. O halde b = 0 olur. Böylece 〈f,m〉 ∈ R

olur. Şimdi f ≥ 0 olduğunu kabul edelim ve g = 2
‖f‖∞

f−1 alalım. Bu durumda ‖g‖∞ ≤ 1

ve |〈g,m〉| ≤ 1 olur. Yine f reel değerli bir fonksiyon olduğundan g de reel değerlidir.

Üstelik |〈g,m〉| ∈ [−1, 1] gerçeklenir. Böylece

〈f,m〉 =
‖f‖∞

2
〈1 + g,m〉 =

‖f‖∞
2

(1 + 〈g,m〉) ≥ 0

olduğundan m pozitif olarak elde edilir.

Kabul edelim ki m pozitif bir fonksiyon olsun. O halde m nin büzülme fonksiyonu oldu-

ğunu gösterelim. Öncelikle f ∈ E reel değerli olsun ve g = ‖f‖∞.1− f alalım. O halde

g ≥ 0 olur m büzülme olduğundan 〈g,m〉 ≥ 0 elde edilir.

〈f,m〉 = 〈‖f‖∞.1,m〉 − 〈g,m〉 ≤ ‖f‖∞〈1,m〉 = ‖f‖∞

Benzer şekilde g = ‖f‖∞.1 + f alalım. Eğer 〈f,m〉 ≥ −‖f‖∞ ise |〈f,m〉| ≤ ‖f‖∞ olur.

Keyfi f ∈ E için r > 0, φ ∈ [0, 2π) olmak üzere 〈f,m〉 = r.eiφ alalım ve f1, f2 ∈ E

reel değerli fonksiyonlar olmak üzere e−iφf = f1 + if2 sağlasın. O halde

|〈f,m〉| = r = e−iφ〈f,m〉 = 〈e−iφf,m〉 = 〈f1,m〉+ i〈f2,m〉
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olduğundan 〈f2,m〉 = 0 elde edilir.

|〈f,m〉| = 〈f,m〉 ≤ ‖f‖∞ ≤ ‖e
−iφf‖∞ = ‖f‖∞

m’ nin büzülme fonksiyonu olduğu elde edilir. Dolayısıyla denklik gösterilmiş olur.

Tanım 2.12. E üzerinde tanımlanan ortalamaların kümesi M(E) ile gösterilir ve

M(E) = {m|m : E → C doğrusal, sınırlı 〈1,m〉 = ‖m‖ = 1}

şeklinde tanımlanır.

Teorem 2.12. M(E) kümesi z?- kompakttır ve konvekstir.

İspat: (mα)α; M(E) de bir ağ öyle ki m ∈ M(E∗) olmak üzere z? − limαmα = m

gerçeklensin ve 1 = |〈1,mα〉| → 〈1,m〉 olduğundan 〈1,m〉 = 1 olur. Keyfi f ∈ E için

|〈f,mα〉| → 〈f,m〉 ve her mα için |〈f,mα〉| ≤ ‖f‖∞ olduğundan |〈f,m〉| ≤ ‖f‖∞

olur ve M(E), b1(E∗) tarafından içerilir. Her m ∈ M(E) için m ∈ b1(E∗) olur.

Böylece b1(E∗) Banach- Alaoğlu Teoremi’ nden z?-kompakt olduğuna göre M(E), z?-

kompakttır.

Ayrıca m,n ∈M(E) ve t ∈ [0, 1] olmak üzere

〈1, tm+ (1− t)n〉 = t〈1,m〉+ (1− t)〈1.n〉 = t+ 1− t = 1
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olur ve her f ∈ E için

|〈f, tm+ (1− t)n〉| ≤ t|〈f,m〉|+ (1− t)|〈f,m〉| ≤ t‖f‖∞ + (1− t)‖f‖∞ = ‖f‖∞

elde edilir. Böylelikle tm+ (1− t)n ∈M(E) olur. Dolayısıyla M(E) konvekstir.

Teorem 2.13. G yerel kompakt grup olmak üzere aşağıdakiler denktir.

i) L∞(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama vardır.

ii) Cb(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama vardır.

iii) LUC(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama vardır.

İspat: L∞(G) üzerindeki sol değişmez bir ortalamanın Cb(G) ye kısıtlanışı da Cb(G)

üzerinde sol değişmez bir ortalamadır.

m : L∞(G)→ C doğrusal 〈1,m〉 = ‖m‖ = 1

şeklindedir.

m|Cb(G) : Cb(G)→ C olduğundan her f ∈ Cb(G) için m(f) = m|Cb(G)(f)

gerçeklenir. Benzer şekildeCb(G) üzerindeki sol değişmez ortalamanınLUC(G) ye kısıt-

lanışı da LUC(G) üzerinde sol değişmez bir ortalamadır. Dolayısıyla LUC(G) ⊂ Cb(G)

olduğundan benzer şekilde gerçeklenir. Yine LUC(G) üzerinde sol değişmez bir ortala-

madan L∞(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama bulalım. K birimin simetrik, kompakt
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bir komşuluğu ve m , LUC(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama olsun ve

m̄ : L∞(G) → C

φ → 〈χk ∗ φ,m〉

şeklinde tanımlansın. Böylece φ ∈ L∞(G) teorem (2.3) den χk ∗ φ ifadesi G üzerinde

süreklidir.

Her x ∈ G ve φ ∈ L∞(G) için

|χk ∗ φ(x)| ≤
∫

G

|χk(t) ∗ φ(t−1x)|mG(dt) ≤ ‖φ‖∞µG(K)

olduğundan χk ∗ φ ∈ Cb(G) olur. Buna ek olarak (gα)α G üzerinde tanımlı ve g ∈ G ye

yakınsayan bir ağ olsun.

‖Lgα(χk ∗ φ)− Lg(χk ∗ φ)‖∞ = ‖(Lgαχk ∗ φ)− (Lgχk) ∗ φ‖∞ = ‖(Lgαχk − Lgχk) ∗ φ‖∞

≤ ‖Lgαχk − Lgχk‖1‖φ‖∞ ↪→ 0 olduğundan

χk ∗ φ ∈ LUC(G) olur. Böylelikle m̄ iyi tanımlıdır. Her φ, ψ ∈ L∞(G) α, β ∈ K için

m̄(αφ+βψ) = 〈χk ∗ (αφ+βψ),m〉 = α〈χk ∗φ,m〉+β〈χk ∗ψ,m〉 = αm̄(φ) +βm̄(ψ)

gerçeklendiğinden m̄ , L∞(G) üzerinde doğrusal bir fonksiyoneldir. Ayrıca y ∈ G için

χk ∗ 1(y) =

∫
G

χk(t).1(y)µG(dt) = µG(K)

olduğundan m̄(1) = µG(K) olur. Buna ek olarak φ ∈ L∞ negatif olmayan bir fonksiyon
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ve x ∈ G için

t ↪→ χk(t).φ(t−1x) ≥ 0

elde edilir. Bu yüzden her x ∈ G için χk ∗ φ(x) ≥ 0 olur ve m fonksiyoneli LUC(G)

de bir ortalama olduğundan φ ∈ L∞ , φ ≥ 0 için

m̄(φ) = 〈χk ∗ φ,m〉 ≥ 0

K nın simetriliğinden; her x ∈ G için Rgχk = Lg−1χk sağlanır.

Bundan dolayı g ∈ G , x ∈ G , φ ∈ L∞(G) için

(χk ∗ Lgφ)(x) =

∫
G

χk(y).Lgφ(y−1x)µG(dy) =

∫
G

Rgχk(y).φ(y−1x)µG(dy)

=

∫
G

Lg−1χk(y).φ(y−1x)µG(dy) = (Lg−1χk)∗φ(x) = Lg−1(χk∗φ)(x)

olduğundan ve m’ nin LUC(G)’ deki değişmezliğinden g ∈ G , φ ∈ L∞ için

m̄(Lgφ) = 〈χk ∗ Lgφ,m〉 = 〈Lg−1(χk ∗ φ),m〉 = 〈χk ∗ φ,m〉 = m̄(φ)

elde edilir.

Eğer normalize edersek m̃ = m̄
µG(K)

L∞(G) üzerinde sol değişmez bir ortalamadır.

2.2.2. Amenable Grup ve Özellikleri

Tanım 2.13. G yerel kompakt grup olmak üzere eğer L∞(G) üzerinde sol değişmez bir

ortalama bulabiliyorsak G amenable grup olarak adlandırılır.
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Aşağıdaki örnekler [13] kitabından alınmıştır.

Örnek 2.1. G kompakt topolojik grup ve µ normalize edilmiş Haar ölçüsü olmak üzere

m : L1(G) → C

f →
∫
fµG

şeklinde tanımlanan dönüşüm L1(G) üzerinde sol değişmez bir ortalamadır. m fonksiyo-

neli L∞(G) ⊂ L1(G) olmak üzere L∞(G) ye kısıtlanışı da sol değişmez bir ortalama

olduğundan G amenable gruptur. Şimdi bunu gerçekleyelim.

Her f, g ∈ L1(G) α, β ∈ K olmak üzere

m(αf + βg) =

∫
G

(αf + βg)mG = α

∫
G

fmG + β

∫
G

gmG

m(1) =

∫
G

mG = 1,

için

|m(f)| = |
∫

G

fmG| ≤
∫

G

|f |mG = ‖f‖1 ⇒ ‖m‖ ≤ 1

elde edilir. Dolayısıyla m fonksiyoneli L1(G) üzerinde bir ortalamadır.

〈m,Lgf〉 =

∫
G

LgfmG =

∫
G

fmG = 〈m, f〉

gerçeklendiğinden m fonksiyoneli L1(G) üzerinde sol değişmez bir ortalamadır. Yine

L∞(G) ⊂ L1(G) olduğundan m |L∞(G) kısıtlanışı da L∞(G) üzerinde değişmez bir orta-

lamadır. Dolayısıyla kompakt olan her grup amenable gruptur.

Örnek 2.2. G yerel kompakt değişmeli grup olsun. K kümesi L∞(G) üzerinde tanımlı
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tüm ortalamaların kümesi olmak üzere φ ∈ L∞, n ∈ (L∞(G))? için

Tg : (L∞(G))? → (L∞(G))?, 〈Tgn, φ〉 = 〈δg ∗ φ, n〉

şeklinde bir dönüşüm tanımlansın. Öncelikle bu dönüşümün z?-sürekli olduğunu göstere-

lim. Şimdi (L∞(G))? üzerinde tanımlı m ∈ (L∞(G))? yakınsayan bir (mα)α ağı alalım.

mα
z?→ m iken Tgmα

z?→ Tgm

olduğunu göstermeliyiz.

Her φ ∈ L∞(G) için

|〈Tgmα − Tgm,φ〉| = |〈Tg(mα −m), φ〉| = |〈δg ∗ φ,mα −m〉| ↪→ 0

olduğundan Tg, z?-süreklidir.

Şimdi K kümesinin dönüşüm altında değişmez kaldığını yani m ∈ K için Tgm ∈ K

olduğunu gösterelim. Eğer m ∈ (L∞(G))? ise Tgm ∈ (L∞(G))? olur.

〈Tgm, 1〉 = 〈δg ∗ 1,m〉 = 〈Lg1,m〉 = 1

φ ≥ 0 iken 〈Tgm,φ〉 = 〈δg ∗ φ,m〉 = 〈Lgφ,m〉 ≥ 0

olduğundan Tgm ∈ K elde edilir. Dolayısıyla K invaryanttır. Son olarak her g, h ∈ G

için Tgh = Tg.Th olduğunu gösterelim.

〈Tghm,φ〉 = 〈δgh ∗ φ,m〉 = 〈Lghφ,m〉 = 〈Tgm,φ〉.〈Thm,φ〉
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Lghφ(x) = φ(h−1g−1x) = Lhφ(g−1x) = Lh.Lgφ(x)

elde edilir. Markov Kakutani Sabit Nokta Teoremi’nden Tg(m) = m gerçekleyen m ∈ K

vardır. O halde 〈Tgm,φ〉 = m(φ) iken m(Lgφ) = m(φ) olduğundan G amenable gruptur.

Dolayısıyla değişmeli her yerel kompakt grup amenable gruptur.

Teorem 2.14. G yerel kompakt grubunun amenable olması için gerek yeter koşul L∞(G)

üzerinde sağ değişmez bir ortalamanın var olmasıdır.

İspat:G yerel kompakt grubu amenable olsun. Dolayısıyla L∞(G) üzerinde sol değişmez

bir ortalama vardır. O halde m fonksiyoneli L∞(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama

olsun. Her φ ∈ L∞ ve her g ∈ G için φ̃(g) = φ(g−1) şeklinde φ̃ ∈ L∞(G) alalım.

φ̃ : L∞(G)→ C, φ 7→ 〈φ̃,m〉

tanımlayalım .

m̃(αφ+ βψ) = 〈αφ̃+ βψ̃,m〉 = α〈φ̃,m〉+ β〈ψ̃,m〉 = αm̃(φ) + βm̃(ψ)

olur.

m̃(1) = 〈1̃,m〉 = 〈1,m〉 = 1

elde edilir.

φ ≥ 0 olmak üzere φ̃ 〈m̃, φ〉 = 〈φ̃,m〉 ≥ 0
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olduğunda m̃, L∞(G) üzerinde bir ortalamadır. Ayrıca

〈φ ∗ δg, m̃〉 = 〈Rgφ, m̃〉 = 〈 ˜(Rgφ),m〉 = 〈Lgφ̃,m〉 = 〈φ̃,m〉 = 〈φ, m̃〉

gerçeklendiğinde m̃, L∞(G) üzerinde sağ değişmez bir ortalamadır. Tersine L∞(G) üze-

rinde sağ değişmez bir ortalama var ise aynı şekilde sol değişmez bir ortalama tanımlanır.

Grubun amenable olmasına ilişkin aşağıdaki temel teoremi de verelim.

Teorem 2.15. G yerel kompakt amenable grup , H de yerel kompakt grup olmak üzere

eğer θ : G → H sürekli homomorfizm ve ¯θ(G) = H gerçekleniyorsa H yerel kompakt

grup da amenable gruptur.

İspat: Banach cebirleri arasında

θ? : Cb(G) → Cb(H)

φ → φ ◦ θ

şeklinde sürekli bir homomorfizm tanımlayalım. Her φ, ψ ∈ Cb(G) olmak üzere

θ?(φ.ψ) = (φ.ψ) ◦ θ = φ.ψ(θ) = φ(θ).φ(ψ) = θ?(φ).θ?(ψ)

olduğundan θ? bir homomorfizmadır. Şimdiθ?φ ∈ LUC(G) olduğunu gösterelim. O

halde φ ∈ LUC(H) ve g ∈ G yakınsayan bir (gα)α ağı alalım. Dolayısıyla

lim
α
δgα ∗ θ?φ = lim

α
θ?δθ(gα) ∗ φ = θ?δθ(g) ∗ φ = δg ∗ θ?φ

olduğundan θ?φ ∈ LUC(G) elde edilir. Ayrıca G amenable olduğundan LUC(G) de sol
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değişmez bir m ortalama vardır. O halde φ ∈ LUC(H) için

〈φ, m̃〉 = 〈θ?φ,m〉

koşulunu sağlayan m̃ ∈ (LUC(H))? tanımlayalım.

Her φ, ψ ∈ LUC(H) α, β ∈ K olmak üzere

〈αφ+ βψ,m〉 = 〈θ?(αφ+ βψ),m〉 = 〈(αφ+ βψ) ◦ θ,m〉 = α〈φ ◦ θ,m〉+ β〈ψ ◦ θ,m〉

olur.

α〈θ?φ,m〉+ β〈θ?ψ,m〉 = α〈φ, m̃〉+ β〈ψ, m̃〉

elde edilir ve

〈1, m̃〉 = 〈θ?1,m〉 = 〈1 ◦ θ,m〉 = 1

sağlanır. Ayrıca φ ∈ LUC(H) φ ≥ 0 olmak üzere

〈φ, m̃〉 = 〈θ?φ,m〉 = 〈φ ◦ θ,m〉 ≥ 0

olduğundan m̃, LUC(H) de bir ortalamadır. Yine g ∈ G olmak üzere

〈δθ(g) ∗ φ, m̃〉 = 〈θ?(δθ(g) ∗ φ),m〉 = 〈δg ∗ θ?φ,m〉 = 〈θ?φ,m〉

olduğundan m̃, LUC(H) de sol değişmez bir ortalamadır.

Son olarak h ∈ H olmak üzere θ(G) = H olduğundan lim
α
θ(gα) = h gerçekleyen G
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üzerinde tanımlı (gα)α ağı vardır. Her φ ∈ LUC(H) için

lim
α
δθ(gα) ∗ φ = δh ∗ φ = 〈δh ∗ m̃〉 = lim

α
〈δθ(gα) ∗ φ, m̃〉 = 〈φ, m̃〉

olduğundan H amenable gruptur.

2.3. AMENABLE BANACH CEBİRLERİ

Bu bölümde Banach cebirleri için amenable olma kavramı verildi. Bunun için öncelikle

türev ve iç türev kavramları tanıtıldı. Daha sonra Hochchild eş homolojiden bahsedildi.

Bir A Banach cebirinin amenable olması için gerek ve yeter koşul her X?-türev için

H1(A,X?) = 0 olması şeklinde ifade edildi.

2.3.1. Banach Bimodüller ve Hochschild Eş Homoloji (Cohomology)

Tanım 2.14. A, C üzerinde bir Banach cebiri X de bir vektör uzayı olsun. Eğer

A×X → X (a, x)→ a.x

şeklinde tanımlanan ve

∀a, b ∈ A, ∀x ∈ X için a(b.x) = (ab).x

koşulunu sağlayan bilineer dönüşüm var ise X’ e sol A-modül denir. Benzer şekilde

X × A→ X (x, a)→ x.a
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şeklinde tanımlanan ve

∀a, b ∈ A, ∀x ∈ X için (x.a)b = x.(ab)

koşulunu sağlayan bilineer dönüşüm var ise X’ e sağ A-modül denir. Tanımlanan dönü-

şümlerden ilki sol modül çarpımı ikincisi ise sağ modül çarpımı şeklinde ifade edilir. A

Banach cebiri değişmeli olduğunda X sol A-modülü aynı zamanda sağ A-modülü olur

ve X A-modül şeklinde adlandırılır. Ayrıca X vektör uzayı hem sol A-modül hem sağ

A-modül olmak üzere

∀a, b ∈ A, ∀x ∈ X için a(x.b) = (a.x)b

koşuluda sağlanırsa X vektör uzayı A-bimodül olarak adlandırılır.

Tanım 2.15. A Banach cebiri ve X Banach uzayı A-bimodülü olsun. Bir κ ≥ 0, her

a ∈ A ve her x ∈ X için

‖a.x‖ ≤ κ‖a‖.‖x‖, ‖x.a‖ ≤ κ‖x‖.‖a‖

koşulunu sağlıyorsa X Banach A-bimodül olarak adlandırılır. ([1])

Örnek 2.3. A bir Banach cebiri olsun X = A alalım. X Banach uzayıdır modül iş-

lemlerini de sağ ve sol çarpım olarak alalım. O halde X Banach cebiri A-bimodül ve

‖a.x‖ = ‖a‖.‖x‖ ve ‖x.a‖ = ‖x‖.‖a‖ olacağından X Banach A-bimodüldür. A üzerinde

kanonik Banach A-bimodülü kendisidir.

Örnek 2.4. X bir Banach uzayı A bir Banach cebiri olmak üzere , her a ∈ A her x ∈ X
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için sıfır sol işlemi a.x = 0 sıfır sağ işlemi x.a = 0 şeklinde tanımlanan işlemler olmak

üzere X Banach uzayı A- bimodüldür. X Banach uzayı ve

0 = ‖a.x‖ ≤ ‖a‖x‖ ve 0 = ‖x.a‖ ≤ ‖x‖‖a‖

sağlandığından X Banach A-bimodüldür.

Örnek 2.5. X Banach A-bimodül olmak üzere X? dual uzayı üzerine Banach A-bimodül

yapısı kurulur. Öyleki sağ ve sol modül işlemleri ∀x ∈ X ∀a ∈ A ∀f ∈ X? için

〈x, a.f〉 = 〈x.a, f〉, 〈x, f.a〉 = 〈a.x, f〉

tanımlanır. Buna göre

〈x, a(b.f)〉 = 〈x.a, b.f〉 = 〈(x.a).b, f〉 = 〈x.(ab), f〉 = 〈x, (ab).f〉

〈x, (f.a).b〉 = 〈b.x, f.a〉 = 〈a.(b.x), f〉 = 〈(ab).x, f〉 = 〈x, f.(ab)〉

〈x, a(f.b)〉 = 〈x.a, f.b〉 = 〈b.(x.a), f〉 = 〈(b.x).a, f〉 = 〈b.x, a.f〉 = 〈x, (a.f).b〉

gerçeklendiğinde X? A-bimodül

‖a.f‖ = sup
‖x‖≤1

|〈x, a.f〉| = sup
‖x‖≤1

|〈x.a, f〉| ≤ sup
‖x‖≤1

|κ‖f‖.‖x.a‖ = sup
‖x‖≤1

|κ‖f‖.‖x‖.‖a‖ = κ‖f‖‖a‖

Benzer şekilde

‖f.a‖ = sup
‖x‖≤1

|〈x, f.a〉| = sup
‖x‖≤1

|〈a.x, f〉| ≤ sup
‖x‖≤1

|κ‖f‖.‖a.x‖ = sup
‖x‖≤1

|κ‖f‖.‖x‖.‖a‖ = κ‖f‖‖a‖
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gerçeklendiğinden X? Banach A-bimodüldür. Dual Banach A-bimodül olarak adlandırı-

lır.

Örnek 2.6. G yerel kompakt grup olsun. Her f ∈ L1(G), φ ∈ L∞(G) için

f.φ = f ∗ φ, φ.f = (

∫
G

f.dmG).φ

modül işlemleri L∞(G) üzerinde bir Banach L1(G)-bimodül kurar. Her f1, f2 ∈ L1(G)

ve φ ∈ L∞(G) için

f1(f2.φ) = f1(f2 ∗ φ) = f1 ∗ (f2 ∗ φ) = (f1 ∗ f2) ∗ φ = (f1f2).φ

Fubini Teoreminden ve mG sol değişmezliğinden

φ.(f1 ∗ f2) = (

∫
G

(f1 ∗ f2)(x)mG(dx)).φ = (

∫
G

∫
G

f1(y)f2(y−1x)mG(dy)mG(dx))φ

= (

∫
G

∫
G

f1(y)f2(y−1x)mG(dx)mG(dy))φ = (

∫
G

f1(y)(

∫
G

f2(x)mG(dx))mG(dy)).φ

(

∫
G

f1(y)mG(dy)

∫
G

f2(x)mG(dx)).φ = (φ.f1)f2

(f1.φ)f2 = (

∫
G

f2dmG)(f1 ∗ φ) = f1 ∗ (

∫
G

f2dmG)φ = f1(φ.f2)

olduğundan L∞(G), L1(G) -bimodüldür. Teorem 2.3 den

‖f.φ‖∞ ≤ ‖f‖1.‖φ‖∞

‖φ.f‖∞ = sup
x∈G
|(
∫
G

f(x)mG(dx)).φ| = sup
x∈G
|
∫
G

f(x)mG(dx)|.|φ|
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≤ ‖φ‖∞ sup
x∈G

∫
G

|f(x)|mG(dx) ≤ ‖φ‖∞.‖f‖1

olduğundan L∞(G), Banach L1(G)-bimodüldür.

Tanım 2.16. A Banach cebiri ve X Banach A-bimodül olsun. Her x ∈ X, n ∈

{−1, 0, 1, ...} için

δ−1 : {0} → X 0→ 0

δ0 : X → L(A,X), (δ0x)(a) = a.x− x.a

ve n ≥ 1 için Ln(A,X)→ Ln+1(A,X)

(δnT )(a1, a2, ..., an+1) = a1T (a2, ..., an+1) + Σn
j=1(−1)jT (a1, ..., ajaj+1, ..., an+ 1)

+(−1)n+1T (a1, a2, ..., an).an+1

şeklinde δn dönüşümü tanımlansın. Zn(A,X) = Kerδn ve Bn(A,X) = Imδn−1 göste-

rilmek üzere

Zn(A,X) = {T ∈ Ln(A,X) | δnT ≡ 0}

Bn(A,X) = {T ∈ Ln(A,X) | ∃K ∈ Ln−1(A,X); δn−1K = T}

şeklindedir. Her n ∈ N0 için δn+1δn ≡ 0 iddiasının doğru olduğunu gösterelim.

n = −1 için doğruluğu açıktır açıktır.

n = 0 için doğru olduğunu gösterelim.δ1δ0 ≡ 0 için ∀x ∈ X için δ1δ0(x) = 0 olmalıdır.

(δ1(a.x− x.a))(a1, a2) = a1(a.a2 − a2.a)− aa1.a2 = a1.a2a+ (aa1 − a1a).a1 = 0
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n ≥ 1 için n=k için doğru olduğunu kabul edelim. δk+1δk ≡ 0 dır.

n = k + 1 için doğru olduğunu gösterelim.

δk+1δk ≡ 0⇒ δk+2(δk+1δk) ≡ 0⇒ (δk+2(δk+1δk))(K) = 0⇒ δk+2δk+1(δk(K)) = 0

δk(K) = 1 ∈ Ln+1(A,X)⇒ δk+2δk+1 = 0

O halde Bn(A,X) ⊂ Zn(A,X), n ∈ N0 olduğunu gösterelim T ∈ Bn(A,X) ala-

lım ∃K ∈ Ln−1(A,X); δn−1K ≡ T ayrıca δnT = δnδn−1K = 0 olduğundan

T ∈ Zn(A,X) dir. Üstelik (Ln(A,X), δn) ikilisi eş zincir (cochain)yapısı (kompleks)

olarak tanımlanır.

δn← Ln(A,X)
δn−1

← ...←δ1 Ln(A,X)←δ0 X ←δ−1 {0}

de Hochschild eş zincir yapısı denir.

Hn(A,X) = Zn(A,X)\Bn(A,X)

şeklinde tanımlanan gruba da X katsayılı n.Hochschild eş homoloji grubu denir.

2.3.2. Amenable Banach Cebiri ve Özellikleri

Tanım 2.17. A Banach cebiri veX BanachA-bimodül olmak üzereD : A→ X şeklinde

tanımlanan sınırlı doğrusal dönüşüm her a, b ∈ A içinD(ab) = D(a).b+a.D(b) koşulunu

sağlıyorsa bir türev olarak adlandırılır. A Banach cebirinin tüm X-türevlerinin kümesi

Z1(A,X) ile gösterilir. Ayrıca her x ∈ X için adx : A → X, a → a.x − x.a şeklinde
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tanımlanan doğrusal sınırlı dönüşüm de iç türev olarak ifade edilir. A Banach cebirinin

bütün iç türevlerinin kümesi B1(A,X) ile gösterilir. Her a, b ∈ A için

adx(ab) = (ab).x−x.(ab) = a(b.x)−a(x.b)+(a.x)b− (x.a)b = a.adx(b)+adx(a).b⇒

adx ∈ Z1(A,X)olduğundan B1(A,X) ⊂ Z1(A,X)dir.

Tanım 2.18. A bir Banach cebiri X bir Banach A- bimodül olmak üzere H1(A,X) =

Z1(A,X)\B1(A,X) bölüm uzayına A Banach cebirinin X katsayılı 1. Hochschild eş

homoloji grubu olarak ifade edilir. O halde X Banach A-bimodülü için H1(A,X) = {0}

olması için gerek ve yeter koşul tüm X-türevlerinin iç türev olmasıdır.

Tanım 2.19. A Banach cebiri olsun. Her X Banach A-bimodül için H1(A,X?) = {0}

oluyorsa A amenable Banach cebiridir.

Teorem 2.16. A ve B Banach cebirleri olsun. Eğer A Banach cebiri amenable ve üstelik

ϕ : A → B şeklinde tanımlanan sürekli, homomorfizm ϕ(A) = B koşullarını sağlayan

bir dönüşüm var ise B Banach cebiri de amenable Banach cebiridir.

İspat: X Banach B-bimodül ve D : B → X? sınırlı bir X? türev olsun. D dönüşü-

münün X?-türevin bir iç türev olduğunu gösterelim. Her x ∈ X, a ∈ A için a.x =

ϕ(a).x, x.a = x.ϕ(a) modül işlemlerine göre

b(a.x) = b(ϕa.x) = (ϕ(b).ϕ(a)).x = ϕ(b.a).x = (b.a).x

(x.a)b = (x.ϕ(a))b = x(ϕ(a).ϕ(b)) = x.ϕ(a.b) = x.(ab)
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(a.x).b = (ϕ(a).x).b = ϕ(a).x.ϕ(b) = ϕ(a)(x.ϕ(b)) = a(x.b)

‖a.x‖ = ‖ϕ(a).x‖ ≤ ‖ϕ(a)‖‖x‖ ≤ ‖ϕ‖‖a‖‖x‖

‖x.a‖ = ‖x.ϕ(a)‖ ≤ ‖x‖‖ϕ(a)‖ ≤ ‖ϕ‖‖a‖‖x‖

gerçeklendiğinden X Banach A-bimodüldür. Her a, b ∈ A için

D(ϕ(a.b)) = D(ϕ(a).ϕ(b)) = D(ϕ(a))ϕ(b) + ϕ(a)D(ϕ(b)) = D(ϕ(a))b+ a(ϕ(b))

ve

‖D(ϕ(a))‖ ≤ ‖D‖.‖ϕ(a)‖ = ‖D‖‖ϕ‖‖a‖

olduğundan D ◦ϕ : A→ X? bir X?-türevdir. A amenable Banach cebiri olduğundan her

türev iç türevdir. Öyle bir f ∈ X? vardır

D(ϕ(a))a.f − f.a = ϕ(a).f − f.ϕ(a)

ya da

D(y) = y.f − f.y y ∈ ϕ(a)

ϕ(A) = B sağlar ve D dönüşümü sürekli olduğundan

D(b) = limD(bn) = lim(bnf − fbn) = lim bnf − lim f.bn = b.f − f.b

olduğundan D türevi aynı zamanda B Banach cebiri için bir iç türevdir. Dolayısıyla B

Banach cebiri amenable Banach cebiridir.
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Sonuç 2.1. A amenable Banach cebiri I ⊂ A Banach cebirinin kapalı bir ideali olsun. O

halde A/I amenable Banach cebiridir.

İspat: A → A | I tanımlanan kanonik dönüşümü örten bir homomorfizma olduğundan

süreklidir. Dolayısıyla Teorem 2.16’ dan A/I amenable Banach cebiridir.

Tanım 2.20. X BanachA-bimodül olmak üzereA Banach cebiri (eα)α sınırlı sol yaklaşık

birime sahip ve her x ∈ X için limα eα.x = x sağlıyorsa (eα)α ağıX BanachA-bimodülü

için sınırlı sol yaklaşık birimdir. Aynı şekilde X Banach A-bimodülü için sınırlı sağ yak-

laşık birim de tanımlanabilir. Bir sınırlı ağ X Banach A-bimodülü için hem sağ yaklaşık

birim hem sol yaklaşık birim ise X Banach A-bimodülü için sınırlı yaklaşık birimdir.

Teorem 2.17. A amenable Banach cebiri olsun. O halde A Banach cebiri sınırlı yaklaşık

birime sahiptir.

İspat: Öncelikle A Banach cebirinin sınırlı sağ yaklaşık birime sahip olduğunu göstere-

lim. X = A Banach uzayını alalım aşagıdaki işlemlere göre Banach bimodüldür.

a.x = ax ve x.a = 0 (a ∈ A, x ∈ X)

i : A ↪→ X?? kanonik dönüşümü bir türevdir. Herf ∈ X?, a, b ∈ A için

〈f, i(ab)〉 = 〈ab, f〉 = 〈a.b, f〉 = 〈b, f.a〉 = 〈f.a, i(b)〉 = 〈f, a.i(b)〉 = 〈f, a.i(b)〉+〈f, i(a).b〉

A Banach cebiri amenable olduğundan ∃π ∈ X??

i(a) = a.π − π.a = a.π (a ∈ A)
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olur. Goldstine Teoremi’ nden X Banach cebiri için z? − lim i(eα) = φ sağlayan (eα)

sınırlı ağı vardır. Dolayısıyla her a ∈ A için z? − lim i(a.eα) = a.φ = i(a) ifadesi her

a ∈ A için w − lim a.eα = a ifadesine denktir. Dolayısıyla (eα)α ağı A Banach cebiri

için sınırlı zayıf sağ yaklaşık birimdir. Teorem 2.10’ dan A Banach cebiri için sınırlı sağ

yaklaşık birime sahiptir. Benzer şekilde A Banach cebiri ve

a.x = 0 ve x.a = xa (a ∈ A, x ∈ X)

modül işlemleriyle A Banach cebiri için yaklaşık birim elde edilir. Uyarı 2.1’ den A

Banach cebiri için sınırlı yaklaşık birim vardır. Öte yandan Banach cebirinin amenable

olması başka türlü de karakterize edilebilir. Bunun için aşağıdaki tanımlara ihtiyacımız

vardır.

Tanım 2.21. X ve Y aynı F cismi üzerinde normlu uzay X?, Y ? dual uzay

BL(X?, Y ?,F) = {x⊗ y : X? × Y ? → Fsınırlı, bilineer dönüşüm}

olsun. Her x ∈ X ve y ∈ Y için x ⊗ y ∈ BL(X?, Y ?,F) elemanı f ∈ X?, g ∈ Y ?

olmak üzere

x⊗ y(f, g) = f(x)g(y)

şeklinde tanımlanır. AyrıcaX ile Y uzaylarının cebirsel tensör çarpımıX⊗Y ile gösterilir

ve

span{x⊗ y | x ∈ X, y ∈ Y }
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şeklinde tanımlanır. Bu uzay üzerindeki ‖.‖π projektif norm

‖x‖π = inf{Σn
i=1‖xi‖‖yi‖; x = Σn

i=1xi ⊗ yi, n ∈ N}

şeklindedir. Üstelik bu norm her x ∈ X ve y ∈ Y için ‖x⊗ y‖π = ‖x‖‖y‖ koşulu

sağladığından bir cross normdur. Yine X ⊗ Y tensör çarpımının projektif norma göre

tamlanışı projektif tensör çarpım olarak adlandırılır ve X⊗̂Y ile gösterilir. Ayrıca A bir

Banach cebiri olmak üzere A⊗̂A üzerindeki kanonik A-bimodül yapısı her a, x, y ∈ A

için

a.(x⊗ y) = ax⊗ y, (x⊗ y).a = x⊗ ya

modül işlemlerinden yararlanarak kurulur.

Tanım 2.22. A bir Banach cebiri olsun.A üzerindeki sınırlı lineer π diagonal (köşegensel)

operatörü

π : A⊗̂A→ A, x⊗ y → x.y

dönüşümünün sınırlı bir genişlemesi olarak tanımlanır. Eğer m ∈ A⊗̂A,

a.m−m.a = 0 ve aπ(m) = a

sağlıyorsa A için bir projektif diagonal (izdüşümsel köşegensel) olarak tanımlanır. Ayrıca

A⊗̂A nın üzerindeki kanonikA-bimodül yapısına göre π bir sınırlı modül homomorfizmadır. π

dönüşümünün sınırlılığı her a ∈ A, u ∈ A⊗̂A için

π(a.u) = aπ(u), φ(u.a) = π(u).a
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şeklindedir. O halde A projektif diagonal m ye sahip ise A Banach cebiri birimlidir ve

birimi π(m) olur. Her a ∈ A için aπ(m) = a olduğundan

π(m).a = π(m.a) = π(a.m) = a.π(m) = a

π(m) ifadesi A için birimdir.

Tanım 2.23. A bir Banach cebiri olmak üzere

i) Eğer M ∈ (A⊗̂A)
?? ,

a.M = M.a ve a.π?? = a

sağlanırsa A Banach cebiri için virtual diagonal (zahiri köşegensel) olarak tanımlanır.

ii) Eğer (mα)α ∈ A⊗̂A sınırlı ağı

a.mα −mα → 0 ve aπ(mα) = a

sağlanırsa A Banach cebiri için yaklaşık diagonal olarak tanımlanır.

Banach cebirinin diğer bir karakterizasyonu şu şekildedir.

Teorem 2.18. A Banach cebiri olmak üzere aşağıdakiler denkttir.

i) A amenable Banach cebiridir.

ii) A için yaklaşık diagonal vardır.

iii) A için virtual diagonal vardır.

İspat: Kabul edelim kiA amenable Banach cebiri olsun. O haldeA Banach cebiri için vir-

tual diagonalin varlığını gösterelim. A Banach cebiri amenable olduğundan (eα)α sınırlı
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yaklaşık birime sahiptir. Yine E ∈ (A⊗̂A)
?? , (eα ⊗ eα) elemanının z?- yığılma noktası

olsun. O halde a ∈ A için

π??(a.E − E.a) = w? − lim
α
π(a.eα ⊗ eα − eα ⊗ eα.a) = lim

α
(a.e2

α − e2
α.a) = 0

olduğundan adE(A) ⊂ kerπ?? elde edilir. Üstelik π bimodül homomorfizması olduğun-

dan π?? da bimodül homomorfizmasıdır. Dolayısıyla kerφ?? Banach A-bimodüldür. Ay-

rıca A Banach cebiri yaklaşık birime sahip olduğundan Cohen Çarpım Teoremi’nden φ

örten ve açıktır. Dolayısıyla kerπ?? ∼= (kerπ)?? olur. O halde kerπ?? bir dual Banach

A-bimodüldür. A amenable Banach cebiri olduğundan adE = adN sağlayan N ∈ kerπ??

vardır. M = E −N alalım.

a.π??M = a.π??E = lim
α
a.e2

α = a

a.M −M.a = adMa = adE−Na = adEa− adNa = 0

O halde M virtual diagonaldır.

Kabul edelim ki A Banach cebiri için virtual diagonal var olsun. O halde A Banach cebiri-

nin yaklaşık diagonale sahip olduğunu gösterelim.M elemanıA Banach cebiri için virtual

diagonal ve (mα)α ∈ (A⊗̂A)
?? , M = z? − limαmα gerçekleyen sınırlı bir ağ olsun.

z − lim
α

(a.mα −mα.a) = 0 ve z − lim
α
aπ(mα) = a

zayıf limit yerine norm limit alınarak yaklaşık diagonal elde edilir.

Kabul edelim ki A Banach cebiri için yaklaşık diagonal var olsun. A Banach cebirinin
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amenable olduğunu gösterelim. Bunun için (mα)α elemanıA için yaklaşık diagonal olsun.

O halde (π(mα))α elemanı A için sınırlı yaklaşık birimdir. E Banach A-bimodül olmak

üzere H1(A,E?) = {0} olduğunu göstermeliyiz.Bunun için D ∈ Z1(A,E?) ve mα ağı

tanımlayalım. mα =
∑∞

n=1 a
(α)
n ⊗ b

(α)
n öyleki

∑∞
n=1 ‖a

(α)
n ‖‖b(α)

n ‖ < 1 alalım. O halde

(
∑∞

n=1 a
(α)
n .Db

(α)
n ) z?-yığılma noktası φ ∈ E? olan E? için bir sınırlı ağdır. Her a ∈ A ve

x ∈ E için

〈x.a, φ〉 = lim
α
〈x,

∞∑
n=1

a.a(α)
n .Db(α)

n 〉

= limα〈x,
∑∞

n=1 a
(α)
n .D(b

(α)
n a)〉

= limα〈x,
∑∞

n=1(a
(α)
n b

(α)
n .Da+ a

(α)
n .Db

(α)
n .a)〉

= limα〈x.
∑∞

n=1 a
(α)
n .b

(α)
n , Da〉+ 〈x, φ.a〉

= 〈x,Da〉+ 〈x, φ.a〉

olur . O halde D = adφ olduğundan A amenable Banach cebiridir. Dolayısıyla i⇒ iii⇒

ii⇒ i şeklinde denklik ispat edilmiştir.

2.3.3. Süper-Amenable Banach Cebiri

Bu kısımda Banach cebirinin bir başka karakterizasyonu olan süper-amenable olması in-

celenecektir. Aslında her süper-amenable Banach cebirinin amenable Banach cebiri ol-

duğu belirlenecektir.

Tanım 2.24. A Banach cebiri olmak üzere her BanachA-bimodülü içinH1(A,X) = {0}

oluyorsa A süper-amenable Banach cebiri olarak adlandırılır.

Teorem 2.19. A süper-amenable Banach cebiri ise birimlidir.
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İspat: X = A Banach uzayını düşünelim. Her a ∈ A, x ∈ X için a.x = ax, x.a = 0

kanonik sol modül işlemi ve sıfır sağ modül işlemine göre X bir Banach A-bimodül ve

birim dönüşümü I : A→ X bir türevdir.

I(ab) = ab = a.I(b) + 0 = a.I(b) + I(a).b

A süper-amenable olduğundan her X-türev bir iç türevdir. Her a ∈ A, x ∈ X için a =

I(a) = a.x− x.a = a.x olduğundan x sağ birim benzer şekilde a.x = 0 vex.a = xa sıfır

sol modül işlemi ve sağ kanonik modül işlemi alındığında da X Banach A-bimodüldür.

A Banach uzayı süper-amenable olduğundan hera ∈ A, y ∈ X için a = a.y − y.a = y.a

olduğundan y sol birim olmak üzere 1 := x+ y − xy A Banach cebiri için bir birimdir.

a.(x+ y − xy) = ax+ ay − axy = a+ ay − ay = a

(x+ y − xy).a = xa+ ya− xya = xa+ a− xa = a

birimli olduğu gösterilmiş olur.

Teorem 2.20. A birimi 1 olan Banach cebiri ve π diagonal operatör olsun. EğerH1(A, kerπ) =

{0} ise A projektif diagonale sahiptir.

İspat:D : A→ kerπ, D(a) = a⊗ 1− 1⊗ a şeklinde tanımlayalım.

D(αa) = αa⊗ 1− 1⊗ αa = α(a⊗ 1− 1⊗ α) = αD(a)
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olduğundan D dönüşümü lineerdir.

‖D(a)‖ = ‖a⊗ 1− 1⊗ a‖ ≤ ‖a‖.‖1‖+ ‖1‖.‖a‖ = 2.‖1‖.‖a‖

olduğundan D dönüşümü sınırlıdır. Hera, b ∈ A için

D(a.b) = a.b⊗1−1⊗a.b = a.b⊗1−a⊗b+a⊗b−1⊗a.b = a(b⊗1−1⊗b)+(a⊗1−1⊗a).b

= a.D(b) +D(a).b

olduğundan D ∈ Z1(A, kerπ) dir.H1(A, kerπ) = {0} sağlandığından

a⊗ 1− 1⊗ a = a.x− x.a (a ∈ A)

koşulunu gerçekleyen x ∈ kerπ vardır.

a(1⊗ 1− x)− (1⊗ 1− x).a = 0 (x ∈ A)

π(1⊗ 1− x) = π(1⊗ 1)− π(x) = 1− 0 = 1

olduğundan (1⊗ 1− x) projektif diagonaldir.

Teorem 2.21. A Banach cebiri olmak üzere aşağıdakiler denktir.

i) A süper-amenable Banach cebiridir.

ii) A birimli bir Banach cebiri ve bir projektif diagonale sahiptir.

İspat: Kabul edelim ki A süper-amenable olsun. O halde Teorem 2.19’ dan birimli Te-

orem 2.20’ dan projektif diagonale sahiptir. Kabul edelim ki A birimli ve projektif diago-
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nale sahip olsun. A Banach cebirinin super-amenable olduğunu gösterelim. X bir Banach

A-bimodül ,u =
∑∞

i=1 ai⊗bi A Banach cebirinin projektif diagoneli ve π(u) daA Banach

cebirinin birimi olarak alalım. O halde D ∈ Z1(A,X) için

D(a) = D(1.a) = 1.D(a) +D(1).a (a ∈ A)

a → 1.D(a) ve a → D(1).a dönüşümlerinin iç türev olduğunu gösterelim. Bunun için

T (a ⊗ b) = a.D(b) gerçekleyen T ∈ L(A⊗̂A) tanımlayalım. Yine D ∈ L(A,X) ol-

duğundan T iyi tanımlıdır. Her a ∈ A ve her i ∈ N için bi.D(a) = D(bi.a) − D(bi).a

şeklinde yazılır.

1.D(a) = π(u)D(a) = lim
n→∞

n∑
i=1

ai.bi.D(a)

= lim
n→∞

∑n
i=1 ai.(D(bi)−D(bi).a)

= lim
n→∞

(T (
∑n

i=1 ai ⊗ bi.a)− T (
∑∞

i=1 ai ⊗ bi))

= T (( lim
n→∞

∑n
i=1 ai ⊗ bi).a)− T ( lim

n→∞

∑n
i=1 ai ⊗ bi).a

= T (u.a)− T (u).a = T (a.u)− T (u).a = a.T (u)− T (u).a

1.D(1).a = 1.(D(1.a)− 1.D(a)) = 1.D(a)− 1.D(a) = 0

Dolayısıyla ∀a ∈ A için

D(1).a = a.D(1)− a.D(1)− 1.D(1).a+D(1).a = a.(1.D(1))− (1.D(1)−D(1)).a

dır.a → 1.D(a) ve a → D(1).a iç türevler olduğundan D ∈ B1(A,X) olur. A süper-

amenable Banach cebiridir.
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Öte yandan, 5.kısım için kullanacağımız amenable Banach cebirlerine ilişkin genel teori

aşağıdaki gibidir. A. Ya. Khelemskii ve M. V. Sheinberg çalışmalarında Banach cebirleri

için genel bir homoloji teorisi geliştirmişlerdir. Buna göre A bir Banach cebiri olmak

üzere

0→ kerπ
i→ A⊗̂Aop π→ A→ 0 (2.3)

dizisini tanımlamışlardır. Bu dizide

⊗̂ : projektif tensör çarpım

Aop : A Banach cebirinin zıt cebiridir. Bu cebirin vektör uzayı A Banach cebiridir fakat

çarpım işlemi A Banach cebirindeki çarpım işleminin terslenmiş halidir.

π : a, b ∈ Aiçinπ(a⊗ b) = ab şeklinde tanımlanan bir dönüşümdür.
Ayrıca burada kerπ, A⊗̂Aop üzerindeki alışılagelmiş çarpım işlemi ile A⊗̂Aop un ka-

palı bir sol idealidir ve diagonal ideal olarak adlandırılır.

5.kısımda Beurling cebirinin amenable olması ile G yerel kompakt grubun olması ilişki-

lendirilirken kullanılacak Banach cebirlerine ilişkin aşağıdaki teoremi verelim. Bu teorem

homoloji metodları kullanarak P.C. Curtis Jr. ve R.J. Roy tarafından [2] de ispatlanmışır.

Teorem 2.22. (Khelemskii ve Sheinberg) A Banach cebirinin amenable olması için gerek

ve yeter koşulABanach cebiri sınırlı bir yaklaşık birime sahip ve diagonal idealinin sınırlı

bir sağ yaklaşık birimi olmasıdır.

G yerel kompakt grubun amenable olması ile Banach cebirinin amenable olması arasında

ilişkiyi ilk kez Johnson çalışmasında yapmıştır ve soyut harmonik analizde Johnson Te-

oremi olarak bilinen ünlü teorem aşağıdaki gibidir.

Teorem 2.23. Johnson Teoremi G yerel kompakt grup için aşağıdakiler denktir.
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i) G amenable gruptur.

ii) Her L1(G) Banach E-bimodül için H1(L1(G), E?) = {0}

Bu tezde , biz Johnson Teoremi’ ni [5] deki çalışmaya bağlı olarak ağırlıklıL1(G) uzayları

için yorumladık. Bu nedenle öncelikle 4. kısımda tezin ana kısımlarından birini oluşturup

ağırlıklı L1(G) cebirini ve bazı özelliklerini tanıtacağız.

2.4. BEURLING CEBİRLERİ VE ÖZELLİKLERİ

Bu kısımda G yerel kompakt grup, µ Haar ölçüsü ve w ağırlık fonksiyonu olmak üzere

L1(G,w) ile gösterilen Beurling cebiri tanıtıldı.

2.4.1. Ağırlık Fonksiyonu ve Özellikleri

Tanım 2.25. G yerel kompakt grup olmak üzere w pozitif fonksiyonu aşağıdaki özellik-

leri sağlarsa G üzerinde bir ağırlık fonksiyonu olarak adlandırılır.

i) w(xy) ≤ w(x)w(y) (x, y ∈ G)

ii) w, Borel ölçülebilirdir.

Genelliği bozmamak için ağırlık fonksyonu w sürekli olarak alınacaktır.

Örnek 2.7. 1) α > 0 için wα(n) = (1 + |n|)α şeklinde tanımlanan wα fonksiyonu Z

üzerinde bir ağırlıktır.

2) t→ exp(|t|z), z ∈ T ve t→ (1 + |t|)α, α > 0 fonksiyonları R de bir ağırlıktır.

Genel olarak , δ : Rn → [0,∞),

δ(x+ y) ≤ δ(x) + δ(y) x, y ∈ Rn
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koşulunu sağlayan herhangi sürekli bir fonksiyon olsun. O halde w(x) = (1 + δ(x))α Rn

de bir ağırlık tanımlar. ([10])

Şimdi ağırlık fonksiyonu w nin bazı temel özelliklerini verelim.

Teorem 2.24. G yerel kompakt grup, C ⊆ G kompakt olsun. O halde her x ∈ C için

a ≤ w(x) ≤ b koşulunu gerçekleyen a, b ∈ R+ vardır.

İspat: Öncelikle b nin varlığını saptayalım. Bunun için n ∈ N için

Un = {x ∈ G : w(x) < n}

alalım. O halde
⋃∞
n=1 Un = G olur ve Un kümeleri ölçülebilirdir. Üstelik |Un| > 0 olan

n ∈ N için U2
n boş olmayan bir içe sahiptir. Yine z ∈ (U2

n)
◦ ve V = (z−1U2

n)
◦ alalım. O

halde V birimin açık komşuluğudur. C kümesinin kompaktlığından

y1, y2, ...ym ∈ C ∪ C−1 elemanları vardır.

C ∪ C−1 ⊆ y1V ∩ y2V ∩ ...ymV

sağlar.

b = n2w(z−1).maxw(yj) : 1 ≤ j ≤ m

şeklinde b > 0 tanımlayalım. Eğer x ∈ C ∪ C−1 ise x = v.yj olur. Üstelik v ∈ V, j ∈

{1, ...,m} için

1 ≤ w(e) ≤ w(v)w(yj) ≤ n2w(z−1)w(yj) ≤ b
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istenildiği gibi sağlanır. Son olarak

a = inf{w(x) : x ∈ C}

alalım ve kabul edelim ki a = 0 olsun. O halde C kümesinde w(xn)→ 0 sağlayan (xn)n

vardır. Çünkü

1 ≤ w(e) ≤ w(xn)w(x−1
n )

olduğundan w(x−1
n )→∞ olmalı buda C−1 kompakt kümesi üzerinde w nin sınırlılığı ile

çelişir.

Sonuç 2.2. w, G yerel kompakt grubu üzerinde bir ağırlık fonksiyonu olsun. O halde her

x ∈ G için w(x) ≤ 1 dir.

İspat: Kabul edelim ki w(x) < 1 sağlayan x ∈ G var olsun. Hern ∈ N için w(xn) ≤

(w(x))n olduğundan w(xn) → 0, n → ∞ elde edilir buda a, b pozitif reel sayılarının

varlığıyla çelişir.

2.4.2. Beurling Cebiri

Tanım 2.26. L1(w,G) = {f : G→ R | fw ∈ L1(G)} vektör uzayı üzerinde

‖f‖1,w =
∫
G
|f(x)|w(x)dx şeklinde norm tanımlanır. Bu norma göre , L1(w,G) uzayının

bir Banach uzayı olduğu açıktır. Gerçekten de; (fn)n, L1(w,G) de bir Cauchy dizisi

olsun. O halde g ∈ L1(G) için fnw → g olur ve g
w
∈ L1(G,w) için fn → g

w
elde edilir.

Bu yüzden L1(G,w) Banach uzayıdır.

Teorem 2.25. L1(w,G) girişim (konvolüsyon) işlemine göre bir Banach cebiridir.
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İspat: Girişim işlemine göre cebir olduğu açıktır. Her f, g ∈ L1(w,G) için

∫
G

|(f ∗ g)(x)|w(x)dx ≤
∫
G

w(x)(

∫
G

|f(xy)||g(y−1)|dy)dx

≤
∫
G

∫
G
w(xy)|f(xy)|w(y−1)|g(y−1)|dydx

=
∫
G
|g(y−1)|w(y−1)∆(y−1).

∫
G
|f(x)|w(x)dx

= ‖f‖1,w.‖g‖1,w

olmak üzere f ∗ g ∈ L1(G,w) ve ‖f ∗ g‖1,w ≤ ‖f‖1,w.‖g‖1,w sağlanır.

L1(w,G) Banach cebiri Beurling cebiri olarak ya da ağırlıklı grup cebiri olarak ifade

edilir.

Teorem 2.26. G bir yerel kompakt grup, w bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere aşağıda-

kiler gerçeklenir.

i) L1(G) nin her kompakt destekli fonksiyonu L1(w,G) ye aittir.

ii) Cc(G) = L1(w,G)

İspat: i) f ∈ L1(G) fonksiyonu kompakt destekli olsun. Ayrıca suppf ⊆ K için K

kompakt olmak üzere w ağırlığı G yerel kompakt grubunun K kompakt alt kümesinde

sınırlı olduğundan fw ∈ L1(G) sağlar. O halde f ∈ L1(w,G) olur.

ii) Cc(G) ⊆ L1(w,G) olduğu gösterildi. Şimdi Cc(G) nin L1(w,G) de yoğun olduğunu

gösterelim. Bunun için f ∈ L1(w,G) ve ε > 0 alalım. O halde fw ∈ L1(G) olur ve

Cc(G) = L1(G) olduğundan ‖h− fw‖1 ≤ ε gerçekleyen h ∈ Cc(G) vardır.

S, h ∈ Cc(G) nin kompakt desteği olsun. O halde δ > 0 için w(x) ≥ δ ve tüm x ∈ S için
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w ağırlığ S kompakt kümesinde sınırlı olduğundan w
s
∈ L1(S) elde edilir. Dolayısıyla

γ : S → R şeklinde tanımlanan herx ∈ S, γ(x) ≥ δ için

∫
S

|γ(x)− w(x)|dx ≤ εδ

‖h‖∞

gerçekleyen sürekli bir fonksiyon vardır.

Şimdi G grubu üzerinde x ∈ S için g(x) = h(x)
γ(x)

şeklinde tanımlı ve x /∈ S iken g(x)=0

gerçekleyen bir g fonksiyonu tanımlayalım. Her x ∈ S için 1
γ(x)

< 1
δ

için g fonksiyonu G

üzerinde süreklidir. Dolayısıyla g ∈ Cc(G) olur ve

‖g − f‖1,w =

∫
S

w(x)|g(x)− f(x)|dx+

∫
G
S

w(s)|f(x)|dx

elde edilir. Sağ taraftaki ilk integrali hesaplayalım.∫
S

w(x)|g(x)− f(x)|dx ≤
∫
S

w(x)|h(x)
γ(x)
− h(x)

w(x)
|dx+

∫
S

w(x)| h(x)
w(x)
− f(x)|dx

≤
∫
S

h(x)
γ(x)
|w(x)− γ(x)|dx+

∫
S

|h(x)− w(x)f(x)|dx

≤ ‖h‖∞
δ

∫
S

|w(x)− γ(x)|dx+
∫
S

|h(x)− w(x)f(x)|dx

≤ ε
∫
S

|h(x)− w(x)f(x)|dx

olur. Üstelik,

‖f − g‖1,w ≤ ε+

∫
S

|h(x)− w(x)f(x)|dx+

∫
G
S

w(x)|f(x)|dx

= ε+

∫
G

|h(x)− w(x)f(x)|dx ≤ 2ε

O halde Cc(G), L1(w,G) de yoğundur.
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Teorem 2.27. G yerel kompakt grup,w fonksiyonuG üzerinde bir ağırlık ve f ∈ L1(w,G)

olmak üzere aşağıdakiler gerçeklenir.

i) Herx ∈ G için Lxf ∈ L1(G,w) ve ‖Lxf‖1,w ≤ w(x).‖f‖1,w

ii) x ∈ G, Lxf ∈ L1(G,w) için x→ Lxf dönüşümü süreklidir.

İspat: i) Her x ∈ G için Lxf ∈ L1(w,G) olması için Lxfw ∈ L1(G) olmalıdır.

∫
G

|(Lxfw)(t)|dt =

∫
G

|f(x−1t)|w(t)dt =

∫
G

|f(x−1t)|w(x−1t)
w(t)

w(x−1t)
dt

≤ w(x)

∫
G

|f(x−1t)|w(x−1t)dt <∞

olduğundan Lxfw ∈ L1(G) sağlar. O halde Lxf ∈ L1(w,G) olur. w ağırlığının alt çar-

pımsallığını kullanarak

‖Lxf‖1,w =

∫
G

|f(x−1t)|w(t)dt =

∫
G

|f(x−1t)|w(x1t)
w(t)

w(x−1t)
dt

≤ w(x)

∫
G

|f(x−1t)|w(x−1t)dt = w(x)‖f‖1,w

eşitliği gerçeklenir.

ii) Farz edelim ki f ∈ Cc(G) ve suppf = S olsun. Yine x ∈ G veK kümesi x elemanının

kompakt komşuluğu ve

C = sup{w(s) : s ∈ KS} <∞

alalım. O halde y ∈ K için y → x iken

‖Lyf − Lxf‖1,w =

∫
KS

|f(y−1t)− f(x−1t)|w(t)dt ≤ C

∫
KS

|f(y−1t)− f(x−1t)|dt
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= C‖Lyf − Lxf‖1 → 0

olur. Son olarak f fonksiyonu L1(w,G) uzayının keyfi bir elemanı ve ε > 0 olmak üzere

Teorem 2.26 den ‖f − g‖1,w ≤ ε saglayan c ∈ Cc(G) vardır. O halde her x, y ∈ G için

‖Lyf − Lxf‖1,w ≤ (‖Ly‖+ ‖Lx‖)‖f − g‖1,w + Lyg − Lxg1,w

≤ ε(w(y) + w(x)) + Lyg − Lxg1,w

w yerel sınırlı olduğundan istenilen ispatlanmış olur.

Teorem 2.28. G yerel kompakt grup, w fonksiyonu G üzerinde bir ağırlık olsun. O halde

aşağıdaki özellikler gerçeklenir.

Her a ∈ G için

i) ‖Laf‖1,w ≤ w(a)‖f‖1,w

ii) ‖Raf‖1,w ≤ w(a)‖f‖1,w

Yine ε > 0 ve U, V birimin komşuluğu olmak üzere

iii) ‖Lyf − f‖1,w < ε (y ∈ U)

iv) ‖Ryf − f‖1,w < ε (y ∈ V )

İspat:i) ‖Laf‖1,w = ‖Laf.w‖1 = ‖f.La−1w‖1 ≤ w(a).‖f.w‖1 = w(a)‖f‖1,w

ii) Raf içinde benzer şekilde gerçeklenir.

iii) V birimin e ∈ G kompakt komşuluğu olsun. Herx ∈ V, A > 0 için w(x) ≤ A olur.

Yine f ∈ L1(G,w) ve ε > 0 için ‖f − g‖1,w < ε
2(A+1)

sağlayan g ∈ Cc(G) vardır. e

elemanının öyle bir Uε komşuluğu vardır Uε ⊂ V ve ‖Lyg − g‖1,w <
ε
2

olur. Her y ∈ Uε
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için

‖Lyf − f‖1,w ≤ Lyf − Lyg1,w + Lyg − g1,w + ‖g − f‖1,w

< ε
2

+ (w(y) + 1).‖f − g‖1,w

< ε

iv) Raf içinde benzer şekilde gerçeklenir.

Teorem 2.29. G yerel kompakt grup w fonksiyonu G üzerinde bir ağırlık olsun. O halde

L1(w,G) yaklaşık sol birimi ve yaklaşık sağ birimi vardır.

İspat: Teorem 2.28 iii) ve iv) eşitliklerinde yararlanarak L1(G) de yapılanlara benzer şe-

kilde yapılır.

Ayrıca L1(w,G) uzayının dual uzayı L∞(w,G) olur. Bu uzay

L∞(w,G) = {φ : G→ R :
φ

w
∈ L∞(G)}

şeklinde ifade edilir.

‖φ‖∞,w = ess sup
x∈G

|φ(x)|
w(x)

üzerindeki norm şeklindedir. Yine L1(w,G) üzerindeki sürekli, doğrusal fonksiyonel

〈f, φ〉 =

∫
G

f(x)φ̄(x)dx (f ∈ L1(G,w), φ ∈ L∞(w,G))

şeklindedir ve herhangi bir fonksiyonel üzerindeki norm ‖φ‖∞,w normudur.

Üstelik φ ∈ L∞(w,G) sürekli ise her x ∈ G için |φ(x)| ≤ ‖φ‖∞,ww(x) olur.
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2.5. BEURLING CEBİRİNİN AMENABLE OLMASI

Bu kısımda G yerel kompakt grup ve w ağırlık fonksiyonu olmak üzere L1(w,G)

Beurling cebirinin amenable olması ile G yerel kompakt grubun amenable olması John-

son’ın ağırlıksız durumlar için yaptığı çalışmaya benzer şekilde ilişkilendirildi. Ayrıca

L1(w,G) Beurling cebirinin amenable olması için gerek ve yeter koşul G yerel kompakt

grubun amenable olması ve sup{Ω(g) : g ∈ G} <∞ olması şeklinde ifade edildi. John-

son Teoremi’ ne benzer bir yol izlemek için w ağırlık fonksiyonu üzerine koşul konulması

gerektiği görüldü. Bu ilişkilendirme yapılırken Khlemski ve Sheinberg ’ in çalışmasından

da yararlanarak L1(w,G) Beurling cebirinin diagonal idealinin sınırlı sağ yaklaşık bi-

rimi ile G yerel kompakt grubunun amenable olması için gereken L∞(G) üzerindeki sol

değişmez bir ortalama arasında ilişki kuruldu. Teorem (2.36) ve Teorem (2.37) de ifade

edildiği gibi diagonal idealinin sınırlı sağ yaklaşık biriminden değişmez bir ortalama , ter-

sine değişmez bir ortalamadan diagonal ideal için sınırlı sağ yaklaşık birim elde edileceği

görüldü. Böylelikle L1(G,w) Beurling cebirinin amenable olmasıyla ile L∞(G) üzerinde

sol değişmez bir ortalamanın varlığı arasında bağ kuruldu. Bu kısımda Johnson Teorimi

Beurling cebirleri için yorumlanacağından bunun için bazı temel tanım ve teoremler ve-

rildi.

Tanım 2.27. A?? = (A?)? şeklinde tanımlanan ifade A Banach cebirinin ikinci duali

olmak üzere A?? üzerinde Arens çarpımı olarak adlandırılan çarpım aşağıdaki gibi tanım-

lanır.

A Örnek (2.3) deki sol modül işlemine göre kanonik sol A-modül, A? Örnek (2.5) deki
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dual sağ modül işlemine göre dual sağ A-modül olmak üzere F ∈ A??, f ∈ A? için

Ff ∈ A? dir ve

(Ff)(a) = F (fa)

şeklindedir. Ayrıca F,G ∈ A?? ve f ∈ A? için

FG; F ve G elemanlarının Arens çarpımı olmak üzere

FG(f) = F (Gf)

şeklindedir.

Teorem 2.30. A?? Banach cebirinin bir sağ birimi olması için gerek ve yeter koşul A nın

bir sınırlı sağ yaklaşık birime sahip olmasıdır.

Amenable Banach cebirleri kısmında verilen (2.3) dizisine benzer şekilde

0→ ∇ i→ L1(w,G)⊗̂L1(w,G)op π→ L1(w,G)→ 0

dizisini tanımlayalım burada∇ diagonal idealdir.

Teorem 2.31. Cluc(w−1, G) = {φ ∈ L∞(w−1) : t → δt.φ e (birim) de norm süreklidir.}

şeklinde tanımlanmak üzere L1(w,G).L∞(w−1, G) = Cluc(w
−1, G) sağlanır.

İspat: a ∈ L1(w) ve f ∈ L∞(w−1) alalım. O halde ∀s, t ∈ G için

| 1

w(st)
a.f(st)− 1

w(s)
a.f(s)| = | 1

w(st)
〈δst ∗ a, f〉 −

1

w(s)
〈δs ∗ a, f〉|

≤ | 1
w(st)
− 1

w(s)
||〈δst ∗ a, f〉|+ 1

w(s)
|〈(δst − δs) ∗ a, f〉|
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≤ |1− w(st)
w(s)
||〈a, f〉|+ ‖δt ∗ a− a‖‖f‖

≤ max{|1− w(t)|, |1− w(t−1)
−1|}‖a‖+ ‖δt ∗ a− a‖‖f‖

düzgün sınırlıdır. O halde t→ e iken ifade sıfıra yaklaşır. Kabul edelim ki φ ∈ Cluc(w−1, G)

olsun. O halde (ei)i∈I ağı L1(w) için sınırlı yaklaşık birim olmak üzere ei.φ → φ ol-

duğunu gösterelim. Cohen Çarpım Teoremi önermedeki birinci eşitliği verir. Ağırlıksız

durumda verildiği gibi

1

w(s)
|(ei.φ)(s)− φ(s)| ≤ sup{|1− w(t)|, |1− w(t)−1| : t ∈ suppei}‖φ‖

+ sup{| φ(st)
w(st)
− φ(s)

w(s)
| : t ∈ suppei}

şeklindedir veφ ∈ Cluc(w−1, G) olduğundan bu ifade suppei yeteri kadar küçük seçilerek

keyfi küçültülebilen düzgün bir sınırdır. Şimdi kabul edelim ki t → δt.φ birimde norm

sürekli olsun. O halde s, t ∈ G için

|φ(st)

w(st)
− φ(s)

w(s)
| ≤ |φ(st)

w(st)
− φ(st)

w(s)
+ |φ(st)− φ(s)

w(s)
|

≤ | φ(st)
w(st)
||1− w(st)

w(s)
|+ ‖δt.φ− φ‖

≤ ‖φ‖max{|1−w(t)|, |1−w(t−1)
−1|}+ ‖δt.φ− φ‖

olduğunda φ ∈ Cluc(w−1) elde edilir. Geri kalan kapsam açıktır.

İlerdeki ispatlarda M(w × w) üzerinde

Y s,t = δ(s,t) − δ(e,st) (s, t ∈ G)
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şeklinde tanımlanan ölçü kullanılacaktır.

Teorem 2.32. ∇0 = span{x ∗ Y g,h : g, h ∈ G, x ∈ L1((w×w), G)} ⊂ L1((w×w), G)

alt uzayı diagonal idealde yoğundur.

İspat:Öncelikle φ ∈ L∞((w × w)−1, G) = (L1((w × w), G))? alalım ve kabul edelimki

φ ⊥ ∇0 olsun. O halde φ ⊥ ∇ olduğunu göstermeliyiz. Bunun için L1((w × w), G)

sınırlı yaklaşık birime sahip olduğundan her y ∈ L1(w × w) için φ.y ⊥ ∇ olduğunu

göstermek yetecektir. Üstelik φ.y ⊥ ∇0 olduğu açıktır. Teorem (2.31) kullanarak φ nin

sürekli olduğunu varsayabiliriz. O halde her x ∈ L1((w × w), G) ve her g, h ∈ G için

0 =

∫ ∫
G×G

(x ∗ Y g,h)(s, t)φ(s, t)dsdt

=
∫ ∫

G×G[x(sg−1, h−1t)∆(g−1)− x(s, (gh)−1t)]φ(s, t)dsdt

=
∫ ∫

G×G x(s, t)[φ(sg, ht)− φ(s, ght)]dsdt

herg, h, s, t ∈ G için φ(sg, ht) = φ(s, ght) olur. Üstelik s=t=e için φ(g, h) = φ(e, gh)

elde edilir. Herf ∈ L∞(w−1, G) için π?(f)(s, t) = f(st) olduğundan φ ∈ Imπ? ger-

çeklenir ve φ ⊥ ∇ elde edilir. Son olarakta ∇0 ⊆ ∇ olduğunu gösterelim. Her f ∈

L∞(w−1, G), x ∈ L1((w × w), G) ve g, h ∈ G için

〈π?f, x ∗ Y g,h〉 = 0

olur. Fakat

Y g,h.π?(f)(s, t) = (π?f)(sg, ht)− (π?f)(s, ght) = 0
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elde edilir. Böylece istenilen gösterilmiş olur.

w fonksiyonu G üzerinde alt sürekli bir ağırlık olsun. Aşağıdaki yardımcı ağırlıkları ta-

nımlayalım.

w̃ = w(t−1) (t ∈ G) (2.4)

Ω(t) = w(t).w̃(t) (t ∈ G) (2.5)

Teorem 2.33. Kabul edelimm ∈ Cuc(w̃, G) ve φ ∈ CUC(Ω−1, G) olsun. O halde s, t ∈ G

için

ψ(s, t) = m(st)φ(t−1)

şeklinde tanımlanan dönüşüm ψ ∈ Cruc((w × w)−1, G) sağlar.

İspat: Teorem 2.31 den lim(g,h)→(e,e) ‖ψ.δ(g,h) − ψ‖ = 0 olduğunu göstermeliyiz. Bunun

için s, t, g, h ∈ G alalım. O halde

|ψ(gs, th)− ψ(s, t)|
w(s)w(t)

=
|m(gsth)φ((th)−1)−m(st)φ(t−1)|

w(s)w(t)

=
|(m(gsth)−m(st))φ((th)−1) +m(st)(φ((th)−1)− φ(t−1)|

w(s)w(t)

≤ Ω((th)−1)

w(s)w(t)
|m(gsth)−m(st)|‖φ‖+

|m(st)|w̃(t)

w(s)
‖φ.δh−1 − φ‖

≤ Ω(h)‖δh.m.δg −m‖+ ‖m‖‖φ.δh−1 − φ‖

Teorem 2.31 benzer şekilde eğer m ∈ Cuc(w̃, G) ise (g, h) → δh.m.δg dönüşümü (e, e)

de norm süreklidir.

Tanım 2.28. w : G → R+ şeklinde tanımlanan ve inf{w(s) : s ∈ G} > 0 gerçekleyen

sürekli bir ağırlık ve X uzayı, X.δt ⊆ X (t ∈ G) ve χG ∈ X gerçekleyen L∞(w−1, G)
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uzayının kapalı alt uzayı olsun. X üzerindeki sol değişmez bir ortalama 〈χG,M〉 = 1 ve

δt.M = M (t ∈ G) sağlayan M ∈ X? olan pozitif bir fonksiyoneldir.

Teorem 2.34. Kabul edelim ki Ω, (2.5) eşitliğindeki gibi tanımlansın. O haldeCuc(Ω−1, G)

üzerinde sol değişmez bir ortalama olması için gerek ve yeter koşul L∞(Ω−1, G) üzerinde

sol değişmez bir ortalama olmasıdır.

İspat: [4] referansındaki Lemma 2.2.2 versiyonunu kullanarak bu referanstaki Teorem

2.2.1 in ilgili kısmı gibi ispatlanır.

max{|Ω(st)−1 − Ω(t)−1|, |Ω(ts)−1 − Ω(t)−1|} ≤ 1− Ω(s)−1

olduğundan χG ∈ Cuc(Ω−1) elde edilir. Yine M0, Cuc(Ω−1, G) üzerinde sol değişmez bir

ortalama ve p ≥ 0, suppp kompakt ve
∫
G
pdt = 1 gerçekleyen p ∈ L1(Ω, G) alalım. O

halde p.M0 = M0 olur. Vektör değerli integral zayıf yakınsak ve phi ∈ Cuc(Ω−1, G) ol-

mak üzere φ.p =
∫
G
φ.δxp(x)dx (φ ∈ Cuc(Ω−1, G) tanımlanmasını kullanarak E = E−1

ve p = 1
|E|χE gerçekleyen e ∈ G nin kompakt komşuluğu E seçelim. Yine 〈f,M〉 =

〈p.f.p,M0〉 (f ∈ L∞(Ω−1, G)) tanımlayalım. O halde M dönüşümü L∞(Ω−1, G) üze-

rinde sol değişmez bir ortalamadır.

Teorem 2.35. Kabul edelim ki ρ : G→ [0,∞] dönüşümü sürekli olsun ve r ∈ G için

sup{ ρ(g)

ρ(rgr−1)
: g ∈ G} <∞
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koşulu gerçeklesin. Yine

K = {m ∈ C0(ρ) : suppm kompakt,m ≥ 0,m(e) = 1, ‖m‖ ≤ ρ(e)}

alalım. Her ε > 0 ve her {r1, ..., rn} sonlu kümesi için

max{‖m(ri.r
−1
i )−m‖ : i = 1, ..., n} < ε

gerçekleyen m ∈ K vardır.

İspat: Varsayalım ki olmasın. O halde {r1, ..., rn} ⊆ G keyfi sonlu kümesini ve ε > 0

seçebiliriz. Bu yüzden her m ∈ K için max{‖m(ri.r
−1
i ) −m‖ : i = 1, ..., n} ≥ ε olur.

Yine X = C0(ρ)× ...× C0(ρ) tanımlayalım ve ψ ∈ C0(ρ), t ∈ G, i = 1, ..., n için

(Tiψ)(t) = ψ(ritr
−1
i )− ψ(t)

alalım. O halde σ = {(T1m, ..., Tnm) : m ∈ K} kümesi X uzayının konveks alt kü-

mesidir ve σ > ∆ > 0 sağlayan ∆ > 0 vardır. Hahn-Banach Teoremi’ nden |f(σ)| ≥ 1

sağlayan f ∈ X? vardır. Şimdi µi ∈ M(ρ−1), (i = 1, ..., n) gerçekleyen X? da bir

doğrusal fonksiyonel (µ1, ..., µn) formundadır. O halde m ∈ K için

|
n∑
i=1

〈Tim,µi〉| ≥ 1

elde edilir . Yine U , e ∈ G nin komşuluğu olmak üzere M(ρ−1) deki ölçülerin dış regü-
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lerliğinden

max{
∫
U/{e}

| 1

ρ(ritr
−1
i )

+
1

ρ(t)
|d|µ|(t) : i = 1, ..., n} < 1

nρ(e)

gerçekleyen U ∈ U seçebiliriz ve r−1
i V ri ⊆ U (i = 1, ..., n) gerçekleyen V ∈ U , V ⊆

U seçilir. Eğer m ∈ K ve supp(m) ⊆ V ise (Tim)(e) = 0 (i = 1, ..., n) kullanarak

|〈Tim,µi〉| = |
∫
G

[m(ritr
−1
i )−m(t)]dµi(t)| ≤

∫
U/{e}

|m(ritr
−1
i )−m(t)|d|µi|(t)

≤ ‖m‖
∫
U/{e}

| 1

ρ(ritr
−1
i )

+
1

ρ(t)
|d|µi|(t) < ‖m‖

1

nρ(e)
≤ 1

n

gerçeklenir buda çelişkidir.

Şimdi istediğimiz sonuç için gerekli olan iki teorem ispatlanarak diagonal idealinin sınırlı

yaklaşık birimiyle değişmez bir ortalama arasında ilişki kurulacaktır.

Teorem 2.36. Kabul edelim ki ∇ diagonal ideali sınırlı sağ yaklaşık birime sahip olsun .

O halde L∞(Ω−1, G) üzerinde sol değişmez bir ortalama vardır.

İspat: Teorem 2.34 den Cuc(Ω−1, G) üzerinde sol değişmez bir ortalama olduğunu gös-

termek yeterlidir. Eşitlik (2.4) de olduğu şekilde w̃ tanımlayıp, m ∈ L∞(w̃) ve k ∈ ∇

alalım. O halde Cuc(Ω−1, G) üzerinde

〈φ, k̄(m)〉 =

∫ ∫
G×G

m(t)φ(s)k(ts, s−1)dsdt

şeklinde k̄(m) fonksiyoneli tanımlayalım.

∫ ∫
G×G

1

w(t−1)
|φ(s)|k(ts, s−1)dsdt
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=

∫ ∫
G×G

1

w(t−1)

Ω(s)

w(ts)w(s−1)

|φ(s)|
Ω(s)

w(ts)w(s−1)|k(ts, s−1)|dsdt ≤ ‖φ‖‖k‖

olduğundan k̄(m) iyi tanımlı ve sınırlıdır. Üstelik ‖k̄(m)‖ ≤ ‖m‖‖k‖ olur. Yine k ∈ ∇

olduğundan
∫
k(ts, s−1)ds = 0 elde edilir. O halde φ sabit ise m ∈ L∞(w̃, G) için

〈φ, k̄(m)〉 = 0 (2.6)

olur. Eğer r ∈ G ise

〈φ.δr − φ, k̄(m)〉 =
∫ ∫

G×Gm(t)[φ(rs)− φ(s)]k(ts, s1)dsdt

=
∫ ∫

G×Gm(t)φ(s)[k(tr−1s, s−1r)− k(ts, s−1)]dsdt

=
∫ ∫

G×G φ(s)[m(r−1tr)k(r−1ts, s−1r)∆(r)−m(t)k(ts, s−1)]dsdt

=
∫ ∫

G×G φ(s)[m(r−1tr)(δr,r−1 ∗ k)(ts, s−1)−m(t)k(ts, s−1)]dsdt

= 〈φ, (Y r,r−1 ∗ k)(m)〉

+
∫ ∫

G×G φ(s)[m(r−1tr)−m(t)](δr,r−1 ∗ k)(ts, s−1)dsdt

Son integrali I(φ,m, r, k) şeklinde gösterelim. O halde

〈φ.δr − φ, k̄(m)〉 = 〈φ, (Y r,r−1 ∗ k)(m)〉+ I(φ,m, r, k) (2.7)

elde edilir. Yine φ ∈ Cuc(Ω−1) olduğunu kabul edelim. Eğer m dönüşümü kompakt des-

tekli ve sürekli ise Lemma (2.33) ve Teorem (2.31) den Ψ(s, t) = m(st)φ(t−1) fonksi-

yonu L∞((w × w)−1).L1(w × w) dadır. Eğer (kγ)γ∈Γ, ∇ diagonal ideali için sınırlı sağ

yaklaşık birim ise
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〈φ, (Y r,r−1 ∗ kγ)(m)〉 =
∫ ∫

m(t)φ(s)(Y r,r−1 ∗ kγ)(ts, s−1)

=
∫ ∫

m(st)φ(t−1)(Y r,r−1 ∗ kγ)(s, t)dsdt

= 〈Ψ, Y r,r−1 ∗ kγ〉

sağlanır. Üstelik Ψ ∈ L∞((w × w), G).L1((w × w), G) ve (kγ)γ∈Γ , ∇ için sınırlı sağ

yaklaşık birim olduğundan son ifade Γ boyunca 〈Ψ, Y r,r−1〉 yakınsar.

〈φ, (Y r,r−1 ∗ kγ)(m)〉 → m(e)(φ(r)− φ(e)) (2.8)

Dolayısıyla eğer m(e) = 1 ise (2.7) ve (2.8) eşitliklerinden

lim supγ |〈φ.δr − φ, k̄γ(m)〉 − (φ(r)− φ(e))|

≤ lim supγ |I(φ,m, r, k)|

≤ lim supγ ‖φ‖‖m(r−1.r)−m‖‖δr,r−1 ∗ kγ‖

≤ Ω(r)d‖φ‖‖m(r−1 −m)‖

burada d ,(kγ)γ∈Γ nin sınırıdır.

Yine F ⊆ G sonlu küme ve ε > 0 alalım. Teorem (2.35) kullanarak mF,ε(e) = 1 ,

‖mF ,ε‖ ≤ 1 ve r ∈ F için

‖m(r−1.r)−m‖ < ε

Ω(r)d

koşullarını sağlayan mF ,ε ∈ Cuc(w̃) seçilir. ΦF ,ε ifadesi (k̄γ(mF ,ε))γ∈Γ nın zayıf? yakın-
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sak alt ağının limiti olarak alınsın. O halde

|〈φ.δr − φ,ΦF ,ε〉 − (φ(r)− φ(e)) ≤ ε‖φ‖| (r ∈ F)

(F , ε) ikilisini kapsamanın verdiği sıra ve R+ nın alışılmış sıralamasının çarpımı ile sıra-

larsak ve eğer Φ ifadesi (ΦF ,ε) nın zayıf? yakınsak bir alt ağının limiti olsun. O halde

〈φ.δr − φ,Φ = φ(r)− φ(e)〉 (2.9)

Bu yüzden eğer

〈φ,M〉 = φ(e)− 〈φ,Φ〉 (φ ∈ Cuc(Ω−1))

şeklinde tanımlı M fonksiyoneli tanımlarsak (2.6) ve (2.9) eşitliklerinden M invaryanttır

ve 〈χG,M〉 gerçekler. Üstelik [1] de olduğu gibi M fonksiyonelinin pozitifliği elde edilir.

Teorem 2.37. Eğer L∞(Ω−1, G) üzerinde sol değişmez bir ortalama var ise ∇ diagonal

idealinin sınırlı sağ yaklaşık birimi vardır.

İspat: M fonksiyoneli L∞(Ω−1) üzerinde değişmez bir ortalama olsun. Teorem 2.30 dan

∇?? ikinci dualinin Arens çarpımı için sağ birime sahip olduğunu göstermek yeterlidir.

Bunun için T : Cruc((w × w)−1, G)→ Cruc(Ω
−1, G) şeklinde

T (φ(s)) = φ(e, e)− φ(s, s−1) (φ ∈ Cruc((w × w)−1), s ∈ G)

sağlayan bir dönüşüm tanımlayalım. Ayrıca

〈f,N〉 = lim
γ
〈, T (f.eγ),M〉
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şeklinde N ∈ L∞((w × w)−1, G)
?

fonksiyoneli tanımlayalım. Buradaki (eγ)γ∈Γ ,

L1((w×w), G) için sınırlı yaklaşık birimdir öylekiL∞((w × w)−1, G)
?

daki f → 〈T (f.eγ),M〉

şeklinde verilen ağ zayıf yıldız limite sahiptir. Teorem (2.31) den iyi tanımlıdır. Eğer N

fonksiyonelinin i??(∇??) için bir sağ birim olduğunu gösterirsek i?? bir cebir izomorfizmi

olduğundan istenilene ulaşılır.

O halde x ∈ L1((w × w), G) , s.t ∈ G ve u ∈ L∞((w × w)−1, G) alalım. Dolayısıyla

φ = u.x olmak üzere

〈u, x ∗ Y s,t.N〉 = 〈φ.Y s,t, N〉 = 〈T (φ.Y s,t),M〉

her g ∈ G için

T (φ, Y s,t)(g) = φ(s, t)− φ(e, st)− (φ(sg, g−1t)− φ(g, g−1st))

olur. φ(s(s−1g)
−1
t) = φ(g, g−1st) olduğundan

〈T (φ.Y s,t),M〉 = 〈g → φ(s, t),M〉 = φ(s, t)− φ(e, st)

elde edilir. İlk adımı M fonksiyonelinin sol değişmezliğinden diğer adımı M fonksiyone-

linin bir ortalama olmasından elde edlir. O halde

〈u.x ∗ Y s,t, N〉 = 〈u, x ∗ Y s,t〉
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Teorem (2.32) den k.N = k̂ (k ∈ ∇) şeklindedir öyleki

ˆ: L1((w × w), G)→ L∞((w × w)−1, G)
?

ikinci duale kanonik gömmedir. İspatı tamamlamak için N ∈ i??(∇??) olduğunu göster-

meliyiz.

0→ ∇?? →i?? L1((w × w), G)?? →π?? L1(w,G)?? → 0

olduğundan π??(N) = 0 olduğunu göstermeliyiz.

π?(L∞(w−1, G))L1((w × w), G) ⊆ π?(L1(w,G)L∞(w−1, G)L1(w,G))

Her f ∈ L∞(w−1, G) ve x ∈ L1((w × w), G) için

T (π?(f)x) ∈ T (π?(Cuc(w
−1, G))) = {0}

Dolayısıyla f ∈ L∞(w−1, G) için

〈f, π??(N)〉 = lim
γ
〈T (π?(f)eγ),M〉 = 0

olur.
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3. MALZEME VE YÖNTEM

Bu tez çalışmasında genel olarak soyut harmonik analizdeki temel teoremler ve metodlar

kullanılmıştır. Birimli bir Banach cebirinde çalışılmadığından bu tez çalışması boyunca

yaklaşık birim kavramı önemli olmuştur. Banach cebirinin amenable olması için yakla-

şık birimin önemi A. Ya. Khelemskii ve M. V. Sheinberg tarafından [11] çalışmasında

sunulmuştur. Banach cebirleri için genel homoloji geliştirdikleri bu makalede amenable

kavramı yaklaşık birimin varlığıyla tanıtılmıştır. Öte yandan Banach cebirleri için projek-

tif tensör çarpımı kavramı da bu çalışma için kullanılan önemli araçlardan biridir.
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4. BULGULAR

Beurling cebiri için Johnson Teoremi aşağıdaki gibi verilir.

Teorem 4.1. G yerel kompakt grup olmak üzere aşağıdakiler denktir.

i) G amenable grup ve sup{Ω(g) : g ∈ G} <∞

ii) H1(L1(w,G), E?) = {0}

İspat: Kabul edelimki G amenable grup olsun ve sup{Ω(g) : g ∈ G} < ∞ koşulu sağ-

lansın. G amenable grup olduğundan L∞(G) üzerinde sol değişmez bir ortalama vardır.

Ayrıca (2.4) ve (2.5) eşitliklerinden g ∈ G için

Ω(g) = w(g).w(g−1)

şeklindedir. Üstelik

w(gg−1) ≤ w(g).w(g−1)

ve w pozitif bir ağırlık fonksiyonu olduğundan g ∈ G için c ≤ Ω(g) sağlayan c ∈]0,∞[

vardır.

Yine sup{Ω(g) : g ∈ G} < ∞ olduğundan Ω(g) ≤ C sağlayan C ∈]0,∞[ vardır. Dola-

yısıyla c, C ∈]0,∞[ için c ≤ Ω ≤ C elde edilir. O halde L∞(Ω−1, G) üzerinde sol değiş-

mez bir ortalama vardır. Yine Teorem 2.37 den ∇ diagonal idealinin sınırlı sağ yaklaşık

birimi vardır. Üstelik Beurling cebirinin sınırlı yaklaşık birimi olduğundan Teorem 2.22
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den L1(w,G) amenable Banach cebiridir. Dolayısıyla her E Banach L1(w,G)-bimodül

için H1(L1(w,G), E?) = {0} elde edilir.

Tersine H1(L1(w,G), E?) = {0} olsun. O halde L1(w,G) amenable Banach cebiridir.

Teorem 2.22 den ∇ diagonal idealinin sınırlı sağ yaklaşık birimi vardır. Yine 2.36 dan

L∞(Ω−1, G) üzerinde sol değişmez bir ortalama vardır. Ayrıca Ω nın tanımından g ∈ G

için Ω(g) > ∆ > 0 sağlayan ∆ > 0 vardır. O halde L∞(G) üzerinde sol değişmez bir

ortalama bulunur. Dolayısıyla G amenable gruptur. Şimdi sup{Ω(g) : g ∈ G} < ∞

olduğunu gösterelim. Bunun için α ∈ R+ için

E(α) = {g | Ω(g) < α} ve F (α) = G\E(α)

şeklinde tanımlayalım. O halde α, β ∈ R+ için E(α)F (β) ⊆ F (β
α

) gerçeklenir. Sol

değişmezlik ile eğer F (β) 6= ∅ ise

0 ≤ 〈χE(α)〉 ≤
α

β
‖M‖

sağlar. Üstelik χG = χE(α) + χF (β) olduğundan 〈χG,m〉 = 1 ve lim
α→+∞

‖χF (α)‖ = 0 elde

edilir. Dolayısıyla F (β) = ∅ olur. Böylelikle {Ω(g) : g ∈ G} kümesi üsten sınırlıdır ve

sup{Ω(g) : g ∈ G} <∞ sağlanır.

Bu teorem Johnson Teoremi’ ne benzer şekilde fakat w ağırlık fonksiyonuna koşul kona-

rak elde edilmiştir. Grup cebiri için yapılan çalışmanın ağırlıklı grup cebiri için de yapı-

lacağı ortaya konmuştur.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde yerel kompakt grubun ve Banach cebirinin amenable olması kavramları incelen-

miştir. Özel olarak da ağırlıklı Banach cebirleri tanıtılarak bu cebirlerin amenable olması

çalışılmıştır. Buna göre , ağırlıklı Banach cebirinin özel hali olan grup cebirleri için bili-

nen ünlü Johnson teoremi, ağırlıklı grup cebirleri için yorumlanmıştır.

Hem grubun hem de Banach cebirinin amenable olmasını incelemek soyut harmonik ana-

liz için popüler bir konu olduğundan bununla ilgili çalışmalar yoğun bir şekilde devam et-

mektedir. Bu çalışmalar sadece Banach cebirleri için değil Banach modülü, Banach ideali

için de incelenmektedir. Ayrıca zayıf, yaklaşık amenable kavramları da popüler araştırma

konularındandır. [6] çalışması bu alandaki çalışmalara bir örnektir.
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Doğum yılı, Yeri 1990, Bursa.

Telefon 05376915559

E-mail titizmutlu@gmail.com
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