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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

OLASILIKSAL METRIK UZAYLARDA BAZI TOPOLOJIK OZELLIKLER
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Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc¢. Dr. Hiilya DURU
IL. Damisman: Dr. Ogr. U. Serkan ILTER

Bu tez boyunca, sayilardan ziyade dagilim fonksiyonlari tarafindan belirlenen noktalar
arasindaki uzaklig1 esas alan genellestirilmis metrik uzaylardan biri ile calisacagiz.

Dagilim fonksiyonlar1 uzay: tanimu verildikten sonra, bu uzay iizerindeki Lévy metrigi ve
zay1f yakinsaklik topoloji arasindaki baglantiy1 arastirtyoruz.

Daha sonra, dagilim fonksiyonlari uzaymin alt uzayina odaklanacagiz. Bu uzay,
destek kiimesi genigletilmis pozitif reel sayilar iginde, [0,+eo|, olan biitiin dagilim
fonksiyonlarinin uzayidir. Daha sonra, bu alt uzayin maksimal ve minimal elemanlar1
olan bir tam kafes oldugunun ispatini verecegiz.

Son olarak, bazi temel tanim ve terminolojiyi verdikten sonra olasiliksal metrik uzay
tanimini verecegiz. Daha sonra, olasiliksal metrik uzay iizerinde, bir diizgiinliik tarafindan
belirlenen topolojiyi inceleyecegiz ve bu topolojinin metriklenebilir oldugunun ispatini
verecegiz. Verdigimiz ispatlar kaynaklardaki ispatlardan farkli olacaktir.

Haziran 2018, 97 sayfa.

Anahtar kelimeler: olasiliksal metrik uzay, dagilim fonksiyonlari, Lévy metrigi, diizgiin
topoloji
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SUMMARY
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In this thesis, we study one of the generalizations of metric spaces, in which the distance
between points are specified by probability distributions rather than numbers.

After giving the definitions of distribution function space, Lévy metric ,and the natural
topological structure on it, namely, the topology of weak convergence, we study the
connection among them.

Next, we focus on a subspace of distribution function space. This is the space of all
distribution functions whose supports lies in the extended half line [0,+o0]. Then, we
present some different proofs of the fact that this subspace is a complete lattice with
maximal and minimal elements.

Finally, we present probabilistic metric space after giving some basic definitions and
terminology. Then, we investigate the natural topology on a probabilistic metric space
determined by a uniformity and give some different proofs of the fact that this topology
is metrizable.

June 2018, 97 pages.

Keywords: probabilistic metric space, distribution function, Lévy metric, uniform
topology.
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1. GIRIS

Olasiliksal Metrik Uzay, sayilardan ziyade olasilik yogunluk fonksiyonlar: tarafindan
belirlenen noktalar arasindaki uzakligi esas alan genellestirilmis bir metrik uzaydir.
Olasiliksal metrik uzay tanimi K.Menger tarafindan 1942 yilinda verilmistir ve daha sonra

bu kavram ¢ok sayida matematikgi tarafindan gelistirilmistir( [1], [2], [3], [4] ).

Ikinci boliimde, kullanilacak olan temel kavramlar ve terminoloji tamtildiktan sonra,
dagilim fonksiyonlar: uzayinin, A, tantmini verecegiz ve bu uzay iizerinde taniml Lévy
metrigini, dr, tanimlayacagiz. Bu boliimde, son olarak olasiliksal metrik uzay tanimi ve

bu uzayla ilgili terminolojiyi verecegiz.

Dordiincii boliimde, (A,dr) metrik uzaymim kompakt oldugunun ispatini verdikten
sonra uzaklik dagilim fonksiyonlari uzaymin, destek kiimesi genigletilmis pozitif reel
eksen, [0,+oco], olan AT alt uzayina odaklanacagiz. Burada, A" uzayimin maksimal ve
minimal elemanlar1 olan, fonksiyonlarin alisilmis noktasal siralamasi altinda, bir tam
kafes oldugunu ispatlayacagiz. A" iizerindeki zayif yakinsaklik topolojisi ve metrik
topolojinin ayni oldugunu ve bu topolojiye gore bu kiimenin kompaktliginin ispatini
veriyoruz. Bu boliimde son olarak, olasiliksal metrik uzayi tanirmlanmisg, bu uzay iizerinde
bir diizgiinliikk(uniformity) tarafindan belirlenen topolojinin metriklenebilir oldugunun
ispati ¢ok 1iyi bilinen ve ikinci boliimde ispati verilen “sayilabilir bir tabana sahip
bir diizgiinliik tarafindan belirlenen Hausdorff topolojisi metriklenebilirdir.” teoremi

kullanilarak verilmistir[5].



2. GENEL KISIMLAR

2.1. FILTRE KAVRAMI

Tammm 2.1. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere, 6 C P(X) toplulugu

asagidaki kosullar1 sagliyorsa, B topluluguna X iizerinde bir filtre taban: denir.

(FB1) Bos kiime, ‘B topluluguna ait degildir.
(FB2) ‘B topluluguna ait herhangi iki kiimenin kesisiminin alt kiimesi olacak sekilde

B toplulugunda bir eleman vardir.

Tanmim 2.2. X bostan farkli herhangi bir kiime olmak iizere § C P(X) toplulugu asagidaki
kosullar1 saghyorsa, § topluluguna X {izerinde bir filtre denir.

(F1) Bos kiime, § topluluguna ait degildir.

(F2) § toplulugundaki herhangi iki kiimenin kesisimi yine § topluluguna aittir.

(F3) § toplulugundaki bir kiimeyi kapsayan X in her alt kiimesi, § topluluguna aittir.

Onerme 2.3. B C P(X) olmak iizere, B topluluguna ait bir kiimeyi kapsayan
X kiimesinin alt kiimelerinin olusturdugu toplulugu F(B) ile gosterelim. F(B)
toplulugunun X iizerinde bir filtre olabilmesi icin gerek ve yeter kosul B toplulugunun X

tizerinde bir filtre tabani olmasidir.

Ispat. §(B) toplulugu X iizerinde bir filtre olsun. Bu durumda, B toplulugunun X

tizerinde bir filtre taban1 oldugunu gosterelim.

(FB1): B C F(*B) kapsamasi gerceklendiginden ve §(8) toplulugu filtre oldugundan,
0 ¢ B gerceklenir.

(FB2): Herhangi iki By, B, € B alahim. 8 C §(28) kapsamasi gerceklendiginden ve §(5)

filtre oldugundan

BiNB; e 3(%)



olur. Dolayistyla, §(28) toplulugunun tanimindan,

B3 C BiNB;

olacak sekilde bir B3 € ‘B vardir.

Boylece Tanim 2.1 kosullarimi saglayan ‘B toplulugu, X iizerinde bir filtre tabani olur.
Tersine, ‘B toplulugu X iizerinde bir filtre tabani olsun. §(*8) toplulugunun Tanim 2.2

kosullarin1 gercekledigini gosterelim.

(F1): @ € F(®8) oldugunu kabul edelim. Bu durumda §(8) toplulugunun tanimindan,
B C 0 olacak sekilde bir B € ®B vardir. Buradan, B = @ € *B celigkisi elde edilir. O halde
0 ¢ F(%8) olur.

(F2): Herhangi iki Fi,F> € F(8) alalm. §(8) toplulugunun tanimindan, By C Fj
ve B C F; olacak sekilde By, B, € *B vardir. Buradan

BiNB, CHNE (2.1)

elde edilir. (2.1) kapsamasindan ve ‘B toplulugunun filtre taban1 olmasindan dolay1

B;CB NB,CHNk

olacak sekilde B3 € B vardir. Buradan F; N F, € §(B) elde edilir.

(F3): Herhangi bir A C X ve F C A olacak sekilde F € F(8) alalim. F(*B) toplulugunun
tanimindan, B C F olacak sekilde bir B € ®8 vardir. Buradan B C A olur. Dolayisiyla
A € F(*B) elde edilir.

Boylece, Tanim 2.2 geregi §(*B) bir filtredir. Ayrica §(8) filtresinin, B filtre tabanini
kapsayan en kiigiik filtre oldugu aciktir.

Sonug 2.4. B, X iizerinde bir filtre tabani ise F(2B) toplulugu B tarafindan dogurulan
filtredir.



2.2. TOPOLOJIK UZAY VE KOMSULUK KAVRAMI

Tanmm 2.5. X bogtan farkli bir kiime olmak iizere, T C P(X) alt toplulugu asagidaki

kosullar1 saghiyorsa, bu topluluga X kiimesi iizerinde bir topoloji denir.

(T1) X ve bos kiime, 7 topluluguna aittir.
(T2) 7 topluluguna ait sonlu sayida kiimenin kesisimi, 7 topluluguna aittir.

(T3) 7 topluluguna ait herhangi sayida kiimenin birlesimi, 7 topluluguna aittir.

Tanim 2.6. 7 toplulugu, X iizerinde bir topoloji ise (X, ) ikilisine bir fopolojik uzay

denir. Ayrica,

(a) O € 7 gergekleyen O C X alt kiimesine agik kiime,

(b) Biitiinleyeni acik olan kiimeye kapali kiime

denir. A C X herhangi bir kiime olmak iizere; A kiimesini kapsayan en kiiciik kapali
kiimeye, bu kiimenin kapanis1 denir ve A ile gosterilir. A kiimesinin kapsadig1 en biiyiik
acik kiimeye, A kiimesinin i¢i denir ve i(A) ile gosterilir. Dikkat edilecek olursa topoloji
tanimindan, her kapanis kiimesinin kapali ve her i¢ kiimesinin acik oldugu kolaylikla elde

edilir.

Tammm 2.7. (X,7) bir topolojik uzay ve x € X herhangi bir nokta olsun. Bir V C X
alt kiimesi, x noktasin1 eleman kabul eden acik bir kiimeyi kapsiyorsa, V kiimesine
x noktasinin bu topolojik uzay ic¢indeki bir komsulugu denir. Bir x noktasinin biitiin
komguluklarinin toplulugu V(x) ile gosterilir. Bu topluluga, x noktasindaki komgsuluk

sistemi denir.

Onerme 2.8. (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve V(x): x noktasindaki komsuluk sistemi

olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir:

(NO) HerV eV(x)iginxeV.
(N1) V(x), X tizerinde bir filtredir.

(N2) U €V(x)iseoyle bir W € V(x) vardir ki hery € W icin U € V (y).



Ispat. Komsuluk tanimindan (NO) o6zelliginin gerceklendigi aciktir. Simdi V(x)
toplulugunun, Tanim 2.2 kosullarini sagladigini gosterelim. (NO) 6zelliginden, @ ¢ V (x)
elde edilir. Herhangi iki V;,V, € V (x) alalim. Komguluk tanimindan,

xe0;CVy ve x€0,CVWV,

olacak sekilde Oy, O, € 7 kiimeleri vardir. Topoloji tanimindan, O N O, € T oldugundan

ve
xeO01NO, CVinW,

gergeklendiginden V; NV, € V(x) olur. Herhangi bir A C X ve V C A olacak sekilde
V € V(x) alahm. Komsuluk tanimindan x € O C V olacak sekilde bir O € 7 kiimesi vardir
ve V C A oldugundan, x € O C A gergeklenir. Bunun anlami A € V (x) olmasidir. Boylece

(N1) 6zelliginin gerceklendigi gosterilmis olur.

(N2): Herhangi bir U € V(x) alam. Bu durumda x € i(U) olur ve i(U)e 7
gerceklendiginden

i(U) eV(x)

elde edilir. Simdi herhangi bir y € i(U) alalim. Bu durumda, y € i({U) CU ve i(U) € T
oldugundan, komguluk tanimi geregi U € V (y) elde edilir.

Teorem 2.9. X bostan farkli bir kilme , x € X herhangi bir nokta ve V(x) C P(X)
toplulugu Onerme 2.8 kosullarmi saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda X iizerinde,

V(x) toplulugunu komsuluk sistemi olarak kabul eden bir 7 topolojisi vardir.

Ispat. Herhangi bir x € X alalm ve V(x) C P(X) toplulugu Onerme 2.8 kosullarini

saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda
T={0CX|VxecO0 3IVeV(x) VIo}lu{d}

toplulugunun X iizerinde bir topoloji oldugunu gosterelim.

(T1): @, X € toldugu agiktir.



(T2): 01,0, € Tve x € 01 N Oy olsun. Bu durumda,
ViCOiveV, C O

olacak sekilde V;,V, € V(x) kiimeleri vardir. V (x) bir filtre oldugundan V; NV, € V (x)

olur ve
Vinv, CO;1N0O;y

gerceklendiginden O1 N O, € 7 elde edilir.

(T3): I herhangi bir kiime olmak iizere, her ¢ € I igin Aq € Tvex € |J Ag ise x € Ag,
acl
olacak sekilde bir Ay, € T vardir. Dolayisiyla V C Ay, olacak sekilde bir V € V(x) vardir
ve Ag, € U Ag oldugundan,
aecl

vV C | JAq

ael

gerceklenir ve buradan, |J Ay € 7 elde edilir.
acl

Simdi bu topolojinin, V(x) toplulugunu komsuluk sistemi kabul ettiini gosterelim.

Herhangi bir U € V(x) alalim ve
A={yeX|UeV(y)}

kiimesini tanimlayalim. A kiimesinin acik oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in herhangi bir
a € A alalim. Bu durumda U € V(a) olur ve (N2) 6zelliginden, dyle bir V € V (a) vardir
ki her b € V i¢in U € V(b) gerceklenir. Buradan, V C A elde edilir. A C U oldugundan U

kiimesi x noktasinin bir komsulugu olur.

Tamm 2.10. (X, 7) bir topolojik uzay, x € X bir nokta ve V(x) bu noktadaki komguluk
sistemi olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan B (x) C P(X) topluluguna x noktasinda bir

lokal taban denir.

(LB1) ®B(x) toplulugunun her iiyesi, x noktasinin bir komsulugudur.

(LB2) Her V € V(x) igin B C V olacak sekilde bir B € B(x) vardir.



Onerme 2.11. (X, 1) bir topolojik uzay, x € X ve B(x) : x noktasinda bir lokal taban

olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir:

(a) Her B € ®B(x) i¢inx € B.
(b) B(x), X tizerinde bir filtre tabanidir.

(c) B € B(x) ise dyle bir By € B(x) vardir ki y € By ise B; C B olacak sekilde
B € B(y) vardir.

Ispat. (a) (LB1) kosulundan, her B € 98 (x) i¢in x € B gerceklenir.

(b) B(x) toplulugunun Tamim 2.1 kosullarini sagladidini gosterelim. (a) sikkindan, 0 ¢
B(x) elde edilir. Simdi herhangi iki By,B; € B(x) alalim. Bu durumda (LB1) ve (LB2)

kosullar1 sirasi ile uygulanarak,
B; CBiNB,

olacak sekilde bir Bz € B(x) elde edilir.

(c) Herhangi bir B € B (x) alalim. Bu durumda, (LB1) kosulundan ve (N2) 6zelliginden
dolay1 6yle bir By € B(x) vardir ki her y € By i¢in, B € V (y) gerceklenir ve (LB2) kosulu
kullanilarak, By C B olacak sekilde bir B € B(y) bulunur. Bdylece istenen elde edilmis

olur.

Teorem 2.12. X bostan farkli bir kiime, x € X bir nokta ve B(x) C P(X) Onerme 2.11
kosullarimi saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda X iizerinde, 28 (x) toplulugunu lokal

taban olarak kabul eden bir 7 topolojisi vardir.

Ispat. Herhangi bir x € X alalim ve B (x) toplulugu Onerme 2.11 kosullarin saglasin. Bu

durumda,
T={0CX|VxecO 3FBeB(x) BCO}U{0}

toplulugunun X {iizerinde bir topoloji oldugunu gosterelim.

(T1): 0,X € 7 oldugu aciktir.



(T2): 01,0, € Tvex € O; N O, olsun. Bu durumda

olacak sekilde By, B; € B(x) kiimeleri vardir. 98 (x) bir filtre taban1 oldugundan
B3 C BiNB,

olacak sekilde bir B3 € B(x) vardir ve
BiNB; C0O1N0Oy

gerceklendiginden O N O, € 7T olur.

(T3): I herhangi bir kiime olmak lizere her & € I icin Aq € Tve x € |J Aq ise x € Aq,
acl
olacak sekilde bir Ay, € T vardir. Dolayisiyla B C A, olacak sekilde bir B € B (x) vardir
ve Agy € | A oldugundan
ael

BC | JAq

acl

gerceklenir ve buradan |J Ay € 7 bulunur.
acl

Simdi B (x) toplulugunun x noktasinda bir lokal taban oldugunu gésterelim. Bunun igin,

ilk olarak
Vix)=F(B(x))={VCX|3dBeB(x) BCV}

toplulugunu tanimlayalim ve bu toplulugun x noktasinda bir komsuluk sistemi oldugunu
gosterelim. Her B € B(x) i¢in x € B gerceklendiginden, (NO) kosulu saglanir. 98 (x) bir
filtre taban1 oldugundan, Onerme 2.3 geregince, V (x) bir filtredir ve boylece (N1) kosulu
saglanir. Simdi, V (x) toplulugunun (N2) kosulunu sagladigim gostermek igin, herhangi
bir U € V(x) alalim. Buradan, B C U olacak sekilde bir B € B(x) elde edilir. Bu durumda,
dyle bir By € B(x) vardir ki, her y € By i¢in, By C B olacak sekilde bir By € B(y) vardir.



V = By segilirse, By € V(x) ve her y € By igin,
UecV(y)

gerceklendiginden (N2) kosulu saglanmig olur. Dolayisiyla, V(x) toplulugu Teorem 2.9
geregince x noktasinda bir komguluk sistemidir. Boylece B (x) toplulugu, (LB1) ve (LB2)

kosullarini sagladigindan x noktasinda bir lokal taban olur.

Onerme 2.13. : (X, 7) bir topolojik uzay, x € X ve 9B (x), x noktasindaki lokal taban olsun.
Bu durumda herhangi bir A C X kiimesi i¢in asagidakiler gerceklenir:

(a) x noktasinin A kiimesinin kapanigina ait olmasi icin gerek ve yeter kosul A

kiimesinin, 8B (x) toplulugundaki her kiimeyle kesisiminin bostan farkli olmasidir.

(b) x noktasinin A kiimesinin i¢ine ait olmast i¢in gerek ve yeter kosul B(x)

toplulugunda A kiimesinin alt kiimesi olacak sekilde bir kiimenin var olmasidir.

(c) X igindeki bir (x,),cn dizisinin x € X noktasina yakinsamasi icin gerek ve yeter

kosul her B € B(x) ve her n > N igin, x,, € B olacak sekilde bir N € N olmasidur.

Ispat. (a) Herhangi bir x € A ve B € B(x) alalim. Her V € V (x) igin
VNA#£0

ve B(x) C V(x) oldugundan
BNA#0

gerceklenir. Tersine, her B € B(x) icin BNA # 0 oldugunu kabul edelim ve herhangi bir
V € V(x) alalim. (LB2) kosulundan,

By CV
olacak sekilde bir By € 2B (x) vardir. Dolayisiyla,

VNA#0
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elde edilir.

(b) Herhangi bir x € i(A) alalim. Bu durumda

VCA

olacak sekilde bir V € V(x) ve (LB2) kosulundan,

BCVCA

olacak sekilde bir B € B(x) vardir. Tersine, B C A olacak sekilde bir B € B(x) oldugunu
kabul edelim. (LB1) kullanilarak, B € V (x) elde edilir ve B C A gergeklendiginden x €
i(A) elde edilir.

(c) X icinde x € X noktasina yakinsayan herhangi bir (x,),cn dizisi ve herhangi bir
B € B(x) alahm. Bu durumda x, — x oldugundan, (LB1) kosulundan, her n > N i¢in
Xn € B olacak sekilde bir N € N elde edilir. Tersine, herhangi bir V € V (x) alalim. (LB2)

kosulundan,

BCV

olacak sekilde bir B € B (x) vardir. Bu durumda hipotez geregi, her n > N i¢in x, € B
olacak sekilde bir N € N var oldugundan, her n > N icin x,, € V olur.

Tanmim 2.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve 8 C 7 olsun. Her bostan farkli O acik kiimesi
B toplulugunun bazi elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa veya buna esdeger

olarak, her O € 7 acik kiimesi ve her x € O i¢in,

x€B,CO (2.2)

olacak sekilde bir B, € ®B varsa, B topluluguna 7 topolojisi i¢in bir taban denir.
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Onerme 2.15. (X, 1) bir topolojik uzay ve B toplulugu 7 topolojisi i¢in bir taban olsun.

Bu durumda agsagidakiler gerceklenir:

(B1) X= | B.
BcB
(B2) Her By,B; € B ve her x € BN B, icin Oyle bir B, € *B vardir ki x € B, C B; N B».
Ispat. (X, 1) bir topolojik uzay ve B toplulugu 7 topolojisi icin bir taban olsun.

(B1): X € 7 oldugundan, taban tanimindan (B1) kosulu gerceklenir.

(B2): Herhangi iki By, B; € *B ve herhangi bir x € B N B; alalim. Bu durumda, BjNB; € T

oldugundan, taban tanimi geregi,
xeB, CBNB,

olacak sekilde bir B, € ‘B vardir.

Teorem 2.16. X bostan farkli bir kiime ve 8 C P(X) Onerme 2.15 kosullarini saglayan
bir topluluk olsun. Bu durumda X iizerinde, B toplulugunu taban olarak kabul eden bir T

topolojisi vardir.

Ispat. X bostan farkli bir kiime ve B C P(X) toplulugu Onerme 2.15 kosullarim saglasin.

Bu durumda,
T={0CX|Vx€cO 3B,€B xecB, CO}U{0}

toplulugunun X {iizerinde bir topoloji oldugunu gosterelim.
(T1): 0,X € 7 oldugu acgiktir.

(T2): 01,0, € Tvex € O; N Oy olsun. Bu durumda
x€ B C 0O xX€B,C Oy
olacak sekilde By, B, € *B kiimeleri vardir. (B2) kosulundan,

xeB3;CBINB
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olacak sekilde bir B3 € ‘B vardir. Dolayisiyla, B3 C O1 N O, gerceklendiginden, O1 N O, €
T olur.
(T3): I herhangi bir kiime olmak iizere her o € I'igin Aqg € Tvex € |JAg ise x € A,

ael
olacak sekilde bir Ay, € T vardir. Dolayisiyla,

X € By CAg,

olacak sekilde bir B, € B vardir ve Ag, C |J Ay oldugundan,

acl

x€B.C | JAq

acl

gerceklenir ve buradan |J Ay € 7 bulunur. ®B toplulugunun bu topoloji i¢in bir taban
acl
oldugu agiktir.
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2.3. METRIK UZAY

Tanim 2.17. X bostan farkl bir kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
d:XxX—R

fonksiyonuna X tizerinde bir metrik ve bu durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Her x,y,z € X icin,

M1) d(x,y)=0&<x=y.
(M2) d(x,y) =d(y,x).

M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Bu tanimdan, her x,y € X icin,
0=d(x,x) <d(x,y)+d(x,y) =2d(x,y)

oldugundan d(x,y) > 0 elde edilir.

Onerme 2.18. (X,d) bir metrik uzay, € > 0 ve x € X olsun. Bu durumda
Be(x) ={y e X |d(x,y) <&}

olmak iizere
B(x) = {Be(x) | € > 0}

olsun. Bu durumda, X {iizerinde bu toplulugu x noktasinda lokal taban kabul eden bir

topoloji vardir.

Ispat. B(x) tolulugunun Onerme 2.11 kosullarini sagladigini géstermemiz yeterlidir.

(a) Her € > 0 icin,
dx,x)=0<¢

oldugundan, x € B¢(x) bulunur.
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(b) B(x) toplulugu X iizerine bir filtre tabanidir. Gergekten, (a) sikkindan, 0 ¢ B(x)
gerceklenir. Simdi, herhangi iki ry,r, pozitif reel sayilarini alalim. Bu durumda, r =

min{r;,r;} olmak iizere B,(x) = B, (x) N B,,(x) gerceklenir.
(c) Herhangi bir € > 0 ve y € Bg(x) alalim. Simdi
Bs(y) € Be(x)
olacak gekilde bir 0 > 0 sayisinin bulunabildigini gosterelim.
d(x,y) <€
oldugundan,
0< 5= =9y <e—d(x,y)

olur. Herhangi bir z € Bs(y) alalim. Uggen esitsizliginden,

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <d(x,y)+ 0

<d(x,y)+e—d(xy)=¢
bulunur. Buradan z € Bg(x) sonucuna ulagilir ve
Bs(y) C Be(x)

kapsamasi elde edilir.

Bu durumda Teorem 2.12 kullanilirsa,
Tu={ACX|Vx€A Je>0 Be(x) CA}U{0}

toplulugu X {iizerinde bir topoloji olur ve bu topoloji metrik topoloji olarak adlandirilir.
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2.4. DUZGUN UZAYLAR

X bostan farkli bir kiime ve U,V C X x X olmak iizere,
A={(xx) | xeX}

U™ ={(nx) | (x.y) € U}
UoV ={(x,z) [y € X (x,y) €V ve(yz) €U}
kiimelerini tamimlayalim.

Onerme 2.19. X bostan farkli bir kiime ve U,V C X x X olsun. Bu durumda asagidakiler

gerceklenir:

@ U '=Uu

by UCViseU 'CV!
) Unv)yl=vu-tnv-!
d) UoV) '=v-lou-!

Ispat. (a) Herhangi bir (x,y) € (U~!)~! alalim. Bu durumda
(yx) U = (x,y) €U
gercekleneceginden
wh'lcu (2.3)
elde edilir. Tersine herhangi bir (x,y) € U alalim. Bu durumda
) eU =@y ew !
gercekleneceginden
uc@w ! (2.4)

elde edilir. (2.3) ve (2.4) bagmtilarindan U = (U~")~! olur.
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(b) U CV olsun ve herhangi bir (x,y) € U~! alalm. Bu durumda (y,x) € U olur ve U CV
gerceklendiginden (y,x) € V elde edilir. Buradan (x,y) € y-1 olacagindan U “lcy-!

oldugu goriiliir.

(c) Herhangi bir (x,y) € (UNV)~! alalim. Bu durumda (y,x) € U NV olacagindan, (x,y) €
U~! ve (x,y) € V™!, dolayisiyla (x,y) € U~' NV ~! bulunur. O halde,

wnv)yltcu'tnv! (2.5)

kapsamasi gerceklenir. Ters kapsama icin herhangi bir (x,y) € U~!' NV ~! alalim. Bu

durumda,
(xy) €U = (yx) €U

(x,y) eV = (yx)eV

olacagindan, (y,x) € U NV elde edilir ve bu (x,y) € (UNV)~! oldugunu syler. O halde
uUlnvlicwnv)! (2.6)

bulunur. Istenilen esitlik (2.5) ve (2.6) bagintilarindan elde edilir.

(d) Herhangi bir (x,z) € (U oV)~! alalim. Bu durumda (z,x) € U oV olacagindan,
(z,y) eV ve (yx)eU

olacak sekilde bir y € X vardir. Bu durumda,
(z,y) eV = (yz)eV!

(»x) €U = (x,y) €U

oldugundan,

(x,z) eV ioUu™!
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elde edilir. O halde
(Uov)tcvlou! 2.7)
gerceklenir. Ters kapsama icin herhangi bir (x,z) € V~! o U~! alalim. Bu durumda
(x,y) eU ' ve (y,2)ev!
olacak sekilde bir y € X vardir. Buradan (y,x) € U ve (z,y) € V bulunur. Bu ise
(z,x) €eUoV
verir ve dolayisiyla (x,z) € (U oV)~! elde edilir. Dolayistyla,
vieulc(Uov)! (2.8)

bulunur. istenilen esitlik (2.7) ve (2.8) bagmtilarindan elde edilir.

Tamim 2.20. X bostan farkl1 bir kiime olsun. U = U~! kosulunu saglayan bir U C X x X

alt kiitmesine simetrik denir.

Tanim 2.21. X bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki kosullar: saglayan bir Z C P(X x
X) topluluguna X kiimesi iizerinde bir diizgiinliik denir ve (X,% ) ikilisine bir diizgiin

uzay denir.

(Ul) HerU € % icin A CU
(U2) % toplulugu X x X iizerinde bir filtredir.
(U3) HerU €% icinU ' c%

(U4) HerU € % i¢in VoV C U olacak sekilde bir V € % vardir.
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Onerme 2.22. (X, %) bir diizgiin uzay olsun. Bu durumda asagidakiler gergeklenir:

(@) HerU € % i¢cinU CUoU

(b) Her U € % icin U NU ! kiimesi simetriktir.

(¢c) Her U € % i¢in V C U olacak sekilde bir V € % simetrik kiimesi vardir.

(d) HerU € % i¢in VoV C U olacak sekilde bir V € % simetrik kiimesi vardir.

(e) Her U € % i¢cin VoV oV C U olacak sekilde bir V € %/ simetrik kiimesi vardir.

Ispat. (a) Herhangi bir U € % ve (x,y) € U alalim. (U1) kosulundan ve ”o” tanimindan
(x,y) € UoU ve dolayistyla

UCUoU

elde edilir. Ayrica, 7 bir filtre oldugundan U o U € % bulunur.

(b) Herhangi bir U € % alalim. Onerme 2.19-(a) ve (c) siklar1 yardimiyla,
wnuH'tl=unu!

oldugu goriiliir. Ayrica, (U2) ve (U3) kosulu kullanilarak, U NU~! € % elde edilir.

(¢c) Her U € % i¢in UNU 1 e 9 simetrik ve UNU' CU oldugundan istenilen

gerceklenir.

(d) Herhangi bir U € % alalim. (U4) geregi,
WoW CU

olacak sekilde bir W € % kiimesi ve (c) sikkindan,
Vw

olacak sekilde bir V € % simetrik kiimesi vardir. Simdi, VoV C W oW oldugunu
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gosterelim. Bunun i¢in (x,z) € V oV alalim. Bu durumda,

(y)eV ve (vz)eV

olacak gekilde bir y € X vardir. V. C W oldugundan (x,z) € W o W elde edilir. Bu ise

VoVCWoW

oldugunu gosterir. Boylece, W oW C U oldugundan,

VoV CU

bulunur.

(e) Herhangi bir U € % alalim. (U4) geregi,

VoV CU (2.9)

olacak sekilde bir V € %/ vardir ve (d) geregi

WoW CV (2.10)

olacak sekilde bir W € % simetrik kiimesi vardir. (2.9) ve (2.10) kapsamalarindan

WoWoWoW CVoVCU

bulunur. Ayrica, (a) sikki kullanilarak,

WoWoW CWoWoWoW

ve buradan,

WoWoW CU

elde edilir.
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Tamim 2.23. (X,%4) ve (X,%,) iki diizgiin uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun Bu
durumda, f fonksiyonunun X iizerinde diizgiin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her V € % ve her x,y € X igin,

(x,y) €U = (f(x).f(y) eV

kosulunu saglayan bir U € %/ kiimesinin var olmasidir.

Tamm 2.24. (X, %) bir diizgiin uzay ve (x,),en dizisi X iginde bir dizi olsun. Bu
durumda, (x,),en dizisinin Cauchy dizisi olmas igin gerek ve yeter kosul her U € %

ve m,n > N i¢in
(Xn,xm) €U

olacak sekilde bir N € N var olmasidir.

Tamim 2.25. (X, %) bir diizgiin uzay ve B C 7% olsun. % toplulugundaki her kiime B

topluluguna ait en az bir kiimeyi kapsiyorsa, 8 topluluguna % i¢in bir faban denir.

Onerme 2.26. 8 C P(X x X) bostan farkli kiime ailesinin X iizerindeki bir diizgiinliik

icin taban olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar

(UB1) ‘B toplulugundaki her kiime AA kiimesini kapsar.

(UB2) Her U € B i¢in B C U~! olacak sekilde bir B € 98 vardir.
(UB3) HerU € B icin VoV C U olacak sekilde bir V € ‘B vardir.
(UB4) Her By,B; €5 i¢in Bz C By N B, olacak sekilde Bz € B vardir.

Ispat. B toplulugu X iizerindeki bir % diizgiinliigii icin taban olsun. Simdi kosullar:

sagladigin1 gosterelim:

(UB1): Herhangi bir U € B alalim. 8 C % oldugundan ve (U1) kosulundan A C U elde

edilir.



21

(UB2): Herhangi bir U € B alalim. B C % oldugundan U~! € % olur. Taban

tanimindan,
BcU!

olacak sekilde bir B € ®B vardir.

(UB3): Herhangi bir U € 98B alalim. 8 C % oldugundan ve (U4) kosulundan
VoV CU

olacak sekilde bir V € %/ vardir ve ‘B taban oldugundan,
BCV

olacak sekilde bir B € ®B vardir. Buradan
BoBCVoVCU

elde edilir.

(UB4): Herhangi iki U,V € B alalim. 8 C % ve 7 bir filtre oldugundan UNV € %

olur. ‘B taban oldugundan,
BCUNV

olacak sekilde bir B € 8 vardr.

Tersine, B toplulugu bu dort kosulu saglayan bir topluluk olsun. Bu durumda Onerme 2.3

de tamimlanan
SB)=%={UCXxX|3IBeB BCU}

toplulugu X {iizerinde, ‘B toplulugunu taban kabul eden bir diizgiinliiktiir; Gergekten ,
herhangi bir U € 7% alalim. Bu durumda

By CU
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olacak sekilde By € B vardir. Buradan,
(Ul): A C By oldugundan A C U olur.
(U2): B bir filtre taban1 oldugundan Onerme 2.3 geregi, % bir filtredir.

(U3): *B toplulugunun sagladig1 (UB2) kosulundan,
CcC By

olacak sekilde bir C € 8 C %/ vardur. Bal C U~ ! ve % bir filtre oldugundan C C U~!
kapsamas1 U~! € % oldugunu ispatlar.

(U4): ‘B toplulugunun sagladig1 (UB3) kosulundan,
VoV g BU

olacak sekilde V € 8 C % vardir ve By C U oldugundan istenen gergeklenir.

Sonug olarak, 7 toplulugu X icin bir diizgiinliik olur. %/ toplulugunun tanimindan, B
toplulugunun % igin bir taban oldugu aciktir.

Onerme 2.27. (X, %) bir diizgiin uzay, x € X bir nokta ve U € % olsun.
Ulx)={yeX|(xy) cU}

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda y € X ve V € % olmak iizere,
(@) xeU(x)
(b) UCV=U(x) CV(x)

© yeVx) =V c(VeV)x)

Ispat. (a) Her U € % igin /A C U oldugundan x € U (x) olur.

(b) U CV olsun ve y € U(x) alalm. Bu durumda (x,y) € U ve U C V oldugundan (x,y) €
V olur. Buradan y € V (x) elde edildiginden

U(x) CV(x)
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oldugu goriiliir.

(c) y € V(x) olsun. Herhangi bir z € V(y) alalim. Bu durumda (y,z) € V ve (x,y) € V

22

oldugundan, ”o” tanimi geregi
(x,z) €VoV

olur. Dolayistyla,
V(y) € (VoV)(x)

elde edilir.

Onerme 2.28. (X,% ) bir diizgiin uzay olsun. Bu durumda

(a)
ty ={ACX|VxeA i¢in U e U(x) CA}U{0}

toplulugu X iizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye diizgiin topoloji denir. (X, Ty)

topolojik uzayinda, asagidakiler gerceklenir:

(b) Herhangi bir A C X kiimesi i¢in
By={xeX|3U e U(x)CA}

kiimesi agiktir.

(c) A C X herhangi bir kiime olsun. Bir x € X noktasinin A kiimesinin ic¢ine ait olmast

icin gerek ve yeter kosul

U(x)CA

olacak sekilde bir U € % olmasidir.

(d) x € X herhangi bir nokta olsun. Bu durumda

Bx) ={UX) |U e}
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toplulugu x noktasinda bir lokal tabandir.

Ispat. (a) 74 toplulugunun X iizerinde bir topoloji oldugunu gésterelim.
(T1) 0,X € 14 oldugu agiktir.

(T2) 01,0, € 19, ve x € O1 N O3 olsun. Bu durumda 7 toplulugunun tanimindan,
Ui(x) COy ve Uy(x)CO;

olacak sekilde U;,U, € % kiimeleri vardir. %/ bir filtre oldugundan Uy NU, € % ve
(U NU,y)(x) = Uy (x) NU(x) gergeklendiginden O N O; € 14 elde edilir.

(T3) I herhangi bir kiime olmak iizere her & € I igin Oy € 79 ve x € |J Og ise x € Og,
acl
olacak sekilde bir Oq, € Ty vardir. Dolayisiyla,

U(x) C Og,

olacak sekilde bir U € % vardir ve Oy, C |J O¢ oldugundan,

ael

Ux) C | JOq

acl

gerceklenir. Buradan, |J Oy € 749, elde edilir.
acl

(b)Herhangi bir x € B4 alalim. Bu durumda,
Ux)CA
olacak sekilde bir U € % vardir. (U4) kosulundan,

VoV CU

olacak sekilde bir V € %/ vardir. Simdi V(x) C B4 oldugunu gosterelim. Herhangi bir
y € V(x) alahm. Onerme 2.27-(b) ve (c) kullanilarak,

Vy) S (VeV)(x) CU(x) CA

elde edilir. B4 kiimesinin tanimindan y € B4 bulunur. Bu ise B4 kiimesinin agik bir kiime

oldugunu soyler.
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(c) x €i(A) € 19 alalim. Bu durumda,

U(x) Ci(A) CA

olacak sekilde U € % vardir. Buradan x € By olur ve dolayisiyla,

i(A) C By (2.11)

elde edilir. Diger yandan, B4 C A ve B4 € T4 oldugundan,
Bs Ci(A) (2.12)

elde edilir.

(2.11) ve (2.12) bagintilarindan B4 = i(A) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur.
(d) B(x) toplulugunun Tanim 2.10 kogullarini sagladigin1 gésterelim;

(LB1): Herhangi bir U € % alalim. (c) sikki ve Onerme 2.27-(a) kullanilarak, By =
i(U(x)) ve x €i(U(x)) elde edilir. Dolayistyla U (x), x noktasi i¢in bir komsuluk olur.

(LB2): x noktasinin herhangi bir V komgulugunu alalim. Komguluk ve 77 toplulugunun

tanimindan,
Ux)COCV
olacak sekilde O € 149, ve U € % kiimeleri vardir.

Onerme 2.29. Her metrik uzay diizgiin uzaydur.

Ispat. (X,d) bir metrik uzay olsun ve her & > 0 icin,
B(g) = {(x,y) € X xX |y € Be(x)}

ve
B ={B(¢g) | £>0}

kiimeleri tanimlansin. Bu durumda, Onerme 2.26 geregi, X kiimesi iizerinde B
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toplulugunu taban kabul eden bir %/ diizgiinliigii vardir. Gergekten,

(UB1): Herhangi bir € > 0 alalim. Onerme 2.18 kullanilirsa, x € B¢ (x) olur ve dolayisiyla
A C B(g) gergeklenir.

(UB2): Herhangi bir € > 0 alalim. y € Be(x) ise x € B¢(y) oldugundan B(e) = B~!(¢)

olur.

(UB3): Herhangi bir € > 0 ve (x,y) € B(%) o B(5)alalim. Bu durumda, (x,z) € B(§) ve
(z,¥) € B(%) olacak sekilde bir z € X vardir. d bir metrik oldugundan,

£ €
d(x,y) <d(x,z)+d(y,z) < ARy

bulunur ve buradan (x,y) € B(€) elde edilir.

(UB4): Herhangi iki €, & > 0 alalim. Bu durumda, €3 = min{ ¢, & }dersek,
Be, (x) = Bg, (x)N Be, (x)

olacagindan,
B(&3) = B(&1)NB(&)

elde edilir. Dolayisiyla, (UB1) ve (UB4) kosullar1 ®B toplulugunun X x X iizerinde bir

filtre taban1 oldugunu soyler.

Bu durumda, Onerme 2.28 yardimiyla,
Ty ={ACS|VxeA Je>0 Be(lx) CA}U{0}

X iizerinde bir diizgiin topoloji olur.

Onerme 2.30. (X, %) bir diizgiin uzay ve V € % simetrik olsun. Bu durumda herhangi
bir U € % icin

VoUoV:U{V(x) xV(y)|(x,y) €U}
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olur.

Ispat. Herhangi bir U € % alalim ve (u,v) € V oU oV olsun. Bu durumda,
(u,a) €V ve (a,b)elU ve (b,v)eV

olacak sekilde a,b € X elemanlart vardir. V kiimesi simetrik oldugundan (u,v) € V(a) x

V(b) ve
V(a)xV(b) S J{V(x) x V() | (x,y) € U}
oldugundan,
VoUoV CJ{V(x)x V()| (x,y) €U}

elde edilir. Ters kapsama i¢in, herhangi bir (u,v) € U{V(x) xV(y) | (x,y) € U} alalim.

Bu durumda,
(u,v) € V(t) x V(s)

olacak sekilde (7,s) € U vardir. Dolayistyla, V kiimesi simetrik oldugundan, (u,7) € V ve

99 %

(v,s) € V olur ve (t,s) € U gerceklendiginden, ”o” tanimi geregi
(u,v) eVolUoV

elde edilir. Buradan istenilen,
UV % V) | (6y) €U} SVoU oV

kapsamasi elde edilir.

Onerme 2.31. (X,%) bir diizgiin uzay olsun. Bu durumda % topluluguna ait her

kiimenin i¢i % topluluguna aittir.
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Ispat. Herhangi bir M C X x X i¢in i(M) = {(x,y) | 3U,V €% U(x)xV(y) C M}
oldugundan ve UNV € % gergeklendiginden,

iM)={(xy) | W e UK xU(y) <M} (2.13)

elde edilir. Herhangi bir U € % alalim. Onerme 2.22-(e) sikkindan V oV oV C U olacak

sekilde V € % simetrik kiimesi vardir. Ayrica, Onerme 2.30 kullanilirsa,

VoVoV = J{V(x)xV(y) | (x,y) €V}

gerceklenir. Simdi, V C i(U) oldugunu gosterelim. Herhangi bir (x,y) € V alalim. Bu

durumda,
V(x)xV(y) CVoVoV CU

oldugundan, (2.13) bagintis1 kullanilarak istenen kapsama elde edilir. % filtre oldugundan
i(U) € % gergeklenir.

Onerme 2.32. (X, %) bir diizgiin uzay olsun. Bu durumda % topluluguna ait simetrik

her kiimenin ici simetriktir.

Ispat. U € % simetrik olsun ve herhangi bir (x,y) € i(U) alalim. Bu durumda, Onerme
2.31 kullanilirsa,

V(x)xV(y) CU

olacak sekilde bir V € % vardir ve Onerme 2.22-(c) sikkindan,
wcCv

olacak sekilde bir W € % simetrik kiimesi vardir. Buradan,

Wx) xW(y) CV(x)xV(y) U
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elde edilir. Simdi,
W(y) xW(x) CU

oldugunu gosterelim. Herhangi bir (a,b) € W(y) x W(x) alalim. Bu durumda W (x) x
W(y) C U gerceklendiginden (b,a) € U ve U kiimesi simetrik oldugundan (a,b) € U

bulunur. Dolayisiyla, i(U) kiimesi simetriktir.

Teorem 2.33. (X,% ) bir diizgiin uzay olsun. Bu durumda
B ={U € % | U simetrik ve agik}

toplulugu % i¢in bir tabandir.

Ispat. Onerme 2.22-(b) sikkindan dolay1 her U € % i¢in U NU ™! simetriktir. Onerme
2.31 ve Onerme 2.32 kullanilarak,

(unu'yes

elde edildiginden B toplulugu bostan farklidir. Simdi, Onerme 2.26 kosullarinin

saglandigim gosterelim.

(UB1): Her B € ‘B i¢in B € % oldugundan A C B olur.

(UB2): Herhangi bir B € ‘B alalim. Bu durumda, B kiimesi a¢ik ve simetrik oldugundan

B~ ! kiimesi agik ve simetriktir.

(UB3): Herhangi bir B € ®3 alalim. Bu durumda, B € %/ oldugundan
VoV CB

olacak sekilde bir V € % simetrik kiimesi vardir. Simdi i(V) € B ve i(V)oi(V) C B
oldugunu gosterelim.

Onerme 2.31 ve Onerme 2.32 yardimuyla, i(V) € % ve i(V) kiimesinin simetrik oldugu
elde edilir. Ayrica i(V) agik oldugundan i(V') € 8 olur.

Simdi, i(V) 0i(V) C B oldugunu géstermek i¢in, herhangi bir (x,y) € i(V)0i(V) alahm.
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Bu durumda
(x,a),(a,y) €i(V)

olacak sekilde bir @ € X vardir. i(V) C V oldugundan
(x,y) €VoV

olur ve VoV C B gerceklendiginden
(x,y)€B

elde edilir.

(UB4): Herhangi iki B|,B, € 6 alalim. Bu durumda B; ve B; kiimeleri simetrik
oldugundan B N B; kiimesi de simetriktir. Simdi B N By kiimesinin ac¢ik oldugunu

gosterelim. By ve B, kiimeleri agik oldugundan, Onerme 2.31 kullanilarak,
i(Bl ﬂBz) = {(x,y) | U e % U(x) X U(y) C By ﬂBz} = i(Bl) ﬂi(Bz) =B1NB,

elde edilir.

Teorem 2.34. (X, 7y ) bir diizgiin topolojik uzay olsun. Bu durumda (X, 77 ) uzayinin

Hausdorff uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul A = ({U | U € % } olmasidir.

Ispat. (X, 19 ) topolojik uzay1 Hausdorff olsun. Her U € % i¢in /A C U oldugundan,
AC(WUluewy (2.14)

elde edilir. Ters kapsama i¢in, herhangi bir (p,q) € {U | U € % } alalim. Her U € %
icin U~ € % oldugundan, (p,q) € U~! olur ve dolayisiyla p € U(g) bulunur. Simdi ¢

noktasinin herhangi bir V komsulugunu alalim. Komguluk tanimindan,

qeoCVv
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olacak sekilde bir O € 79 ve O € 749 oldugundan,
W(g)coCv

olacak sekilde bir W € % vardir ve p € W(q) oldugundan, p € V elde edilir. Bunun anlami
qc m olmasidir. Uzay Hausdorff oldugundan, p = ¢ elde edilir.

Tersine, A = {U | U € %} oldugunu kabul edelim. Herhangi bir p € X ve g € {p}

alalim.

Bu durumda her U € % i¢in p € U(q) olacagindan, her U € % igin,

(¢,p) €U
olur ve hipotezden p = g elde edilir. Buradan,

q €{p}

elde edilir ve bu {p} tek nokta kiimesinin kapali oldugunu sdyler.

Simdi, (X, 74 ) uzaymin Hausdorff oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, p # g olacak sekilde

p,q € X alalim.Bu durumda p € X \ {¢} € 1749, oldugundan,

U(p) CX\{q}

olacak sekilde U € % vardir. (U4) kosulu ve Onerme 2.27-(b) kullanilirsa,

(VoV)(p) CU(p) X \{q}

olacak sekilde V € % elde edilir. Simdi V(p) NV ~!(q) # 0 oldugunu kabul edelim. O
halde,

revip)nv-'(q)

olacak sekilde bir € X vardir. Buradan, (p,q) € V oV ve dolayisiyla,

ge (VoV)(p) CU(p) CX\{q}
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celigkisi elde edilir. O halde,
V)NV (q) =0

olmalidir. Sonug olarak, (X, 7y ) uzaymin Hausdorff uzayr oldugunu gosterir.

Teorem 2.35. 7%/ , X izerinde bir diizgiinlik olmak iizere, (X,7y) topolojik
uzayr Hausdorff olsun. % sayilabilir bir tabana sahip ise (X,7Ty) topolojik uzayi

metriklenebilirdir.
Ispat. B = {V},V5,V3,...} C % toplulugu % igin sayilabilir bir taban olsun.
Uy = X x X alalim.

Vi € % igin,

U CUoU 0U CV,
olacak sekilde bir U; € 7% simetrik kiimesi vardir.
VoNUy € Z igin,

U, CUyolUyolU, CVo,NUY

olacak sekilde bir U, € % simetrik kiimesi vardir.

V3NU, € % igin,

Us CUsoUzoUs CV3NU,

olacak sekilde bir Uz € % simetrik kiimesi vardir.

Bu sekilde devam edilerek asagidaki ozellikleri saglayan bir (U,),cny € % azalan kiime

dizisi elde edilir:

Uy=X xX
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Her n > 1 icin,
Upr10Upr10Up1 C U,
Un C Va
U,=U,"
Simdi bu kiime dizisi yardimiyla asagidaki fonksiyonlar1 tanimlayalim:

f:XxX—>R
27" (x,y) € Up—1 \Un

0 (x,y) €NU,

neN

flx,y) =

ve her x,y € X i¢in, A(x,y), ilk terimi x son terimi y olan biitiin sonlu dizilerin kiimesi

olmak tizere,
d(x;y) = inf{Zf(Xi,XH_]) ‘ (X(),X]ﬁXz,. .- ,X,H_]) EA(x,y)}
i=0

Simdi, her n > 1 i¢in,
Uo S{(x,y) [d(x,y) <27"} CU, (2.15)

oldugunu gosterelim.

Herhangi bir (x,y) € U, alalim. d(x,y) < f(x,y) ve f(x,y) < 27" oldugundan d(x,y) <
27" olur. Dolayisiyla, her n > 1 igin,

Un € {(x,y) [d(x,y) <277}

kapsamas1 gerceklenir. Simdi,

{(n,y) [dx,y) <277} C Up
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kapsamasini gosterelim. Bu kapsama i¢in, her n € N icin,

f(x0,Xn41) <2 Y f(xi,xip1) (2.16)
i=0

esitsizliginin saglandigim1 gostermemiz yeterlidir. Ciinkii, d(x,y) < 27" ise, Oyle bir
(X0, X1, ..., Xpt1) € A(x,y) vardir ki,
n
Y flxixip) <27"
i=0

saglanir. (2.16) bagintis1 kullanilarak,

1 1

Fly) <2Y flxixig) < Z(g) <o
i=0

elde edilir ve dolayisiyla (x,y) € U, olur.

Simdi, (2.16) bagintisinin 0, 1,...,n — 1 tanesi i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
n
a=Y f(xixi1)
i=0

diyelim ve f(x,y) < 2a oldugunu gosterelim.

Durum 1. a > % olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun tanimi geregi,

elde edilir.
Durum 2. a = 0 olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun tanimi geregi, heri =0,1,...,n
i¢in,
J(xisxiv1) =0
oldugundan a = 0 olmasi i¢in, her i =0, 1,...,n icin,
J(xixiv1) =0

olmalidir.
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1 <r<s<nigcin,

XOs XLy - ooy Xy X 5 Xr425 + + + 5 Xgy Xs 15 Xs+25 - - -y X1

sonlu dizisini géz 6niine alalim. Tiimevarim hipotezi ve a = 0 olmasindan dolay1,
r—1
0 < f(x0,%-) <2 flxi,xir1) =0= f(x0,%-) =0
i=0

s—1

0 < floxr,xs) <2 Zf(xivxi-l-l) =0= f(x,x) =0

i=r

0 < f(xs,%n41) <2) f(xirxi41) =0 = f(x5,%041) =0

i=s

olur. f fonksiyonunun tanimindan dolay1, her n € N i¢in

(x0,%7) 5 (X, Xs )y (X5, Xnt1) € Uy
bulunur. Her n € N ig¢in,
U,oU,oU, CU,_
oldugundan, (xg,x,+1) € U, elde edilir. Buradan, f fonksiyonunun tanimi geregi,

f(x0,x441) =0=2a

bulunur.

Durum3. 0<a< % olsun.

Ik olarak,
h—1
a
Z fxiyxipr) < 5
i=0
kosulunu saglayan 4 sayilarinin oldugunu kabul edelim ve

h—1
a
r=max{h| Y f(xixis1) < 5}
i=0
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olsun. Bu durumda,

r—1

Y fixign) < g

i=0
olur. Ayrica,
r

Y f(xixign) >

i=0

N

olacagindan,

n

Z f(xi7xi+1) <

i=r+1

N

elde edilir. Simdi,
X0y X153 Xr VO Xyt 15 5 Xt 1

sonlu dizilerini gdz dniine alalim. Tiimevarim hipotezinden dolay1,

r—1

Flxo.x) < 2;)f(xi,xi+1> <23)=a<1

n
a
1, Xn11) <2 Z S (i xien) < 2(5) =a<l
i=r+1

veheri=0,1,...,nigin f(x;,x;+1) > 0 oldugundan,
fxiyxip1) <a<l
elde edilir. Bu durumda f fonksiyonunun tanimindan dolayz,
fxo,xr) =277 f(xr, X)) =277, f (01, Xng1) =277
olacak sekilde my,my,m3 € N dogal sayilar1 vardir. m = min{mj,m,, m3} alinirsa,

f(XO,)Cr) <2 <a, f(xryxr+l) <2 <a, f(xr+17xn+1) <2 <a
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olur ve buradan
()C(),)Cr), (xryerrl)y (xr+17xn+1) c Uy
elde edilir. Ayrica,
UnoUpoUpy C Uy
oldugundan (xg,x,+1) € Uy gerceklenir. Buradan,
f(x0,xp41) <2700 =2.27m < 2q4
bulunur.
Simdi,
h—1
a
Y fxixi) < 5
i=0
kosulunu saglayan bir /4 sayisinin olmadigini, yani,

f(x0,x1) >

N

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, tiimevarim hipotezinden dolay1,

ve  f(xp,xn41) <2a<1

| —

flxo,x1) <a<

gerceklenir ve f fonksiyonunun tanimindan dolay1,

flxo,x1) =2""" ve flx;,x,11) =2""

olacak sekilde m;,m; € N dogal sayilar1 vardir. m = min{m;,m,} alinirsa,

flrox) <2 <a ve flxmi) <2 " <a
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olur ve buradan
(x0,%0), (x0,%1),  (x1,%n41) € Un

elde edilir. Ayrica
UpoUpoU, CU,_

oldugundan (xp,x,+1) € Up—1 gerceklenir. Dolayisiyla,
F(x0sxnp1) <2700 =227 < 2q

elde edilir.

Bu sekilde, (2.16) bagintisinin saglandig1 gosterilmis olur. $imdi, d fonksiyonunun Tanim

2.17 kosullarimi sagladigim gosterelim.

(M1): x =y olsun. Bu durumda, her n € N i¢in (x,x) € U, oldugundan,
0<d(x,y) < f(x,y) = flx,x) =0=d(x,y) =0

elde edilir.

d(x,y) = 0 olsun. Bagint1 (2.15) kullanilirsa, her n € N i¢in,
() €{(xy) [d(xy) <27}

olacagindan,
(x,y) €U, CV,

elde edilir. (X, 74 ) bir Hausdorff uzay oldugundan,

(x,y) € ﬂVn:A

neN

olur ve bu x =y oldugunu gosterir.
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(M2): Her n € N igin U, = U, oldugundan, f(x,y) = f(y,x) olur ve dolayisiyla,

d(x,y) = d(y,x)
elde edilir.

(M3):

n
A= {Zf(xi7xi+l) ‘ (x()?xla-'-axnaxi’l-i-]) GA(X,Z)}
i=0

m
B= {Zf(xhxi-l—]) ‘ (.X(),X],. .. ,xm,xm+1) EA(X,y)}
i=0

iz
C= {Zf(xiv-xiJrl) | (x07x17--~7xr7xr+1) GA()GZ)}
i=0

olsun.

Herhangi bir b € B ve ¢ € C alalim. Bu durumda,
b= f(xo,x1) + f(x1,%2) +...... + f (X, Xmt1)
ve

c= fo,y1) +f,y2)+..on + s yrs1)

olacak sekilde (xq,x1,X2,...,Xmt1) € A(X,Y), Vo, V1s---,Yr+1) € A(y,2) vardir. b+c € A

oldugundan,
d(x,z) <b+c

ve dolayisiyla, d(x,z), B+ C kiimesi i¢in bir alt sinir olur. Bu durumda, infimum

tanimindan,
d(x,z) <inf(B+C) = infB+infC = d(x,y) +d(y,z)

elde edilir.
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2.5. DAGILIM FONKSIYONLARINA GiRi$

Tanim 2.36. Genigletilmis reel sayilar kiimesini [0, 1] kompakt aralifina tagiyan, —oo
noktasinda sifir ve +oo noktasinda 1 degerlerini alan monoton artan fonksiyonlara dagilim
fonksiyonu denir. R iizerinde soldan siirekli dagilim fonksiyonlarinin kiimesini A ile

gosterecegiz.

Herhangi iki F,G € A ve h €]0,1] alalim. Jj, ile | — }, }[ araligini ve (F, G; h) ile her x € J,

icin,
F(x—h)—h<G(x)<F(x+h)+h (2.17)

kosulunu gosterecegiz. Bu durumda,

A(F,G)={h€]0,1] | (F,G;h) ve (G,F;h) sa8lanir}
olmak iizere 1 € A(F,G) oldugundan A(F, G) kiimesi bostan farklidir. $imdi,
d(F,G) = infA(F,G) (2.18)

olacak sekilde bir dy : A X A — R fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu boliimde A kiimesine ait baz1 temel 6rneklerden bahsedecegiz. Bulgular boliimiinde,
A kiimesinin ozelliklerini, d; fonksiyonunun A kiimesi iizerinde bir metrik oldugunu
ve (A,dp) metrik uzaymin kompakt oldugunu ispatlayacagiz. Ispatlarimiz kaynaklarda

verilen ispatlardan farkli olacaktir.

Dagilim fonksiyonlarmin diger disiplinlerle uygulama alanlar1 genistir. Ornegin;
olasilik teorisinde kullanilan genel bir 6rnek asagidaki gibidir. (Q, X, P) olasilik uzay1

ve X bu uzay iizerinde bir rastgele degisken olsun. Olasilik teorisinde olasilik yogunluk
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fonksiyonu olarak bilinen ve

PiweQ|X(w)<x} , —co<x< +oo

Fx(x) =140 , X = —00
1 , X = —+o0
seklinde tamimlanan Fy : [—oo,+o0] — [0,1] fonksiyonu sagdan siirekli bir dagilim
fonksiyonudur[6].

Ornek 2.37. (Q, X, P) olasilik uzay1 ve X bu uzay iizerinde bir rastgele degisken olsun.

PiweQ|X(w)<x} ,—oo<x< oo

Fx(x) =140 , X = —o0
1 5 X = +oo
seklinde tanimlanan Fx : [—oo,+e0] — [0, 1] fonksiyonu A kiimesine aittir. Gergekten,

(a) x1,x2 € R ve x; < xp olsun. P olasilik dl¢iisii oldugundan,

x<n={weQ|Xw) <x}C{weQ|X(w)<x}
=P{weQ|X(w)<x1}) SP{weQ|X(w) <x2})

=Fx (X1) < Fx (XQ)

elde edilir. Buradan, Fx fonksiyonunun monoton artan oldugu goriiliir.

(b) Herhangi bir x € R ve (y,)uen = (X — 1),eny monoton artan dizisini alalim. Her n € N

icin A, = {w| X(w) < y,} olmak iizere,
A= {w|X(w) <x} (2.19)
neN

oldugunu ispatlayalim:

Herhangi bir w € |J A, alalim. Bu durumda,
neN

X(w) <yn
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olacak sekilde bir N € N vardir. yy < x oldugundan w € {w | X (w) < x} bulunur ve boylece

JA, € {w|X(w) <x} (2.20)

neN

elde edilir. Ters kapsama icin, herhangi bir w € {w | X(w) < x} alalim. Dogal sayilar
tistten sinirsiz oldugundan le < x—X(w) olacak sekilde bir N € N vardir. Bu durumda

w € Ay bulunur. Dolayisiyla,

{w|X(w) <x}< |JAn (2.21)

neN

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan istenilen esitlik elde edilir. (2.19) bagintis1 ve

olasilik dl¢iisiiniin 6zellikleri kullanilarak,

Flx—) = lim Fi(x—h) = lim F(y,) = im P({w| X(w) <y,}) = lim P(4,)

h—071

=P([JAn) =P({w|X(w) <x}) = Fx(x)

neN

elde edilir. Buradan Fx fonksiyonunun R iizerinde soldan siirekli oldugu goriiliir.

Ornek 2.38. Her a € R icin,

alx) = - (222)

ve
0, —oco<x<+4oo
1, x=+o0
0, x=-o
€ o(x) = (2.24)
1, —oco<x< oo

seklinde tanimlanan €,, €, £_. fonksiyonlar1 ve her —co < a < b < 40 i¢in,
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0, X € [—o0,d]
Uab(x) = 54 | x € [a,b] (2.25)
1 x € [b, 4o

seklinde tanimlanan U, fonksiyonu A kiimesine aittir.

Tamm 2.39. Ornek 2.38 de tanimlanan &, fonksiyonuna a noktasindaki birim basamak

fonksiyonu denir.

2

Onerme 2.40. A kiimesi iizerinde asagidaki sekilde tanimlanan ” < > bagntis1 bir

siralama bagitisidir ; Her F, G € A icin,
F<G&<herxeR icin F(x) <G(x) (2.26)

Ispat. Her F € A, x € Ricin F (x) € R gergeklendiginden ve ” < R iizerinde bir siralama

bagintis1 oldugundan,

Her F,G,H € Aveher x € R icin,

(a) F(x) <F(x)
(b) F(x) <G(x) ve G(x) < F(x) = F(x) =G(x)
(¢) F(x) <G(x)ve G(x) <H(x) = F(x) <H(x)
saglanir. Dolayisiyla, baginti (2.26) de tanimlanan ” < ” bagintis1 A kiimesi {izerinde

bir siralama bagmtisidir. Fakat, tam siralama bagmtis1 degildir. Ornegin, & ile Ujs

siralanamaz.

Onerme 2.41. Ornek 2.38 de tanimlanan fonksiyonlar icin asagidakiler gerceklenir:

(@ b<aseg<g
(b) €_ o, A kiilmesinin maksimal elemanidir.

(¢) €4, Akiimesinin minimal elemanidir.
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ispat. (a) b < a olsun ve herhangi bir x € R alalim.
x < b <aise g(x) =0 = g,(x) esitlik durumu elde edilir.
b<x<aise g(x) =0 < g(x) =1 elde edilir.

b <a<xise g(x) =1=g(x) esitlik durumu elde edilir.

(b) €_ < F olacak sekilde herhangi bir F € A ve herhangi bir x €] — oo, 4-o0] alalim.
€ oo < F ve €_(x) = 1 oldugundan 1 < F(x) elde edilir. Ayrica F € A oldugundan

olur. Buradan F = €_., bulunur.

(¢) F < € olacak sekilde herhangi bir F € A ve herhangi bir x € [—oo, 4-oo[ alalim.
F < €10 Ve €400(x) = 0 oldugundan F(x) < 0 elde edilir. Ayrica F € A oldugundan

F(x)=0 ve F(+0)=1
olur. Buradan F' = €, ., elde edilir.
Onerme 2.42. F € A ve A C R sinirli bir kiime olsun. Bu durumda,
supF(A) = F (supA) (2.27)

esitligi gerceklenir.

Ispat. supA = a ve supF (A) = B diyelim. F monoton artan bir fonksiyon oldugundan,
B <F(x) (2.28)
elde edilir. Ters esitsizligi gostermek i¢in,
B <F(a)

oldugunu kabul edelim. F' fonksiyonunun & noktasindaki soldan siirekliligini kullanirsak,

0 < € < F(ax) — B pozitif sayisina kargilik,

xeANo—d,al=F(a)<F(x)+e& (2.29)
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kosulunu saglayan bir 6 > 0 vardir. & = supA oldugundan g > 0 sayisina karsilik,

o— g < Xp (2.30)

olacak sekilde xo € A vardir.

(2.29), (2.30) bagintilar1 ve F' fonksiyonunun monoton artanlig1 kullanilarak,
0
B<F(a)—e¢ <F(oc—§) <F(xp) <P
celiskisi elde edilir. Boylece,

Fla)<B (2.31)

bulunur.

Istenilen esitlik (2.28) ve (2.31) bagintilarindan elde edilir.

2.5.1. Uzakhik Dagilim Fonksiyonlarina Giris

Tanmim 2.43. F(0) = 0 kosulunu saglayan bir F € A fonksiyonuna, uzaklik dagilim
fonksiyonu denir. Biitiin uzaklik dagilim fonksiyonlarinin kiimesini A" ile gosterecegiz.

Bu yiizden,
At ={F € A|F(0)=0}
olur. Bu tanimdan, asagidaki 6zellikleri elde ederiz :

(a) & € A" oldugundan A kiimesi bostan farklidr.

(b) F € A" ise, bu durumda, F : [0,+o0] — [0,1] seklinde tammlidir. Ciinkii; F
fonksiyonu monoton artan ve F(0) = 0 oldugundan, F fonksiyonunun tanim

kiimesini [0, +oo] olarak diistinebiliriz.

(c) &, AT kiimesinin maksimum eleman ve €., ise AT kiimesinin hala minimal

elemanidir.
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2.6. UCGEN FONKSIYONU VE UCGENSEL NORM KAVRAMLARI

Tanmim 2.44. Asagidaki ozellikleri saglayan bir ¢ : [0,1] x [0,1] — [0, 1] fonksiyonuna
iicgensel norm (t-norm) denir. Her x,y,z € [0, 1] i¢in,

(@) 1(t(x,y),2) = 1(x,1(3,2))

(b) 1(x,y) =1(y,x)

© x1 <xp ve yi <yr=1(x;,y1) <t(x2,y2)

@ t(1,x) =t(x,1)=x

Ornek 2.45. Asagidaki sekilde tanimlanan fonksiyonlar birer t-normdur. Her x,y € [0, 1]
i¢in,

(@) M(x,y) = min{x,y} =xAy

(b) I(x,y) =x-y

0, (x,y)€l0,1[x[0,1]
© Z(x,y)=qx, xe[0,1],y=1

y, x=1,y€]0,1]

Tamim 2.46. Asagidaki 6zellikleri saglayan bir T : AT x AT — A" fonksiyonuna ii¢gen
fonksiyon denir. Her F,G,H € A™ i¢in,

(a) T(T(F,G),H) =T(F,T(G,H))
(b) T(F,G) =T(G,F)
(c) F<G=T(F,H)<T(G,H)

(d) T<807F) = T(F780> =F
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Ornek 2.47. 1 soldan siirekli bir t-norm olmak iizere,
T(F,G)(x) = sup{t(F (1), G(v)) | u+v = x} (2.32)

seklinde tamimlanan 7; : AT x At — A" bir fonksiyon belirtir. Ciinkii, ¢ bir fonksiyon
oldugundan iyi tanimhidir ve dolayisiyla 7; iyi tammlidir. Ayrica, her F,G € AT igin

T,(F,G) , A™ kiimesinin elemanidir. Gergekten,

(a) u,v > 0 oldugundan x = 0 olmasi i¢in # = 0 ve v = 0 olmalidir. Bu durumda,
T(F,G)(0) = 1(F(0),G6(0)) = 1(0,0) <(1,0) = 0

ve 0 <1(0,0) oldugundan 7;(F,G)(0) = 0 elde edilir.

(b) 1(F(+),G(+o0)) =t(1,1) = 1 < T,(F,G)(+) ve T;(F,G)(+) < 1 oldugundan
T;(F,G)(+) = 1 elde edilir.

(c) Herhangi bir € > 0 ve x €]0, 4o alalim. Bu durumda,

£
T(F,G)(x) < t(F(u),G(v)) + 5
olacak sekilde u > 0, v > 0, u + v = x vardir. Ayrica, ¢ fonksiyonu soldan siirekli

oldugundan § > 0 sayisina kargilik,

F(u)—6 <a<F(u) ve G(v)—51<b<G(v):>t(F(u),G(v))<t(a,b)—|—§

(2.33)

olacak sekilde 8; > 0 vardir. F ve G fonksiyonlarinin soldan siirekliliginden &; > 0

sayisina karsilik,

u—86 <s<u=F(u)—56 <F(s)
(2.34)
v—8 <t<v=G((v)—6 <G(t)

olacak sekilde &;, 03 > 0 sayilar1 vardir. Bu durumda 6 = &, + 03 secilirse, (2.33) ve (2.34)
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bagintilarindan, x—90 <y=s+1 < xise

TH{F,G)(x) < 1(F(u),G(v) + 5 < t(F(5),G(1) + 5 + 3

olur. Dolayisiyla,
T(F.G)(x) <T,(F,G)(y) + €

elde edilir.

(d x<yolsun. x=u+v ve y =s5+1t olmak lizere u +v < s+ oldugundan,
t(F(u),G(v)) <t(F(s),G(t)) ve dolayisiyla,

T,(F,G)(x) < T(F,G)(y)

elde edilir.

(a), (b), (c) ve (d) siklarindan istenilen elde edilir. Simdi 7; fonksiyonunun Tanim 2.46
kosullarim sagladifim gostermek igin herhangi bir x € [0, 4o ve F,G,H € A" alalim. ¢

soldan siirekli bir t-norm oldugundan,

(@) T(T:(F, G),H)(x) = sup{¢(T:(F,G) (u), H(s)) | u+s = x}

=sup {¢(sup {t(F (v),G(w)) | v+w=u},H(s)) | u+s=x}
=sup {sup {1(t(F (v),G(w)),H(s)) [ v+w =u} |u+s = x}
=sup {t(t(F(v),G(w)),H(s)) | (v+w)+s =x}

=sup {t(F(v),2(G(w),H(s)) [ v+ (w+s) = x}

=sup {sup {1(F (v),1(G(w),H(s)) | v+ (w+s) = x}}

=sup {¢(F(v),sup{t(G(w),H(s) |w+s=k)}) | v+k=x}
=sup {t(F(v),T:(G,H)(k)) | v+ k = x}
=T,(F,T:(G,H))(x)

elde edilir.

(b) u+v = x olmak iizere, t(F (u),G(v)) =t(G(v),F(u)) oldugundan,

T,(F,G)(x) = (G, F)(x)
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elde edilir.

(c) F < G olsun. Bu durumda, ¢ fonksiyonu monoton artan oldugundan,

T(F,H)(x) < T:(G, H)(x)

elde edilir.

(d) T; (&, F)(x) = sup{t(eo(u),F(v)) | u+v = x} olmak iizere,

t(eo(u),F(v)) <t(1,F(v)) <1(1,F(x)) = F(x)

oldugundan,

T,(g0,F)(x) < F(x) (2.35)

ve u > 0 icin,

t(&o(u), F(v)) = 1(1,F(v)) = F(v) < Ti(&, F) (x)

gerceklenir. Buradan

sup{F(v) [v e [0,x]} <Ti(e,F)(x)

ve dolayisiyla,

F(x) < Ty(e0,F) (x) (2.36)

bulunur. Sonug olarak, (2.35) ve (2.36) bagintilarindan,

F(x) = Ti (&, F) (x)

elde edilir.



50

Ornek 2.48. 1 soldan siirekli bir t-norm olmak iizere,

T(F,G)(x) = 1(F(x),G(x)) (2.37)

seklinde tanimlanan T : AT x AT — AT bir fonksiyon belirtir. Ciinkii, ¢ bir fonksiyon
oldugundan iyi tanimhidir ve dolayisiyla T iyi tammlidir. Ayrica, her F,G € A" igin

T(F,G), A" kiimesinin elemamdir. Gergekten,

(a) T(F,G)(0) =¢(F(0),G(0)) =1(0,0) =0
(b) T(F, G)(+o0) = 1(F(+o0),G(+o0)) = 1(1,1) = 1
(c) x <yolsun. T(F,G)(x) =t(F(x),G(x)) <t(F(y),G(y)) = T(F,G)(y) olur.

(d) Herhangi bir € > 0 ve xy €]0,+co| alalm. ¢ fonksiyonu (F(xp),G(xp)) noktasinda

soldan siirekli oldugundan,

F(xo)—6<a<F(xg) ve G(xp)—0<b<G(xog)=1t(F(x0),G(x0)) <t(a,b)+¢
(2.38)

olacak gekilde bir 6 > 0 vardir. Ayrica, F ve G fonksiyonlarinin soldan siirekliliginden,

xo— 0 <x<xo=F(x0) — 6 < F(x) (2.39)
xo— 6 <x<xp=G(x9) — 8 < G(x) .
olacak sekilde 01,8, > 0 vardir. 1 = min{8;,0,} secilirse, (2.38) ve (2.39)

bagintilarindan, xop — 11 < x < xg ise

T(F,G)(x0) = t(F (x0),G(x0)) <(F(x),G(x)) +&=T(F,G)(x) +¢

elde edilir. (a), (b), (c) ve (d) siklarindan istenilen elde edilir. Simdi T fonksiyonunun
Tanim 2.46 kosullarini sagladigini gostermek i¢in herhangi bir x € [0, +oo[ ve F,G,H € AT

alalim. 7 soldan siirekli bir t-norm oldugundan,
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(a)
T(T(F,G),H)(x) = t(T(F,G)(x),H(x))
=1(t(F (x),G(x)),H(x)) = t(F (x),1(G(x),H(x)))
=1(F(x),T(G,H)(x)) = T(F,T(G,H))(x)
elde edilir.

(b) T(F,G)(x) = 1(F (x),G(x)) = 1(G(x), F (x)) = T(G,F) (x)
elde edilir.

(¢) G < H olsun. Bu durumda,

T(F,G)(x) = t(F(x), G(x)) <t(F(x),H(x)) = T(F,H)(x)

elde edilir.

(d) x =0 i¢in T(F,&)(0) =1(F(0),&(0)) = 0 = F(0) oldugundan istenen saglanir. x €
0, +-oo[ icin,

T(F,&)(x) = (F(x), &(x)) = t(F(x),1) = F(x)

elde edilir.
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2.7. OLASILIKSAL METRIK UZAY

Tamim 2.49. S bostan farkli bir kiime, F : S x S — AT bir fonksiyon ve T bir iicgen
fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki kosullar1 saglayan (S, F,T) igliisiine olasiliksal

metrik uzay denir. Her p,q,r € S icin,

(@) F(p,q) =& < p=q
(b) F(p,q) =F(q,p)

(c) F(p,r) >2T(F(p,q),F(q,r))

Bundan sonra F(p,q) dagilim fonksiyonunu F,, ve x noktasindaki degerini Fj,(x) ile

gosterecegiz.

Tanim 2.50. ¢ soldan siirekli bir t-norm olmak iizere, (S,F,T;) ticliisine Menger uzayt

denir.

Onerme 2.51. (S, F,T) bir olasiliksal metrik uzay olsun. Bu durumda, her a,b €]0, 40|

i¢in,
T(gau gb) > Ea+b

gerceklenir.

Ispat. Herhangi bir a,b €]0, +-0[ alalim ve a < b olsun. T(&,,&,)(+o0) = &, 5(+o) = 1

oldugundan, |0, +oo[ arasinda
T(es,8p) > €assr (2.40)

oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Bunun igin herhangi bir x €]0,+co[ alahm ve
(2.40) bagintisinin saglandigini gosterelim. Ilk olarak, x < a + b oldugunu kabul edelim.

Bu durumda, €, ,(x) = 0 <1(g,(x), & (x)) oldugundan,

T(€a,8p)(x) > €41 (x)
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elde edilir. Simdi, x > a + b olsun. Bu durumda, x > a ve x > b olacagindan,

T (e, ) (x) = 1(€a(x), 8(x)) = 1(1,1) = 1 = €415 (x)

elde edilir.

Onerme 2.52. (S,F,T;) bir Menger uzay1 olsun. Bu durumda, her a, b €]0, oo icin,

Tl(‘gaa €b> 2 Eatb

gerceklenir.

Ispat. Herhangi bir a,b €]0, o] alalim ve a < b olsun. T;(&,, &) (+0) = €,4p(+o0) = 1

oldugundan, ]0, 40| arasinda
Ti(€a, &) = €a+p (2.41)

oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Bunun i¢in herhangi bir x €]0, 4oo[ alalim ve
(2.41) bagmtisinin saglandigini gosterelim. i1k olarak x < a + b oldugunu kabul edelim ve

u+ v = x olacak sekilde u,v €]0, 4o alalim. Bu durumda,
t(€a(u), &(v)) =0

olacagindan,
Ti(€a: ) (x) = €atp(x) =0

elde edilir. Simdi, x > a+ b olsun ve u + v = x olacak sekilde u,v €0, 40| alalim.

t(gs(u),€p(v)) <t(1,1) = 1 oldugundan,
T (€4, 8p)(x) <1 (2.42)
olur. Ayrica, u > a ve v > b i¢in,

t(ea(u), &5 (v)) = £(1,1) = 1 € {t(€a(u), &(v)) | u+v = x}
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oldugundan,

1 < Ti(&q,€)(x) (2.43)
olur. (2.42) ve (2.43) bagintilarindan

T;(€a, ) (x) = €a1p(x) =1

elde edilir.

Onerme 2.53. (S,d) bir metrik uzay olsun. § x S iizerinde her p,q € S icin,

F(p7Q) = &i(pyg) (2.44)

olacak sekilde bir F : S x § — AT fonksiyonu tammlayalim ve her a,b €]0, 4o icin,
T(Sa, gb) = &tb (2.45)

olacak sekilde herhangi bir 7 iicgen fonksiyonu alalim. Bu durumda (S,F,T) bir

olasiliksal metrik uzay olur.

Ispat. d bir metrik oldugundan, her p,q,r € S icin,

(@) Fpg =& = &pg == d(p,q) =0 p=gq

(b) Fpg = &a(p.q) = €a(q.p) = Fap

©) T (Fpgs Far) = T (€a(p.q): €atq.r)) = Ea(pg)+ata.r) < Ea(pa) = Fpr

(a), (b) ve (c) siklarindan (S, F, T) tigliistiniin olasiliksal metrik uzay oldugu elde edilir.

Teorem 2.54. (S,F,T), her a,b €]0,+oo] igin,
T (€q,€) > €at (2.46)

kosulunu gercekleyen bir olasiliksal metrik uzay olsun ve baginti (2.44) esitligi gibi bir

d : §xS§— [0,4oo[ fonksiyonu var olsun. Bu durumda, (S,d) bir metrik uzaydir.
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Ispat. (S,F,T), bagint1 (2.46) kosulunu saglayan bir olasiliksal metrik uzay oldugundan,
her p,q,r € S i¢in,

M1):p=q < F(p,q) =& & &pq =€ < d(p,q) =0

(M2): Fpg = Fop = €a(p.q) = Eatg.p) = d(P,9) = d(q,p)

(M3): Fpr > T (Fpq,Fyr) = i(p,r) = T(gd(p7q)78d(q7r)) = Ea(p.r) = €d(p.q)+d(q,r)
olur ve buradan d(p,r) < d(p,q)+d(q,r) elde edilir.

M1),M2) ve (M3) siklarindan d fonksiyonunun bir metrik oldugu elde edilir.
Dolayisiyla, (S,d) bir metrik uzaydur.

Lemma 2.55. T} ile 7>, T} < T, olacak sekilde iki iicgen fonksiyonu ve (S,F,T3)

olasiliksal metrik uzay olsun. Bu durumda, (S, F,T}) bir olasiliksal metrik uzaydir.
ispat. (S,F,T») olasiliksal metrik uzay ve Ty < T, oldugundan, her p,q,r € S icin,
(@) p=q = Fpq =€

(b) Fpg = Fyp

(©) Fpr 2 Ta(Fpg, Fyr) 2 Ti (Fpg, Fyr)

(a), (b) ve (c) siklarindan (S, F, T} ) iigliisiiniin olasiliksal metrik uzay oldugu elde edilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, dagilim fonksiyonu, liggen fonksiyonu, iicgensel norm, olasiliksal
metrik uzay gibi kavramlar temel alinarak, [13], [5], [7], [24] kaynaklarindaki temel
yontemler kullanmilmuigtir. Bunlara ek olarak, [8], [9], [10], [11], [12], [14], [15], [16],
[17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [25], [26], [27], [28], [29], [30] kaynaklarindan

yararlanilmistir.

Cok 1iyi bilinen ”Sayilabilir bir tabana sahip bir Hausdorff diizgiin uzay1
metriklenebilirdir” teoreminden yararlanilmigtir [[5],176-180]. Bunlara ek olarak,

[5] kitabindaki topolojik kavram ve teoremler kullanilmistir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, genel kisimda (2.18) bagintisiyla tanimlanan d; fonksiyonunun A kiimesi
tizerinde bir metrik oldugu ve (A,d;) metrik uzayinin kompakt oldugu ispatlanacaktir.
A" kiimesinin bu metrik uzayda kapali oldugu gosterilecektir. Bu metrik uzaydaki
yakinsaklik ile noktasal yakinsama arasindaki iliski belirlenecektir. Daha sonra, A™
kiimesi yardimiyla olasiliksal metrik uzay1 lizerinde bir diizgiin topoloji tanimlanacaktir
ve bu topolojinin metriklenebilir oldugu ispatlanacaktir. Ispatlarimiz kaynaklarda verilen

ispatlardan farkli olacaktir.

4.1. LEVY METRIGI
Lemma 4.1. F,G € A olmak lizere, asagidakiler gerceklenir:
(a) di(F,G)=h>0 = heA(F,G)
(b) h<tveheA(F,G) =t €A(F,G)
(¢) di(F,G)=ho >0 = minA(F,G) = hy ve A(F,G) = [ho, 1]
d a,f>0,0<a+f<lvexelgg=x—ax+aclgvex—f,x+p €y

Ispat. (a) dz(F,G) = h > 0 olsun. Bu durumda A(F, G) kiimesi icinde

limk, =h

n—yoo

olacak sekilde bir (k;),cn dizisi vardir. Ayrica, her reel sayr dizisinin monoton bir alt
dizisi oldugundan, bu (k) ,cn dizisinin monoton bir (A, ),y alt dizisi vardir.

(hy)nen dizisi monoton artan ise,
limh, = sup{h, |[n €N} =h
n—soo

olacagindan, her n € N i¢in h = h, € A(F,G) elde edilir ve ispat biter. Simdi, (h,),en

dizisinin monoton azalan oldugunu kabul edelim ve herhangi bir x € J, alalim. Bu
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durumda, % / % ve _h_ln \ —% oldugundan, monoton yakinsaklik teoreminden,
sup{hln ]neN}:%

ve
inf{—h—ln lneN} = —%

bulunur ve buradan —% <x< % olacak sekilde bir N € N elde edilir. Simdi, herhangi
bir —% <y < x olacak sekilde bir y sayisini alalim. (—hi”) neN dizisi azalan oldugundan,
her n > N i¢in, y € Jj, olur. Bu durumda, (h,),cn dizisi A(F,G) i¢inde oldugundan, her
n > N icin,

F(y_hn)_hn SG(y) SF(y+hn)+hn

olur. Buradan, (y — h;,),cn monoton artan bir dizi, (y+ A, ),cn monoton azalan bir dizi ve

F soldan siirekli monoton artan bir fonksiyon oldugundan,
F(y—h)=h<G(y) <F((y+h)+)+h <F(x+h)+h
elde edilir. F' ve G fonksiyonlarinin soldan siirekliligini kullanirsak,

F(v—h)—h = F((x—h)=) —h = lm[F(y— )~ ] < mG() = Gx—) = G
y<x y<x

bulunur ve boylece
F(x—h)—h<G(x)<F(x+h)+h

elde edilir. Benzer sekilde, (G, F;h) saglandigindan,
Gx—h)—h<F(x)<Gx+h)+h

bulunur.



59

(b) Herhangi bir x € J; alalim. 7 <t oldugundan, J; C J;, ve dolayisiyla x € Jj, olur.

h € A(F,G) ve h <t oldugu kullanilarak,
Fx—t)—t<F(x—h)—h<Gx)<F(x+h)+h<F(x+1)+t
ve
Gx—1t)—t<G(x—h)—h<F(x)<Gx+h)+h<G(x+1)+t

elde edilir.

(c) Herhangi bir & € A(F, G) alahm. Bu durumda, hy < h < 1 olacagindan,
A(F,G) C [ho, 1] 4.1)

elde edilir. Ters kapsama i¢in, herhangi bir & € [ho, 1] alahm. hy < h ve hy € A(F,G)
oldugundan, (b) sikkindan dolay1, & € A(F,G) ve

[ho, 1] € A(F, G) (4.2)

elde edilir. Bu durumda, (4.1) ve (4.2) bagmtilarindan A(F, G) = [ho, 1] bulunur.
(dO0<a,f<a+f <1vex€Jyp oldugundan, x € Jo ve x € Jg bulunur. Diger

yandan,

oa+pB)<l=af(a+PB)<B=a+af(a+p)<o+p

soa<(a+p)(l1—-aB)= ocj—ﬁ < l—aaﬁ
1 1
:a+ﬁ<a_ﬁ @)

elde edilir. (4.3) bagintis1 ve x € Jy, g oldugu kullamlarak, x — B,x + 8 € Jo bulunur.
Benzer gekilde, x — o, x + & € Jg oldugu goriiliir.
Teorem 4.2. d; fonksiyonu A iizerinde bir metriktir ve bu metrige Lévy Metrigi denir.

Ispat. F,G,H € A alahm ve d; fonksiyonunun Tamim 2.17 kosullarmi sagladigin

gosterelim.
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(M1): F = G olsun. Bu durumda, her & €]0, 1] ve her x € Jj, i¢in,
F(x—h)—h<F(x)<F(x+h)+h

saglandigindan |0, 1] C A(F, F) olur ve A(F, F) C]0, 1] gergekleneceginden,
A(F,F) =]0,1]

bulunur. Bu durumda,
dp(F,F) =infA(F,F) =inf(]0,1]) =0

elde edilir.

Tersine, dr(F,G) = 0 olsun. F(—) = G(—o0) =0 ve F(+o0) = G(+) = 1 oldugundan,
R i¢inde F = G oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Bunun icin herhangi bir x € R

alalim. d (F,G) = 0 oldugundan, A(F, G) i¢inde,

limhA, =0

n—oo

olacak sekilde bir (h,),cn dizisi vardir ve bu dizinin monoton bir alt dizisi vardir. Bu alt
diziyi de yine (hy),en ile gosterelim. Bu alt dizinin monoton azalan bir dizi olarak kabul

edebiliriz. Ciinkii; monoton artan olsaydi, her n € N icin

0<h, <0

celiskisi elde edilirdi. i / +oo ve _h]_n \, —oo oldugundan, monoton yakinsaklik

teoreminden,

1
sup{h— ]neN}:+oo
n

veE

1
1n{ hn|n€ }

olur ve buradan, her n > N igin, —% <x< % olacak sekilde bir N € N elde edilir. Bu
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durumda her n > N i¢in h, € A(F,G) oldugundan,
F(x—hy)—h, <G(x) ve G(x—hy,)—h, <F(x)

elde edilir. Buradan, (x — hy)nen dizisi monoton artan oldugundan, F ve G

fonksiyonlarinin soldan siirekliligi kullanilarak,

elde edilir.
(M2): di.(F,G) = dr(G, F) oldugu agiktir.
(M3): di(F,G) = o ve di.(G,H) = 3 diyelim ve

di(F,H) <o+
oldugunu gosterelim. o veya B dan en az biri sifira esit olursa,
dL(F JH ) =+ ,B

esitlik durumu saglanir.
Simdi, a, B > 0 olsun. Eger, ¢ + > 1 ise, ii¢gen esitsizliginin saglandig1 agiktir. Simdi,
o+ < 1 oldugunu kabul edelim ve herhangi bir x € J,, g alalim. Lemma 4.1-(d)

kullanilarak,
x—B,x+B€Jy ve x—a,x+ac€lg
elde edilir. Lemma 4.1-(a) kullanilirsa, x — ,x+ 8 € J,, oldugundan,

Fx—=B-a)-p-a<G(x—pB)-B <H(x)
<Gx+B)+B<Fx+f+a)+a+p
(4.4)
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ve x— @, x+ o € Jg oldugundan

Hx—o—-B)—a—B<Gx—a)—a (x)

<F
<Gx+o)+a<Hx+a+p)+a+p
(4.5)

elde edilir. 4.4 ve (4.5) bagintilardan o + 3 € A(F, H) bulunur ve buradan
dL(F H ) <o+ B

elde edilir.

Tamm 4.3. (F,),cn dagilim fonksiyonlarinin bir dizisi ve F bir dagilim fonksiyonu olsun.
F fonksiyonunun siirekli oldugu noktalarin kiimesini C(F) ile gosterecegiz. Her x € C(F)
i¢in,

lim F,(x) = F(x)

n—oo

oluyorsa, (F,),en dizisi F fonksiyonuna zayif olarak yakinsar denir ve F, AF seklinde

gosterilir.

Teorem 4.4. (F,),cn, A icinde bir dizi ve F € A olsun. Bu durumda F, > F olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul limdy (F,,F) = 0 olmasidur.
n—yoo

Ispat. ,}Eri,dL(F”’F) =0 ve x € C(F) olsun. Bu durumda, h, = di(F,,F) dersek, bu
dizinin monoton bir (#)ery alt dizisi vardir. Bu alt dizinin monoton azalan oldugunu
ve her k € N icin, #z > 0 oldugunu kabul edebiliriz. Dolayisiyla, Lemma 4.1-(a)
kullanilirsa, her k € N i¢in, #;, € A(Fy, F) elde edilir. Ayrica, kh_r)rolo tr = 0 oldugundan, yeterli
biiyiikliikteki k£ dogal sayilart icin,

1
0<t <=
k=2

ve Lemma 4.1-(d) kullanilarak,

X e JZZk
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bulunur. Dolayisiyla, yeterli biiyiikliikteki & dogal sayilari icin,
F(x—2t) —tp < Fe(x— 1) < Fr(x) < Fp(x+1) < F(x+28) + 1
ve F fonksiyonu x noktasinda siirekli oldugundan,

lim Fy.(x) = F(x)

k—yoo

elde edilir.

Tersine, F,, = F oldugunu kabul edelim ve herhangi bir 4 €]0, 1] alahm. C(F) kiimesi R

icinde yogun oldugundan,

1 1 1
a€l———h,—=[, co€]——,a+h|, b€

1
p ; N +h[, cm €lb—h,—

h[?

S| =

1
h’
veheri=1,2,...,m—1 icin,

ci €]ci—1,ci—1+h]

olacak sekilde a, co,cy, . . .,cm,b € C(F) noktalart vardir. Simdi, herhangi bir x € Jj, alalim.

Durum 1. ¢;_; < x < ¢, olsun. Bu durumda, hipotez geregi, yeterli biiyiikliikteki » dogal

sayilari icin,
F(x_h)_hSFn(Ck—l) SFn(x) SFn(Ck) SF(Ck)+h§F(x+h)+h

elde edilir.

Durum 2. —% < x < cp olsun. Bu durumda, hipotez geregi, yeterli biiyiikliikteki n dogal

sayilari icin,
F(x—h)—h<F,(a) <F,(x) <F,(co) <F(co)+h<F(x+h)+h

elde edilir.
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Durum 3. ¢, <x < % olsun. Bu durumda, hipotez geregi, yeterli biiyiikliikteki n dogal
sayilari icin,
F(x—h)—h<Fy(cn) <F(x) <E(b) <F(b)+h<F(x+h)+h

elde edilir.

Bu ii¢c durumda da, yeterli biiyiiklilkteki n dogal sayilar igin, A € A(F,,F) olur ve
dolayisiyla,

limdy (F,,F) =0

n—oo

elde edilir.

Teorem 4.5. (A,d;) metrik uzay1 kompakttir.

Ispat. : Q = {r, | n € N} ve (Gy,)nen C A bir dizi olsun. Ilk olarak,

Gl(rl),Gz(rl),...,Gn(rl),...

reel say1 dizisini diigiinelim. Her n € N i¢in G,(r;) € [0, 1] ve [0, 1] kompakt oldugundan,

(Gp(r1))nen dizisinin
Gi,(r1),Giy(r1),...Gi,(r1),. ..

seklinde yakinsak bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla
Gi,,Giy,...Gi,, - ..

dizisi r; noktasinda bir limite sahiptir. r; noktasinda limite sahip olan bu diziyi
FV=G, ,n=102,...

seklinde gosterirsek, (F\")pen dizisi (Gy)nen dizisinin bir alt dizisi olur. Simdi,

FYr), F(ry),... . FV (r), ..
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dizisini g6z oniine alalim. Her n € N i¢in F,,(l)(rz) € [0,1] ve [0, 1] kompakt oldugundan,

(B (1) )nen dizisinin

£ ) E ) D (),

1 In

seklinde yakinsak bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla,

PONTORE

il 5 l-2 yeees i e

dizisi r; ve rp noktalarinda limite sahiptir. r| ve r, noktalarinda limite sahip olan bu diziyi

seklinde gosterirsek, (Fn(z)),,EN dizisi (Gp)uen dizisinin bir alt dizisi olur. Bu sekilde

devam edersek,

R O T AR

2)
1 ) 2 F3 9 cey n

TSI A SR A

FmoE™ EM R,

seklinde dizilerin dizisini elde ederiz. Bu dizi su 6zelliklere sahiptir:

(a) Her dizi, onceki dizilerin alt dizisidir.
(b) Her dizi, (G,),cn dizisinin alt dizisidir.
(c) (Fn(m))neN dizisi ry,ry, ..., ry, noktalarinda limite sahiptir.

Simdi, bu dizilerin dizisi yardimiyla,
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olmak tizere,
F.b,....F,,...

diagonal dizisini kuralim. Bu dizi (G,),en dizisinin bir alt dizisidir ve her n € N i¢in r,

noktasinda yakinsaktir. Dolayisiyla, (F,),cn dizisi yardimiyla

D(r) = limF,(r)

n—oo

olacak gekilde @ : Q — [0, 1] fonksiyonunu ve bu fonksiyon yardimyla,

0 , X = —o0 ise
F(x)=qsup{®(r)|r<x} ,xeR ise

1 , X =+oo ise
olacak sekilde F : [—oo, +oo] — [0, 1] fonksiyonunu tanimlayabiliriz.
Simdi F € A ve F, = F oldugunu gosterelim.
(a) F fonksiyonunun tanimi geregi, F'(—eo) = 0 ve F(+4o0) = 1 oldugu agiktir.

(b) x <yolsun. Ay = {P(r) | r <x} ve Ay = {P(r) | r <y} olmak iizere,
A, CA,

olur ve buradan
F(x) =supA, < supA, =F(y)

elde edilir.

(c) Herhangi bir € > 0 ve xp € R alalim. sup{®(r) | r < xo} = F(xo) oldugundan,
F(xo)—®(r)<e

olacak sekilde bir r < xq vardir. § = xo — r > 0 segilirse, x €]xg — 8, xp[ i¢in, @(r) < F(x)
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olacagindan,
F(xo) —F(x) <F(xo) —®(r)<e

elde edilir. Dolayisiyla, F' fonksiyonu soldan siireklidir

(a), (b) ve (c) siklarindan F € A oldugu goriiliir. F, A F oldugunu gostermek icin,
herhangi bir x € C(F) ve € > 0 alahm. Bu durumda, F(x) = sup{®(r) | r < x}

oldugundan,
£
0<F(x)—P(r) < 3 (4.6)
olacak sekilde bir r < x vardir. F' fonksiyonu x noktasinda siirekli oldugundan,
E
Z€x,x+0[=0<F(z)—F(x) < 6) 4.7)

kosulunu saglayan bir 6 > 0 vardir. Simdi, x < s < x+ % olacak sekilde bir s € Q alalim. &
fonksiyonu monoton artan oldugundan, ®(s), A, kiimesi i¢in bir tist sinir olur. Dolayisiyla

F(x) <®(s) bulunur. Baginti (4.7) kullanilarak,

0< d(s)—F(x) < (4.8)

AN ™

elde edilir. @(r) = li_r}n F,(r) ve @(s)= limF,(s) oldugundan, yeterli derecede biiyiik n

n—oo
dogal sayis1 i¢in,

| D(r) — Fy(r) | < g (4.9)

veE

| B(s) — Fals) |< =

3 (4.10)

gerceklenir. Bu durumda, yeterli derecede biiyiik n dogal sayisi1 i¢in, F;, fonksiyonlarinin
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monoton artanlig1 ve (4.6) , (4.8) , (4.9) ve (4.10) bagintilar1 kullanilirsa,

| Fa(x) = Ea(r) | <[ Fu(s) — Fa(r) |
S| Ea(s) = @(s) [+ [ P(s) = F(x) | + | F(x) = @(r) [ + | D(r) = Fa(r) |

4e
b 4.11
<% (4.11)
elde edilir. Dolayisiyla (4.6) , (4.9) ve (4.11) bagintilarindan,
e € 4de
| Fa(x) = F () [<[F () = @(r) [+ | () = Fa(r) [+ | Ea(r) = Fa(x) [< e+ o+ = =€

bulunur. Dolayisiyla,

lim F;,(x) = F(x)

n—oo

elde edilir. Metrik uzayda dizisel kompaktlik ile kompaktlik esdeger oldugundan (A, d;)

uzay1 kompakttir.
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4.2. UZAKLIK DAGILIM FONKSIYONU iLE ILGILi SONUCLAR

Teorem 4.6. A kiimesi, (A,d;) metrik uzayinda kompakttir.

Ispat. A kiimesi kompakt oldugundan A* kiimesinin, A icinde kapali oldugunu gostermek
yeterlidir. Bunun icin, A" icinde, F,, > F € A olacak sekilde bir (F,),cry fonksiyon dizisini

alalim.

Durum 1. 0 € C(F) ise, her n € N i¢in F,(0) = 0 oldugundan,

lim F,,(0) = F(0) =0

n—co

elde edilir.

Durum 2. Simdi, 0 ¢ C(F) oldugunu kabul edelim ve F(0) = 0 oldugunu ispatlayalim.
dp(F,,F) = hy, diyelim. Eger, dyle bir N € N i¢in hy = 0 ise, Fy = F olacagindan, F €
AT elde edilir. Bu yiizden, her n € N i¢in df(F,,F) = h, > 0 oldugunu kabul edebiliriz.
Lemma 4.1-(c) kullanilarak, A(F,,F) = [hy, 1] elde edilir. r}grolo hy, = 0 oldugundan, i, \, 0
oldugunu kabul edebiliriz. C(F), R i¢inde yogun oldugundan, C(F) i¢inde,

—hp—1 <Xy < —hy, ve limF,(x,)=F(x,)

n—oo

olacak sekilde bir (x,,;),cny dizisi vardir. Bu durumda, her m € N igin F;(x,,) = 0 olur. F
fonksiyonu soldan siirekli monoton artan bir fonksiyon ve x,, / 0 oldugundan, her m € N

icin F(x,,) = 0= F(0) elde edilir.
Notasyon: Herhangi iki F,G € A" ve 1 €]0, 1] icin [F, G; h] ile Vx €]0, 1 iin,
G(x)<F(x+h)+h (4.12)
kosulunu gosterecegiz. Simdi,
AT(F,G) = {h €]0,1] | [F,G;h] ve [G,F;h] saglanir}
kiimesini tanimlayalim.

Onerme 4.7. F,G € A" olsun. Bu durumda, dy (F,G) = infA™ (F,G) olur.



70

Ispat. Herhangi iki F,G € A" alahm ve A(F,G) = A*(F,G) oldugunu gosterelim.
A(F,G) C AT(F,G) kapsamasi saglandigindan, esitligi gostermek i¢in AT (F,G) C

A(F, G) kapsamasinin saglandigin1 gostermeliyiz. Bunun igin, herhangi bir 7 € AT (F,G)

ve x € J, =] — +,0]U]0, [ alalim. F, G fonksiyonlart monoton artan, deger kiimeleri [0, 1]

ve F(0) = G(0) = 0 oldugundan,
F(x—h)—h<G(x)<F(x+h)+h
ve
G(x—h)—h<F(x)<G(x+h)+h

elde edilir ve buradan i € A(F, G) bulunur.

Sonuc 4.8. F € A" olsun. Bu durumda,
dp(F, &) = inf{h €]0,1] | [F,&p;h] saglanir}

Ispat. Herhangi bir F € A* ve h € {h €]0,1] | [F, &; ]

icin,
Fix)<l<l+h=¢gy(x+h)+h

oldugundan [, F; h] her zaman saglanir ve dolayisiyla,
A(F,g) ={h€]0,1] | [F,&e0;h] saglanir}

elde edilir.

Lemma 4.9. F € AT olsun. Bu durumda,

di(F, &) = inf{h €]0,1] | F(h+) > 1 —h}

saglanir} alalim. Her x €]0, %[

Ispat. Br = {h€]0,1]| F(h+)>1—h} ve di(F,&) = a olmak iizere, & = infBp

oldugunu gosterelim. o = 0 ise, esitligin saglandig1 aciktir. o > 0 olsun ve herhangi bir
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h € B alahm. Bu durumda, F (h+) tanim1 kullamilarak, her x €]0, +[ igin,
F(x+h)+h>F(h+)+h>1=g)x)

olur ve bu [F, &; h] kosulunun saglandigini sdyler. Dolayisiyla,
Br CA(F, &)

saglandigindan,
o < infBfp (4.13)

elde edilir. Ters esitsizlik i¢in , herhangi bir 4 €], 1] alahm. @ > 0 oldugundan, Lemma

4.1-(a) kullamlarak, her x €0, %[ i¢in,
gX)<Fx+o)+a (4.14)
bulunur. Bagint1 (4.14) ve @ < h oldugu kullanilarak,
l-h<l—a<F(o+)<F(h+)
elde edilir ki bu & € Br oldugunu sdyler. Dolayisiyla, o, 1] C Br gergeklendiginden,
infBr < o (4.15)

bulunur. (4.13) ve (4.15) bagintilarindan istenilen esitlik elde edilir.

Ornek 4.10. a > 1 olmak iizere, d; (&,, &) degerini hesaplayalim: Bunun icin, dncelikle,
0 < h < 1igin, g(h+) = inf{e,(h+c)|c > 0} degerini bulalim. a > 0 oldugundan, 1 =
€a(h+a) € {€4(h+c)|c > 0} olur. 1 —h > 0 oldugundan, 1+ 3 < 1 < a olacak sekilde
bir N € N elde edilir ve dolayisiyla 0 € {€,(h+c)|c > 0} bulunur. Boylece, &,(h+) =
inf{0, 1} = 0 elde edilir. Bu durumda, 0 > 1 — & > 0 ¢eliskisi olacagindan, i & A(g,, &)
olur. Dolayisiyla, d.(€,, &) = infA(g,, &) = 1 elde edilir.
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Sonuc 4.11. F € A" olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 igin,
F(t)>1—t<di(F,&) <t (4.16)

Ispat. r > 1 icin saglandig1 aciktir. Simdi, herhangi bir # < 1 sayisin alalim ve F (t)>1—t

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, F(5) > 1 — % saglanacagindan ve F fonksiyonu

monoton artan oldugundan,
t t t

F(=+)>F(= 1—=

olur ve bu % € Br oldugunu soyler. Lemma 4.9 kullanilarak,
t

dL(F; 80) < 5 <t
elde edilir. Tersine, dy (F, &) = inf Br < t olsun. Bu durumda,

ho <t
olacak sekilde bir iy € Br vardir. F(hp+) tanimi kullanilarak,

l1—t<1—hy<F(hp+) <F(t)

elde edilir.

Sonu¢ 4.12. F,G € A" ve F < G olsun. Bu durumda
dr (G, &) <di(F, &)

olur.

ispat. Herhangi bir 4 € Br alalim. Bu durumda, F < G oldugundan,
G(h+)>F(h+)>1—h
olur ve bu & € Bg oldugunu soyler. Dolayisiyla, B C Bg saglandigindan,

dL(GaSO) =infBg <infBp = dL(F7 80)
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elde edilir.

Lemma 4.13. A" kiimesinin herhangi bir alt kiimesinin supremumu A* kiimesine aittir.

Fakat, bu infimum i¢in gecerli degildir.

Ispat. 7 bir indis kiimesi olmak iizere, A = {Fy | a € I'} kiimesi A kiimesinin bir alt
kiimesi olsun. Bu durumda, &, A kiimesi i¢in bir tist sinirdir. Her x € [0, +-o0] igin, A(x) =
{Fy(x) | @ € I} diyelim. A(x) C [0,1] oldugundan, supA(x) bir reel sayidir. Simdi, her
x € [0,+4o0] igin, supA(x) = F(x) diyelim. Bu durumda, F : [—co, 40| — [0, 1] fonksiyonu
AT kiimesinin elemanidir. Ciinkii,

(@) F(0) = sup{Fu(0) | €I} =0

(b) F(+e0) = sup{Fy(+eo) | €1} =1

(¢) x < y olsun. Bu durumda her o € I i¢in Fy, fonksiyonlari monoton artan oldugundan,

Fo(x) < Fo(y) < F(y)

oldugundan F(y), A(x) kiimesi i¢in bir iist sinirdir. Dolayisiyla,

Fx) <F(y)

elde edilir.

(d) Oncelikle her ¢ € R icin,

{xeR|F(x)>1}=J{xeR|Fulx)>1} (4.17)

acl

oldugunu gosterelim. Bunun igin, herhangi bir F(x) > ¢ olacak sekilde bir x € R alalim.

Bu durumda,
Fop(x) > 1

olacak sekilde bir o € I vardir ve buradan x € |J {x € R| Fy(x) >t} elde edilir.
acl



74

Dolayisiyla,

{xeR|F(x)>1} C | J{xeR|Fulx)>1} (4.18)

acl

kapsamasi saglanir. Ters kapsama i¢in herhangi birx € |J {x € R | Fy(x) > ¢} alalim. Bu
ael
durumda,

Foy(x) >1
olacak sekilde bir o € I vardir. F(x) supremum oldugundan, F(x) > ¢ olur ve bu

UJ{xeR|Fu(x) >t} S {xeR|F(x) >1} (4.19)

ael

oldugunu soyler. (4.18) ve (4.19) bagitilarindan istenilen esitlik elde edilir.

Her o € I i¢in, Fy fonksiyonlar1 monoton artan ve soldan siirekli oldugundan alttan yar1

stireklidir. Dolayisiyla,
{xeR| Fy(x) >1}

kiimesi agik bir kiimedir. Topoloji tanimi ve (4.17) bagintis1 kullanilarak,
{xeR|F(x)>1t}

kiimesi agik olur. F' fonksiyonu alttan yar: siirekli ve monoton artan oldugundan soldan
siirekli olur. Dolayisiyla, supA = F € A™ elde edilir.

A C A" igin infA € AT olmak zorunda degildir. Ornegin, herhangi bir « > 1 igin,
(&, 1 Jnen € AT dizisini goz Oniine alirsak, F = inf {ea_ 1 |ne N} fonksiyonu o

noktasinda soldan siirekli degildir.
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4.3. OLASILIKSAL METRIK UZAY UZERINDE KUVVETLI TOPOLOJI

Tamim 4.14. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay, p € S herhangi bir nokta ve t > 0

herhangi bir reel say1 olsun. Simdi,

Ny(t) = {q | Fpg(t) > 1—1} (4.20)

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda, Sonug 4.11 kullanilarak,

Ny(t) = {q | dL(Fpq,€0) <1} (4.21)
bulunur.
Simdi, her p,g € § i¢in,

d(p,q) = dr(Fpq,€0) > 0 (4.22)
seklinde d : S x § — R fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda, d fonksiyonu,

M1):p=q & Fyy=¢€ < di(Fpq,80) =0 d(p,q) =0

(M2): Fpq = Fyp oldugundan d(p,q) = di.(Fpq, &) = d.(Fgp, &) = d(q, p)
kosullarint saglar. Fakat, d fonksiyonu iicgen esitsizligini saglamaz. Bu yiizden, d

fonksiyonu § lizerinde bir metrik degildir.

Teorem 4.15. (S, F, T) bir olasiliksal metrik uzay ve T fonksiyonu, her F' € A i¢in, (F, &)

noktasinda siirekli olsun. Simdi, herhangi bir p € S icin,

B(p) = {Ny(r) |t >0}

toplulugunu tanimlayalim. Bu durumda, S iizerinde, B(p) toplulugunu, p noktasinda

lokal taban kabul eden bir topoloji vardir.

Ispat. B(p) C P(S) toplulugunun, Onerme 2.11 kosullarim sagladigini gostermek

yeterlidir.

(a) Herhangi bir ¢ > 0 reel sayisin1 alalim. F},, = & oldugundan, dr(F},,&) = 0 <t olur
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ve buradan, p € N,(¢) elde edilir.

(b) Herhangi iki #,#; > O reel sayilarin1 alahm ve t3 = min{t;,t,} diyelim. Bu durumda,

herhangi bir r € N, (t3) i¢in,

dL(Fpry'gO) <nn<n

ve
dp(Fpr €0) <3<t
oldugundan,
Np(t3) = N(t1) NNp(t2)
elde edilir.

(c) Herhangi bir ¢ > 0 ve g € N,(t) alalim. dr(Fpq, &) = « dersek, o < ¢ ve dolayisiyla
t —a > 0 olur. Hipotez geregi, T fonksiyonu (Fp4, &) noktasinda siirekli oldugundan,

t — o > 0 sayisina kargilik, her (G,H) € AT x A™ i¢in,
di(Fpq,G) <nvedr(&y,H) <N = d(T(Fpq,€),T(G,H)) <t—a (4.23)

olacak sekilde bir n > 0 vardir. Simdi, Ny(7n) € N,(¢) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
herhangi bir r € Ny(n) alalim. Bu durumda, (4.23) bagintis1 kullanilarak,

di(T(Fpq, Fyr), T (Fpq,€0)) <t—0 (4.24)
elde edilir. Bagint1 (4.24) ve Sonug 4.12 yardimiyla,

dr(Fpr,&0) < di(T (Fpq, Fyr), €0)
< di(T (Fpq, Fyr), Fpg) +dr(Fpq; )

<t—-oa+a=t

elde edilir ve bu € N, () oldugunu gosterir.
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Bu durumda Teorem 2.12 kullanilirsa,
T ={ACS|VpeA Jt>0 Ny(it)CALU{0}

toplulugu S iizerinde, herhangi bir p € S noktasinda 8 (p) toplulugunu lokal taban kabul

eden bir topoloji olur.

(4.22) bagmtisinda tanimlanan d : S x § — R fonksiyonu metrik olmamasina ragmen

asagidakiler gergeklenir:

Onerme 4.16. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay ve 7 fonksiyonu siirekli olsun. A C
S herhangi bir kiime ve p € S herhangi bir nokta olsun. Bu durumda (S, 74 ) topolojik

uzayinda asagidakiler gecerlidir.

(CL1) p noktasmin A kiimesinin kapanigina ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

t > 01igin N, (1) NA # 0 olmasidur.

(CL2) p noktasinin A kiimesinin kapanisina ait olmasi icin gerek ve yeter kosul A

icinde p,, — p olacak sekilde bir (p;,),en dizisinin var olmasidir.

(CL3) d(p,A) = inf{d(Fpq,€0) | g €A} olmak iizere, p noktasinin A kiimesinin

kapanigina ait olmast igin gerek ve yeter kosul d(p,A) = 0 olmasidur.

(CL4) Na(t) ={pe€S|d(p,A) <t} olmak tizere, A C N4(r) kapsamas1 saglanir ve
N4(t) € t9, gerceklenir.

Ispat. (CL1): B(p) toplulugu p noktasinda bir lokal taban oldugundan Onerme 2.13-(a)

geregi istenilen elde edilir.

(CL2): p noktas1 A kiimesinin kapanigina ait olsun. Bu durumda, (CL1) kosulundan
dolayi, A icinde her n € N* igin,

1
0 S dL(FPpn’go) < Z

olacak sekilde bir (py,),en dizisi vardir. Buradan limite gegersek, li_r>n pn = p elde edilir.
n—soo

Tersine, A i¢inde p, — p olacak sekilde bir (p,),en dizisi var olsun. Bu durumda, Onerme
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2.13-(c) kulanilirsa, her ¢t > 0 ve n > N i¢in,

Pn € Np(t)

olacak sekilde bir N € N vardir. Boylece, her t > 0 igin py € N,(t) NA # 0 elde edilir ve

bu p noktasinin A kiimesinin kapanigina ait oldugunu soyler.

(CL3): p noktast A kiimesinin kapanigina ait olsun ve t = d(p,A) > 0 oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, (CL1) kosulundan dolay1, g € N,,(t) NA vardir. Fakat bu durumda,

t <dp(Fpq, &) <t
celiskisi elde edilir. O halde d(p,A) = 0 olmalidur.
Tersine, d(p,A) = 0 olsun. Bu durumda, A i¢inde her n € N* i¢in,
1
0 < dL(Fpp,,€0) < A

olacak sekilde bir (p;),en dizisi vardir. Buradan limite gecersek, li_r>n pn = p elde edilir
n—oo

ve (CL2) kosulundan dolay1 p noktasi A kiimesinin kapanigina ait olur.

(CL4): Herhangi bir p € A ve t > 0 alalim. Bu durumda, (CL3) kosulundan dolay1

d(p,A) =0 < t saglanir ve buradan,
A C Ny (l‘)

elde edilir. Simdi, N4() € 14 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, herhangi bir p € Ny (¢)
alalim. Bu durumda, T fonksiyonu A" x A™ iizerinde diizgiin siirekli oldugundan,

t —d(p,A) > 0 sayisina karsilik, her (Fy,G), (F>,G,) € AT x AT igin,
dL(Fl,Fz) < U ve dL(Gl,Gz) < U= d(T(Fl,Gl),T(Fz,Gz)) <t —d(p,A)

olacak sekilde bir > 0 vardir. Simdi, N, (1) € Ny(t) oldugunu gosterelim. Bunun igin,

herhangi bir g € N, (1) alalim. T fonksiyonunun diizgiin siirekliligini (F),y, &) ve (€, &)
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noktalarina uygularsak,

dr(Fpg,€0) = dr(T (Fpq, €0), &) <t —d(p,A)
olur ve buradan,

d(q,A) <t—d(p,A) <t

elde edilir.

Onerme 4.17. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay ve T fonksiyonu siirekli olsun. Bu

durumda asagidakiler gecerlidir:
(a) Her p € Svet > 0igin, Ny(t) € 149 gerceklenir.
(b) 74 toplulugunun, B = {N,(t) | p € S, t > 0} alt toplulugu, 7y i¢in bir tabandr.

(c) (8,719 ) topolojik uzay1 bir 73 uzayidur.

Ispat. (a) Herhangi bir g € N,(¢) alalm. dj(F,,, &) = « dersek, a < t ve dolayisiyla
t — o > 0 olur. Hipotez geregi, T fonksiyonu (F)4, &) noktasinda siirekli oldugundan,

t — o > 0 sayisina karsilik, her (G,H) € A* x Atigin,
di(Fpq,G) <n ve di(&,H)<n=d(T(Fpy &), T(G,H)) <t—a (4.25)

olacak sekilde bir n > 0 vardir. Simdi, Ny (1) € N,(¢) oldugunu gésterelim. Bunun i¢in
herhangi bir r € Ny(n) alalim. Bu durumda, (4.25) bagintis1 kullanilarak,

di(T (Fpq, Fyr), T (Fpq, €)) <t — 0 (4.26)
elde edilir. Bagint1 (4.26) ve Sonug 4.12 yardimiyla,

dL(thgO) S dL(T(FpQ7qu)780)
< di(T (Fpg, Fyr), Fpq) +dL(Fpg, &)

<t—oa+o=t

elde edilir ve bu r € N,(t) oldugunu gosterir.
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(b) Teorem 4.15 ve (a) sikkinin bir sonucudur.

(c) A C S herhangi bir kapali kiime ve p ¢ A olsun. Bu durumda, (CL3) kosulundan
d(p,A) >0 olur. T fonksiyonu A* x A™ {izerinde diizgiin siirekli oldugundan, d(p,A) >0
sayisina karsilik, her (F,Gy), (F>,G,) € AT x AT igin,

dL(Fl,Fz) < H ve d(Gl,GQ) < U= d(T(Fl,G1>,T<F2,G2)) < d(p,A)

olacak sekilde bir u > 0 vardir. Simdi, Nj,() "Ns(1) = @ oldugunu gosterelim. Aksine,
g € Np(1) NNa (1) oldugunu kabul edelim. Buradan, d(g,A) < u olacagindan,

dL(quaSO) <H

olacak sekilde bir » € A vardir. T fonksiyonunun diizgiin siirekliligini (F,g, Fy) ve (€, €o)

noktalarina uygularsak,
dL(Fpr,€0) < di(T (Fypq, Fyr), &) < d(p,A) (4.27)
elde edilir. Fakat, r € A oldugundan,

d(paA) < dL(Fpra 80) < d(p7A)

celiskisi elde edilir. O halde N,(u) "Na(u) = 0 olmalidir. Dolayisiyla, (S, 74 ) diizenli

uzaydir.

Simdi, (S, 7y ) uzaymmn 7; uzayr oldugunu gosterelim. Bunun i¢in, herhangi bir p € S

ve g € ﬂONp (t) alalim. Bu durumda, her ¢ > 0 igin, dp(Fpq,&) <t olur ve dolayisiyla
>

dL(qu,So) = 0 elde edilir. Buradan, F),; = & olacagindan, p = g bulunur. Boylece,

N Ny(t) = {p} elde edilir ve bu (S, 77 ) uzaymin T} uzay: oldugunu gosterir.
>0

(S,74 ) topolojik uzayr T3 uzayr olmasma ragmen, sayilabilir bir tabana sahip olup
olmadigin1 bilmiyoruz.Ancak, Teorem 2.35 ile sayilabilir bir tabana sahip olan diizgiin
bir uzaym metriklenebilir oldugunu gostermistik. Simdi, bu teorem yardimiyla, (S, 7, )

topolojik uzayinin metriklenebilir oldugunu gosterecegiz.
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Teorem 4.18. (S,F,T) bir olasihik metrik uzay ve T siirekli bir iicgen fonksiyon olsun.

Her ¢t > 0 i¢in,

B(t) ={(p.q) €Sx S| g€ Ny(1)}

B={B()|t>0}

seklinde tanimlansin. Bu durumda, S kiimesi iizerinde ‘5 toplulugunu taban kabul eden

bir 7/ diizgiinliigii vardir.

Ispat. 5 toplulugunun Onerme 2.26 kosullarini sagladigini gosterelim.

(UB1): Herhangi bir # > 0 alalim. Teorem 4.15 kullanilirsa, p € N,(¢) olur ve dolayistyla
A C B(t) gergeklenir.

(UB2): Herhangi bir # > 0 alalim. F,, = F,, oldugundan B(t) = B~ !(¢) olur.

(UB3): Herhangi bir ¢+ > 0 alahm.7 fonksiyonu A" x A" iizerinde diizgiin siirekli
oldugundan, ¢ > 0 sayisina karsilik, her (F,Gy), (F>,G2) € AT x AT igin,

dL(Fl,Fz) <n ve d(Gl,Gz) <n= dL(T(Fl,Gl),T(FZ,Gz)) <t

olacak sekilde bir n > 0 vardir. Simdi, B(n) o B(n) C B(t) oldugunu gosterelim. Bunun
icin herhangi bir (p,r) € B(n) o B(n) alalim. Bu durumda, (p,q) € B(n) ve (¢,r) € B(N)
olacak sekilde bir g € X vardir. T fonksiyonunun diizgiin siirekliligini (F,q, F,-) ve (€, &)

noktalarina uygularsak,

di(T (Fpq, Fyr), €0) <t (4.28)
elde edilir. Bagint1 (4.28) ve Sonug 4.12 kullanilarak,

d(Fpr, &) < di(T (Fpq, Fgr), €0) <t

bulunur ve buradan (p,r) € B(t) elde edilir.
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(UB4): Herhangi iki t,#; > 0 alalim. Bu durumda, 3 = min {#,, 1, }dersek,

Ny(t3) = Np(t1) NN, (22)

olacagindan, B(r3) = B(t;)NB(1y) elde edilir. Dolayisiyla, (UB1) ve (UB4) kosullar1 B

toplulugunun S x S iizerinde bir filtre taban1 oldugunu soyler.
Bu durumda, Onerme 2.28 yardimiyla,
Ty ={ACS|VpeA F>0 Ny(r)CA}U{0}
S tizerinde bir diizgiin topoloji olur. Olasilik metrik uzay teorisinde, bu topoloji "Kuvvetli

Topoloji” olarak adlandirilir.

Sonug 4.19. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay , T siirekli bir iiggen fonksiyon olsun. Bu

durumda, (S, 749 ) diizgiin uzay1 metriklenebilirdir.

Ispat. B = {B(1) | n > 1} topluluu % igin sayilabilir bir tabandir. Simdi, A = () B(r)
>0
oldugunu gosterelim. Bunun icin, p # ¢ olacak sekilde (p,q) € () B(t) alahm. Bu
>0
durumda, & = dy (F)q, &) > 0 oldugundan,

(p,q) €EBla)=a< o

celiskisi elde edilir. Buradan () B(z) C A bulunur ve A C () B(¢) kapsamasi her zaman

>0 >0
gerceklendiginden istenen elde edilir.

Sonug olarak Teorem 2.35 kullanilarak, (S, 74 ) diizgiin uzaymin metriklenebilir oldugu

elde edilir.

Tanim 2.24 dikkate alinarak asagidaki Cauchy dizisi tanimi verilebilir.

Tanmmm 4.20. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay, T siirekli bir tiggen fonksiyon ve

(Pn)nen C S bir dizi olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 ve n,m > N igin,
dL(Fp,pn»>€0) <t

olacak sekilde bir N € N varsa, (p,),en dizisine Cauchy dizisi denir.
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4.4. UZAKLIK FONKSIYONUNUN DUZGUN SUREKLILIGI

Lemma 4.21. T siirekli iicgen fonksiyonu olsun ve .” kiimesi asagidaki sekilde

tanimlanmis olsun.
< ={(F,G,H) € (A" |F>T(H,G) ve G>T(H,F)}
Bu durumda, her 4 > 0 icin dyle bir 7 > 0 vardir ki asagidaki kosul saglanir.
(F,G,H) € . ve di(H,&)<n=d.(F,G)<h (4.29)

Ispat. Herhangi bir & > 0 alam. T fonksiyonu AT x AT iizerinde diizgiin siirekli
oldugundan, her (Fi,G),(F>,Gy) € AT x AT igin,

dL(Fl,Fz) <n ve dL(G1,G2) <nN= dL(T(Fl,Gl),T(Fz,Gz)) <h

olacak sekilde bir n > 0 vardir. Simdi d;(H, &) < 1 olacak sekilde bir (F,G,H) € ./

alalim. T fonksiyonunun diizgiin siirekliliginden,

di(T(G,H),G) <h
ve

di(T(F,H),F)<h
elde edilir. d; fonksiyonunun tanimindan, her x €0, %[ icin,

G(x) <T(G,H)(x+ho)+ho < F(x+ho)+ ho (4.30)
ve

F(x) <T(F,H)(x+ho)+ho < G(x+ ho) + ho (4.31)
olacak sekilde bir g €]0, 1] bulunur ve buradan iy € A(F, G) olur. Dolayisiyla,

d (F,G) < hy < h
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elde edilir.

Teorem 4.22. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay ve T siirekli ticgen fonksiyonu olsun.

Bu durumda F : § x S — A" fonksiyonu diizgiin siireklidir.

Ispat. Tamm 2.23 ve Onerme 2.29 yardimiyla, F fonksiyonunun diizgiin siirekli
oldugunu, yani, her & > 0 i¢in (p,q),(p',q') € S xS (p € Ny(8) ve g € Ny(8)=
dr(Fpq,Fpyy) < h) Ozelligini saglayacak sekilde bir § = §(h) > 0 bulunabildigini

gosterecegiz:

Herhangi iki (p,q), (p’,q') € S x S igin, T ii¢gen fonksiyon oldugundan,

Fyy >T(F

p’quqq’) > T(T(Fpp’vaq)anq’) — T(T(Fpp’quq’)anq)

ve benzer sekilde

Fog > T(T(Fpps Fyy) s Fyrg)

elde edilir. Yani,

(Fpg, F,

p'q”T(FPpl7qu’)) .7 (4.32)

olur. 4 > 0 i¢cin Lemma 4.21 yardimiyla dyle bir > 0 elde edilir ve 7' fonksiyonunun

diizgiin siirekliliginden 1 > 0 sayisina kargilik, her (Fy,Gy), (F2,G2) € AT x AT igin,
dL(Fl,Fz) <np ve dL(Gl,GQ) <N = dL(T(Fl,Gl),T(FQ,GQ)) <n

olacak sekilde bir 1y > 0 vardir. Bu durumda, 6 = 7; secilip, T fonksiyonunun diizgiin
stirekliligi (Fpp/ , qul ),(€0,€0) noktalarina uygulanirsa,

di(T(F, . F, /) €) <7 (4.33)

elde edilir. (4.32) , (4.33) bagintillarina dikkat edilip, F' = Fyq, G=Fyy,H =T (Fp p/,qu/)

almip Lemma 4.21 deki (4.29) bagintis1 uygulanirsa istenilen elde edilecektir.
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Teorem 4.23. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay, T siirekli ticgen fonksiyonu, (py)en
ve (gn)nen dizileri, p, — p, g» — q olacak sekilde iki dizi olsun. Bu durumda

Ar(Fp,q,:Fpq) — 0, yani, F}, ;. — Fpg olur.

Ispat. Herhangi bir # > 0 alalim. F fonksiyonu diizgiin siirekli oldugundan, 7 > 0 sayisina
kargilik dyle bir n > 0 vardir ve p,, — p, g, — g oldugundan, 1 > O sayisina kargilik her

n > N igin,

Pn €ENp(M) ve g, €Ny(N)

olacak sekilde bir N € N vardir. Bu durumda, F fonksiyonunun diizgiin siirekliliginden,

her n > N icin, d.(F),q,, Fpq) <t elde edilir ve bu dr.(F),q,,Fpq) —+ 0 oldugunu soyler.

Sonug 4.24. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay, T siirekli bir ticgen fonksiyonu olsun.

Bu durumda S kiimesi i¢indeki her yakinsak dizi, Cauchy dizisidir.

Ispat. (pn)uen €S pn — p olacak sekilde yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda, Teorem
4.23 kullanilarak,

dL(Fpan’FPP) = dL(FPan7 80) —0

elde edilir.

Sonug 4.25. (S,F,T) bir olasiliksal metrik uzay, T siirekli bir iiggen fonksiyon, (py)en
ve (qn)nen, S kiimesi iginde yakinsak iki dizi olsun. Bu durumda, (F},g,)nen dizisi

(A" ,dy) i¢inde Cauchy dizisidir.

Ispat. (p,)nen, (n)nen S icinde iki yakinsak dizi oldugundan Sonug 4.24 kullanilirsa,

dr(Fp,q,,Fpq) — 0 olur. Béylece

dL(Fpnqn ) Fpmqm) < dL(Fpnqn ’ qu) + dL(FPq7Fqum)

ve dolayisiyla,
dL(Fpnqn’Fpmqm) —0

oldugundan, (F}, 4, )nen dizisi (A", dy) i¢inde bir Cauchy dizisidir.
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S. TARTISMA VE SONUC

Uzerinde Lévy metrigi olan dagilim fonksiyonlart uzaymnin kompakt oldugunu
ispatladik. Uzaklik dagilim fonksiyonlar1 uzayimin maksimal ve minimal elemanlari olan,
fonksiyonlarin aligilmis noktasal siralamasi altinda, bir tam kafes oldugunu gosterdik.
Yine bu uzay iizerindeki zayif yakinsaklik topolojisi ve metrik topolojinin ayni oldugunu

ve bu topolojiye gore bu kiimenin kompakt oldugunu ispatladik.

Olasiliksal metrik uzay lizerinde, bir diizgiinliik tarafindan belirlenen topolojiyi inceledik
ve bu topolojinin metriklenebilir oldugunu ispatladik. Ispatlarrmiz kaynaklardaki

ispatlardan farklidir.
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