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OZET

DOKTORA TEZI

ZAMAN GECIKMELI VE BELIRSIiZ YAPAY SiNiR AGLARININ
KARARLILIK ANALIZI

OZLEM FAYDASICOK

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Cemal CICEK
I1. Damisman: Prof. Dr. Sabri ARIK

Bu doktora tez calismasinda, ag parametreleri belirsizlik iceren ¢oklu zaman gecikmeli
ve ayrik zaman gecikmeli yapay sinir ag1 modellerinin robust asimtotik kararliliginin
Lyapunov analizi gerceklestirilmistir. Homeomorfizm ve Lyapunov kararlilik teoremleri
yardimiyla gecikmeli yapay sinir aglarinin denge noktasinin varligini, tekligini ve global
asimtotik kararlilifin1 saglayan yeni yeterli kosullar elde edilmistir. Bu kararlilik kosullar
elde edilirken, yapay sinir agina ait belirsiz sistem matrisleri i¢i yeni bir iist norm siniri
gelistirilmig ve list norm sinir1 sayesinde ayrik zaman gecikmeli yapay sinir aglarinin robust
kararliligin1 saglayan yeni kosullar elde edilmistir. Kararlilik kogullarinin elde edilmesinde
Lipschitz ve monoton artan aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilmistir. Bu calismada elde
edilen robust kararlilik kosullar1 6zellikle iki agidan onemli iistiinliiklere sahiptir : Birincisi,
bu yeni kosullarin zaman gecikmelerinden bagimsiz olarak ifade edilebilmis olmalaridir.
Ikincisi ise, kararlilik sonuclarmin sadece yapay sinir ag1 parameterelerine bagl olarak
ifade edilebilmeleridir. Bu iki 6nemli iistiinliik, sunulan kararlilik kosullarmin gecerliligini
kolayca test edilmesine olanak saglar. Bu tezin son asamasinda ise, bu tez kapsaminda edilen
kosullarin daha Once literatiirde yayinlanmis sonuglara gore istiinliiklerini gostermek i¢in
sayisal ornekler yardimiyla bir karsilastirma yapilmustir.

Kasim 2019, 92 sayfa.

Anahtar kelimeler: Gecikmeli yapay sinir aglari, kararlilik analizi, Lyapunov teoremleri,

matris teorisi. vii



SUMMARY
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In this thesis, we have carried out the Lyapunov stability analysis of neural systems
possessing multiple and discrete time delays with uncertain parameter values. By using
the Homeomorphism and Lyapunov stability theorems, we have obtained new results for
the existence and uniqueness and global asymptotic stability equilibrium point for various
clasesses of dynamical neural networks. When obtaining some of stability results of this
thesis, we have derived a novel and improved upper bound norm of uncertain system matrices
of neural networks. After introducing an alternative novel upper bound norm, we have
obtained new sufficient criteria for neural networks including discrete and multiple time
delays. In establishing the obatined stability results, Lipschitz and monotonically increasing
activation functions have been used. The conditions presented in this thesis have two
important advantages over robust stability of neural networks. Firstly, stability criteraia
presented in the thesis are independently of time delay parameters. Secondly, these stability
results can only be stated in terms of the parameters of neural networks. These advanteges of
the results provide us to easily test the established stability conditions. Finally, we have
compared our results with the previous literature results by studying some constructive
examples to indicate the advanteges of the proposed stability criteria.

Nov 2019, 92 pages.
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1. GIRIS

Dinamik yapay sinir aglari son yillarda, ozellikle isaret igleme, goriintii igleme, kontrol
teorisi, maliyet optimizasyonu, ¢agristmli bellek tasarimi ve Ornek tanima gibi pratik
miithendislik problemlerinin ¢oziimlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Dinamik yapay
sinir aglarinin bu tiir mithendislik problemlerinin ¢oziimlerinde bagarili sonug¢ verebilmesi
icin, uygulandig1 problemin tipine uygun bir dinamik davranis sergilemesi gerekir. Genel
olarak, islenecek bilgi noronlarin durumlar ile temsil edildiginden, tasarlanacak yapay
sinir aginda yer alan noronlarin durumlarinin sabit degerlere yakinsamasi istenir. Bagka
bir deyisle, bu tiir problemlerde kullanilacak dinamik yapay sinir aglarinin kararli denge
noktalarina sahip olmasi gerekir. Son yillarda, farkli matematiksel modeller ile tanimlanmis
yapay sinir aglariin kararlilik analizi lizerine ¢ok sayida arastirma ve ¢alisma yapilmistir.
Ozellikle, yapay sinir aglarmin denge noktasmmin varligi, tekligi ve global asimtotik
kararlilig1 ile ilgili literatiirde 6nemli sayida ¢alisma bulunmaktadir. Bu tiir bir kararlilik
analizi 6nemlidir ¢iinkii, yapay sinir aglarinin kullanildig1r uygulama alanlarinin ¢ogunda,
denge noktasinin ilk kosullardan bagimsiz olarak her bir giris icin tek bir denge noktasina

yakinsamasi istenir.

Literatiirde, ilk dinamik yapay sinir ag1 modeli, Hopfield tarafindan 1980’lerin basinda
gelistirilmig olan ve gecikme parametreleri icermeyen Hopfield yapay sinir ag1 modelidir.
Bu yapay sinir ag1 modelinin denge noktasi icin, kararlilik analizinin gerceklestirildigi ve
farkli kararlilik kogullarinin elde edildigi ¢cok sayida yayin mevcuttur. Yapay sinir aglarimin
kararlilik kosullar1 elde edilirken, oncelikle noron ¢ikigt ile noron durumu arasindaki
iliskiyi belirleyen dogrusal olmayan aktivasyon belirlenir, daha sonra da, bu aktivasyon
fonksiyonuna bagh olarak, noronlarin ara baglant1 degerleri arasinda kararlilig1 saglayacak

matematiksel bir iligki kurulur.

Son yillarda dinamik yapay sinir aglarinin, elektronik devre elemanlar1 kullanilarak VLSI
teknolojisi yardimiyla donanimsal olarak da gerceklendigi bilinmektedir. Yapay sinir
aglarinin donanimsal gerceklenmelerinde, her noron iglemsel kuvvetlendirici, direng ve
kapasite igeren bir elektronik devre ile modellenmektedir. Ancak, bu durumda, noron

modellenmesinde kullanilan islemsel kuvvetlendiricinin sonlu anahtarlama hizi nedeni ile



noronlar arasindaki bilgi iletisim siirelerinde yapay sinir aglarinin dinamik davranigim
onemli Ol¢iide etkileyebilecek gecikmeler olusmaktadir. Bu nedenle, dinamik yapay sinir
aglarinin dinamik davranisini tam olarak analiz edebilmek i¢in bu gecikme parametrelerinin
sistem modelinde yer almasi gerekir. Bu sekilde modellenen sistemler zaman gecikmeli

yapay sinir aglart olarak isimlendirilir.

Yapay sinir aglarmin donamimsal gerceklenmeleri durumunda, kararlilik 6zelliklerinin
belirlenmesinde etkili olan diger bir faktor ise; noronun elektronik devre modelinde
kullanilan direng ve kapasite degerlerinde giiriiltii gibi dig faktorler nedeniyle bu elemanlarin
gercek degerlerinde olusan sapmalardir. Bu sapmalar sebebiyle, yapay sinir aglarinin
dinamik davranisin1 dogrudan etkileyen parametre belirsizlikleri olusmaktadir. Bu nedenle,
dinamik yapay sinir aglarinin kararlilik analizinde parametre belirsizliklerinin de dinamik

davranig tizerindeki etkisi dikkate alinarak robust kararlilik analizi gerceklestirilmelidir.

Bu tez calismasmin amaci, hem zaman gecikmelerinin hem de ara baglanti degerlerinde
meydana gelen belirsizliklerin, yapay sinir aginin matematiksel modelinde ifade edilecek
sekilde, zaman gecikmeli ve parametere belirsizlikleri ile tanimlanmig yapay sinir aglarinin
robust kararlilik analizini gergeklestirerek bu alanda yeni sonuglar elde etmektir. Bu amagla,
ilk olarak, bu tez kapsaminda 6nemli bir ara¢ olan matris-vektor teorisi ve bunlara ait bazi
onemli ozellikler verilecektir. Daha sonra, gecikmeli yapay sinir aglarinin en genel modeli
olan dogrusal olmayan ¢oklu zaman gecikmeli yapay sinir aginin modeli ve bu modele
ait gerekli varsayimlar verilecektir. Bir sonraki asamada ise, yapay sinir aglarinin robust
kararlilik analizinde kullanilacak bazi temel kurallar ve yontemler verilecektir. Daha sonra
ise, farkli iki model olan ¢oklu ve ayrik zaman gecikmeli yapay sinir ag1 modellerinin robust
kararlilik analizi gerceklestirilecektir. Bu tezde son olarak, tez kapsaminda elde edilmis ve
tamam1 yayinlanmig robust kararlilik sonuglarini, daha 6nce literatiirde ayn1 yapay sinir agi
modelleri i¢in elde edilmis olan robust kararlilik sonuclari ile sayisal ornekler kullanarak
karsilagtirilacaktir. Bu kargilagtirmalar yardimiyla, elde ettigimiz kararlilik kosullarinin, daha

once yayinlanmig kararlilik kosullarina yeni alternatif kosullar olusturdugu gosterilmektdir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. MATRISLER VE VEKTORLER

Matrisler ve vektorler ile bunlara ait o6zellikler dinamik yapay sinir aglarinin kararlilik
analizinin gerceklestirilmesinde énemli bir rol oynar. Ciinkii, yapay sinir aglarinin denge
noktasinin kararlilik 6zellikleri esas olarak bu sinir aglarinin ara baglanti matrislerine
uygulanan bazi kisitlara dayanir. Baska bir deyisle, ag parametleri arasinda tegkil edilen bazi
0zel kosullar denge noktasinin dinamik davramis ozelliklerini belirler. Bu nedenle, bu tez

calismas1 kapsaminda ihtiya¢ duyulabilecek bazi matris ve vektor 6zellikleri incelenecektir.

Bu tezde su notasyonlar ve tanimlar kullanilacaktir: A = (ag)nx, matrisi n satir ve n
siitundan olugsan ve elemanlari a; olan bir kare matrisi temsil edecektir. AT, A matrisinin
transpozunu ve A~!, A matrisinin tersini ifade eder. A;(A), A matrisinin k. 6zdegeridir.
Am(A) ve Apr(A) sirastyla A matrisinin en kiiciik ve en biiyiik 6zdegerlerini temsil ederler.
D = diag(dy > 0), elemanlar1 dj olan pozitif kdsegen bir matrisi temsil eder. |A| matrisi,
A matrisinin elemanlarimin mutlak degerleri alindiktan sonra elde edilen matristir, yani,
|A| = (|agi|)nxn. Eger A matrisi simetrik ve biitiin 6zdegerleri pozitif ise A pozitif tanimlidir
ve A > 0 ile gosterilir. A ve B reel matrisleri igin A < B gosterimi ay; < by, (k,l =1,2,---,n)
oldugunu ifade eder. Eger A = (ay;)nx, matrisinin elemanlart ;>0 ve ay <0 seklinde
tanimlanmig ve A matrisi pozitif tanimli ise, A matrisi tekil olmayan M-matrisi olarak

T

isimlendirilir. x = (x1,xp,- - -,xn)T bir siitun vektoriidiir. x* ise x vektoriiniin transpozunu

temsil eder ve bir satir vektoridiir. |x| = (|x|,|x2],- - -, |xx|) seklindedir.

Bu tez kapsaminda, yapay sinir aglarinin kararlilik kosullarinin ispatinda matris ve vektor
normlar1 6nemli bir rol oynayacaktir. Bu nedenle, literatiirde yaygin olarak kullanilan temel

vektor ve matris normlari ile birlikte bazi 6zelliklerini verecegiz.

x, n adet reel degerli eleman1 olan bir vektor, y, n adet reel degerli elemani olan bir diger
vektor ve Y sabit bir say1 olsun. x vektoriiniin normu ||x|| ile gosterilir ve x vektoriiniin
reel degerli bir fonksiyonudur. Bu fonksiyonun bir norm tanimlayabilmesi icin asagidaki

kosullar1 saglamasi gerekir (Horn ve Johnson , 1991):



(i) ||x|| > 0, ¥x # 0 ve x =0 ise ||x|| =0,
(é6) [pe+ | < [lxl[ + ]yl

éid) |yl = 1] {1l
Yukarnidaki ii¢ kosulu saglayan ve literatiirde yaygin olarak kullanilan norm
fonksiyonlarindan bir tanesi agagida verilmektedir (Horn ve Johnson , 1991):

1
[xllp = (bt P+ PP - A ralP) s T < p <oo.

Yukaridaki norm ifadesinden tiiretilen ve bu tezdeki sonuclarin elde edilmesinde kullanilacak

olan ||x||1, ||x||2 ve ||x|| vektor normlari asagida verilmektedir (Horn ve Johnson , 1991):

n n
b — _ 2
el = pmas, bl = Y- o ve bl =/ Y5

Herhangi bir A = (ay;),x, matrisi i¢in ise norm ifadesi asagidaki ifade ile tanimlanmaktadir

(Horn ve Johnson , 1991) :

A
[1A]] = SUpyepn sz0 [l = supj— 14|

Bu A matrisine ait birinci norm ||A[|, ikinci norm ||A||, ve sonsuz norm ||A||. asagidaki

verilen sekilde elde edilmektedir (Horn ve Johnson , 1991):

n

n
Al|; = ma 1Al = A (ATA)Y2 ve ||l = ma
A1l = max 3 Al = A7) ve 411 = s 3

2.2. COKLU ZAMAN GECIKMELI YAPAY SiNiR AGI MODELI

n adet noron iceren bir yapay sinir ag1 modelinde eger gecikme parametrelerinin sayis1 n? ise,
bu yapay sinir ag1 ¢coklu zaman gecikmeli yapay sinir ag1 olarak isimlendirilir ve asagidaki

diferansiyel denklemler ile tanimlanir :

dxi(t)
dt

= —cxi(t) + Y an filx (1) + Y b filxi(t — ) +ug, k=1,2,---,n (2.1)
I=1 I=1



(2.1) denkleminde, n néronlarin sayisini, xi(¢) ¢t amnda k. néronun durumunu, fi(x(7))
k. noronun durumu ile ¢ikis1 arasindaki iligskiyi belirleyen dogrusal olmayan aktivasyon
fonksiyonunu, ay; de8eri t aninda k. ve /. ndronlar arasindaki baglanti katsayisini, by; degeri
t — Ty; aninda k. ve [. noronlar arasindaki baglanti katsayisini, ¢, > 0 degeri k. ndronun
yakinsama hizini, 7y, [. ndrondan k. ndrona bilgi iletimi sirasinda olugan zaman gecikmesini,

uy degeri ise k. ndrona ait sabit girisi temsil eder.

(2.1) ile tanimlanan model icin, néron durumlari x() = (x1(t),x2(),- - -, x,(¢))7 vektorii,
ay; degerleri A = (ay;) matrisi, by; degerleri B = (ay;) matrisi, ¢, degerleri C = diag(cy >
0),x, matrisi, uy degerleri u = (uy,uz,---,u,)" vektorii ve fi(x;(t)) aktivasyon fonksiyonlari

Fx@) = (fix1(2), fo(x2(2)), - -+, fulxa(t)))T vektorii ile temsil edileceklerdir.

(2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin robust kararlilik analizini
gerceklestirebilmek icin, (2.1) sisteminde yer alan aktivasyon fonksiyonlarinin matematiksel
ozelliklerinin ve A, B ve C sistem matrislerinin sahip oldugu belirsizliklerin matematiksel

ifadesinin bilinmesi gerekir.

Dinamik yapay sinir aglarinin tasariminda yaygin olarak kullanilan aktivasyon fonksiyonlari
genel olarak tiirevi sinirlt monoton artan ve Lipschitz aktivasyon fonksiyonlaridir. Tiirevi

sinirlt monoton artan aktivasyon fonksiyonlar1 asagidaki kosulu saglar :

Ji(x) = fi(y)

A=Yy

0<

/8 vx?))ER?x%y;k:laz;"'vn' (2.2)

(2.2) ifadesinde yer alan y; degerleri pozitif sabitlerdir. Bu kosulu saglayan aktivasyon

fonksiyonlarinin %" siifina ait oldugu sdylenir ve f € 7 ile gosterilir.

Lipschitz aktivasyon fonksiyonlari ise asagidaki kosulu saglar :

|fi(x) = fi(¥)]

| | <li, Vx,y ER,x #y, k=1,2,--- n. (2.3)
x—y

(2.3) ifadesinde yer alan ¢, degerleri pozitif sabitlerdir. Bu kosulu saglayan aktivasyon

fonksiyonlarinin . sinifina ait oldugu soylenir ve f € .Z ile gosterilir.

Yapay sinir aglarindaki A, B ve C matrislerinin eleman degerlerindeki degisimlere
kars1 denge noktasinin arzu edilen robust kararlilik Ozelliklerini saglayabilmek i¢in bu

matrislerde olusabilecek parametre belirsizliklerinin analitik olarak ifade edilebilmesi



gerekir. Literatiirde genel olarak A = (ay;), B = (by) ve C = diag(cy > 0) matrislerinin
elemanlar1 belirli bir aralik i¢inde tanimlanarak sinirli norm degerlerine sahip oldugu kabul

edilir ve bu durum asagidaki sekilde formiile edilir :

Cr:={0 <C=C=C, 0 < ¢, <c;<c}
A i={A=A=A, gy <ay<ay} (2.4)

By := {B=B=B, by <by<by}

Bu tez calismasinin amaci, (2.1) ile tanimlanan gecikmeli yapay sinir agi modelinin
denge noktasinin kararlilik analizini (2.4) ile verilen parametre belirsizlikleri altinda
gerceklestirmektir. Bagka bir deyisle, amacimiz (2.1) sisteminin robust kararlilik analizini
gerceklestirmek olacaktir. Bu nedenle, ilk olarak (2.1) sistemi i¢in robust kararlilik tanimini

vermemiz gerekir. Ama daha once, (2.1) sistemi icin denge noktasinin tanimini verecegiz.

(2.1) sisteminin denge noktas1 x* sabit vektorii ile gosterilsin. Bu durumda x* asagidaki

denklemi saglar.
—Cx*+Af(x*)+Bf(x")+u=0 (2.5)

Simdi agagidaki tanimi verebiliriz :
Tamm 2.1 (Cao ve Chen, 2004).

(2.1) ile tanimlanan gecikmeli yapay sinir aginin denge noktasi x* = (x},x3, - - xT olsun.
Eger, x* biitiin A € A;, B € B; ve C € C; degerleri i¢in global asimtotik kararli ise, bu
durumda (2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinin denge noktas1 global asimtotik robust

kararlidir.

(2.1) ile tamimlanan yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin robust asimtotik kararlilik
analizini gergeklestirmek icin, analizleri basitlestirmek ve kolaylastirmak amaciyla,
(2.1) sisteminin denge noktas1 x* orijine Otelenecektir. z;x(f) = x(¢) — x7,Vk doniisiimii

kullanilarak, (2.1) sistemi asagidaki yeni formda yazilabilir :

a(t) = —az(t) + Y angi(z(t) + Y bugi(z(t — ), k=1,2,--n (2.6)
I=1 I=1



(2.6) ile elde edilen sistemin aktivasyon fonksiyonlar1 g (zx(t)) = fi(zx(t) +x7) — fe(x)
olarak yazilabilir. z(t) = (z1(t), z2(t) ,- - -, zo(t))T bu yeni sisteme ait durumlar1 temsil
eden doniistiiriilmiis durum vektorii ve g(z(1)) = (g1(z1(2)), g2(22(¢)), - -+, gn(za(¢)))7 yeni
sisteme ait durum cikis iligkilerini belirleyen yeni aktivasyon fonksiyonlarini temsil eden

vektordiir. Acikga goriilecegi gibi, eger f € % ise g € % olur ve su kosullar saglanir :

|8k (zk(t))| < Wi |zi(t)| ve gx(0) =0 2.7

Eger eger f € £ ise g € .Z olur ve su kosullar saglanir:

|8k (z1(2))| <l |z (t)], ve gx(0)=0 (2.8)

(2.6) ile verilen doniistiiriilmiis sistemin denge noktasi sadece z(¢) = 0 oldugunda, (2.1)
ile verilen sistemin denge noktast x(f) = x* olacaktir. Bu nedenle, (2.1) sisteminin denge
noktasinin kararlilifini ispatlamak i¢in (2.6) sisteminin orijinin kararli oldugunu gostermek

yeterli olacaktir.



3. MALZEME VE YONTEM

Bu béliimde tez kapsaminda kullanilacak temel bazi kurallar ve yontemler verilecektir. 1k
olarak, (2.4) ile tanimlanmis ve parametere belirsizligi iceren sistem matrisleri i¢in elde

edilmis ve yayinlanmuis iist sinir normlarini verecegiz.
Kural 3.1 (Faydasicok ve Arik, 2013c).

B matrisi (2.4) ile verilen araliklarda tantmlanmis reel bir matris olsun. Ayrica B* = %(E—I—B)
ve B, = %(1_9—5) olarak tanimlansin. Bu matris i¢in o}(B) degeri agagidaki sekilde ifade

edilsin :

61(B) = \/|||B*T B*| + BT B, +2|B*T|B.

Bu durumda, asagidaki esitsizlik saglanir :
1Bll2<01(B)

Kural 3.2 (Cao ve Chen, 2004).

B matrisi (2.4) ile verilen araliklarda tanimlanmig reel bir matris olsun. Ayrica B* = %(§+1_9)
ve B, = %(1_9 — B) olarak tanimlansin. Bu matris i¢in 6,(B) degeri asagidaki sekilde ifade
edilsin:

02(B) = |[B*[[2 + [|B: ]2

Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:
1Bll2<02(B)

Kural 3.3 (Ensari ve Arik, 2010).

B matrisi (2.4) ile verilen araliklarda tanimlanmisg reel bir matris olsun. Ayrica B* = %(E—i— B)
ve B, = %(E — B) olarak tammlansin. Bu matris i¢in 03(B) degeri asagidaki sekilde ifade

edilsin :

03(B) = \/11B* 3+ 1.1 + 218718l



Bu durumda, asagidaki esitsizlik saglanir:
1Bl2<03(B)

Kural 3.4 (Singh, 2007).

B matrisi (2.4) ile verilen araliklarda tanimlanmig reel bir matris olsun. Bu matris i¢in
by = max{|by|,|bu|}, (k,l = 1,2,---,n) olacak sekilde B = (by)nx, matrisi tanimlansin.

B matrisine bagli 04(B) degeri asagidaki sekilde ifade edilsin :
o4(B) = ||B]l>
Bu durumda, asagidaki esitsizlik saglanir :

|Bll2<04(B)

Kural 3.5 (Faydasicok ve Arik, 2012a).

A matrisi (2.4) ile verilen araliklarda tanimlanmus reel bir matris olsun. S = (s¢;),xn», digonal
elemanlar sy, = —2day; ve diger elemanlart sy = —max{|dyay + djay, |dvay + diag )}
k#1, (k,l =1,2,--- n) olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda, her D = diag(d; > 0)

matrisi ve her x = (x1,x2,---,x,)7 € R" vektorii igin asagidaki esitsizlik saglanir :
xT (DA +ATD)x< — |xT|S|x|

Kural 3.6 (Faydasicok ve Arik, 2012a).

A matrisi (2.4) ile verilen araliklarda tanimlanmus reel bir matris olsun. Ayrica A* = %(Z +A)
ve Ay = %(Z —A) olarak tanimlansin. Bu durumda, her D = diag(d; > 0) matrisi ve her

x = (x1,x2,---,x,)T € R" vektorii i¢in asagidaki esitsizlik saglanir :

x"(DA+ATD)x < x" (DA* +A*" D +||DA, + AT D||1)x
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Kural 3.7 (Faydasicok ve dig., 2018a).

D = diag(d; > 0) pozitif diagonal bir matris, x = (x1,x2,...,x,)? ve B matrisi (2.4) ile verilen

araliklarda tanimlanmis reel bir matris olsun. Ayrica B* = J(B+ B) ve B, = (B — B) olarak

tanimlansin. Bu durumda, asagidaki esitsizlik saglanir:
x"B"DBx < |x"|(|B*" DB*| + B, D|B*| + |B*" |DB, + B.” DB, ) x|

Kural 3.7 aslinda Kural 3.1’in genellestirilmis bir halidir. Ancak, bu tez kapsaminda elde
edilen sonuglarin daha 6nce yaymlanmis sonuglar ile karsilastirilmasinda kolaylik saglamasi

acisindan Kural 3.1 ile verilen sonug¢ kullanilacaktir.

Simdi ise dogrusal olmayan dinamik sistemlerin denge noktasinin varlik ve teklik analizinin

gerceklestirilmesinde sik¢a kullanilan bir kurali veriyoruz :
Kural 3.8 (Forti ve Tesi, 1995).

Eger H(x) € CY operatorii asagidaki iki kosulu saglar ise

(a) Vx # yigin H(x) # H(y),

(D) [[x][ oo iken [|H (x)|| oo,

bu durumda, H(x) operatorii R” iizerinde homeomorfizmdir.

Burada onemli bir noktaya dikkat ¢cekmek gerekiyor. (2.5) ile verilen —Cx* +Af(x*) +
Bf(x*)4+u =0 denklemi ile H(x) = —Cx+Af(x) +Bf(x) +u = 0 denkleminin ¢oziimleri
ayni sonucu verecektir. Bu nedenle, (2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 modelinin, her bir u
girigine karg1 tek bir denge noktasina sahip olmasi i¢in H(x) = —Cx+Af(x)+Bf(x)+u=0

operatoriiniin R" iizerinde homeomorfizm olmasi yeterlidir.

Bu bolimde son olarak, dogrusal olmayan dinamik sistemlerin kararlilik analizinde

kullanilan Lyapunov kararlilik teoremini verecegiz :
Teorem 3.1 (Khalil , 1996).

(1) = filxr (8),x2(8)y 20 (1)), (k=1,2,---,n), yadax(t) = f(x(r)) olarak tanimlanmis

dogrusal olmayan dinamik sistem i¢in f(0) = 0 ve denge noktasi x* = 0 olsun. Bu sistem
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icin V(x(7)) : R" — R taniml, siirekli ve tiirevi alinabilir bir fonksiyon tanimlansin. V (x(z))

fonksiyonunun zamana gore tiirevi asagidaki sekilde yazilabilir:

Ege, bu Lyapunov fonksiyonu igin, V(0) = 0 ve Vx(¢) # 0 igin V(x(r)) > 0 kosullar

saglaniyor ise, bu durumda

(i) Vx(t) € R"igin V (x(¢)) < 0 ise denge noktast x* = 0 kararlidur.

(ii) Vx(t) # 0 igin V (x(t)) < 0 ise denge noktast x* = 0 asimtotik kararlidur.
(iii) Vx(t) # 0 i¢in V (x(¢)) > 0 ise denge noktas1 x* = 0 kararsizdur.

(iv) Vx(t) # 0 igin V(x(z)) < O kosuluna ilave olarak, eger bu fonkisyon radyal sinirsiz
ise, yani ||x(7)|| — oo iken V(x(¢)) — oo oluyorsa, bu durumda denge noktast x* = 0 global

asimtotik kararhidir.



12

4. COKLU ZAMAN GECIKMELI VE BELIRSIiZ YAPAY SiNiR AGI
MODELININ KARARLILIK ANALIZI

Literatiirde en yaygin olarak analiz edilmis olan dort onemli yapay sinir agi modeli
mevcuttur. Bunlar, hiicresel sinir aglar1 (Chua ve Yang, 1988), Hopfield yapay sinir aglari
(Hopfield, 1982), Cohen-Grossberg yapay sinir aglar1 (Grossberg, 1969),ve bulanik yapay
sinir aglar1 (Takagi ve Sugeno, 1983) modelleridir. Gecikme parameterelerinin dahil edilmesi
ile olugsan farkli matematiksel modeller ile tanimlanan gecikmeli yapay sinir aglarinin robust
kararlilik analizi konusunda c¢ok sayida 6nemli ¢calismalar ve yayinlar yapilmistir (Syed Ali
ve dig., 2017), (Shan ve dig., 2017), (Samli, 2015), ( Chen ve dig., 2017), ( Guo ve dig.,
2014), ( Song ve dig., 2018), (Samli ve Yucel, 2015), (Li ve dig., 2018), (Liu ve dig., 2015),
(Luo ve dig., 2014), (Xue ve dig., 2019), (Muralisankar ve Gopalakrishnan, 2014), (Wan
ve dig., 2016), (Arik, 2014), (Hu ve dig., 2018), (Wang ve dig., 2018), (Wu ve dig., 2011),
(Liu, 2015), (Liu, 2018), (Feng ve dig., 2014), (Wu ve dig., 2010), (Tian ve dig., 2012), (Yue
ve dig., 2008), (Arik, 2016), (Huang ve dig., 2015), (Zhang, 2012), (Ozcan ve Arik, 2016),
(Sun ve Feng, 2003), (Ozcan, 2011), (Liao ve Yu, 1998), (Liao ve dig., 2001), (Chen ve Cao,
2005), (Li ve Cao, 2004), (Shao ve dig., 2010), (Q1, 2007), (Cao ve dig., 2005), (Arik, 2005)

Bu boliimde, (2.1) ile tanimlanmig yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin varligi, tekligi

ve global robust asimtotik kararlilig1 i¢in yeni yeterli kosullar sunulacaktir.
Teorem 4.1 (Faydasicok ve Arik, 2013a) .

(2.1) nolu yapay sinir ag1 modeli i¢in f € J# olsun. Ayrica, ¥ = diag(y; > 0), S = (Sx1)nxn>

}’ k# l’ P= (pkl)nxna Pkl = Z’%p
l;kl = mClX{|bk[|,|Ekl|}, dM - max{dk}, (k7l - 1727' : '7”)’ K1 Z 0, K2 Z 0, K + K = 1 ve

Sik = —2diag ve s = —max{|diay + da|, |dray, + diay;

K1 k2 = 0 olarak tanimlansin. Eger

Y =2CD¥ " + 5 —2v/ndy (k1v/| [Pl + K2 /|[P]]1)] > 0

kosulunu saglayan pozitif bir diagonal D = diag(d; > 0) matrisi mevcut ise, bu durumda

(2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 global asimtotik robust kararlidir.
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ispat :

Ik olarak denge noktasiin varlig1 ve tekligini ispat etmek icin (2.1) sisteminin analizine

uygun asagidaki operatorii tanimlayacagiz :
H(x) = —Cx+Af(x)+Bf(x)+u 4.1)

Simdi x # y olacak sekilde x € R" ve y € R" iki vektor goz oniine alalim. Bu durumda, (4.1)

ile tamimlanan H (x) operatorii i¢in asagidaki ifadeyi yazabiliriz :
H(x) = H(y) = =Clx—y) +A(f(x) = f(y)) + B(f (x) = () (4.2)
Ik olarak f(x) — f(y) = 0 durumunu dikkate aldigimizda asagidaki esitligi elde ederiz :
H(x)—H(y) = —C(x—y) (4.3)

(4.3) nolu denklemde, x — y # 0 durumu i¢in, C pozitif diagonal bir matris oldugundan, (4.1)
ile tanimlanan H(x) doniisiimii i¢in H(x) # H(y) 6zellidinin saglanacagi acik bir sekilde
goriilebilir. Simdi de aktivasyon fonksiyonlart i¢in f(x) — f(y) # 0 durumunu géz 6niine
alalim. D = diag(dy > 0) olsun. (4.2) nolu denklemin her iki tarafim 2(f(x) — f(y))" D ile
carparsak, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

2(f(x) = fF)TD(H(x) —H(y)) = —2(f(x) — f(»))" DC(x—y)
+(f(x) = f(»)" (DA+ATD+2DB)(f(x) - f(y)) (4.4)

Kural 3.5 15181nda agagidaki esitsizlik yazilabilir :

(f() = FONT(DA+ATD)(f(x) = f0))" < =) = fOISIf) = F D) 4.5

Diger yandan, (2.2) ile verilen kosuldan yararlanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir :

) FO)T2DC—y) = — Y deerlibxr) — i) (e — i)
k=1

%(fk(xk) — filw))?
=1 Yk

= —2CD¥7 (| f(x) — fO)IIZ (4.6)

< -2
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Asagidaki esitsizligi de yazabiliriz :

2(f(x) = F) DB(f(x) = £())
= 2Y Y dibu(filxe) — fiev) (fi(er) — fi(vr)

—=11=1

>~
~

< 2) Y dulbull(fila) — )| (filx) — fin)]

k=

< 2Y Y dibul Gelx) — Fe) (i) — FiGon)

k=11=

—_
~
—

—

= i i 2kt dybi| fi(xx) — fr i) || fi(x0) — Fi )|

+2Kadmba fie (i) — Fe G (er) = Fi ()]
= 2i1dy ) ) bulfila) — fiGoll filx) = filn)|

k=11=1

+2K2dy Z Z il fi () = fe il f1 () = ()| 4.7)

(4.7) esitsizligi asagidaki formda yazilabilir :

IN

IN

2(f(x) = F3)) DB(f(x) = £ ()
Y. Y [kiha b i) — e o))+ (i) — fi(3))?)

k=11=1

iy (BB (i) — fi))2 + ~ (i) — i)

5
s Y Y (@puflse) — o0+ = () — fi(3))?)

k=11=1

sidu(or/[TPT=+ V)£ 0) — FO) 3
s (BVITPIT + GVl () =013 “8)

(4.8) ifadesinde yer alan o and 3 pozitif sabitlerdir. Eger, o0 = Vi e B = VI larak

V1Pl

1Pl

secilir ise, bu durumda (4.8) asagidaki formu alir :

IN

(f(x) = F)2DB(f(x) = £ (¥))

2\/[IPllekidu v/l £(x) = F)I13

+2/[[Pl[1i2du v/l £ (x) — F()]]3

21(£(x) — FONT [(drr i/ TP Jeor/n + dasica/ TPV F () — f(3)] (4.9)
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Eger (4.5),(4.6) and (4.9) nolu esitsizlikleri (4.4) denkleminde yerine yazarsak, su sonucu

elde ederiz :

2f(x) = f() D(H(x) — H(y))
< (@) = fONT (2D +8)If(x) = (V)]
+2/(£(x) = fFON' 1 (VnduriV/[1Plle + Vrduia NIPID 1S () = f ()] (4.10)

(4.10) esitsizligi asagidaki sekilde yazilabilir :

2(f(x) = fO))'DHxX)—H(y) < —|(fx)=fONIXI(f(x) = fO)] (@411

Bu durumda, Y > 0 kosulundan yararlanarak, (4.11) ifadesinden asagidaki esitsizligi elde

ederiz :

2(f(x)— f(»)"D(H(x) —H(y)) <0 (4.12)

(4.12) esitsizliginden kolayca goriilebilecegi gibi eger aktivasyon fonksiyonlart i¢in f(x) —
f(y) # 0 durumunu goz oniine alirsak, bu durumda, H(x) # H(y) olacaktir. Diger yandan,
aktivasyon fonksiyonlar1 f € J# oldugunda, f(x) — f(y) # O kosulu saglandiginda x # y
olmak zorundadir. Boylece, tiim x # y durumlari icin, sistem (2.1) i¢in tanimlanan ve (4.1) ile
verilen operator i¢in H(x) # H(y) olacaktir. Simdi de ||x|| — oo iken ||H (x)|| — e oldugunu

gosterecegiz. y = 0 i¢in, (4.11) nolu esitsizlik asagidaki formu alir :
2(f(x) = £(0)) ' D(H(x) =H(0)) < —Au(DIIf(x) = f(0)]]3 (4.13)
(4.13) esitsizliginin her iki tarafinin mutlak degerini aldigimizda su ifadeyi elde ederiz :
2/(f(x) = £(0)" D(H(x) = H(0)| = Au(D)|If (x) = £(0)]I2 (4.14)
Standart norm 6zelliklerinden yararlanarak, (4.14) ifadesini asagidaki sekilde yazabiliriz :
[17(x) = £(0)[eo| Dl 1H (x) = H(O) |1 > 054 (X)]|f(x) = £(O)]I2 (4.15)

(4.15) ile verilen denklem iizerinde, |[f(x) — f(0)||«<|[f(x) — f(0)|]2 ve [|f(x) —
FON<IIF)]|1 +|£(0)]|1 norm 6zelliklerini kullanarak ve gerekli matematiksel islemleri
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gergeklestirerek asagidaki sonucu elde ederiz:

0.52m(O)[1f () [|2 = 0.5 (V)[1£(0)[|2 — [IDl]| | H (0]

1H ()]s >
D]

(4.16)

(4.16) denkleminde yer alan ||D||w, ||H(0)||1 ve ||f(0)||> sonlu normlar oldugu igin,
|| f(x)|| = e iken ||H (x)|| — oo olacaktir. Ya da esdeger olarak, ||x|| — oo iken ||H (x)|| — oo
olacaktir. Boylece, Kural 3.8 ile verilen sonuca dayanarak, (2.1) nolu yapay sinir aginin

denge noktasinin varligi ve tekligi ispatlanmis oldu.

Ispatimizin ikinci admm olarak, Y > O kosulunun (2.1) ile tanimlanan yapay sinir agi
modelinin denge noktasinin ya da esdeger olarak (2.6) nolu sistemin orijinin global robust
asimtotik kararlilig1 icin yeterli bir kosul oldugunu ispat edecegiz. Bu amagla, (2.6) nolu
sisteminin denge noktasinin kararlilik analizi icin agsagida verilen pozitif tanimli Lyapunov

fonksiyonunu kullanacagiz :

2% +282/ drgi (&

n R Y t
Y (14 S B du+ oeBdubl) [ eR(a(E)dE @)

1I1=1 Ck a =Ty

burada dy, o, B, y ve € sayisal degerleri sonradan belirlenecek pozitif sabitlerdir. (4.17) ile

tanimlanan Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tiirevi asagidaki sekildedir :

[—2cx27 (1) + i 2a2k(t)g1(zi(t)) + i 221 ()bragi (2 (t — )]
i=1 i=1

[—2dkerzi(t) gr(zi(t)) + i 2gi(zx(t))drangi(zi(t))
i=1

M=

V(z(t)) =

)
[N

M:

T

+
B

28k (zx (1) )drbrigi(zi(t — 1))

N
I
—_

riedy Y Y 22(@0) gl - w)

+vg7 (zi(1)) — v (zi(t — )

+K2ﬁ8dM(bklgz (zi(1)) — B/%zglz(zl(t —T)))

+<§k/3%lg%<zl<r>> - Cﬁk%g%(zl(r — )] (4.18)



Asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz :

n n
Y Y 2apz(1)gi(zi (1))

k=11=1

n n
Y Y 2buz(t)gi(zi(t — )

k=11=1

IN

IN

1=

1=
5[0

e

@+§%ﬁ@mn

)
I
=
i

I

(4.19)

7=
)
Ao

+Z p —naygi(z(t))]

I=1%=k

T
I

Zick —z4 (¢ + bklgl(zl< )]

=1

i [exzie(r) + Z —bgr (2t — )]

=1 =1 Sk

>~

—_

(4.20)

>~

Y Z 2dybrigi(zk(t))gi(zi(t — )
k=111

IN

k=11=1

Kidy Z Z 2bya| g (2 (1)) llgr (2 (£ — Ta)) |

+12du i i 2byl g (2 (1)) g1 (21t — 7))

k=11=

IN

—|-K'2dM(

B

1g, (1)) + BbR2 (et — )]

1

KldM (obfge(ze(t)) + agzz(zl(f— T)))

(4.21)

(4.19)-(4.21) nolu essitsizlikleri (4.18) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu verir :

< LXi

uM:
|<">|=

—2¢ Z drerzr(t)gr (2 (t

k=1

n n
—|—8K|dMZZOC@%lg%(Zk )+ exidy ZZ

n

n n n/\
apgi(z()+ Y Zc—b 187 (2t

k=11=1

n n
)++e€ Z Z 2draygr(zi(t))gi(z(t))

QI»—

+fZeszM L2 (a(0)) + eradua BB g3 (1))
k=1

=1

— g1zt — )]

(4.22)
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(2.7) ile verilen kosuldan yararlanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir :

L dic
-2 Y diea(an(z(n) < —2Zﬂgi (2t
k=1

< —2Ig (z(1)|C¥ ' Dlg(z(1))| (4.23)
Kural 3.5 1s181nda asagidaki esitsizlik yazilabilir :

ii 2 (t)sia(t) = g7 (@) (DA+ATD)g((r))
k=11=1

< —lg" (2(0))ISIg(z(r))] (4.24)

(4.23) ve (4.24) nolu essitsizlikleri (4.22) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu

Verir :

n n n oA
LAl gt @(0) + g (1)

m

—28|g (2(0))ICD¥ g (2(1))] —elg” (2(r ())!S!g( (1))l

1
+exidy pklgk 2 (t +8K1dMZ Zagz z(t))
k=11=
dy

L
+eKy i ) + €idy Z Zﬁrlkgk (2 (1))

k=11=

wl

E

+7i i 87 ( — g (=t — )] (4.25)
k=11=1

(4.25) nolu esitsizlikte ¢, = min{c;}, ay = max{ay}, by = max{by}, (k,l = 1,2,---,n)

olarak belirlenmisgtir. Asagidaki norm ifadelerini yazabiliriz :

Y Y s < 1P Y. g2 a() = 187 Gl s((0)) (4.26)

=11=1 k=1

>~

Zn:pkzgk (zk (1)) < |P[]os Zn:g/%(Zk(t)) = Ig" (2(1) I[Pl |8 (z(r))] (4.27)

1/=1 k=1

M=

k

i igzz(Zl(f» = nlg" (z(1))|Ig(z(1))] (4.28)
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(4.26)-(4.28) esitsizlikleri (4.25) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu verir :

V(z(t) < —2elg" (z(t)|CD¥ g (z( |+Z Z—aMgz G
+ 3 Y Bt o)~ ele” ()l (0)

+lg" (2(0)) | [exrdrat] | P | + EKldMén] |8(2(1))]

%HeszMﬁnPnlng(z(tm

+r) Z & (zi(0) — g7 (z(t — )] (4.29)
k=11=1

+lg" (2(1)) | [er2dy

(4.29) asagidaki sekilde de yazilabilir :

nz A
V(1) < ’gT<Z(t))’a(dM +biy)|8(2(1))] — elg” (2(1)|2CD¥ ™" + ) |8 (2(1))]

+g" (2(1)) lexidu (o] Pl + én)lg(Z(t))l

L Bl + ym)lg () (4.30)

+|gT(Z(t))|8szM(,B

Y= a+ b)), o \\I/;ll\ ve B = \I\/;H olacak sekilde segilsin. Bu durumda, (4.30)

asagidaki formu alir:

I’l2 A
V(1) < IgT(Z(t))l[zc—m(dM +biy) —2eCD¥Y™ +&5][g(2(1))]

+2|g" (2(0))l[ex1duv/n/||Pllo + exadpgv/n/[ | Pl1 18 (2(1))
—«€|gT(Z(f))|(2QD‘P*1 +8 = 2dyv/n(k1V/ [Pl + &2/ [|P[[1)]) |2 (2(2))]

2 N
= L|g (2(0)) (a3 +biy) 8 (2(1))| —€lg” (z(1)) g (z(r))]
2
< C’; (a3 +big) 8 (=(1))]17 — eAm ()18 (2(1))112
2
= | C’; (@ +Bi) — eAn ()18 () (431)
Eger € > MW secilirse, bu durumda tiim g(z(7)) # O i¢in, ya da esdeger olarak tiim

z(t) # 0 igin, (4.31) ile elde edilen V(z(¢)) negatif tanimli olacaktir. g(z(z)) = 0 olsun. Bu
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durumda, (4.18) ile elde edilen V(z(t)) asagidaki esitsizligi saglar :

Vew) = R[-200)+ L 2hucs(0aele — )
—éé[sKldMégzz(Zl(l — ) — ¥87 (2t — T))]
—é;[ngdMﬁgizg%(Zl (t— 1)) — g%gzz(zz (t — )]

< —2]§"lckzk ii 2bigzi(1) g1 (2 (t — Ta))
Y X Shedtatew) 32)

Asagidaki esitsizligi yazabiliriz
n n n
Y Z 2byz(Dg(z(t— 1)) < Y lazi(t) + Z —bigi (it — )] (4.33)
k=1i=1 k=1 =

Sk

(4.33) nolu esitsizlik (4.32) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu verir :
n
V(z Z RAG (4.34)

(4.34) nolu ifadeden, z(¢) # 0 iken V (z(t)) negatif degerli olacakr.

Simdi de g(z(¢)) = z(¢t) = 0 olsun. (4.18) ile elde edilen V(z(¢)) asagidaki esitsizligi saglar :

g7 (it — 1))

D=
D=

gzt =)~

&

=

=
1=
1=
RI|—

~
I
—_
—
I
—_

V() =

k

Bhbjgi (2t — ) —

I
—_
—

|

3

4
M=
M=
M=
0= 1

n -
—bizg%(a(t — )
1 Sk

~
I
—_
—
I
—_
~
I

1

Y Y gl — ) (4.35)

k=11=1

—
I

IN

(4.35) nolu ifadeden agikga goriilecedi gibi eger sifirdan farkli en az bir g;(z;(t — 7)) var
ise, bu durumda V (z(¢)) negatif degerlere sahip olacaktir. Boylece, sadece g(z(¢)) = z(t) =0
ve g/(z/(t — 1)) = 0, tiim k, [ i¢in, V(z(t)) = 0 olacaktir. Diger tiim durumlarda ise V (z(t))
negatif degerli olacaktir. Diger yandan bu Lyapunov fonksiyonu radyal sinirsizdir ¢iinkii
||z(t)|| — oo iken V(z(z)) — oo olur. Boylece, Teorem 3.1 ile verilen sonuca dayanarak, (2.6)

nolu sistemin orijini, ya da esdeger olarak (2.1) nolu sistemin denge noktas1 kararlidir.
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Teorem 4.2 (Faydasicok ve Arik, 2013a).

(2.1) nolu yapay sinir ag1 modeli i¢in f € ¢ olsun. Ayrica, ¥ = diag(y; > 0), dy =
max{dk}’ P = (Pkl)nxn’ Pkl = E]%[’ Bkl = > (k7l = 1727' ' '7”)7 K| > 0, Ky > 0,
Kikn=0vek +K=1A"= %(Z—l—d) ve A, = %(Z—A) olarak tanimlansin. Eger

I =2CD¥~' — DA* —A*' D —||DA, + AT D||oI — 2+/ndy (k1\/]|P| |- + K2+/||P| [ )T > O

kosulunu saglayan pozitif bir diagonal D = diag(d; > 0) matrisi mevcut ise, bu durumda

(2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 global asimtotik robust kararlidir.
ispat 3

Kural 3.6 15181nda asagidaki esitsizlik yazilabilir :

(f(x) = f() (DA+ATD)(f(x) — £(y))
< (f(x) = fONT(DA* + A" D+ ||DA+AID|LD) (f(x) - f(y)  (4.36)

(4.6), (4.8) ve (4.36) nolu esitsizlikler (4.4) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu

Verir :

2(f(x) = f() D(H(x) — H(y))
—(f(x) = f) CDY f(x)
) -
)

IN

—f () = (f(x) = FO) T (DA* + A" D)(f(x) = f(¥))
—(f0) = r)’ HDA +ATD||2( fx)=f)
+2v/ndp (f(x) — KiV/|[P[leo + &2/ |[P[1) f (x) = f(¥) (4.37)

(4.37) ifadesi esdeger olarak asagidaki formda yazilabilir :

2(f(x) = fO)'DHE) —H(Y)) < —(f(x) = fO)'T(fx) - f()  (438)

(4.38) ifadesi (4.11) ifadesi ile esdeger formdadir. Sadece Y, T ile yer degistirmistir. Bu
nedenle, I' > 0 dogrudan (2.1) nolu yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin varlig1 ve

tekligini garanti eder.
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Simdi de denge noktasinin kararliligin ispat edecegiz. Kural 3.6 1s181nda asagidaki esitsizlik

yazilabilir :
g" (2(1))(DA+ATD)g(z(1)) < g" (2(t))(DA* + A" D+ ||DA.+AID|[2)g(z(t)) (4.39)
(4.39) denklemi (4.22) ifadesinde yerine yazlilirsa, asagidaki sonug elde edilir :

bi lgl Zz

n n n n
Z Z c_aklgl (i1 Z Z
k=11=1 =k k=11=1

—2¢ Z derzi(t) i (zi(t))
1

k=
+eg” (2(1))(DA* + A" D+ ||DA. +AIDI|2)g(z(1))

+ Z Z exidyoabl gt (z(1)) —|—8K1dMég12(Zl<t))]

l@lm

+r Y Y (g7 (1) — g7 (2t — t))] (4.40)

cm=min{c,}, ay = max{ay}, byy = max{by}, }/——(aM+bM) o= I{;‘Hm ve B = \\I/I’zlh

olsun. (4.26)-(4.28) esitsizlikleri (4.40) denkleminde kullanildiginda asagidaki esitsizligi

verir :
Vo) < 2@+ RlCo)B
—eg” (2(0))(2CD¥ ! — (DA + AT D+ [DA. +ATD|)e(:(1))
428" (o)) exady /i TP+ exrdy /TP (e(0))
l’l2 A

— T CO)E @+ By — eTlglelr)

< 2+ Blls )] An(T) ()

= G+ B~ A D803 @)

Dikkat edilmelidir ki (4.41) ifadesi (4.31) ile aym formdadir. Sadece Y, I ile yer
degistirmistir. Bu nedenle I" > 0 i¢in (2.6) nolu sistemin orijini, ya da esdeger olarak (2.1)

nolu sistemin denge noktasi global asimtotik robust kararlidir.
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Teorem 4.3 (Faydasicok ve Arik, 2012a).

(2.1) nolu yapay sinir ag1 modeli i¢in f € # olsun. Ayrica, ¥ = diag(y; > 0), S =
(St )nxns Sk = —2diines s = —max{|di@s + djawl, |dray + diay |}, k # 1, B = (bja)nxn»
by = b

, (k,l1=1,2,---,n), olarak tanimlansin. Eger

® =2CD¥ ' +5—2||D||2\/||B1]|B||l >0

kosulunu saglayan pozitif bir diagonal D = diag(d; > 0) matrisi mevcut ise, bu durumda

(2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 global asimtotik robust kararlidir.
ispat ;

Ik olarak denge noktasinin varligi ve tekligini ispat edecegiz. Asagidaki esitsizligi

yazabiliriz :

M=
ngE

dibg (fi (i) — fe ) (fi () — fi(r))

~
I
L
—
I
—_

VAN
M=
M:

di|bua | fieCae) = fe G| fi () = fi(vi)

,_.
-
Il
fat

idk|bkl| o fi(xx) — fk(yk))2+é(fl(xl)—fl(yz))z)

VAN
D= T

=~
Il
—_
—
Il

I
S

M=

1=~

di| b (fie(xi) — fie (Vi) éz Y dilbul (fi(x) — felw))?

k=11=1

=~
I
—_
—
I
—_

n

o 1 &
dib (fi (k) — fie(vk)) a Z dibi(fe(xe) — fi(vx))?

IN
)

ngE

ngE

=~
I
_
—
I
_

< () = FONTIDI2(11Bl | + a|é’|l||)|(f(x) —f)] (4.42)
Eger o = ‘Héh'i secilirse, (4.42) esitsizligi asagidaki formda yazilabilir :

2 i i dibi (fi (k) — fe ) (fi () — fi(vr))

x~
I
—_
—
Il
—_

< 2|IDIRI(F(x) = FONT W IBIIB]ee| (£ (x) = F0)) (4.43)

(4.5), (4.6) ve (4.43) nolu esitsizlikler (4.4) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu
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Verir :

2(f(x) = fON'DHE) —H©Y)) < —[(f(x) = fO)OI(f() = fO)]  (4.44)

(4.44) ifadesi (4.11) ifadesi ile esdeger formdadir. Sadece Y, ® ile yer degistirmistir. Bu
nedenle, ® > 0 dogrudan (2.1) nolu yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin varligi ve

tekligini garanti eder.

(2.6) nolu sisteminin denge noktasinin kararlilik analizi icin asagidaki pozitif tanimli

Lyapunov fonksiyonunu kullanacagiz :

Z Z T+ gdkbkz+ (bu)?) /_ 8i (21(8))d& (4.45)

burada di, o, B and y sayisal degerleri sonradan belirlenecek pozitif sabitlerdir. (4.45) ile

tanimlanan Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tiirevi asagidaki sekildedir :

= Y [2czi(t) + Z 2arzi(1)gi1(z (1)) + i bz (t)g1 (2t — )]

i=1 i=1 i=1
n

Y [—20dicrzi(r)gr(zi(r)) + o Z 2dragr(zk(t))gi(zi(1))]

=1 i=1

+a Z Z 2dkbklgk Zk gl(Zl(t — Tkl))
k=11=1

%dk[;klglz (zi(t — 1))
+7i i (87 (z:(£)) — &7 (zu(t — )]

1

+) [Bdkbklgl z(t)) —
f=1i=1

,_.
—
I

n

(bu)gt (z(t — )] (4.46)

1= =
M=

+ Y Y [ () g () -

k=1i=1 Sk Sk

1/
Asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz :

n

[ 2(¢)+c—k(ak1)2812(21(f))]

S| =
a
x
N
=

M=
M=

n n
ZZ anz(t)gi(z(t)) <
k=11=1

~
I
—_
—
Il
_

()87 (i (1)] (4.47)

N
[-1=
=
L
S
~—
+
1=
JE

o~
I
—_
-
Il
_



[}
)]

1=
1=
S~
S
Z
Sl
N—

n n
Y Y 2buz(t)gi(zi(t — ) <

n
+ — (b)) g} (2t — T))]
k=1i=1 Ck

~
I
—_
—
I
—_

AN
1=
)
Ao
N
~—

+
1=
~~

SO

)28zt — )] (4.48)

7
T
Il
JE

B
B

2drbrgi(zi(t))gi(zi(t — )

T
I
=
i

[di|bia|g7 (zic(t) + dic|bral g7 (zi(t — Ta))]

IA
M=
M=

k-
I
_
—
I
—_

IA
M=
T

[ﬁdkbkzgk (zx(2) + ll}dk[;klglz (z1(t — )] (4.49)

»4
I
—_
—
I

(4.47)-(4.49) nolu esitsizlikler (4.46) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu verir :

n n n n o
< Y Y [—(@)er @)+ —(bu) gl (z(1))]
k=1i=1 Sk Sk
20 Z dierzi(t)gr(zi(t Z Z 2draygi(zk(t))gi(z(t))
k=1 k=11=1
+ Y Y [aBdibugi (1)) + ﬁdk[;klgk(zk )+Z?’gk(zk(f))]
k=1i=1 =1
n n n n n
= ZZ— ngk ZZ ngk
k=11=1%k k=1i=1
—2a Z dyerzi(t)gr(zi(t Z Z 2drangi(zk(t))gi(zi (1))
k=1 k=11=1
+ Y Y (aBdibugi(z(t) + Edkbkzgk(zk(fm (4.50)
k=1i=1

Asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz :

zn:zn:dlblkgk (ze(r <HDHzHélen‘,gi(Zk(t))z!gT(Z(f))!HDHzHéHl!g(Z(t))\ (4.51)

k=11=1 k=1

HM:

Z dibugii(a(t <HD|!2HBH«>°ng z(1)) = 18" O)IDI2]1Bll»|g (z(1))] (4.52)
=1 k=1

(4.23), (4.24), (4.51) ve (4.52) nolu esitsizlikler, (4.50) denkleminde kullanildiginda
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asagidaki sonucu verir :

V(z(r)) < i‘,i‘,cﬁk((dlk)zﬁ-(bm )&i (zi(t +kZ”Z}’gk a(t

—2alg" (2(1))|CDY¥ g (2(1))| — etlg” (2(r))[S]g (z(1))]
+allg(z(1))l3 4.53)
cm =min{c; }, ay = max{(an)?}, by = max{(by)*}, y= 2[(GM) +(bm)?] ve B = %

olarak belirlensin. Bu durumda, (4.53) asagidaki formu alir :

Ve0) < 2w+ bule G0 le(0)

m

—2atlg" ((1))|CD¥ g (2(1))| — atlg” (2(1))[Sg ()]
+2a|D|2\/|B|1]|Bl]-|8" (2(1))||g(2(2))|

= 27 o)+ b00)
—alg (2(1))| 2CD¥ ™ —2/|Dl|a /18111 [Bllol +)lg(=(0))]
= 217 o)+ (20— g ) OIs(e(0)
< 2 a4 bl c0) B~ (@) g0
= 2+ b)~ @@l 45

Dikkat edilmelidir ki (4.54) ifadesi (4.31) ile ayn1 formdadir. Sadece Y, O ile, € ise « ile yer
degistirmistir. Bu nedenle, o > % secildiginde, ® > 0 i¢in (2.6) nolu sistemin orijini

ya da esdeger olarak (2.1) nolu sistemin denge noktasi global asimtotik robust kararlidir.
Teorem 4.4 (Faydasicok ve Arik, 2012a).

(2.1) nolu yapay sinir ag1 modeli i¢in f € # olsun. Ayrica, ¥ = diag(y; > 0), A* =
LA+A), A = (A —A) ve B = (byy)nxn, by = max{|by|,|bu|}.(k,1 = 1,2, ,n), olarak

tanimlansin. Eger

® =2CDY™" — (DA" + A" D+ ||DA, +A[D||2I) —2(|Dl[24/|1Bll1]|B]|I >0

kosulunu saglayan pozitif bir diagonal D = diag(d; > 0) matrisi mevcut ise, bu durumda

(2.1) ile tanimlanan yapay sinir ag1 global asimtotik robust kararlidir.
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ispat :

(4.6), (4.36) ve (4.43) nolu esitsizlikler, (4.4) denkleminde kullanildiginda asagidaki sonucu

Verir :

2(f(0) = fO) ' DHE) —HY)) < —(f0) —fO) P(f(x)~f) (455

(4.55) ifadesi (4.44) ifadesi ile esdeger formdadir. Sadece ®, & ile yer degistirmistir. Bu
nedenle, ® > 0 dogrudan (2.1) nolu yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin varligi ve

tekligini garanti eder.

Simdi ise denge noktasinin kararliligini ispat edecegiz. Eger, (4.23), (4.39), (4.51) ve (4.52)

nolu esitsizlikleri, (4.50) denkleminde kullanirsak asagidaki sonucu elde ederiz:

V() < 22 b (<00
2’ () |CD¥ g(z0)
~lg” () (DA" +ATD + [DA, + ATDIDg(:(0)
208" <)l B Bl b0
< 2 a4 b)) B~ (@)l B
= % ) — k@) (20 4.56)

Dikkat edilmelidir ki (4.56) ifadesi (4.54) ile ayn1 formdadir. Sadece O, & ile yer

e
degistirmigtir. Bu nedenle, o > % secildiginde, @ > 0 i¢in (2.6) nolu sistemin orijini

ya da esdeger olarak (2.1) nolu sistemin denge noktasi global asimtotik robust kararlidir.
Teorem 4.5 (Faydasicok ve Arik, 2012b).

(2.1) nolu yapay sinir ag1 modeli igin f € £ olsun. Ayrica, £y = max{{;} ve ¢,, = min{c;},
A" = %(Z+4)’ Ay = %(Z_A) ve B = ([;kl>n><n’ [;kl = max{lbkl’7’5kl‘}’ (kvl =12, 'an)’

olarak tanimlansin. Eger bu yapay sinir ag1 modelinin parametreleri i¢in

8 = e — by 11A*1B+ 20 ATIA[[[2 + 1A 3 — Car/ 1B 1) > 0

kosulu saglanirsa, (2.1) ile tammmlanan yapay sinir ag1 global asimtotik robust kararlidir.
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ispat :

(4.2) nolu denklemin her iki tarafim (x —y)7 ile carparsak, asagidaki ifadeyi elde ederiz :

(=0 HEx)-HY) = —@=)"Clx—y)+x=y"(A+B)(f(x) - f()
= =) ala—y)* + @ =) AR~ f()

k=1
+ i i bra (xx — i) (fi(xr) — fi(vn)) (4.57)
k=11=1

Asagidaki esitsizligi yazabiliriz :

1| ek = vl /i er) = i ()]

M=
M=

ii b (k= yi) (i) — filv)) <
k=11=1

o
I
=
—
I
—_

\bra| 1| X — yiel |x0 — i

VAN
(NgE
(NgE

=~
Il
ke,
—
Il
i

|bra| % — yie| |x1 — i

VAN
=
M=
M=

=~
I
i
i~
Il

(@ =3P = (a—0)?)

~
<

=
1= =
g

VAN
bl
I
—
I
_

1
(o] b | + a|blk|)(xk —y)?

=~
I
—_
—
I
—_

I
N = D= ] —
)
<
7=
7=

1
Cra (@] [B|ea - [BI]1) B =113 (4.58)

Eger a = “||B|||‘1 secilirse, (4.58) esitsizligi asagidaki formda yazilabilir :

non 1 Bl B||
Y Y bty i) — o) < e B gy 1Bl gy 2
29 B 1Bl

k=11[=1
= Ly/||BI[1]B|-|lx— I3 (4.59)

Asagidaki iki esitsizligi de yazabiliriz : :
n n

_chxk_)’k < Z (o — i) < Z (% —y)* = —cmllx—=y|[5 