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(i)

0zZET

Bu gcaligma dort bdliimden olugsmaktadar. Birinci
boliimde lineer fonksiyoneller, Banach Limitleri ve regiiler
matrisler hakkinda ilk tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

ikinci béliimde hemen hemen yakinsaklik, hemen he-
men peryodik diziler ve bu dizilerin hemen hemen yakinsama
6zelii§i incelenmistir.

Ugiincli bdlim, kuvvetli regiiler matrisler ve hemen

hemen yakinsak dizilerle bunlar arasindaki ilginin aragti-

rilmasina ayrilmigtar.

Dérdincii béliimde, kuvvetli regiiler matrisler ve
bunlara karsilik gelen toplanabilme fonksiyonlari, ayraica
bu ilgiden hareketle Tauber sartlari dedisik bir yorumla

incelenmigtir.
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1. LINEER FONKSIYONELLER VE BANACH LIMITLERI

1.1. Lineer Uzay ve Lineer Donigiim

TANIM 1.1.1

X bos olmayan bir cilimle ve IR reel sayilar cismi

verilmis olsun,
+: XxX— X
IRx X—> X
fonksiyonlari agafidaki gartlari sagladiklara takdirde ‘X
cimlesine IR cismi lizerinde bir reel lineer uzay denir.
Her a,b€IR ve x,y,ze& X igin
i) x+y=y+x
ii) (x+y)+z=x+(y+z)
iii) Her xe& X icin x+B=x olacak gekilde bir BE& X
vardir
iv) Her xe X igin x+(-x)=8 olacak gekilde bir
(-x) € X vardar
v) l.x=x
vi) a(x+y)=ax+ay
vii) (a+b)x=zax+bx
viii) a(bx)=(ab)x
Bitiin x:(xn) reel dizilerinin ciimlesi S olsun. S
izerinde toplama ve'skaler ile garpma operasyonlarina,
y=(yn) bir reel dizi ve a herhangi bir reel sayi olmak i-
zere x+y=(xn+yn) ve ax:(axn) seklinde tanlﬁlarsak, S cim-

lesinin IR cismi lUzerinde bir lineer uzay teskil edecegi

agiktar.



Bundan bdyle X,Y lineer uzaylarini g cismi Ulze-

rinde alacafiz.

TANIM 1.1.2

X ve Y lineer uzaylar olsunlar.f:X——Y fonksiyo-
nuna, her x,ye€ X ve biitiin a,b skalerleri igin

f(ax+by)=af(x)+bf(y)

egitligini saglamasi halinde bir lineer doniigim adi veri-

lir.

TANIM 1.1.3

X bir lineer uzay olmak ilzere f:X—>[ dbdnisiimi
agsagidaki gsartlari sagliyorsa, f ye bir lineer fonksiyonel
adi verilir.

i) Her x,ye X icin fx+y)=f(x)+f(y)

ii) Her xe€ X ve her a skaleri icin f(ax)=zaf(x).

TANIM 1.1.4

f:X——>1R fonksiyonelini g6zonine alalim. Her
Xx,y€ X igin »
Fx+y)<F(x)+f(y)
ise f ye alttoplamsal, her xe€ X ve agIR (a»0) icin
f(ax)=af(x)
ise f ye homogendir denir.
Hem alttoplamsal ve hem de homogen olan bir f

fonksivoneline, altlineer fonksiyonel denir[7].

A:(amn) (myn=1,2,...) reel terimli sonsuz bir

matris olsun. Reel sayilarain bir x:(xn) dizisinin Ax mat-
ris dénilistimi her me€N igin X 8. nXn Mevcut olmak izere
n=1



seklinde tanimlidar.

Burada (A (x)) dizisine (x_) dizisinin A=(a_ )
m n mn

matrisi ile yapilan donilisimi denir.

TANIM 1.1.5

Bir A:(amn) (myn=1,2,...) reel terimli sonsuz

oo
matrisi verilmisg olsun. Her me& N icin Am(x)=2‘ a x mev-
ot mn'n
cut ve

m —>00-
ise (xn) dizisi a-ya A toplanabilirdir veya A-limitlenebi-

lim Am(x):a

lirdir denir ve A-lim x =4 seklinde gosterilir.

TANIM 1.1.6
Yakinsak her diziyi, limitini koruyarak yine ya-
kinsak bir diziye doniistiren A=(a__ ) , (m,n=1,2,...) mat-

mn

risine regiiler bir matris denir[7].

Regiiler matrislerle ilgili en Gnemli teorem

Silverman-Toeplitz teoremidir.

TEOREM 1.1.7

A=(a n) (m.n:l,Z,f-.) matrisinin regiiler olmasa

igin gerek ve yeter gartlar:

i) Her m icin 6yle bir K sabiti vardir ki,

oo
n=1
ii) Her bir sabit n igin 1lim ag,=0

0o m—>00
iii) lim 3 a_ =1
m>o0 el
dir[7;sh8].



TANIM 1.1.8
A bir regiiler matris olmak lzere, A-limitlenebi-
len bilitin dizilerin cimlesine A nin yakinsaklik alani de-
nir ve ¢ ile g6sterilir.Yani,
A ={X=(Xn)|(Am(x)) yaklnsak}

dar.

Regﬁler bir A:(amn) matrisinin yakinsaklik alani-
nin bir lineer uzay oldufu agaiktir. A-lim X bu lineer
uzay lUzerinde bir lineer fonksiyoneldir.

Ayni sekilde sinirli dizilerin olusturdugu lineer
uzay Uzerinde tanimladidimiz limsup X altlineer bir
f‘onksiyoneldir. "

TANIM 1.1.9

f:X——> Y bir fonksiyon ve A{Z X olsun.Bu takdirde
f fonksiyonu, A nin her elemanina Y nin bir elemanaini kar-
g1lik getirir. Bu fonksiyonu g ile gésterelim. Yani,
g:A——> Y clsun. Bu takdirde f fonksiyonuna g nin X e ge-

nigletmesi denir[9;sh66].

9imdi sonuglarini ileride kullanacgglmlz su iki

teoremi ispatsiz olarak verelim.

TEOREM 1.1.10 (Hahn-Banach Genigletme Teoremi)

X bir lineer uzay ve M bir altuzay olsun. a0 ve
x € X olduunds farzedelim ki p, X Ulzerinde slttoplamsal ve
p(ax)=zap(x) olsun.

Eger f, M lzerinde bir lineer fonksiyonel ve
f(x) <p(x) ise bu takdirde X de g(x) {p(x) olacak gekil-

de f nin X e bir g lineer genisletmesi vard1r[6;shlZl].



TEOREM 1.1.11

Eger p(x) V¥x€ X ig¢in tanamli bir altlineer fonk-

siyonel ise bu takdirde Vxe X igin,

f(x)<p(x)

olacak gekilde bir f lineer fonksiyoneli vardir.
Ayrica her xe€ X igin

p(-x)=-p(x)

ise f, F(xo):a olacak sekilde segilebilir. Burada X, € X
ve a da p(x0)>U olmak ilizere Ogagp(xo) gsartini saglayan

herhangi bir say1d1r[7;sh56].

TANIM 1.1.12

X bir lineer uzay olsun. X lizerinde tanamlanan
biitiin lineer fonksiyonellerin cimlesine X in cebirsel dua-

1i denir ve X' seklinde gésterilir[6;sh105].

1.2. Banach Limitleri

x:(xn) reel sayil dizilerinin S ciimlesini g&zdni-
ne alalim. Sinirli, yakinsak ve sifar dizilerinin olugtur-
duklari lineer uzaylari sirasiyla Qaﬁ C ve CO ile goste-

relim.

[ sinirla diziler uzayainin cebirsel dualini de

(E&Q*ile tanimliyalim.

, n
mo':{.xe Qw : Supl > xi|< oo}
n i=1
ve h:fir—é R fonksiyoneli h(x)=lim X seklinde tanim-

n
lansin.



TANIM 1.2.1

Agsagidaki gartlari saflayan bir Lé:((uj fonksi-
yoneline Banach Limiti diyecediz;

i) x30 = L(x)zo

ii) L(e)=1 , e=(1,1,...)

iii) L(ex)=L(x)

Burada o‘:fdg——é'(a), (ovx) =x_., seklinde ta-
nimladir. o- dedistirme operatsri, (iii) sarta L,
oo

izerinde o -invaryanttir geklinde ifade edilir[2].

Qan izerindeki bitiin Banach Limitleri nin cimle-

sini P ile gosterecegiz.

TANIM 1.2.2

P, Qa: izerinde altlineer bir fonksiyonel olsun.

a) Eger, LE(QOO)* ve Lgp (Vxefm igin L(x)EP(x))
iken Le p ise Banach Limitleri p tarafindan olusturulur,
diyecegiz.

b) Eger, L€ P iken LKp ise p Banach Limitleri ni

ihtiva eder diyecegiz[2].

P, Qa: izerinde altlineer bir fonksiyonel olsun.
Qa: tzerinde tanimli olan ve QKp sartini sagdlayan biitin Q
lineer fonksiyonellerinin cimlesini (Qufp} ile tanimliya-
cafjrz.

p, tanim 1.2.2 deki iki sgartida sagliyorsa
ﬁ:{fufp} diyecedgiz.

X bir lineer uzay, Y de X in bir altuzayi olsun.

p, X lUzerinde altlineer fonksiyonel olmak {izere



qY:X——élR
donigimind,

qY(x):’inf p{x+z) (1.2.1)
zeY

seklinde tanimliyalim. Ote yandan,

g : X——>X
bir lineer operatdr olmak ilizere E:{z: z=8x-x y xe)q
ciimlesini alalim. Bu durumda E nin X in bir altuzayi oldu-
gu agaktar.

Ay nin bazi dzelliklerine gegmeden &nce gu lemma-

y1 ispatsiz olarak verelim:

LEMMA 1.2.3
p: X—>IR ve Q: X —IR altlineer fonksiyoneller
olsun. {X,p} C {X;Q} olmasa igin gerek ve yeter gart PKQ

olmasidir[2]..

UYARI 1.2.4

{x,p} = {x,4§ <= p=q dir.

TEOREM 1.2.5

Her z Y igin p(z)>»0 olsun. Bu takdirde,

i) gy, X lzerinde altlineerdir ve Vxe Y igin
qY(x):O dir.

ii) {X,qE}i g ve {X,qE} , & -invaryant fonksi-
yonellerinin climlesidir. Burada qE (1.2.1) de Y yerine E
alinarak elde edilir.

iii) qE(x):p(x) (Vxe X) olabilmesi igin gerek ve
yeter gart?{x,p} nin her elemaninin X—invaryant olmasi-

dir[2].



iSPAT:

i) Vxl,xze X igin £>0 verildiginde,

p(xy+z7) <agylxy)+E,

px,+2z,) < gy (x,)+ €
olacak gekilde sirasiyla z,,2,€ Y vardar.
| z,+2,€ Y‘oldugundan yukaridaki esitsizliklerden,

,qY(xl+X2) RY p(xl+x2+zl+22) < qY(xl)+qY(x2)+2£
yazilabilir. £ keyfi oldugundan Qy nin alttoplamsal oldu-
gu agikga gdrildr.

Ayni zamanda a>0 igin

ay (ax)=a ;25 p(x+(£))=aq, (x)

dir.
Dolayisiyle Ay X Uzerinde altlineerdir ve Yxe¢ X
igin  -q,(-x) <gy(x) dir.
Her xe€ Y icin qY(x) {p(x-x)=0 ve ayni zamands

-

qY(_x).<0 oldugundan qY(x)iﬂ dir.

ii) (i) den dolaya Qg , X lzerinde altlineer oldu-
'Qundan Hahn-Banach genigletme teoremi geregince {X,qé¢lﬁ
dir. $imdi de {X,qt} ﬁin elemanlarlnln x-invaryant oldu-
dunu gobsterelim: ye'X ve Qé.{X,qE} olsun. ¥y-yeE oldu-
gundan (i) den dolaya qE(vy~y)=0 dir. Boylece Q(¥y-y) 0O
olur.Q lineerﬁilduﬁundan Vye X igin Q(&y)=Q(y) olur ki, bu
da (ii) nin ispatadar.

iii) Farzedelim ki, {X,p} ¥-invaryant ve @e {x,r)

olsun. Bu takdirde her x,y¢ X icin

Q(x)=0(x+8 y-y) (JJQX#X y-y)
dir. ye X & 8y-yekE oidqgundan.yukarldaki B§it;izlikte

.z:Xy—y ﬁzgrinden infimum alindiginda 0'<qE ve buradan




da {X,p} - {X,qE} elde edilir. Son olarak her erm

igin qE(x)‘Sp(x) oldugundan {X,qé} _ {X,p} dir. Bdylece

{X,qE}:{X,p} olur. Lemma 1.2.3 den dolaya qE(x):p(x),dir.
Sartin gerekliligi igin (ii) de Qg =P almak yeter-

lidir.

UYARILAR

Daha &énce tanimladigimiz gibi e-, Qmaﬁzerinde de-
gistirme operatdrii olsun. Burada xeﬂwm igin gerek ve ye-
ter sartin e-x-x¢ m oldugunu belirtelim. E yerine m, o
g yerine o~ ve A yerine W alindiginda teorém 1.2.5 deki
bitiin sonuglar Qm: igin de gegerlidir. Burada W:Q&r—élR

olup

W(x)= inf 1lim (x +z )
zem n

seklinde tanimladar.
W nin tanimindan, zem ocldugunda limsup z, >0
{ﬁm,w} , o--dedismez oldugundan {Em,W} C_ p oldugu
kolaylikla g@riilebilir.
Tersine Q€ B = Q@ <hve Q, oo-invaryant oldugundan
Q(x)=Q(o"y-y+x) < h(x+z)
burada z=e-y-y, yg¢ Qu)dir.z tizerinden infimum alindiganda
Q KW olur ve bu durumda ﬁ:{(ayW} oldugu agiktar.

Bu sonucu p:{fayv} seklinde de yazabiliriz. Bu-

rada,

V(x)= inf sup (xn+zn)
zem n

olup V(x)=W(x) oldu§u kolaylikla gériilebilir. Ayraica

. lim L &
q(x)=  inf lim 5 3
p,nl,...,np k i=1
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olmak lizere 5:{ﬂqu} yazabiliriz[Z].

Bu durumda yukaridaki sonuglari su teoremle agik

olarak verebiliriz;

TEOREM 1.2.6

i) B:{RM,Q} ={f,,o,v} ={€m’w}

ii) g(x)=V(x)=W(x) , Vxeﬂ_w [2].
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2. HEMEN HEMEN YAKINSAKLIK

2.1. Hemen Hemen Yakinsak Diziler

TANIM 2.1.1

'x:(xn)e'ﬁm° olsun. Her L Banach Limiti igin
L(x)=a (aeIR) ise (Xn) dizisine a-ya hemen hemen yakin-

saktir denir ve F-lim X, =a seklinde gdsterilir[4].

x:(xn)e Qa, olmak iizere,

L{x_) €qglx_) <limsup x
n n n— 00 n

oldugunu biliyoruz. Buradan

L(Xn)=—L(-Xn) }-q(—xn) »liminf x
n—> oo

dir. Dolayisiyle safira yakinsayan her dizi sifira hemen

hemen yakinsaktair. Ayni gekilde a-ya yakinsayan her dizi
a-ya hemen hemen yakinsaktir. Bunun yaninda, &8di anlamda

yakinsak olmayan fakat hemen hemen yakinsak olan diziler

de vardir. Ornegin,

x={(-1)"} dizisini alalim.Tanim 1.2.1 (iii) den

dolaya

L{C-D == (2.1.1)
dir. L lineer oldugundan,

{0 =L {-n™) (2.1.2)
dir. (2.1.1) ve (2.1.2) geregince biitiin Banach Limitleri

igin
L{¢-1)" =0

dir. Yani {(-l)ﬁ} sifira hemen hemen yakinsaktar.

9imdi su teoremi verelim:
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TEOREM 2.1.2

Bir‘(xn) dizisinin hemen hemen Yaklnsak olabilme-
si igin gerek ve yetér sart,

qlx_J)=-q(-x_)
olmasidar(7].

ISPAT: . 2

Yeterlilik,

q(x_) »L{x )=-L(-x_) > -q(-x)
ifadesinden‘elde edilir.’

Gereklilik, ispati Banach'a ait olan teorem 1.1.11

den dolayi agiktir.

NOT: b

.. 1
q'(xh)z—q(—xn): sup liminf - .2 Xan.
p,nl,...,np k—> oo i-1 1

ve U:q(xn—xn)~§q(xn)+q(—xn) den q(xn) )qv(xn) dir.

TEOREM 2.1.3

Bir (xn) dizisinin hemen hemen yakinsak olabilme-

si igin gerek ve yeter sart n' ye gdre diizgiin olarak

Xn+xn+l+"'+xn+ -1
lim P = a
p— o P

olmasidir[7;shé60].

ISPAT:

i) Yeterlilik. Eger teoremin hipotezi saflaniyor-
sa bu takdirde her €>0 igin enaz bir p_ vardir tyleki her
p>p, ve her n igin

X _ +X oo otX
nn+l
o

n+p-1 ¢ avg
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béylece q(xn)‘sa+e dur. Benzer gekilde her €>0 igin
q'(xn) >a- £ olduguda gosterilebilir. Buradan,

qx )=q'(x )
olup (xn) a-ya hemen hemen yakinsaktar.

ii) Gereklilik. Tersine q(xn):q'(xn)z a oldugunu
farzedelim. Eder € >0 ise

1 p

iir_ﬂ}sgop P {3 xk+”1< vt

olacak sekilde p ve nl,nz,...,np sayilari mevcuttur.

Bu durumda her & >0 ve yeteri kadar bliylik her T

ve n igin

. r-1
0 > x < a+ 6
r n+m

olmasini gerektirdigini gdstermeliyiz.

k ile k—k0 ve n, ile ni+l<0 (i=1,2,...,p) yer

dedigstirirse bu durumda,

P

Z‘ Xn.+k <a+t
i=1 i

o |~

ifadesi her k igin saglanir.§imdi her n ve r igin

r P ‘ P Mm=n, +T
> 13« -1y St
w1 P ni+k+n T p > *m+n

izl i:l' m=n,+1
i

.+

= 1
T p [xn+(nl+l) +Xn+(nl+2) Xn+(nl+r)

+ X +.ee+X

n+(n2+l) +xn+(n2+2) n+(n2+r)

+ o0

+xn+(np+1) +xn+(np+2) +"'+xn+(np+r):l
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dir. Yukaraidaki satirlarda birbirinden farkli olan terim-

lerin sayisi n nin sinirla bir fonksiyonudur. Bdylece

m=n,+T n+r
1 P i 1 r-1
B— 2 Z Xm_'_n = Z Xm+n +U(l): 2 Xm+n+0(l)
i=1 mﬂgd mﬂgd m=0
dir. Her n igin
1 pz < ar €
= X a+
P 5 ni+k+n

oldugundan yeterince biiyik r 1ler ve her n igin

r-1
é% X nen < a+2¢

1
T
dir. Benzer gekilde yeterince biylik r 1ler ve her n igin
r-1
> x > a-2¢

1
r m=0 m+n

dir. Bdylece (xn) teoremin sartaini saglar.

TANIM 2.1.4
Bir (xn) dizisi verilmis olsun. Eder n 2N igin
xn+p =X olacak gsekilde N ve p dogal sayilari mevcut ise

(x_) dizisine p-peryotlu bir peryodik dizi denir[7].

TANIM 2.1.5

IR de siirekli bir f(x) fonksiyonu verilmig olsun.
Her €>0 igin bir L=L(€) >0 sayisi bulunsun. Oyle ki,
- oo<a<oo olmak lUzere L uzunlugundaki her a {xsal ara-
11§2 ve biitin x ler igin

| Fx+T(E))=F(x)| < E
olacak sekilde en az bir T=T(E) varsa, f(x) fonksiyonuna

hemen hemen peryodik bir fonksiyon denir[1l;sh478].

Hemen hemen peryodik fonksiyon taniminin 1sig:

A\
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altinda hemen.hemen peryodik dizi tanamini da yapabilipiz.

TANIM 2.1.6
Eger her €>0 igin 6yle N,r€IN vardar ki, k>0

olmak lizere her (k,k+r) aralifinda en az bir tane § peryot
mevcut ise, yani n 2N ve p igin

| x —xnl < €

n+p
ise (xn) dizisine hemen hemen peryodik dizi denir[7].

Hemen hemen yakinsak dizilere &rnekler;

ORNEK 1
Tanim 2.1.4 te aldifamaz (Xﬁ) peryodik dizisi

X _+X +.0.+X
n _ n+l n+p-1

L(Xn) =S
P

dederine hemen hemen yakinsaktar.
grnegin 1,0,0,1,0,0,... dizisi %V degerine he-

men hemen yakinsaktair[7].

ORNEK 2

Tanim 2.1.6 gdztniine alind:rginda hemen hemen per-

yodik her dizinin, hemen hemen yakinsak oldugu kolaylikla

ispat edilebilir[7].
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3. KUVVETLI REGULER MATRISLER

3.1, Temel Tanim ve Teoremler

TANIM 3.1.1
Hemen hemen yakinsak her (xn) dizisini bu dizinin
hemen hemen yakinsadigi defere limitleyen A:(amn) matrisi-

ne kuvvetli regiiler matris denir[7].

Simdi kuvvetli regiiler matrislerle ilgili su Gnem

1i teoremi verelim:

TEOREM 3.1.2
Regiiler bir A:(amn) matrisinin kuvvetli regiler

olabilmesi igin gerek ve yeter gart translative, yani

o0
lim Y Ja =0 (3.1.1)

- a ll
m->o0 n=l p V 4
olmasidir[7].
ISPAT:

i) Yeterlilik. Ilk olarak her p igin

oo ] ™
tm:Am(x): ; a o Xo ile E.‘z (amn+am,n—1+'"+am,n—p+l)xn
n=1 n=p

ifadelerini kargi1lastiralim. Bu iki ifade arasindaki farka

bakacak olursak,

] > p-1
IE' %; xn(amn+am,n-l+‘"+am,n—p+l-pamn)_ éa amnxnI
sup[xnl oo p-1
——— 3 |a_ +a +...+a -pa__|+3 |a__|]|x
p Mp mn m,n-1 m,n-p+1 mn'o oS mn'''n
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sup | x p-1 o p-1
£~ pl n'_ kgl nzzr; |am,n_k—amn|+n§1 |amn||xnl
dir.
Fakat amD:O olmak ilizere her k igin
oo oo
nz:p 'am,n—k—amnl sk r%l IEIm,n—l-amnl
dir.Buradan,
It—lozo (a_ _+a +...+8 ) x |<AozO | a -a_ |
m p rep mn “m,n-1 m,n-p+1°"nt Y ol m,n~-1 “mn
p-1
© 3 lagglIx,|
A sabit oldugundan
1im |t—l°§(a +a +...+8 )x | =0
n-> 0o m pn:p mn m,n-1 m,n-p+1’"n ,
dir.
Her n igin
oo . oo
,El aﬁn(xn+xn+l+’"+xn+p—l)—£; xn(amn+am,n—l+'°'+am,n—p+l)
:amlxl+(aml+am2)x2+°"+(aml+am2+"'+am,p—l)xp-l
A regiiler oldugundan, m artarken bu fark sifira gider ve

her p igin

lim |t -

1 beo o
m-—> 00 P

n+l °° n+p—l)I =0
dar.

simdi (xn) in a-ya hemen hemen yakinsak oldugunu

kabul edelim. Bu .takdirde her £ >0 igin bir p vardar. Oy-

le ki her n igin,

O

(xn+xn—l+"'+xn+p—l) -al < E
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)
dir. Her m igin X lamnl < M oldugundan,
n=1
113 3 | < e
= ¥ a__(x_+x oo tX ) -2 a__a < M
P 3 mnon n+l n+p-1 et} mn
oo
dir. Ayraica lim ¥ a = 1 oldugundan,
mn
m—>oo n=1

limsupltm - a| < Mg
m

ve & keyfi oldugundan lim t, = a dir.
m—>00

ii) Gereklilik. (xn), toplamai Y EX X pH e e X
gseklinde sinairla bir dizi olusturan keyfi bir dizi elsun.
(xn) in sifira hemen hemen yakinsadigini gdstermek kolaydar.

Simdi farzedelim ki A kuvvetli regilerdir.Bu tak-

dirde ,
oo oo oo
2 mn*n” P amn(yn_yn-l): 2 (amn_am,n+l)yn
n=1 n=1 n=1

dir. Burada y =0 olarak tanimlidir. Boylece B:(bmn) mat-
risi

bmn:amn_am,n+l (m,n=1,2,...)
gseklinde olup bir Schur matrisidir ve

0o

2 Ja

o lagn-an narl
el mn m,n+1

diizgiin olarak yakinsar. (0,0,...,0,1,0,...) seklinde &zel

diziler gozénine alindiginda, her n igin

m{iﬂo(amn— am,n+l) =0
0o
oldugu agiktar. ,Ei Iamn— am,n+ll diizgiin yakinsak oldu-
gundan )
oo

lim ¥

Ia - a I =0,
n>oo ml - M0 myn+1
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dir.
Ispat bdylece tamamlanmis olur.
Simdi ispatsiz olarak gu teoremi verelim;
TEOREM 3.1.3

Sonsuz bir A:(amn) matrisinin hemen hemen peryo-

dik her diziyi toplayabilmesi igin gerek ve yeter sartlar;

oo
) |[All=sup X

[amn|< oo
m n=0
0o
ii) Her t igin 1lim I a

nn exp(2mint)  mevcut
m—> oo n=0
olmasidir[8].

Teorem 3.1.3 deki gsartlari saglayan A:(amn) mat-

risine hemen hemen peryodik matris denir.

TANIM 3.1.4

A=(a n) hemen hemen peryodik bir matris olsun. A,

agagidaki gartlari saflamasi halinde normal hemen

hemen
peryodik matris adini alar.
oo
i) lim 3 a =1
m—> oo n=0 mn
oo
ii) Her t €(0,1) ig¢in 1lim 2 G exp(2xint)=0
m—>eco n=0
dir[8].

Birinci bélimde A:(amn) matrisi ile toplanabilen

dizilerin ciimlesine A nin yakinsaklik alani demis ve A

ile gostermistik. Efer sl biitiin yakinsak dizileri ihtiva

ediyorsa A matrisine konservativ matris denir.

Bunu gbyle de ifade edebiliriz;
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TANIM 3.1.5

A:(amn) matrisi asagidaki gartlari sagliyorsa A

ya konservativ matris denir.

1Al S |
i) All=sup 3 a < oo
m n=0 mn
oo
ii) lim 3 a nF & mevecut
m=>os n=0
iii) Her n igin 1lim a__= o mevcut [8].
mn n
m— 0o

A:(amn) matrisi ve bir x:(xn) dizisi verilmis

olsun.p (p=0,1,2,...) de dizgin olarak

0o
lim > S
m—=> o0 nl P
mevcut ise x:(xn) dizisine ?% toplanabilirdir denir.

Simdi su teoremi ispatsiz olarak verelim:

TEOREM 3.1.6

Bir A:(amn) matrisi verilsin. Hemen hemen peryo-
dik her dizinin GFA toplanabilmesi igin gerek ve yeter

sart A nin hemen hemen peryodik bir matris olmasidir[8].

Buradan gu sonucu gikarabiliriz.Hemen hemen per-
yodik her dizi hemen hemen yaminsaktar, fakat tersi dogru
degildir.

TEOREM 3.1.7

Bir A:(amn) matrisinin hemen hemen yakinsak her

diziyi toplayabilmesi igin gerek ve yeter gart
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"i) A konservativ

(o]
ii) l1im > [-‘A(a -o<,)[ = 0
m—> oo n=0 mn n )

olmlasidir. Burada o< = lim a ve Aa =a - g
i n mn mn- mn m,n+1

m-—> oo
dir[8].

TEOREM 3.1.8

Normal hemen hemen peryodik bir A:(am ) matrisi
n

vardir. Oyle ki, 1Al:(lamnl) hemen hemen peryodik fakat

A kuvvetli regiiler degildir[8].

iSPAT:
A=(a_ ) matrisini

mn
a =20
mo
a = 1 1 <ngm icin
mn- m’ po o &

exp{iX(n-m) log(n-m) '

a .= p{ m = } ’ m<ng2m igin
CI 0. , n>2n igin

seklinde tanimliyalam.

‘m

oo ] 2m
¥ a = 1+(E) Z. exp{iﬂ(n—m)log(n~mﬂ
n=0 n=m+l : ’ .

ve
2 exp {iJrn 109n+inx}

serisinin sm(x) kismi toplami x e gore dﬁzgﬁﬁ olarak
172
0((m) ) oldugundan, agik olarak

[ o ]
lim > & =1
m—> o0 n=0 mn

dir.

Ayni zamanda her te€ (0,1) igin
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)
1im 3 a exp(2xint) =0
m->o00 n0

oldugundan yukarida bahsedilen sonuca kargilik

e i2rt i2;xmt

2 a_ _ exp(2mwint) =% = (1-¢ )+0(\@) (m— oo)
n=0 1 _pizmt m

-e
dir.
Diger taraftan |[|A[| =2 oldugundan A normal he-

men hemen peryodiktir. te€ (0,1) igin,

P . 1 omit (1o et

> |amn|exp(2n1nt) == e =0(1) (m—> oo)
n=0 1 2nit

-e

ve

oo

S la | — 2 (m —> o0 )

ry mn

bsylece |A| ayni zamanda hemen hemen peryodiktir. Bununla

beraber A kuvvetli regiiler degdildir. Gergekten

R Zm_l JT l.n
2% Iamn_am,n+ll T Ehzi lsini{iog(h'ﬁ) +log(n+l§ | +o(1)
n=.

dir. n—> 00 iken nlog(l+% )— 1

oldugundan,

sin‘%{nlog(l+%)+log(n+l)’} = cos ‘%tlog(n+1) +0(1)

boylece
m=1
2 . J 1 ,
- 3% |sin 7{nlog(l-+ﬁ)-+log(n+l)}|

m-1
> ]cos‘%log(n+l)| +0(1) (m —> o0)

n=1

3N

dir. Iddia ediyoruz ki,

-1

3

% Icoslzllog(n+l)|

=1

oo}
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ifadesi kesinlikle sifira gitmez. Gergekten

U'nzlcos %1og(n+l)l -] cos %-log n|
dersek,
. 2 .
|%1|<2|51n%log(n +n)||81n%log(l+'%)|: Q(%) (n —> o)

elde ederiz.
Daha bnceden bilindigi gibi, efer EL% serisi
(C,1) toplanabilir 've U, = 0(%) ise, bu takdirde X U

yakinsak idi. B8&ylece eger, ZfUn serisi safara (C,1)

toplanabiliyorsa, yani
m-1 ,
1 Y |cosZiog(n+l)]
m 2
n=1

m—> oo iken sifira gidiyorsa, EJUn serisinin yakinsak

olmasini istiyoruz. Fakat,

m
2u = ]Cos% log(m +1)]
nz1 1

olup m —> oo iken bir limite gitmeyeceginden bu miimkiin de-

gildir.
Bu teoremden su sonucu gikarabiliriz. Hemen hemen

peryodik olmayan fakat hemen hemen yakinsak diziler de

mevcuttur.

Kuvvetli regiiler matrislerin bir.alt s;nlfinl,
terimleri pozitif olan matrisler tegskil eder. Bu matris-
lerin sainifini ¥ -ile gbsterecefiz.

Simdi ¥ -matrisleri ile ilgili su dnemli teore-
mi verelim:

TEDREM 3.1.9

x:(xn) sinairli bir dizi olsun. Bu takdirde

N
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sup L(x) = limA_(x)
Le P m
ve
inf L(x) = 1lim Bm(x)
Lep m

olacak sekilde bir A€ ¥ ve bir BE¥ vardar[3].

ISPAT:
Biz sadece supremumla ilgili olan ifadeyi ispat
edecegiz.
m
1
g_ = sup > x, .
m m+ 1 {0 k+1
olsun. Bu takdirde 1lim a, mevecuttur ve sup L(x) e esit-
m LEB
tir.
A matrisini agafidaki gibi olusturalim.Her bir

m=0,1,2,... igin km ler segelim ki,

1 m
I m+l.2

| +i = 9pl <ml+l
i=0 m

olsun. $imdi

edjer n=k ceagk +m ise
m+1 ’ 9 m’ *m

, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Bu takdirde,

1 .
Am(x) T om+1 2 x
ve bbylece
lim Am(x) = sup L(x)

m Lep
dir. Agik olarak A regiilerdir. Ayni zamanda,

e 2
££ Iamn“am,n+l l< m+1

oldugundan A €¥ dair.
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4. KUVVETLI REGULER MATRISLER VE TOPLANABILME FONKSIYONLARI

Bu bolimde kuvvetli regiiler matrislerle toplana-
bilme fonksiyonlaril arasaindaki iligki aragtlfllmlg, daha

sonra bu iligki Tauber gartlari dogrultusunda incelenmis-

tir.
4.1. Tanamlar

n,6 sayisi ng {n ©zelligini saglamak lizere pozi-
tif tamsayilarin (sonlu veya sonsuz) ny <n2<... dizisinin
karakteristik fonksiyonunu her n >0 igin k(n) seklinde
tanimliyalaim.

F(n) ise her n >0 igin tanimli azalmayan ve

F(n)—> + o (n—> + oo) sgeklinde bir pozitif fonksiyon

olsun.

TANIM 4.1.1

Ny <n2<... indis cimlesi olmak lizere (xn) sinarli
dizisi sifir olmayan ve k(n) F(n) sartini saglayan bir
karakteristik fonksiyona sahip olsun. Bu sekildeki sinir-
11 reel (Xn) dizilerinin ciimlesini Dl(F) ile gosterelim.

Eder Dl(F) in her elemana A-toplanabiliyorsa

bu takdirde F{(n) fonksiyonuna A metodu igin birinci tir

bir toplanabilme fonksiyonu denir[5].

Bu tanimi sBylede yapabiliriz: F(v) sonsuza mdno—
ton artan bir fonksiyon, n, de X13XgpeeesXy terimlerinden
sifirdan farkli olanlarin sayisini gidstersin. nv‘s F(v) ,

(v=1,2,...) sartini saflayan her sinirla (xn) dizisi igin
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A-limx_ =0 ise F(v) ye A matrisi igin birinci tir topla-

nabilme fonksiyonu denir[7].

TANIM 4.1.2

(xn) bir reel sayil dizisi ve Xn=x0+xl+...+xn
olsun. Xn:D(F(n)) 6zelligini saglayan (xn) ~dizilerinin
ciimlesini DZ(F) ile gbsterelim. DZ(F) in her eleman:

A-toplanabiliyorsa F(n) fonksiyonun A metodu icin ikinci

tir toplanabilme fonksiyonu denir[5].

olmak tizere k(n) < F(n) 6zelligine sa-

m=0,1,...
oo
hip her n  dizisi igin 3 [amn | nin en kiigiik Gist sini-
v=l v

riniy A(m;F) ile gbsterecegiz.

|
Simdi karakteristik fonksiyonlar igin bazi uyari-

larda bulunacaglzk

- 1

Eder n  ve n
g v v

dizilerinin karsakteristik fonksi-

. !
yonlari sirasiyla k(n) ve k (n) ise bu dizilerin toplaminin

olusturdugu dizinin karakteristik fonksiyonu <k(n)-+k%n)

dir.

Ayrica her v icgin n, gn; ise k(n) » k%rn) dir.

k(n) karakteristik fonksiyonu ile verilen her n,
dizisi ve pozitif her r tamsayisai igin n,s (r+1) tane alt **
diziye ayrailar. Oyle ki, bir dizi sonlu, digerlerinin ka-

rakteristik fbnksiyonu RS Eéﬂl dir. Gercekten NysNgsecesn g

ve n (s=1,2,... , i=0,1,2,...,r-1) alt dizileri
s +1 .

isfenilen ayrisimi gergeklegtiririer.

Bir A metodu igin ikinci tiir toplanabilme fonksi-
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yonu ayni zamanda A igin birinci tﬂrﬁbir tdﬁlanabilme.fohk-fj‘
siyonudur.
F(n) bir toplanabilme fonksifonu ve c de bir sa-

1
bit olmak lizere her n »0 igin, F(n) £ cF(n) ise F'(n)

de ayni tiirden bir toplanabilme fonksiyonudur.
| A ve B iki metod olsun. Efer her A-limitlenebilen
dizi ayni dedere B-limitlenebiliyorsa, bu takdirde B mefo—
du A dan daha kuvvetlidir, denir ve B _) A seklinde gds-
terilir.

Bu'durumda,.aglk olarak A metodunun biitiin topla-

nabilme fonksiyonlari ayni zamanda B metodunun da toplana-

bilme fonksiyonudur.

Birinci tirden bir F(n) toplanabilme fonksiyonu
igin, biz daima

F(n+1) -F(n) <1, n3>»O0 : (4.1.1)

-

kabul edecegiz.

EQer.F'(nd , 0 & x <1 igin FJ(x )=F(0)olarak
tanimlanirsa bu takdirde:

Fx)emin[F(n-13+1 , F(n)]., ngx<n+1
n=1,2,... fonksiyonunun da (4.1.1) &zelligini sagladiga
tiimevaramla g6riilebilir. Eder f toplanabilme fonksiyonu

[ I .
(degil) ise F de toplanabilme fonksiyonudur (degildir).

4.2 Toplansbilme Fonksiyonlarai ve Kuvvetli Regilerlik

Simdi bir F(n) fonksiyonu verildiginde F(n)- in
regiiler bir matris metodu olan A nan toplanabilme fonksi-

yonu olabilmesi igin gerek ve yeter sartlari verecefiz:
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TEOREM 4.2.1
Regliler bir 'A:(amn) matrisinin bir birinci tdir

toplanabilme fonksiyonuna sahip olabilmesi igin gerek ve

yeter gart
lim max|amn|= 0 veya lim A(m;F) = O
m—>00 N m —>00 ,

olmasidair[7].

ISPAT:

I) Gereklilik. F(v) sonsuz olarak monoton artan
herhangi bir fonksiyon ve farzedelim ki,

lim max|a_ | # 0
m->00 n mn

olsun. Baza k > 0 igin bu ifade

max |am hl > k (v=1,2,...)
n v

seklindedir. Eger m, inci satirda bu egitsizligi saglayan

ilk eleman 8. n ise o zaman teorem 1.1.7 (ii) den dolay:
v

lim nv = oo
vV =200

dir.
Boylece (mv) dizisi birinci yerde segilmig ola-
bilir. Soyle ki,
n, > n,_1 ,

dir. Gergekten segme yapilabildiginde

(V:Z,},.oo)

v < F(nv) y (v=1,2,...) (4.2.1)
dir.

B:(amn ) matrisini gtzénine alalim. Herbir kolon-
v

daki elemanlar sifira yakinsadigindan, bir Schur matrisi

degildir. Schur matrisi olsaydi,



29

z Ja |
1im Z a = 0
m—>o0 v=1 mnv

sartini saglamasi gerekirdi.

Boylece B-limitlenemeyen sinirla bir (Fn) dizisi
vardar.

¢ ,n=n
n v
xn = (v:l,2,...)

0 s N # n,
seklinde tanimlanan (xn) dizisi A-limitlenemez. (4.2.1) den
dolay1 X19Xgseees X de sifir olmayan terimlerin sayisi-
nin F(n) tzerinden alinmadifi agiktir ve F(n) A igin bi-
rinci tiir bir toplanabilme fonksiyonu degildir. Bu her mo-

noton artan F(v) fonksiyonu igin benzer gekilde gdsterile-

bilecedinden sartimizin gerekliligi ispatlanmis olur.

ii) Yeterlilik. Eger €m = mixlamnl ise
1im € -0 dir. Simdi her m icin
m —>o0
[¢
> |amn1 <Y ve lim ¥ = O
ltq€l m =00

olacak gsekilde bir a vardar.
Burada (qm) dizisi q; < g, < ... <q, <... ola-
cak gsekilde segilmelidir. Ayraica (pm),

limp = e (pl\<p2\<---\<pm\<...)
m—>o00

olacak gekilde herhangibir dizi olup

1im € p =0
m—> 0o m-om

dir.
F(m), her m igin F(qm) = p, olacak gekilde artan

bir fonksiyon olsun. (xm) ler her m i¢in sinirli bir dizi
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Nos XpsXgaeees X arasindaki sifar olmayan terimlerin sa-

yis1 ve n_ £ F(m), yani Ng £ F(gq_ ) £ p ise, bu takdirde,

oo o )
lt,l =13 & x I<tZE o x| +]Z a x|
n= ' n;Hd

RS Sgplxnl( €oby + Y

ve dolayaisiyla

limt =0
m—>u:m

dar.

TEOREM 4.2.2
F(n) fonksiyonunun regiiler bir A:(amn) metodunun

ikinci tir toplanabilme fonksiyonu olabilmesi igin gerek

ve yeter gart

oo .
lim X F(n)lamn -a 0 (4.2.2)

m—>00 =0 m,n+1l F
olmasidar.

Eger bu gart safilaniyorsa her (xn)e Dé(F) dizisi
sifira A-toplanabilirdir[5].

iSPAT:

i1k olarak kabul edelim ki F(n) ikinci tir bir
toplanabilme fonksiyonu, ayrica § n sinirli bir dizi olmak

izere

xn :F(n)§'1 s nN=0,1,... , X . =0 wve x_=X_-X

~1 n n n-1

olsun. Bu durumda,

0o oo
Lt = nZ:O amp Xo = n{() 80n [F(n)En— F(n-l)gn_lj
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yakinsaktir. Ve m—> oo igin bir limiti vardir.

simdi EZn =85, EZn+l = 0 secgelim. Bu du-

rumda t
m

oo
th = 55 F(2n) (am,Zn T fm,2n+1 ) Sp T 2 bn ®n
dir.
Bu, bitin (xn) sinirli dizilerine uygulanabilen

bir toplama metodudur. n=0,1,... olmak lzere m —oo igin

b —> 0 oldugundan,
mn

0o
lim XY F(2n)]a - a | = 0
m—Soo MmO m,2n m,2n+1

bulunur.
(2n+1) tek indisi igin de bu benzer gekilde géri-
lebilir. Bdylece (4.2.2) sartin: elde ederiz.

Tersine (4.2.2) sartinin sadlandifini kabul ede-
lim. Eger (xn) dizisi igin Xn=U(F(n)) ise n—> o0 ve her

m=0,1,... sabiti icgin am,n+lF(n)-——> 0 olarak elde ede-

riz. Buradan am,n+l Xn —> 0 dar. Sonlu Abel doniigiimiinde

n* i sonsuz alirsak

oo

t =3 a _x =2 (a_ - a ) X

m o0 mn n =0 mn m,n+1 n

(4.2.2) den ve lima_ =0 oldugundan t —> 0 dir. Bu
m mn m

ise, ispati tamamlar.

Bu teorem, teorem 3.1 2 ile birlikte gtzéniine a-

lindiginda su sonucu ifade edebiliriz:

TEOREM 4.2.3

Bir regiiler A metodunun kuvvetli regiiler olabil-
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mesi igin gerek ve yeter gart A nin ikinci tiirden bir top-

lanabilme fonksiyonuna sahip olmasidair[5].
Yine (3.1.1) ifadesinden su lemmayi elde ederiz:
LEMMA 4.2.4
0o
amn>/0 ve T[m:z a  —> 0 ise
n=0
2 F(n) amn-——é 0 olacak gekilde bir F(n) fonksiyonu
n
vardir[5].
ISPAT:

Her m=0,1,... olmak iizere F
‘ ) nz m(n) amn\< ZTlm

olacak gsekilde istenen tiirden bir Fm(n) fonksiyonunun mev-
cut ‘oldugu agiktir. Ustelik pozitif sayilarain azalmayan ve
bm———>-+a3 iken melm-——é 0 sgartini saglayan bir dizi-
sini segebiliriz.

F(n) = min {bm +Fm(n)} , n=0,1,...
m=0,1,...

olsun.

Bu fonksiyon azalmayan ve pozitiftir. Ayrica

F(n) —> + oo oldugu kolayca gérilebilir. Sonug olarak,
%‘F(n) fn € Bp M + 2N — O
dir. Bu ise lemmayi ispatlar.

Lemmanan diger bir sonucu olarak agagidaki teorem

verilebilir;

TEOREM 4.2.5

Bir A metodu igin mevcut olan ikinci tiirden her
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'F (n) e
. 1 | _
F(n) toplanabilme fonksiyonu igin T —> +00 o0la

: n

cak sekilde bir Fl(n) fonksiyonu vardar [5].

TEOREM 4.2.6

Bir A metodu igin mevcut olan birinci tiirden her

Fl(”)
>+ 00 ola-

F(n) toplanabilme fonksiyonu igin
_F(n)

cak gekilde difer bir Fl(n) fonksiyonu vardir[5].

ISPAT:
Teorem 4.2.1} den dolaya A{(m;F) —> 0 yani,
8m = mﬁx lamnl —> 0

dir. Pozitif tamsayilarain azalmayan ve
b A(m;F) —> 0 %]ém——e 0

sartini saglayan bir bm——9 + 00 dizisini segelim. Bu tak-

difde

Almsb F) — 0 (4.2.3)
dir.

Bu bdlimin giriginae, karakteristik fonksiyonlar

icin verilen dzellikler gdzonine alindifinda karakteristik

fonksiyonu « b _F(n) olan n tamsayilarinin her dizisi b_ .

elemanlarindan olusan sonlu bir dizi ile karakteristik

fonksiyonlari £ F(n) olan bm sonsuz dizilerinin toplami-

dir. Bundan ddlayl,

> lamn | < bmém + bmA(m;F)
v S ‘

ve A(m;bhF) nin tanimindan (4.2.3) elde edilir.
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clacak sekilde Nm———>

+ 00 tamsayilarini segebiliriz.
Simdi, Fl(n) :.bm F(n) Nm”< n < Nm+l s N=1,2,..
Fy(n)
diyelim. Bu takdirde +00  ve
F(n)

A(m;F) ¢ €+ sup 2 |a |
m mn
(n,)) n <N

dir.

Burada (nv), karkteristik fonksiyonlari < Fl(n)
olan her dizi igin aynadair. n'< Nm igin Fl(n) XY bm F(n)
oldugundan

A(m;Fl)~$ €[n+ A(m;bmF)

dir. Bu da ispati tamamlar.

4.3. Toplanabilme Fonksiyonlari ve Tauber Sartlara

Arasindaki Iliski

A regiler bir metod ve (xn)

A-limitlenebilen
bir dizi olsun. Eger (xn) dizisi lizerine konulacak bir

ek gartla dizinin yakinsakliga bulunabiliyorsa, bu

garta
A metodu igin bir Tauber gartai denir.

Simdi bu bélimde son olarak bir A metodunun top-
lanabilme fonksiyonlari ve o metodun Tauber sartlarai ara-

sindaki iligkiye ait bir teorem verecegiz;
TEOREM 4.3.1

Eger F(n), A:(amn) matrisi igin birinei tir bir
toplanabilme fonksiyonu ve
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k
X, = ¥ u
k nel n
ise bu takdirde,
1
u | & ———
n o[F(n)]
A igin bir Tauber sarti degildir[7].
ISPAT:
Her bir g(n), g{(n)=o[F(n)] igin

-1
0[g(n)]

gsartini saglayan, yakinsak olmayan (xn) dizisini A-limit-

x =x ] =lu ] g

liyecegiz. Alinan . (n=1,2,...) tamsayilari igin agagi-
daki sartlari saglayan herhangi bir sinarla (xn) dizisini

X1 £ 0 v < k Vo +g(vn) , (n=1,2,...)

X\ = 0 y digder durumlarda

seklinde alalaim.

g(n)=o[F(n)] oldugundan bu dizinin sifair nokta-
sina A-limitlenecefi agiktair. Farzedelim ki, g(vn) bir

¢ift tamsayi olsun. Ayrica

g(v_)
X = —2r : , 1 1K —a
V_+T (v ) 9
9 Vn
g(v_)

x =2 2 ’ L o¢rgglv)

V_+T n

n g(vn) 2

(n=1,2,...) aksi halde xk:U olsun. (Burada eger g(vn)

cift dedil ise yukaridaki ifadede g(vn)+l ile yer dedig-
tirir.)

Bu durumda agik olarak
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X 1

l =
Vot 3 90V
olup, (xk) sinirli ve araksaktir. Ute yandan Vi indisi

(Xk) sifira A-limitlenecek sekilde segilebilir. Dolayisiy-

la
ol ¢ —L2— , (nelz,..)
0[g(n)]
dar.

Teorem bdylece ispatlanmig olur.
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