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0ZET

Bu galigma Ug bolimden olugmustur. Birinpi bglim bazi temel
tanim ve teoremlere Aayrilmistir.

Ikinci bBlumde kuaterniyonlarla jlgili tanimlar verilerek?daha
sonra IR3 ve IRLL deki kuaterniyon egrileri igin Serret-fFrenet
vektorleri hesaplanmigtir.

CArigmanin  orjinal kismi olan Uglincli bdlimde ise Ikinci
bolimdeki hesaplamalar temel alinarak yine IR3 ve IR4 deki
kuaterniyon egrileri igin egilim g¢izgisi tanmimi verilmis ye reel
anlamdaki edilim gizgisi ile aralarandaki bafantilar elde

edilmigtir. Ayrica, bu kuaterniyon egrileri igin harmonik efrilik

tanimlari ifade edilerek birer karakterizasyon sunulmustur.



ABSTRACT

This study consists of three chapters. In the first chapter;
some basic definitions and theorems were stated.

In the second chapter; the definitions caonserning with quater-
nionswere given furthermore Serret-frenet vectors were calculated
for the curves of gquaternion in IR3 and IRa.

In the third chapter including the original part of this study
definition of helis for the curves of quaternion in IR3 and IR4 WAS
given using the calculations obtained in the second chapter and the
relations between the known helis in IR and the gquaternion helis we

re obtained. Furthermore; a caracterization was presented using the

harmonic curvature for mentioned quaternion curve.
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GIRIS

g B&lim halinde diizenlenen bu galismanin Birinci B@limiinde
daha sonraki bdlumlere hazairlik olmasi bakimindan Cebir ve
Diferensiyel Geometrinin bazi temel tanim ve  teoremleri
verilmigtir.

Ikinci B&limiin birinci kisminda kuaterniyonlar cebiri sunul-
mustur. Ikinci B&limiin ikinci kisminda IR3 de bir reel degisgkenin
uzay-kuaterniyon dederli doniigiimi (uzay-kuaterniyon edgrisi) igin
Serret-Frenet vektdrleri ve egrilikler hesaplanmigtir. Bu bdlimin
son kisminda ise ikinci kisimda verilen formiiller temel alinarak
IR4 deki kuaterniyon edrilerinin Serret-Frenet vektdrleri ve
egrilikler bulunmugtur. Ayrica IR3 deki uzay-kuaterniyon egrisinin
egrilikleri ile IRQ deki kuaterniyon edrilerinin egrilikleri
arasindaki bagintilar elde edilmistir. Ikinci Bdlimde bulmus
oldugumuz formiilleri bu galigmanin son kismi olan Uglincli Bdlimde
kullaniyoruz. Ugtinct B 1imiin ilk kisminda IR3 ile
uzay-kuaterniyonlarinin kiimesini ©Gzdegleyerek kuaterniyon egrileri
igin uzay-kuaterniyon egilim gizgilerinin tanim: verilip) reel
anlamdaki efilim gizgileri ile Aaralarindaki iligki belirtilmisgtir.
Benzer sekilde IRZ’l ile QIR kuaterniyonlar kiimesi Gzdeglenerek IRa
deki. egilim ¢izgileri kuaterniyon egilim gizgilerine
genellegtirilmigtir. Bu bdlldmin son kisminda ise kuaterniyon egilim
gizgileri igin harmonik egrilikler hesaplanarak IR3 ve IR4 deki.

kuaterniyon egrileri igin birer karakterizasyon verilmigtir.



1.80LUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu kisimda sonraki bdlimlerde kullanilacak olan temel tanim

ve teoremleri ifade edecegicz.
1.1 I CARPIM UZAYLARI
I.1.1 Tanim: V bir reel vektSr uzayir olsun. V lczerinde bir ig
garpim diyé agafidaki aksiyomlari saglayan;

Vv —> IR

(u,v) —> <u,w>
donusiimiine denir [1].
i) Simetri aksiyomu,

<u,v> = <v,u>
ji) Bilineerlik aksiyomu,

{cu,v> = ¢ <u,v> = <u,cv>, V celR, Vu,ve V

<u'+u2,v> = <ul,v> + <u2,v>, ¥ ViaUysUse v

1
<u,v_+v2> = <u,v4> + <u,v2>, Y UyVisVye v

1 1

1ii) Pogitif tanimlilik aksiyomu,

<u,u> 20

<u,u> = 0 <=> u=0

Uzel olarak, IR" reel vektdr uzayl igin

<, > IRXIR™ —> IR

> >
déniigling ¥ X, Y IR" igin

&, = ||X||IV]] coss, 0% &n
geklinde tanimlanirsa bu donlsgim IR" de bir ig¢ garpimdir [1].
1.1.2 Tanim: Bir reel veya kompleks vektor uzayi lizerinde belli bir
ig ¢arpim tanimlanirsa bu vektdr uzayina bir i¢ garpim uzayi denir
[1].

I1.1.3 Tapam: V ig gAarpim uzayinda bir u vektérinin normu veya



uzunlugu ful] #<u,u> olarak tanimlanir. |JulEl ise u ya birim vektsr
denir [ 1 ].

I.1.4" Tanim: V bir vektdr uzayi ve xeV olsun. x vektdrinln normu
||| olmak iizere x vektdriniin L skalar1 ile g¢Aarpilmigina x in

i

normlanmigi denir ve

X

¥ = —

o fxiyl
ile gosterilir [1].
I.1.5 Tanim: Egder x}0 ve y}0 iken <x,y> = 0 ise bu iki vektdre
ortogonAaldirler denir. Sifirdan  farkla  vektérlerin bir S
climlesinde herhangi iki vektSr birbirine dik ise bu S cimlesine
ortogonaldir denir. S ortogonal iken S deki her bir vektdr birer
birim vektdr ise S ye ortonormaldir denir [ 1 L
I.1.6 Tanim: V, F cismi Uzerinde bir vektér uzayi olsun. V 'nin
elemanlarln:n bir {xl,xz,..
<

£ c.x.=0, (1£itk)=> Vc.=0
g1 1 il
ise bu cimleye Llineer badimsizdir denir. Aksi halde lineer

.,xk} cimlesi igin

bagimlidic [ 1].

I.1.7 Tanim: V vektdr uzayinin bir S alt ciimlesi agadidaki iki
O6zellige sahipse V nin bir bazi adini Aalir:

i) S lineer badimsizdir.

ii) Vx eV elemani S'deki sonlu sayida elemanin bir lineer
birlegimidir. Bu 6zellik V = Sp{S} olarak ifade edilir (Germe)[ 1 ].
I.1.8 Tanim: V vektdr uzayinin bir bazi S olsun. S'deki vektdrlerin
say1sina V'nin boyutu denir ve boyV ile gosterilir[l].

V ,n boyutlu bir i¢ gAarpim uzayi olsun. V uzayinin r sayida
vektdrden olugan {xl,xz,...,xg sistemi lineer badimsiz ise bu
sisteme agafidaki ydntemi uygulayarak V'de r vektdrden olugam bir
ortonormal sistem elde edebiliriz. Bu ydnteme Gram-Schmidt Ortonor -

mallegtirme Yontemi denir.



Asagida tanimlanan Y; vektdrlerinin dizisini ele alalim:
Yy = X s
1
yz = )\Zyl + )(2 9

_— + 2 + X
Ag¥) FAg¥y *+ X3

<
W
|

e (I.1.1D)

-xl +x2 + +Ar_l + X
Yp S A Yy r Y2t r Y1 T

Bu dizide kullanilan xg bilegenlerini o gekilde belirtecegdiz ki,

her Y; vektorli kendisinden oOnce gelen bitin yj vektorlerine

ortogonal olsun. Buna gdre,

ll . <y1,x2>
27 Kypyy?
T Y59 Xo?
RIS L
= , = -
. YyoYy? 2 <Yp¥y? e (1.1.2)

.

r-1 <y.,x >
AY =~ 3 __L]._r—.
T Yy

[y

dir. (I.1.2) ifadesi (I.1.1) de yerine yazilirsa

=X
"1 r <yl,x2>
Y, = - 2;17;15 Yi %
<y prxg2 _ Ypr%3? Yo + X3
Y3 = - —2§IT;I§ 1 <Y2aY2> ...(I.1.3)
r-1 <y.,x >
y = 1ry.+><r

- Z ]

r . <y.,y.>
=1 Y

olmak lizere {xl,xz,...,xr} sisteminden { yl,yz,...,yr} aortogo-

nal sistemine gegilmig olur. Bu Y; vekttrlerinden herbirini kendi

boyuna bdlmek suretiyle,
Y.

-1 L ;¢
vy —“Yill , 14 i¢r e (1.1.8)
vektdrlerinden olusgan {vl,vz,...,vr} ortonormal sistemi elde



edilir. Burada

- _ L is]
RSN TG {0, i}]

dir [1].
1.2 OKLID UZAYLARI
I.2.1 Tanim: A % @ bir ctimle ve V de F cismi {izerinde bir vektdr
uzayl olsun. Egder bir
f sAXA —> vV
doniisimi P,Q e A noktalari igin f(P,Q) = ﬁa seklinde tanimlanmisg
ve Aagagdidaki iki aksiyomu sadliyor ise A ciimlesine V ile birlegti-
rilmig bir Afin uzay adi verilir.
Al. vV P,Q,R €A igin F(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)
A2. ¥ P eA ve V qeV igin f(P,Q) =3 olacak bigimde bir tek Q@ ¢A nok-
tasi vardar.

PQ vektdriinde P noktasina baglangi¢ ve O nokiasina da bitim
noktasi1 denir. Ayrica A nin boyutu boy A = boy V olarak tanimlanir
[2] - A bir reel afin uzayve A ile birlegsen vektdr uzayi da V olsun
Eder V de bir

<, > ¢ VxV—> IR

ig g¢Aarpim iglemi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da agi,
diklik ve uzunluk gibi metrik Gzellikler tanimlanabilir. B8ylece A
afin uzayi bir Oklid uzayi adini alair.
1.2.2 Tanim: En, n-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X olsun. £" de
bir afin koordinat sistemine gre X noktasinin koordinatlar:
(xl’XZ"'°’xn) olsun.

x; ¢ BN —> IR
bilegenlerine gn in i-yinci koordinat fonksiyonu ve (xl,xz,...,xn)
reel sayilar n-lisine de bir Oklid koordinat sistemi denir [2].

Bundan sonra V=IR" ve AzIR" alacagiz.



IR" standard reel afin uzay olmak lizere IR" de bir

<, > : IRIR" —> IR

i¢ garpimi ¥ X,Y. €IR, X:(xl,xz,...,xn), Y:(yl,yz,...,yn) igin
> > > > n i
<y >(X,Y) = <X,Y> = 5 x.y.
i=1 171

bigiminde tanimliyalim. Bu ig¢ c¢Aarpima IR" de standard i¢ gAarpim
veya Oklid ig garpimi denir. Standard ig garpimin tanimli oldugu
IR" vektsr uzayl ile birlegen IR" afin uzayina n-boyutlu standard
Oklid uzayi denir ve £" ile gosterilir[2].
I.2.3 Tanim (IR" de uzaklik fonksiyonu): n-boyutlu bir reel ig gar-
pim uzayi V ile birlegen bir Oklid uzayi E" olsun. Bir

d: EE" —> IR
fonksiyonu ¥ X,Y¢ gn igin, V deki norm]|,||olmak Gzere,

d: (X,Y) —> d(X,Y) :II;YII
bigiminde tanimlanan d ye E" Oklit uzayinda uzaklik fonksiyonu ve
d(X,Y) reel sayisina X,Y £" noktalari arasindaki uzaklik denir[3].

" n-boyutlu Oklid ucayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna "

de Oklid metrigi denir [ 3 1.
I.2.1 Teorem: E" n-boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir
metriktir [3].
Ispat: V X,Y,Z<E" igin,

i) E7 ile birlesen IR" reel i¢ garpim uzayinda, ig¢ g¢arpim pozitif

> > >

tanimli oldugundan ¥ o ¢ IR igin || ; || ¥ 0 dir. XY =a ve
d(X,Y) =||xY|[[2 0 ve ||, |l=0 ise d(X,¥) = ||XY]| = 0 veya XY = 0 ya

> >

da X=Y elde edilir. Tersine, X=Y ise XY = 0 => [[xY]| = 0 =>
d(X,Y) = 0 olur.

31) d(X,Y) = |[XY[] = IYX]] = d(Y,X).

iii) I¢ garpim uzayinda norm'un Bzelliklerinde

X2 = xvavz]] £ |§Y]]  |1V2]

veya



d(X,2) & d(X,Y) + d(Y,Z)
dir.
1.3 E" BKLID UZAYINDA EGRILER
I.3.1 Tanim: Bir \

@ 3 E" —s M
fonksiyonu verilmig olsun. V P& " igin

@ (P) = (& (P),.uup (P))
olacak sgekildeki a et t E" —> IR reel defierli fonksiyonla-
rina @ nin Oklid koordinat fonksiyonlari denir ve

%= (nl,...p‘")

geklinde gisterilir.

0 o)

T . ot P)

gekil (I.3.1)

@  fonksiyonunun koordinat fonksiyonlari olan a i ler
diferensiyellenebilir iseler , fonksiyonuna da diferensiyellenebi-
lirdir denir.

Eger a: N — Emdiferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
donligiim adini alir. E" deki {xl,...,xm} koordinat sistemi igin

a; = X%; 0a: E" —> 1R y 1 L L
geklindedir [3 ].

I.3.2 Tanam: IC IR bir agik aralik olmak {izere

a ¢ I —> N

t —>a (t) = (al(t)’°"7an(t) )



7
n
diferensiyellenebilir dénidglimi altinda I'nin resmi olan ciimleye E

de bir egri denir. Burada ICIR araligina @ egrisinin parametre

araligi ve tel defiskenine de o« edrisinin parametresi denirc: [3].
Bundan sonra o (I) efrisi yerine sadece o efrisi demekle

yetinecegiz.

1.3.3 Tanim: «:I—> E' bir egri olsun.¥Yt €I igin o nin o (t)

noktasindaki hiz vektdrl diye

a(t) = (—?1?1 (t)”"’d—tn“ (£ Dy e (12300
olmak iicere a (t) qtn (@ (£)) tanjant vektdriine denir [3].
1.3.4 Tanim: a:I —> E bir parametrik efiri olsun. Vsgl igin
||&(s)||: 1

ise & e@risine birim hizli edri denir. s parametresine de edrinin

yay parametresi adi verilir [3 ].

1.3.5 Tanim: Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan efri-
ye regiiler edri denir [3 ]

1.3.2 Teorem: Her parametrik regiiler eri daima yay parametresi

cinsinden ifade edilebilir [Z].

I‘4 SERRET FRENET VEKTORLERI VE EGRILIKLER

I.4.1 Tanim: McEnéﬁrisi (I,a) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu

r . . o
’ é )} sistemi lineer bagimsiz ve

, k>T iging a(gg Sp {y}

durumda = {a,a ,...
Va(k)
olmak {izere, ¥ 'den Gramm-Schmidt Ortonormallegtirme Yontemi ile
elde edilen {vl,...vr } ortonormal sistemine M edrisinin
Serret-Frenet r-ayakli alani ve meM igin {vl(m),...,vr(m)} ye ise
mE€ M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir vi,léiér
vektdrleri ise Serret-Frenet VektOrleri adini alair[ 3].
Ozel olarak n=3 igin E3 uzayinda s €l yay parametresi ile
verilen bir o egrisi igin t(s) :vvl(s), n(s) = vz(s), b(s)= VB(S)

olup; bu efrinin Frenet vektdrlerinin



£(s) = o ()

1 .
n(s) = -~ a (s)
b{s)= t(s)n(s)

oldugu goridlidr. Bu vektdrlere sirasi ile,a egrisinin a(s) nokta-

sindaki te@et vektdrd, asli normal vektdri.ve binormal vektdrid de-=

nir. Bdylece {t(s),n(s),b(s)} sistemi o edrisinin a (s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisidir {3 ]

Benzer olarak egder tel keyfi bir parametre ise efjrinin Frenet
vektorleri agadida ispatsiz olarak verecedimiz teorem yardimiyla
hesaplanabilir.

I.4.1 Teorem: 3 boyutlu Oklid uzayi E3 de keyfi bir t parametresi-

ne gére verilen aedrisinin o (t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{t,n,b }ise,

l .
t =7 @
fle{l
n =bat
b = L (@, o)
[|a 5 o] '

dir.Burada tiirevler t ye gdre alinmistir [ 3 1

n

I.4.2 Tanim: o , E de bir edri ve sel olmak ilizere, o (s)

noktasindaki Frenet r-ayaklisi { vl(s),...,vr(s) } olsun. Bu durum-

da
kj: I —> IR
s —> ki(s) = <vi(s),vi+l(s)>
bigiminde tanimlanan fonksiyona o efrisinin i-yinci egrilik

fonksiyonu ve l(i(s) reel sayisina da anin o (s) noktasindaki
i-yinci egriligi denir [3].

n=3 ozel halinde E3 edrisinin iki tane edrili{i mevcut olup
birinci egrilik £ ve ikinci efrilik T ile gésterilir. Buna gdre

s yay-parametresi ile verilmis bir edri olmak Uzere



K -t =]] « ()]
7 -t le]l- det (a(s),als),als)) e (1.4.2)
Ha(&»/ll

dir. =arjsj herhangj bir t parametresi ile verildigi taktirde;

0&2 & A “!l
Il a )’

det(:mJ (2,.(;..)
‘Z = et
| o AC I

dir. Burada tirevler t ye gdre Aalinmigtir.
I.4.2 Teorem: Bir o: I—> E" e§risi verilmis olsun. Oyleki s¢ 1
yay-parametresi olmak iizere a (s) noktasindaki i-yinci egdrilik ki(s)
ve fFrenet r-ayaklisi { vl(s),...,vr(s)} ise;
i) v,(s)
ii) vi(s)

kl(s)vz(S), e (1.4.3)

1}

\ L5 L
—kj_l(s)vi_l(s) + ki(s)li+l(s), 1&¢i¢r

iii) Qr(s)

_kr—l(s)vr—l(s)

dir [ 3].
ispat:
i) vl(s) =z as) => vl(s)e Sp{ a(s), a(s) = Sp{ vl(s),vz(s)}
dir. Buna gdre,
Ol(s) = alvl(s) + azvz(s), AL rA,E IR
veya <v1(s),vl(s)> =1
oldugundan

A, = <vl(s),vl(s)> =0

1
ve

<v1(s),v2(s)> = 0 dan <vl(s),v2(s)> = —<v2(s),vl(s)>
dir. Buradan

A, = <01(s),v2(s)>

olur. Buradan (I.4.2) tanimi geregince
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az(s) = kl(s)
yazabilecefimizden Vseligin,
vl(s) = kl(s)vz(s)
elde edilir.ii gikkinin ispatina gegmeden Gnce gu yardimci bagdinti
lari verelim.

a) v, ,v.> .

irYi 0, 1&itr
b) VL,V
i’

-<vi,vj>, 1£igjér

dir. Gergekten,
a) <vj,vj> =1 oldugundan s'ye gore tirev Aalarak
2<V,,v.> =0
i’i
veya IR reel sayilar cisminin karakteristigi 2'den farkli oldugun-
dan
<vj(s),vj(s)> = 0, Vsel

olur.
b) <‘/i7Vj> = D’ ]5&\]
cldugundan s'ye g@re tirev alinarak

<v,,v.>+v.,v.> = 0
17 17
veya

<vj,v.> = _<V"Vi>
bulunur. - J

Simdi teoremin ii gikkinin ispatini verelim.
ii) i Gzerinde tlimevarim metodunu uygulayacagiz.

1.Adim: i=2 igin teoremin dofru oldufunu gdsterelim.
..
o (s)
llés)ll

v,y(s) =
oldugdundan

V() = Spia(s), (), 3" ()}
veya Aaynl sey olan

;Z(S)e Sp{vl(s),vz(S),v (s)!

dir. 0 halde;
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;2(3) = al(s)vl(s)+a2(s)v2(8)+33(s)v3(s),
al(s),az(s),aj(s)EIR dir. Buradan

al(s): <;2(S)’V1(S)> = -<v2(s),;l(s)> - _kl(s)

0

n

az(s)z <02($),v2(s)>
a3(s)= <02(s),v (s)> :kz(s)

olacagindan

Qz(s) = -kl(s)vl(s) + kz(s)vz(s)

bulunur. BBylece i=2 igin teorem dogrulanir.
2. Adim: i=m igin teoremin dogru oldufunu kabul edelim ve i=m+l igin

dogrulugunu ispatliyalim.

Vi (818 S L8(8), 8 (), 0" (e) 0™ (e))

ve
™2y
! '

sp{ d,d; .., = Sp{ Vl’VZ""’Vm+2}

dir. Diger taraftan i=m igin teoremin dogrulugunu kabul etmekle
m'den kiiglik bltin i ler igin dogrulugunu kabul etmis olduk. Bu da

03(5) = —kz(s)vz(s) + k}(s)va(s)

"

04(8) —kj(s)v}(s) + ka(s)v5(s)

Qm-l(s) = _km—Z(S)an—Z(S) + km_l(s)vm(s)

oldufju demektir. Ohalde i=m+1 igin

Vm+l(s)€ Sp {Vl’VZ""’Vm+l’Vm+2 }
dan

v Al v a2 v we.s A" vVo+ T
mel T Tm+l 1 m+l 2 ot m+l ‘m m+l “m+l Tmel Tme2

yazabiliriz. Buradan af

1 kat sayilarini hesaplayalim.

1

el = <vm+l’v > = =<y

1 l’vm+1>

dir. Teoremin birinci gikkinda g@riilebilece§i gibi Vl'nln Vorl
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lzerinde bileseni yoktur. Yani;
1

mel .
dir.
az = <v v,> = <v,,v._ >
m+l T T Tm+l? 27 T 27 'm+l
dir. v, nin yukaridaki ifadesine bakilirsa g&rilir ki v, nin v
2 2 m+1
lzerindeki bilegseni sifirdir. Yani;
az =
m+l ~
olur. Boyle devam edilirse 0m+1 ifadesinde sifir olmak zorunda
olmayan a" ile am+2 bilegenleri kalir. Bu bilesenler d
yan Aner mel DHHES LE- 189 s
m . .
el T <vm+l’vm> - _<Vm’vm+l>
veya tanim (I.4.2) den
m+2
m+l ~ m+l

dir. Ohalde

. - , L

Vil T kmvm M l‘m+lvm+2’ Iy~ 25y
olur. Boylece, 1 £ i < r igin

vi(s) = —ki(s)vi_l(s)+ki(s)vi+l(s)

elde edilir.
iii) aedrisinin tirev vektdrleri arasinda en fazla r tanesi lineer

bagimsi1z olacagindan
..,a(r)}

v eSS {d,a ,%a°
T p s ’ )

e e e (r
Sp{ G, ,a",...,0 )} = Sp{ Vl’VZ""’Vr}

oldugundan
VE Sp{ vl’VZ"°"Vr}

ve dolayisiyla

r .
i=1

olur. Buradan da
A, = V_,v.><Xv,,v > , 1 it
i r’'i i’'r

dir.Burada vermis oldugumuz (b) denklemi kullanilirsa
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A, = <V_,v.> = <V,,v> , 1%1i¢%¢
i i i’'r
a =<v_,v> =10
r r’'r
- L L
A = ki<vi+l’vr> , l&£i4r

ve i=r-1 igin Ay den <Vr’vr> = 1 nin kullanilmasiyla

ar~l(s) = - kr—l(s)
ve i=r igin A = Ove 14i¢&r-1 igin A; = 0 oldufundan
vr(s) = - kr—l(s)vr—l(s)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. Elde edilen bu formiillere Frenet

formiilleri denir. Matris formunda Aagadid#i gibi ifade edilir.

[ o W -~ . -~ ~~ -
Vl 0] kl 0... O 8] 0 vl
Vo ~kl 8] kz 0 0 0 v2
v} 0 -kz 0] 0 0 0 v3
: = N : y : : (I.4.4)
vr_2 0 O 0 0 k _2 0 Vr—Z
vr~1 0 o 0 -~k _7 0 Kk -1 Vr-l
v 0 0 0 0 -k 0 v
T -1 r

]
Vl 0 kl 0 Vi
Vol = —kl 0 k2 Vo
v 0 -k 0 Y
30 L 2 "] L3

veya e (1.4.5)

I S U

gseklindedir.
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1.5 IR" DE EGILIM CIZGILERI VE HARMONIK EGRILIKLER
I.5.1 Tanim: «:I —> IR" s yay-parametresi ile verilen regliler bir
edri olsun. u, IR" nin birim ve sabit bir vektdri olmak licere,
¥ se I igin
<a(s),u> = cos y= st. , ¥ #!% ... (1.5.1)

ise o egrisine IR" de bir edilim gizgisidir denir. ¢ agisina edilim
Ag1s1l Sp{ u } uzayina da a nin edilim ekseni adi verilir.

Bu tanimdan y #25 garti kaldirildigi taktirde IR" deki her
efri IRn+l de bir efilim ¢izgisi olurdu. Bu nedenle daima ¢ $ %—01—
dugunu gdz 6nine alacafiz [ 4].

IR deki bir edrinin harmonik egriligi

KL birinci efrilik

TS k, ~ ikinci egrilik

geklinde  tanimlanir. IR"  deki egriler igin bu  tanimin
genellegtirilmisi olan harmonik edrilik tanimi ise agadidaki
sekilde verilir.
1.5.2 Tanim: o :I—> IR" regiiler egfrisi s yay-parametresi ile
verilmis olsun. IR" nin birim ve sabit‘!bir vektdri u ve

{vl(s),v (s),...,vr(s)} o edrisinin o (s8) noktasindaki Frenet
r-ayaklisi olarak verilsin. Bu taktirde a (s) ve u arasindaki Aagi

v = y(s) olmak iizere,
Hj: I—>IR, 1£1i&r-2

<vi+2(s),u> = Hi(s) cos V¥
geklinde tanimlanan Hj fonksiyonuna o edrisinina (s) noktasindaki u
yAa gdre i-yinci harmonik edriligi denir. H0 = 0 olarak tanimlanir
[ 4].
Simdi IR" deki. egrilerin harmonik egriliklerini egrilikler

cinsinden ifade eden teoremi verelim.
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I.5.1 Teorem: o :I —> IR" s yay-parametresi ile verilen bir egilim

gizgisi olsun. o (s) noktasindaki i-yinci egrilik kj(s), i-yinci

efrilik yarigapi oj(s) = l/kj(s) , 1 £ i <n ve j-yinci harmonik
egriligi H, olmak {izere
J kl(s)
Hl(S) :'k—z'(-é—)’ . ...(1.5.3)
e L b oo (I.5.4)
Hj(s) = [Hj—l(s)+Hj-2(S)kJ] °j+l(8)’ 24 jLn-2
dir [ 4}.
ispat: 4 :I —> IrR" efilim ¢izgisi olsun. u birim ve sabit bir vek-
tor ve o egrisinin o (s) noktasindaki Frenet n-ayaklisi

{vl(s),...,vn(s)}olmak lizere
& (8),u> = <vl(s),u> =cosy =st. , ¥Vse I ...(I.5.5)
yazabiliriz. Buradan s ye gbre tiirev alinirsa
<Ol(s),u> + <vl(s),0> =0
veya
<Ol(s),u> =0 e..(1.5.6)
(I.4.3) bagintilarindan
kl(s)*<v2(s),u> =0
elde edilir. Burada kl(s) $ 0 dir. Aksi halde dider egriliklerin
hepsi sifir olur. Zira bu halde kl(s) = 0 olacadindan ve Serret-Fre-
net bagintilarindan Ol(s) = o' (s) den ‘¢ (s) = 0 olur. Bu ifadenin
her iki tarafinin integralini alirsak g(s) = ¢ bulunur. Bu gekilde
igleme devam edilirse o (s) = cs + e ifadesi elde edilir. Bu halde
egri bir dofru olur. Oyleyse
<v2(s),u> = 0 » v (1.5.7)
dir. Tekrar s ye gore tiirev alarsak
<02(s),u> + <v2(s),0> =0
veya

<U,(8),u> = 0 .. (1.5.8)



16

olur. (I.4.3) bagintisi yardimiyla
<-kl(s)vl(s)+k2(s)v3(s),u> =0

veya
—kl(s)<vl(s),u>+k2(s)<v}(s),u> =0 ...(I1.5.9)

bulunur. Ayrica (I1.5.2) ifadesinden izl igin elde edilen
<v3(s),u> = Hl(s)cos )

denklemi ve (I.5.1)ifadesinin kullanilmasiyla
—kl(s) cos ¢ + kz(s)Hl(s) cosy = 0

buradan
kl(s)

Hl(s) = kzis)
denklemi bulunur. Bu IR3 de harmonik egrilik olup IR" de birinci
harmonik egriliktir. Daha yiksek mertebeden harmonik egrilikleri el-
de etmek igin ;

<vi+2(s),u> = Hi(s) cos V¥
ifadesinde izj-1 doniglmi uygulanirsa,

<vj+l(s),u> = Hj—l(s) cos ¥ ...(1.5.10)
bulunur. Buradan s ye gdre tirev alinirsa

<vj+l(s),u> + <VJ+1(S),U> = Hj—l(s) cos¥+ 0
veya

<VJ+1(S)’U> = Hj—l(s) cos ¥ e (I.5.10)
olur. (I,5,11) den (I.4.3) bagintisi yardimiyla

<-kj(s)vj(s)+kj+l(s)vj+2(s),u> = Hj—l(s) cos ¥ . (1.5.12)

—kj(s)<vJ(s),u> + kj+1(s)<vj+2(s),u> = Hj—l(s) cos ¥

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafini cosVy ile b&lip, (I1.5.2)

denkleminden i=j igin elde edilen Hi(S) ve izj-2 igin elde edilen

[*

Hj_z(s) ifadeleri kullanilirsa

-kj(s)HJ_Z(s) 0J+1(s) + Hj(s) = Hj—l(s) o (s)

j+l

veya
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1]

B e e R

, 2tjtn-2
H () =[éj_l<s> + KM (&) o, (8) , 24j4n-2

elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.
1.6 IR" DE EGiLIM CIZGILERI IGIN BIR KARAKTERIZASYON
Simdi IR" deki efilim g¢izgileri igin harmonik egrilikler yardimiyla
bir karakterizasyon verecegiz.
I.6.1 Teorem: o :I —> IR" egrisi VYa(s) noktasinda bir Frenet
n-ayaklisina sahip olmak lzere a« egrisinin yay parametresi s ve a(s)
noktasindaki harmonik egrilikleri HJ(S)é 1= jtn-2 olsun. Bu taktirde

@ bir egilim gizgisidir <==> n; HZ(S) = st.

je1
dir [4].

ispat: =>): Kabul edelim ki a :I—> IR" bir edilim cisgisi olsun.
Bu taktirde aefrisi igin
d(s),u> = cos¥ = st. Vsel
olacak gekilde birim ve sabit bir u vektdrid vardir. Bu vektodr
o egrisinin o (s) noktasindaki {vl(s),...,vn(s)} bazi cinsinden

u =
i=1

seklinde ifade edilebilir. (I.5.1), (I.5.2) ve (1.5.7) degerleri bu

-t

I ™ 3

<vi(s),u>vi(s) ...(I.6.1)

ifadede yerine yazilir ve

lull =1 e (1.6.2)

olduu giiz dnine Aalinarsa
lulf =/<u,u>
n
1 :V/Z'Z <vj(s),u>vj(s),

e |

<vj(s),u>vj(s)>

W ™~

i=1 j=1
n 2 ' )
1 :v/ Z(<v.(s),u>) , <v.(s),v.(s)>=1, <v.(s),v.(s)>=0
iz & i i i J
A
) 'Z
125] 5 (<v.(s),u>)?
. 1
i=1
n 2
1 =2 (<vj(s),u>) , <v2(s),u> =0
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1= (<vl(s),u>)2 + (<v3(s),u>)2 Qv _(8),u0)?

1= coszw + Hi(s) cos2 ¢+...+H£_2(s) cosz¢
n-2
1= coszw + z H?(s) coszw
. i
i=1
n-2
z H?(s) coszw = 1—0082¢ = sin2¢
i=1
n-2
5 Hf<s) = tg? v= st. e (1.6.3)
i=l -
elde edilir.
n n-2 2
<=:)a:I —> IR efrisi igin Ly H;(s) = a(st.) d<elliginin var

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde th¢ = a olacak gekilde bir ¢ a-

gis1 vardir. O halde,

n
l+;i3Hi-2(S) coszi(s) e (1.6.4)
olarak bir u vektdri tanimliyoruz.

u = cosyv

1- Gosterelim ki u vektdrl sabit bir vektdrdiir: (1.6.4) den s'ye go-

re tiirev alarak

1 du 4 n
_— = vl(s) + 3
ds 1=3

. n
Hi_z(s)vi(s) + Z Hi_z(s)ﬁi(s)
i=3

cosy

...(I.6.5)
elde edilir. Ayrica (I.4.3) ifadesinden j=i-2 nin kullanilmasiyla bu-
lunan

vj+2(s) = -kj+l(8)vj+l(8) + kj+2(s)vj+3(s) v..(1.6.6)

yazilir ve (I.5.4) bagintisindan

é.(s) = k. .{(s)H. )
Jj Jj+l j-1(s) + kJ+2(S)HJ+1(s) o (1.6.7)
elde edilir. Bu son denklemin (I.6.5) de yerine konulmasiyla ve j=i-2
n-2
igin 1 du = kl(s)vz(s) + 3 [_kj+l(S)Hj—l(S) +
cosy ds Jj=1
. n-2
kj+2(s)HJ+1(s)]vj+2(s) + JEIHJ(S)

ffkj+l(s)vj+1(s) + kj+2(s)vj+3(s)] (I.6.8)
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bulunur. Dider taraftan;
k

_ L - - _
Hl = kz , HO_O, Hlkzvz_klv2 ve Hn~l =0
dir. Ohalde
1 du =0 ...{I1.6.9)
cosy ds

elde edilir. Buradan u'nun sabit oldudu gorilir.

2- Gosterelim ki u bir birim vektdrdir:

Hu]l2 = <cos ¢vl(s)+Hl(s) cosxpv3(s)+...+Hn_2(s)cos¢ v.(s),
cosy vl(s)+Hl(s) cosy v3(5)+...+Hn_2(s)cos¢ vn(s)>
= coszw + H%(s) coszw Fouok Hi_z(s) coszw
2 h-2 5
= cos” ¢ (l+ Hj(s))
i=l =
= cos2 ¢(1+tgzw ) =1
buradan
[ull = 1
bulunur. Diger taraftan
n
<vl(s),u>= <vl(s),cos\pvl(s)+jf3Hi_2(s) cosy vi(s)>

cos ¥ <vl(s),vl(s)>+Hl(s) cosy <vl(s),v3(s)>

+...+Hn_2(s) cosy <vl(s),vn(s)>

]

cosy = st. , <vj(s),vj(s)> =1, <vj(s),vj(s)>:0
dir. Bu ise @ egrisinin bir egilim gizgisi oldufunu gdsterir.
k,(s)

Uzel olarak n=3 igin H,(s) = v~ bigiminde tanimlidir. Boy-
1 k,(s)

lece

2 ke (s) : 2
Hl(s) = ké(s) = tg” ¥ = st.

yazilabilir. Buradan da

kl(s)
—E;zgj'z tgy = st.

bulunur. Bu ifade, IR3 3-boyutlu Oklid uzayinda

kl(s) =R ve kz(s) =T notasyonlari ile H = £§~ =st. geklinde olur.

T
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II. BOLUM
KUATERNIYONLAR CEBIRI VE KUATERNIYON DEGERLI  FONKSIYONLARIN
SERRET-FRENET VEKTURLERI

Bu bdliim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda kuaterni-
yonlarla ilgili temel kavramlar verilmistir. Ikinci kisim da ise
once IR3 deki bir edri igin Serret-Frenet vektdrleri kuaterniyon-
lar yardimiyla hesaplanmigtir. Daha sonra da elde edilen bu
bagintilardan yararlanarak IRLL deki bir edgrinin Serret-Frenet vektor
leri verilmisgtir.
II.1 KUATERNIYONLAR CEBIRI

Kuaterniyonlar 1843 yillarinda William Rowan Hamilton

(1805-1865) tarafindan tanimlanmistir. Reel bir kuaterniyon, ql,q2
q3,q4 gibi sirali ddrt sayinin ©)18,185,8, geklindeki dort birime
eslik etmesiyle tanimlanir. Burada e, birimi +1 bir reel sAayidir,
diger Ug¢ birim ise;

1) e.xe.ze, =—e .Xe.
it JTi

K .. .(11.1.1)
2) e xe,=e,Xe =8 -
3) eixei:—eaz—l
6zelliklerine sahiptir. Ayrica (i j k) lar (1 2 3) in gift
permiitasyonlary ve A= {1,2,3,41 indis ciimlesidir. Bdylece bir
kuaterniyon;
1 2 3 4
9 = g ej+qe,+qesrqe,
A . . s 1 2 3 4
bigiminde ifade edilebilir. Burada q ,q ,9 ,q ¢ IR reel sayilarina
g kuaterniyonunun bilegenleri denir. 1185585 birimleri 3-boyutlu
reel vektdr uzayinin bir dik koordinat sisteminin baz vektorleri
olarak Aalinir. Dolayisiyla bir g kuaterniyonu vq ile gdsterilen

vektdrel kisim ve Sq ile gdsterilen skalar kisim olmak iizere iki

kisma ayrilabilir. Yanij q:vq+sq dur.
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Reel kuaterniyonlar clmlesini QIR ile gosterelim.
II.1.1 Tanim: q;,9, € QIR herhangi iki kuaterniyon olmak {izere bu
iki kuaterniyonun toplami,

8 Qpgx Qg —> Qpp

(94,9,) —> q,8q, = s + Vv
1°72 1772 q,+d, 9,84, e (I1.1.1)

s =S + 8 ve v =v_ B v
9*d, 9 9 9189, ‘a9 9,

bigiminde tanimlanir. Burada Sq ,sq e IR ve + iglemi IR deki topla-
1 72
ma islemidir. v ,vq birer reel vektdr olup, 8 iglemi vektdr uza-
1 72
yindaki toplama iglemidir. Birim eleman (0,0,0,0) kuaterniyonudur

[5].

I1.1.2 Tanim: Bir skalar ile bir kuaterniyonun g¢arpimi,

@ :IRXQIR———> QIR

(rAq) —>2 B8 9 =xqg = xsq+ W o (I1.1.3)
seklinde tanimlanir ve AasAafidaki dzellikler sadlanir.
i) A @(quqz) =128 quA Ba, VaielIR ve V dy,9y e IR

. - - A
ii) ( ﬁjlz) 0 g = (AlG q) 8 (XZG q) , ¥x o € IR ve ¥qe Qpp

l’
iii) (Al.xz)@q =\ l@ (xzaq)

iv) 1Bg=q

0 halde tanimlanan iglemlerle beraber { Q 8,IR,+,.,8 } sistemi

IR’

bir reel vektdr uzayidir[ 5]

IT.1.3 Tanim: Q_, nin herhangi iki elemani

IR
4 1 2 3 4 1 2 3 . -
4174184+0418,+9;8,%9 85 » 0,70,8,+G,€ +q,e,+q,C olmak tizere, bu iki

kuaterniyonun garpimi,

X & Uppx g > Qpp
(q,,9,) —> g,Xq, =S8 S + 8 V_ +8_V
1772 172 Japra, a9, 9 9
<KV _ ,V_ D>+ V AV

bigiminde tanimlanir [5 1
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Kuaterniyon garpimi agadidaki Gzelliklere sahiptir:

i) 1Iki kuaterniyonun garpimi da bir kuaterniyondur.

ii) Kuaterniyon garpimi birlesimlidir.

iii) Kuaterniyon g¢arpimi dadilimlidir.

Ancak kuaterniyon garpimi dedisimli dedildir. Bu dzellikler ve
tanimlanan iglemlerle birlikte { QIR,@,IR,+,.,@,X} sistemi bir bir-
legimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri adi verilir.
Kuaterniyon cebirinin boyutu 4 dir{5 ].

I1.1.4 Tanim: Iki kuaterniyonun esitligi; V q,+9,¢ QIR igin

= {=> s =s ev =V esa(IT.1.5
17% 9 9 Y Q. 9 ( )

seklinde tanimlanir [5].

11.1.5 Tanim: Iki kuaterniyonun farki; Vql,qze QIR igin

. - = -8 - v . {I1.1.6)
9;-4, (Sql qz)+(vq1 qz) (

yAani

- ev -V =

s - s s v v
G 92 979 Q@ 9% 979
olarak tanimlanir [5].

IT.1.6 Tanim: Bir q:sq+vq kuaterniyonunun eslenidi

= 5 @ eeo{IL.1.7
q Vg ( )

olarak tanimlanir [6].

Eslenik iglemi Aagafidaki Gzelliklere sahiptir:

i—) a(aql"'qu) = g"q-l + ban’ ql, q2€ QIR ve ﬂ,be IR
l]--) a (qlxqz) =a qz X0 q.t

iii-)e(eg) = q

II.1.7 Tanim: (Kuaterniyon Ig¢ Carpimi)

h :QIRX QIR —>IR

1
(psq) —> h(p,q) = —1f pxeg+ gxop ] ...(I1.1.8)
2

olarak tanimlanan h-formu kuaterniyon ig garpimi adini alir[ 6].
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Simetrik, bilineer , IR deferli h-formu ig garpim aksiyomlarini sag-
lar:
i-) Simetri aksiyomu,
h(p,q) = h(q,p)
ii-) Bilineerlik aksiyomu,V¥ceIR ve V PysPysQysdye QIR

h(cp,q) = ¢ h(p,q) = h(p,cq)

h(p,+p,,q) = h(p,,q) + h(p,,q)
h(p,q,+q,) = h(p,q;) + hip,q,)
iii-) Pozitif tanimlilik aksiyomu,
2
[fall = ax@q = h(g,q) 2 0

11.1.8 Tanim: Bir anIR kuaterniyonunun normu,

(N[ p—"
g — |aqll
olmak lizere ,
h(a,q) = ||qlf =eeq=a gxq v (11.1.9)

=€
egitligini sa@layan||ql|reelsay181na denir [ 5].Norm fonksiyonu pozi-—

tif tanimlaidar.

I1.1.9 Tanam: Bir kuaterniyonun inversi,

-1
-1 q
q —>q = — e (II.1.10)
llall
seklinde tanimlanir. Bdylece,
-1 -1
gxqg = g xg

elde edilir. g # 0 olmak iizere Vq;QIRelemnnlnln bir q—1 inversine

sahip olmasi Q.  cebirini bir b&lidm cebiri yapar [5].

IR

I1.1.10 Tanim: g + 0 olmak {izere bir p kuaterniyonunun g

kuaterniyonuna bolimi ,
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-1
fp =P o (I1.1.11)

r, = q “xp
egitligini saglayan r, ve r, kuaterniyonlar: olarak tanimlanir.

Burada rl

kuaterniyonuna da p'nin g ile soldan bdlimi denir. Kuaterniyon gar-

kuaterniyonuna p'nin g ile sagdan boldmi, r,

pim1 defigimli olmadigindan genel olarak rl¥r2 dir [ 5].
I1.1.11 Tanmam: Normu bir olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir(5 ]
9imdi sonraki kisimda gok kullanliacak olan uzay kuaterniyonu
tanimini verelim.
I1.1.12 Tanim: q-SQIR olmak Uzere eder

q+aq=20 b (I1.1.12)
ise g ya bir uzay kuaterniyonu denir. Bu durumda g nun skalar kismi
si1firdir. Uzay kuaterniyonlarinin ciimlesi IRB'e izomorftur.[ 5]
I1.1.13 Tanim: g¢ QIR olmak {izere eger

qg-oag =20 «.W(IT.1.13)
oluyorsa q bir temporal kuaterniyon adini Alir. Burada g
kuaterniyonunun sadece skalar kismi s1firdan farkla
diger bilesenleri sifirdir [6]. -
II.1.1 Sonug: Genel olarak bir g kuaterniyonu

q =—%—(q+aq) +—‘21—(q—aq) ... (I1.1.14)
geklinde yazilabilir. Burada q'nun uzay kismi 1/2(q - q) dur ve
bir uzay kuaterniyonudur. g'nun témporal kismi ise 1,/2(q + ¢q) olup
bir temporal kuaterniyondur [6].

IT1.1.14 Tanim: ICIR bir agik aralik olmak {izere;

a: I —> QIR
> a(t)zb (£),. e (£))

diferensiyellenebilir ddniisiimii altinda I nin resmi olan cilimleye QIR

de bir kuaterniyon egrisi denir.
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I1.2 KUATERNIYON DEGERLI FONKSIYONLARIN SERRET-FRENET VEKTURLERI
11.2.1 IR3 deki bir edgrinin Serret-frenet formiillerinin Uzay
Kuaterniyonlari yardimiyla hesaplanmasa

W=1{qge QIR' g +a g = 0} uzay-kuaterniyonlarinin uzayi ile IR3
(3-boyutlu reel {klidyen uzay) izomorftur. Dolayisiyla IR’ deki
egrilerin Frenet formillerini ve edriliklerini uzay-kuaterniyonlari
yardimiyla elde edebiliriz. Daha sonra bu kisimda bulunacak olan
formiillerden yararlanarak IR4 deki egrilerin Frenet formillerini ve
efriliklerini kuatreniyonlar cebiri yardimiyla elde edecegiz.

ICIR ve se I yay-parametresi olmak ilzere

3 .
C:s —> q(s) = 2 ql(s)ej
i=1 )

analitik regliler efrisinin teget vektdrd

t(s) :.; éi(s)ei, le¢s)]] = 1
dir. t birim oldigindan

||t||2: txe £ =1
dir. Bu ifadeden s ye gbre tiirev alarak

éxat +txa£ =0 oo (11.2.1)
elde edilir. Buradan gu sonuglara ulagilair:
I1.2.1 Sonug:
i) é, t ye h-ortogonaldir. Gdsterelim;

h(t,t) = —%—~(£x at + tx at) = 0
ii) £x ot bir uzay-kuaterniyonudur.

(£x at) + a(éx ot) = éxa t + tx aé =0
bulunur.

t bir uzay- kuaterniyonu oldugundan, n, birim bir uzay-kuaterniyond

1
olmak Uzere
t=kn , k =]l , iln}] =1 ... (11.2.2)

denklemi vasitasiyla skalar k fonksiyonunu tanimliyalim. Bu
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taktirde (I1.1.) sonugtan nys t ye h-ortogonaldir. Gergekten de

h(nl,t) = ~*1—‘(ra‘xczu t + tx anl) , t=kn, ise n = L t

2 1 1 17 k
1,17 1
= T( K tx ot + txa K t)
i . .
= Hlbet + bet)
h(nl’t) =0
bulunur. Bir n, birim uzay-kuaterniyonunu
txny = n, = -n;xt W (11.2.3)

olacak gekilde tanimlayalim. AyricAa, kolayca gorilebilir ki,

txn2 = -ny o= —nzxt
ve
noxny = -t = -n;xn,
dir. Oyleyse t, n, ve n, IR3 de kargilikli olarak h-ortogonal olan

birim uzay-kuaterniyonlardir. Yani;

il

1
——(n,xa N, + N

h(nl,nz) > 1 2 Zx(xnl)

_ LA wr. Vs
== (nlxa (txnl)+(txnl)xa nl)

1
= —§~(nlxa n;x at + txnlxa nl)

= —%—{ at + t) = 0, t uzay-kuaterniyonudur.

1
h(t,nl) = —§~(txa-n + 0y x at)

1 1

N wn )s .
) ((—nzxnl)xcxnl + Ny xe (-nzxnl))

1
= (~n2xnlx an - nyxanx anz)

= ; (~(n2 +a ”2)) = 0, n, uzay-kuaterniyonudur.

2

—i—(tx an, + n.xat)

h(t,n,) = 2 %N

= —%—(txa (—nlxt) + (—nlxt)xa t)

= -%—(—txa tx an, - n xtx at)

1 1

uzay-kuaterniyonudur.

1 _
5 (-(a n, + nl)) = 0, N
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(I1.2.3) egitlidinin tilirevini alarak

i) 1

elde ederiz. Burada (I1.2.2), txt

= txnl+txﬁ

-e

ve n xnl = -e4 ifadeleri

4 1

... (11.2.4)

kullanilirsa
A, = tx(kt+nl)

elde edilir. n, birim uzay-kuaterniyon oldugundan
nzx 0an =1

dir. Buradan tiirev alarak
nzx anz + nzx an =0

elde edilir. Bdylece
. 1.,.
h(nz,nz) = —E—(n2x<lnz +n

bulunur. Bu ise ﬁz

2

xaﬁz) =0

nin n, ye ortogonal oldufunu verir. Bdylece;

ﬁl+kt, t ve nA'e h ortogonaldir. Yanij

1
h(nl+kt,nl)

A s

> _xﬁn

171

.
> (n.< n

1 1

1

ve;

n,x %n 1
1

1

n,x %n, + n

dir.

1]

h (i +kt), )

o e o

1 .
> ((nl+kt)xa|1

+ ktw1n1+n1x okt + n,xan

+ N

1 lxa (nl+kt))

)

171

+ N,x an
: l)

{ (ﬁl+kt)x at + tx ekt + tx @n

1

0, n, birim uzay-kuaterniyon

[(ﬁl+kt)x ot + tx a(ﬁl+kt)]

1!

[(—kt+rnﬁ)x at + kix ot + ktx ot

+ bx a(-kt + rnl) ]

1
ok

2
t]| =rn

xt + k

. el el ?

-k Ht” grtan_]

o
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Bunlarin sonucu olarak;

n, = -kt + rn v {(I1.2.5)

- 2

bulunur.

n, bir uzay-kuaterniyonu oldudundan n, da bir usmy-kuaterniyonudur.

2 2
(11.2.4) ve (11.2.5) gbz oniine alinirsa;

A, = tx(kt+nl)
= tx(kt—kt+rn2)
= txrn2 = r(txnz)

= -In ...(11.2.6)

1
(11.2.2), (I1.2.5) ve (I1.2.6) esitlikleri 1R de € egrisi igin
Serret-Frenet formiilleri olup (t,nl,nz,k,r) @ egrisi igin Frenet
talkimidair. Burada{t,nl,n2 sirasiyla, teget, asli normAal ve binormAal
vektodrler, k egrinin birinci edriligi ve r ise burulmasidir.
Gordldugu gibi IR3 deki @ egrisinin Serret-fFrenet formilleri

uzay-k uaterniyonlari yardimiyla elde edilerek, bu formiller matri-

sel formda agagidaki gekilde verilmistir.

- . -
t 0 k Offt
ﬁl = |-k 0 r n,
_r’m 2] i 0 -r OJ _n 2]

11.2.2 IRa Deki Bir Egrinin Serret-frenet Formillerinin

Kuaterniyonlar Yardimiyla Ifade Edilmesi

Bundan Gnceki kisimda oldugu gibi IR4 ile QIR kuaterniyonlar
climlesini. esleyerek, IR4 deki egrilerin Serret-Frenet formillerini
kuaterniyonlar yardimiyla elde edelim: IC IR bir aralik ve se I yay-
parametresi olmak {izere; IRa deki bir

4
E(a): s —> Q(s) = £ q*(s)e,
i=1 i

efrisini gz onilne alalim. Bu e@rinin teget vektdri
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4
T(s) = g(s) =z

gt ey, |1 =1
i=1

dir. Nl birim kuaterniyonunu

T = KN, 5 K = ”%1] , j|N1|] =1 ... (11.2.7)
olacak gekilde tanimlayalim. T nin bir birim kuaterniyon olugundan
yararlanarak (II.2.7) nin de kullanilmasiyla

TxeT = 1

.

TxaT + TxaT = 0

|
Q

Kle al + Tx a(KNl) =

K(le ol + Tx aNl)

...(11.2.8)
elde edilir. K} 0 oldugundan
(lea T + Txa Nl) =0
dir. Buradan asafidaki sonug verilebilir:
IT.2.2 Sonug:
i-) Nl’ T ye h-ortogonaldir. Gergekten,

h(T,Nl) = ~%~(Txa N, + NNxaT) =0

1 1

ii-) t = N;xe T olup bir uzay-kuaterniyonudur. (iinki,

lea T +a (lea r) 4 le ol + Tx aNl

h(Nl,T)

il

=0

0 halde Nl' in T 'ye ortogonal olusu lea T'nin bir uzay-kuaterniyo-

e

nu olugunu gerektirir. egrisi boyunca, t = lea T egitlidginin

her iki tarafini T ile kuaterniyon garpimina tabij tutarak;

txT = lea TxT

N, =txT ...(11.2.9)

1
(4)

elde ederiz. Bdylece efrisi boyunca N1 vektdrini (11.2.9) ile

verebiliriz. t = lea T birim kuaterniyondur. $imdi(I1.2.9) un s'ye
gore tiirevini alarak elde edilen denklemde (11.2.2), (I1.2.7) ve

t = lea T bagintilarinin kullanilmasiyla;
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N,= txT + txT

1
= knle + thNl
= kN2 + Ex(Ktxm)
= kN2 + KextxT
le kN2 KT, N2 = nle ...(11.2.10)

elde edilir. Béylece agagidaki sonug verilebilir:
11.2.3 Sonug:

i-) HN2||= 1, N, birim kuaterniyondur.
ii-) NZ,T ve N, ile kargilikli olarak ortogonaldir. Yanij;
1
h(Nz,T) = (Nzx al + Txa NZ)
l .
=5 ((nle)x ol + Txe (nle))
1
=5 (nlexa T + Txa Tx anl)
1
= (nlxa nl)
= 0, 0y bir uzay-kuaterniyonudur.
ve
1
h(NZ’Nl)' > (Nzxa Nl + lea NZ)

1
=5 ((nle)x a(txT) + (txTxa (nle))

-

- .__]-__. N Y a Y N, Y
= (nlA(Tx Dxa t + tx{Txa T)xa nl)

1
—f—(nlxa t + txa nl)

1]

0, tile n ortogonaldir.
Simdi (II.2.10) denkleminin s ye gore tlirevini alarak elde
edecegimiz denklemde (II1.2.5), (II.2.7) ve N =txT degerlerinin

kullanilmasiyla,

9 nle + nle

= (—kt+rn2)xT + nlxKNl

N

1

= —kNl+ rN3 - KN3

N2 = —kNl+(r—K)N3, N3 = nsz = —nlle W (I1.2.11)

bulunur. Simdi (II.2.11) ile verilen N5 kuaterniyonu bir birim kua-

terniyon olup T’NI’NZ’NB karsilikli olarak h-ortogonaldirler.
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Gergekten de

h(T,Nl) =0
h(T’NZ) = 0
h(Nl,NZ): 0

oldugunu Snceden ispatlamigtik.
1
h(T’N3) = -—Z—(TX cxN3 + NBX aT)

1
= (Tx a(nsz) + (nsz)x aT) , 3_anT
= —l—(Tx aTx an, + n,xTx aT)

2 ! 2 27

= 1 ——( an +n2)

0, n, bir uzay-kuaterniyonudur.
“ve

h(Nl’Nj) = —%—(le aN, + N_x aNl)

3 3
= —%—((th)x a(nsz) + (nsz)x a(txT))

= —%—(tx(Tx al)x an, + nzx(Tx al)x at)

2
1 — — W,
= —E—(tx an, + M,X at) , Nl_th ve N3_n2xT
=0, tile n, ortogonaldir.
&

Sonug olarak; (I1.2.11) den s ye gore tiirev alinarak (II.2.6),
(I1.2.7) ve (II.2.10) ifadelerinin de kullanilmasiyla,

N3: nsz + nsz

= ~rnle + nzxKNl

= -rnle + anle

= -—I‘N2 + KN2

N3: —(r—K)NZ, N xT W (11.2.12)

9 = nszl = np
elde edilir. (II.2.7), (1I.2.10), (II.2.11) ve (I1.2.12) ile veril-

len denklemler bize Serret~Frenet vektdrlerini ve

(T:NI’NZ,N3,K,k,F-K) da ¢4 egrisi igin Frenmet takimini verir.
(4)

Sonug olAarak; IR deki € egrisinin Serret-Frenet vektdrleri

(3)

ni ve Frenet takimini IR deki € egrisinin Frenet takimindan fay-
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dalanilarak kuaterniyonlar yardimiyla elde edilmig oldu. Ayrica bu

edrilerin egrilikleri arasinda gu bagintilar vardir:

i) Ea in torsiyonu € egrisinin asli egriligidir.

ii) Ea iin asli egriligi K ve [ nin torsiyonu r olmak izere, Ea tin
bitorsiyonu (r-K) dir. Kuaterniyonlari kullanarak elde etmig oldu-

umuz Serret-Frenet formillerinin matrisel ifadesi agadidaki

sekildedir:
~e r 17
T 0 K 0 0 T
Nyp R0 k0N, .o (11.2.13)
N, g -k g0 (r-K) N,
_N3_ i 0 0 -(r-K) O | _Nj_
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II1. BOLUM
KUATERNIYON EGILIM CiZGILERI VE KARAKTERIZASYONLAR
I1I.1 KUATERNIYON EGILIM CIzGILERI VE HARMONIK EGRILIKLER
I11.1.1 IR3 deki Bir Uzay-Kuaterniyon Efrisi igin E§ilim Cizgisi Ve
Harmonik Egrilik
IR3 ile wuzay-kuaterniyonlarinin cimlesini &zdegleyerek IR3
deki bir kuaterniyon edrisinin edilim g¢izgilerini ve harmonik
edriligini ifade edecegiz.
IT1.1.1 Tapim: a:I —> IR3 regiiler kuaterniyon edrisi s yay-para-
metresi ile verilmis olsun. IR3 Un birim ve sabit bir vektdrid u
olmak lGzere, V s €l igin
h (s),u) = cos v=st. , ¢% —%r- «oo(III.1.1)
ise aefirisine IR3 de bir uzay-kuaterniyon egilim gizgisidir denir.
IR3 in birim ve sabit bir vektdri u ve a efrisinin o (s) nok-
tasindaki Frenet 3-ayaklisa {t(s),nl(s),nz(s)} olmak lizere;
h@ (s),u) = h(t(s),u)
= —%—(t(s)xcxu + uxat(s))

- —%—(—t(s)xu - uxt(s))

= = [-(<E(s),u> + t(s)AW) - (~Cu,t(s)>+unt(s)) ]
= [ <t(s),u> - t(8)Au + <u,t(s)> - uAt(s) ]
= <t(s),u>

h(t(s),u) = cos¥= st. , 4} —— es (IT1.1.2)

Boylece agafidaki sonucu verebiliriz:

I11.1.1 Sonug: IR3 deki bir egri reel anlamda egilim gizgisi ise bu
egri ile eglenen wuzay-kuaterniyon egrisi de egilim g¢izgisidir.
Bunun kargiti da dogrudur.

Bir uzay-kuaterniyon edrisinin harmonik egriligi agadidaki gekilde

tanimlanir:
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I11.1.2 Tapnim: a: I —> IR3 bir regliler kuaterniyon egrisi olup s
yay-parametresi ile verilsin. IR3 in birim ve sabit bir vektdrd u
ve | t(s),n;(s),n,(s) } aegrisinin  a(s) noktasindaki Frenet

3-ayaklisi olsun. Bu taktirde o(s) ve u arasindaki agi ¥=V(s)clup,
H: I —>1IR

h(n,(s),u) = H(s) cos v ... (III.1.3)
bigimin de tanimlanan H fonksiyonuna o egrisinin a(s) noktasin-
daki u ya gdre harmonik egriligi denir.

9imdi bharmonik egriligi egrilikler tilirinden ifade eden teoremi

verelim:
I11.1.1 Teorem: oa: I —> IR3 s yAay-parametresi ile verilen bir
uzay-kuaterniyon egdilim g¢izgisi olsun. a egrisinin a(s)

noktasindaki edrilikleri k(s), r(s) ve harmonik egriligi H(s) olmak

lzere
_ k(s)
H(s) = (o)
dir.
Ispat: 011 —> IR3 uzay-kuaterniyon edilim g¢izgisinin teget vektd-

£

riiniin u vektdri ile yapmis oldufiu agi ¥ olsun. a(s) noktasindaki
Frenet 3-ayaklisi {t(s),nl(s),nz(s)} aolmak lzere
h(t(s),u) = cos ¥=st.
yazabiliriz. Buradan s ye gire tiirev Aalinirsa,
h(t(s),u) + h(t(s),a) = 0
veya
h(t(s),u) = 0 oo (IT1.1.4)
elde edilir. (III.1.4) de (II.2.2) nin kullanilmasiyla
h(k(s)nl(s),u) =0
k(s) h(nl(s),u) =0

bulunur. Burada k(s) # 0 dir. Oyleyse;
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h(n,(s),u) = 0 ...(III.1.5)
dir. (III.1.5) in s ye gore tiirevi alinirsa

h(ﬁl(s),u) + h(nl(s),O) =0
veya

h(ﬁl(s),u) =0 e (IIL.1.6)
elde edilir. (II.2.5) denkleminin burada yerine konulmasiyla

h(—k(s)t(s)+r(s)n2(s),u) =0

-k(s) h(t(s),u) + r(s) h(nz(s),u) =0 e (IT1.1.7)
bulunur. Bu denklemde (III.1.2) ve (III.1.3) ifadelerinin kulla-
nilmasiyla,

~k{s) cos ¥ + r(s) H(s) cos¥=20 e..(I11.1.8)

elde edilir. Buradan,

_k(s) _ l.egrilik
H(s) = 175y = 2.egrilik -+ -(II1.1.9)

denklemine ulagilir. Bdylece IR3 de bir kuaterniyon egrisi igin
harmonik e@riligi efrilikler cinsinden elde etmis olduk.
II1.1.2 IR4 deki Bir Kuaterniyon Egrisi Icin E§ilim Cizgileri Ve
Harmonik Efrilikler

Bu kisimda IRa ile kuaterniyonlar kimesi QIR yi dzdegleyerek
IR4 deki kuaterniyon egrileri igin egilim g¢izgisi ve harmonik
edrilik tanimlarini verecedgiz.
III.1.3 Tanim: o :]1/—> IR4 regiler kuaterniyon edrisi s yay-para-
metresi ile verilsin. Birim ve sabit bir uzay kuaterniyonu u olmak
izere V se I igin

h{(a(s),u) = cosV¥ =st. , V¥ * —%?- LG{ITTL1.10)

ise o efrisine IR4 de bir kuaterniyon egilim g¢izgisidir denir.
I11.1.2 Teorem: a: I —> IR3 bir uzay-kuaterniyon egilim g¢izgisi
olsun. B(s) = B l(s)el+ B 2(s)e2+ B 3(s)e3 olmak {izere B8 dan

tiiretilen her o (s) = Bl(s)el+82(s)e2+83(s)ej+<z(s)e4 kuaterniyon
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efrisi de bir kuaterniyen edilim g¢izqisidir.
ispat: a:I —> IR4 s yay-parametresi ile verilen bir efri olsun.
u birim ve sabit bir uzay-kuaterniyonu ve anina (s) noktasindaki
Frenet 4-ayaklisi {T(s),Nl(s),NZ(s),N3(s) } olmak lizere,

h( a (S),u) = h(T(S),U), T(S) =ST(S)+VT(S)

= —%—(T(s)xau + uxaT(s))

1
[(ST(S)+VT(S))ﬂxU + UX G(ST(S)+VT(S))]

1
= —E*{-ST(S).U +<vT(S),u> - Vi) Ut

ST(s)'u + <vT(S),y> - u vT(s)]

1
= -—2—(2<VT(S) ,U>)

h(T(s),u) <VT(S)’U> = cosy = st. e (II1.1.11)

bulunur. Bdylece teoremin ispati tamamlanir.
I11.1.4 Tanim: o :I —> IRa regiler kuaterniyon edrisi s yay-para-
metresi ile verilsin. u, birim ve sabit bir uzay-kuaterniyonu ve
{ T(s),Nl(s),NZ(s),N}(s)} de o« efrisinin a(s) noktasindaki Frenet
4 ayaklisi olsun. Butaktirde, T(s) ve u arasindaki agi ¢ olmak {ize-
re,

Hi: I —> IR, i=1,2

h(Ni+l(S)’U) = Hl(s) cos v e (II1.1.12)
geklinde tanimli Hi fonksiyonuna ot kuaterniyon egrisinin u'ya gi-
re o (s) noktasindaki i-yinci harmonik egdriligi denir. Hy = O
olarak tanimlanir.

Kuaterniyon egrisinin egrilikleri ile harmonik egrilik-

leri arasindaki iligki agagidaki tecrem ile ifade edilebilir.

I11.1.3 Teorem: o: I —> IR4 s yay-parametresi ile verilen bir
kuaterniyon egilim gizgisi olsun. o (8) noktasindaki i-yinci egrilik
ki(s), i-yinci edrilik yarigapi oi(s) = l/ki(s), 14i£3 ve 1. harmo-
nik egrilik Hl(s), 2. harmonik egrilik Hz(s) olarak verilsin. Bu

takdirde;
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H.(s) = l.egrilik
1 T Z2.egrilik

1

H,(s) ﬁl(s) o 5(s) coo(II1.1.13)
dir.
Ispat: a: I —> IRLL regiler kuaterniyon egrisi verilsin. u birim
ve sabit bir uzay-kuaterniyonu ve a(s) noktasindaki Frenet 4-ayak-
lis1{ T(s),Nl(s),Nz(s),NB(s)} olmak iizere;

h(T(s),u) = cos y = st.

yazabiliriz. Bu jifadenin s'ye gdre tlirevi alinirsa,

h(T(s),u) + h(T(s),u) = O
ya dAa

h(T(s),u) = 0 oo .(I11.1.14)
elde edilir. (III.1.14) de (II.2.7) yerine konulursa, sel igin

h(K(s)Nl(s),u) =0
bulunur. Burada K(s) % 0 olacagindan

h(Nl(s),u) =0 e (II1.1.15)
bulunur. Bu ifadenin tekrar s'ye gbre tilrevi alinirsa,

h(&l(s),u) + h(Nl(s),&) =0

o ° e..(III.1.16)

1]

h(N, (8),u)
dir. (III.1.16) da (11.2.10) un kullanilmasiyla

h(-K(s)T(s) + k(s)N,(s),u) = 0

-K(s)h(T(s),u) + k(s)h(N,(s),u) =0

bulunur. Ayrica (III.1.12) esitlifinden i=1 igin elde edilen

H

h(N,(s),u) = H (s) cos b oo (II1.1.17)

nin (III.1.11) ile beraber gdzdniine alinmasiyla
-K(s) cosy + k(s)Hl(s) cosy=0

ve buradan da

K(s) e
- _ l.egrilik
Hl(s) T k(s) T 2.egrilik -+ (II1.1.18)

elde edilir. ikinci harmonik egriligi elde etmek igin ise (III.1.17)

ifadesinden s'ye gdre tlirev alarak
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h(&z(s),u) + h(Nz(s),;) = él(s) cosV + O
veya

h(NZ(s),u) = Hl(s) cos V¥ ... {III.1.19)
bulunur. (III.1.19) da (II1.2.11) in kullanilmasiyla
h(-k(s)Nl(s) + (r—K)(s)NB(s),u) = Hl(s) cos V¥

k()N (s),u) + (£-K)(8)h(N(s),u) = Ql(s) cos ¥
’ ’ LG {I11.1.20)

denklemine ulagilir. Burada her iki tarafi cos? ile bolup (I11.1.12)
denkleminden i=0 ig¢in elde edilen HO(S) ve i=2 igin elde edilen
Hz(s) ifadelerinin kullanilmasiyla,

-k(s)HU(s) + (r—K)(s)HZ(S) = él(s)
ve buradan

H,(s) P.il(s) (T}l?T(-s") ...(I11.1.21)

Hy(s) = H](s) %(s)
denklemine ulagilir. Boylece kuaterniyon edilim g¢izgileri igin har-
monik efrilikler egrilikler cinsinden elde edilmig oldu.
IIT.2 KUATERNIYON EGILIM CIZGILERI ICIN KARAKTERIZASYONLAR
Bu kisimda IR3 deki uczay-kuaterniyon efjilim cizgileri ve IR4 deki
kuaterniyon egilim gizgileri igin birer karakterizasyon
verilmektedir
I1I.2.1 Uzay-Kuaterniyon E€dilim Cizgileri Ig¢in Bir Karakterizasyon:
I1IT1.2.1 Teorem: ©%:I —> IR3 s yAay-paramnetresi ile verilen bir
uzay-kuaterniyon egrisi olsun. @ (s) noktasindaki harmonik egrilik
H(s) ve Frenet 3-ayaklisi { t(s),nl(s),nz(s)} olmak lzere

&  bir uzay-kuaterniyon e@ilim g¢izgisidir <=> HZ(S) = st.

dir.
Ispat: => ) @ uzay-kuaterniyon bir egilim ¢izgisi isq,

h(a(s),u) = cos¥ =st. , ¥V s €I
olacakgekilde birim ve sabit bir u vektdrii vardir. Bu vektdr

uzay-kuaterniyon egrisinin a (s) noktasindaki {t(s),nl(s),nz(s)}
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bazi cinsinden
2
u = h{t(s),u)t(s) + I h(ni(s),u)nj(s) W (I11.2.1)
i=1 :
bigiminde ifade edilebilir. (III.1.1), (IIL.1.3) ve (III.1.4) bagain-

tilari ile
e ] = lny ()] = Hny()fl =1, [lu]] =1
0ldudu gdz oniine Aalinirsa

||U‘|2= h(u,u) = uxau
2

(h{t(s),u)t(s) +¢ h(nj(s),u)nj(s))x
i=1 ) g

a (h(t(s),u)t(s) + h(n (s),u)n,(s))
i=1 )
=(h(t(s),u)t(s) + h(nz(s),u)nz(s))x a(h(t(s),u)t(s)

1

1

+h(n2(s),U)n2(s))

(cos ¥ t(s) + H(s) cbé‘bnz(s))x<1(0051bt(s) +

H(s) cos‘PnZ(S))

1

(cos” ¥ |[t(s) | F+ H(s) cosPt(s)any(s) ,
#(s) cos¥ n,(s)xat(s) + HA(s) cos” Y|n,(s)]] )
1 =(cos? ¥ -H(s) cos” ¥ t(s)xn,(s)-H(s)eos” ¥ n,(s)xt(s)

+ H(s) cos®v ) -

Burada t(s)xnz(s) = —nl(s) ve nz(s)xt(s) = nl(s) oldugu gdzéniine a-

linirsa
Hz(s) coszw = l—cos2 1
. 2
HZ(S) = §lD§EL = tgz¢ = st. ... (111.2.2)
cas” ¥
bulunur.

<{==) KAarsit olarak, @ uzay-kuaterniyon egrisi igin Hz(s) = a(st.)
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde tgz¢ = a olacak gekildebir ¥ a-
gisi vardir. O halde,

U = cos¥ t(s) + H(s)nz(s) cos ¥ e (111.2.3)
olacak gekilde u uzay-kuaterniyonu tanimlayalim.

D u uzay-kuaterniyonunun sabit oldugunu gbrelim:! (III.2.3) in s'ye



gbre tidrevini alarak,

1 du

cosy ds t(s) + H(S)” (s) + H(S)n (s) .. (II1.2.4)

egitligi elde edilir. Burada (I1I.2.2), (II.2.6) ve n=3 &zel hali

igin H(s) = 0 oldudu g8z 6niine alinirsa

o7 2 i(sdny(s) + H(sIny(s) + H(s) (-x(s)n(s))
= k(s)n,(s) + k(s) (-r(s)n,(s))
- 1 r(s)
1 du
5y ds = 0 ...(I11.2.5)

elde edilir. Ohalde u sabit bir uzay-kuaterniyonudur.
2) u uzay-kuaterniyonunun birim oldudunu gdrelim.
||u|l2 = h(u,u) = uxau
= (cos t(s) + H(s) cosq»nz(s)) X
a{cos vt(s) + H(s) cosy nz(s))

coszw + Hz(s) cos ¥

coszw (1+H2(s))

il

=¥ ¢(1+tg2w )

11

buradan
Hull=1

esitligine ulagilar. Ayrica,

h(t(s),u) = —— (t(s)xau + ux at(s))
= 1 [t(s)x alcosy t(s) + H(s)n,(s)cosy )
+ (cosy t(s) + H(s)n,(s)cosy xa t(s)]
- = cosw]lt(s)l|+ H(s)eosy t(s)x an,(s)
+ cosy “t(s)” + H(s)cosy n,(s)x at(s)]
= —[2cosy -H(s)cosy t(s)xn,(s) -

H(s)cosy nz(s)xt(s)]
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burada t(s)xnz(s) = —nl(s) ve nz(s)xt(s) = nl(s) oldugu gdzoniine
alinirsa,

h(t(s),u) = cos ¥ = st.
dir. Bu ise bize nin bir eilim gizgisi oldufunu verir.
I11.2.2 Kuaterniyon Egilim Cizgileri Igin Bir Karakterizasyon:
111.2.2 Teorem: a:1 —> IR4 s yay-parametresi ile verilen bir ku-
aterniyon efrisi olsun. a(s) noktasindaki Frenet 3-yaklisi
{T(s),Nl(s),N (8)’N3(S)} ve i.yinci harmonik egriligi Hi(s), i=1,2
olmak ilzere; 2 ,

o bir egilim cizgisidir <=> " H.(s) = st.
Ispat: => a: I —> IRakuaterniyon e@%f%inin bir egilim gizgisi
oldugunu kabul edelim. Oyleyse o egrisi igin

h(é(s),u) = cosy = st., Vsl
olacak sekilde birim ve sabit bir u uzay-kuaterdiyonu vardir. Bu u-
zay-kuaterniyonu < egrisinin a(s) noktasindaki bazi cinsinden

u = h(T(s),u)T(s) + £ h(N,(s),ulN, (s) .. (II1.2.5)
bigiminde ifade edilebilir. Buizéa (II1.1.2) denkleminden i=1 igin
elde edilen Hl(s) ve iz2 ic¢in elde edilen Hz(s) ifadeleri ile

(11r.1.11), (I11.1.1s) ,(®r.z.10),(11.2.11) ayrica,

IMEE “Nl(s)llz ”Nz(s)llz ”N3(s)]{:l|u{{: 1 oldudu gds8niine ali-
nirsa,
IIuHZ = h(u,u) = ux au
3
=[ h(T(s),u)T(s) + = h(Nj(s),u)Nj(s)]x
i=1 ) )
a [h(T(s),u)T(s) + 5 h(Nj(s),u)Nj(s)]
i=t '

=[cas ¥ T(s) + Hl(s)cé;'wNz(s) + Hz(s)cos wNj(s)]
a [cos ¥ T(s) + Hl(s)COS\DNZ(s) + Hz(s)cos ¢N3(s)]
= cos 3 T() % Hy (s)cosP T(s)xa N,y (s)

+H2(s) cossz(s)xa NS(S)
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z
+H, (s) cos%JNz(s)x aT(s) + H%(s) coszw“Nz(s)“
+Hl(s)H2(s) cos2 Nz(s)x olNB(s) + Hz(s) cos N3(s)x<xT(s)

2
+H(S)H (5) cos™¥ Ny(a) aN,(s) + Ho(s) cos || N(s) ]|

= cos2 b4 H%(S) cos2 ¥+ Hg(s) cos%b - Hl(s) coszw nl(s)

—Hz(s) coszb nz(s) + Hl(s) cos2 wnl(s)~
-Hl(s)Hz(s) cos%P t(s) + Hz(s) cos2 wnz(s)

+H2(S)Hl(s) coszlbt(s)

1= cosz‘P+ H%(s) cosz‘b+ H%(s) coszw

1

c032‘P+ (H%(s) + Hg(s)) coszw

1 - cos%’: (H%(s) +H§(s)) cosz¢

.2 2
b
=i n(s)
cos” ¥ i=1 "
buradan,
Z 92 2
1 Hi(s) = tg“y = st. ... (I11.2.6)
izl ~©
elde edilir.
4 Lot 22
<= ) ®: I -—> IR kuaterniyon egrisi igin I Hj(s) = a (st.)
i=l 7

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde tg~ y = a olacak gekilde bir
y Agis1 vardir. Buna gore,
u = cosy T(s) + g H. .(s) cosy N.(s) o (I11.2.7)
i=2 i-1 i
bigiminde bir u uzay-kuaterniyonunu tanimlayalim.

1) Gosterelim ki u sabittir: (III.2.7) denkleminin s ye gbre

tirevini alarak;

. 3. ' 3 .
1 du
Zo¥ ds ° T(s) +j{2Hi_l(s)Ni(s) +iizHi'l(S)Ni(S)

...(I11.2.8)

T(s) + ﬁl(S)NZ(s) + ﬁz(s)Nj(s) + Hl(s)&z(s)

+H2(s)&3(s)

buluruz.
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Diger yandan (III.1.12) de i=2 igin
= v
h(N3(s),u) Hz(s) cos
yazilip bu egitligin s ye gdre tirevinin alinmasiyla

h(&B(S)’U) + h(N3(s),u) = Qz(s) cosV + 0

1

h(&B(s),u) A2<s) cos ¥

h(—(r—K)(s)Nz(s),u) = AZ(S) cos Y

~(x=K)(s) h(N,(s),u) = éz(s) cos ¥
I:iz(s) = —(r—K)(s)Hl(s) caosV .. (I11.2.9)

elde edilir.
(II1.2.8) ifadesinde ©nceden bulunan (11.2.7), (11.2.11),

(11.2.12), (II1.2.9) ve
él(s) = (r-K)(s) Hz(s)

degerlerinin kullanilmasiyla;

_7§§;$ -gg = K(IN (8) + (2-K)(s)H,(8INy(s) - "oor ) .
o R EN(S) + K Gde () + ()
y 1
+ Hl(s) z;:kagj—'(—(r—K)(s)NZ(s))
1 du
“cosy ds -0

bulunur. 0 halde u sabittir.
2) u'nun birim oldugunu gdsterelim:

thHz = h(u,u) = uxau

3
=[ cos? T(s) + ZH, ,(s) cos¥ N.(s)] x
i=1 i-1 i
3
afcosV T(s) + % H, 1(s) cos¥ N,(s) ]
j=1 AT i

=l cos?V T(s) + Hl(s) cosV Nz(s) +H2(s) cos ¥ Nj(s)]

x of cos¥ T(s) + H,(s) cosv N,(s) + H,(s) cos¢N%s)]
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coszwt+ H%(s) coszw + Hg(s) coszw

3
cos?y (1+ £ H2(s))
- i=1 1

coszw (1+tgzw )

=1
bulunur. Oyleyse
Hull =1
dir. Diger taraftan

(T(s)xa u + uxa T(s))

3
= (T(s)xa (cos¥ T(s)+ I H, 1(s)cosw N.(s))
o1 17 i

h(T(s),u)

1

|~ |-

N

3
+ (cos¥ T(s) + I H, l(s) cosy N.(s))xa T(s)
=1 1- 1

. —%—- (T(s)xa (cos¥ T(s)+H, (s) cosy N,(s)

+ Hz(s) cos ¥ N3(s))) + (cos v T(S)+Hl(s)cos¢N2(s)

s Hz(s) cosV Nj(s))xa T(s)

—%—-(cosw ”T(s)||2+ H,(s) cosv T(s)xa N,(s)

£

+Hé(s)cos¢ T(s)xa Ny(s) + coswllT(s)]ﬁ
+lﬁﬂs)cos wNZ(s)x aT(s) + Hz(s)coswhg(sb<aT(s))

—%T{ZCOS b+ Hl(s) cos yT(s)x a(nl(s)x T(s))

+H2(s) cos yT(s)x a(nz(s)xT(s))

+Hl(s) cosw(nl(s)xT(s))xaT(s)

+H2(s) cos w(nz(s)xT(s))x aT(s)]

—%—-[ZCosw - Hl(s) cosy nl(s)—Hz(s)cosw nz(s)

+ Hl(s) cos wnl(s) + HZ(S) cos ¢n2(s)]

h(T(s),u) = cosy = st.

bulunur. Bu ise @ egrisinin bir edilim gizgisi oldugunu verir.
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Boylece IR4 de kuaterniyon edilim gizgileri ig¢gin bir karakterizasyon
verilmisg olur.

Not: Kuaterniyon e@rilefi igin elde edilen harmonik egrilikle-
rin tiirev denklemleri (III.1.21) ve (III.2.9) ifadeleri ile veri-

lip matrisel ifadesi Aasadidaki sekildedir.

H i 0 (r-K){|H

1 1
H2 -(r-K) © H2
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