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OZET

Bu ¢aligma ii¢ béliimden olugmaktadir. Birinci boliim, manifoldlar i¢in temel
teskil eden bazi matematiksel yapllann izotopic liftinglerine aynlmugtir. Ikinci bolimde
izomanifoldlara zemin hazirlayan cebirsel ve topolojik  kavramlann izotopileri
verilmis, reel kartezyén izomanifoldlar tizerinde durulmugtur.

Caligmanin orijinal kismunt tiglincii boliim olustﬁrmaktadm Bu bolimde D.
Loveluck ve H. Rund [4] tarafindan, herhangi bir diferensiyellenebilir manifold
iizerinde yapilan ¢alisma temel alinarak orada elde edilen sonuglar diferensiyeﬁenebilir
izomanifoldlar iizerine genisletilmis ve orijinal sonuglarla kargilagtrilmigtir. Buna gére
bir diferensiyellenebilir izomanifold tizerinde izolensér alanlan bilesenleri bazinda ele
alinarak izodiferensiyelleri, izomutlak diferensiyelleri, izokovaryant tiirevleri tammlan
mugtir. ﬁunlardan faydalanarak bir diferensiyellenebilir izomanifold M iizerinde
izoegrilik ve izotorsiyon tensor kavramlan tamimlanarak 6zellikleri incelenmigtir. Bu
béliimiin son paragraﬁndé. bir izoriemann metrik tensorii tammlanarak kisaca Riemann

geometrisinin izotopilerinden de bahsedilmigtir.
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ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. The first chapter contains isotopic
generalization of some mathematical structures that are the fundamental notions for
manifolds. The second chapter contains isotopies of the algebraic and topologic
notions. Also it contains the theory of reel Cartesian manifolds. This is important
because each manifold locally behaves like a real Cartesian manifold. The theory of
the real Cartesian isomanifolds is studied in the subsections. .

The third chapter is the original part of the thesis. In this chapter we gave a
generalization of the notions which are studied by D. Loveluck and H. Rund [4] on
any differentiable manifold to isomanifolds. We consider the éomponents of an
isotensor field instead of it and defined isodifferentials, isoabsqlute differentials, and
isocovariant derivatives of them. Alsc; we defined the isocun)ature and isotorsion
tensors by using these and studied the properties of them. The last section of this
chapter we defined the isoriemann metric tensor and shortly talk abouf isotopies of

Riemann geometry on a manifold.
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0. Giris

Lie-Teorisinin bir genellestirﬂmesi ilk defa 1978 de teorik fizikci-R.M.Santilli
tarafindan "Lie-Isotopic Theory" olarak ortaya atilmis ve daha sonra bu konuda
caliganlar tarafindan "Lie-Santilli Theory" olarak adlandinlmig ve bu isim ile literatiire
girmigtir. " Isotopic" kelimesi Yunanca aym yer, aym konfigiirasyon anlamina gelen
"'oog towig " den gelmektedir.

Bu teorinin esas amaci, uygulamada Lie-Teorisinin yetegsiz kaldig1 bazi
fiziksel problemlerin ¢6ziimiinde orijinal Lie aksiyomlart koruyarak geleneksel Lie-
Teorisini etkili haie getirmektir. Bu teorideki -esas diislince cisim, vektor uzayl, metrik
uzay, cebir gibi her bir cebirsel, analitik ve geometrik vyapmln geleneksel biriminin
iz.otopik‘birim veya izobirim adi verilen yeni bir birim I ya genellestirmektir. Bu
genellestirmenin bir izotopi olmasi igin esas birim I nin orijinal topolojik 6zelliklerinin
korunmasi gerekir. Elde edilen bu yeni matematiksel yapt eskisini bir 6zel hal olarak
ihtiva eder.

Eski birim I nin yerine yeni birim I mn alinmasina " izotopic lifting " denir.
Genellestirilmig formiilasyon sonucu elde edilen yapilara genel olarak izotopiler denir.
Izotopilerin esas diiiincesi g6z Oniine alinan teorinin aksiyomlanni ve geometrik
Ozelliklerini ifade etmek ve <;nlan miimkiin oldugunca daha genel non-lineer, non-local
ve non-canonical yoldan gergeklestirmektir. Geleneksel Lie-Teori hem fiziksel hem de
matematiksel literatiirde enbasit anlamda birim I=diag(1, 1, ... ,1) ve enbasit garpma
AB-BA ile geligtirilmigtir, burada AB vektor alanlan veya matris ¢arpumdir. Prof.
Santilli daha genel birim I ve AxB-B*4 carpimim kullanmigtir.  A* B garpimi
birlesimli ve genel olarak A* B =ATB seklinde tammlanmigtir, burada T belirlenmig,
non-singiilar ve T = I dir. Bu sekil‘de taimlnan T ye izotopik eleman denir.

En genel anlamda izobirim f, lokal koordinatlara ve onlann bagxmslz bir ¢
degiskenine gére keyfi dereceden tiirevlerine bagli, non-lineer, non-lokal olarak

s A dx

i=1(r,x,2.%..) F=—r,

seklinde segilebilir.



L.BOLUM -

BAZI CEBIRSEL YAPILARIN IZOTOPILERI
Bu boliimde bazi cebirsel yapilarin izotopileri tizerinde duracagz. Ise en basit

ve en temel cebirsel yap1 olan grup kavramindan baglayalim.

L1 fzogruplar
(G,0), birim elemani € olan bir grup ve € nin izotopik liftingi de I(I,Gye
ait olmak zorunda degildir) olsun.

G=Gf={o?=ai,a EG} .

olmak iizere G ciimlesinde bir ig-islemi V&, § € G igin
G+ =T, T=I7,
seklinde tanimlayalim, dyleki (G, *) -ikilisi birim eleman: 1 olan bir grup olustursun.

L1.1 Tamm (Jzogrup): Yukandaki ‘sekilde elde edilen (G,*) grubuna (G,0),
grubunun izotopik liftingi anlaminda izogrup denir.

Burada izotopik eleman T keyfi oldufundan G iéin sonsuz sayida izotopi
bulmak miimkiindiir. Dolayistyla belirlenmis bir T igin elde edilen izogruba T-izogrup
diyeceyiz.

12.1 Ormek: IR*=IR\{0} ciimlesini g6z oniine alahm. Bu cimle, iizerinde
tamimlanan adi ¢arpma iglemine gore bir gruptur. Izobirim olarak imajiner birim 7 yi
secelim ( agik olarak i ¢ IR") ve

| Iﬁz{é/é=ai=ai, aeIR‘} '

cﬁmlesini olusturalim, bu ciimle iizerinde izdg:arplm islemi, a, ﬁ e IR olmak iizere;
é*f=(a)1(p1)=(ai)-)Bi)=aBi=ap =B

ile tammlasin. Kolayca gosterilebilir ki bu ciimle, iizerinde tarumlnan yeni ¢arpma

islemi ile birlikte bir gruptur. Bu grubun birim elemam i=i dir ve (Ifé,*) seklinde

gosterilir,



L2  lizohalkalar

(R,v,0), o islemine gore birim elemant 8 olan bir halka ve 6 mn izotopik

liftingi I olsun.
R:Rf:{a?/dzaf, aeR}

olmak iizere R cumlesinde bir ¥ ig-islemi, R deki v iglemi yardimyla
é%ﬁ:(avﬂ)i ; 0?,,3 e R,
olarak tammlamir. Kolayca gésterilebilir ki (R, ©)-ikilisi bir abel grubudur. Bundan
sonra v yerine R deki v notasyonunu kullanacagiz.
Aynica R ciimlesinde ikinci bir ig-iglemi:
wRxR > R
(¢,8) » éxf=aTh, T=0"

olarak tamimlayalim, 6yle ki (R, v, *) -tigliisii (+) islemine gore birim elemam I olan

bir halka olugtursun.

L2.1 Tamm (fzohalka): Yukandaki sekilde elde edilen (ﬁ, v,*) halkasina (R, V,0)
halkasinin izotopik liftingi anlaminda izohalka denir.

L2.2 Ornek:IR, reel saytlar ciimlesinin adi toplama (+) ve adi garpma ()
islemleri ile olusturdu@u reel sayilar halkas: (IR,+,:) olsun. Izobirim olarak

i:[; _’i}, a,p € IR alaim. Bu durumda

IR={£/£=xi, xe IR}
ciimlesi matris toplamu iglemi ile bir abel grubu olusturur. - IR iizerinde bir ikinci ig-
islemi (izogarpim) £,§ € IR olmak iizere;

Hy=2Tp, T=1"
olarak tamimlayalim. Kolayca gosterilebilir ki (») islemi V£, 7,7 e IR igin

a.  (#xp)es=gx(px3),



b (+ppi=ieiepes, (p+z)=@p+iez,
c.  Bp=aE, 2.1)
d  wi=kg=3z,

aksiyomlarini saglar. Dolayisiyla (Iﬁ,+,*) -ligliisii birimi I olan bir degisimli halkadir,

yani {IR,+,) halkasimn sonsuz izotopilerinden birisidir.
L3  fzocisimler

'L3.1 Tamm (Tzocisim): (F ,+,-) sirastyla, toplama ve garpmaya gore birim eleman-
lann 0 ve 1 olan bir cisim olsun. Halkaya benzer olarak F cisminin ¢arpma iglemine
gore bir izotopisi F, yeni bir ¢arpma iglemi G ﬁ ve bir yeni ¢arpim birimi I

yardimiyla tammlanir. Oyleki (ﬁ S+ % ,) -tigliisti bir cisimdir.

L3.2 Ornek: (IR,+,-) reel cisimve 1=>1= 1®i olsun. Bu durumda

IR=IR1=IR1®IRi

olup, IR ciimlesi iizerinde tanimlanan toplama;

a =a(1®i)

ff=ﬂ(1®i)} +(d,B) » d+f =(a+p)18)

islemiyle bir abel grubudur.
Aynica IR cimlesinde bir izogarpim

+(¢,f) » d*f=a p1®)

ile tanmmlanirsa (IR,+,%) bir cisim olur.
Ve e C, kompleks sayisi igin
c=a+pPi=a B((18))=d*f IR
ve tersine 7 € IR igin
F=d*f=ap(1®)=a+Bi=ceC
oldugundan IR = C elde edilir. Yani C kompleks saylar cismi (IR,+,-) cisminin



bir izotopisidir.

Buradan agagidaki sonucu ifade edebiliriz.

1.3.3 Sonug: IR reel sayllar cisminin izotopileri IR larn bir cimlesi, karakteristigi

sifir olan biitin cisimleri ihtiva eder. Diger bir ifadeyle karakteristigi sifir olan biitiin
cisimlere IR reel sayilar cisminin bir izotopisi olarak bakilabilir.

Buna gore IR temel izocisimler sembolik olarak;

IR, ={£/x“=xf, x € IR, T=f'1}

ile gosterilir ve elemanlanna izosayilar denir. Tanim 1.3.1 den kolayca goriile-bilecegi

-gibi iki izosayinn toplamu geleneksel toplam, yani

| £ 4% =(x, +x,)1

ile tanimlanirken, iki izosayimn iZog:érpnin
2%, =£TE, , T=I"

olarak tanumlanir. Buradan
kg=xi=% VEecIR,

oldugu gortiliir ki bu da I nn birim elman olmast i¢in istenen bir sonugtur.

IR cisminden IR izocismine gecisde asagidaki noktalara dikkat etmeliyiz:
1. IR bir cisim oldugundan isotopic liftinge aksiyom koruyan bir dontigiim, yani
bir homomorfizma gibi bakilabilir. Buna gore,
(R+,) —2> (R+%)

1 — o) =1, i=1"

=d +f =6(a) +6(p)
ap —> 6lap)=(ap)i=aitpi
=d*f =0(a)*6(p)

= @ bir homomorfizma dir.



2. Burada orijinal cisim /R nin yalmzca ikinci iglemi (¢arpma) ele alinmug ve ¢arpimsal
birim 1 in bir isotopic lifting'i yapilmugtir, yani

.= =T, 1= 1=T".

IR deki toplama igleminin de
+ = $=+K+, 0 > 0=—KI, KY e IR

seklinde bir isotopic lifting'i alinabilir. Fakat bu durumda (+) iglemi ( +) islemi {izerine
dagilma Ozelligini saglamadifindan dolay: uygulamada pek ragbet gérmemistir. Onun

i¢in yalmizca garpmaya gore izotopiler lizerinde durulmaktadir.

3. IR = IR izotopic lifting'i altinda g¢arpma islemiyle ilgili biitiin kavramlar yeniden

-

tammlanmalidir. Ornegin; bir izosayinin izoinversi £ =x"'1 ile tammlanr.
81 yi

4. Bir Q niceliginin bir ¥ izosayis1 ile izogarpimt
#*0=(xT")TQ=xQ (3.1)

dir, yani Q nun x reel sayist ile genel ¢arpimm verir.

L4 izovektor Uzaylar *
V.+) , a,B,y, - elemanlarinin degisimli bir /F cismi lizerinde x,),z,...

elemanlarimin bir abel grubu olsun. V' ciimlesinde
“IFxV —»V
(@,x) > a-x=ax

ile tammlanan () islemi, Var,f € IF ve Vx,y €V igin
a. a(,Bx):(aﬂ)x,

b. a(x+y)=ax+ay, “4.1)
c. (a+ﬂ)x=ax+ﬂx
d. 1 x=x , burada 1, /F' cisminin garpmaya gére birim elemamdir,

ozelliklerini saglasin.



L4.1 Tanmn (Vektor Uzayy): (V,+) abel grubunun yukanda tammlanan () islemi
ile olusturdugu cebirsel yapiya /F' cismi iizerinde tamimlanan bir vektdr uzay: denir ve
(V,+, IF, ) veya kisaca V' ile gosterilir. _

Yuandaki tammdan gorildigi gibi ¥ vektdr uzayin ikinci islem (-) ya gore
birim elemant ¥ nin iizerinde tammlandif1 /F cisminin birim elemamdir. Ohalde IF
cisminin bir izotopisi verilmeden V uzayiun bir izouzayindan bahsedemeyiz. Buna

gore bir izovektor uzaym asagidaki sekilde tammlayabiliriz.

L4.2 Tanm (Izovektor Uzayy: V bir IF cismi iizerinde tammlanan bir vektér uzayt
ve IF da IF. cisminin bir izotopisi olsun. ¥ nin IF izocismi iizerinde tanimladig:

vektor uzaymna izovektor uzayr denir ve V' ile gosterilir.

Buna gore bir IF cismi iizerinde tanimlanan bir ¥ vektor uzayin bir izouzayt,

IF cisminin bir izotopisi IF olmak lizere;
SIFEXV >V
(@,x) > d x=dx

iglemi (3.1) yardimiyla

ax=a*x=ax
ile tammlanir, dyle ki bu islem V&, 8 € IF ve Vx,y eV igin

a. é(ﬁx)z((i*ﬁ)x,

b. élx+y)=dx+dy, , 4.2)
c. (d+ﬁ)x=dx+,éx,
d. Ix= x, burada f, IF i izobirim elemanudir,

ozelliklerini saglar. Buna gore bir izovektor uzayr da IF izocismi iizerinde bir vektor
uzay1 olup (V .+, IF s ’-‘) veya kisaca v ile gosterilir. Burada V cimle olarak V ile
aym ciimle olup iizerindeki "' isaretini yalmzca bu uzaymn IF izocismi iizerinde

tanimlandigint belirtmek amaciyla kullaniyoruz.



) [x y]
L4.3 Ornek: V:{v/ v:l_z );J, x,¥,z,t € IR{ olsun. Bilindigi gibi V' climlesi

matris toplamu ve bir matrisin bir skalarla ¢arpimi islemleri ile IR reel sayilar cismi

. |0

tizerinde 4-boyutlu bir vektér uzayidir. /R nin, izobirimi I:I_1 _x_l olan bir
izotopisi
N [
IR = a/a:aI:aL J, a,xc IR
1 —x

olsun. V ciimlesinde,

SRV >V

(@,v) >d v=g*v
ile tammlanan dig-iglemin asagidaki aksiyomlant sagladidt kolayca ‘gésterilebilir.
vd,f IR ve v,v, eV igin
a. @x(fxv)=(d= B)ev,
b. 0?*(1{1 +v2) =a*v, +d*v,,
C. ( X +ﬁ)*v:o?*v+,é*v,
d v=wi=v
Ohalde ¥ = (V,+, IR,?) R IR izocismi tizerinde bir vektor uzayidir.

Buradan asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

L4.4 Sonug: Bir IF cisminden onun izotopisi olan IF ya gegmek o cisim lzerinde
tanimlanan uzayin elemanlanm degistirmez. Dolayisiyla ¥V vektér uzayimun bir bazi

aynt zamanda ¥ izouzayinin da bir bamduk‘-\ [2].
L5  izolineer Déniigiimler

L5.1 Tamm( Lineer Déniisiim): V ve V' aym bir IF cismi {izerinde tamimlanan iki

vektor uzay: ( aym boyuttan olmak zorunlulugu yoktur) olsunlar. Bir\"\ SV >



doniigiimii icin asafidaki aksiyomlar saglamyor ise, f doniigiimiine 7 den V7 ye bir
lineer doniisiim denir. VYa,p €IF ve Vx,yel igin;

flx+y) =00+ £(3)
f(a x) =a f(x)

}c»f(a x+By)=a f()+8 f(y) (5.1)

dir.
V=V" olmasi durumunda f déniisimiine } tizerinde bir operatér denir.

Buna paralel olarak bir izolineer doniisiim de asagidaki sekilde tanumlamr.

L5.2 Tamm (Izolineer Doniisim): V ve v aynt bir JF izocismi iizerinde
tanimlanan aym boyuttan iki izovektér uzayr olsun. Bir izolipeer dontsiim
bir f vV >V déniisiimiidiir, oyle ki Ve, ﬂA ‘e IF ve Vx, ye 1% icin

IO st -l o
dir.

Eger dikkat edilirse bir lineer doniisim aym cisim iizerinde tamimlanan
herhangi iki lineer uzay arasinda tamumlanirken bir izolineer dontgiimii tanimlamak igin
bu iki uzaymn aym boyuttan olma sartt getifilmiyir. Bu da izotopik eleman T nin
invertible olmasindan kaynaklanmakfadlr.

Fiziksel uygulamalarda genellikle V=" kabul edilir, bu durumda f doniigiimii
bir endomorfizmdir ve genellikle x € V,x’ € ¥’ olmak uizere;

x'= f(x) = Ax (5.3)

seklinde sag-modular, biriesimli bir iglemle ifade edilir, burada 4 lokal koordinatlardan

¥ = A(x)x 5.9

formunda verilen, yani agik olarak lokal koordinatlara bagli olan bir déniigiime de
nonlineer domiigiim denir. Eger A nin x ¢ bagimlilig: integral-tipinde bir bagimlilik ise,
yani A, x in verilen bir bolge iizerinde integrallenebilir fonksiyonu ise, A4 nin temsil
ettigi f doniisiimiine nonlokal doniigiim denir.

Simdi ¥ =V’ kabul edelim. Bu taktirde ¥ uzerinde bir izolineer dsiim f

sag-modular izotopik hareket olarak;



= A*x= AT(t,x,x,%,..)x  (T-sabit) ‘ (5.5)
ile karakterize edilebilir, burada A* x ¢arpimi da birlesimlidir. Burada izotopik eleman
T lokal koordinatlara bagl oldugundan A'min temsil ettit doniisim orijinal uzay V
tizerinde genellikle nonlineer bir donigiimdiir.

Boylece asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

I.5.3 Sonug: Bir f lineer doniigiimi bir A matrisi ile ifade edilirken bir f

izolineer doniigiimit de AT ¢arpim matrisi ile ifade edilir, burada T = I dir.

L5.4 Tamm: (5.5) estligi ile tammlanan doniisiimde 4 matrisi lineer/lokal ise, 4 mn

temsil ettigi f doniigiimiine izolineer/izolokaldir denir.

L5.5 Sonug: Yeterli topolojik sartlar altinda bir lineer ¥ uzay iizerindeki nonlineer
doniigtimler, bir izolineer 1% uzayr izerinde bir izolineer forma esdeger yapilabilir.
Diger bir ifadeyle bir ¥ vektor uzay iizerinde lineerlik/lokallik sartlrim saglamayan bir
£ doniisiimii verildiginde ¥ nin daima bir ¥ izouzay bulunabilir 6yle ki £, ¥ iierinde
izolineer/izolokal dir..

Bir ¥ vektor uzay: tizerinde bir nonlineer donfigim daima, (5.4) den,

¥ = A(x)x = BT(x)x = B*x , (5.6)
formunda ifade edilebilir, yani 4=BT 6yleki B lineer dolayisiyla f izolineerdir.

15.6 Ornek: Omek 4.3 de tantmlanan V vektor uzay iizerinde bir £ doniigiimi

x+2 1]

FV >V, v >fv)=a, A:[l o

ile tammlansin. A¢ik olarak 4 matrisi lokal koordinatlara bagh oldugundan temsil
ettigi . Jf doniigiimii ¥ uzay: iizerinde bir nonlineer doniigiimdiir. Fakat £ dontigimiina
V izouzay1 iizerinde ele alirsak .

[x+2 1] [1 2][x 1]

4= 1 ofTo 1Jl1 ofFFT

oldugundan f(v) = BTv = B*v yazlabilir. Burada B lineer oldugundan fizolineerdir.
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L6.  izomodiiller

Bilindigi gibi vektor uzay kavramim cisim yerine daha genel bir cebirsel yapi
olan halka iizerinde dugiinmek istedigimiz zaman benzer Ozelliklere sahip olan ve
modiil denen yeni bir kavram tamimlanz.

Vektor uzayr tamminda, /F cismi yerine birimli ve degigimli bir R halkasi alimr
ve tanim kelime kelime tekrar ederek modiil kavramu tarif edilir. Biz dogrudan

izomodiil kavramina gegelim.

1.6.1 Tamm: ( lzomodiil): M bir R-modiil ve R da R nin izohalkas: olsun. Bir
R-modiil olan M (ki o M ile ayni ciimleyi ifade eder) R-modiil igin gerekli olan (4.2
a-d) aksiyomlanini saglayan yeni bir dig-iglem ile tammlanir,

L7 zouzaylar

Metrik uzay, Banach uzay ve i¢-¢arpim uzay: gibi diger snemli matematiksel

yapilann izotopilerini olugturmak igin éncelikle izobilineer formlan tammlayacagiz.

L7.1 Tamm (Bilineer fon;l).' V bir IF cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger
fVxV > IF

doniigimis Vx,y,zeV ve Va,p € IF igin;
a. f(x+y,z) =f(x,z) +f(y,z),
b fley+2) = fley) + 7(x.2), | (7.1)
c. f(ax,y) =af(x,y),
d 7(x.85) = B f(x.5),

ozelliklerini saghyor ise, yani f doniisiimii birinci degiskene gore lineer ve ikinci
degiskene gore konjuge lineer ise, f déniisiimiine sesquilineer form ( veya sesqui-

lineer fonksiyonel) denir. Eger IF=IR ise (7.1-d) igin

& flx.8)=8 f(x.y)
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elde edilir ve f doniisiimiine bilineer form denir. Eger f bilineer formu Vi, y eV igin
e. flx.y)=rly.x)

ozelligini saglxyor ise f ye simetriktir denir. Bir simetrik bilineer form f herx=0eV
i¢in

f. flx.x))0
ozelligini de sagliyor ise f ye pozitif-tammhdir denir. Bir simetrik, pozitif tammh
bilineer forma V' tizerinde bir ig-¢arpim denir ve genellikle <,> ile gosterilir.
Uzerinde bir ig-¢arpim tanumh bir } uzayina da bir i¢g-garpim uzay: denir.

Buna gore bir izoig-garpim uzayida agagidaki sekﬂde tammlanir.

L7.2 Tanm (izoig-garpim uzayy): V bir IF cismi tizerinde bir vektdr uzay1 ve IF
da IF nin bir izotopisi olsun. Bir izoig-¢carpim fonksiyonu
(PP - IF |
(x,9) = (o) = 6, I = (Tx, )

ile tammlanan ve Vx,y,zeV ve Vd,p e IF igin,
a. (x;x)20 ve ((3x)=0x=0,
b. (esy)y= (%), < (7.2)
¢ (Gx+f ysz)=a*(xszy+ r(y32),

aksiyomlarim saglayan bir doniisimdiir. Uzerinde bir izoig-garpim tammb izovektor

uzaymna da bir izoig-garpim uzay: denir.
Simdi genel anlamda metrik uzay kavramim tekrar ele alalim.

L7.3 Tamm (Metrik uzay): M bos olmayan bir ciimle ve d de
dMxM — IR"
asagidaki aksiyomlan saglayan bir fonksiyon ise d fonksiyonuna M iizerinde bir
metrik ve (M,d)-ikilisine de bir metrik uzay denir. Bu aksiyomlar Vx,y,z € M igin;
a. d(x,y) 20 ve d(x,y) =0x=y,
b. d(x,y) =d(y,x), (7.3)
c. d(x,z) < d(x,y) +d(y,z)‘
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Eger a. aksiyomu

a\ d(x?y) >0 ve d(x,x)=0
aksiyomu ile yerdegistirirse d fonksiyonuna yarr-metrik (pseudo-metrik), M metrik
uzayma da yari-metrik uzay denir.

Biz bu galigmada metrik uzay kavramuyla bir /F cismi {izerinde tanimh bir n-

boyutlu vektor uzayr M ve bir
gMxM — IF

(x.) —>glxy)
nonsingular, sesquilineer ve Hermitiyen doniigiimii kastedecegiz.
{v,.} =12, ... n, M nin bir baz1 olmak iizere g déniigiimii bir bilineer form kabul
edilir, genellikle n’-sabit |

g=gvv)  g=le) w2

ile tammlamr ve metrik tensor denir. Buna gore x=x'v,, y=y'v, ij=12 .. n
olmak iizere

: g(x,y) = g(x"vi,y"vj) = x"y"g(‘v,.,vj) =x'g,y’,  ij=12...n,
dir.

Uygulamada engok ‘kullamlan métrik uzay omegi E”(x,6 ,IR) sembolii ile
gosterilen n-boyutlu Oklid uzayidir. E” 6klid uzay, x = (x‘) lokal koordinatlan ile
bir vektdr uzayr olup & metrik tensdrii, yani & = (6,]) =diag(1,l,...l) krong:ker

deltarun matrisi olmak {izere;

s(xy)=x's,y7,  8lcx) =P,

ile tammlanur.

Yan metrik uzay olarak da M(%,7,IR) semboli ile gosterilen (3+1)-boyutlu
Minkowski uzay: verilmektedir. Burada

%=(x*)=(x,x*), x=(¢') € E*(x,5,IR), x* =c¢,t, ¢, € IR boslukdaki 151k
hizint ifade eder ve 7 metrigi

n = diag(1,1,1,~1)
ile tammlidir.
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Ayrica fizikte R(x, g, IR) sembolii ile gosterilen Rieamann uzayimn da énemli
uygulama alanlar vardir.

Bir genel M(x, g,IR) metrik uzayinin zf[(x,g,lﬁ) izotopileri ilk defa 1983
de Santilli tarafindan olusturulmugtur. Bunlann da yine fiziksel uygulamalarda giderek
Onemi artmaktadir. |

Bir M (x, g, IR) metrik uzayinda g doniisimiiniin nonsingular olmast daima
bir g inversinin varl@mi garanti eder. Santilli izobirim olarak I= g alarak
izometrik uzaylari tammlamigtir. Buna gore bir izometrik uzay M (x, g, IR) s IR=IR f,

gMxM - IR, (x,y) —)g?(x,y):(xigg.yj)i, 8, =T g,
ile tamimlanur ve ¢ ya izometrik tensor denir.
Boylece verilen bir M (x, g, IR) metrik veya yan-metrik uzaymn isotopic

lifting'ini agagidaki gibi ifade edebiliriz. -

L7.4 Onerme: Verilen bir n-boyutlu metrik veya yar-metrik uzay M (x, g, IR) nin
izotopic lifting'i M (x, g, If?) izotopileri asagidaki sekilde karakterize edilir.

a. Orijinal cisim /R , sonsuz §ay1da izotopilerinden birisi olan IRT ye lift edilir, burada
T izobirim I nin inversini gosterir, yani

~

I=T"=g™, IR, =IRi.

b. Orijinal metrik g, izotopik eleman T ye kargilik gelen izotopisi g, =Tg izometrik

tesoriine lift edilir.

Buna gore. M(x, g,IR) izouzaylar orijinal uzay M(x,g,IR). ile aym lokal
koordinatlara ve aym boyutta sahip bir metrik uzaydir.

Buradan asagidaki sonuglan ifade edebiliriz:
1. IR reel sayllar cismi izerinde tammlanan (3+1)-boyutlu Minkowski uzayt

M(f,n,IR) ye
n=Ts, 6§=I, wve I=T'=q"=g
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konumu ile 4-boyutlu Oklid uzay E*(x,8,IR) iin bir isotopic liftingi olarak
bakabiliriz.

2. IR reel sayilar cismi iizerinde tanimlanan 4-boyutlu Rieamann uzay: R(x, g, IR)
g =Ty, I=ng”

konumu ile birlikte (3+1)-boyutlu Minkowski uzayimn bir isotopic lifting'i olarak
bakilabilir.
Boylece izotopilerin bir zicirini elde ederiz, yani

E*(x,6,IR) = M(%,7,IR) = R(x, g, IR).

Buradan agagidaki sonucu ifade edebiliriz.

L7.4 Sonug: Her bir n-boyutlu metrik uzay M (x, g,IR)

i=g", IR=IR
konumu ile aym boyuttan bir Oklid uzay E"(x,8,IR) nin bir izotopisi olarak
almabilir.

L8  izocebirler

1.8.1 Tamm (Cebir): Bir A ciimlesi bir IF cismi {izerinde bir vektor uzay ise ve

ayrica
ooAxA - A4

(x,9)>xoy
islemide Vx,y,ze A ve Va e IF igin
a. xo(y+z) =Xoy+Xoz,
b. xo(yoz):(xoy)oz, 8.1)
c. (ax)ey=xo(ay)=a(roy),
aksiyomlarin sagliyor ise bu A4 ciimlesine IF cismi Gizerinde bir cebirdir denir ve kisaca

(A,1F, o) ile gosterilir.
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Eger (8.1) islemine gére A nin bir birim elemam mevcut ise A cebirine birimli
cebirdir denir. IF cismi yerine 6zel olarak IR reel sayilar cismi alinmus ise 4 ya reel
cebir, C kompleks sayilar cismi alinmug ise A ya kompleks cebir denir [6].

Bir cebirin isotopic vliﬁing'i anlaminda izocebir tammu da asafidaki sekilde

verilir,

I.8.2  Tamm (izocebir): Bir IF cismi iizerinde x.),z,... elemanlarinin x o y ¢arpmu
ile bir (4,/F o) cebirinin bir A izotopisi (izocebiri) , IF izocismi iizerinde A4 ile aym
vektdr uzay: olup izogarpim denen bir yeni ¢arpma islemi = ile tammlanir dyle ki «

islemi 4 nin (8.1) ile verilen aksiyomlart saglar.

1.8.2 Ornek: (C*(IR",IR)+,) cebirini goz oniine alahim. IR nin izobirimi I olan bir
izocismi IR olmak iizere;

co(r 1R) = {f 1 f-IR"——> IR}
ciimlesi IR izocismi iizerinde bir izovektdr uzayi olup

5(£.8) > (f28)(P) = (P &(P)

islemiyle bir izocebir olustuulr. .
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IL.Boliim

Bu boliimde manifoldlann izotopileri ve temel 6zellikleri tizerinde duracagiz.

IL.1 Reel Kartezyen Manifold
IR ={x=(x',x*,...,x") /x' € IR, i=12,..n}

n-boyutlu reel kartezyen uzayr gostersin. /R" iizerinde agagidaki matematiksel

yapilar tanimlidur.

II.1.1 Vektor Uzay: Yapisi

IR" ciimlesi iizerinde tanimlanan
i. toplama:
+IR" xIR” —> IR"

(x,y) —>x+y=(x‘ +yLx?t+y?, %" +y")‘

ii. skalarla ¢arpma:

IRxIR" > IR", :(4,%x) > A-x=(Ax',Ax?, .., Ax")

islemleri ile bir n-boyutlu véktér uzayl yapisina sahiptir. Bu uzaya n-boyutlu reel
kartezyen vektor uzay: denir ve V"(IR) = (IR",+, ) veya kisaca /R" ile gosterilir.
Bu uzayin afin uzay, topolojik uzay ve hatta bir manifold yapisina sahip oldugu
bilinmektedir [2].

Simdi biz esas konumuza donelim, yani JR" tizerinde bahsedilen bu cebirsel
yapilarin izotopilerini inceleyelim. IR reel sayilar cisminin izobirimi I olan bir izotopisi
IR, yani |

R={¢/d=dl, acIR)}

olsun. /R” nin IR izocismi iizerinde tammladig vektor uzayi, yani /R”ciimlesinde

“MIRxIR" > IR", ~(d,x) ->d*x

" ile tammlanan (IR”,+,‘-‘) vektor uzayina reel izokartezyen uzay denir ve IR" ile

gosterilir, burada & “x=a*x=a x dir.
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IR" ciimle olarak IR" ile 6zdes oldugundan IR” iizerinde taumlanan adi T

topolojisi ile birlikte bir topolojik uzaydir. Ayrica IR”,
FIR" IR, f:P—> f(P)=P ,YPelR",

ozdeslik dontistimi ile bir #n-boyutlu reel kartezyen izomanifolddur [2].
IL2  izomanifoldlar

II.2.1 Tamm (Topolojik izomanifold): M bir Hausdorff uzay olsun. M nin her P
noktast igin, IR" nin bir}agxk ciimlesine homeomorf olacak sekilde bir U agik

komsulugu bulunabiliyorsa M ye n-boyutlu topolojik izomanifold denir [2].

I1.2.2 izokoordinat Komsulugu (Isochart) 4
n-boyutlu bir topolojik izomanifold M ve U da M nin bir agik altciimlesi olsun.

@:U = o(U) =V < IR" bir homeomorfizm olmak tizere (U, p) -ikilisine M iizerinde
bir izokoordinat komsulugu veya izoharita denir [2].
Eger U da bir nokta P ise @(P) de IR" da bir noktadir. Bu durumda ¢(P)

nin i-yinci izokoordinat1 x’(P) olmak tizere;

o(P) = (x‘(P),J;Z(P), .. x"(P))

olarak yazlabilir, burada x':U — IR dur. .
@ bir homeomorfizm oldugundan U nun P ve Q gibi iki noktast igin
X(P)=x'(Q), i=12,..n,=>P=0Q
dir.
Bu sekilde tanimlanan (x1 X ,x”) n-lisine (U/,p) izokoordinat komsulugu "
uizerinde tanumli bir Jokal izokoordinat sistemi denir [2].

M tuizerindeki biitiin izokoordinat komguluklarinin ciimlesi Q= {(Ua Do )ae A} olmak

iizere € igin asagidaki ozellikler saglansin:

Pl. UU,=M.

acd



P2. Hera,B e Aigin U,NU,; #D olmak iizere U, NU,; =U nun her
bir noktasinda

n

1 2 1 2
(xa,xa, ,x:) ve (xﬂ,xﬂ, ,xﬂ)

gibi iki izokoordinat sistemi tammlidir. Bu iki koordinat sistemi arasinda

¥o=xi(x}) ve xj=xi(x), ijL2. .n @.1)

'seklinde fonksiyonel bir bagint1 mevcuttur.

(Sekil 2.1)

o, U)co, (U,,) cIR" ve 9,U)co, (Uﬂ ) cIR"  altcimleleri bir agk
ciimlenin  bir homeomorfizm altinda goriintiileri olduklanindan agik ciimlelerdir.
Ayrica

Pp ° Pa = Cpa P (U) > 9, (V)
ve 2.2)
o © 05 = 0.0, (U) > @, (U)
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fonksiyonlan ikiser homeomorfizmin birlesimi olduklarindan birer homeomorfizm

dirler.

P3. O= {(Ua , P, )aeA} kolleksiyonu yukanidaki sartlan salayan

izokoordinat komsuluklarimn maksimum sayisimi ihtiva eder, yani (7, ¢) ikilisi M igin

bir izokoordinat komsulugu ve her @ € 4 igin o' ve ¢, og™ fonksiyonlan

da birer homeomorfizm ise, bu taktirde (V,¢) € Q= {(U 2 Pa )ae A} dir.

Boylece agagidaki tammu verebiliriz.

I1.2.3 izokoordinat Komsulugu Sistemi ( Izoatlas)

Yukanda verilen P1, P2 ve P3 §zelliklerini saglayan izokoordinat komsuluk-

lannn bir Q= {(U ,(5,,)”6 A} kolleksiyonuna Af iizerinde bir Isokoordinat

a

Komgulugu Sistemi veya Izoatlas denir [2].
Eger Va,f € 4 igin ¢, ve @4, fonksiyonlan C-siifindan diferensiyel-

lenebilir ise Q= {(U ,@)de A} izoatlasina M iizerinde Ck-smﬁndan izodiferensiyel-

a

lenebilir yap: adi1 verilir.

IL.24 T amm:(Diferensiyellen'ebiIir izomanifold): Eger n-boyutlu bir M topolojik
izomanifoldu C-suufindan bir &= {(U, 3, ).} izoatlasa sahip ise, {M, 0} -ikilisine

bir C'=smnifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold denir.

Bundan sonraki kisimlarda izomanifold denildigi zaman C*-smfindan

diferensiyellenebilir izomanifoldlan kastedecegiz ve M sembolii ile gosterecegiz.

9, (U) ve @,(U) agik ciimleleri iizerinde, sirasiyla,
(xl,xz, ,x,,) ve (yl,yz, ,y,,)

izokoordinat sistemlerini g6z 6niine alalim. Bu taktirde @ 5 ° @, fonksiyonlarn
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J()ﬁ =y1(xl’x2’ ’xn) ‘

¢ﬂa - Y2 :yZ(xl’.xZ’ ’xn) (23)

[yn :yn(xl"xZ’ ’xn)
seklinde ifade edip

Dy, y) |22
Jaﬂ_D(xl,xz, ’xn)—o"x‘ o : o

Jacobi determinantim elde edriz.
Eger V(xl,xz, ,x,,) € ¢, (U)veVa,B € 4 igin jaﬂ 0 ise, M izomanifolduna
yonlendirilebilirdir denir.

M bir diferensiyellenebilir izomanifold olsun. A7 tizerinde tanumh ve deger
cimlesi IR izocismi olan bir f :M — IR dosimiine M iizerinde bir izofonksiyon
denir. P € M noktasimn

o:U - o(U) =V cIR"
homeomorfizmi ile ZR" nin bir agik altciimlesine homeomorf olan her U
izokomgulugu igin f o @' izofonksiyonu V iizerinde k-defa diferensiyellenebilir ise, f'
fonksiyonuna P noktasinda C*-sinifindan diferensiyellenebilirdir denir.

Eger f fonksiyonu M nin her noktasinda C¥-sinifindan diferensiyellenebilir ise f ya

M iizerinde C*-smifindan diferensiyellenebilirdir denir.

Notasyon: Bir M diferensiyellenebilir izomanifoldu iizerinde biitin C*-simfindan
diferensiyellenebilir izofonksiyonlarin ciimlesi D"(A;I),C" ile gosterilir. Eger C*-
siufindan  diferensiyellenebilir izofonksiyonlarnn ciimlesi goz Onine alinrsa

D"( M ),C * gOsterimi yerine yalnzca D"( M) gosterimini kullanacagz.
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1.3 izofonksiyonlarm‘izocebifi
M bir diferensiyellenebilir izomanifold ve P € M verilmig olsun. P € M noktasinn

M daki komsuluklarinin ciimlesi J(P) olsun.

D (1) ={} 1 f.U —S> 1R, FeD*(U), U e3(P)}
cimlesinde

+:D"(M) xD"(A;[) - D"(M), +:(f,§) - f“+gr
islemi

FU > IR ve gV —» IR, UV e3P)
olmak iizere

FrgUav > R, 0 - (f+8)0)=7(0)+&0

-~

seklinde tammlansin. Bu taktirde, (D" (M)',+) -i}(ilisi bir Abel grubudur.
Aynica D’ (M ) ciimlesinde
?:IRxD"(A:[) —)D"(AA/I), 7:(é,f') > a 7f=df
dig-islemi de
¢ fUueldP) > IR, 0 - (d7)0)=d*F(0)
- olarak tanimlanirsa { D’ (M), Iﬁ, ?} -igliisii bir reel izovektor uzay: olur.
Simdi bu izovektor uzay iizerinde bir diger i¢-iglemi de goyle tammlayalim:

LA

s:0°(M)xD°(M) > D°(M), +(F.8) —»Fs8=F2
islemi

FU > IRve gV — IR, UV e3P
olmak tizere;
feuv > 1k 0 - (72)0)=7(0rs0

dir. Kolayca gosterilebilir ki {D" (A‘/\[),IR?»}-ﬁglﬁsﬁ bir izocebir olur. Bu izocebiri,

kisaligin hatint igin D° (A7) ile gosterecegiz [2].



22

IL4 izovektér Alanlan

M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold ve D°(81), M tzerindeki
biitiin izofonksiyonlann izocebiri olsun.

x:D°(M) > D°(M)
donisimia V&, € IR ve Vf,g e D"(M) igin,

a. X(a f+f2)=a x(F)+ 8 x(8),

b. X(78)=7 x(3)+&x(7), 4.1)

ozelliklerini saglarsa X doniisiimiine D"(M) iizerinde bir fiirev denir.

IL4.1 Tamm (izovektor alany): D"(A;[) tizerindeki her\ bir tiireve M iizerinde bir
izovektor alan denir. M izerindeki biitin izovektor alanlannin ciimlesi D' (1\;1 ) ile

gosterilir.

.42 Onerme: D'(M) cimlesi D°{A1) iizerinde bir Lie-cebiridir.
ispat: D'(M) ciimlesi iizerinde tammlanan toplma:

VX,Y € D'(M) ve' Vf € D°(M) igin

(x + ()= x(7) + 1)

islemi ile bir Abel grubu ve

gX:D"(A:I) x D‘(M) - D‘(M)
oyle ki Vf eD"(M) i¢in (g X)( ) X(f)
ile tammlanan dig-iglemi vasitasiylada D"(M ) tizerinde bir izomodiil olusturur. Ayrica

D'(M) ciimlesi iizerinde ikinci bir ig-islem

[5]:0(42) xD'(#) > D'(4)

(X,¥)  —>[X3V]=XTY-YTX = X+V-Y*X

seklinde tammlansin, burada T™' = I dir. Kolayca gosterilebilir ki [ ;] operatorii
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[X3¥] =3 X]
(X517 2]) +[¥s[Z: X1) +[Z5[ x5 7] =0

bagintilanm saglar. Boylece D'(87), D°(M) tizerinde bir Lie-Cebiri olugturur.
M mn bir izokoordinat komgulugu (U ,@) olsun. Bu durumda
o:U - o(U)cIR" doniigiimii ¢(P)=(x‘(P),x2(P), ,x”(P)) seklinde
tammhdir. M izerinde bir izofonksiyon f olmak iizere f nmn U agik ciimlesine
kisitlanmigim £ ile gosterelim, yani f= f IU:U — IR olsun. @ homeomorfizmi igin
¢ :@p(U) > U oldugundan £ ve @' in birlesiminden
f*=Fopp(U) > IR
izofonksiyonu elde edilir.
Eger M iizerindeki diferensiyellenebilir izofonksiyonlarm U < M ya
kisitlanmuglarini g6z 6niine alirsak D°(U) ciimlesini elde ederiz. Kolayca gosterile-
bilirki D°(U) da IR izocismi iizerinde bir izocebir olugturur.

D°(U) iizerinde;

. ~ - OfF* )
1,:D°(0) - D°(U), f—)Ij(f)=ﬁi —op, u =x!(P), j=12,..n
ile tanimlanan
174 174 174
= =— ..,I =
L ox'’ L Ax*’ T ax”

izovektor alanlan D'(U) igin bir baz olugturur. Yani X, U iizerinde herhangi bir

izovektor alam ise;

-~ 0 ~ 0 ~ 0
X:fl ﬁxl +f2 axZ +‘"+fnaxn

seklinde tek tiirlii yazilabilir, burada f,,f,, ..., f, € D°(U) dur.
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IL5  izotanjant Uzay

M bir diferensiyellenebilir izomanifold ve bir noktast P € M olsun. M nin P

noktasim ihtiva eden bir U agik climlesi iizerinde bir izovektor alant X olmak tizere;

X.:D'0) > B, F - X(F)={x(7)},

ile tammlanan X, izofonksiyonuna A nin P noktasinda bir izotanjant vektorii denir.
P e M noktasindaki biitiin izotanjant vektorlerin ciimlesi 7},(2\;[) ile gosterilir.
71, (M) ciimlesi, iizerinde agagidaki gekilde tg.mmlanan i¢c ve dig-islem sayesinde, bir
reel izovektor uzay: olur. |

+T(M)xT,(M) —» T,(¥1), +(X,.7,) > X, +V,

ig-islemi V£ e D°(U) igin,

(%, + 7, )(7) = . (7) + % (7)
olarak ve

“IRxT,(M) - T,(M), *(d,X,) > d*X,=d X,
dig-islemi de Vf e D°(U) i¢in,

(¢ x,)(7) = a» X,(7)

seklinde tammlanir.

IL5.1 Tamm (Izotanjant uzay): Yukandaki sekilde tanimlanan ]},( A) izovektor

uzayina, M mn P noktasindaki izotanjant uzay: denir.

IL5.2 Teorem: M bir diferensiyellenebilir izomanifold ve TP( A) de M nmn P
noktasindaki izotanjant uzayi olsun. Ozaman

VX, € T,,(M) ve Vf,g e D°(U) igin,

i X,:D°(U) > IR izolineerdir,

i X, (78)=X,(F)a(P)+ 7 (21 X,(3)
drr.
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elde edilir.

1L5.3 T,(3) izotanjant uzaymm bir baz:
Bir diferensiyellenebilir izomanifoldu M, M nm bir izokoordinat komsulugu

(U, p) ve U tizerindeki lokal izokoordinat sistemi (x‘,xz, ,x") olmak iizere;

a
8;:D°(U) » D°(U), &, =557

Jj=12, ... n,

izovektor alanlarimin D'(U) igin bir baz olusturdugunu sdylemigtik. P € U igin,

o W) - IR

izolineer doniisimleri, Vf e D(U) igin,

- Of ) ) ~
aflp(f):aij , w=xI(P) fr=fop”

o(P)

A

» |
i sistemi de T,,( ) izovektor uzay1

olarak tanimlamirsa i——l— g
Ox

0
Jox*| o

I

P

i¢in bir baz olusturur.
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Béylece asagidaki sonuglan ifade edebiliriz:

1. Eger M 2-boyutlu bir diferensiyellenebilir izomanifold ise, M ya izoyiizey
ve M nin P noktasindaki tanjant uzay T, (M) ye de P noktasindaki izotanjant

diizlemi denir.

2. Eger M 1-boyutlu bir diferensiyellenebilir izomanifold ise, A7 ya izoegri denir ve
7 ile gosterilir. 77 min P noktasindaki tanjant uzay T,(77) ye de P noktasindaki
izotanjant vektorii denir ve 77}, ile gosterilir ki bu 1-boyutlu bir izovektor uzay: olup
7L = IR dir.

n-boyutlu bir diferensiyellenebilir izomanifold M ve M nn en az iki

izokoordinat komsulugu ihtiva eden bir izoatlas1 da {(U,,,%)ae A} olsun.

P eU,nU, #O olmak lizere P noktasinmn (U ,%) ve (U P ,¢ﬁ) izokoordinat

komsuluklanna goére izokoordinatlan sirastyla, (x',xz, ,x") ve (y‘, i o, y")

ise, bu noktasindaki T, (M) izotanjant uzaymin

fa‘a ‘al}fﬂ o | o]
15}(?1 P’o"xz P’ Ox" P ,iayllpaayz P, - ﬁy" Pj
bazlan arasinda
o oy 6| oy o | 2yt &
1 = 1 1| t5.2 z) T+ 55 n
oy |P dx dx'|, Ox° Ix IP ox" Ix"|,

174 oy & 2y & oy* &
2| = yl il }’2 2| +oeee + yn n
&y |P dx Ox , 0% 5x| ox" 0x 5

14

g| By a| oy 2| dy" I
oyl " ox ox|, v o), +ax"'5_x7L

P

bagntilant mevcuttur, burada y’ = y’ (x‘,xz, ,x") j=12, .. .n dir.

Eger bu bagint1 matris formunda yazilirsa, doniigiim matrisi olarak,
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ay' 2y oy |
ox' ox* 7 ox"
2 2 2 “
oy- dy 2y D(yl’}.-’ yn) :
A=| px' Hx* ox* | = D(I S .
: : : XX x ) P
ayn 5y” ayn
 dx! ox* T ox" |,

elde edilir.

Bir diferensiyellenebilir izomanifold M nin bir P noktasindaki izotanjant uzay

T, (M) aynt zamanda bir n-boyutlu izovektér uzayi oldugundan bir dual uzaya
sahiptir. Bu dual uzay da bir n-boyutlu izovektér uzayidir ve izokotanjant uzay olarak

adlandinlir. Izokotanjant uzaylar yardimiyla M deki izodig 1-formlardan
bahsedebiliriz.

.6 Izodis 1-formlar
M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold olsun. M izerinde

D°(K1) izocebiri ve D°(M) iizerinde de D'(M) Lie-cebiri elde edilmisti. D'(A2)
nin izoduali D'(M)* = D,( A1) ile gosterilirse,

D|(57) = o 1./ (Kt) —===, (7))
yazilir ve D;(M) nin her bir elemanina M tizerinde bir diferensiyellenebilir izods I-

4

Jform denir.
DI(M) tizerinde
@:D,(M)xD,(M) —» D(M), &{0",0%) —(0'®0?)
toplama islemi VX e D'(M) igin,
(@' ®0*)(X) = 0'(X) +2*(X)
seklinde ve
o:D"(M)xDI(M) —)DI(A;[), o:(f,(o) >fen =fo

izoskalarla izogarpim iglemi de V.X e D’( ) icin,

(7@)(x0) = F ol x)
bigiminde tammlanirsa, D, (M ) climlesi D"(M) tizerinde bir izomodiil olusturur [2].
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ILBOLUM

IM.1 izotensér Alanlan

n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold A7 ve M iizerindeki izofonksiyon-
larin izocebiri de D"(M) olsun. M tizerindeki izovektor alanlarnin D"(M)

tuzerindeki izomodiilii DI(A;[) ve izodis 1-formlarn izomodiili de DI(A;[) olsun.

HI.1.1 Kovaryant izotensor alanlan

D\, =D'xD'x---xD' , D'=D'(A),
s~defa
olmak iizere, D' Qémm cumlesi iizerindeki biitiin s-izolineer izofonksiyonlanin
climlesini
f;(DlS; Do) ={f/ f:Dls s—isolineer Do}
ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve izoskalar ile ¢arpma islemlerini agagidaki gibi
tammlayalim:

Vf.g € £(D';D?), V¢ e D*(¥1) ve X, e D'(NI), 1<i<s, icin:
i toplama:
(f+e)x,.X,, .. X,) = f(X,X,,...X,)+rg(X,, X,, . ,X,)
ji.  izoskalarla carpma:
(67)%, %, .. . X) =8 £(X,, X,, .. X).
Bu iki isleme gore Z(D';D°) cimlesi D°(K7) tizerinde n™boyutlu bir izomodl
olusturur. Bu izomodiile D, in kendisiyle s-defa tensorel garpim: denir ve
i(p';p°) =D,

le gosterilir, ®° DI(M) uzaymun  herbir elemanmna. s.dereceden bir kovaryant

izotensor veya bir kovaryant s-izotensor denir.
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ITL.1.2 Kontravaryant izotensor alanlari

Kovaryant izotensorler igin verilen ifadelerde D' yerine D, (dual uzay)
alinirsa, (Dl)* = D' oldugundan, D, yerine de D' almak gerekir. Boylece
D" =D, xD, x---xD,

rzc‘i'eﬁz

olmak tzere; D,” ¢arpim ciimlesi tizerindeki biutiin r-izolineer fonksiyonlarin ciimlesi
de

- r~isolineer

L(D;’; p°)={y/ y:D; —===s )

ile gosterilir. Bu ciimlede de toplama ve izoskalar ile ¢arpma iglemleri asagidaki gibi

tanimlanir, |
Yy, p, € i(D,’;D"), Vo e D"( A) ve o' € DI(A;I), 1<i<r, igin
i toplama:

(yll + ylz)(a)',wz, ...,a)') = yll(wl,a)z, @)+ ylz(a)l,a)z, ...,w’)

il izoskalarla ¢arpma:

(¢ v)(0',0% ...,07) = p y(0', 0, ..,00").
Bu iki isleme gore I(D,";D°) cimlesi D°(M) tizerinde n™-boyutlu bir izomodiil
olusturur. Bu izomodiile D' in kendisiyle r-defa tensorel ¢arpimu denir ve

i(p;p°) =& D'

ile gosterilir. ®” D‘(M) uzayinin herbir elemamna da r.dereceden bir kontravaryant
izotensor veya bir kontravaryant r-izotensor denir.
Benzer sekilde
D', =D, x D
¢arpim ctimlesi yardimiyla
i(p;p°) =D, & D'
tensor uzayr tammlamr ve bu uzayin elemanlarimn herbirine de (r,s)-tipinden bir

karisik izotensor alant denir.
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1.2 izodiferensiyel

Genel olarak M iizerinde bir izolineer fonksiyon, (I.5.5) den

¥=A*x=ATx veya X =A4"T\x*
seklinde sag-modiilar, birlesimli bir doniigiimdiir, burada A4 lineer ve
T= i‘l(t, X, X, x,) dir. Buradan diferensiyel alinirsa,

dx' = A"ja'I",;x" + AijT’),dx"

= A‘jdl"’,;x" + A" xde’

elde edilir. izotopik eleman T lokal koordinatlara bagh oldugundan dT/, #0 dir. Bu
sebeple,

dx' # A’ xdx’ veya  dX # Axdx

dir. Buradan kolayca goriiliir ki 4 operatdriiniin lineer doniigtimler igin sahip oldugu
x'=Ax = dx’'= Adx

ozellik izolineer doniigiimler igin gegerli degildir. Ohalde yeni bir diferensiyel

operatori  tammlamaliyiz. Bu yeni operator d ile gosterilir ve izodiferensiyel

operatori adim alir.

IL2.1 Tanum (izodiferensiyel operatorii):
3:D°(¥1) —>D,(81)
;@
fonksiyonu VX € DI(A;[) igin  df(X)=X [ f ] seklinde tammlansin. Bu d
fonksiyonuna izodiferensiyel operatorii denir.
Izodiferensiyel operatériiniin. ozelliklerini agsagdaki sekilde swralayabiliriz:
i vizolineer, yani V&,f e IRve Vf,§e D"(M) icin,
G f+f3)=adf+pds dir
ii. d(fg)=rfdg+zdf dir.
jii. ¥=Avxigin dv = A*dx veya dx' = A‘j*éxf dir.
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Kendimizi M min bir (U ,¢) izokoordinat komguluguna simnirladigimz da, U
dan D°(U) izocebirini ve D°(U) iizerinde D'(U) izomodiiliinii elde ederiz. D'(U)
nun duali D (U) olmak tzere D,(U) nun her bir elemanmna U iizerinde bir
diferensiyellenebilir izodis I-form denir. Kolayca gosterilebilir ki D,(U) da D°(U)
iizerinde bir izomodildir. U iizerinde lokal izokoordinat sistemi (x‘,xz, ,x")

olmak Gzere;

Vi 72 V74
Ax'’ ax*’ T’ ox"

2.1)

izovektor alantarinin D'(U) izomodiilii igin bir baz oldugunu gérmiistiik. (2.1) in dual

-~ N

bazi {dx‘,dxz, ,c;’x"} olup, buda D,(U) igin bir bazdir [2].

II1.2.1 izotensbr alanlarinin bilesenlefi

n-boyutlu diferensiyellenebilir bir izomanifold Molsun. (U ,¢)‘ bir izokoor-
dinat komsulugu olmak iizere U iizerinde bitiin izofonksiyonlann izocebiri D°(U),
izovektor alanlaninin ve izodis 1-formlarin izomodilleri de D'(U) ve D,(U) olsun.

Bir X € ®°D, kovaryant s-izotesor alaninin bilesenlerini belirtmek igin D'(U) ve

D, (U) nun {e}= {%} ve {0'} = {d x'} bazlanm goz éniine alalim.

Bu halde

0" @0 @ R ©22)
de ®° D, inbir bazidir. Buna gore bir X € ®°D, igin

X:D', ey pye
oldugundan Vu,u,,...u, € D'(U) igin u, =xi’eij, 1<j<s, i;=12,.n, olmak
lizere;

X(ul,uz, ,us) = X(x“eil, xe, , .. ,x"e, )

= x“x"...x"X(eil,e,.z, e.,) (2.3)

olur. Burada X yerine 6zel olarak
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wfl ®a)fz ®,.,®0)1}
alimrsa,
(0" ®" ®---Qw”) (u,,u,, ... u,)
=xix"  x" (0" Qu” ®---®w")(e,. €, ... €, )
1 2
— iy i i shgh Js
=x"x?..x"8,'5;"...0,
=xlixh,  x*
veya ji,J,,...,J, yerine i,i,, ... i yazlirsa
Xx x' = (0" Qo™ ®...®(o")(ul,u2, )
elde edilir. Bu deger (2.3) de yerine yazilirsa
X(ul,uz, ,us) =X(e,.l 285 5 e e,.’)(a)" Rw™ ®...®co")(ull,u2, ,us)
veya

X =X(eil., o XD )(a)i‘ Ra” ®---®wi‘)

olur. Eger

X(e,.l €15 - ei.-) = Xispi 24
denirse,

X= Xiliz...i,wil R R.. Qu"

elde edilir, burada X, , :U ——"""» IR dur.

Bir X € ®*D, kovaryant s-izotensérii verildiginde, D°(U) dan alinan n*-tane
{X,.l,‘p,:} izofonksiyonlarina D'(U) nun {e,.} bazina gore X in kovaryant bilesenleri
denir.

Bir kontravaryant r-izotensoriin X /> kontravaryant bilesenleri ve (r,s)-
tipinden bir kanik izotensoriin X "%y, .+, bilesenleri de benzer sekilde tanimlanir.

Bir n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold M iizerinde verilen bir
izotensor alanmin izotiirevlerine gegmeden dnce AZ min bir P noktasim ihtiva eden
bir U  izokoordinat komsulugu iizerinde tammh  n"*tane X"™%,, .

izofonksiyonlarinin  bir (r,s)-tipinden kangik izotensdr alammn bilesenleri olup

olmadigim karekterize eden agafidaki tamm verelim.
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I.2.1 Tamm: Bir n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold A ve M nn bir P
noktasim ihtiva eden bir U izokoordinat komsulugu iizerinde tammli n""-tane

izofonksiyon X™=-*,, , (x?) olmak iizere P noktasimu ihtiva eden diger bir U

izokoordinat komgulugu igin UNU arakesit ciimlesi iizerinde;

_ 5xf1 5;1} o xh A xk
X b o (B) = s X () @)

bagmtist gegerli ise, X"**,, , (x?) izofonksiyonlanna A izomanifoldu iizerinde
(r,s)-tipinden bir X karigik izotensor alannn bilesenleri denir.

M nn bir U agik ciimlesi tizerinde tanimh bir izotensor alaninmn biitiin bilesenleri C*-
sintfindan ise, bu taktirde bu izotensor alamna C*-smufindandir denir. O halde simdi
bir izotensor alammn bilesenlerinin diferensiyellenebilirligi tizerinde durahm.

Ik olarak bir diferensiyellenebilir izoskalar alani ¢(x') yi goz 6niine alalim,
Burada ¢ izoskalar alanim bir (0,0)-tipinden izotensoér alani gibi géz oniine aliyoruz. ¢
nin izodiferensiyeli,

@
x

dp = 5 %y = X e (2.6)

a Al

ile tammlanir. ¢ nin diger bir izokoordinat komsuluguna gore ifadesi @ (5c' ") olmak
lizere;
(") =4(x') 2.7)

dir ve buifade X* ya gore izodiferensiyellenebilirdir. Buradan
dg = 5{ *xde* = 5", ka*éykz%*&':@ (2.8)
elde edilir. Bu da bize gosterir ki ¢ nin izodiferensiyeli c;'¢ de bir izoskalar alandir.
Bununla beraber bir ikinci ornek olarak C'-sifindan bir kontravaryant
izovektor alamm goz oniine aldigimizda aym sonucu elde edemeyiz. C’-siifindan bir
kontravaryant izovektor alanimn bilesenleri X*(x*), r=12, ... ,» olmak iizere; X" mn

izodiferensiyeli,
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- G D G
dx" = 5o =S T*dx’ (2.9)

dir. Aym izovektor alamnn diger bir izokoordinat komsuluguna gore ifadesi X’ (f k )
olmak iizere;

ox’
- ox

¥/
T(z) =S e ()

T" X' (x') (2.10)

bagntis1 gegerlidir ve bu ifade ¥* ya gore diferensiyellenebilirdir. Bunu yaparken
x/

ox"

esitliin sag tarafindaki katsayillarinin ve T izotopik elemanin da x'

izokoordinatlannin bir fonksiyonu olarak verildigine dikkat etmeliyiz. Béyiece zineir
kuralint ve fonksiyonlarin ¢arpiminin diferensiyeli kuralim kullanarak,

X’ B d*x’ . ox' . X' +0”J?’ ar’, g éx' o +0"3?f , X . ox'

ox* ~ ax'ox' ox* T T ox" ox' o% ox" " 'ox oxt

__ o *é’x’*Xh+0”ff'5l“"i*0”x’ ,.+o”ff*@("*o”x’
ox*ox' ox* ox" ox' ox* ox" ox' ox*

(2.11)

h
elde edilir. Bu bagintidan - P kismi tiirevlerinin bir izotensor alamnin bilegenleri

olmadim kolayca gorillir. (2.11) ifadesinin her iki tarafi de* ile izogarpima tabi
tutulur, % iizerinden toplam alinir ve

ox
ox*

xdt* =dx' (veya tersi) (2.12)

Ozdesligi g6z oniinde bulundurulursa;

oX ., &% », OF 8T _, -

27 gt A g A
JAR (2.13)
+ X *@( *sz‘l
ox" ox'

veya
A 2x/ A ox’ T . . ¥ 4
B = xnde s SO e+ T i @14)



elde edilir. Bu_son ifade de bize gosterirki bir .X"(x*) kontravaryant izovektor

alanmin izodiferensiyelleri de bir kontravaryant izovektdr alamnm bilesenlerini

olusturmaz. Ohalde bu 6zellige sahip olan yeni bir diferensiyel tammlamaliy1z.

I3 izomutlak Diferensiyel
Verilen bir kontravaryant izovektor alammn X*(x*) bilesenlerinin kismi

tirrevleri (2.11) ve izodiferensiyelleri (2.14) nin bir kontravaryant izovektdr alaninin
bilesenleri olmamast bir eksikliktir. Dolayisiyla yeni bir diferensiyel tamimlamaliy1z ki,
hem genel anlamda izodiferensiyel kavraminin 6zelliklerine sahip olsun, hem de bir
izotensorel fonksiyon olsun. Bu yeni diferensiyeli de DX’ ile gosterelim.

Agik olarak bu yeni diferensiyel

Dx’ =dx’ + P/(x?, X" dx*) (.1)
formunda ve agaZidaki ozelliklere sahip olmalidir. Bu ozellikler bize D nin tamm-
lanmasinda ,yani P’ bilesenlerinin ‘bulunmasinda yol gosterecektir.
1. Herhangi iki kontravaryant izovektor alamnin X7 ve Y7 bilegenleri igin;

D(x/ +Y/)=Dx’ + Dy’

olmalidir, Bunun saglanmas: igin gerek ve yeter sart P/ nin X" ya gore lineer

olmastdir.

Bu (3.1) tammindan hemen goriiliir.

2. DX’ dx* ya gore lineerdir.
Bunun igin (3.1) esitliginin sa§ tarafindaki P/ bilesenleri X ve dx* mn lineer
homojen fonksiyonlar olmaldir, yani

Pi(x?, X" dc*) =17, (x?)x X*edc* =T,0, T" X" T dx* (.2)
formunda ifade edilebilif, buradaki fhfk(xp ) katsayilan yalnizca x” koordinatlarina

baglidir (bu katsayilarin iki alt ve bir iist indisle gosterilmesi onlann bir (1,2)-tipinden

izotensoriin bilegenleri olmasim gerektirmez).
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3. DX’ bir kontravaryant izovektor alamnin bilesenlerini olusturmalidir, yani

ox!

ox"

ox’

DX’ = F * DX = T" DX’ (3.3)

esitlgi saglanmalidir. Buradan

w4

dx’ +p’ :Zih *(ciX”+P")

ox! _, s, 0% _, G4
= T".dX T . P"
oxt T
yazilabilir. Burada dX’ nin (2.14) deki degeri yerine yazilirsa;
) l )
-, ox! o'x’ - ox’ T’ . -
i T E  xmede — L iy
P ox' P 5x”0”x’*X .dx ox" ox'
ox . 5 2z’ ~, OF ot .
Ty S dx'ox" ey ox" ox' Xivde' (3.5)
elde edilir. Ayrica (3.2) den P/ igin
_ 2 . . - a7 é’_m 5fp A
B/ =T e Xmadir =T, o e p ekt (3.6)

ifadesi de mevcuttur. (3.5) ifadesinin ikinci ve Gglincii terimlerinde £ yerine k yazilir ve
ifade X"*dx* parentezine alimrsa (3.6) dan

ox" 0% ., 0% %! ¥ T,

f’”j’* ﬁx”*ﬁx" =L S T oxtox" Ox' axt " (.62)
veya

0%/ - x! ~ . dx™ Ox* ﬁfjﬁThiAi

oxtax" ne* ox' '”J"*o”x”*ﬁx" Cax" oxt (3.6)
veya

s ., 0¥ Ox' ox* &% ox" Ixt

r]:hk* 1* _* —p k h* —-m* =

m P dx' Ox" Oxf Ixdx" ¥ Ix*

(3.6¢)

ox’ gt .. IOx" Ox"
T gk Tl o * s
ox" Ox ox" 0%
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elde edilir. Buradan kolayca soyleyebiliriz ki (3.2) deki I katsayilart (1,2)-tipinden

bir izotensor alam olusturmazlar.

h
i

ox

Izotopik eleman T bir sabit olarak segildigi zaman (3.6c) de kismi

tirevleri stfir olup diger terimlerin izotopileri korunur. Eger T=I alinirsa Lovelock &

Rund tarafindan elde edilen sonuglar elde edilir [4].

H1.3.2 Tamm: (3.6c) doniigim kurah ile verilen f‘h’ . Ssembollerine diferen-
siyellenebilir izomanifold M uzerinde bir izoafin konneksiyonunun bilesenleri veya
konneksiyon katsayilart denir.
© (3.1) ve (3.2) den DX7 igin
DX? =dx! + 1,7 % X*xde* =dX7 + 1,0, T X" T dx! (.8)

yazilabilir. Bu son ifadeye bir kontravaryant izovektor alammin X’ bileseninin
izomutlak diferensiyeli denir.

Farkh iki koordinat sistemi (/) ve (x*) igin

¥/ =5/(x") ve x* =x"(%") j,hm=12,..n

oldugundan

ox! ox* ox _, X

_ -5 3.9
o " d (3:9)

= T
ox" loxm O

ox’

It ¥? koordinatlarimin

dir. (3.9) ifadesinin x* ya gore kismi tiirevlerini alahm.
fonksiyonlar oldugundan zincir kuralt uygulanirsa,

o'x! *é‘x" +ﬁfj T ox' +o"f’* 2 x? *ﬁf“ ~
Ax"dx* Ax™ Bx" ox* x™ Ox" Sx"Ox? Ix*F

0

veya
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o*x! *o”x” o *afq*a"ff ox! ot ox
Ox"dx* Ax™ AXIOF" Ix* Ox" Ix" dx* ox"
olur. Her iki taraf 2o il tabi tutul 0% OX _ 50 oldug
r. He gr g
u r iki tara %7 ile izogarpima tabi uuqr ve PPCAP » oldugu
dikkate alinirsa,
A%’ Ox* Ix* o*x” 8%’ ¥ or* x' Iox*
tant * =- * P n T aom ¥ Ao (3.10)
x"dx" 8x" Ox° ox?ox™ x* Jx" dx° dx™ Ix* v
elde edilir. (3.10) degeri (3.6b) de yerine yazilirsa,
8 x" ox" ~  Ax* 8x*F .
- = —x[ 7 — *I"I 3.11
o oE" 0% "? gE" oE’ 'k @11

clde edilir.

Amacimiz bir kovaryant izovektér alam X, = X, (x" ) icin uygun bir
izomutlak diferensiyel tanimlamak oldugundan béyle bir izovektor alam igin doniigiim

kurali

ox’ _  ox -
Xh:‘;xT*Xj=WTthz (3.12)
!
ile verilir ve bu ifade x* ya gore diferensiyellenebilirdir. Sag tarafdaki Py

katsaylan x* izokoordinatlanmn, X, ise ¥” izokoordinatlarinin fonksiyonlardir.

Béylece zincir kurali uygulamlirsa,

°X, &% ¥ +aff é’r,,’_+aff*a)?j*af”
Axt  AxPax*t T px"oxt T ax* 8x%7 IxF

esitlgi elde edilir. Her iki tarafin dx* ile izogarpimi yapilir ve & iizerinden toplam
alinirsa,
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aXh ~ azfj ~ i ! _— -~

EY; dk_é,xhaxk*X/*dxk'*' Py e X rdxt
ox) X, gxv . .

- *dx
ox" oxt Ix*
veya
Jx o°x’ T sd ox’ oI} _ ox’
P

= % *dxk+
Ox'ox* T

%’ ", 0% ~e =, OX" 9% _ .
o”x"ﬁx"*X’ dx* :Fh’k*ﬁ ,*X}*cbc"—l“mfp*o,,xh —* X *d*
ox’ o1, 4,
oy I % X *dx*
o 7 axh 5f] 3k o . .
elde edilir. Burada X, = LY, * X, ve PR *dx” =dx’ degerleri yerine yazilirsa,
52x1 — - A ~ &, afm - ~
m* Xj*dxk = I‘h’k* Xz*dxk —I‘mo'p* PP * X xdx”
%! or”y _

“oxt op Xt

bulunur. Bu esitlik (3.13) de gozoniine alinir ve Jilem de yer degistirirse;

" a - OX" fa_ =~
dXh_Fhlk*Xl*dxk: - ( ¥

o (3.14)

elde edilir ki bu da

DX, =dx, -T,} » X »di* (3.15)
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ile tammlanan niceliklerin bir kovaryant izovektor alaminin bilesenleri oldugunu
gosterir. (3.15) esitligine bir kovaryant izovektor alaninin X, bilegeninin izomutlak

diferensiyeli denir.

Simdi (r,s)-tipinden herhangi bir izotensér alaminin izomutlak diferensiyelini
tammlamadan o6nce bir izoskalar alanin izomutlak diferensiyelinin onun adi
izodiferensiyeli olarak tantmlanmasint biraz daha aynintih olarak inceleyelim. Bilindigi
gibi bir izoskalar alan (0,0)-tipinden bir izotensor alamidir. Dolayisiyla birisi kovaryant

ve digeri kontravaryant iki izovektor alanlarinin garpimt olarak,
$= X",

seklinde yazabiliriz. Buradan
D(x"*1,) = Dg)=dp =d(X*+Y,) =dx*+¥, + X*+d¥,

elde edilir. Sag tarafdaki dx” ve t?Y;, izodiferensiyelleri yerine bunlara kargilik gelen
(3.8) ve (3.15) deki degerleri yerlerine yazlirsa;

D(x"+¥,) = (DX" ~T}"u X' 4" T, + X"#( DY, + T} x Ve dic*) 616

=DX"*Y, + X"+ DY, .
elde edilir. Bu sonug gosterirki adi anlamda izodiferensiyel igin elde edilen garpim
kurah izomutlak diferensiyel igin de gegerlidir.

Simdi (r,s)-tipinden bir izotensor alam i¢in izomutlak diferensiyeli tammla-
yabiliriz. Eger ﬁzerinde caligtigimz diferensiyellenebilir izomanifold bir izoafin
konneksiyona haiz ise herhangi bir izotens6ér alamnin izomutlak diferensiyelini
olusturmak mimkiindiir. Bunun igin (1.1) ifadesinin izodiferensiyeli ahmr, istenmeyen
terimler (3.6c) ve (3.11) esitlikleri yardimiyla, konneksiyon katsayilanmn terimleri
igerisinde elimine edilir.

Gereksiz bir karmagik hesaplamadan kaginmak maksadiyla (1,1)-tipinden bir
izotensor alam igin hesaplamalan verecegiz. (r,s)-tipinde bir izotensor alam igin de

benzer metod uygulanabilir.
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(1,1)-tipinde bir X ";,(x") izotensor alanimi g6z Oniine alam. X*, nmn (f"‘)
izokoordinat sistemine gore ifadesi,

_o”ff*a”xh*Xp _é’f’ T éx"
T ox? 9% " ox? 1 pF!

X/(zm) T,  X°, (3.17)

dir. Bu ifadenin her iki tarafinin X" ye gore kismi tiirevi aimr, de™ ile izogarpilir ve

gerekli kisaltmalar yapilirsa,
A Tt Mo T, X e =
ox’ ox"

*

axt ox

dX? +T 2 % X"wdc* —T,™ % X2 st
h mk h hk m

elde edili. Bu da bize gosterir ki (1,1)-tipinden bir izotensor alanmin X "h(x" )
bileseninin izomutlak diferensiyeli

DX?y =dX?, + 12,5 Xmndict T w X7, 0 dic* (3.18)

olup yine (1,1)-tipinden bir izotensér alamnin bilegenleridir.

Benzer olarak (r,s)-tipinden bir tensor alaminin izomutlak diferensiyeli

~

r
~ i o~ i o], o “"“a— 7. J; k
DX hh‘r--l: =dX» J’lez...l, +Zrm]7e* D Gt ]"lez--!:*‘k
a=1
s (3.19)
— r o~ Tz, Fc*
Zl—}p f X Xy g by im0, * A
B=1

olup, (3.8), (3.15) ve (3.18) ifadeleri bu formiilin &6zel halleridir. Ileriki
¢alismalanmizda kullanmak maksadiyla agafidaki iki 6zel durumu da agik olarak
vermekte yarar vadir. Bunlar
1. (0,2)- tipinden bir izotensor alam1 U;; nin izomutlak diferensiyeli
DU, =dU, -T,#U,*de* ~T U, *dc*
=dU, -T,"T,?U, T* de? -T " T, U, T* dx* (3.20)

dir.
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2. (2,0)-tipinden bir izotensor alam V7 icin de
DVi=a@yi + T} xymingct + 17 %V s dct
=dVi+ T T yoT  dc? + T T 1" T de’ (3.21)

seklindedir.
Isomutlak diferensiyelin temel ozelliklerini asagdaki sekilde siralayabiliriz:

1. (r,s)-tipinden bir izotensér alaninin izomutlak diferensiyeli (r,s)-tipinden bir

izotensor alanidir,

2. Aym tipden iki tensor alammn toplamunn izomutlak diferensiyeli bu izotensor

alanlarinmn izomutlak diferensiyellerinin toplamina esittir.

3. Herhangi iki izotensor alamn garpimmnin izomutlak diferensiyeli, adi anlamdaki
izodiferensiyelin ¢arpim kurahina benzer formda, bu alanlanin herbirinin izomutlak
diferensiyelinin terimlri iginde verilir. Ornegin (2,0)-tipinden bir ¥? izotensor alanimn
bir kovaryant izovektor alam ¥, ile ¢arpimini, yani

XV, =Vixy, ; (3.22)
carpimum goz Ontine alalm. (3.19) ifadesinden
DXV, =dX?, + T} x X ywdc® + 1,7 % X'mwdc® —T," % X7 % dic*
elde edilir. (3.22) esitligi burada yerine yazilirsa,
Dvixy,)=d(visy,)+1! sV Y xdc +TJ «V™s ¥ wdx* —T,"xVix ¥, xde*
= (@ )y, +vx(dg) +(E) 47 4 T,0 wv g edic* -y (T o ¥, det)
= (c?V” +L) %V "k g +f'mjk*Vi'"*c23:k)*I’;, +Vf"*(c§'}’,, —f“,,";*Ym*c%c")
= DVixY, +Vix Dy,

bulunur,

Bu bolumii sona erdirmeden dnce izomutlak diferensiyelin yukanida verilen

tamm ve ozelliklerinin I’ ,,(x" ) konneksiyon katsayilaninin herhangi bir ciimlesi igin
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gegerli oldugunu dikkat etmeliyiz. Yukanda verilen sonuglar yalmzca konnekstyon
katsayillariin (3.6¢) dosim kuralina baghdir. Aym dosiim kuralini saglayan diger bir
konneksiyon T, (x?) verilmis, yani
= 0% ox" ox* -, &% Sx" oxt
L/, = T o a= s Fa okt aom 5o
Pogx dx" fx* ox'dx" dx" Ix*
ax’ or’, ., ox" ox*
— * &
Ax" ox*F " ox™ Ix*

(3.23)

ise, (3.19) genel formiiliinde bu alternatif katsayilar da kullanabiliriz. Dogal olarak
bu izomutlak diferensiyelin bilesenlerinin sayisal degerleri oncekilerden farkli olmakla
beraber yine de aym tipden bir izotensér ifade eder.
(3.23) iin (3.6¢) den ¢ikanlmasiyla elde edilen iki konneksiyon katsayilar arasindaki
farklar;

~  Ox! ox* ox*

I—:‘i —f" = ek ——
k7 me é’x’ ax"” é’x"

(£ -1.) (3.24)
dir ve (1,2)-tipinden bir izotensor alamnm bilesenlerini olustururlar. Bu bize baz
onemli sonuglar verir. Ornegin, T,’, katsayilan bir konneksiyon ifade ediyorsa I’,
katsayilant da bir konneksiyon ifade eder. Dolaysiyla T,’, = T’, alinirsa, (3.24) den
L, -1}, (3.25)
farklan da (1,2)-tipinden bir izotensoriin bilegenleridir. Buna genellikle konneksiyo-
nun izotorsiyon tensorii denir. Agik olarak (3.25) fark: bir izokoordinat sistemine
gore sifir ise herhangi bir izokoordinat sistemine gore de sifirdir, yani fh' . katsayilan
koordinat sisteminin segilisinden bagimsizdir.
Verilen bir izoafin konneksiyonun I .. katsayllan simetrik ve anti-simetrik

kisimlara ayrlabilir, yani

fhlk = %(fhzk + fklh) +_(fh1k - fklh)

yazilabilir. Eger T,', =T,’, ise, konneksiyona simetriktir denir.
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IIL.4 Kismi [zokovaryant Tiirev

C'-simfindan bir f(x) izofonsiyonun df izodiferensiyeli ile kismi tirevleri arasinda

. Of -,
df:a k*ﬂ (4'1)

seklinde bir baginti mevcuttur. Hemen aklimiza boyle bir bagintimn izomutlak
diferensiyel i¢in de mevcut olup olmadig1 sorusu gelmektedir. Boyle bir sorunun
cevabim bulmak igin kismi tiirevlerin tensorel kiyaslamasini olusturmamuz gerekir.
Bunu yine bir konneksiyon yardimiyla kolayca yapabiliriz.

Kisaligin hatini igin yine M iizerinde C'-sinifindan kontravaryant izovektor

alamnin X" =X #(x?) bilegenlerini goz oniine alalim. X" igin doniisiim kural

' ox’
ox* *Xh(xp) ~ox

T X*(x?) (4.2)

ile verilir. Bundan onceki boliimde (2.11) ile gordak ki X "(x” ) nin kismi tirevleri
tensorel nicelikler degildir. Bu ifadenin sag tarafindaki ilk iki terim (3.6b) yardimiyla
yok edilir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa;

X - _ 0% ox* (86X .
afl +Fm]l*X =axp*afl *[é’x" +1"th*th (43)
elde edilir ve buradan gériiliir ki
X’ .
Xp.k :ﬁ—-{—rhpk*Xh (44)

ile tammlanan nicelikler (1,1)-tipinde bir izotensoriin bilegenlerini olugtururlar.

I1L.5.1 Tamm: (4.4) ifadesine, bir kontravaryant izovektor alammn X? = X7 (x" )
bileseninin x* ya gore izokovaryant tiirevi denir.
(4.4) ifadesinin her iki tarafi dx © ile garpilirsa,
r

A, OX? 4 - -
X’j,,*dx"=axk *dc* +T,7 * X "xdx*
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o x*t

bulunur. *xde* = dX? oldugundan (3.8) den

X% xde* = DX* (4.5)

elde edilir. Bu da bize bir C’-snfindan kontravaryant izotensér alanmn X7 (x" )
bilegeninin izokovaryant tiirevi ile izomutlak diferensiyeli arasindaki bagintiy: verir.

Benzer sekilde bir C'-smufindan kovaryant izotensér alann X, (x“)

bilesenlerinin izokovaryant tiirevi

X =050 oy | 4.7
h-k—ﬁxk_hk m ()

ve izokovaryant diferensiyeli de
DX, = X, *dc* ' (4.8)

ile verilir. Yiisek dereceden izotensor alanlan igin de benzer ifadeler gegerlidir.

Kolayca gosterilebilir ki izokovaryant tiirev asagidaki ozelliklere sahiptir:

1. (r,s)-tipinden bir izotensdr alaninin izokovaryant tiirevi (r,s+1)-tipinden bir

izotensor alanmdir.

2. Ayn tipden iki izotensér alamnin toplammmin izokovaryant tiirevi bu alanlarin

izokovaryant tiirevinin toplamina esittir.

3. Herhangi iki izotensor alamnin garpiminin izokovaryant tiirevi, klasik anlamda
kismi tlirevlerin ¢arpim kuralina benzer formda bir kuralla, bu izotensor alanlarimin
izokovaryant tiirevleri cinsinden verilmistir. Bu garpim kurali, izomutlak diferensiyel

durumundaki gibi dogrudan bir hesaplamayla gosterilebilir.

IL5 Jzoegrilik ve izotorsiyon
Simdi herhangi bir diferensiyellenebilir M manifoldu iizerinde tammlanan

egrilik ve torsiyon tensorii kavramlanim bir izomanifold lizerinde tamimlamaya
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¢alisalim. Herhangi bir diferensiyellenebilir manifold tizerinde egrilik ve torsiyon

tensorii, M tizerindeki konneksiyon katsayilarn1 I',’, olmak iizere, sirasiyla,

; arljh arljk 7 m i m
Kijhkz Jx* _;7+rmjkrlh_rm ALi%
ve 5.1

Shjk = thk - rkj
olarak tanimlanmustir [4].

Bu kavramlanin bir diferensiyellenebilir izomanifold Gzerindeki kargiliklarini
bakalim. Bundan sonra bu kavramlara genisletilmis egrilik ve torsiyon anlaminda,
sirastyla, izoegrilik ve izotorsiyon diyeceyiz.

Bunun igin A/ izomanifoldu iizerinde keyfi bir konneksiyon I}/, (x?)
yardimiyla tammlanan' izokovaryant tiirevlerin komutatifligi iizerinde duralim. M
iizerinde C’~sinifindan bir kontravaryant izotensor alamimin bilesenleri X/ (x”) olsun.

X/(x") nin " ya gére izokovaryant tiirevinin

. . X’
X’.h=zc'h—+rm’h:kX”'=a

> +0,T" X" (5.2)

(1,1)-tipinde bir izotensdr alam oldugunu biliyoruz. (5.2) in tekrar x¥* ya gore
izokovaryant tiirevi alinirsa,

o

dx* (Xj'h) + fmjh*(Xm'h) - f-hmk*(ij)

X".h.k =

bulunur. X’., mn (5.2) deki degeri burada yerine yazilirsa,

o (06X . ~. [OX" 4 A .
X ohoe éﬁ[—é’?'*rm]h*xm}krm]k*(axh +I"pmh*XP)-l"h e * X om
s’x’ oL}, oT" X"

X"+ 'X’+f‘mfh*

* -
oxtox" * A x* mh gk dx*

m

+fmjk* x" +fmjk*fpmh*Xp _f‘hnltc*Xj"" (5.3)



47

(1,2)-tipinde bir izotensor alant elde edilir. Eger bu son ifade de 4 ve k indisleri

yerdegistirir ise,
| o*x oL, . o1, . X"
i ~ m J Z xr i
Xt x"3 x* * x" *XTHL ox” AL ox"
+f,,,f,,* +T T X T, e X1, (5.4)

a k

A2 J

Exox"

bulunur. (5.4) ifadesi (5.3) ifadesinden ¢ikarilir, kismi tiirevlerinin simetrik

olmasi gz oniine alimir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa;

Z2 AR ) VA 2. |
”’;—-—(-9—;—,,"+rwr'" -T ,,*F,':}X‘

onho;g - onkoh :(

axk m
4 oy (5.5)
A Tmr - ‘. ¥ , A e, - .
o2 52255 -t

esitligi elde edilir.

Simdi bir n-boyutlu izomanifold A/ iizerinde C?-simfindan bir kontravaryant
izovektor alani igin izoegrilik ve izotorsiyon kavramlanm asagidaki sekilde tammlaya-
biliriz. L

IIL5.1 Tamm: Bir n-boyutlu izomanifold Af iizerinde C?-siufindan bir

kontravaryant izovektor alanin izoegrilik tensoriiniin bil'ésenleﬁ;

. orj or) . .
Kllhk= O x* - I %" l"’ *rm rmlh*re";

oT” s oT” .
I rmk axh

(5.6)
+rm h ﬁ k
ile tammlanan (1,3)-tipinde bir izotensér alanin bilesenleridir. Jzotorsiyon tensérii niin

bilesenleri de
R AR PSS g (5.7)

ile tammlanan (1,2)-tipinde bir izotensor alanin bilesenleridir.
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(5.5) ve (5.5" ifadeleri (5.4) de yerine yazilirsa;
onhOk —'onkoh =K1jhk*X£ —‘ﬁkmk*onm (58)

elde edilir,

C?-sintfindan bir kontravayant izovektor alan i¢in elde edilen bu sonuglar (2,0)-
tipinden bir izotensor alanma genisletilmesi ile

XV~ XV =K} * XY+ K] X" -5 % X0,
elde edilir.

Benzer olarak C*-simfindan bir kovaryant izovektor alanin X j(x" ) bilesenleri
i¢in

Xj.h-k _onkoh :-Kjehk*Xl _Shmk*onm (5.9)

esitligi ve (0,2)-tipinden bir izotensér alam igin de

X".hok —1ijohok = "Kilhk*Xej __Kjlhk*Xil _ﬁbmk*Xijom (5~10)

¥

esitligi elde edilir.

Benzer diiiinceyle C*-simfindan (r,s)-tipinden herhangi bir izotensor alanmn

bilesenleri igin de

r
Ay - — J iz =Ja-1M a1~
X J’lllz..l,o}nk — X j’lltz..!,OkOh - ZKm ahk*X 2 dx-1 M e s1 " et
a=1

: (5-11)
- ZKl: hk* lef:-f, l#z*‘ﬂ—l mlgyy Ly — 3hmk* lejz_j’ 42;.L,om
B=1
bulunur. (5.11) in 6zel halleri olan (5.5)-(5.10) bagntilanina izoricci ézdeslikleri adi

verilir.

Simdi Tamm 3.1 ile verilen izoegrilik tensoriiniin ozelliklerini inceleyelim:

Ik olarak, izoegrilik tensori K,’,,, son iki indis & ve k ya gore anti-
simetriktir, yani »
K =Koy (5.12)

Bu 6zellik Tamm 3.1. den kolayca goriiliir.
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Ikinci olarak, (5.6) esitliginde £ 4 ve k indislerinin bir dairesel permiitasyonu
g6z oniine alindiginda buna benzer iki ifade daha elde ederiz. Bu elde edilen ifadeler

(5.6) ya eklendiginde,

C g ars 08 08 0%,
+ + =——+ +
1 hk h &kl k lh axl ﬁxh axk
+T, 237 T, A8 + T, 23, (5.13)
“., OT", ~. OT", « .. OT", &
+3mjl 5xh I'k +3m]h o”x" I 7 +3n;’k ﬁx’ Irh

toplami bulunur. Bu esitligin  sol tarafi bir tensorel ifade iken sag tarafdaki terimler
kendi baglarina tensérel degildir. Fakat bu son esitlikde 3 izotorsiyon tensdriiniin

kismi tiirevleri izokovaryant tiirevleriyle yerdegistirilirse,

A ~ A~

i i i & & j & J
Ko T K v K =3 e 733 ke 73
+3 0 * 3 T3 w3 33
.aTmrA ol aTmr’\ AjaTmr'\

—— T +3 I'i+3,7, —0,,71';,

y el
m h a xk
elde edilir. Bir simetrik konneksiyon igin izotorsiyon sifir oldugundan

K,/ K7y K,/ = 0 (5.15)
elde edilir ki bu da bize klasik anlamda egrilik tensoriniin bilegenleri igin gegerli olan
bu 6zeligin([4] sayfa 92 (8.7)) izoegrilik tensori i¢in de korundugunu gosterir.

Ugiincii 6zellik, izoegrilik tensoriiniin izokovaryant tiirevi hakkinda olup,

~

¢ "zi“e 2 > £ & m 1 ¢ &m v ¢
K +K.kp,h+K”,,,,,:3,,"‘,,*K. +3.7 %K, 3,0 K

T J > £ ‘Jtmp" ? T¢ ¢ T (5:21)
KTl — K Tl — K T L,

dir. Bu 6zdeslige izobianchi ozdesligi denir. Yine verilen konneksiyonun simetrik
olmasi durumunda
Kf

j hkep +Kjekpoh +Kjephok =0 (5.22)

elde edilir.
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MI.5.2 Tanm: (r,s)-tipinden bir izotensdr alam verilmis olsun. Biri kontravaryant
digeri kovaryant olan iki indis segtikden sonra bunlan esit kilmak ve iki defa
tekrarlanan bu esit indise gére toplamaktan ibaret olan isleme kontraksiyon denir.
Kontraksiyon iglemi sonunda (r-1,s-1)-tipinden bir izotensor alam elde edilir.
Kontraksiyon iglemi yardimiyla (5.6) ile tamimlanan izoegrilik tensdriinden yeni
tensorler elde edebiliriz. Ornegin, (5.6) de j ve k indislerine kontraksiyon iglemi
uygulanursa (0,2)-tipide bir izotensor alam elde edilir. Elde edilen bu tensér alanina
izoricci tensorii denir ve
. .. oL or/
Ko =Ky = ox!  dx
.~ 0T . . ; oT" .

+ijh ﬁxj Irli_rmj ﬁxh Irl

A, A A A
J m J m
+rmj*rlh rmh*rlj

(5.23)

ile gosterilir.
Ikinci olarak, eger (5.6) da j ve A indislerine kontraksiyon iglemi uygulanirsa,

Aj ﬁrljj 5Pejk Aj Am Aj Am
K +07 L7 =L *1,%

(k= gyt gyt ”
., OTh., ., OTh.
+ij axk‘I £_rmk axj I £
=—f(ljlg‘=_f<lk

bulunur ki, bu da 1. 6zeligin bir uygulamasidir.
Boylece bir izometrigin tammlanmasi igin izoegrilik tensoriiniin saglamast

gereken. biitiin 6zelleri tamamlamug olduk.

.6 lizoriemann Geometri

M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir izomanifold, £, (x' ) de M iizerinde C'-
sinifindan, (0,2)-tipinden bir simetrik izotensor alani, yani
ghk(xl) =§kh(xl)

olsun. Ohalde &,, igin dontistim kurah



X IE* _ .\ 0% P e, OF
ghk(xi): 5xh *gpq(x )* of;xk: axh Tp grs(x )Tq 5xk (61)

ile verilir. Bu ifadenin x' ye gore kismi tiirevleri alimirsa

O8u O'%° . *a"fq+é’fpéTp’_ *o”’f"
ox dx dx" M ax"  Ox" ox 8 Gy
ox? 08, Jdx" IJx* ox7 _ ,_ 0T, gx*
+ h* —m* I* k+ h*gps(x ) 1 k
dx" &x dx’ Ox ox °x dx
aff’*_ (_m)* o x1?
g xn En\¥ S T 5k

+ 6.2)

bulunur. Bu son ifadede 4,4,/ indislerinin bir dairesel permiitasyonunu géz oniine alimr

ve elde edilen ifadelerin toplamundan (6,2) nin ¢ikanlip, gerekli sadelestirmeler

yapilirsa,
1({08, 28 agmj_ o’xr 9%
2(0”x”+0”x” ox ) ox ox* S oy T
1(5§qm B8 5§pq}é’f" ox" Ix
+— + -~ * *
2\38x%x? JIx? Ox™) dx* ox* Ix'
o1, (5%? JO% ox” a,ic“’} oT’, (ﬁf" LO% 0% 5)?") |
1 | dx"\adx* ax'  ax' ox*) ox*\ox' ox"  ox' X
.
254 517 (532 031 o%7 O%
1 k* h+ h* k
| dx" \dx* Ix" Ix" Ox )
bulunur.

(é) l(agkl ag\'lh agkkJ (6 3)

= — + —
METolaxt T axt T ox!

ile tammlanan lg‘,,,,, niceliklerine, £, (x’) ye gore birinci gesit christoffol

sembolleri denir.

(8) (&)
Ui =1 6.4)

oldugu (6.3) den kolayca goriilir. g, (x’) izotensor alant singiiler olmadigindan

heryerde bir inverse sahiptir. Dogal olarak bu invers £” formunda (2,0)-tipinde bir

tensér alamdir.
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(‘4 .
L/, =8"T u 6.7)

ile tammlanan [,’, niceliklerine de £, (xl) ye gore ikinci gegit christoffol
sembolleri denir.
[ (xl) nin x' ye gore izokovaryant tiirevi, izokovaryant tiirevin tamimdan

A

. P8 Aja  Aoa
Erker = a—,xhzk _thl*gjk—rkjl*ghj (6.8)

dir. (6.3) esitliginden kolayca goriiliir ki

o8 (&) (8)

—O,,‘g;% =L+ T im (6.9
dir. Aynca (6.5) ve (6.9), (6.8) de yerine yazlirsa,

.., a0 g™, =0 (6.10)

elde edilir.

IOL6.1 Tamim: Yukanda verilen Ozelliklere sahip olan §hk(x’ ) izotensor alanina

izoriemann metrigi ve iizerinde boyle bir izometrik tammli A izomanifolduna da

izoriemann manifoldu denir.

IIL5.1 Lemma: (Izoricci lemma): Bir izoriemann manifoldu M izerinde tammlt

biitiin izometriklerin izokovaryant tiirevleri 6zdeg olarak sifirdir, yani bir izoriemann
manifoldu iizerinde bir izometrik £, (x) ise,

ghk-l = 0’ = 172:"-n (611)
dir.
IIL5.1 Sonug: Eger M bir izoriemann manifoldu ise, M igin (4,5) ile tanimlanan 3

1zotorsiyon tensorii ézde$ olarak sifirdir. Gergekden (6,7) ve (6.5) den

J.=T0 -T2 =0 (6.12)

LD

Iy =8"*Ty =g7+0,, =T/, ve

elde edilir ki bu da klasik geometriden bilinen bir sonugtur.
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