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OZET

Dért boliimden olusan bu ¢aligmanin birinci bsliimii diger béliimlerin daha
kolay anlagilmas: igin diferensiyel geometrideki bazi temel kavramlara ayrilmastur.

Ikinci boliimde once hemen hemen kompleks manifoldiarm ingaasinda
kullanilacak cebirsel kavramlar ve holomorfik fonksiyonlar verildikten sonra
kompleks ve hemen hemen kompleks manifoldlar, Hermityen manifoldlar ve
Kaehler manifoldlar verilmistir. Daha sonra Kaehler manifoldlar icin elde edilen
kavramlar lokal koordinatlarda formiiliize edilmistir. Bundan sonra ise nearly
Kaehler manifoldlar kisaca tamitilmis ve bu béliimde ele alinan manifoldlara cesitli
ornekler verilmistir.

Ugtincii boliim CR-yapilara ayrlmigtir.  Bu  bdlimde CR-manifoldlar
tanitilmig, keyfi bir manifoldun CR-manifold olmasi tartigitlmistir. Ayrica bu
bolimde kompleks manifoldlarin genel, -anti-holomorfik ve CR-altmanifoldlar
tanimlanarak onlara ait karakteristik 6zellikleri incelenmistir.

Dérdiincii  boliimde Kaehler manifoldlarin Kaehler, total reel ve CR-
altmanifoldlan ele alinmigtir. Daha sonra CR-altmanifold iizerinde invaryant ve anti-
invaryant  distribiisyonlarin integrallenebilirligi verilmistir. Bundan sonra CR-

altmanifoldlarin, umbilik, pseudo umbilik ve normal siiflan ele alinarak bunlara ait

genel 6zellikler incelenmistir.



ABSTRACT

This thesis covers four chapters/]guch a way that in the first chapter to make it
AF easily understood we give the basic concepts in differential geometry.

In the second chapter we prepare some algebraic results on real and complex
vector spaces and we give fundamental properties of holomorfic functions that will
be applied to structures of almost complex and complex manifolds. In this chapter
it's also given almost complex and complex manifolds, Hermitian manifolds and
Kaehler manifolds. Then the results obtained in Kaehler manifolds are expressed in
terms of local character. In addition the nearly Kaehler manifolds are introduced and
various examples are given including almost complex, complex manifolds,
Hermitian manifolds, Kaehler manifolds and nearly Kaehler manifolds.

In the third chapter CR-structures is given. Especially the general theory of
CR-manifolds is studied. It is also discussed being CR-manifold of any manifold. In
addition, the definitions of generic, anti-holomorfic and CR-submanifolds of
complex manifold were given. Moreover, some characteristic of these submanifolds
were investigated.

The fourth chapter is focuses on the study of submanifolds of Kaehler
manifolds. We also studied complex submanifolds, anti-invariant submanifolds and
CR-submanifolds of Kaehler manifolds. The integrability of both of invariant and
anti-invariant distributions on a CR-submanifold are studied. After then we have
given results on some special classes of CR-submanifolds of Kaehler manifolds;
umbilical CR-submanifolds, pseudo-umbilical CR-submanifolds and normal CR-

submanifolds. Finally we investigated some characteristic properties of these

submanifolds.
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ix

GiRis

Kompleks manifoldlara ait ¢aligmalar , 1930 yilinda J.A.Schouten ve D.Van
Dantzng in Riemann metrigi ve afin konneksiyona sahip manifoldlarin diferensiyel
geometrisinde ki sonuglar1 bu uzaylara tagimalariyla baglar. Bu ¢alismada simetrik
konneksiyon ile birlikte Hermit ad: verilen uzay elde edilir. 1933 yilinda bunlardan
bagimsiz olarak E.Kaehler tarafindan bu giin Kaehler manifoldlar adi verilen ayni
konneksiyonlu manifoldlar ortaya konur. Daha sonra S.Bergman iki degiskenli
kompleks fonsiyonlar teorisine ve 1941 yilinda W.V.D Hodge harmonik integrallerin
teorisine uygular.

Kaehler manifoldlarin  diferensiyel geometrisi iizerine S.Bochner
H.Guggenheimer , A.Licherowicz vb. matematik¢iler ¢aligmalarda bulunurlar.

A.Weil 1947 ve 1950 yillarinda yaymlanan ¢aligmalarinda bu konuya farkli
bir noktadan yaklasir. A.Weil kompleks manifoldda karesi eksi birime esit olan (1,1)
mertebeli tensoriin varligini ortaya koyar.

C.Ehresman 1947 ve 1950 yillarindaki ¢alismalarinda bu tensorii kullanarak
¢ift boyutlu diferensiyellenebilir manifold olan hemen hemen kompleks manifoldlar:
tamimlar. Bir kompleks manifoldun hemen hemen kompleks manifold oldugu fakat
bunun tersinin dogru olmadig goriiliir.

Buradan hareketle C.Ehresman ve P.Liberman bir hemen hemen kompleks
yapimin kompleks yapr olmasi ilizerine g¢alismalarda bulunurlar. B. Eckman ve
A.Frolicher ,E. Calabi ve D.C. Spencer hemen hemen kompleks yapmm C*
sinifindan olmasi , 1957 yihinda A.Newllander ve L. Nirenberg hemen hemen
kompleks yapinin diferensiyellenebilmesi iizerine ¢alismalarda bulunurlar. Bu

problemin ¢oziimiinde A.Nijenhuis tarafindan tanimlanan Nijenhuis tensér alam

6nemli bir rol oynar.



Hemen hemen kompleks ve kompleks manifoldlarin diferensiyel geometrisi
iizerine W.M. Bootby, S.S. Chern, S.I. Goldberg, S. Ishahara, S. Kobayashi,Y.
Matsushima, K.Nomizu, K.Yano vb. matematikgiler ¢aligmalar yaptilar.

CR-yapilara girig ise 1950 yilinda Hans Levy min ¢alismasi baglangig sayilir.
Bu alanda A.Bogges, H.Jacobowitz vb. matematikgilerin ¢alismalars sayilabilir.

Kaehler manifoldlarin altmanifoldlar esas olarak, manifold {izerinde tanimli
(1,1) mertebeli tensoriin hareketine bagli olarak tammlamir. Bu altmanifoldlardan
Kaehler altmanifoldlar iizerine temel ¢aligma Koichi Ogiue aittir. Total reel
altmanifoldlar {izerine temel ¢alismalarda ise K.Yano ve M.Kon a aittir.

1978 yilinda A.Bejancu tarafindan asagidaki sekilde yeni bir altmanifold
tammland1." M bir Kaehler manifold ,J M nin hemen hemen kompleks yapist ve M
M nin altmanifoldu olsun. Eger M iizerinde asagidaki iki sart1 saglayan D ve D*
distribiisyonlar1 varsa M ye CR-altmanifold denir.

»J(D,)=D,
ii)J(D;)  T(p)

Bdylece CR-altmanifold daha 6nce tanmimlanan iki altmanifoldu igeriyordu. CR-
altmanifoldlarin diferensiyel geometrisi iizerine A.Bejancu, B.Y.Chen K.Yano ve
M.Kon vb. matematikgilerin ¢aligmalar1 oldukga temel sayilir.

Biz bu ¢aligmada diferensiyel geometrinin yeni ve ilging bir alant olan CR-
altmanifoldlarin anlagilmasina y6nelik olarak hazirhik yaptik. Amacimz bu alanda
¢alisacak matematikgilerin de yararlanabilecekleri ve daha fazla kaynaga gereksinim
duymayacaklan bir kaynak olusturmakti. Bu nedenle temel ¢aligmalar ve bu

¢alismalarin anlagilmasinda kullanilacak genel kavramlan verdik.



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Temel kavramlara ayirdigimiz bu  bolim yedi kisim olarak
diizenlenmistir. Birinci kisim topolojik kavramlara, ikinci kisim tensor ve tensor
uzaylarina, {iglincli kisim ise manifold ve manifold {izerindeki yapilara
ayrilmigtir. Dordiincii ve besinci kisimlarda sirasiyla Riemann metrigi ve vektor
demetleri verilmistir. Altmc1 béliimde Riemann altmanifoldlart , yedinci

béliimde ise manifold tizerinde distribiisyon kavrami tamtilnustir.

I.1. Topolojik Kavramlar

I.1.1.Tammm. X bir ctimle ve 7 da X in kuvvet climlesinin bir altailesi olsun.
Eger asagidaki aksiyomlar saglamyorsa 7 ya X iizerinde bir topoloji denir [1].

) XDer

i) {4, }/el’ A, et ise UA, €T

iel

i) { 4, }IEJ (j sonlu indis kiimesi ) i¢in ,4; €7 ﬂA, €T

1ef

L1.2.Tanmm. (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir [1]. Biz topolojik uzay1 X

veya (X, 7) ikilisi ile gGsterecegiz.

I.1.3.Tanim. 7 nun her elamanina X lizerinde 7 tarafindan tanimlanan topolojiye

gbre bir agik climle denir ve tiimleyeni agik olan ciimleye de kapal ciimle denir

1)



L.1.4.Tamm. (X, 7 ) bir topolojik uzay ve X 1n baz1 agik ciimlelerinin simifi B

olsun. Eger X 1n her agik altclimlesi B min elamanlarinin bir birlegimi olarak

yazilabiliyorsa B ya bir topolojik taban denir [1].

1.1.5.Tammm. (X, 7) bir topolojik uzay, Yc X olsun.
T,= {AﬂY:A et }

ailesi Y tlizerinde bir topolojidir. 7,, ya indirgenmis topoloji ve (¥,7,) ya (X,7)

nun altuzay: denir [1].

I.1.6.Tamm. X bostan farkl: bir climle ve d:XxX-—IR bir fonksiyon olsun. Eger
V x,y,z€X igin

m, ) x#y igin d(x,y)> o

m, ) d(X,y)=0<> x=y

my ) d(x,y)=d(y,x)

m, ) d(x,y)< d(x,z)+d(z.y)

aksiyomlar1 saglaniyor ise d fonksiyonuna X lizerinde bir metrik denir [1].

I.1.7.Tammm. Bir X climlesi lizerinde d metrigi verildig§i zaman (X,d) ikilisine

metrik uzay denir [1].

L.1.8.Tanmm. X bir topolojik uzay, xeX olsun. x noktasim igeren bir U agik

alictimlesinin her N list kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir [1].

L.1.9.Tamm. (X, 7) ve (X', 7') iki topolojik uzay f:X—X’ bir fonksiyon ve x,eX
olsun. f{x, ) i her U’ agik komsulugunun f altindaki ters goriintiisti x, 1n bir acik

komgulugu ise f fonksiyonuna x , noktasinda siireklidir denir [1].



1.1.10.Tanmm. (X, z) bir topolojik uzay ve x#y €X olsun. X ve y noktalarmn

actk komsuluklar1 sirasiyla U ve V olmak iizere UNV=0 ise (X, 7) topolojik

uzayma Hausdoff uzayi denir [1].

1.1.11.Tanmm. (X, 7) topolojik uzayinin agik alt climlelerinin sinifi g olsun. Eger
x={JG

Geg

ise g smifina (X, 7) uzaymin bir agik Ortiisii denir. Eger g nin bir alt ciimlesi X

uzayin Orterse bu alt climleye (X, 7) n bir agik alt 6rtiisti denir [1].

1.1.12.Tamm. (X, 7) topolojik uzaymin her g agik &Srtiistiniin sonlu bir alt értiisii

varsa (X, 7 ) uzayina kompakt uzay denir [1].

1.1.13.Tammm. (X,7) topolojik uzayr bos olmayan ayrik agik iki ciimlenin
birlesimi olarak yazilamiyorsa (X,7) wuzayma baglantilidir aksi halde

baglantisizdir denir [1].

1.1.14. Tamm. (X, 7) bir topolojik uzay ve (X,7) topolojik uzaymin bir agik

oOrtiisii U={ua}ael olsun. Eger X in her bir noktasimin bir agik komsulugu U ya

ait sonlu sayida u, lar1 kesiyorsa U ya lokal sonludur denir [16].

1.1.15. Tanim. (X, 7) bir topolojik uzay ve (X, r) topolojik uzayinin agik Srtiileri
sirasiyla U:{”a}ae/ ve V={v/,}/}ej olsun. Eger V nin her bir agik ciimlesi U nun

bir a¢1k ciimlesi i¢inde bulunuyorsa ¥ ye U nun inceltilmisidir denir [16].

1.1.16. Tanim. Bir (X,7) topolojik uzay:r Hausdorff ve her agik oOrtiisiiniin bir

lokal sonlu incelmesi varsa topolojik uzaya parakompakttir denir [16].



1.2. Tensorler ve Tensor Uzaylan

1.2.1.Tanim. Reel sayilar cismi lizerinde r-tane vektor uzay:1 V, , V, ..V,

olsun.
[V xV,x..xV, = IR
fonksiyonu 1<7<r igin u,,v, €V, ve a,b € IR olmak lizere
Sv,av,+bv,v, v, ) =af (v,..v,_, v V) B (v v, vey,)
seklinde tamiml ise f ye r-lineer fonksiyon denir [6].
1.2.2.Tanmmm. V, xV,x...xV, den IR ye biitiin r-lineer fonksiyonlarin ciimlesini
L(V,..V,:IR)
ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri sirasiyla
V(u,...u,) eV, xV,x..V, igin
(f, + i)(uysesu) = fi(uy,esu,) + fo(0y,.001,)
ve 4 € IR igin
(A )ty senesr,) = Af (1y,...54,.)
seklinde tamimlanirsa bu iki isleme gore L(V,...V,:IR) IR lizerinde bir vektor

uzay1 olur. Bu vektdr uzayma V;,V,,...,V, dual vektér uzaylarimin tensorel

¢arpimi denir ve
LV,,.... V)=V ®V,8..QV

ile gosterilir. ¥, ®V, ®...QV," tensér uzayimn her bir elemanma r.dereceden bir

tensor denir.
Vi=V,=.=V,

ise V' ®V'®...8V" uzayma bir kovaryant tensér uzay: ve bu uzaym her bir

elemanina da r.mertebeden bir kovaryant tensér denir.7 (V) veya ®V" ile

gosterilir [6].



1.2.3.Tanim. Kovaryant tensorler igin verilen tanmimda ¥ yerine V™ alinirsa (V)"
uzay1 ¥ ye izomorf oldugundan V" iizerinde s-lineer fonksiyonlarin vektor
uzaym elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant uzay denir. 7.(V") veya ®°V ile

gosterilir ve bu uzayin elemanlarina s.mertebeden kontravaryant tensorler denir

[6].

1.2.4.Tamim. IR reel sayilar cismi tizerinde tanimli bir vektdr uzay1 V ve V', V

nin duali olsun.

(r+s)linecr

LYV VR ={fIfV xV" — IR}
ciimlesi yukarida verilen toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor
uzayidir. Buna r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant tensor
uzay1 denir. Bu uzayin elemanlarina da (r,s) mertebeli tensor denir. Bu uzay
T'(V)®TL(V ' )=&" (V)®® (V) veya T, (V)

ile gosterilir [6].

I.2.5.Tamim. V bir vektor uzay1 ¢ r.mertebeden kovaryant tensor olsun. S,
permiitasyonlarin ciimlesini gostermek lizereo €S, ve v,,v,,...,v, €V igin
i) Eger
KV oiysesVorny) = HVyseeesV,)
ise ¢ € T" (V) kovaryant tensére simetriktir denir.
if) Eger
¢(va(]),...,v0(n)) = (sgno)v;,...,v,)
ise geT (V) ye antisimetrik (alterne) tir denir. Simetrik ve antisimetrik

tensorlerin ciimlesi sirastyla Z "(V) ve A (V) ile gosterilir [13].



1.2.6.Tanim. V sonlu boyutlu bir vektor uzayi, ¢ € 7" (V) olsun.

Ag= % Z(sgn0)¢"(v] yeres V)

*oes,

1
= " Z(sgna)¢(vo(l),...,va(,))

*oeS,
ile tammh A ¢ ye ¢ min anti-simetriklenmesi denir [13].
1L2.7.Tanmm. €T’ (V) ve ¢eTI (V) olsun. Bu durumda & veg nin tensor

carpimi

! s x4l sty
(9® (a)(v,,...,v,,v,+,,...vm.,w e WL W LW )= 9(vy,.LL v, W

',...,w“').

rer

s+1 S48 S48
O(Vyygsees¥, oW W) eT

olarak tamimlanir [13].

1.2.8.Tanim. V bir vektor uzay1r e A" (V),p e A*(V) olsun.

!
Inp=T"N 8 (98 )
rls!

ile tammlanan ¢arpima alterne tensorlerin dig (alterne) ¢arpimi denir [13].

Dig carpim igin asagidaki teorem verilebilir.

1.2.1.Teorem. 4, 9,, %,,0,¢,,¢, V lizerinde alterne tensorler olmak tizere
DNOA@+0,)=0AQ+D A0, (F,+0)A@=0C, Ap+D, A0

2)a e R(ad)rp=a(BA@)=0A(ap)

3)A(pr@)=(DBr@)rg,

)0 eNV)peANV)=2Frp=(-1)"pAD

dur [13].

1.2.1.0nerme. V bir vektdr uzay: ve T'(V) tensor uzay: olsun. Bu durumda 7

tensori
VxVx..xV o>V
M-ﬂ—_J

r

biitiin r-lineer doniigtimlerin vektor uzayina izomorfiktir [8].



1.3. Diferensiyellenebilir Manifold ve Diferensiyellenebilir Manifold

Uzerinde Yapilar.

1.3.1. Tamm. M bir Hausdoff uzay olsun. Vp e M igin M de E"(n>0) ye

homeomorf olan bir U agitk komgulugu bulunabilirse M ye n-boyutlu topolojik

manifold denir [7].

1.3.2.Tanmm. M n-boyutlu topolojik manifold ve U M nm agik bir altciimlesi

olsun. Eger U bir y homeomorfizmi ile E” mnmn bir W alt ciimlesine

eslenebiliyorsa (U,y) ikilisine M de bir koordinat komsulugu denir [7].
peUigin y(p)=(x(p),....x,(p)) x,(p)elR 1<i<n

dir. Burada x,(p) reel sayisina y(p) noktasinn i. koordinat denir.
x:UcM—IR

fonksiyonuna da i.koordinat fonksiyonu denir. y fonksiyonu bir homeomorfizm

oldugundan koordinat fonksiyonlan da siireklidir. Hatta 1w birebir oldugundan

p,q €U noktalan i¢in x,(p) = x,(¢) = p =q dir. Bu demektir ki p eU noktas:

(x;(p)s...sx,(p)) 1eel sayr n-lisi ile belli olur.(x,(p),...,x,(p)) reel sayilarina

p €U noktasmin (U,y) koordinat komsuluguna gore lokal koordinatlart ve U

lizerinde tamml olan ( x,...,x,) reel degerli fonksiyon n-lisine de (U,y)

tizerindeki lokal koordinat sistemi denir [7].

1.3.3.Tammm. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii

{U, }olsun. U, agik ciimlelerinin o indislerinin ciimlesi 4 olmak iizere {U,}

ortiisii i¢in {Ua} aed yazahm. E” de U, ya homeomorf olan bir agik ciimle E,

Ve

(74

v, U, E,



olsun. Koordinat komsuluklarinin {(U,,, v, )}aeA koleksiyonuna bir atlas (veya

koordinat komsulugu sistemi) denir [7].

1.3.4.Tanim. M bir r-boyutlu manifold ve S= {(U,,, v, )} , M nin bir atlasi

ae

olsun. Eger S atlas1 asagidaki 6zellife sahip ise S ye ¢’,r 21 smifindandir

denir.
U,NU;#J olmak iizere Va,B € A4 igin
oy = V,0U3 ¥, (U, AU > v, (U, ")
@, = v, (U, nU,) > w,(U,.nU,)
fonksiyonlart C” smifindandir. Eger § atlas1 M lizerinde C” swnifindan ise S ye

C" smifindan bir diferensiyel yap: denir. Buna gore S atlasiun C” sinifindan
olmasi (@), ,(d)/,a)i,l <i<n fonksiyonlarmmn C” smifindan olmasi ile

tanimlamir.
Bir f:E" — IR fonksiyonunun p € E” noktasinda analitik olmas1 demek

f nin (x-p) nin bir kuvvet serisiyle ifade edilebilmesidir. Bu durumda f C"

simfindandir denir [7].

1.3.5. Tammm. M n-boyutlu bir topolojik manifold ve M nin C” simfindan atlas:
S olsun. Bu durumda M ye diferensiyellenebilir manifold denir. Eger S ,C"

smifindan ise M ye n-boyutlu analitik manifold denir [7].

1.3.6. Tanim. M bir manifold olsun.
(M, IR)={f1f:U - R,f eC*(U)}

ciimlesini ele alalim. Bir
VP:C‘”(M,]R) — IR

n 1.3.1
fan[f]=;vi|p_‘3§,p (13.1)

déniisiimii i¢in A, € IR,Vf ,g € C* (M, IR) olmak iizere



DV, )=V [fl+uV[g] (132)
i)V, (f&)=V,[/1e(p)+ 7 (p)V, €] (13.3)
aksiyomlan saglaniyorsa I;; fonksiyonuna M nin p noktasindaki tanjant vektorii
denir [7].
M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesini
TM(p)={I;:, V.:C*(M,IR) > IR }

ile gosterelim. Bu climle
(+)»:T,(P)x T, (p) > T, (p)

V. W,) >V, +W,:C°(M,R)—> R
RIAEAGEAY

ve
():IRxT,,(p) > T,,(p)

(A,V,)> AV, :C*°(M,IR) > IR
AV S1=4V,[f].Yf eC™(M,IR)
islemlerine gore IR {lizerinde bir vektdr uzayr olur. Bu uzaya M nin p

noktasindaki tanjant uzay: denir [7].

1.3.7. Tamm. Bir ¥V, €T,,(p) tanjant vektorii i¢in
V,[x]=v (1.3.4)

olmak iizere
(VseeesV,)

- .
n-lisine ¥, €T,,(p) tanjant vektériiniin ( x,,...,x,) koordinat sistemine gore

bilegenleri denir. Buna gore
V,:C*(M,IR)—> IR

doniigiimii
g
V,=>, Elp,v,. =v,[x] (1.3.5)

i=]

yazilabilir [7].
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p € M noktasinda tanimh lokal koordinat sistemi ( x,...,x,) olsun. Bu

{flp,,_,,_@‘p} (1.3.6)
x, x

n

durumda

sistemi 7,,(p) i¢in bir baz olur [7].

1.3.1. Teorem. M bir manifold ve M min tanjant uzay: 7,,(p) olsun.7,,(p) nin

17 0
— ve<{— iki bazi arasinda

I

A o 7% I 0 _|% |08 :
ox, ? Z;(ax,.)afk l" T ox, ;(afjjax,” (13.7)
veya
[0 ] [ox) ox, ’ril 1 [2] (@[ x, T__a_’ ]
ox, " | ot e, | ox, ox, ' | fox, ' x| o, 1

= : =. : (1.3.8)
P . PN R P P P
ox, 7| |ex, P ex, | ax, | |ax, '] [ax, ! ax, | v, 1

doniisiimii vardir [7].

1.3.8. Tanim. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldu iizerinde

diferensiyellenebilir bir egri; IR nin [a,6] araligindan M ye diferensiyellenebilir

doniislim olarak tanimlanir [7].

1.3.9. Tamm. M n-boyutlu bir manifold ve M iizerinde diferensiyellenebilir bir

egri
¢ (a,b)y> M
olsun.
I}; = Zn:% 1=0 g’m)

i=1 i
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tanjant vektoriine diferensiyellenebilir ¢ egrisinin @(7,) noktasindaki tanjant

vektorii denir. Eger ¢ nin her bir noktasindaki tanjant vektorii sifirdan farkli ise ¢

egrisine regiiler egri ad1 verilir [7].

1.3.10. Tamm. M bir manifold ve M de bir komguluk V olsun. Bir peV
noktasindaki tanjant uzay 7,.(p) olsun. V de biitiin p noktalan iizerindeki tanjant

uzaylarin birlegimi U?} (p) ile gosterilsin. Bir
pel’
mJT(P)y >V

Pel’
doniisimi V1, €7}, (p) tanjant vektorii i¢in
z(,)=p
ile tanimlansip. Bu durumda VcM tizerinde vektdr alan1 operatérii
x:V-JT.(p) (1.3.9)
pel’
biciminde bir fonksiyondur dyleki
mwX =LV -1
dontigimii 6zdeslik fonksiyonudur [6]. M lizerinde vektdr alanlarimin climlesini

(M) ile gosterecegiz.

L.3.11. Tamm. M bir n-boyutlu manifold ve P noktasindaki tanjant uzay T7,,(p)

olsun.

T, (P)=1{/117,,(p)> R}

uzayma 7,,(p) mn dual uzay: veya kotanjant uzay denir [6].

1.3.12. Tamm. M n-boyutlu bir manifold ve M manifoldunun kotanjant uzay:

T,,(P) olsun. w(p)eT,,(P) elemanina bir kovektor denir. Her birw kovektorii; U

M nin bir koordinat komsulugu olmak iizere
w:U- JT(p)

pell

p>a(p):T,(p)—> R
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seklinde tanimh bir fonksiyon olup M tizerinde bir 1- form adini alir [9].

1.3.13. Tanim. M bir manifold ve f € C®(M,IR) olsun. Bu durumda f nin

total diferensiyeli
df| ;T (p) > IR

X, > df(X,)=X,[/]

noktasinda lokal koordinat sistemi ise

(1.3.10)

ile tammlamr. (x',.,x") P
dx'|,,....dx"|, Ty, (P) igin bir bazdir [9].

preeco

r

1.3.14. Tanim. M C® smmfindan bir manifold olsun. M iizerinde C°

sinifindan r. mertebeden kovaryant s.mertebeden kontravaryant tensér alani; M

nin her P noktasina bir ¢, tensorii karsihk getiren fonksiyondur. M iizerindeki

r. mertebeden Kkovaryant, s. mertebeden kontravaryant tensér alanlarinin

ciimlesini 77 (7,,(P)) ile gOsterecegiz. M iizerinde bir p noktasindaki tanjant

uzay T,,(p) ve kotanjant uzay TA',( p) ile gosterilirse ¢ tensdrii
¢:Uc M- JT7(T,(P)
P 0,7, (P)x---XTA; (p)x Ty (p)x...x T, (P) —> IR

r-tane sS-tane

bigiminde tanimlanabilir

Bir manifold tizerindeki antisimetrik tensor alanlarinin climlesi bir vektdr

uzayidir. Bunu A" (M) ile gosterecegiz [9].

1.3.15. Tamm. M n-boyutlu bir manifold olsun. UcM olmak iizere
alc M- | JNT,(P)

P > w(P)T,(Pyx..xT,,(P)—> IR
r-lineer ve antisimetrik @ doniligiimiine U lizerinde r-form denir. Eger =1

alinirsa (1.3.12) tanim: elde edilir.

Xiseon X, 0,,...,0, sirasiyla vektor alanlan ve 1-formlar igin
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O(Xyseen X, )= D W, , dx, A ndX,

I 1.3.11)
(@, Aec A, N X5y X,) =r—!det[wj(Xk )]

esitlikleri vardir [9].

D =D (M) M lizerindeki r-formlarin ciimlesi olsun. Bu durumda

D° =C”(M,IR) olur.

1.3.16. Tamim. M bir manifold ve D= D(M)=)_D’(M) olsun. Bu durumda

r=0
d-D(M)— D(M)
ile tanimlanan ve asagidaki aksiyomlar saglayan operatére dis diferensiyel denir
[8].
1) d, D(M) min kendisi {izerine r-lineer doniisiim ve

d(Dr)C Dr+l

dir.
2) f € D’ = df total diferensiyeldir.

Jw, eD 0, e D’ =d(w,Anw,)=do, Ao, +(-1) 0, Adw, (1.3.12)

4)d*=0

13.17. Tammm. M bir manifold ve X,Y € (M), f e C” (M, IR) olsun.
[]: (M) x 7(M) = (M)

VP e M igin
[X,Y], = X, (0 )-Y,(X) (13.13)

ile tanimlanan fonksiyona X ve Y nin Lie (bracket) operatorii denir ve agagidaki
Ozellikleri saglar [6]). f,g e C*(M,R), X,Y,Z € y( M) olmak iizere

i) [X,Y]eC*(M,IR)

ity [fe.g¥]=sg[X. Y]+ f(X[gDY-g(Y[fDX

ity [X,¥]=-[Y,X]

w) [[X.Y].z)+[[r.Z), x]+[[x.2),¥]=0



1.3.1. Onerme. M bir manifold ve @ M iizerinde bir r-form olsun. Bu durumda

dax( Xg, X, . ’X)“T‘Z( 1Y X, (@( Xgsers X 100s X))

i=0
YD o X, X ] X K X X))
r+ ] Osigs<r
dir.
Lokal koordinatlar gbzoniine alindiginda, e8er
W= ;-IT @, ..., A" A..ndx"
ise

Wt

olur. @ 2-formise X,Y,Z e y(M) olmak iizere

dw(X,Y,Z)= %{X(a)(Y,Z))+ Y(e(X,Z))+ Z(a(X,Z)) -
w(X,Y].2)- (¥, 2], X)-w(Z,X]Y) }

elde edilir [8].

1.3.18.Tamm. ¢,y (1,1) mertebeli tensor alanm olsunlar.

S/ (MYyx /(M) —> y(M)

fonksiyonu igin
DS(X,Yy=[gX,wY|+[uX.gY]+ gy X, Y]+ i X.Y]-

AX, wY ]~ X, Y]- X, 6Y]- v gX,Y]

2)S(X,Y)=-S(Y,X)

o, —OO oy =0, @, . X! AKX AL A

(1.3.14)

(1.3.15)

(1.3.16)

(1.3.17)

sartlan saglaniyorsa S doniislimiine dgiley nin torsiyonu (Nijenhuis tensor alan)

denir [8] .

1.3.19. Tamm. M n-boyutlu manifold , ¢(t) a<t<b C' sinifindan bir egri ve

1Ty (@(1p)) = T, (9(1))

olmak lizere ¢(1,) noktasinda bir egri boyunca ¢ tensoriiniin tiirevi

(“—),” ( 771 ¢¢(1) ¢¢(1,,))

(1.3.18)
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dir. Boylece -—§7¢ ,T,,(¢(1,)) tanjant uzay: iizerinde r. mertebeden kovaryant

tensordiir.
Herhangi x;,(,o),...,x;(,o) €T, (p(t,)) vektorlerin r-li ctimlesi verilsin. Bu

durumda ¢(t,) noktasinda
: 1 * r r
"), =,11,m —; (nt¢¢(r)(qua(ta)v"’xw(ra))_¢«»(ru)(xéao)’""xcp(ra))) (1.3.19)
0

dir [13].

1.3.1. Lemma. ¢ M iizerinde r. mertebeden kovaryant tensér alani ve o(t) a<t<b

C* smifindan bir egri olsun. M iizerinde x] ey x| €T, ((1)) egri boyunca C*

simfindan vektor alanlan ise, (a,b) araliginda ¢ mn tiirevi

r d r
( ¢)l°( 10 ,x,o)=(z[¢¢(,)(x,',...,x,) ]_

13.20
> By (5L o250, R
Py wlty o dt o

dir [13].
Ispat. (1.3.19) dan

D¢ 1 ’ ) ,
( )zu = lim (nr%m("npua)’ souo))”¢¢(ro)("iua)’“"xwuu)))

=15 [ —

=lim—— (¢¢(,)(77,(x,0)9 ,7],()(,0)) ¢¢(lu)('x’o o)

1ty [ —

yazilabilir. Bu durumda her i igin toplama ve ¢gikarma yapilirsa
D) =i [ (5 s )= oy L T o )
+ By (X s X Ysees X ) = By (8,37 7KK, Doy 1(X7)))
+ ¢W)(x,',x,2, 77(x,i Yseens TKX,, ))...—¢W)(x,',...,x,’_', 7,(x))
+ ¢W)(x,',...,x,'", 7,(x; ) - ¢¢,(,)(x,’,...,x,')
+¢¢(,)(x,1,...,x,')— ¢¢(,U)(x,'0 ,...,x,’ﬂ )]
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. 1 ~ r
= 'lg}‘lt_—t_[djq;(:) (TL (xtf, ) - xrl’ Tl(xi )”"-’ n, (xy,, )) - ¢¢(/)(x;la T](xxz,, )
CE T4y

SRR [ C4) BT SN C AN | N ¢ ) B o BT JUN € S0 78
_q)q;(t,,)(xt: 9xr )]
:[%(,)(llm n(x,o) x,, ,n(x N+o (,)(x ,}irpt

i
n(x?)
._to

1
2 1 -1 9
= X[ 5eee Xy D)ty (X7 5eees X/ tlg}lt » n(x, )—x/)+
o —
0

r

: 1 1 r i
'lg}z't__to‘b(p(t) ('xl seees Xy )’_ ¢¢u,,) (xt,, 3""x10 )]

olur Béylece

ry i 4 )
l(, = [Z] ¢¢;(1) ('x ]lm 771 (xl,, ) xr s 771 (xl,, )) + 11133’ .y ¢¢(1) (xtl"“’xt )
i= [

1
~¢¢(10) (xt,, 9-"ax1ru )]

elde edilir.x,, (1) boyunca C* siifindan bir vektdr alani oldugundan

X, )—X
limT’lz( t,,) ! :_Hmn,(ﬂ_,( ) r‘,)__ ,), Dx
=1, 11— to 11, 11— [0 4 dt

dir. Buna gore r. mertebeden kovaryant tensériin tiirevi

D¢ P d r
( )10( 1 ,AIO):(E[¢¢(I)(X'I,“.’X‘) ]—
L ) Dx, -
;;ﬁwu)(x,o,...,(—dt Josees X, )

dir.

1.3.20. Tamm. M, M' m ve n boyutlu C* manifoldlar ve f:M — M' bir

doniisiim olsun. Bu durumda
ST, (p)—> T, (p)

») = :[fl]lf(p)"“’l;;[fM]If(p))

ile tamimh f, doniigiimiine f nin diferensiyeli (tiirev doniisiimii) denir. Eger g f(p)

1.3.21)

nin komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise

(/-(x))g =x(gof) (1.3.22)

dir [7].
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1.3.21. Tamm. f: M — M' bir C*déniisiim olsun. Eger f.(7,,(p)) nin boyutu r

ise f doniigiimiiniin ranki » dir denir [9].

1.3.2. Onerme. Eger VP € M igin rankf=boyM=n ise (f.) , birebirdir [9].

1.3.22. Tammm. M, M' m ve n boyutlu C” manifoldlar ve f:M — M' bir

doniigim olsun. Eger VP e M (/.), birebir ise f ye immersiyon denir Bu

durumda M ye immersed altmanifold denir [9].

1.3.23. Tanmm. f: M — M' bir immersiyon olsun. Eger f birebir ise f ye

imbedding denir. Bu durumda M ye imbedded altmanifold denir [9].

1.3.24. Tanim. M n-boyutlu manifold ve f bir C* doniisiim olsun. Eger

VP e M igin
(f), X, = X'If(p)

ise X vektor alanina f~baghidir denir [9].

1.3.25. Tanim. M bir C* manifold olsun. Eger

K IRxM—-> M
(t,p) = x(t,p)=x,(p)
doniiglimii

1)Vt € IR igin x,, M nin bir transformasyonu

2)Vt,s€lR Vpe M igin
k(1 +5,p) = (1, K(S, P))

K...(p) = K, (x,(P))

ise ¥ ye M nin 1-parametreli doniigiimlerinin grubu denir [9].
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1.3.27. Tamm. I, c IR agik aralik olmak iizere
Kkl xM—> M

1)Vt €l,,k,, M nin transformasyonu
2)Vt,sel t+sel VpeM igin
x(1 +5, p) = k(1, x(5, p))

ise kK ye Mnn 1-parametreli lokal doniisiim grubu denir [8].

1.3.3. Onerme. M bir manifold ve X M iizerinde bir vektér alam

olsun.x,:I xU — M grubu
X,:C°(M,IR)—> IR

.1
s o X, f =lim[fx.(p)-/(p)]
ile tamiml C* X vektor alanimi verir. Bu durumda Xe p, m bir U komsulugunda

lokal bir parametreli grubu ile belirlenir denir. Eger I, = (—o0,0) ise X vektor

alanina tamdir denir [8].

1.3.2. Lemma. M n -boyutlu manifold ve /, ¢ IR olsun. Bu durumda
FI.xM—> M
(t,p)—> f(t,p)= 1, (P).f(0,p)=0

ise f(t,p)=12(1,p), g(O; p)=f(0,p) sartim saglayan bir g(¢,p) fonksiyonu
vardir [8].

i
Ispat. Bunun i¢in g(7, p) = f f (ts, p)ds tammlamak yeterlidir.

0

1.3.3. Lemma. M p- boyutlu manifold, x, 1-parametreli déniigiimlerin grubu, X
k,, ile belirlenen bir vektor alami olsun. Bu durumda g,(p)=g(t,p) ile

belirlenen fox, = f +1g, ve g, = Xf sartim1 saglayan fonksiyon vardir [8].

Ispat. f(1,p)= f(x,(p))-f(p) ve Lemmal.3.2 yi gbzéniine alalim. Buradan
Jop, = f +1g,
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ve
lim 2 £, (p) - £(P)] =limp £ 1, ) = lime, (p) = 20(p)

elde edilir.

1.3.4. Onerme. M bir manifold ve X, Yey (M) olsun. Eger X lokal 1-parametre

grubu ile belirlenen bir vektor alani ise
[X.,Y]= ’1331}[)'— (x,).Y] (1.3.23)

dir [8].

Ispat. p(1) = x'(p) alalim. Buradan
(&) 1), [ =X (fox,)) 0y =X )iy + (X8 ) sy

dir.
time [V ()Y ], =lim[0), = (7 ey 1-limC2,),
=X, (Xf)-Y.g
=[x,y ]p f
olur.

1.3.27. Tammm. M bir manifold, X M iizerinde bir vektdér alani, x, lokal

1-parametreli grup ve ¢ M lizerinde bir tensoér alan: olsun. Bu durumda

(Le), =l [4,-(x9), ]

déniigiimiine ¢ nin X e gore Lie tiirevi denir [9] .

1.3.5. Onerme L,,X e gore Lie tiirevi olsun. Bu durumda L, asagidaki

ozelliklere sahiptir.
a)L, ,¢ nin tirevidir. Yani L, lineer ve

L,(¢®¢)=(L;$)®# +4®(L,¢)
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b)Ly(I])cT]
L)X, X,) = X(¢(X,,...,X,,))—Zn:ﬂX,,...,[X,Xk],...,Xn) (1.3.24)

d)f eC*(M,IR)= Ly (f)=X(f)
e)Y eX(My= LY =[X,Y] (1.3.25)

Ispat.a) L,.mn lineerligi aciktir. $imdi Lie tiirevin tanimindan

L, (¢®¢)-hm—[ (#94),-(x,($99)), ]
-hm—[ $0 ¢ ~(x9)®(x¢) ]
—limi[ 4@ 4 - (9@ ]+ lim~ [<x¢)®¢ ~(5,9)®(x;4) ]

-0 ¢
~lim-[g- (<) 1®4 +lim(x )@ [¢ - (9 ]
=(Li)®§ +$8(L,§)
dir

c) Ispat1 sadece n=2 igin yapacagiz

L (X, X,)=lim- [(x (B, X1 (K, Xa ) =YX, X)) ]

—hm{ ([T (O, ) X0 (0,00 X)) = 6 (B, X))+ [x,‘(¢(Xsz))—¢(X,,X2> ]}

elde edilir. Burada ikinci terim X(#(X,, X,)) ye denktir. Birinci terimin M nin

bir p noktasindaki degeri
1 , ,
lim =] 6, (KX, 062 (X2),) = B (K0 (X ) ]

. . 1
=]lglg¢x,(p)(;[(’(x)s(/\,1)p_(Xl)x,(p)v(’(z)'(Xz)p ])+],§13 ¢A',(P)[(X1)A‘,(p)’;((Kf)‘(XZ)p_(XZ)A’,(/J)) ]
==¢,(X.X,] .(X.),)- 8,((X)),,[ X, X.],)

dir. Béylece her p igin
LA'¢(X1’X2)= X(¢(X,,X2))'—¢([X,X]],X2)—¢(X],[X,X2D

elde edilir.
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LSNP =l [£(P)-1("p) ]
= —lim [ (")~ £ (P) ]

10 t

dir. Buise -X 1 meydana getirdigi 1-parametreli lokal grup oldugundan
=—(-X)f
= Xf

olur.

1
e)LXyzml;[y—(x,),,Y ]

oldugundan, Onerme 1.3.3 den
LY =[X,Y]

elde edilir.
I.4. Riemann Metrigi ve Riemann Konneksiyonu

I.4.1 Tammm. M bir manifold ve g, M lizerinde (0,2) mertebeli tensér alani olsun.
Eger g tensor alam1 X,Y € y( M) igin

) g(X,Y)=g(¥,X)

i) g(X,X)20ve g(X,X)=0X=0

saglanmiyorsa g ye Riemann metfigi denir.

g Riemann metrigi ile tammli bir manifolda Riemann manifoldu denir.

T,,(p) tizerinde Riemann metrigi standart i¢ garpim ile tanimlanir.

{x,,....x,} M de lokal koordinat sistemi olsun. g nin bu lokal koordinat
sistemine gore bilesenleri

=29,
gij g&i,d’j

ile verilir. Buna g Riemann metriginin kovaryant bileseni denir ve g nin

kontravaryant bileseni
gij = g(dxiadxj)

ile tanumlanir. Bu durumda
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L7

g,8" =8

dir [9].

1.4.1. Teorem. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M

iizerinde metrik tensoriin ifadesi
(Y=Y g,dx, ®dx, 1.4.1)

ij=l

veya
ds., < d(x09) d(x,00)
(dt) =28 dt dt

ij=1

dir. Burada x,,...,x, ile M nin bir koordinat komsulugundaki koordinat

h

fonksiyonlar gosterilmektedir [6].

Ispat. M nin bir U agik ciimlesinde koordinat fonksiyonlar1 x,,...,x, ise

VY, Z €y(M) igin

Y= ny——é,—,Z= 3 zi
i=1 lﬁ, J=1 ! &,
yazilabilir. .
(Eia 0}1)-: i
denilirse

Y,Z)= ngjyizi

ij=1
elde edilir. x,,...,x, e C*(M, R) oldugundan
< 1z
dx,(Y)=) ¥ = (x)=
k=1 k

ve benzer olarak
dx (Z) =z,

dir. Boylece
(Y,Z)= Zgijdxi(Y)dyj (2)

i,j=1
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olur. Buradan
()= g,dx ®dx,

ij=

elde edilir. Burada 6zel olarak {([a,b], ¢7)} atlasi ile verilen egrinin teget vektér

alami 7=Y=Z alinirsa egrinin (a) dan ¢ ye kadar yay uzunlugu

s()=|d, =J\/<T¢(0’T¢(1)> at

olmak lizere
ds .,
(;’t—) = <T¢(1)’7:o(1)>

veya
T —_ (d(x10¢) yeees d(an(ﬂ))

dt dt

oldugundan

ds., & d(x09) d(x,00)
(dt) =2.8 dt dt

i,j=1

elde edilir. Riemann metrigini (I.4.1) anlaminda olmak iizere

ds’ =) g dxdx, (1.4.2)

ij=1

seklinde yazacagiz.

M baglantili diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M parakompakt
ise M iizerinde bir Riemann metrigi vardir [8]. Bundan sonra aksi

sdylenmedikge M manifoldunu baglantil: , diferensiyellenebilir ve parakompakt

olarak kabul edecegiz..

1.4.2. Tamm. M bir manifold ve M lizerinde vektor alanlarinin uzay1 y( M)

olmak tizere
V(M) x (M) = (M)

(X.Y) —)VXY

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir lineer

konneksiyon denir [2]. V X)Y,Ze y(M) ve Vf,g eC”(M,IR) igin
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DY g+ gr2 =1V xZ+&VyZ
2)V (Y +82)= IV , Y +gV  Z+(X )Y +(Xg)Z

1.4.3. Tanim. M bir manifold ve V M lizerinde lineer konneksiyon olsun. Eger

V konneksiyonu agagidaki iki 6zellige sahipse Riemann konneksiyonu adim alir

[2]. V XY, Ze y( M)igin

D[X,Y]=V,Y-V X

2)Xg(¥,2)=g(V ¥, 2)+g(¥,V , )

1.4.2. Teorem. Bir Riemann manifoldu iizerinde bir tek Riemann konneksiyonu

vardir [6].

Ispat. M nin bir koordinat komsulugu U olsun. U iizerinde lokal koordinat

fonksiyonlar: ile tanimlanan vektor alanlarinin ciimlesi x, = = olmak iizere

lP-—*{xl,...,x,,}
ve
8(x;,x;)=g;
olsun. g metrik tensoriiniin ¥ bazina gére matrisi g; olup g bir i¢ carpim
fonksiyonu oldugundan regiilerdir.
Simetrik bir matris pozitif tamimli ise bu matrisin determinant:
karakteristik degerlerinin ¢arpimina esittir. Ayrica karakteristik degerleri de

ozitiftir. O halde g™ vardir. g™' mn bilesenlerini (g™'), ile gosterelim. Bu
p g i

durumda M iizerinde konneksiyon V olsun.

3

olmak lizere
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fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Bu fonksiyonlara Christoffel sembolleri denir.

Buradan U iizerinde V vermek I“;k fonksiyonlarin1 Riemann konneksiyon

sartlarim saglayacak sekilde vermektir. Tanim 1.4.3 iin (2) sinden
xi[g(xr’xj)]+xj[g(xr9xi)]_ xr[g(xj’xj)]
= g(V)C,xraxj)+g(xr9Vx,xj) + g(Vx/xr,xi)

+g(x,,Vx}x,.) “g(Vx,xi 9xj) - g(xi varxj)
=Y Thg(x,,x;)+ ) Tig(x,,x,)+ . Tig(x,,x,)
k=1 k=1 k=1
+ZI:;g(xr9xk ) —Zrilr(g(xk 9xj) _Zr;'(rg(xi’xk)
k=] k=1 k=1
= Y - gCrx,) +TE -TE)g(x, %)
k=1

+T} +ThHg(x,,x)}

olur. Diger taraftan Vf e C*(M, IR) igin
[xk ’xs](f) = xs[xs(f)]_xx[xs(f)]

=0 (D)D)
_Jf _2f
7907 N2 W
=0
dir. Buradan
[x,,,xs]=0

bulunur. Boylece
[xk ,xs] = ka X, - Vx X,

s
n n
t t
= erkxl _Zrkx'xr
1=1 1=1
n n
! 1
:Z(rsk —Zrks)xt
t=] t (=]

ve {x, sersX, } liner bagimsiz oldugundan
I, -TI,=0
I, =T

(1.4.4)

bulunur. Buna goére
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x;[g(xraxj)]-"xj[g(xﬂxi.)]—xr[g(xi9xj)] z lgkr
x[g,]+x,[g.]-x[g,]= ZZ -
1<i,j,k,r<n

dir. Bu esitligi matris formunda yazarsak

[T} ] =%(g"),‘,[x,[&,]ﬂ,[gn]—xr[gy]]

_1 %, agr,_&)gu
. (g){ax %%

gy | %Ry R, 9By
Z( )‘{dc*—o’k &J]

veya matrislerin e§i1]i ginden

Z( SN g” ") Z( “)k, (1.4.5)

olur. Boylece M tizerindeki metrik tensor cinsinden Christoffel sembollerinin
ifadesi elde edilmig olur. U iizerinde V y1 tanimlamak icin (1.4.5) ifadesini
kullanabiliriz. Ayrica bu gekilde tanimlanan V, Riemann konneksiyonu sartlarim

saglar. O halde (1.4.5) ile tanimlanan V bir Riemann konneksiyonudur ve tektir.

1.4.4. Tanim. M n-boyutlu bir manifold ve M lizerindeki konneksiyon V olsun.
Bu taktirde

T: (M) x x(M)— 2(M)

(X,7) S T(X.Y)=V Y-V X~[X.] (14.6)

olarak tanimlanan vekt6r degerli tensére M lizerinde tanimli V konneksiyonun

torsiyon tensorii denir [6].

1.4.5. Tamim. M n-boyutlu bir manifold ve M lizerindeki V konneksiyonun

torsiyon tensérii 7 olsun. Eger 7=0 ise V konneksiyonuna simetriktir veya sifir

torsiyonludur denir [6].
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1.4.6. Tanim. M n-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde
R: (M) x (M) x z(M)— 2(M)
(X,Y,2) = R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z
R(X,Y)Z = VXVYZ— VYVXZ— V[X,Y]Z 1.4.7)

olarak tanimlanan tenstére V konneksiyonunun egrilik tensorii denir [6].

Onerme 1.2.1 den R ve T tensér alanlarini sirasiyla
X (M) x (M) x (M) — C*(M,IR)

(w,X,Y) - o(T(X,Y))
2 (MYx 7(M)x y(M)x (M) — C”(M,IR)
(0, X,Y,Z) . - w(R(X,Y)Z)

cok lineer doniisiimleri olarak ifade edebiliriz [9].

1.4.7. Tanim. M bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
K:y(M)x y(M)x y(M)x y(M)— C*(M, IR)
(X,Y,Z,W) - K(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)

olarak tamimlanan 4.mertebeden kovaryant tensére M iizerinde Riemann

Christoffel egrilik tensorii denir [6].

1.4.3. Teorem. M bir Riemann manifoldu ve V M iizerinde bir Riemann

konneksiyon olsun. Bu taktirde K agagidaki bagintilara sahiptir [6].
a) K(X,Y,ZW)=-K(Y,X,Z,W)

bYK(X,Y,ZW)+K(Y,Z, X, W)+ K(Z,X,Y,W)=0
) K(X,Y,Z,W)=-K(X,Y,W,Z)
d)K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y)

ispat.
a) R(X,Y)=-R(Y,X) oldugundan agiktir.
b) Bu durumda
RX,Y)Z+ R(Y,Z)X+R(ZX)Y=0

oldugunu gostermek yeterlidir. Riemann konneksiyonu igin
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VyZ-V,Y-[¥,Z]=0 (1.4.8)
oldugundan
VX(VYZ)—VX(VZY)—VX[Y,Z] =0 (1.4.9)

elde edilir. (1.4.9) denklemi diizenlenirse
R(X,Y)Z+ V[X,Y]Z— VX[Y,Z]+ ViV x2)=V 4 (V,¥)=0

dir. XY, Z igin dairesel permiitasyonla benzer esitlikler elde edilip toplanilirsa
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y + V[X Y]Z+ V[Y Z]X

+V [¥.2)-v,[2,X]-V,[x,Y]=0

]Y—V vl

[z, x X
R(X,1)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y +[2,[ X,Y]|-[x,[.Z]]
[r[z.x]=0

olur. Béylece Tanim (1.3.17) deki iv) 6zelliginden

RXY)Z+ R(Y.Z)X+R(ZX)Y=0

elde edilir.
¢
K(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)
=g(V,V,Z-V,V Z- V[X,YJZ,W) (1.4.10)
dar.
X[g(VYZ, W)]: 8V, V 2+ (Y, Z,V W)
oldugundan

g(V VY ZW) = Xg(V ZW)-g(V 2,V W)

= X|1g (Z,W)- (2, W)|-2(V 2,9 , W)
= X[Yg (Z,W)]-g(V ¥ Z:Vy W) -8(Z.V ,V W)

(1.4.11)
~8(VyZ,V W)
gV, vV Z.W)= Y[Xg(W,Z)]- g(VyV W, Z)-g(V W,V ,Z) 1412
~g(Vy W,V )
V€
8V y P =X T 2N -&(V y (. 2) sery

=X (g (ZW) =Yg W.2)-8(V] .\ 1.2)
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elde edilir. (1.4.11), (1.4.12), (1.4.13) dégerleri (1.4.10) da yerlerine yazilir ve

uygun sadelestirmeler yapilirsa
K(X,Y,Z,W)= —g(VXVYW—VYVXW— V[X,Y]W’Z)

=-K(X,Y,W,Z)
elde edilir.
d} (b) nin ispatindan
R Y)Z+ R(Y,Z)X+R(ZX)Y=0
dir. Esitligin her iki yanin1 W ile skaler ¢arparsak
g(R(X,.Y)Z,W)+g(R(Z,X)Y W)+ g(R(Y,Z)X,W)=0

veya
K(X,Y,ZW)+K(Z,X,Y, W)+ K(Y,Z,X,W)=0

bulunur. Buradan
KW, X,Y,Z2)+ KY W, X,Z)+ K(X,Y,W,Z)=0

K(Y,ZW,X)+K(Z,W,Y, X)+K(W,Y,Z,X)=0
K(ZW,X,Y)+K(ZW,Y, X)+ K(X,Z,W,Y)=0

olur, Bu esitliklerin taraf tarafa toplanmasi ve (a) ile (¢) nin de kullanilmas: ile

esitlik elde edilir.
1.4.4. Teorem. M bir Riemann manifoldu ve KX V lineer konneksiyonunun Riemann

Christoffel egrilik tensorii olsun. Bu durumda i= g € y(M) olmak iizere

!

Oi(K ) + G (K, ) + Ok (K, ) = 0

dir [5].

1.48. Tamm. M bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve M nin bir p noktasindaki

tanjant uzaymm 2-boyutlu bir altuzay1 P olsun. Pyi geren birim vektérler X 1, ve

M iizerindeki Riemann Christoffel egrilik tensorii K olmak iizere
K(Xx,7,,X,7%)

degerine M nin p noktasindaki P diizlemine gore kesit egriligi denir. K simetrik ve

antisimetrik oldugundan bu egriligin degeri sadece P altuzayina baghidir [2].
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M iizerinde metrik tensér g X ,,Y, iizerine kurulan parelel kenarn alani ”X » /\Yp”

olmak iizere
g8(K(X,,Y)X,.Y,)

1.4.15)
EANA

K(P)=
dir [9].

1.4.9. Tamm. M bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve {e,,...,e,} Ilokal ortonormal
vektor alanlari olsun. Budurumda X,Y € (M) vX » €T,,(p) igin
S(X.Y)=) g(R(e, X)Y.¢,) (1.4.16)

i=]

ile taniml1 olan (0,2) mertebeli tensér alanina Ricci tensor alani denir.

7,,(p) nin bir {e,,...,e,} ortonormal bazim alahm. Bu durumda P ye gore
kesit egrilikleri
K(e,X,e,,X)=g(R(e,X)e,X)

olmak iizere, M nin p noktasinda X , dogrultusundaki Ricci egriligi

S(X,X)
k(X)) =220 1.4.17
s g(X,X) ( )

ile tammlanir [2].

1.4.9. Tamm. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. p eM olmak iizere 7,,(p)

nin 2-boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplamina skaler egrilik denir ve
r=> See) (1.4.18)
i=1

ile ifade edilir [2].

Simdi lokal koordinatlarda egrilik tensér alani ,torsiyon tensér alam , Ricci

tensdr alam ve skaler egriligin ifadelerini elde edelim. M n-boyutlu bir manifold ve

peM olsun. p nin bir U agik komgulugunda standart baz {el,...,e,,} olarak segelim.

Béylece U da her X vektor alant
X= Z fe
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olarak yazilabilir. U tizerinde T*,T*,R" C*-fonksiyonlar olmak iizere

g2ty 27
Vee, =Y Tje, (1.4.19)
k
T(e,.e,)=Y Tre (1.4.20)
k
R(e,.e;)e, =) Rie, 1.4.21)
h

diyelim. Burada
Rz;"lr = R(whaeiaej’ek)
= 0" (R(e;,e,)e,)

=0"(V_ V -V V e-V
e, & € € [ej,ek

_ ok / ! /
=w (Ve' (rkiel)—vek (rjiel)—cjkve[ei)

J

]ei)

gt I 7 I
=0 (rkirj";zem +ej(rki)el —rjir:em € (rji)el

~c,Ire,)
dir. Standart bazlar alindigindan
; c;k =0
olur. Boylece ,
h _ dﬂlz in hy! hp!
R; —?j—é—‘kﬂ“ﬂl} —aLy 1.4.22)
bulunur. Benzer olarak
7,7}." = T(a)",e,,ej)
= 0" (T(e, e,))
= a)"(Ve,ej —Vee —-[e,.,ej])
=o' (Tye, ~Tje,—cje)
=T, -T} (1.4.23)
dir. (1.4.22) ve (1.4.23) e benzer olarak Riccki tensorii S
Y
Sy =Ry = & %, (1.4.24)
elde edilir. Boylece (1.4.18) den skaler egrilik
r=g"R, (1.4.25)

dir. Burada R, = R,.Zj dir [5].
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Egrilik tensdrii ve metrik tensoriiniin lokal koordinat sistemine gore

bilesenleri
Rj:8im
ise (0,4) mertebeli Riemann Christoffel egrilik tensoriiniin bilesenleri
K = 8m R (1.4.26)

ile verilir [9].

1.4.1. Onerme. B teorem 1.4.3 (@), (3),(c) sartlarim1 saglayan bir 4-lineer déniisiim
ise
B=cR,
dir. Burada c=K(p),R(X,Y,Z,W)=g(X,Z)g(Y,W)-g(Y,Z)g(W,X)
dir [9].

n=2 durumunda G = %r egriligine Gauss egriligi denir. Eger S=ag formunda

ise M ye Einstein manifoldu denir. Burada a=a(x) dir [9].

1.4.10. Tanim. M bir manifold ve K(P) M flizerinde kesit egriligi olsun. Eger

T,,(p) de biitlin P diizlemleri ve biitiin p noktalar: i¢in K(P) sabit ise bu durumda
M ye sabit egrilikli uzay denir. Sabit egrilikli Riemann manifolduna da uzay form
denir [2].
Eger M sabit c egrilikli uzay ise bu durumda (1.4.15) den
K = (848 =~ 8u& )

veya
R}i‘kl = C(Skgji - é;gjk)

dir [9].

1.4.5. Teorem(Shur). M, n2>3 boyutlu baglantili Riemann manifoldu olsun. Eger

K(P) sadece p noktasina bagl ise bu durumda M reel uzay formdur [5]
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Ispat. (1.4.15) den Riemann Christoffel egrilik tensoriiniin her iki yaninin kovaryant
tlirevini alalim Yani i = 2 olmak iizere
6”7(1{,‘1/:1) =V P (c(gikgjl — 8u8 i )

Ox

uygulayalim. M bir Riemann manifoldu oldugundan Vg=0 dir. Bu nedenle
Om(Kyy) =€, (248~ 8i8x)
dir. Benzer olarak / igin ayn1 iglemler yapilirsa (1.4.14)den
Cn (8181 — 8 ) * € (818w — 8in&jt) +€1(&in&y — 81 &jm) =0
elde edilir. Simdi her iki taraf g* ile ¢arpilirsa
€18~ 81) (58w — 5,8,1) + €& — 1) = 0
c,(n— l)gj, V08— Cny FC18 i —NEjm = 0
(n=2)(c,8; ~€8n) =0
elde edilir. » > 3 oldugundan
Cu8jt = €18 jm

olur. j=I=m igin c, = 0.Vm i¢in dogru oldugundan c sabittir.

1.4.6. Teorem. M sabit c egrilikli uzay olsun. Bu durumda X,Y,Z € y( M) igin
R(X,Y)Z=c[g(Y,Z)X—g(X,Z)Y] (1.4.27)

dir [9].
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1.5 Vektor Demetleri

1.5.1. Tanmm. E B F C”-manifoldlar ve ©n :E—B bir C”-doniisiim olsun. B nin bir
a1k ortiisii {U, }ae[ olmak lizere eger
(moy )x,y)=x xeU,,yeF
olacak bigimde
v U, xF—a'(U,)
diffeomorfizmlerinin bir {Wa},, ., ailesi varsa 7 F ye gore lokal ¢arpim &zelligine
sahiptir denir ve D = {(Ua, ;//a}a sistemine de 7 nin lokal ayrigmas: denir [4].

el

EgerC”(E,B) = {ﬂfrcE - B}modﬁ]ﬁnﬁn herhangi bir elemam lokal ¢arpim

Ozelligine sahipse o zaman bu doéniigiim 6rten ve agik bir doniigimdiir [4].

1.5.2. Tanim. 7t :E—B do6niisiimii lokal ¢arpim 6zelligine sahip olsun. Bu durumda
¢{=(E,m, B, F) dortliisiine bir diferensiyellenebilir lif demeti ad1 verilir [4].
Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif modeli ve ©t

ye de projeksiyon (fibrasyon) adi verilir. Aynca rankC=boyF olarak tanimlanir. Biz

lif demetini E veya 1t ile gosterecegiz [4].

1.5.3. Tanim. 7 :E—B bir lif demeti olsun. VxeB igin
a'(x)= Fx = {u eE!zz(u) = x}

climlesine x iizerinde bir lif denir.
Tiim Fx liflerinin ayrnik birlegsimi E total uzayini verir. Yani

E= JF,
xeB

dir [4].



1.5.1. Ornek. Bir C”-manifoldunun herhangi bir tanjant uzay: T,(p) ile

gosterilecek olursa ve M nin tiim p noktalanindaki 7,,(p) tanjant uzaylarinin aynk

birlesimine TM denirse
™ = U T.(p)

peM

dir. Bu durumda
7y TM > M

Z »>rn,(Z)y =VZeIM,3peM
Zp ET}M(p):>Z=ZP

ile tanimh doniistim stirekli Orten doniistimdiir. ,, doniistimiine kanonik projeksiyon

denir. 7,, kanonik projeksiyon olmak iizere

¢ =(TM,m,,, M,IR")

dortliisii bir lif demetidir buna manifoldun tanjant demeti denir [4].

1.5.4. Tammm. {=(E, n, B, F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun.ﬂnin D lokal

ayrismasina C-lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir.
(= (E,n B,F) lif demetinin D = {(U,,, ;//a} lokal koordinat temsilcisini

ael

gozoniine alalim. Vx €U, igin
l//a.x:F - Fx

doniigiimiinii yeF igin
Vex () = ¥, (x,3)

seklinde tanimlarsak y, lar difeomorfizm olduklanindan , i, x ler de birebir, 6rten

ve diffeomorfizmdir [4].

1.5.5. Tanmm. ¢=(E,z, B,F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger

asagidaki iki 6zelik saglaniyor ise £ ya vektor demeti denir.
i) VxeB igin Fve Fx bir K cismi iizerinde vektér uzayidir.
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i) VxeBigin y, i F— Fx doniistimleri lineer izomorfizm olacak gekilde £ nin

bir D={(U,, y/a}a ., lokal koordinat temsilcisi vardir. Buna gére Ornek 1.5.1 bir

vektor demetidir [4].

1.5.6. Tamm. ¢ = (E,x,B,F),¢=(E",n,B',F') iki vektdr demeti olsun. Eger

i) B=B
ii) VxeB’ igin Fx' lifi ’Fx lifinin bir alt vektor uzay:

iii) £:E'-E inclusion doniigiimii diferensiyellenebilir
sartlar1 saglamyor ise {' vektor demetine ¢ vektdr demetinin bir alt vektor demeti

denir [4].

1.5.7. Tanim. M m-boyutlu manifold ve M nin n-boyutlu altmanifoldu M

olsun. M ve M nin tanjant demetlerini sirasiyla TM, TM ile gésterelim. Bu taktirde

VpeM noktasmi L,(7,,(p)) altuzaymna tagiyan doniisiime T M nin altdemeti denir

[3].

1.5.8. Tamm. 7 :E—B bir C”-lif demeti olsun. Bu durumda

710S5=] (I,B nin birim doniiglimii )

olacak sekilde
S:B—E

C”- dontigiimiine lif demetinin kesiti denir ve I'(E) ile gosterilir [11].

1.5.9. Tamim. E bir vektor demeti olsun.VpeB igin 7,.(p) tanjant uzaymna bir X »

vektorii tagryan doniislime vektér demetinin kesiti denir. £ nin I'(E) kesitlerinin

uzayi K cismi lizerinde bir vektor uzayidir [11].
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Vektor demetinin kesitine M tizerinde bir alan denir. TM tanjant demetinin

kesitine M iizerinde bir vektor alani denir ve I'(E) vektor uzayr y(M) ile gosterilir

[11].

1.5.10. Tanmm. E,,E, birer vektor demeti ve f:E,— E, C”- doniisiim olsun. z,, 7,
sirasiyla E, ve E, nin projeksiyonu olmak iizere f;7,0f=x, ve E, in her lifinde f

lineer, sartlarim sagliyor ise f ye bir vektér demeti homomorfizmi denir. Eger VpeM

igin f: E,l » > Ei" , izomorfik ise f ye vektor demeti izomorfizmi denir [11].

1.6. Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlan

1.6.1. Tamm. M m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M M ye immersed n-boyutlu

bir bagka Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M ye M nin Riemann

altmanifoldu denir [9].

M ve M n ve m (n<m) boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. M
nin M ye bir immersiyonu
fiM—>M
ve M iizerindeki Riemann metrigi g olsun. O zaman f-immersiyonu M ye bir g
Riemann metrigi indirger. VX ,,Y, €T, (p) igin f lokal olarak birebir oldugundan
8(X,.Y,) = 8,0y (/. X, /.Y,
olacak gekilde g metrigi bellidir. Bu durumda f(7,,(p)) vzay1 T;(f(p)) uzaymnn

bir altuzay:dir.
Eger VX, €7,,(p) igin
8|y (o X,,8) =0 @.6.1)
ise & vektorii f{p) noktasinda normaldir denir. Her bir f{p) noktasinda M ye nomal

olan bu cins &, vektorlerinin ciimlesine M iizerindeki normal vektdr alam denir.

M de M nin birim normal vektériine normal kesit denir.
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M iizerindeki bitiin normal vektérlerinin vektér demetini T M ile
gosterecegiz. Buna gére Mnin f{M) ye kisitlanmis olan TM tanjant demeti ; TM
tanjant demeti ile 7" M normal demetin direkt toplamina izomorfiktir. Boylece M

ve M iizerindeki konneksiyonlar sirasiyla v,v olmak lizere VX,Y € y( M) igin

VY=V, Y+h(X.7) (1.6.2)

dir. Bu gekilde tanimlanan V bir Riemann konneksiyonudur. Burada 4

ho: (M)xy(M)-x" (M)
ile tamimh normal demet degerli simetrik bilineer formdur. (1.6.2) denklemine Gauss
formiilii ve 4 ya M nin ikinci temel formu denir. Simdi X e x(M),V ex* (M) igin

— -L 3
AVX,V Viile V

X XV nin sirasiyla teget ve nomal kisimlarmm goésterelim. Bu

durumda

k3 r L
V¥ =—4,X+V5V (1.6.3)

yazabiliriz. Burada AV lineer operatdriine normal kesite gdre Weingarten temel
tensorii ve (1.6.3) denklemine de Weingarten formiilii denir [17].
M de T'M lizerinde tammli V' diferensiyel operatériine normal

konneksiyon  denir. 1.6.2) ve (1.6.3)" denklemleri  kullanmilarak

X,Y ex(M),V ex* (M) igin
gr,v)=0

Xeg(Y,V)=0

g(V, YV +g(Y,V,V)=0

g(VX,Y+ h(X,Y),V)+g(Y,—AVX+VjYV) =0

g(VXY,V) +g(h(X,Y),V) +g(Y,—AVX) +g(Y,Vj\,V) =0

gh(X,Y),V)-g(¥,4,X)=0

gh(X,Y),V)=g(Y,4,X) (1.6.4)
elde edilir. Boylece s simetrik ve lineer oldugundan AV simetrik ve lineer dir. 4

tensoriiniin kovaryant tiirevi (1.3.20) den
— v - -
(VXh)(Y,Z)—VXh(Y,Z) h(VXY,Z) h(Y,VXZ) (d1.6.5)

dir. (1.6.2) ve (1.6.3) denklemleri kullamldiginda VX,Y,Z € y( M) igin
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R(X,Y)Z=V XVYZ- VYV ¥Z- V[ X Y]Z
=V y (VyZ+h(¥,2)) -ﬁy(v yZ+h(X,Z))

=V Vo Z+h(X, VY, 2)+(V W)Y, Z)+ h(V ,Y.Z)
~h(V,X,Z)~h(X,V ,Z)~ v[ ¥ },]z - x,7],2)

X+ A4

ey, X .t

=RXNZ=dy oy X+ Ay o Y +(Y 3 D)(Y.2)
~(Vyh)(X,2)

(1.6.6)

olur. (1.6.6) denkleminin her iki tarafi Wey(M) ile ¢arpima tabi tutulursa
gR(X,Y)ZW)=g(R(X,Y)ZW)- g(h(X,W),h(Y,Z))+ g(h(Y,W),h(X,Z))(16.7)

elde edilir. (1.6.7) denklemine Gauss denklemi denir. (I1.6.6) denkleminin normal

bileseni alimrsa X,Y,Z € y( M) igin
(R(X,NZ)* =(V MY, 2)~(V,h)(X,Z) (1.6.8)

elde edilir. (1.6.8) denklemine Codazzi denklemi denir. M nin normal demetinin

egrilik tensorii X,Y € y(M),V € y(M)* olmak iizere
RY XYW = Vi XV YV — VYV xV -V x v (1.6.9)

ile tanimlanir. Buradan (1.6.2), (1.6.3) denk]emlgi kullazx_lhrsa

= — / —

RX,YW =V, V. V-V, V I V[X’Y]V
—_ L1 1y
=V (A Y+ VYY) =V (~ 4, X + V* x V)

(=4, [X. Y]+ VY x, YV

=V A Y-h(X,A4, V)4 X +Viyviyy
X%y 4 vy

+V (A, X)+h(Y, A, X)+ A Y
y“y 14 viyy

~VIYVE XV + A, [ XY=V X,y
_ pl 7 _ Ve 4 _ 7
= R (X, YV =h(X, 4, )+ h(Y, 4,X)=(V ,, 4),, }

+(Vy ), X (1.6.10)

olur. U, M de birim normal vekt6r alan1 olmak lizere
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—g(h(X, 4,1),U)+ g(h(Y, 4, X),U) = ~g( 4y X, 4,Y) + g(A, Y, 4, X)

=g 4. 4, [X.1)
dir. Burada [AU,AV] = Ay, A, — A4, 4 oldugundan
g(R(X,Y)V,U)=g(R (X, Y)V,U)+ g([AU , AV]X,Y) (1.6.11)

elde edilir. (I.6.11)denklemine Ricci denklemi denir [9].

1.6.2. Tamm. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu
olsun. # ikinci temel form X,Y € y( M),V € y( M)* olmak iizere

VixV =0
ise V ye paralel ve

\% Xh =0

ise ikinci temel form pareleldir denir [9].

1.6.3. Tanim. Eger #=0 ise M'ye M nin total jeodezik altmanifoldu denir [9].

1.6.4. Tammm. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu

olsun. AV Weingarten temel tensorii olmak iizere

AV =ul]

ise ¥ ye M nin umbilik kesiti denir. Burada o bir fonksiyon ve I birim doniisiimdiir.

V M nin umbilik kesiti ise M, ¥V ye gore umbiliktir denir. Eger VV e y(M )l'ig:in

umbilik ise Mye M nin umbilik altmanifoldu denir.

1.6.5. Tamm. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu
olsun, T,,(x) in bir baz {e,,...,e, } olmak iizere

H = liz(hx) =Y k(e g) (1.6.12)
n i=l

vektoriine x eM de M nin ortalama egrilik vektorii denir. Eger H=0 ise M ye minimal

altmanifold denir [9].
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1.6.1. Teorem. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu

olsun. Eger {e,,,,...,e, },T*n(x) in bir baz ise

Z (iz4, )e (1.6.13)

J=n+l

dir [9].

Ispat. Tamim (1.6.5) den
1< 1
Hx =;Zh(ei,e,) = _Z Zg(h(e,,e )s €; )e
i=1

i=] j=n+l

_l_zn: Zg(AejeHei)ej

i=] j=n+l

1 n
=— (Aejei9ei)ej
Jj=n+

izz(A Je,

3

3

3

i

ﬁlh—lﬁ

ll

olur.

1.6.6. Tamm. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu

olsun. Eger R* =0 ise M nin normal konneksiyonuna flattir denir. [9]

1.6.2. Teorem. M, M nin n-boyutlu altmanifoldu ve (R(X,Y)V)* =0 olsun. Bu

takdirde [AU,AV]z 0 olmas: igin gerek ve yeter sart normal konneksiyonun flat

olmasidir [9].

Ispat. (=) [AU,AVJz 0 olsun Bu durumda

g(R(X,V)V,U) = g(R*(X,Y)V,U)= R(X,Y)V =0
olur. Boylece (1.6.11) den R* (X, Y)V = 0 elde edilir.

(<) Benzer olarak yapilir.
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1.6.3. Teorem. M sabit egrilikli Riemann manifoldu ve M, Mnin altmanifoldu
olsun. M nin normal konneksiyonunun ﬂat olmasi igin gerek ve yeter sart M nin

ikinci temel formunun sifir olmasidir [9].

Ispat. M sabit egrilikli uzay olsun. Bu durumda
R(X,N)V =c[g(¥,V) X - g(X,V)Y]

dir.V! konneksiyonu flat oldugundan R*=0 dir. Bu ise R(X,})V=0 olmas:

demektir. Buradan

R'=04=0h=0

olur.
Eger M sabit ¢ egrilikli ise
R(X,NZ =g, 2)X - g X, 2)N)] € 2(3)
oldugundan
(R(X,Y)Z)* =(VXh)(Y,Z)—(VYh)(X,Z)=O (1.6.14)
dir. Buise
(VXA)VYz(VYA)VX (1.6.15)

olmasi ile esdegerdir. Sabit egrilikli M igin (1.6.7) denklemi gézdniine alinirsa
g(c[g(Y.Z2) X - g(X,Z)Y W) = g(R(X,.Y)Z,W) - g(W( X , W), n(Y,Z))
+g(W(Y,W),h(X,Z)) (1.6.16)
olur. Bu denklem diizenlenirse
gR(X,V)Z,W)=c|g(¥,Z)g(X, W)~ g(X,Z)g(Y, )]
+g(h(X, W),h(Y,Z))-g(h(Y, W),h(X,2)) (1.6.17)
elde edilir. Diger tarafian {e,,,,....e,, }, T4 (x) igin bir baz olmak iizere

WX, W)= i g(h(X,W),e,)e,

J=n+l

HY,2)= 3 g(h(Y,2).e)e,

j=n+l

W(X,Z)= i g(h(X,Z)e))e,

J=n+l
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oldugundan

Y HED g HX MDY= 3 -g(h(Y W) e )g(h(X,2),e,)

+2(( X, W),e;)g(h(Y,Z)e))
=2 84X, W)g(4Y,Z)~ g(4,Y,W)g(4,X,2)

dir. Boylece (1.6.17) denkleminden
gR(X,V)Z,W)=c[g(Y,2)g(X,W)-g(X,Z)g(Y,W)] (1.6.18)
+> (A, X, W)g(A,Y,Z)~ g(A,Y,W)g(A4,X,Z)
J

Gauss denklemi elde edilir [9].

1.6.4. Teorem. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu
olsun. {e,.;,---,e, }, T 4 (x)in bir bazs ve M sabit egrilikli olmak iizere
S(X,Y)= c(n—l)g(X,Y)+Z(ierj )8(Ag X,Y)
: :

-2 8(4e X .4, Y)
J

(1.6.19)

dir [9].
Ispat. S(X,Y)=) g(R(e,X)Y,e)

dir. (1.6.18) den
g(R(e, X)Y.e) =c[g(X,Y)g(e,.e) - gle,, Y)g(X.e)] +
Z(g(Ae e,,e,.)g(Ae‘X,Y)—g(Ae'X,e,)g(Ae'e,‘,Y))

J

olur. Bdoylece

Y. 8(R(e, X)Y,e)=)" cg(X.Y)g(e,e)-g(e,V)g(X,e)]
] l+;Z g(Aeje,,e,.)g(Aer,Y)
—ZZ 84, X.e)g(4, e.Y)
—mg(X Y) g(X Z(g(e,,Y))e )+Zg(Ae X.Y)
Zg(A €5€)- ZgueXZg(Ae e-¥)e)
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=cng(X,Y)-g(X, Y)+ZzzA g(AeX Y)
—Zg(A X, 4, Y)
J

= c(n- l)g(X Y)+ZzzA g(AeX Y)
—Zg(A X, A4, Y)

elde edilir.

1.6.5. Teorem. M m-boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu

olsun. M sabit egrilikli olmak iizere

r=n(n- l)c+Z(ier')2 -—Ziz(Ae' )? (1.6.20)

dir [9].

Ispat. r= ZS(‘% £)
i=1

veé
S(e;6)=c(n- l)g(e,,e)+z(zzA a4, e:¢)=2.8(4, ¢.4, ¢)
oldugundan
r=c(n- 1)g(e,,e)+Z(zzA g4, @) ZZ g(4 ?e,A,e,A)
r=c(n- l)n+Z(zzA ) Zzz(A bl
elde edilir.

1.6.7. Tanim. M bir manifold, V M iizerinde bir lineer konneksiyon ve (U,¢) bir

koordinat komgulugu olsun. U iizerinde C* - vektér alanlarinin bir baz1 {e, ,...,e, }ve

bu bazin duali {w,,...,w, } olmak tizere
w; : x(U)—> C*(U,IR)

(1.6.21)
X 5 0,X)=w( ye)

ile tammli @ fonksiyonlarina U tizerinde {e,,...,e,} bazina gore V konneksiyonun

konneksiyon 1-formlar: denir [13].
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1.6.6. Teorem. M bir Riemann manifoldu, M tizerinde C™ —vektor alanlarimin  bir

baz {e,,...,e, } ve bu bazin duali {w,,...,w,} olmak tizere
: i I =
i) dw —Zw no,=0
J
i) of+aw]=0

dir [13].

1.6.8. Tamm. M bir manifold, V, M iizerinde bir lineer konneksiyon ve (U,¢) bir

koordinat komsulugu olsun. U iizerinde C* - vektér alanlarinin bir baz1 {e,,...,e, }

ve bu bazin duali {w;,...,w, } olmak iizere
Q. :xy(U)x y(U)—>C*(U,IR
g 2 2(U) x 2(U) (U,IR) 1.622)
(X.,Y) = Q (X, Y)=w,(R(X,Y)e,)

seklinde tamimh Q, fonksiyonlarina egrilik form denir. Bu durumda
R(e,,¢)e = Z Ri/{Iej
J

olmak iizere

Q= Y Rl waw (1.6.23)
isk<l<n
ile tamimlanir ve
D Qu(e.e)e, =Y Rie, = R((e,.e)e, (1.6.24)
J=1 J=1

elde edilir [13]. Egrilik form ve konneksiyon 1-formlarla ilgili olarak asagidaki

teorem verilebilir.

1.6.7. Teorem. M n-boyutlu manifold ve T,,(p),7,,(p) nin bazlari sirasiyla

{e;5...ne, }, {W,,...,w, } olsun. Egrilik ve konneksiyon 1-formlar sirastyla Q, ve w;

olmak tizere

aw' == o, nw,+T] (1.6.25)
i=1

do,; = _Z Wy NDy; + 8, (1.6.26)
k=1

dir. Burada 7 torsiyon tensériin bilegenidir [6].
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Ispat. V.X,Y € y(M) igin
T:(X,Y) = (T(X9Y)sei>

=(V Y-V, X-[X.Y]e)

= <VX(Z": wj(Y)ej)—VY(Z": w,(X)e,) -iwj([x,y])ej,e,)
J=1 j=1 J=1
= é {X[wj(Y)]~ Y[w,(X)]-w, ([X,Y])}ej,e,. Y+
Jj=1

(jZ:l:{wj(Y)VXej —wj(X)VYej},e,.)

= X[w,(N)]-Y[w,(X)]-w, (X, YD+
O 0, (e ~w, (0 0, (e, L

Jj=1 k=1 k=1

= X[w,(N)]-Y[w,(X)]-w, (X, Y]+
Mo, (1) -w, (o, (1) Ye,.e)
= X[w,(1)]-Y[w,(X)]-w, ([ X,Y]) +
>, e, (0 -w, (e, () }
j=1
dir. Buradan

TO0D- W, (M, (-, (00, 1) 1= X[ (1)]=Yiw (0]-w (X,¥)
Z(X,Y)—Zn:'(a),.j AW X, Y) = dw,(X,Y)

yazilabilir. Buradan da

n
aw' =—Z(o,.j/\wj+7;
i=}

olur. Diger taraftan

R(X,Y)=(R(X.V)e,.e,)
= (VXVYej -V, V e, —V[X,YJejaei>

Y X
=(V 4 (X0, (1)) -V (3 0, (X)e,) -0, [ X, ey )
k=1 k=)

= <i {X[a),q )]~ Yo, (X)]- w,[ X, Yle,.e.)



47

+QN 0, (N 04(X)e, 0, (1) 0,(Pe,he)

=( {X[a)kj(Y)]_Y[a)kj(X)]—wkj[X’Y]}ek ’ei>

k=

+y {o,(Ne,(X)-0,(X)0, (1)}

k=1

dir. Boylece
Q, =dw(X,Y)+) (0, A@y)(X,Y)
k=1

olur. Buradan da

n
do, == 0, Ao, +Q,
k=1

bulunur.
1.7. Manifoldlar Uzerinde Distribiisyon

1.7.1. Tanmm. M m-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde
D:M—IT.(p)

p =»D,cTy(p)
ile tammli D dbniigtimiine r-boyutlu distribiisyon denir [2]. X € y(M)igin X , €D,
ise X vektor alam1 D ye aittir denir. Eger her p noktas: igin D ye ait r-tane
diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alami var ise D ye diferensiyellenebilirdir

denir [2]. Biz aksi s6ylenmedikge biitiin distribiisyonlar1 diferensiyellenebilir kabul

edecegiz.

1.7.2. Tamm. M bir C”manifold ve D,M iizerinde r-boyutlu bir distribiisyon

olsun. Eger X,Y eI'(D) i¢in [X,Y] eI"(D) ise D ye involutive dir denir [2].
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1.7.3. Tamm. M bir C*manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir distribiisyon, },

M nin altmanifoldu olsun. Eger M nin her p noktasinda, M nin tanjant uzayi ile D,
aym ise M ye D nin integral manifoldu denir [2]. Yani
f:M—>M
bir imbeddig olmak iizere Vp € M igin
S (T, (p) =D,
dir. Eger D nin M yi kapsayan bir bagka integral manifoldu yoksa M ye D nin bir

maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir [2].

1.7.4. Tanmm. M bir C*manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Eger

Vp e M igin D nin p yi kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D ye

integrallenebilirdir denir [2].

1.7.1. Teorem. M bir C”manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu bir distribiisyon
olsun. Bu durumda her involutive distribiisyon integrallenebilirdir. Ustelik D nin

Vp € M noktasindan gegen bir tek maksimal integral manifoldu vardir ve p yi ihtiva

eden diger tiim integral manifoldlar bu maksimalin bir agik altmanifoldudur [2].

1.7.4. Tanim. M bir manifold ve V, M iizerinde lineer konneksiyon olsun. Eger
X eT(TM),Y eI'(D) igin
v XY el'(D)

ise D distribiisyonuna paraleldir denir [2].

1.7.2. Teorem. M, D ve D* ortogonal distribiisyonlarina sahip bir manifold olsun.
Bu taktirde V, M iizerinde bir Riemann konneksiyonu olmak iizere D ve D" in her
ikisinin paralel olmasi igin gerek ve yeter sart D ve D" in integrallenebilir ve onlarin

maksimal integral manifoldlarinin total jeodezik olmasidir [2].
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Ispat. Kabul edelim ki D ve D" in her ikisi V ya gbre paralel olsun. V simetrik

konneksiyon oldugundan X,Y eI'(D),U,V eI'(D")igin,
[X,Y]=V ,Y-V_X eI'(D)

X Y
[UV]=V V-v,U el’(D')

U
dir. Béylece Teorem 1.7.1 den D ve D* integrallenebilirdir.

Simdi M, D nin leaf 1 ve A, M de M immersiyonunun ikinci temel formu

olsun Bu durumda (1.6.2) den X,Y eI'(TM) igin

WX,Y)=V'\ Y=V ¥

dir. Burada V M lizerindeki konneksiyondur. V XY el'(TM),h(X,Y) eI’ (D")

oldugundan 4#=0 elde edilir. Boylece M, M de total jeodeziktir. Benzer olarak

gosterilebilir ki D* nin leaf 1 total jeodeziktir.

(<) Kabul edelim ki D ve D integrallenebilir ve onlarin maksimal integral

altmanifoldlan total jeodezik olsun. Bu durumda X,Y eI'(D),U,V eI'(D") igin

TM=TM®TM*
oldugundan
V,¥= V'XY+h(X,Y) =V Y eI (D)
dir. Benzer olarak V¥ €T (Dl) olur. Buradan
Ug(y,V)=0

g(v, v.v)+elv,v.7v)=0
g(v,v.v)=0=v, ¥ er(D)

olur. Boylece D paraleldir. Benzer olarak D™ paraleldir.

1.7.1. Onerme. M, D ve D" ortogonal distribiisyonuna sahip bir manifold olsun.

Bu durumda D nin V ya gore paralel olmas igin gerek ve yeter sart D" nin paralel

olmasidir [2].
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Ispat. (=) D paralel olsun. Bu durumda X eI'(TM),Y eT(D),V eI'(D") igin
Xg(Y,V)=0

gV Y. V)+g(Y,V, V) =0

dir. V Y eI'(D) oldugundan

_ 1
g(Y,VXV)—O:>VXV el'(D)

X
elde edilir. Buise D" nin paralel oldugunu gésterir.

(<) D* paralel olsun. Bu durumda X eI'(TM),Y eI'(D),V eI'(D") olmak iizere
Xg(Y,V)=0

8(V Y1) +g(1,V V) =0
olur.V Vel (D*) oldugundan
g(V ,¥.V)=0=V ¥ eI (D)

dir. Buda D nin paralel oldugunu gosterir.
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II. BOLUM

KOMPLEKS MANIFOLDLAR

Bu bolim sekiz altboliim olarak diizenlenmigtir. Birinci ve ikinci
altbslimlerde kompleks ve hemen hemen kompleks manifoldlarin insaasinda
kullanilacak cebirsel kavramlar ve holomorfik fonksiyonlar ele almacaktir. Ugiincii ,
dérdiincii ve beginci altboliimlerde sirasiyla kompleks manifold ve hemen hemen
kompleks manifold, Hermityen manifold ve Kaehler manifoldlar tanimlanacak
onlara ait karakteristik Ozellikler verilecektir.  Altinc1 altbsliimde XKaehler
manifoldlara ait karakteristik 6zellikler lokal koordinatlarda formiiliize edilecektir.
Yedinci altbéliimde nearly Kaehler manifoldlar ¢ok kisa olarak incelenecktir.
Sekizinci altbolimde tiglinci , dordiincli , besinci ve yedinci altbolimlerde

tanimlanan manifoldlara 6mekler verilecektir.

I1.1. Cebirsel Kavramlar

I1.1.1. Tamm. V bir reel vektor uzay1 olsun.

pe ={z§=}+i?;x,y eV}

ciimlesini gézoéniine alalm. V* iizerinde asagidaki islemleri tanimlayalim.

1) +VxVeoVe
(2,2,) - Z+2 =(X+iY)+(X]+iY,)=(X+X,)+i()’+}’,)
2) CxVisV*
AZ —>(a+ib)(;{’+iY)=(aX—bY)+i(bX+aY)
bu iki igleme gore V¢ bir vektér uzayidir. Bu uzaya ¥ nin komplekslestirilmis

uzayi denir[9].
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I1.1.2. Tamm. V bir reel vektor uzay1 olsun. ¥ nin birim déniigtimii / olmak iizere
JV >V, J=-
lineer endomorfizmine ¥ iizerinde bir kompleks yap1 denir[5].
Bir J kompleks yapiya sahip V' reel veki6r uzayi verildiginde

(a+ib) X =aX+bJ X aL1.1)
carpimu tamimlanirsa, ¥ kompleks vektor uzayr olur. Burada V nin boyutu gift
olmalidir. Tersine V n-boyutlu kompleks vektdr uzayr olsun. ¥ nin J lineer
endomorfizmi

JX =iX (11.1.2)

ile tamimlanir ve ¥V, 2n-boyutlu reel vektdr uzay: olarak goézoniine alinirsa bu

durumda J ¥ nin kompleks yapis1 olur[5].

I1.1.1. Onerme. ¥ 2n-boyutlu reel vektsr uzayr ve J ¥ nin kompleks yapis1 olsun.

Bu durumda {X,,...,X,} lineer bagimsiz vektorler ise {X,,...,X,,JX,,...,JX,} V

i¢in bir bazdir [8] .

Simdi R?" ile J kompleks yapiya sahip Zn-boyutlu reel vektdr uzaymi
gosterelim. C” kompleks vektSr uzay: olmak iizere C" nin bir bazimt £,,...,&, ve
R¥ nin bir bazm da {X,,..., X,,JX,,...,.JX, } ile gosterelim. Bu durumda R} nin
elemanlanmi a' X, +5'JX, formunda ve C” nin elemanlarini (a“«i—ib“)é‘a seklinde
yazabiliriz. Boylece ; i

@R —>C"
X - (a' +ib’)4‘,‘,.
ile tamimlanan déniisiim lineerdir. Gergekten X=a'X, +b'JX, , Y =c' X, +d'JX, i¢in
A1x) = ol 2a' X, + 4b'Jx,)
=(1a' + 4ib' )&,
= Ala' +ib')&,
= Ap(X)
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Ve
AX+¥)=gla' X, +BIX, +¢' X, +d' JX,)

= ;o((ai +c")X,. +(b’ +di)JA",)
= ((a’ + c’)+i(bi +d’))§i
=(a +it' )& +(c +id' )¢

= o(X)+ ()

olur. Diger taraftan
Aa'x, +bx )= ol X, +d'x,)

(o +ib)e, =(c' +id')e
(a’ +z'b') = (ci +idi) =a =, =d
olur. Buradan X=Y dir. Boylece ¢ bir vektor uzay: izomorfizmasidir [10]. Biz
bagka durum s6z konusu olmadik¢a C” ile R*" i 6zdes olarak alacagiz. R nin

kompleks yapisi1 ,Z* = X* +iY* e C" olmak iizere
Jy:R" — R
(X X, YY) (Yo, Y= X=X, )

ile verilir. Buna kanonik kompleks yap: denir ve matrisel ifadesi
0 I
J = g I1I.1.3
° [—In 0 } W13

dir [8].

I1.1.1. Teorem. V 2n-boyutlu bir reel vektor uzay: ve J V lizerinde kompleks yapi
olsun. ¥ nin bir bazi {X,,..., X,,JX,,...,JX, } ise

Z, =%(Xk -iJX,).Z, =%(Xk +iJX, ) © (IL1.4)
olmak iizere ¥* nin bir baz da {Z,,...,Z,.Z,,...,Z, } dir [9].

ispat. Once ¢*,#* €C olmak iizere {Z,....,Z,,Z,,...,Z,} ciimlesinin lineer bagimsz

oldugunu gosterelim;
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DAZ,+) "7, =0

k k

%Zz"(xk —zl]Xk)+%Zc"(X" +iJx*)=0
k k

3 (# +ct)x, +i3 (et —lk]JXk =0

k k

olur. Burada X, ,JX, baz oldugundan
AFic=0 -2 =0=c=21=0

dir.
Simdi Z,,Z, nn V° yi gerdigini gosterelim. S =Za’,‘z,, +Y b*Z, €V* olmak
k
g = Za —(x, -iJx,) Zb" X, +iJX,)
tlizere
b*

-—Z—X JX +Z X i JX,

k

k k
:(a +b ) (a ;b ]iJXk

(g) -( szX —%( X, -diJX, )eve

elde edilir.

11.1.2. Teorem. V,R iizerinde 2n boyutlu bir vektdr uzay: ve J bir kompleks yapi

olsun. Bu durumda
J:veove 11.1.5)
Z = J(Z)=J(x+i¥)=J(x)+iJ(Y) o

déniigtimii V“ iizerinde bir kompleks yapidir [9].

Ispat. Jdoniisiimiiniin V' iizerinde bir kompleks yap1 oldugunu géstermek igin;.J
nin bir endomorfizm ve J* = -1 oldugunu géstermek yeterlidir.

1) Z,Z' eV° igin
J(z+2)=J(x+iv)+(x"+ir"))

=J(X+Xx +i(y+17))
=J(X+X')+i(Y+Y")
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=JX+JX'+iJY+ LY’
J( X +iY)+J(X'+iY’)
J(z)+J(z")

it

it

vec=( a+ib ) eC olmak iizere
((a+zb )X +iy) )

n

J((ax -bY)+i(ay +bX))
J

(aX-bY )+iJ( a¥+bX)

aJX —bJY +iaJY +ibJX
a(JX +iJY)+ib(iJY + JX)

(a+ib)(JX +iJY)
(a+ib)J(X +iY)

It

I

Il

i

oldugundan J bir endomorfizmdir.
2) (X+i¥)eV* igin
J(JX +iJY)
= J(x)+ifJY)
—(X+1))
-1

jz(X+z})=

i

olur. Boylece ispat tamamlanir. Simdi
1 4 = 1 .
Z, = E(Xk — X, )’Zk = E(Xk ’*"‘]Xk)

olmak tizere
J(z,)= %(JXk ~ilX,)

1 .
=—2—(JXk +iX,)

-i{2 -,
2 2

olur. Buradan
J(z,)=iz, (11.1.6)

elde edilir. Benzer olarak
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olur ve buradan da

J(Z,)=-iz, 11.1.7)

elde edilir. Boylece (I1.1.6) ve (II.1.7) den ¥ nin iki alt climlesi
o ={2|z eviuz=iz}

v ={z|z eve:uz=-iz) .

ile ifade edilebilir.

I1.1.1. Onerme. V bir reel vektor uzay:1 ve ¥ ¥ nin komplekslestrilmisi olsun. Bu

durumda V" ve ¥*' V° nin alt uzaylandir [9].

I1.1.3. Teorem. V° = V'* @V°' dir [5].

Ispat. Gosterecegizki V"’ n\V*'={0} ve V, eV™,V, eV" ve ZeV* igin Z=V,+V,
dir.
Simdi kabul edelim ki V"°~V*'#{0} olsun. bu durumda
ZeV'¥=Z= %(X] ~iJX,)
ZeV¥ =27 =—2]—(X2 +1JX,)
dir. Buradan X, - X, = 0,2JX, = 0 olur. J lineer ve birebir oldugundan X, = X, =0

elde edilir. O halde kabuliimiiz yanligtir.

Z eV ,Z=Y, +Y, olsun. Budurumda

Y =%[X1 + IX, = (X, + X, )] eV

Y, = %[X, = IX, + (X, - JX,)] eV

yazilabilir. Buradan ispat tamamlanir.
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I1.1.3. Tanim. V bir vektor uzay: ve V* ¥ nin dual uzay1 olsun. Bu durumda
v ={w, +im,|w, +iw,:V - C

11.1.9
X > (@, +iw,) = 0,(X)+iw,(X)} ( )

ciimlesine ¥~ 1n komplekslestirilmisi denir [5].

I1.1.4. Teorem. V bir reel vektdr uzay: ve J, ¥ iizerinde bir kompleks yap1 olsun. Bu

taktirde ¥ nin duali V" olmak iizere
J vV sy

o =7 (0)(X)=o{x) (11.1.10)

déniistimii ¥~ tizerinde bir kompleks yap: tanimlar [5].

Ispat 1)

T (@)(X)= (7" (w)(x))
= J'(o(1x))
=a(J2X)
=-o{X)
=-7

olur . Buradan J* = —J elde edilir.
2) J* déniisiimii igin
J(w ) X+Y)=o(JX+JY)
= &{JX) + o(JY)
= J(w(x))+ I (a(Y))
J(@lex))= afJ( ex )
= wcJX )
= co(JX)
=cJ (X))

sartlart saglandigindan J* bir endomorfizmdir.
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IL1.5. Tamm. V bir reel vektdr uzayr , ¥* V nin duali ve ¥~ ¥ m

komplekslestirilmisi olsun. Bu durumda

J(0)=iw (1.1.11)
ile tanimlanan @ elemanina (1,0) tipli denir. Bu formdaki altuzay
Vio=10 €V |vX eV*:0(X)=0 a1.1.12)
ile tammlamr. ¥~ nin
J(w)=-iw

Ozelligini saglayan elemanina (0,1) tipli denir ve bu formdaki altuzay da
Voy =@ V™ |vx eV"O:a)(X)zO} (11.1.13)

ile tantmlanir. Burada I1.1.3 Teoremine benzer olarak agagidaki sonug verilebilir.

IL1.1 Sonug. V"=V, @&V,

V reel m-boyutlu bir vektor uzayr ve V¢, V nin komplekslestirilmisi olsun.
Bu durumda V, V¢ nin bir altuzayidir. V iizerinde (r,5) mertebeli tensor uzayi
7'(¥) olsun. T"(¥) nin komplekslestirilmisi 77 (V<) dir. Boylece T7(V) ,T7(v°)
nin bir reel altuzayidir [8].

I1.1.6 ve I1.1.7 denklemleri gézéniine alinirsa V¢ de kompleks konjuge; V'™

ve V*' arasinda bir lineer izomorfizm tanimlar [8].
V R iizerinde bir vektor uzayi olsun. Bu durumda AV™ yi Sonug I1.1.1 den
AV, , AV, alt cebirlerine ayngtirabiliriz. @ € A"V, , B € A"V, olmak lizere

AV™ nin aAp ile gerilen altuzay APV olsun. Bu durumda asagidaki Snerme

verilebilir.
<

I1.1.2. Onerme. V reel vektor uzayi, ¥V~ V' mn duali ve V V' m

komplekslestirilmisi olsun. Bu durumda AV uzay:
AVI =3 AV, ATV = Y AT
r=0

p+g=r
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seklinde aynigtmlabilir ve ¥~ deki kompleks konjuge AV™ ye; APV™ ve A%V

arasinda reel lineer izomorfizm olarak genigletilebilir[8].
Eger V|, kompleks vektdr uzay: igin bir baz {e’,...,e"} ise , ¥, kompleks

vektOr uzayr icin bir baz {E ’,...,E”} olur ve bu durumda kompleks sayilar cismi

iizerinde A**V" i¢in baz formu 1< Jytek Jp <, 1<k (...(kq <n olmak iizere

e A...Ae’? AehA... NG

dir [8].
11.2.C" de Holomorfik Fonksiyonlar

I1.2.1. Tamm. C" ile R* 6zdes oldugundan C” 2n-boyutlu bir afin uzay gibi

almabilir. Buna gére C” nin bir p noktasmda tanjant ve kotanjant uzaylan

sirastyla T o (p),T, ]}zn (p);

{_fz, 21 .22 }
R R L

ve M.2.1)
{dx”p,’dy"p,...,dx"’p,dy",p}
standart bazlarmna sahiptir. z* = x* +iy* olmak tizere
i _1{_6_ 2 }
&k d 2 d'h g @)k g (H22)
17 1] 2 . 0
' 2\a" &)’
ve
dz'|, = x| +idy*|, 123
dfklpzdxk,p—zdﬁzklp
dir. Bu durumda
i _{_0"__ 2 }
&0 &t & (1.2.4)
174 .
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ve

'], =~ {azt|, + 2], }
2 11.2.5)

dyk,p =%{dzk‘p_dz—klp}

olur. Bdylece teorem (II.1.2) den T ]‘az,, (p), T 1:2,, ( p) uzaylarinin standart bazlarn

sirasiyla

a; & o
{zyp,glp,...é]p,g],,},{dzl[p,dz—';p,...,dzk;,,,dzk;p}
dir [10].

I1.2.2. Tanim. C" nin bir W acik altclimlesinde tanimli kompleks degerli bir

fonksiyon folsun. Eger f{p)=®@)+i ¥Y(p) fonksiyonun reel ve imajiner kisimlan
C' siifindan ise f ye C' smifindandir denir [10].

/ nin kismi ve total diferensiyeli sirasiyla

V74 17 7
——:,pf—':—jlpd)'f'l'—k—‘pq’
(11.2.6)

?g;lpf:@ﬁjlpd)”g%lp?
ve

df|, = d|, +a¥|, (11.2.7)

ile tanimlanur [10].

11.2.3. Tammm. C" nin bir W agik altciimlesinde tanimh kompleks degerli bir

fonksiyon f olsun.- Az, = Ax, +iAy, i¢in p = z, € D noktasinda
zy, +Az, |- flz
lim £z +82,)-1(z) (11.2.8)
Az—0 Azk

limit degeri her k igin var ve z, ya Ax, , Ay, yaklasimindan bagimsiz ise kompleks

degerli f fonksiyonuna holomorfiktir denir. Bu durumda

» _H & =— X (11.2.9)
&, &, 7 &,
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Cauchy-Riemann denklemlerine sahip oluruz [10].

I1.2.4. Tanim. WcC” iizerinde verilen kompleks degerli f fonksiyonu (I11.2.9)

denklemlerini saglarsa f ye holomorfik fonksiyon denir. Eger f holomorfik
fonksiyon ise W deki her p noktasimin bazi komguluklarinda kuvvet serisine

agilabilir ve {istelik ®,% fonksiyonlann x,y,...,x,,y,. degiskenlerine goére

analitiktir[10].

IL.2.1. Onerme. WcC" iizerinde verilen kompleks degerli f fonksiyonunun A

noktasmda holomorfik olmasi igin gerek ve yeter sart £ nin z, da C'simfindan ve

Eﬁk( f) =0 olmasidir [10].

Ispat. (11.2.6) dan
‘9—f= | 7 (®+1‘P)+z—§(®+i‘l’)]

k

1 0'11) éP ﬁD MH
_5[ &, ﬁ'k @’k @’k]
@505
2{\ &, ﬁyk 03’ &,

a _ 0= d,¥ C'smifindan ve

k

dir. Buradan

a ¥ a o
T2 i
&k @}k @)k &k

D _H @A
&k @)k @)k é"Ir

olur. Boylece (11.2.9) denklemleri elde edilir ve ispat tamamlanur.
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11.3. Kompleks Manifoldlar ve Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar.

I1.3.1. Tamm. M 2p-boyutlu bir Hausdorff uzay: ve M de bir agik {Ua},, ., Olsun.
Eger VpeMigin
vy U cM->W cC’
homeomorfizmasi var ve U, NU, # Jolmak iizere
P o= Vo0 V/;al : ‘/’p(UanUﬂ) - V’a(Ua nUﬂ)
bp= vovs v, (U.NU,) > v, (U,NU,)
doniistimleri holomorfik ise M ye kompleks manifold denir. C" ile R ozdes

oldugundan M 2n-boyutlu reel analitik manifolddur. Burada {(Ua, ¥, )}ae] ya M

nin holomorfik koordinat komsulugu sistemi denir [14].
M bir n-boyutlu kompleks manifold, {(Ua,t//a)}m holomorfik koordinat

komsulugu sistemi olsun. U, M de bir agik,

y:UcM->WcC

bir homeomorfizm ve UNU, # & olmak iizere
.oy 1 p(UNU,) - v, (UNU,)
voy 1y, (UNU,) - yUNU,)

déniigiimlerinin her ikisi holomorfik ise (U, y/) ye holomorfik koordinat

komsulugu denir. Bu durumda peU igin

w(p)=(z(p).-..2,(p))

dir. Burada z(p) sayisma lokal koordinatlar ve (z,,...,z,,) sistemine de lokal

koordinat fonksiyonlan sistemi denir.
M 2n-boyutlu bir reel manifold oldugundan M nin bir p noktasinda

T.,(p),T;(p) uzaylar: tammlanabilir. z, = x, +iy, oldugundan (X, 215ees X, 3,)

standart koordinat fonksiyonlar1 olmak lizere 7,, (p),T, (p) nin standart bazlan

sirasiyla (——é’— g 2 é’) ve (dx’,dy',...,dx”,dy") dir [14].

3

&' ¥ & P,
Simdi T, (p) T, (p) nin kompleks yapilarini tanimlayalim.
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11.3.2. Tamm. M reel 2n-boyutlu bir kompleks manifold olsun. T,,(p) igin bir baz

{ i ,—é—} olmak iizere

&, Y
0 0 0
— > J—— = 11.3.1
{axk} {axk} o) )

ile tammlanan J do6niigiimiine 7, (p) iizerinde bir kompleks yapidir denir. Bu

durumda 7, ( p) nin komplekslestirilmisini 7}, ( p) ile gosterelim. U ve U’ M nin iki

agik komsulugu ve pe UNU’ olmak lizere

Iy
&, &, &, & o,

242242
&, \ &) &

o, 0 y &, 0
W Gy Gy &
o
=— (11.3.2)
¥,
dir. Benzer olarak
o o
J =—— (11.3.3)
G

elde edilir [5].

11.3.3. Tammm. M reel 2n-boyutlu bir kompleks manifold ve M nin kotanjant uzay1
T, (p) olsun. peUcM olmak iizere, {dx" ,ay* } T..(p) nin bir bazidir. Bu

durumda
J :T,,(p)> T, (p)

(dx*)— J(dx*) = —dy*
(dy")—) J‘(dy")= dx*

ile tantmlanan déniisiime 7, ( p) iizerinde bir kompleks yapidir denir [5].
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J" kompleks yapist ile elde edilen 7, (p) in komplekslestirilmisini 7, (p) ile

gosterelim. (11.1.10) dan

2 () ol
R
w2y L) o)

o) )

elde edilir. Boylece (11.1.8), (I.1.11), (I1.1.14) denklemleri gézoniine alindiginda
Talp) ve (I;(p) weaylan igin smasyla  (75(p)",(75(2)" e
(T o (p))]0 ) (TM ( p))m ayngimlant tamimlanabilir. Buradan (11.2.4) ve (11.2.5) den

S

T, (p) veT, ,; ( p) i¢in standart bazlar sirasiyla

{é(p,gjp,",éh,é[p},{dzl1p,dz—1,p,...,dzk;p,dfk[,,}

olur[5].

II. 3.4. Tanim. M reel 2n-boyutlu kompleks manifold olsun. T5,( p) nin bir bazi

o J) )
——,— | olmak iizere
Z

ile tamml déntisiime T, (p) nin kompleks yapisi denir [5].

I1.3.5. Tammm. Mreel 2n-boyutlu manifold ve J, M iizerinde (1,1) mertebeli tensor

alani olsun. Bu durumda peM igin
J,:T,,(p)> T, (p)
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lineer déniisiimii 7, ( p) tizerinde bir kompleks yap1 ise J ye M lizerinde hemen

hemen kompleks yap1 denir. M ye de J kompleks yapisiyla birlikte bir hemen

hemen kompleks manifold denir [9].

I1.3.1. Sonug. M hemen hemen kompleks manifold ise »=2m dir. Burada » M nin

kompleks boyutu, 2m ise M nin reel boyutudur [8].

I1.3.1. Teorem. M bir kompleks manifold olsun. Bu durumda M iizerinde bir hemen

hemen kompleks yap1 vardir [9].

Ispat. M nin bir {U,,, y/a}kompleks atlas igin
v, U, cM—->W, cC"
doniigiimii holomorfiktir. Simdi U, iizerinde {z,,...,2, } lokal koordinatlar: verilsin.

Bu durumda z; = x; +iy; olmak lizere

J(z]z_a_ , J(i]z_z
d'j @)j @)j dc!’

o Il o ., 0
— = —“+L]_— =
az,. 2 6xj 6xj

dir.U,, lizerinde bir bagka lokal koordinat sistemi MmPolsun. w, = u, +iv, olmak

tizere 7, ( p)'nin bir J' endomorfizmi igin

() o () @
"(ﬁ}y ’ J(?Jz?ﬁ
(it A

dir. M bir kompleks manifold oldugundan lokal koordinat sistemleri arasinda

holomorfik F fonksiyonu vardir. Boylece
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_ﬁ S S
nin lineer bilegsimi oldugundan
& ) 5

J g :j_ﬁ_ . J g =_,'i
o, ) ow, an, ) o,
bulunur. Bd&ylece M nin her p noktasinda J' ve J aymdir ve J lokal koordinat

sisteminin segiminden bagimsizdir. J? = —J oldugu agtktir.

I1.3.6. Tanim. M ve M’ sirasiyla J ve J' hemen hemen kompleks yapilar: ile birlikte

hemen hemen kompleks manifoldlar olsun. Eger J'of, = f.0J ise f ye hemen hemen

komplekstir veya £, J ve J' yapilarim1 korur denir [9].

I1.3.1. Onerme. C”,C™ nin kompleks yapilan sirasiyla J ve J', ve f:C" — C™'ye
bir fonksiyon olsun. Bu durumda fnin C",C" nin hemen hemen kompleks yapilarini

korumasi igin gerek ve yeter sart f nin holomorfik olmasidir [8].

Ispat. (w,,...,w,), C" nin lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda

uk = uk (x],...,x",yp"wyn)

k k(.
Vi =v (3,,...,xn,yl,...,y,,)

ve
f:C">C”

AR EATIR AT
Az 3lel )

ARNERTIR A
s )35 )i ta)e

denklemleri vardir. (I1.3.5) denklemlerine J uygulanirsa

olmak lizere

(11.3.5)



(o)) &fa,) o &) o
\ d}) g é)j alk kz=l: Jj a)I(
( (o n(a,) o &(d,) d
,f~ J-— S k _ k
¥,)) 2 & o a5
7 A, 0 &, &
Jﬁ — =V N TR T
R
7 A, 6 &Sy, O
Jh|— |= ST N T T
(@’1] kzd@}jd)k g@’; a'{k
elde edilir. Jf. = f.J esitligi gbzoniine alinirsa
Gy _&

ay
a 3 &3

bulunur . Bu ise Cauchy-Riemann denklemleridir.

11.3.2. Onerme. M ve M kompleks manifoldlar olsun. Bu durumda f: M — M

doéniisliimiinlin holomorfik olmasi igin gerek ve yeter sart M ve M’ kompleks

manifoldlarmin kompleks yapilarina gore f nin hemen hemen kompleks olmasidir

[9].

Ispat. Jve J, M ve M’ manifoldlarmin kompleks yapilani ve pe M, f(p) e M’

noktalarinin  komguluklarinda tamimlanan lokal koordinat sistemleri sirasiyla
{z,,...,z,,} ve {w,.,n;} olsun. w, =u, +iv, olmak iizere
j 1 1
f;uj = aj(x ,---,x"a)’ a"'ayn)

AS =ﬁf(x',...,x" ,y’,...,y")
seklinde tanymlanirsa

Aa)z%)a (2
)25

elde edilir. Onerme 11.3.1 de oldugu gibi

LTtz

)
)

- {5)

g’lm g’Im

9
&
2
&

)
)
)

@»‘g &]E
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kargilagtirilirsa
da’ _ p oo p

&I: - é’k ’ @)k d'k

olur. Bunlar ise Cauchy-Riemann denklemleridir.

11.3.7. Tamm. M bir manifold ve M nin p noktasindaki tanjant uzay: 7,,(p) olsun.
Bu durumda T, ( p)'nin komplekslestirilmis 7% (p) uzayma M nin kompleks tanjant

uzayi ve bu uzaym elemanlarina da p noktasindaki kompleks tanjant vektérii denir.

M J kompleks yapisi ile birlikte hemen hemen kompleks manifold olsun. Bu

durumda Teorem I1.1.4 den
T, (p) =T (p)+ T, (p)

dir [9].

11.3.8. Tamm. X €7, (p) tanjant vektorii, X e]},’,‘o(p) ise X e (1,0) tipinde,
X eT2(p) ise X e (0,1) tipindedir denir. Bazen bunlara sirasiyla holomorfik ve
anti-holomorfik vektérler de denir. M bir manifold olsun.z{M) nin
komplekslestirilmisine kompleks vektér alani denir ve 7°( M) ile gosterilir [9].

Tanim 11.3.8 ve I1.1.8 den goriiliir ki kompleks tanjant vektoriin (1,0) ((0,1))
tipinde olmasi igin gerek ve yeter sart Xe T,, ( p) i¢in, Z=X-1JX (Z=X+iJX) olmasidir .

11.3.9. Tanim. M bir manifold ve M iizerinde r-formlarin uzay: D"( M) olsun. Bu
durumda @,,®, eD’ (M) igin @=w, +iw, olmak iizere wya kompleks r-form
denir. Kompleks r-formlarin uzay: C"( M), (A’Y}j ( p)) ile gosterilir. Bir kompleks

r-form Vp € M igin
Qj(p)x...x?}‘,(p?—) C (11.3.6)

hd
r—tane

anti-simetrik doniigiim olarak da tanimlanir.
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Kompleks r-formun daha genellestirilmigi olarak kompleks tensér alani ;reel

tensor alanlarinin komplekslegtilmisi olarak gézoniine alimir. Yani (7,s) mertebéli bir

kompleks tensor alani
T,

» :g’g(p)x...xT,‘j(pzx T;(p)xT,; (pJ)—) C

—_—
r—tane s—tane

ile tanimlanir[9].
Onerme 11.1.1 T, (p) icin ifade edilirse C(M), M iizerinde kompleks

diferensiyel formlarin uzayi olmak lizere
C(M)=C'(M)= Y. cr(M) ,C'(M)= > cr(M) (113.7)

pg=0 pig=r

aynigimina sahip oluruz. C”(M) uzayinin elemanina (p,g) tipinde kompleks form

denir [9].

11.3.10. Tanim. M bir kompleks manifold olsun. M iizerinde bir kompleks formun

(1,0) ((0,1)) tipinde olmasi igin gerek ve yeter sart ZeT(p) icin

w(2)=0 ( ZeTY iin,w(Z)=0 ) olmasidir [9].
C(M) uzaymm bir bazs {@',..,@"} olsun. Bu durumda C*(M) nin bir

bazs {@',...@"} olr. Boylece C”(M) uzaymin bir bam da

W"A... A& NG " A...AB" olur [9].

I1.3.11.Tanim. E bir reel vektor demeti olsun E nin komplekslestirilmisine

m:E°— M, V° standart lifi ile birlikte bir kompleks vektér demetidir denir. peM
lizerinde (E‘) lifi £, lifinin komplekslegtirilmigidir [11].
4

I1.3.12. Tanim. M 2n-boyutlu bir ree] manifold ve TM, M nin tanjant demeti olsun.
Bu taktirde n-boyutlu kompleks manifoldun kompleks tanjant demeti 7°M; reel
tanjant demetinin komplekslestirilmisi olarak gézoéniine alinir. Yani

M= Ty, (p)

peM
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dir. Boylece komplekslestirilmis vektor alam, 7°M demetinin kesitidir. Bunun

anlam1 VpeM igin T, (p) tanjant uzayma bir L, vektorii tagiyan L doniisiimiiniin

varolmasadar.
VpeM igin V(p)cT:,(p) altuzayim karsilik getiren L déniisiimiine 7°M nin

m-boyutlu kompleks altdemeti denir [3].

I1.3.13. Tamm. M bir kompleks manifold ve J M iizerinde hemen hemen kompleks

yapi olsun. Bu durumda
N,(X,Y)= D[ X, Y]+[JX,JY]- J[JX,Y]-J[ X, JY] 11.3.7)

tensor alamna J nin Nijenhuis tensor alani denir[8].

I1.3.14. Tanimm. M bir kompleks manifold , J hemen hemen kompleks yapr ve Z, W
(1,0) tipinde vektor alanlar1 olsun. Eger [Z W], (1,0) tipinde ise J ye

integrallenebilirdir denir [9].

I1.3.2. Teorem. M bir kompleks manifold olsun. J hemen hemen kompleks

yapisinin integrallenebilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart Nijenhuis tensor alaninin

sifir olmasidir [9].

Ispat. X ve Y reel vektor alanlan ve Z=[X-iJX,Y-iJY] olsun. Bu durumda
Z+iJZ=N(X,Y)-iJN(X,Y)
esitligi elde edilir. Buradan Z+iJZ=0 olmasi igin gerek ve yeter sart Z nin (1,0)

tipinde olmasidir. Bu ise N=0 olmasi i¢in gerek ve yeterdir.

11.3.15. Tamm. J ve M sirasiyla hemen hemen kompleks yap1 ve hemen hemen

kompleks manifold olsun. Eger M bir kompleks manifoldu meydana getiren
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2n-boyutlu reel manifold ise hemen hemen J kompleks yapisina kompleks yap: denir

(8]

I1.3.3. Teorem. M hemen hemen kompleks manifold ve J, M iizerinde hemen
hemen kompleks yap1 olsun. Bu durumda J hemen hemen kompleks yapisinin  bir

kompleks yapr olmasi igin gerek ve yeter sart Nijenhuis tensoér alanmm sifir

olmasidir [8].

I1.3.3. Teorem. M reel 2n-boyutlu hemen hemen kompleks manifold ve M iizerinde

hemen hemen kompleks yapi J olsun. M nin bir U ortiisii ve U lizerinde
J[_z]z_é , J[_ﬂ_]:_ﬁ
&) 3 \a,) &
olacak sekilde {x,,...,x,,,...,,} lokal koordinat sistemi var ise M bir kompleks

manifolddur [9].

Ispat. UNV # @ olmak iizere U ve V iizerinde sirasiyla {xj, yj} , {uj,vj} lokal

koordinat sistemini alalim. Buradan
V4 ot O . o

elde edilir. Burada ikinci ve dordiincii denklemler karsilagtirilirsa
k k
0771 _ & - g _ 0744 11.3.9)
& 9, &, @,

bulunur.
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{u,, =a"(xj,yj)
Vi =ﬂk(xj’yj)

dir.f, =" +if* , (x,,y,)© z =x, +iy, oldugundan
Si(250002,) = & (2)500r2, )+ i (2.0, 2,)

w, = f, (zl,...,zn)

}:>wk =u,; +iv, = ak(xj’yj)-l-iﬂk(xj’yj)

elde edilir. Boylece (I1.3.9) dan f, holomorfik oldugundan koordinat degisimi

holomorfiktir.

11.3.16. Tamim. M hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger VXey(M) igin

LXJ=0

ise X vektor alanina hemen hemen J kompleks yapisinin infinitesimal otomorfizmi
denir [8].
Onerme 1.3.5. den

L,J)Y=L,JY-JL.,Y
(X) X X

=[X,J¥]-J[X,Y]

dir. Boylece asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

11.3.3. Onerme. M hemen hemen kompleks manifold ve J M nin bir hemen hemen

kompleks yapis1 olsun. Bu taktirde X vektor alaninin infinitesimal otomorfizm

olmasi igin gerek ve yeter sart V.X,Yey(M) i¢in [X,JY]=J[X, Y] olmasidir [9].

11.3.4. Onerme. M bir hemen hemen kompleks manifold, J M nin hemen hemen
kompleks yapisi, Xeyx(M) vektor alam, J kompleks yapisimn infinitesimal
otomorfizmi olsun. Bu durumda JX J nin infinitesimal otomorfizmi dir <

VX,Y € (M) igin N,(X,Y)=0.

Ispat.(=) JX, Jnin infinitesimal otomorfizmi oldugundan

[JXJY]=JJX Y]
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dir. X, J nin infinitesimal otomorfizmi o.ldugundan da
[XJY]=JX Y]
olur. Bu ifadeye J uygulanirsa
JXIY]=-[XT]

elde edilir. Béylece

dir.
(<) X infinitesimal otomorfizm oldugundan
(XY= Y]
dir. Bu esitlik Nijenhuis tensdr alaninin ifadesinde kullanilirsa
N, (X,Y)= [ X, Y]+ [JX,JY]- J[JX,Y]-J[X,JY]=0

0=-[X,Y]+[JX,J¥]- J*[X,Y]-J[JX,Y]
0=[Jx,Jr]-J[JX,Y]
[JX,JY]= J[JX,Y]

elde edilir. Bylece JX, J nin infinitesimal otomorfizmidir.

M bir kompleks manifold, z;, = x; +iy; olmak lizere M lizerinde {25002}

lokal koordinat sistemi verilsin.
d' :C(M)— CcP" (M)

d".Cc*(M)— CP'(M)
ve Vo € CP( M) igin dw = d'w+d"w olarak tammlansin. Bu durumda
do=d’w+d'd"wo+d"d'o+d"w=0

dir. Buradan
d?=0,d'd"+d"d' =0,d"* =0 (11.3.10)

elde edilir [9].

11.3.17. Tammm. M bir kompleks manifold ve w, M iizerinde (p,0) mertebeli

diferensiyel form olsun. Eger d"w = 0 ise w, formuna holomorfiktir denir [9].

(0,0) mertebeli f diferensiyel formu igin
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df=df+d’f=2%fdz,+zgdzj
T,

i

W= Z S, dz"A...Adz"

olur ve bu durumda fholomorfiktir <

ile verilen formun dig tiirevi

A .
dw= Zﬁdzmdzm.../\dz%
&f

of . ) ) )
+Z&d21Adz"A...AdZ"
Vo3

J

dir[9].

11.3.18. Tammm. M bir kompleks manifold ve Z, M iizerinde bir vektor alami olsun.

Bu durumda her f holomorfik fonksiyonu igin Zf holomorfik ise Z ye holomorfik

vektor alani denir [9].

I1.3.1. Sonug. Z = Z i g holomorfiktir < f, holomorfiktir [9].

1

I1.3.5. Teorem. M hemen hemen kompleks manifold, M lizerinde hemen hemen

kompleks yap1 J olsun. Bu durumda M nin kompleks manifold olmasi i¢in gerek ve

yeter sart VJ=0 , T=0 olacak sekilde M iizerinde V konneksiyonunun var

olmasidir [9]. Burada 7 V konneksiyonunun torsiyon tensor alanidir,

Ispat. (&) VJ=0,T=0 olacak sekilde V konneksiyonu varolsun. Bu durumda

[X,Y]=V Y-V X ~
(X ) ! (1.3.12)
Vi J¥=\V J) + N Y=Y

yazariz. Boylece Nijenhuis tensor alaninin ifadesi
N(Xx,Y)=[JX,J¥]-J[ X,J¥]-J[Jx,Y]-[X,Y]

=VJXJY—VJYJX—JVXJY+JVJYX—JVJXY+JVYJX—VXY-I-VYX
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=(v e r-((v J)x+ 0w x)-0(v  J)rev ¥

v x-0 ¥+ (v a)x e v X) -V v eV x

olur. (I1.3.12) den uygun sadelestirmeler yapilirsa
N(x,Y)=V, X +J(V  X)+V Y-V 7=0

elde edilir. O halde M bir kompleks manifolddur.
(=) Simdi kabul edelim ki M bir kompleks manifold olsun. A parakompakt

oldugu igin M iizerinde bir Riemann metrigi vardir. Bu nedenle 7=0 olacak sekilde

bir V lineer konneksiyonu vardir.
4(x.1)=(v  J)r-(v J)x
s(x.¥)=(v )y +(v,7)x
olmak tizere
v, Y=V XY+;];[A(X,JY)— JS(x,7)] (11.3.13)
M iizerinde bir konneksiyondur. Ispatlayacagizki V'J=0 , T'=0 dir. X,Yey(M)
i¢in (11.3.13) kullanilirsa

(v sJr=v ar-av ¥

-V XJY+%[A(X,—Y)— JS(x,7)]-J(v e
%[A(X,JY)— JS(X,Y)])
=V Y-V XY+%{[—(V v ,a)x -
IV 2)ar =V ) |- s alx, ) -5(x, Y))}
=(v )y i[ v )+ (v, 2)x-a((v 7))+
H(v 7))+ (v a)x (v XJ)Y—(VYJ)X]
Py [—2(V Ir-24((v XJ)JY)]
(v J)r- ;[(V (v ) )]

Yo o)L )

(vys)x-

(v

1l

J)Y+%

I

Il
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olur. Diger taraftan

IV 2)r=a(v ry-a(v )

_ 2p_ g2
—JVXJY JVXJY

=-JVXY+VXJY

= Y+ Y+(V, )y

=(v )y

dir. Buradan

1 1
(v )y = -2-(V XJ)Y-——Z—(V =0

elde edilir. 7=0 oldugundan

A Y)+ A, 1) =( )y (v )+ (v a)ar (v a)x

=V Y- Y- [—VYX—J(VYJX)]+

[V Y- av]- [V X=J(v JYX)J
=V Y-V 1)+ v, X+ (v, x)

v =iV J¥)-v ax+ (v x)

=V XV Y4V Y-V ax-d(V Y-V )

(v v x)

=[x, Y]+[Lx,JY]- J[JX,Y]-J[ X, JY]
=N(x.,Y) (11.3.14)

dir. Buradan

T(X,Y)=V', Y-V X -[X,Y]
1

=V XY+;[A(X,JY)— JS(x,¥)]- VX

-é[A(Y,JX)— JS(Y, X)]-[X.7]

1 1
=VXY—VYX—[X,Y]+ZA(X,JY)—ZJS(X,Y)—

%A(Y, JX)+%JS(Y, X)
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(A(x,J7)= A7, X))

— |

=Z(A(X,JY)+ A(Jax,Y))

elde edilir. (I1.3.14) denklemi gozoniine alinirsa

7'(X,Y) =%Nj(X,Y)

dir. Boylece M bir kompleks manifold oldugundan
T'=0

olur.
I1.4. Hermityen Manifoldlar

I1.4.1. Tammm. M hemen hemen kompleks manifold ve M nin hemen hemen
kompleks yapis1 J olsun. M iizerinde bir Riemann metrigi g olmak lizere X,Y e (M)
i¢in

gUXJY)=gX.Y) (I1.4.1)

ise g fonksiyonuna Hermityen metrik denir [9].

I1.4.2. Tanim. M hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger g Hermityen
metrigi tammh ise M ye hemen hemen Hermityen manifold denir. M bir kompleks

manifold ve M iizerinde g Hermityen metrigi tamiml ise M ye Hermityen manifold

denir [9].

11.4.1. Onerme. M parakompakt manifold ise her hemen hemen kompleks manifold

Hermityen metrige sahiptir [9].

Ispat. M parakompakt oldugundan M iizerinde Riemann metrigi vardir. X,Yey(M)

igin
hX,Y)=g(X.Y)+g(JX.JY) (11.4.2)
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olarak tanimlanirsa

h(IX,JY)=g(IX.JY)+g(-X,-Y)

dir. g pozitif tanimli oldugundan

h(JXJY)=g(JXJY)+g(X.Y) (11.4.3)

olur.(11.4.2) ve (11.4.3) den ispat tamamlanir.

M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M lizerinde g Hermityen
metrigi, ikinci mertebeden kovaryant simetrik tensor alamina genisletilebilir. Bu

durumda g tensor alani asagidaki Gzelliklere sahiptir[9].

a) ZWeyM)=g(Z,W)=g(z,w) (11.4.4)
by 0+ZexM)=g(2,Z))0 (11.4.5)
¢) Zey ' (M)Wey”(M)=g(z,W)=0 (11.4.6)

d ¢2.2)=¢z.Z)

11.4.3. Tanim. M hemen hemen Hermityen manifold, g ve J M iizerinde sirasiyla

Hermityen metrik ve hemen hemen kompleks yapi olsun. X,Y € #( M) igin
Hx.Y)=g(Xx,J7) (1.4.7)

ile tanimh tensoére temel 2-form denir [9].

¢ M lizerinde temel 2-form olmak iizere
HJIX,JY)= ¢ X,7) (11.4.8)

dir. Gergekten
HJx, ) = g(x, 72y ) = g(ux,-)

olur. g pozitif taniml ve J her noktada non-singiiler oldugundan
HJIX,JY)= HX,Y)

elde edilir [9].
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I1.4.1. Lemma. M hemen hemen Hermityen manifold, g ve J M iizerinde sirasiyla

Hermityen metrik ve hemen hemen kompleks yap1 olsun. Bu durumda N nijenhuis

tensor alani ve ¢ temel 2-form olmak iizere X,Y,Z € (M) i¢in

28((v . J)7.2)- g(ux, N(¥,2)) = 344 X, 77, JZ) - 3d 4 X, 7, Z)

X
dir [9].
ispat.
(v )r=v or-i(v ,1v)
=v  ¥-J{(v, J)r+s(v )
=V, Y-J(V J)r+v ¥
= J(v XJ)Y (11.4.9)

(v o)y = x(47.2))- v,V , 2) - dv , v.2)
= x(g(v,J2))-g(v,.v , z)-g(v , ¥, 2)
=(v, v.02)+ (v, J2)-&lv, v, 2)- (v v.02)
= g(Y ,(V XJ)Z) (11.4.10)

elde edilir. Diger taraftan

N(v,z)=[Jv,JZ)- J[Y,JZ)- J[JY,Z]-[Y,Z]
=(V 2=V v)-s(v,sz-v ¥)
AV z-v ¥)-(v z-v )
=(v )z+(v 2)-(v s)r-i(v ¥)
AV )zev,ze v vz
+ (V)P -v, ¥V z+V ¥
N(Y,2)=(v J)z-(v )y +a(v o)y -i(v )z @i
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ve (1.3.16) dan

3dp(X.Y.2)= X(9(v,2)) + Y(o(2.x))+ Z{g( X)) - o([ x.¥].2) - 9([7. 2}, ¥) - 9([Z, X ). ¥)
= X(g(r,2))+ ¥(g(2,.) + 2{g(X,7)) - g([ X, ¥} J2) - g([7. 2} 1) - ([ 2. X}, )
= 8(V ,¥.02)+ g(r,v  u2)+ 2V, 2 x)+ gV, x,07)+ g x,v ,7)
+g(z,v X)- g([x,1)02)- g([v, 2],.0%) - g([z, ¥} 77)
=8V ¥.02)+ g(v.V  2)+ g(v,Z,0) + gl 2.9 ,0x)+ v x,7)
+g(x,v,0)-g((v , ¥ -V, x).12)- e(vyz-v_ 7))
~e((v,x-v ,z)m)

=8(r.v yiz)+ g2,V ux)+ gx,v v)+ gV, x,02)+ g(v ,7,ux)

+g(v,2,77) ’ ’
=g(r.(v XJ)Z)+ g(z,(VYJ)X+ J(VYX))— g(X,J(VZY))
rg(x (v S+ J(v SY))- g(Z,J(VYX)) —~g(r.J(v +2))

olur. Boylece

3dp(X,Y,2) = g(v,(v .1 )z)+ g(2.(v 0 ) )+ g x.(v ) aLaaz)

elde edilir. Benzer olarak
3dp(X.Y,92) = g7,V . )J2)+ g2 (V ;) )+ (1 (v L r)aaas)
dir.(11.4.10), (I1.4.11), (11.4.12) ve (11.4.13) denklemlerinden

3dp(X.Y,2)-3dp(X,7,J2)= g(1,(V .1 )z) + g(2,(v 1) x)

+gx.(v,0)v)-g(7,(v 1 )2)
- guz(v J}J) )-elx.(v,,0))
=g(1(v y)2)- glor (v, 0)2)
+¢(2(v)0)x)- g(s2(v ,)1)x)
+g(X,(v 7 )r)-glx.(v 1))

bulunur. Burada
~&(1 (v, 7)02)= g(r.(v ,.0)2)
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~g(m.(v 0)iz)=g(1.(v ,7)2)
oldugundan
3diX,Y,Z)-3df X, J,JZ) = g(1,(v vz +g(r.(v v,
(

)
+g(z,(v,J)x)+g(x,

elde edilir.
- Xg(Y,JZ)= -Xg(JY,Z)
oldugu kullanilirsa

g(r.(v ,7)z)=~4((v ,7)r.2)

dir. Boylece
=-2g((v , J)r.2)-g(s(v 1)z, %)

)
v 7)2,0%)+ glax, (v ,)y)
)

- —2g((VXJ)Y z)+ g(ax, N(¥,2))

bulunur. Buradan ispat tamamlanir.

11.4.1. Teorem. M hemen hemen kompleks manifold, g ve J M iizerinde sirasiyla
Hermityen metrik ve hemen hemen kompleks yap1 olsun. V g ile tammh Riemann
konneksiyonu olmak iizere agagidakiler denktir..

a) VJ=0

b) V=0

c)Hemen hemen kompleks yapi J torsiyonsuz ve temel 2-formu kapalidir[9].

Ispat. (aesb) (11.4.10) dan
(v, o)r.2)=g(r.,(v ,1)2)

dir. Boylece
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VJ=0c V=0

olur.
(b=c) (b)den Vg=0 dir. (a) ve (11.4.12) den d¢ = 0,lemma I1.4.1 den N=0

elde edilir.
(c=b) Lemma I1.4.1 den VJ=0 dir. Buise V¢ =0 demektir.

I1.5. Kaehler Manifoldlar

I1.5.1. Tanim. M bir hemen hemen kompleks manifold ve g M iizerinde bir

Hermityen metrik olsun. Eger M lizerinde tamimlanan ¢ temel 2-formu kapali ise

(dg= O)g Hermityen metrige Kaehler metrik denir.

I1.5.2. Tamim. M hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger M ilizerinde g
Kaehler metrigi taniml1 ise M ye hemen hemen Kaehler manifold denir. Eger M bir

kompleks manifold ve M lizerinde g Kaehler metrigi tanimli ise M ye Kaehler

manifold denir [9].

I1.5.1. Teorem. M bir Hermityen manifold olsun. Bu durumda M nin bir Kaehler
manifold olmas: i¢in gerek ve yeter sart VJ = 0 olmasidir [2].

Ispat. Teorem I1.4.1 den agiktr.

11.5.1. Onerme. M bir Kaehler manifold olsun. Bu durumda M nin eprilik tensdrii
ve Ricci tensorii V.X,Y € y( M ) i¢in asagidaki zelliklere sahiptir.

a) R(x,¥)J=JR(x,Y) , R(JX,JY)=R(X,Y) (11.5.1)
b) s(ax,Jy)=8(x,y) , S(x.y)= é(z’zJR(X,JY)) (11.5.2)
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Ispat. a)

R(X,Y)JZ=V ,V JZ-V NV JZ-V

X'y VA ¢ [X,Y]JZ

= VX((VYJ)Z+ NYZ)—VY((VXJ)Z+JVXZ)

—[(V[ x, Y]J)Z+ JV[ X, Y]Z)

=V, (v, 2)-v, (v, 2)+ Nix.y

(vl z+ (v 4, 2)-(v ) 24 sV v 2)

A
=J(v,v,z)-sv,v,z)- J[V[ X,Y]Z)

=JR(X,Y)Z

]Z

" g(R(ax, )z, w) = g(R(W,Z)Jx, JY)

g(JR(W,2)Xx,J7)
g(Rw,2)x.Y)
g(R(x,Y)Z,Ww)

I

R(JX,JY)=R(X,Y)

bulunur.
b) M nin ortonormal bir bazi {e,,...,e, } olsun. Bu durumda
S(JX,JY) = Z g(Rle,, Jx)J7,e,)

fZg( R(Je,,JX)JY, Je,)
=Zg(Re X) JYJe)

=Y g(JR(e,, X)7,e)

i

(R (
—Zg(R(e,,X Y, e)

i

=8(x,Y)

dir. Simdi (1.4.3) kullanilirsa
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Zg( e,,X Ye)
=—Zg(JR (e, X)J7,¢,)
Z[ (JR(X,IP)e, )+ g(JR(IV,e) X )]

Z[ (JR(X,JY)e,.e,)+ g(JR(IY, Je) X, Je,)]

)
Z[ (JRXJYe,e,)+g( (v,e)X, e)]
-zzJR(X,JY) S(x.,y)

S(x,y)= %inR(X,JY)

elde edilir.

11.5.2. Onerme. M bir Kaehler manifold olsun. M nin S Ricci tensorii
(v,8)x.1)=(v ,5)r.2)+(v ,5)(2x,2) (1L5.3)

z

esitligini saglar [9].

Ispat. Onerme I1.5.1() gozoniine alindiginda

(v s)(x.1)= éz eIV, R)(X,I7)e, e,)

(
(VZS)(X,Y)z—;—Zg((VXR)JYZ Je,he,)+ Zg( (v RNz, %)e,.e)

=(v ,8)(r.2)+(v ,5)(x,2)

elde edilir.

11.5.3. Onerme. M bir Kaehler manifoldu, J ve g sirasiyla M iizerinde hemen hemen
kompleks yap:1 ve Kaehler metrik olsun. M nin egrilik tensorii

a) RXY.ZW) = -RY.X.Z Wy -RX. Y. W.Z)

b) RX.Y.ZWytR(Y,ZX, WytR(ZXY,W)=0

¢) RUXJY,ZW)=RX,YJZJW)= RX Y.Z W)

6zelliklerini saglar[10].
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IL5.3. Tamm. M bir manifold, 7,,(p) nin bir diizlemi P olsun. Eger P diizlemi J

altinda invaryant ise P ye holomorfik diizlem (diizlem kesiti ) denir. Bu durumda

{X ,JX } P igin bir ortonormal bazdir[10].

I1.5.4. Tanim. M bir Kaehler manifoldu, M lizerinde hemen hemen kompleks yap:1 J
olsun. P holomorfik diizleminde tanimli kesit egriligine holomorfik kesit egriligi
denir. ve X € (M) igin

Kp)y=R(X JX.X,JX)y=g(RX,JX),X) (11.5.4)
ile verilir.

Eger M nin her p noktasindaki diizlem kesitleri i¢in K(p) sabit ise M ye sabit

holomorfik kesit egrilikli manifold (uzay) denir[10].

I1.5.1. Teorem. M bir Kaehler manifold, g ve J M lizerinde sirasiyla Kaehler
metrik ve hemen hemen kompleks yap: olsun. Eger holomorfik diizlem tizerinde

holomorfik kesit egriligi sadece p noktasina bagl ise bu durumda M sabit holomorfik

kesit egrilikli uzaydir[10].

11.5.2. Teorem. M bir Kaehler manifold olsun. Bu durumda M sabit holomorfik
kesit egriliklidir < X, Y, Z e z( M) igin

]
1 ~g(v,2)x + g(ux,2)Jy - g(J¥,2) Jx
R(X.Y)Z =~ c[g(X,2)Y - g(¥,2) X + g(X, 2).J¥ - g(7.2) 155)

+2g(Jx,Y)JZ]

dir [9]. Burada c kesit egriliginin degeridir
Ispat. Birinci boliimdeki Onerme 1.4.1 e benzer olarak R = cR, dir. Burada
R(X.Y,Z,W)= §[g(x,W)g(Y, z)-g(v.W)g(X,2)+g(X, W)
g(¥,Jz)-g(v,JW)g(X,JZ)+2g(X,JY)g(W,JZ)

dir ve R, 6nerme 11.5.3 iin 6zelliklerini saglar. Buradan
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g(R(x,Y)z,w)=cg(R,(X,Y)Z,W)
i dele(x,2)y.w)-g(g(r.2)x,w)
—glg(x,0z2)ar,w)+g(g(v,Jz)Jx,w) - 2g(g(x,J7)JZ,W)
8RO, V)Z,1) = glg(x,2)7.w)- gle(r,2) )
+g(g(ux,z)0y,w)- g(g(ay,2)ax,w)+ 2g(g(ax,v)Jz,w)

olur. Buradan da
R(X,Y)Zg = écg(X,Z)Y— g(r,2)x +g(ux,z)Jy-g(Jy,2)Jx

+2g(Jx,Y)z

elde edilir.

I1.5.3. Teorem. M bir kompleks manifold, M iizerinde (0,g) formu ¢ ve M de z,
noktasinin bir komsulugunda Z’(p= 0 olsun. Bu durumda z, eW c U igin ¢= B’y/

sartin1 saglayan (0,g-7) mertebeli y formu vardir[12].

I1.5.1. Lemma. M nin bir U koordinat komsulugu {izerinde holomorfik p-form ¢

olsun.  Bu taktirde dy=¢ sartim saglayan (p-I) holomorfik y formu

vardir<> do=0[12].

I1.5.4. Onerme. M bir Kaehler manifoldu olsun. M iizerinde (p=2(paﬂdz“Adzb
formu igin dep =0 dire Mde
¢=00f =0 Zﬂdz” Z—df 2° Adz?
0z, 0z,

ZB o.B Z ZB

ozelligini saglayan C” — f fonksiyonu vardir[5].

Ispat.(<)p = 3F olsun. Bu durumda
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do=d(d5r)
=(0+8)a7)

= -6y

elde edilir.
(=>) Kabul edelim ki dp=dp+Ap=0 olsun. Bu durumda &p,(2,1) ve

Z’(p,(],Z) mertebeli oldugundanZ’rp: 0,0p=0 dir. Boylece Teorem I1.5.2 den
¥’ =) y,dz" formu vardir. Buradan
Bp= 3By’ =—-36y™° ,Ep=0

oldugundan
I Sy
oy’ ==Y | =Lt ldzoAdsP
7 22(&11 0}/3]2 y
O K _Hal_,,
Z\ &, &,

dir. Béylece Ay’ holomorfik (0,2) formdur. Bu durumda Lemma I1.5.1 den
o™ =dw = dw

6zelligini saglayan @ formu vardir. Bu ise

v’ -w)=0,v"-w=0

dir. Buradan

¢=0y"" = Aw+5f)=d8f = 64~ f)

elde edilir.

I11.6. Lokal Koordinatlarda Kaehler Manifold Uzerinde Riemann

Konneksiyonlarin ifadeleri

M kompleks n-boyutlu Kaehler manifold, M iizerinde Hermityen metrik g ve

M nin kompleks lokal koordinat komgulugu {U Z "} olsun. 7,,(p) nin baz vektérleri

* . 1 n I 1 n'
e,....e,,e, = Je,...,Je, ve bu bazlarin duali de &’,...,0", 0" =Jo',...,»" olsun.
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=(a);.) (1<i,j< Zn) konneksiyon 1-form olmak iizere

i i LA | =
W,=0, O.=-0; O;=-0;, @.=0, dl.6.1)

dir. Gergekten
a)’j = (V Xe;)e:
= g(VXe;,e;)
= g(VXJej,Je,.)

=(VXJ' J

olarak elde edilir. Digerleri de benzer sekilde kolayca gésterilir.
Q= (Q’j) ile egrilik formunu gosterelim.(1.6.24) den
Q) = éz R, o' Ae’
Iy

olur. Bu durumda T4 ( p), 7 11(p) nin kompleks bazlan sirasiyla

¢ =§(e,. —ie’) , ¢ =§(e,. +ie’) (11.6.2)

dir. Bu bazlarin dualleri de
=0 +i0 , §=0—-iq
olur. Simdi . '
0y si; 0 =0/l 1.63)
Y =Q,+iQ, , ¥, =Q -iQ,
esitliklerini go6zoniine alalim. Boylece teorem 1.6.7 deki bagintilar kompleks

manifoldlar i¢in asagidaki sekilde verilebilir.
dd=-Y0A0 , 6,+6 =0 (11.6.4)

di,=-> G A0 +¥, ¥, => K u6'Al

Burada
i ] i i . i i
Ky = E[R gt R ur +i(Rpr = R'yw )] (11.6.5)

dir[9].
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11.6.1. Teorem. M bir Kaehler manifold olsun. Bu durumda M nin sabit holomorfik

kesit egrilikli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1
=== g8, - +8:8-
Kawi =3 c[gygkl g8 Jk]

olmas:dir [8].

Ispat. Teorem I1.5.2 nin ispatinda kullanilan R, degeri g6zéniine alindiginda
Kl]kl =cR (z Z352) 2 l)
=ci[g(z.,z )g(z—.,z—)—g(z.,z—)g(z—.,z )
4 i’k J Tk "] 7k
+ g(zl. ,Jzk )g(zj—. , le;) - g(zl. , le-)g(zj-., Jzk )

+2g(z Jz ) (k, 1)]

ile ifade edilebilir. (11.4.6 ) ve (11.1.6), (11.1.7) den

G R (L CRY
265,55 Jo (235 )|

- "E[g B T8 Ilgjk]

elde edilir.
M bir Kaehler manifold ve M iizerinde kompleks lokal koordinat sistemi

{z,,...,z,} olsun.T;(p) de tanimlanan Hermit metrigini gozoniine alahm. Bu

~ durumda zi=é% zr=2i=£—. (i=1.n) , Zi’ZJ e]'(]}f,(p)) i¢in
i i

gy = g(Z ],Z J) ile gbsterelim. Eger standart bazlar alimrsa 11.4.6 dan g, = g;; =0
olur. g; nxn Hermityen matrislerdir. g metrigi igin

ds” =23 g5 dz’
iJ

ile ifade edilebilir. Boylece Z, eI(T5(p)) vektorleri
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z= z( (2)z+a2(2)7,) sz(dzf(w)zj+dz—f(w)-z-j)
J

seklinde yazilabilir. ¢ temel 2-form olmak iizere

o(z.w)=g(z,uw)

Z(dz’(Z)z +dz (2)z. ) Z(dzf(w)zjmz-f (W)Ej)
' J

g(zl iz )dz Z)dzd (w )+ig(zl.,2j.)dzi(2)dz’j w)

J

(
+ ig(ii,zj )dz‘i (2)dz? (W)~ ig(z_i,—fj )dz" (2)dz’ (W)

—-ig( 2,2, ' (@) ) ¢ g (D)7, 1)z

_ —2igij-.dzi Adz! (11.6.7)

elde edilir. M bir Kaehler manifoldu oldugundan
dp =-2iy dg.-dz' Adz’
i,J J
dp=-ild, g.~-0.g,- dekaainazT + O—g.~— -8 dr* Az AdzT = 0
k®ij  Ti%kj k°ij ki

bulunur. Boylece Kaehler metrigini karakterize eden
~=d.g,- , O-g-=0-8- 11.6.8
akglj gkj kglj 78k ( )

esitlikleri elde edilmig olur[9].

I _1 1L
Tik=78 {anLK+a <. aLgJK}

Christoffel semboliinii gézoniine alalim. Buradag”‘ (g IL) dir. M bir Kaehler

manifold ve g bir Hermityen metrik olarak alinirsa (11.4.6) ve (11.6.8) den

i _i iL _ _

veE
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r},’( =0 (1L.6.10)

elde edilir[9]. J torsiyonsuz (simetrik) oldugundan

r;.k=r;;j , rj’;l;=r7’(lj , ij=o (11.6.11)

dir. (14.5), (I1.4.6) ve (11.6.8) den

r;]? =% il{o’)jg”?+o-’k-gﬂ—07[gjk—}=0 (11.6.12)
veE _ _ _
r]".k =gl %8 r,lz? =gl lo"j—.gl?l (11.6.13)
olur [20].
Simdi (1.4.21) ve teorem 1.4.10 a benzer olarak
Hz,.2))z, - §K§KLZ1'
ve

Ky =elR(zg2,)2,.2))
esitliklerini ifade edebiliriz. 1.4.25 den

AN T
KL ‘;gﬁ]‘

JKL

ve (14.22) den de
Kok = (&Kr]{] -3,Tk, ) * (FLTJ Chr—Tky rLjr)
olur. Bu durumda (11.6.9) ve (11.6.10)

K;l.k] = (o?kr[;; - a,r,’;j)+ (rl;rli - r,ijr;; ) . (11.6.14)

ve buna benzer olarak )
I
KjkL =0 (11.6.15)

bulunur.(11.6. 14) ve (11.6.15) bagintilarinda (1.4.25) kullanilirsa

bulunur. Diger taraftan

K, =~K =-K

LKL LK ik, =X

KLIJ

oldugundan



92

I _ ol - L
Ky =Kg=0 » Ky =K;jzr=0 (1.6.17)

dir. Boylece sadece _ _
Ki. 7 ,Ki._ aKl‘ 70 K{.—
_]kl jkl Jkl ~ 7 ki (11.6.18)
ykl ykl Kijki ’Kijl?l
bilesenleri sifirdan farkhidir. Bu bilesenlerden K;kl- veKz]kl metrik tensorii ve
Chrisstoffel sembolii cinsinden agagidaki gekilde hesaplayalim. Diger bilesenlerde

benzer gekilde hesaplanabilir. (I1.4.6) dan

Kj,kl alr;k (1L.6.19)

ve (1.4.22) den _
K. .=g.k.
ikl  “if Kjkl

olur. Burada

f S S/ f ot f
K’ __(o”r -AarT ) (F“Fkt rkrh

Jki kTl K lj

dir. (I1.6.12) den de
7 PN
K] 47 ﬁkl“ i

elde edilir. Buradan

f
Kykl 1f 5/( I“l 5

-57(¢" (9¢;)
=gl_f-{6kgﬂ(61—gy—.)+gf6k61 }

- ft

diger taraftan

oldugundan
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ﬁ 0 0 0 8
K,-; - == i
ikl lf 62 ] azk 62, y
veya
2
- .‘_ 6 3
_08 s 7 %7 %
Ki_'kl— pr= P (11.6.20)
S N k%
dirf9].
M bir Kaehler manifold olsun. M nin Ricci tensériiniin bilegenleri
— !
=K li]'

veya Christoffel sembolleri kullanilirsa

k
a" k
_ Jk 0Tzk
y 0’3(1. &
oldugundan
ork
=3 Jk 61412
Z P 621. 62}
f’;i

(11.6.21)

dir. Benzer olarak
K. = K ve K., = K—— =0
ij ij

dir. $imdi Gile gij' matrisinin detemnnantlm gosterehm. Yani

G=[e |- ,gij‘
olsun. Bu matrisinin determinantinin tiirevi
&G Bt _ ik Bk
e Z‘ggl.’k nin kofaktori—= 5 ghg—= %
J J J
oldugundan
B _ o 8, B
0’21. é’zl.

dir. Burada (11.6.8) ve (11.6.13) kullanilirsa
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k _ OlogG
iy (11.6.22)
i
elde edilir. Boylece
OlogG
= 11.6.23
y &iﬁ ( )
olur.
M nin S Ricci tensorii ile birlesen Ricci form
X, Y)=8(X,JY)
oldugundan
I
p=-iK j sz Adz
= —2iK .d:* Adz’
ij
= 21'( 80, log G)dzi Adz! (11.6.24)
olur [9].
I1.7. Nearly Kaehler Manifoldlar
I1.7.1. M hemen hemen Hermityen muanifold olsun. Eger VX € ;[(M) i¢in
(v J)x=0 @.7.1)

ise M ye nearly Kaehler manifold denir[9].

I1.7.1. Teorem. M hemen hemen Hermityen manifoldun nearly Kaehler manifold
olmas: igin gerek ve yeter sart V.X,Y € y( M) igin

(v ) +(v,s)x =0 @.7.2)

dir[2].

Ispat. (=) Mnearly Kaehler manifold olsun. V.X,Y € y( M) igin

(v, p/Mx+1)=0

dir. Buifade
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VX+YJ(X+Y)—JVX+YX+Y=0

VXJX-i-VXJY+VYJX+VYJY—JVXX—JVXY-JVYX—JVYY=0

(v ) +(v )y +(v o) x +(v o)y =0

olur. (11.7.1) den

(v o) +(v,0)x =0

elde edilir.

@ (v )r+(v,)x=0 olsun. Bu ifade VXY M) igin

saglandigindan 6zel olarak X=Y iginde saglamr. Buradan
(V) +(v, I)x=0=2v o)x=0= (v )x=0

elde edilir.

IL7.1. Onerme. M nearly Kaehler manifold olsun. Bu durumda M nin Nijenhuis

tensor alam V.X,Y € y{ M) i¢in
[, )X, 7)=45(v ) x @.7.3)

dir[2].

Ispat. V Miizerinde torsiyonsuz( simetrik) konneksiyon oldugundan
[7,9)(X,Y) =[x, Y]~ [ X,Y]- J[JX,Y]- J] X, JY]

=V Y=V K-V Y4V X J(V, Y-V X)-

IV -V, .0x)

= (v )1+ 5(v (1)~ (v )XoV x)-v s VX

X
IV ¥)+ (v 2)x (v x)- (v, )y s(v XY))+ IV )
=V )=V Y=V x4V XV v x
+V o Y+ a(Vy)x -V x - s(v, Iy (v, ¥)- (v x)
=(V )= o )x 4 5(v )5 - s(v o)y 1.7.4)

olur. Burada

(v yoyr=v v v
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dir Bu esitligin her iki tarafina -J uygulamrsa

W) SR

bulunur. Ayrica

Hvyd)x = s, 0x)+ v, x

(V)X =(v )y =¥ ¥4 5(v , ¥)= s(v , J)r

dir. Buifadeler I1.7.4 de yerine yazilirsa
[1,7)0x.1) =2V, X+ AV k) -V ¥ - s(v 7))

= Z(J(VYJX— Hvy x))-a(v v -m XY))
=2J((v,J)x~(v . J)r)

=4J((v,7)x)

olur. Bu 6nermeye gore

NX+NIX)=0 gNXY)Z)+gNXZ),Y)=0

NUXJYNANXY)=0 gNXJY)JZ)+g(NX.Y),Z)=0
elde edilir [9].

Teorem I1.5.1 ve 11.7.2 den asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

I11.7.2. Onerme. M bir nearly Kaehler manifold olsun. Eger M nin Nijenhuis tensor

alan1 sifir ise M Kaehler manifolddur[9].

11.8. Ornekler

I1.8.1. ¢, =1,¢e,,e,,e, R’ iin standart bazlar1 olmak iizere

K= {q)q =S, +V, =e,d+ae, +be, +ce;,a,b,c,d ER}
climlesini gézoniine alalm. Burada S, skaler kisim ve V, = ae, +be, +ce; g nun

vektdrel kismim gostermektedir. K iizerinde asagidaki islemleri tammlayalim.
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-

l.q,+q, =Sq, +Sq2 +Vq, +I/;2 =Sq,+qz +Vq’+q2

2.
q/ xqz =(Sq, +V‘I,)X(S92 +V;Iz)
=S‘I/S‘I) +Sqll/;2 +S‘12V‘11 _<V‘Il ’V‘12>+V‘IJAV92

9,=9,8, =8, veV, =V,
dir.  Boylece (K,= +,x) dortliisiine Kuaterniyonlar ciimlesi denir. Bir
kuaterniyonunun eglenigi K; =S, -V, ve normu da ”q” =gx K, dir[18].
€9+€;,€5,...,¢, ,R® n standart bazi olsun Bu durumda « e R® eleman:
a=Ae,+ X 11.8.1)
seklinde yazilabilir. Burada A €R ve X »€;5.++,€, min bir lineer kombinasyonudur.

Bir Cayley sayisi X =(ql,q2) sirali kuaterniyon ¢iftidir. Carpma ve toplama

asagidaki gibi tanimlanir;

(,00,)+(q1.9;)= (9, 24,9, 4)
— - (11.8.2)
(0,.0,)a7.9:)=(0.9:-'0,.9:9, +9,47)
Burada g, ¢ nun konjugesini géstermektedir.
Bir Cayley sayisinin eslenigi X = (‘7, ,—qz) dir. Buradan
xX=(g7 +7.4,,0) ve X[ =q,9,+9,q, (11.8.3)
C Cayley sayilar1 gostermek iizere X,Y € C igin
XAY=(YX-X7)/2ve (X,¥)=(XY +YX)/2 (11.8.4)

ile tanimlanu[15]. Cayley sayilarnin ciimlesi bir cebir yapisina sahiptir. Ayrica

X.Y =—(X,Y)+ XAY

x(x.x)=(x.x)x" (x.x).x=x(x.Xx)

esitlikleri vardir. Eger bir X = (ql,qz) Cayley sayisinda g, reelve g =0 ise X e

reeldir denir. Eger sadece imajiner ise X e imajiner dir denir ve ImC ile gosterilir.
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X,Y elmC (X,Y)=0 ise XAY=Y X =~XY saglanir. Biitiin imajiner sayilarnn

formu C nin altuzayidir.
Simdi E7 de
s¢ ={x e E7j(x, xy=1}
S® birim kiiresini ve S° {izerinde g tensdr alanim g6z6niine alalim. Bu durumda
X eS°da T, (X) tanjant uzay: X e dik E’ nin altuzay: ile ayni olur. Yani
Ve ={r eU’|(x,¥)=0,% 5°}

dir. T, (x ) iizerinde J y endomorfizmini Y €T, (X) i¢in

J, ¥ = XAY
ile tanimlayalim. Bu durumda
J,(Y+2Z)=XA(Y +2)

= XAY+XAZ
=J,Y+J,Z
A%+
J,(Ar)= XAy
= AXAY
=AY
oldugundan J, lineerdir. Diger taraftan
J2(¥Y)=J,(XAY)
= XA(XAY)
= X.(XAY)+(X.XAY)
= X.(XAY)
=(x.x)y
=—(X,X)Y
=Y

oldugundan J. =~1 dir. Boylece J, hemen hemen kompleks yapidir ve S°

hemen hemen kompleks manifolddur.
8¢ igin
g(J,Y,J,Z)=g(XAY, XAZ)
g(x,x) g(x.2)
g(r,x) g(r.2)
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=g(r.Z)g(X, X)
=g(r,2)
dir. Boylece S° hemen hemen Hermityen manifolddur.
Simdi S° nin nearly Kaehler manifold oldugunu gésterelim ;

(v 7 ) =v, 0, 7-0,9 ¥

= VYXAY—XAVYY

= VYXAY+ XAVYY—XAVYY
=0

dir. Buise S° nmn nearly Kaehler manifold oldugunu gsterir [9].

11.8.2 Ornek. C" n-boyutlu kompleks vektor uzayi olsun. C™*’ ~{0} iizerinde bir

denklik bagmtisini
Z=(2)~W=W,)2Z =W, 0xieC
ile tanimlayalim. Bu denklik simiflarinin ciimlesine #-boyutlu kompleks projektif
uzay denir ve IP"(C) ile gosterilir
n : ¢ -{o}-» ' -{o}/~.
U; =12z, =0} < (¢ ~{0}) igin o{U;) =V,
ve
qDZ:CrHI _{0} N Cn+1 _{0}
@, (Z)=AZile tamml doniisim olsun. ¢ = v, oldugundan ¢, bir

homeomorfizmdir.
U® < c™' —{0} oldugundan
[U'] = U(D).(U*)
AeC
dir. o, (U')]arm her biri agik oldugundan [U ] agiktir. Bu durumda ~ bagintisi
agiktir [13]. Dolayisiyla 7 agiktir. ﬂ(Uj) =U, ve bu agiklar '~ {0} uzayim Orter.

X =™ {0} diyelim. X x X c C™' xC™" lizerinde
fZI)=1(Z)5000s 2, W W) = | ZW, = Z W

izf

fonksiyonunu tamimlayalim. Bu durumda
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fonksiyonunu tammlayalim. Bu durumda
fzw)=0 o zZ=iw

olacak sekilde A € C olmasidir. Bu ise Z~W olmasi ile esdegerdir. Buradan
rR={z.w)z~w}=r(0)

— s c' -{o}
ciimlesi kapalidir. B&ylece _uzay1 Hausdorff dur[13].

n+l
Denklik bagmtis1 agik oldugundan ﬂ(U;)=U }.CC _{0% agiktir.

Boylece
o:U — C"
SOV
Z; Z; Z; Z;

z, # 0 oldugundan ¢, I1-1], 6rten ve siireklidir. Buradan ¢, homeomorfizmdir.
U,NU, iizerinde
¢,00;:C" - C”
(z,,...,z,,)—)[(z,,...,zj_,,],zj+,,...,zn)]

\)

[i 2 1 2 z_,,)
9°c*y 9 b LA
Zj Zj Z. zj Zj

J
olmak lizere ga,ogo;.’ holomorfiktir. Boylece IP"(C ) kompleks manifolddur. Burada

z Z,; % z . n .. . .
(—’,...,’—I,ﬂ,...,—LJ koordinatlarma /P"(C) nin inhomojen koordinatlar1 ve

Zj Zj Zj Zj

(z ,,...,z,,) koordinatlarina da homojen koordinat sistemi denir[13].

11.8.3. Ornek. 7,,7,,...7,, €C" lineer bagimsiz reel vektorler olsun. Bu taktirde
2n
r={zz=}:kfr,. N3 eZ}
i=]

C" 'nin toplam grubunun altgrubudur. Z~Z'< Z-Z' el bagintisim gdzoniine

alalm.Z,Z' eC" igin bu baginti bir denklik bagntisidir. denklik smiflarinin
T" = C" [~ ciimlesi bir topolojik uzaydir Syleki

7 C" =T
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kanonik projeksiyonu siireklidir. 7" topolojik uzaymma n-boyutlu kompleks tor

denir.
Z, eI’ ve U c C” igin
U+z,={z+2,|z eU}

olsun. Eger U agik ise U + Z, agiktir. Diger taraftan
WU)={zeC'|z-2 er,2’ cU}= | JU+2,)

Z, el

oldugundan 7 agik doniisiimdiir.

Z, € C" keyfi bir nokta olsun. Bu taktirde

F, ={Z’Z=Z0+Zr,ri r, €R —§<r,. <—;-}
i=]

ciimlesi C" de agiktir. Z,Z' € F, noktalan igin
Z-7'= Z(); ~r)r, i=1.2n lr,. —1;1 <]

i=]

dir. O halde Z ve Z' sadece esit olduklarinda denktirler Yani
niFy > Uy =alF,)cT

birebirdir. Buradan
-1
0n, =4y, ) U, > F, cC
torlar i¢in kompleks koordinat sistemidir ve biitiin U, larin ciimlesi toru tamamen

orter. Simdi 7" uzaymin Hausdorff oldugunu gosterelim;
X, = ﬂ(Zi) # ”(Zz) =X,

olsun. Bu durumda
2n 2n
Z,~Z,=3 k1t nT,
i=] i=]
yazilabilir. Burada i=1..2n k, €Z ,0<r, <1 iistelik r, lerin hepsi aym zamanda

sifir degildir.r, 20 £>0 ve 26 <r, <1-2¢ olsun. Bu durumda

U ={Z,Z =Y [f< g}

i=]

agiktir ve buradan
UI(ZI) =U,+Z, Uz(Zz) =U,+Z,
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agik komguluklanidir. §imdi kabul edelim ki
~(U,)Nx(U,) =0

olsun. Bu durumda Z’'~ Z" olacak gekilde Z’' €U, Z" €U, noktalan vardir.

Boylece

2 .2
Z'=ZI+Z":’?; Z"=Zz+i’3"'@ l<e |rrl<e

i=1 =1

dir. Dolayisiyla

2n

2'-2"=(2,-2,)+ > (r'-r")z,
1=

2n

ZZ lei + Z(rl + (rI'— I',’))T,
i=] i=1

dir.
1>n+2e> lr, h ("1""1')] >n-2€

oldugundan », +(r,’—r,') tam sayr olmaz. Bu ise ¢eligkidir. Bu nedenle JZ(UI) ve
JI(UZ) ayrniktir.
Simdi
0,09 7 =@, 01 : 0, (U, NU,,) - 0, (U, NU,,)
bir topolojik doniigiimdiir. Burada
0,00"5(Z)=2+) k(2)r,
ve k, fonksiyonlarinin degerleri tam sayldlr.{r,,rz,...rz,,} C"' uzaymnn bir reel bazi

oldugundan k, siirekli ve sabit olmalidir. Boylece 7™ bir kompleks manifolddur [19]

11.8.4. Ornek. n-boyutlu C” kompleks uzayim ve C” lizerinde
ds’ = Zdz"a’z_ !

s=1

metri§ini gézoniine alahim. Buradan temel 2-formun tammindan
n
¢=Y dz’ Adz’
J=1

dir. Boylece
dp="y d¥W'Adz'F

J=1
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dp=" d(d:'Adz')

j=1
ve d’ = 0 oldugundan
d¢=0
dir. Bu ise n-boyutlu C” kompleks uzaymin bir Kaehler manifold oldugunu

gosterir[9].

11.8.5. Ornek. IP"(C) Omek 11.8.2 de tanimlanan kompleks projektif uzay ve

2y,-.,z, P"(C)de homojen koordinat sistemi olsun.  Her J indisi igin

Z;#0 U, P (C) uzaymn bir agik altciimlesi olmak iizere U , Uzerinde

V4 .
tj'f == jk=0,1,..,n
Zj

n
lokal koordinat sistemi ve f, = » 747} fonksiyonunu g&zéniine alalim. Bu durumda
k=0

U,NU, iizerinde
5 =20 =2 (6i et =)
dir. Boylece
log f; =log f, +logt} +logf}
t;‘ » U, U, iizerinde holomorfik oldugundan

d"logt} =0 d'logif =d"logt} =0
olur ve
d'd"” =—-d"d’

oldugundan da
d'd"log f, =d'd"log f,

dir. Onerme I1.5.4 den
¢=—4id'd"log ,

dir. Diger taraftan t“ = ¢, olmak iizere

o= 0id =143 (177°)
J=0 i=0
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oldugundan
logfo 1 Adi B

=—4i Z acar
fo_-zlog(1+ilt”2J

a,p=1
dir. Boylece
olur. Bu durumda IP"(C) bir Kaehler manifold olur. Simdi Kaehler metrigini ifade

edelim.

5f0=(

8of, = (

Sirf ) (sear)
] D di® Adi* —(

esitliklerini gézoniine alahim. Buradan

¢= _4j___n]___((]+ilt”r]—t—“taJdt“Adf“
( e 2) i=o

] + ) 1%dI*AY 1°di*

i=0

veya
Zdt“Aa’t + 217 di*AdE* =y 1 Ardi
(14> 177 «)’
dir.
ds’=2) gade"'a'.zE
oldugundan

4(1+Zz“i”)(2dz"dz‘")—(Zf"dz“)(Zz“dz‘“)
(1+Zt"t_“)2

elde edilir. Buna Study-Fubini metrigi denir[9].

ds’ =
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II1.BOLUM

CR-YAPILAR

CR-yapilara ayrilan bu boliimde ©nce CR-yap1 , CR-manifoldlarin tanimi ve
herhangi bir manifoldun CR-manifold olma durumu tartigilacaktir. Daha sonraki iki
alt boliimde ise kompleks manifoldlarin genel altmanifoldlar1 ve anti-holomorfik
altmanifoldlan = tanimlanacaktir. Aynca  kompleks  manifoldlarin  genel
altmanifoldlarimin  CR-manifold oldugu ispatlanacak ve anti-holomorfik

altmanifoldlar i¢in distribiisyonlarin integrallenebilirligi {izerine bir teorem

verilecektir.

I11.1. CR-Manifoldlar

III. 1.1. Tanim. M (2n+s)-boyutlu reel diferensiyellenebilir manifold ve M

iizerinde reel 2n boyutlu diferensiyellenebilir distribiisyon D olsun. Kabul edelim ki

D
J:D> D, J=-]

déniigiimiine sahip vektdr demeti olsun. (Burada / D lizerinde birim doniisiimdiir)
Bu durumda M hemen hemen kompleks distribiisyona sahiptir denir ve D ye M

lizerinde hemen hemen kompleks distribiisyon denir [2].

III. 1.2. Tanmm. M diferensiyellenebilir manifold, (D,J) M lizerinde hemen hemen
kompleks distribiisyon olsun . Eger X,Y eT'(D) igin
[JX,JY]-[X,Y] eT(D) (II1.1.1)

ve

[2,J]X, 1) =[x, JY]-[ X,¥]- J([X,J¥]+[Jx,Y]) = 0 (I.1.2)
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sartlar1 saglamyorsa (D,J) ye M tizerinde reel CR-yapidir denir [2].

III. 1.3. Tamm. M bir diferensiyellenebilir manifold ve 7°M, M nin

komplekslestirilmis tanjant demeti olsun. Eger 7° M nin kompleks altdemeti H igin

agagidaki sartlar saglaniyor ise H ya M lizerinde kompleks CR-yapidir denir [2].
) HNH = {0} (111.1.3)

ii) H involutive dir. Yani
U,V eT(H)=[U,V]el'(H) (I11.1.4)

I11.1.1. Teorem. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda M nin

reel CR-yapiya sahip olmasi igin gerek ve yeter sart M nin kompleks CR-yapiya

sahip olmasidir[2].

Ispat.(=>) Kabiil edelim ki M reel CR-yapiya sahip olsun. Bu durumda
H={x-v"10x; X er (D)} (IIL.1.5)

ile tammlayalim. Buradan H NH= {0} olur.

Eger
U=X-~-1JX , V=Y=-~J-1JY

alinirsa
[U.V]=[x.Y]-[2x,J¥]-~V-1{[x,0r]-[2x,7]} (I11.1.6)

elde edilir. (II.1.2) den
[U,V]=[X,Y]-[2x,0Y]--1{[x,¥]-[Jx, Y]} (IL1.7)

olur. Buradan [U ,V] eT'(H) dir. Béylece M kompleks CR-yaprya sahiptir.

(<) Simdi kabul edelim ki M kompleks CR-yapiya sahip olsun. Bu durumda

D distribiisyonunu
D={X =ReU;U eI'(H)} (1.1.8)
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ve J doniigiimiinii de
J:D— D,JX = Re(\-1U) (111.1.9)

ile tammlayalim. Boylece J° =1 ,dur.

Diger taraftan (111.1.7) ve (1I1.1.9) dan
[JX,JY)-[X,Y]=-Re([U,¥]) eI (D) (111.1.10)

dir. Burada X=Re(U), Y=Re(V) olur. Boylece (Ill.1.1) sart1 saglamir. (111.1.10) da

JY yerine Y alnirsa
[JX,Y]+[X,JY]=Re(v-1[U,V]) eT(D) (I.1.11)

elde edilir. (II1.1.10) ve (II1.1.11) dan
~H{[ X, Y]+ [X,JY]} = =Re(N-1(V-1[U,V ]))

~Re([U.V])

dir. Buradan (I11.1.2) den

[7,7](x,Y) = [2X, JY]-[ X, Y] - J([ X, Y] +[2x,Y]) = 0

elde edilir.

II1.1.4. Tanim. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M, CR-yapiya sahip

ise M ye CR-manifold denir [2].

II1.1.5. Tanim. M p-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde (1,1) mertebeli bir

tensoOr alani
. ¢3+¢=0 (I11.1.12)

ozelligini saglarsa ¢ ye f~yap1 denir. Eger n=r ise f~yap: manifoldun hemen hemen

kompleks yapisim verir [9].
Simdi
P=-#,0=¢+1 (I11.1.13)

alalim. Bu durumda
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P+Q=1,P’=P,0°=0Q (111.1.14)
¢P = Pp=¢4,0¢=¢0=0

elde edilir. Bu denklemler gosterir ki P ve Q operatdrleri manifoldun her
noktasindaki tanjant uzaya uygulanan komplemant operatorlerdir. Bu durumda
manifold {izerinde P ve Q operatdrlerine karsihk gelen sirasiyla D, D*
distribiisyonlar: vardir. ¢ nin ranky, r olarak alindiginda D, r-boyutlu ve D* ,(n-r)
boyutludur [9].

Kabul edelim ki M 74) Jf-yapisina sahip (2n+s) reel boyutlu manifold olsun.
{¢,,...,c.} vektor alanlan ve {77‘,..., rf}l-formlan

F=-1+)17®¢g ;¢5=0 (111.1.15)

=1
7(s)=8, ; 1op=0 (I11.1.16)
6zelligini saglasin. Burada I, TM iizerinde birim doniisiimdiir. Bu durumda M,
(6,7 ,¢,) tensor alanlan tarafindan verilen komplemant cati ile birlikte £ yapiya
sahiptir denir [2].
D distribiisyonu

D={X eF(TM)ln’(X)=O,l=I...s} (I11.1.17)

ile tammlandiginda (II1.1.15) esitligi gézoniine alinirsa ¢,D {izerinde hemen hemen

J kompleks yapidir. Boylece M, VpeM igin boyD, =2n boyutlu kompleks

distribiisyonuna sahiptir[2].
(9,7 ,¢,) satis1 ile birlikte fyapmin torsiyon tensdr alam, [¢, ¢] ¢ nin

Nijenhuis tensor alani olmak iizere
S=[¢,¢]+2> dif ®, (I11.1.18)

=]

ile tanimlanir [2].

I11.1.6. Tammm. M bir manifold ve D, M iizerinde kompleks distribiisyon olsun.

VX,Y eI'(D) igin
S, N)=0 (I11.1.19)
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ise (6,77 ,¢,) ya D-normal dir denir [2]. |

IIL.1.1. Onerme. M komplemant gat: ile birlikte D-normal fyapiya sahip manifold

olsun. Bu durumda M CR-manifolddur [2].

Ispat. I11.1.6 tanimindan

S(XY)=0
ve
7'(S(X,Y)) = n’"([cé, gl(X.Y)+2> drf ® g,(X,Y))
I=1
dir. Burada
1 / / 7
(X, )= (X1 (1) -7 o (X)- [ x.7)

__ 1

=g i [X,Y]
oldugundan

7'(S(x,Y)) = rf"([¢, ¢](X,Y)—g 7 ([x,y]);,)
=1'( [gX,gY]+ #[X.Y]- 4 X,0Y]
- r-3 A (x.7)e )

dir. (111.1.15) den

= ([, 7]~ [X,Y]+ 3 7 (X, Y]g, - X, 7]

- ¢[¢X,Y]—lZ;: 7(x.Y)s )
0= n"([Jx,J¥]-[X.Y))

elde edilir. (I11.1.17) den
[Jx,JY]-[X,Y]e(D) , [X,JY]+[JX,Y]eI(D)

" [7,J)(X,Y) =[x, JY]-[X,¥]- J([X,J¥])+[JX,¥])= 0



110

olur. Boylece ispat tamamlanir.
M, (2n+s) boyutlu CR-manifold ve (D,J), boyD, = 2n ile birlikte M iizerinde

CR-yap1 olsun. Bu taktirde M nin bir U komgsulugunda D ye ait olmayan lineer
bagimsiz vektdr alanlarmin bir ciimlesi {c,...,¢,} segilebilir. Bu durumda

{77',..., 77“}, U iizerinde diferensiyel 1-formlar, a U iizerinde diferensiyellenebilir

fonksiyonlar ve X eI"(D) olmak iizere
70 x+>Y a%, )=d (11.1.20)
m=]

ile tanimlanabilir. Buradan
7(X)=0,17(5,)=86,
elde edilir. Diger taraftan M iizerinde
Y= X—Zs; 7 (X)s,
ile tamimlanan her Y vektor alanm1 D ye ait oldugundan U iizerinde (1,1) mertebeli bir
tensor alam XeI'(TM) igin

X =J(X - 1"(X)g,) (111.1.21)
m=]

dir [2].

111.1.2 Onerme. M bir CR-manifold olsun. M nin her U koordinat komsulugunda

komplemant ¢at1 ile birlikte D-normal f~yap: vardir [2].

II1.1.7. Tanim. M bir manifold olsun. M nin bir U komgulugunda (D,J) CR-
yapist iizerinde (9,77, ¢,) f~yapisina komplemant ¢at1 ile birlikte birlesik f-yap1 denir

2],

II1.1.1 Lemma. (9,7,c,) ve (&,?,Z,) birlesik fyapilar olsun. Bu taktirde M

manifoldunun bir U koordinat komsulugunda, diferensiyellenebilir fonksiyonlarin

tersinir matrisi,[ﬂ’;’] , [2’7 ] nin ters matrisi [Z’;] ve p, eI'(D) olmak iizere
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G =P+ A6,
m=1
q=3Ar (111.1.22)
m=1

—¢_5+Zs:?®'lpl =¢

I=1

dir [2].
M nin bir U koordinat komsulugunda (D,J) CR-yapisi tizerinde (9,7 ,¢,)

birlegik fyapisi igin (0,2) mertebeli G* tensor alammi X,Y € y(U) igin
G'(X,Y)=dif (¢X,Y) (111.1.23)

ile tanimlayalim. Bu durumda agagidaki 6nerme verilebilir.

I1.1.3. Onerme. M bir manifold ve D M iizerinde hemen hemen kompleks

distribiisyon olsun. X,YeI'(D) i¢in
G'(X,Y)=G'(¥.X
(X.7) (¥, X) (111.1.24)

G'(JX,JN) =G (X,Y)

dir [2].

ispat. X, YeI'(D) igin (1.3.16) dan
G'(X,Y)=dr (¢X,Y)
-7 (ex.¥D

= —% 7 ([JX,Y))

= -;- 7 (Y, JX))

olur. (II1.1.17) den
7 (JX) =1 (1) =0

ve
7 (X, Y]+[X,JY])=0

elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.
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Simdi aym CR-yap: {izerinde (;ﬁ,_ﬂ_’_, Z,) birlesik fyapiy: g6zoniine alalim ve

bir diger tensor alanini G* ile gdsterelim. Bu durumda (I11.1.22) den
G'(X,Y)=d1f (¢X,Y)

__ 17
F (P284)

— = A (Y]
=1 G"(X,Y)

elde edilir .

II1.1.4. Onerme. M (2n+s)-boyutlu CR-manifold ve (D,J), boyD, = 2n ile birlikte
M lizerinde CR-yapi olsun.  Kabul edelim ki VX eI'(D) i¢in { /=1,...,s}
G'(X,X)#0 olsun. Bu durumda D distribiisyonu integrallenebilir degildir ve D

nin integral manifoldunun boyutu (n+7) den azdir [2].

Ispat. X,Y eI'(D) igin [JX, Y] ¢ I'(D) oldugundan D integrallenebilir degildir.

Kabul edelim ki M~ D nin (n+1) boyutlu integral altmanifoldu olsun. Bu
durumda M'iizerinde {X,,...,X,,JX,}, ¢atis1 vardir. Hipotezde G'(X,X)=#0

oldugundan 7/{([JX,, X,])#0 olur. Buradan [JX,,X,]¢[(D) elde edilir. Bu ise

[JX,,X,]eT(TM") olmas: ile gelisir. Boylece M  m boyutu (n+]) den az

olmalidir.

II1.1.1. Sonu¢. M (2n+I)-boyutlu CR-manifold ve M iizerinde pozitif veya
negatif tammmlanmis (0,2) mertebeli tensor alam G'(X,Y) = drn (¢X,Y) olsun. Bu

durumda D integrallenebilir degildir ve D nin integral altmanifoldunun boyutu (n+17)

den azdir[2].
M (2n+s)-boyutlu manifold ve ¢ fyapismin ranki 2n olsun. Bu durumda

(11.1.13) ve (I1.1.14) den
P=‘¢2 s Q=1+¢2
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ile P ve Q izdiisiimlerini tanimlayalim. Buradan

P+Q=1 P’=P (’=Q PQ=0P=0

dir. Boylece
D={xer(tm)ox=0} , p*={xer(rm)Px=0}  (UL1.25)

ile tammlanan D ve D" distribiisyonlarina sahip oluruz [2].

II1.1.8. Tammm. M reel (2n+s)-boyutlu manifold olsun. ¢ bir fyapt ve Q bir
projeksiyon olmak iizere V.X,Y eI'(D) i¢in
[.6](X.Y)=0(x.Y)) (I11.1.26)

ise ¢ f~yapisina D-normaldir denir[2].

II1.1.2. Teorem. M bir reel manifold olsun. Eger M D-normal f- yapiya sahip ise bu

taktirde M CR-manifolddur[2].

Ispat. Kabul edelim ki M D-normal fyapiya sahip manifold olsun. Bu durumda
X,Y eI'(D) igin (I11.1.26 ) dan
[¢.4](x.Y)-0([X.Y])=0
[gX, oY)+ #[X,Y]- g X, 0]~ f ¥, ¥]-O([ X.¥])= 0
dir. Burada ¢ yerine J ve (111.1.13) g6z6niine alinirsa
[JX,JY]- P[X,Y]- 4 X,JY]-JJX,Y]-O[X,Y]=0
[JX,JY]- P[X,Y]- 4 X,JY]-JJX.Y]-[ X, Y]+ P[X,Y]=0
[JX,JY]- X, JY]- JJx,Y]-[X,Y]=0

elde edilir. Buradan da
Qp=¢+¢'=0

kullamlirsa
[JX,JY]-[X,¥]er(D) (II.1.27)

olur. Boylece (II1.1.1) elde edilir. (I1I.1.27) denkleminde JX yerine X alinmasiyla
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[X,JY]+[JX,Y] eT(D)

olur Boylece
[Jx,07]-[X,Y]-J[X,J¥]-J[JX,Y]=0

bulunur. Bu ise (111.1.2) dir. Bylece teorem II1.1.1 den ispat tamamlanur.

I11.2. Kompleks Manifoldlarin Genel(Generic) Altmanifoldlan

M kompleks boyutu p olan bir kompleks manifold ve M nin reel boyutu m

olan altmanifoldu M olsun. M iizerindeki hemen hemen kompleks yapiyr J ile
gosterelim. Bu durumda X,Y eF(T M ) i¢in
[7,7](x,¥)=0 (1.2.1)

dir. VpeM igin D, =T, (p)NJT,(p) olsun. D, J altmda T,,(p) nin maksimal

invaryant altuzayidir [2].

111.2.1. Tamm. M kompleks boyutu p olan bir kompleks manifold ve M nin reel

boyutu m olan altmanifoldu M olsun. Eger

D:p'_)Dp CY;{(p)

M iizerinde bir distribiisyon ise M manifolduna Genel (Generic) altmanifold denir.
D iizerindeki kompleks yapiy: J ile gosterelim. Bu durumda (D,J) M iizerinde 2n-

boyutlu hemen hemen kompleks distribiisyondur [2].

I11.2.1. Teorem. M kompleks manifold, M nin generic altmanifoldu M olsun. Bu

durumda M CR-manifolddur[2].

Ispat. Gosterecegiz ki M iizerinde (D,J) bir CR-yapidir. U, M iizerinde bir koordinat

komsulugu olmak tizere U iizerinde D,D* ortonormal distribiisyonlarim gézéniine
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alalim. P ve Q, TM iizerinde D veD* fizerindeki projeksiyon déniisiim olsun. Bu
durumda X eF(TM) igin
=PX+0X (111.2.2)

yazilabilir. Esitligin her iki tarafina J uygulamirsa JX=JPX+JQX olur. Burada
- _ — . el
JPX=JPX eT(TM),JoX eT(TM*) dir. (HE2:1)vel22)den ™M kornplch FOuwy

ob\"\'ﬁ"‘"a\" °
[7,710¢.7) = [ 3¢, 3¥]-[X.¥]- J[2¢.¥]- T x.3¥] =0

olur. X,Y eI'(TM) oldugundan

[7,7)(x,¥) =[x, J¥]-[ x,Y]- JP{[Jx,Y]-[ X, 7]}
+Jo{[x,¥]-[x, 1]} =0

dir. tegetsel ve normal bilesenleri ayr1 ayn sifira egit olacagindan

[Jx,J¥]-[ X, ¥]- JP{[2x,¥]-[ X,J¥]} = 0
Joi[x.¥]-[X JY]f=0
of[x.7])-[x.07]}=0

olur. X yerine JX alinirsa
Of-[x,¥)+[Jx, 7]} = 0= [Jx,J¥]-[ X,¥] eT(D)

ve buradan
[2x,JY]-[X,Y]-(7P+ Jo){[ox,Y]-[ X, J7]} =0
[2x,J¥]-[x,Y]- H{[Jx,¥]-[x,07]} =0

olur. Boylece (I11.1.1) ve (I11.1.2) elde edilir.

M (2n+s)-boyutlu kompleks manifold, M nin generic altmanifoldu M olsun.

Kabul edelim ki (D,J) Teorem II1.2.1. deki CR-yap1 olsun. Bu durumda M {izerinde
(¢, 7 ,g,) catis1 birlesen bilesik f~yapisi vardir. Burada ¢, D ye ait olmayan vektor

alanlani ve 7/ D de tammli 1-formlardir. Béylece U iizerinde M ye teget olmayan

N,=Jg,,(I=1..5) vektor alanlan elde edilir. Bu sekilde(gé, n’,g,) Jf-yapisindan

indirgenen bagintiya afin normaller denir. Eger (3,77' ,Z‘,),(D,J) tizerinde bir

bagka birlesik fyap1 ve N, vektor alani ise
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G =P+ A6,
m=1
N,=Jp+) AN, (111.2.3)
m=]

W=D 5 ¢+, 7 ®Jp,=¢
m=1 m=1

dir.
Eger boyT,, ( p)l = s ise M ye afin anti-holomorfik altmanifold denir[2].

111.3. Kompleks Manifoldlarin Anti-Holomorfik Altmanifoldlan

IIL.1.1. Tamm. M kompleks p boyutlu kompleks manifold ve M nin reel m-
boyutlu reel altmanifoldu M olsun. Eger M iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan D
ve D' distribiisyonlar varsa Mye M nin CR-altmanifoldu denir[2].

i  T,(p)=D,@&D%, (I11.3.1)
i) J(p,)=0,:3(D*)NT,(p)={0}

Burada J, M iizerindeki hemen hemen kompleks yapidir.

NL3.2. Tamm. M p=n+s-boyutlu kompleks manifold olsun. M ye gémiilii
m=2n+s (boy,D", = 5,boy xD, = 2n) boyutlu CR-altmanifolduna anti-holomorfik

altmanifold denir [2].

Simdi kabul edelim ki M nin anti-holomorfik altmanifoldu M olsun. Bu

durumda
TM =D® D" ® JD* (111.3.3)
dir. Burada JD* Mye normal demet olarak gdzoniine almnir.
M nin konneksiyonu V, M nin konneksiyonu da V olmak iizere

X,Y eI'(TM) igin

VY=V XY+h(X,Y) (111.3.4)

(1IL.3.
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dir. Buradan VY e (7M), h(X,Y) eT(JD*) olur. Boylece V M iizerinde

simetrik afin konneksiyon ve 4, M ilizerinde normal demet degerli 1-formdur. Buna

M nin ikinci temel formu denir.

D veD* TM nin P ve Q projeksiyon déniigiimleri yardimiyla tanimlanan

distribiisyonlar1 olsun . Bu durumda

T(TM) - T (TM
¢ ( ) ( 2 (11.3.5)
X — ¢X =JPX
w0 (73) - r{Jp*)
K (I11.3.6)
X  Sax=JoX
doniigiimleri tammlayalim. Buradan
JX = ¢X + X (I111.3.7)
elde edilir. U eF(JD*),X eI'(TM) olsun. Boylece
v _ 1
VXU = AUX+V xU (111.3.8)
yazilabilir. Burada 4, X €T (TM),V* xU eT(JD*) dir. Ay; TM nin endomorfizmi

ve V* xyU,JD" nin afin konneksiyonudur[2].

I11.3.1. Teorem. M kompleks manifold ve M nin anti-holomorfik altmanifoldu M

olsun. Bu durumda
i) D distribiisyonunun integrallenebilir olmas: igin gerek ve yeter sart M nin ikinci
temel formu i¢in , X, Y eI'(D) olmak iizere

h(x,Jr)=hK(y,Ix) (I11.3.9)

esitliginin saglanmasidir.
ify D' distriblisyonunun integrellenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
v.w er(D*) igin

AjVW= AJWV (111.3.10)

estliginin saglanmasidir[2].
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ispat.X,Y eI'(D) alalm Bu durumda

\% XJY =JV XY
oldugundan (I11.3.4) ve (II1.3.7) den

v T +h(x,0)= 4V ¥)+ oV ¥)+ (x,¥) @n.3.11)

olur. A(X,Y) e]"(le) oldugundan tamm IIL.3.1. den Jh(X,Y) eI"(Dl) dir.

Boylece

Wx,J7)= (v , ) (11.3.12)

elde edilir. Benzer olarak

Wy, )= o(v, x) (111.3.13)

bulunur. V torsiyonsuz (simetrik) konneksiyon oldugundan (I11.3.12) ve (111.3.13)

den
W(x,Jr)-h(y,Ix) = ([ X,Y])

dir. Boylece (i) ispatlanir.
ii) Simdi (I11.3.7) denklemi kullanilarak #, Ve T'( D" ) igin

IV, w)=3{(v,w+1y.w)
‘ (111.3.14)

= dv, W)+ olv, W)+ Tn(v.w)

elde edilir. (I11.3.8) den

VV.ﬁJ’:—AjWV+VlV.7W (111.3.15)
dir. (111.3.14) ve (I11.3.15) den
VipJW = a)(VVW )
olur. Béylece (111.3.8) kullanilirsa
VW=V, TV =45, W- AV +o([V.W])

elde edilir. Diger taraftan

v, W -9, = (v, W)
dir. Buradan (II1.3.7) ve (111.3.8) kullanilirsa

Alv.w))=4a5,Ww-45V

elde edilir. Bu ise (i7) nin ispatidir.
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I11.3.3. Tamm. M bir anti-holomorfik altmanifold olsun.X,Y e I'(TM ) i¢in
S(X,Y)=[¢,¢)(X,Y)-2Tde(X,Y) (111.3.16)

ile tanimh S tensOr alanina M nin torsiyon tensér alam denir. Eger M iizerinde S

sifira denk olursa M ye normal anti-holomorfik altmanifold denir[2].

I11.3.2. Teorem. M kompleks manifold ve M nin anti-holomorfik altmanifoldu
olsun. Bu takdirde M normaldir < A4 N o¢= ¢goA N dir. Burada N,,JD' nm
I I

bazidir[2].
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IV. BOLUM

CR-ALTMANIFOLDLAR

Bu boliim dort altbéliimden olugmaktadir. Birinci altbéliimde kompleks
altmanifoldlar, Kaehler altmanifoldlar ve total reel altmanifoldlar kisaca tamitilacak
onlara ait genel &zellikler verilecektir. Ikinci aﬂ1]tb6]iimde Hermit ve Kaehler
manifoldlarm  CR-altmanifoldlari tanimlanacak, invaryant ve anti-invaryant
distribiisyonlanin integrallenebilirligi tartigilacaktir. Ayrica invaryant ve anti-
invaryant distribisyonlarin maksimal integral manifoldlarinin Kaehler manifold ve
Kaehler manifoldun CR-altmanifoldu iizerinde total jeodezik olma durumu
incelenecektir. Uclincii ve dordiincii altbsliimlerde sirasiyla total umbilik CR-

altmanifold, pseudo umbilik CR-altmanifold ve normal CR-altmanifoldlarin

karakteristik 6zellikleri verilecektir.

IV.1. Kaehler Altmanifoldlar

IV.1.1. Tamm. M bir kompleks manifold, M nin bir altciimlesi M olsun.
f: M — M immersiyonu holomorfik ise M ye kompleks altmanifold denir[9].

M n-boyutlu Kaehler manifold Jve g M iizerinde sirasiyla hemen hemen
kompleks yap: ve Hermityen metrik olsun. Bu taktirde g M altmanifoldu iizerinde bir
Hermityen metriktir . Bu Hermityen metrige bagl olarak M nin temel 2-formu

kapalidir. Béylece M nin her kompleks altmanifoldu Kaehlerdir [9].

IV.1.2. Tanim. M n-boyutlu Kaehler manifold olsun. M nin J kompleks yapisi

altinda invaryant kompleks (analitik) altmanifolduna Kaehler altmanifold denir. Yani

bir Kaehler altmanifold Vp € M igin
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JT,,(p)c T,,(p)
T () < T4 (p) V1D

bagintilarim saglar[9].

M ve M iizerinde tammlanan kovaryant diferensiyel operatérleri sirasi ile

V,V ile gosterelim. Boylece (1.6.2) ve (1.6.3) den

ﬁXJY= VY h(X,JY) ve IV Y=JV, Y+ JH(X,Y) (V.1.2)

elde edilir. (IV.1.2) denkleminde tanjant ve normal kisimlar karsilagtirilirsa

VJY=JV, Y , h(x,JY)=Jn(X,Y) (IV.1.3)

bulunur. Buradan V. (V= 0) Kachler ve & simetriktir.

IV.1.1. Lemma. M n-boyutlu Kaehler manifold ve M nin m-boyutlu Kaehler

altmanifoldu M olsun. Bu durumda M nin ikinci temel formu

WJx,y)=h(X,JY) = JH(X,Y) (IV.1.4)
esitliklerini saglar ve buna denk olarak
AVJX= JAVX = ”AJVX (Iv.1.5)

dir [9].

IV.1.1. Onerme. M n-boyutlu Kaehler manifoldu olsun. M nn herhangi bir

Kaehler altmanifoldu minimal altmanifolddur[9].

ispat. M Kaehler manifoldunun altmanifoldu M olsun.  T,(p) iizerinde

€)y..-5€,,.Je,..., Je, Ortonormal bazim segelim, Lemma IV.1.1 dan
Trh= Zh(ei,ei)+h(Je,,Jei)

= Zh(ei’ei)+ Jh(ei"]ei)

:Zh(e,.,e,)+.]2h(e,,e,)=0

elde edilir.
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IV.1.2. Onerme. M Kaehler manifold ve M nin Kaehler altmanifoldu M olsun. R
ve R siastyla M ve M nin Riemann egrilik tensérlerini gostersin. Bu taktirde
X € y(M)igin

g(R(x,ax)ax, x) = g(R(x,ax)Jx, X)-2g(n( X, X),h(X, X)) (AV.16)

dir[9].
ispat.
R(X,JX)IX = V¥V, JX-V \V X~ v[ o xx
= V(v o+ b, )=V (v x4 h(X,0)
[ X,x] JX + k([ X, JX), JX)J
V X v h(JX JX)-V Y X - v JXh(X,JX)

( s JXJX-Hz ([ x,x), JX)]

=V .V JX+I1(XV JX

JX JX ) A7(JX JX)X-FVL/\’/;(JX,JX)

_ . ” A > Ve
V oV X~ Hx, v XJX)+ Ay X =V (X )

,[ v[ X, JX]JX+ K[ x,Jx], JX))
= R(X,J%)X+ WX,V JX)- A )X
1 7
VYR, = WX,V X )+ 4, P
+ VA X h(X,JX) = ([ X, JX], JX)

elde edilir. (1.3.21) den
R(X X)X = ROX,JX)IK + WX,V Jx)~ Ay e

4 7 b
+ VX, JX) - b X,V XJA)+ Rp—

VALK, )~ WV XK )+ BV X, IX)
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R(X, )0 = ROGIOX =KX,V X) 4 d, X
1
~ VXX, X)+ KX,V X )+ 4 o

-V HX X)WV X, X)- KV X, X)

R - e - vl vy v
R(x,JXx)JX = R(X,JX)JX +Ah(X,X)X Vi xhlX,X)

+A JX -V vhlX,X)

JH X, X)

olur. Burada esitligin her iki tarafi X ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa

g(R(X,Jx)Jx, X) = g(R(X,Jx)JX, X) + g(Ah( X, X)X,X)—

JHx, x5 )

g(V*yh(X, Xx), X)- g(A
- g(V* xh(x, X), X)

g(R(x,Jx)ux. x) = g(R(X.JX)JIX. X)+ g( Ay X)X.X)+

+ g(AJh(/Y,X)JA’/\J
dir. (1.6.4) den
g(Ah(X,X)’\ X J= g(H(X. X).H(X. X))

vE

£ (AJh( x, )X ) = g(h(JX, ), JH( X, x))

elde edilir. Burada IV.1.3 kullamlirsa

& ( Ay, x) X ) = g(Jn(x, X),Jn( X, X))

= g(n(x, x), (X, X))

olur. Bdylece .
g(R(x,ax)ax, x) = g(R(x,J%)Jx,X)-2g(n(x, X),n( X, X))

elde edilir.
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IV.1.3. Tamm. M kompleks m-boyutlﬁ hemen hemen Hermityen manifold, J ve g

sirastyla hemen hemen kompleks yapi ve Hermityen metrik olsun. Eger M nin n-

boyutlu M altmanifoldu igin
JT,(p)c T;(p)

ise M ye M nin anti-invaryant (total reel) altmanifoldu denir [9].

M  kompleks n-boyutlu Kaehler manifold ve M nin anti-invaryant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda
T:(p)=JT,(p)® N, (p)

dir. Burada N,,(p) JT,,(p) nin ortogonal komplemamdir ve N, (p) J altinda

invaryant uzaydir.

Simdi M ye normal olan ¥ vekt6r alanini g6z6niine alahm. Bu durumda

JV=BV+CV dV.1.7)

seklinde yazabiliriz. Burada BV JV nin teget ve CV de JV nin normal kismudir.

Boylece
BCV =0 C¥V=-V-JBV BJV=-V CJV=0

dir. Buradan
C’+C=0

elde edilir. Bu gosterir ki C normal demet iizerinde f~yapidir. (1.6.2) ve (1.6.3) den
(v, ) =~H(x,BV)- a4, x

dr. XeyM)igin V XC:O ise normal demet {izerinde C f-yapiya paraleldir

denir[9].

1V.1.2. Lemma. M kompleks m-boyutlu Kaehler manifold, M nin n-boyutlu anti-
invaryant altmanifoldu M olsun. Eger normal demet lizerinde f~yapi paralel ise

14 eNM(p) icin

dir[9].



125

ispat. Eger ¥ e N,,(p) ise bu durumda BV=0 dir. Bu ise JA, X =0 ve A, =0

demektir.

IV.2. CR-altmanifold ve CR-altmanifold TUzerinde Distribiisyonlarn

Integrallenebilirligi

IV.2.1. Tamm. M n-boyutlu hemen hemen Hermityen manifold ve M nin

altmanifoldu M olsun. Eger Vpe M icgin asapidaki sartlann saglayan D,D*

distribiisyonlan1 varsa M ye CR-altmanifold denir[2].
i) D holomorfiktir yani J(D, )= D,
ify D*:p— D,” c T,,(p) anti-invaryant yani;J (DI;L) cTi(p)
D distribiisyonunun kompleks boyutu p ve D 1n reel boyutu g olsun. Bu

durumda g=0 i¢in M kompleks ve p=0 ise M total reel altmanifolddur. Eger
q=boy7]\j( p) ise CR-altmanifolda anti-holomorfik altmanifold denir. Eger M ne

kompleks ne de total reel altmanifold ise M ye has(proper) CR-altmanifold denir

2.

M hemen hemen Hermityen manifold M ye gomiilii keyfi Riemann
manifoldu olsun. X € y( M) igin
JX = gX + X
yazilabilir. Burada ¢X ve wX JX 1 sirasiyla teget ve normal kisimlaridir. Buna

gbre asagidaki teoremi verebiliriz.

IV.2.1. Teorem. M hemen hemen Hermityen manifold olsun. M altmanifoldunun

M nin CR-altmanifoldu olmas: igin gerek ve yeter sart
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rank¢=sabit Iv.2.2)

Ve
wod=0 (IV.2.3)

olmasidirf2].

Ispat. (=) Kabul edelim ki M, M nin CR-altmanifoldu olsun. P ve Q sirasiyla
D, D* lizerindeki projeksiyonlanim géstersin. Bu durumda
gX=JPX (Iv.2.4)
X =JOX (av.2.5)
yazilabilir. Béylece rankg=2p dir ve (IV.2.4) ifadesi (IV.2.5) de kullanilirsa
(0o X=JO(PX)=JQ ¢X=0
elde edilir. Buradan wog=0 dur.
(<) Simdi kabul edelim ki (IV.2.2) ve (IV.2.3) bagmtilan saglansin. D
distribiisyonunu Vp € M igin
D,=mm¢,
ile tammlayalm. X = ¢¥ eI'(D) i¢in
JX = JgY = Y + (wog)Y = ¢°Y eT(D)
dir. Buradan D invaryanttir. Simdi TM de D ye ortogonal distribiisyonu D" ile
gosterelim. W, X e’ (Dl) ,U eI'(D) igin Y= U+W olsun. Bu durumda

g(Jx,y)=—g(X,JU+ W)
=—g(Xx,JU)-g(x, W)
=—g(x,Jw)
=—g(X,¢W)

=0
olur. Béylece M, M nin CR-altmanifoldudur.

Kabul edelim ki M hemen hemen Hermityen manifold ve M nin CR-

altmanifoldu M olsun. Bu durumda ¢ nin Nijenhuis tensor alan
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[¢,6)(X.Y)=[gX, 47 ]+ [ X,Y]- 4 X, Y]~ f #X, Y] aV.2.6)

dir. (II1.1.9) ve (I1.1.10) dan
[7.0)(x.¥)=[g.0)(x.7)-0( X,Y])~ a([@X,Y]+[X,8¥])  @v.2.7)

elde edilir[2].

1V.2.2. Teorem. M hemen hemen Hermityen manifold ve M nin CR-altmanifoldu
M olsun. Bu durumda D distribiisyonunun integrallenebilir olmas: igin gerek ve
yeter sart X,Y eI’ (D) i¢in |

Teg[J, J](X,Y)=[4.0](X.Y) (IV.2.8)

veya
Nor[J,J](X,Y)=~o([gx,Y]+[ X, ¢Y]) (IV.2.9)

dir[2].

1V.2.3. Teorem. M hemen hemen Hermityen manifold ve M nin CR-altmanifoldu
M olsun. Bu taktirde D distribﬁsyonunun integrallenebilir olmas: i¢in gerek ve yeter
sart X,Y eI'(D) igin

Nor[J,J](X,Y)=0 (IvV.2.10)

Ve

o[¢.¢)(Xx.¥)=0 (IV.2.11)
dir[2].
Ispat. (=) Kabul edelim ki D integrallenebilir olsun. Bu durumda X, Y eI'(D) igin

¢X eT(D), g eT(D) olacagindan (IV.2.10) elde edilir. (IV.2.6) da (IV.2.4)

kullanilirsa

[6.8)(X,Y) =@, g7]- P[X.Y]- 4 X, 4Y]- f X, Y]
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elde edilir. Boylece Vp € M igin D, = nh¢,, alinirsa [, ](X,Y) eI'(D) olur.

(<) (IV.2.9) ve (IV.2.10) dan
of[gx.Y]+[X,¢7]) =
o([JX -~ @X,Y]+[X,JY - w¥])=0
o([JX, Y]~ [wX, Y]+ [ X, JY]-[ X,0¥]) =0
Q[ 4x,Y]- Q[ wX, Y]+ Q[ X, JY]- O[ X, ) ] =
of[ax,y]+[x,J¥]} =0
of[ax,Jr])-[x,Y]}=0

elde edilir. Buradan
O(Tegs,5](x,Y))=0

dir. Diger taraftanQ(Teg[J,J](X,7))= 0([6,0)(X.7))- 0([x,¥]) oldugundan

IV.2.11 den
o([x,Y])=0=[x,¥]er(D)

dir. Boylece agagidaki sonuglar verilebilir.

IV.2.1. Sonu¢. M Hermityen manifoldunun CR-altmanifoldu M olsun. D
distriblisyonunun integrallenebilir olmasi ig¢in gerek ve yeter sart ¢ tensoriiniin

Nijenhuis tensor alanmin D {izerinde sifir olmasidir[2].

1V.2.2. Sonug. X,¥ eT(D*) icin [¢, §)(X,¥) = - P[X,¥] dur[2).

IV.2.4. Teorem. M hemen hemen Hermityen manifold ve M nin CR-altmanifoldu
M olsun. D" distribiisyonunun integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart D*
distribiisyonu iizerinde Nijenhuis tensor alaninin sifir olmasidir[2].

Simdi kabul edelim ki M nearly Kaehler manifold ve M M nin CR-

altmanifoldu olsun. Bu durumda
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[7,7)(x,Y)=[Jx,0¥]-[ X,¥]- J([4x,Y]+[ X, J7])
J([ax,r)+[x, 7)) = [J J](X Y)+[JX,JY]-[X,Y]
[JX,Y]+[X,JY]=J([ ,J(x, 7)) - J([Jx, 7))+ I([ x,7])
Jx )+ I x,¥)- (Y -V ix)
1 X.1)+ X, Y] IV av)+ (9 0x)
X, 1)+ x4 (Y )X+ x)
-J((? )Y+, 7)
= J(0, 7Y%, 0)+ J( X, YD+ IV )X -5V L I)y

(7, 2)x+(¥ 1))

—
=~
~
=
s
h<
=
k‘
=
>
h<
=
Q

olur. Burada (I1.7.2) kullamldiginda yukaridaki esitlik
= (2, )X )+ (X, Y]~ (V,7)x - (V,7)x
+V Y=V X
= J([2,7)(x. 7))+ J([x,Y])+V i

+H(X,Y) =V X~ (¥, X)-2(v )X

olur. Burada da (11.7.3) kullanilirsa
1
=5 I )X, 7))+ I([X,¥])+V ¥+ h(IX,Y)
=V X~ h(JY, X)
elde edilir. V simetrik konneksiyon olarak gozoniine almrsa X,Y eI'(D) igin

(X, JY)—h(JX,’Y):éJ([J, JNX )+ (X, Y])+V,JX -V, JY (IV.2.13)

(IV.2.12)

olur[2].
1V.2.5. Teorem.. M nearly Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun.

Bu taktirde D distribﬁsyonunun integrallenebilir olmas:1 i¢in gerek ve yeter sart

X,Y eI’(D) i¢in
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n(x,JY)=h(JX,Y) AV.2.14)

[J,J)(X,Y) er(D) (IV.2.15)

olmasidir[2].

Ispat. (=)Kabul edelim ki D integrallenebilir olsun. Bu durumda (IV.2.12) den

WXx,JY)-h(Jx,Y)= -ZI—J([J, J)(x,7)) adv.2.16)

elde edilir. (IV.2.8) (IV.2.10) dan
WX, JY) - KX, Y) =2 (g, 4)(x.7)

dir. Burada (IV.2.1) ve (IV.2.11) kullanilirsa
WX, TY) =K, Y) =2 (. 41X, 1)+ ol 4, 4] X, )

=—;—(JP[¢, (X, Y)+ I 4,4)( X.7))

olur. Boylece
WX,JY)-h(JX,Y)=0

elde edilir. (IV.2.8) ,(IV.2.11) ve (IV.2.11) den
[J,J](Xx,Y)eT(D)
dir.
(<) (IV.2.12) den
1
J(x,7)=v,Jr- VYJX-—EJ([J,J](X,Y)) (IV.2.17)
olur. VZ er(D*) igin ¥ e I(TM*) vardir dyleki
z=JV
dir. Buradan (IV.2.15) ve (IV.2.17) kullanilirsa
g([x,r)av)=-g(J[x,¥)¥)=0

elde edilir. BGylece ispat tamamlanir.
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1V.2.1. Onerme. M nearly Kaehler ménifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun.
Bu taktide h(X,JY)=h(JX,Y) olmasi igin gerek ve yeter sart
X,Y eT(D),Z er(D*) igin

g(n(x,0v)=n(y,Jx),JZ)=0 (1V.2.18)

It

esitliginin gergeklenmesidir[2].

IV.2.6. Teorem. M nearly Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun.

Bu taktirde anti-invaryant distribiisyonun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart U,W eI(D*) ve X eI'(D) igin

gl(¥, 7w x)=0 (IV.2.19)

olmasidir[2].

ispat. D* integrallenebilir olsun. U,V eT'(D*) ve X eI'(D) igin
3dp(U, W, X) = g([U. W], JX)

[
=%,

s x)

oldugundan ispat elde edilir.

1V.2.2. Tamm. M hemen hemen Hermityen manifold ve M nin CR-altmanifoldu

Molsun. X eI'(D) veU eI (Dl) olmak iizere, eger ikinci temel form igin

WXx,U)=0 (IV.2.20)

saglaniyorsa M ye mixed jeodezik CR-altmanifold denir [2].

1V.2.7. Teorem. M hemen hemen Hermityen manifold ve A nin CR-altmanifoldu
M olsun. Bu taktirde M altmanifoldunun mixed jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart D ve D' distribiisyonlarinin Weingarten temel tensdriine gére invaryant

olmalandir. Yani X eF(D) U e'I“(Dl) ve V GT(TM*) igin
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4,X e1(D), 4,U er(D*)

dir [2].

Ispat. g(h(x,U),V)= g(AVX,U)

oldugundan ispat agiktir.

1V.2.3. Tamm. M hemen hemen Hermityen manifold, M nin CR-altmanifoldu M
ve D,D* distribiisyonlannin maksimal integral manifoldlan sirasiyla M , » M, olsun.
Eger D ve D" integrallenebilir ve M = M, x M, Riemann garpimi ise M ye CR-
carpim denir.

D={0}, D" = {0} ise CR-garpima has CR-garpim denir [2].

M Kaehler manifold, g ve J sirastyla M iizerindeki hemen hemen kompleks
yap1 ve Hermityen metrik olsun. M ye gomiilii keyfi Riemann manifoldu M olsun.
M iizerindeki Riemann metrigi M den indirgenen metrik olsun.

M e teget herhangi X vektor alanim

JX = gX + X
ile g6sterelim. Burada ¢X ve wX JX i sirasiyla tefet ve normal kisimlarim
gostersin. Bu durumda /tanjant demet iizerinde endomorfizm ve o tanjant demet
iizerinde normal demet degerli 1-formdur.

M ye normal keyfi V vektor alam igin

=BV+CV
seklinde yazabiliriz. Burada BV JV nin teget ve CV de JV nin normal kismidir. Bu
taktirde ¢ TM iizerinde ve C TM* iizerinde anti-simetriktir.

w ve B arasinda
glaX,V)+g(X,BV)=g(-gXx +JX,V)+g(X,JV-CV)

=g(Jx,V)-g(gx,v)+g(x,,v)-g(x,Ccv) av.2.22)
=0
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bagintist vardir. Boylece
J(JX) = JgX + JaX

= X + ogX + BaX + CaX

dir. Buradan
-X= ¢’X+Ba)X+Ca)X+aJ¢X
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse
#FX+BaX+X=0
ogX + CaX =0
olur. VXigin bu esitlikler saglandigindan

+Bo+1=0
Z¢+ CZ Y (1V.2.23)

dir. Benzer olarak
J(JV)=JBV + JCV
= @BV + wBV + BCV +C°V
@BV + @BV + BCV +C’V -V =0

elde edilir. Buradan
¢B+ BC =1
(Iv.2.24)

wB+C* =0
dir.
Simdi ¢ ve wnin kovaryant tiirevlerini
(VX¢)Y= Vo -4V Y

(v o)y =v or-ov v
olarak tamimlayalim. Benzer olarak B ve C nin kovaryant tiirevleri de

(v By =V, BY BV xV

(v cl=v

X

_ 1
XCV CvV-xVv

olur. Bu durumda Gauss ve Weingarten formiillerinden
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JHX,Y)= VJY-JV Y

=V, 0V +V 0¥ -V ¥

— —_— i p— —

=V X¢Y+h(X,¢Y) Ay XtV XQY 4V V-0V ¥

=(v  8)r +4v Y HR(X.07)=4_ X +V* xo(V xo)¥
4V, Y0V ¥

(v, dr+n(x,0r)- 4 X +(V' o)y

dir. (IV.1.3)den
JH(X,Y) = Bh(X,¥)+Ch(X,Y)=(V X¢)Y+h(X, #r)-4_x+(Vxo)y

olur. Boylece elde edilen denklemin normal ve tanjant kisimlar1 karsilastirilirsa

(v o) = 4y X+Bh(X.Y) (IV.2.25)
ve
(v L @)Y =~H(X.,g¥)+Ch(x,Y) (1V.2.26)
elde edilir.
Benzer olarak
~JA, X =V IV~ IV XV

=V BV+CV—BVL)(V-—CVL)(V
. r 1 _ 1
-—VXBV+VXCV BV-xV-CV xV

=V BV +h(X,BV)- Ary X +VXCV ~ BV xV ~CV* x¥

=(v By +BV ¥ +h(x,BV)- Ay X+(V CrCvixy

_ _ 1
BVXV CvV-xv

=(v, By~ 4., x +1(x,8V)+(v C
elde edilir. (I11.4.5) den
— I, X =4, X -0, X =(V Bl — 4, X +n(x,87)+(v )y

dir. Burada da denklemin tanjant ve normal kisimlan diizenlenirse

(v, B =4 X g4, X (IV.2.27)

X C

Ve



135

(v € = -, x - 1(x,87) (av.2.28)

olur[9].
Simdi kabul edelim ki A/ manifoldu sabit holomorfik kesit egrilikli olsun.

Bu durumda M nin R egrilik tensorii
R(X,Y)Z= zll—c[g(Y, Z)x - g(x,2)v + g(uy,2)ux - g(Jx,z)Jy

y+(v. h)(x,2)-(v &)r,2)

X-4 y Y

+2g(X,JY)JZ]+ 4 WX, 2)

hlY,Z)

dir. Burada (111.3.7) denklemi g6zoniine alinirsa
R(X,Y)Z= %c[g(}’, 2)X -g(X,2)Y + g(oY + Y, Z)(@X + wX)

- g(@X + wX,Z)(oY + wY) +2g(X,0Y + wY)(@Z + 0Z)](IV.2.29)

y+(v n)(x.2)-(v h)r.2)

+4 Y b%

X—-4

hY,Z) h(X,Z)

elde edilir. Buradan Gauss ve Codazzi denklemleri sirasiyla
1 © v e e 7 7 4
RX.Y)Z=—c[g(r.2)X - o(x.Z)y + 207, Z)pX - gloX, Z)g1+2(X. 07 )gZ]

+ A4 X-4 Y

hY,Z) h(X.,Z)

ve
(v 1)r.2)-(v h)x.2)= ?‘]:c[ (oY, 2)wX - oY, Z)wY

+2g(Xx ,¢)Y)a)Z]

(Iv.2.30)

olur. Béylece Ricci denklemi

g(R (X, Y)U,V)+ g([AU,AV]X.}’) - o(R(x,¥)v,U)

=7 ele(x)e(r.0) - gr.0)g(x.V)
+g(Jx,v)g(Jr,u)-g(ay,v)g(Jx,u)

+2g(Jx,Y)g(Jv,U)
= g(gX + wX.,V)gloY + wY,U)

—g(oY + Y, V)g(gX + wX,U)
+2g(pX +wX,Y)g(BV +CV,U)
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= g(@X,V )g(w¥ ,U)~ g(al.¥ )g(aX,U)
+2g(gx,¥)g(Cv,U) av.2.31)

olarak elde edilir[9].

IV.2.4. Tanim. M bir Kaehler manifold ve M nin altmanifoldu M olsun. Eger M
lizerinde agagidaki sartlar1 saglayan D, D* distribiisyonlar1 varsa M ye M Kaehler

manifoldunun CR-altmanifoldu denir[9].
i) D invaryant yani; J (Dp) =D,
ify D*:p— D,* < T,,(p) anti-invaryant yani;J (D;) c T (p)

1V.2.8. Teorem. M Kachler manifold ve 3 nin bir altmaifoldu M olsun. Bu

durumda M CR-altmanifolddur & w¢=0 dir[9].

Ispat. Kabul edelim ki M M nin CR-altmanifoldu olsun. P, Q smasiyla D , D*
iizerinde ki projeksiyonlarini gostersin. Bu durumda
P+Q=1 P'=P Q°=Q PQ=QP=0

dir. (IV.2.1)den
QP =0 wP=0 ¢P=¢ (Iv.2.32)

olur. (IV.2.23) bagintisimin ikinci denkleminden
w¢gtCao=0
wpP+CwoP=0

dir. (IV.2.32) den
w¢=0 (Iv.2.33)

elde edilir.

Tersine kabul edelim ki Kaehler manifoldunun bir altmanifoldu i¢in wg=0

olsun. Bu durumda
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Co=0

dir. (IV.2.22) ve (IV.2.34) den

ve (IV.2.24) bagitisinin birinci dekleminden de

elde edilir.

Boylece (IV.2.23) ifadesinin birinci denkleminden

F+¢=0
olur. Benzer olarak (IV.2.24) ifadesinin ikinci denkleminden de
C’+C=0
dir. Simdi
P=-¢ Q=I-P

alalim. Bu durumda

BC=

0

¢B=0

P+Q=1 P’=P =0 PO=QP=0

(IV.2.34)

(1V.2.35)

(1V.2.36)

(IV.2.37)

(IV.2.38)

dir. Bu ise P ve Q nun projeksiyon operatérler oldugunu, D ve D ortogonal

distribiisyonlarin tammlanabilecegini g6sterir. Buradan

¢pP=¢
ve
$0=0
elde edilir.g(@X, ) anti-simetrik ve g(QX,¥) simetrik oldugundan
Q¢=0
elde edilir. Boylece
Q¢P=0

oldugundan

@P=

0
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dir. Bu denklemler gésterir ki D distribiisyonu invaryant ve D" distribiisyonu anti-
invaryanttir. Buise M nin CR-altmanifold oldugunu gésterir.

(IV.2.37) ve (IV.2.38) denklemlerinden agagidaki teorem verilebilir.

IV.2.9. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun Bu
durumda ¢ M de ve C M nin normal demetinde f~yapidir[9].

IV.2.10. Teorem. M (c) kompleks uzay form ve M (c) nin altmanifoldu M olsun.
Bu durumda M nin M(c) kompleks uzay formunun CR-altmanifoldu olmas: igin

gerek ve yeter sart M iizerinde tamimlanan has diferensiyellenebilir distribiisyon
D, =T, (p)NJT,,(p) olmak tizere X,Y e'(D) , Z,W GF(D'L) igin
g(R(x,7)z,w)=0

olmasidir[9].

Ispat. Eger M M (c) kompleks uzay formunun CR-altmanifoldu ise
R(Xx,Y)Z= é[g(X,Z)Y— g(Y,2)X + g(Jx,2)Jy - g(Jy,2)JX

+2g(JX,Y)JZ]
i
= ;c[Zg(JX, Y).Jz]
1
= —2-c[ 2(Jx,¥).Jz]
dir. Buradan
g(R(X,Y)Z,W) = Scg(X.g(a2.W) =0
elde edilir.

Simdi tersini kabul edelim. Yani g(R(X,¥)Z,W)=0 olsun. Bu durumda

gosterecegiz ki M, M (c) nin CR-altmanifoldudur.
g(R(ax, x)z,w)= écg(X,X)g(JZ, W)=0
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ve D distribiisyonu holomorfik o]dhgundan, JD,f ,D, ye diktir.  Boylece
JD,f eT*u(p) dir. Buise M nin M (c) kompleks uzay formunun CR-altmanifoldu

oldugunu gosterir.
M Hermityen manifold ve ¢ M nin temel 2-formu olsun. Bu durumda

d¢=¢Aw (I1v.2.39)
esitligini saglayan @ 1-formuna Lee form denir. Eg8er Lee form kapali ise bu

manifoldlara lokal konformal simpletik manifoldlar denir[9].

IV.2.11. Teorem. M d¢= gAw sartim saglayan bir Hermityen manifold olsun. Bu

durumda M A nin CR-altmanifoldu ise D* integrallenebilirdir[9].

ispat. X eI (D), Z,W eI (D*) icin
¢(X.Z)=g(X,JZ)=0
p(zw)=g(z,uW)=0

dir. Bu nedenle
do(X,Z,W) = pAw( X, Z, W)

=-g([zWw]Jx)=0

olur. X ve JX D de secilen keyfi vektorler ve [Z,W ] M ye teget oldugundan D*

integrallenebilirdir.

IV.2.5. Tamm. D distribiisyonu integrallenebilir ve D nin her integral manifoldu

lizerinde indirgenen hemen hemen kompleks yap: ¢ integrallenebilir ise ¢ f~yapisina

kismi integrallenebilirdir denir[9].

1V.2.12. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu

durumda ¢ f-yapis1 kismi integrallenebilirdir gerek ve yeter sart
h(@X,Y)=h(X,0Y)

dir[9].
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ispat. X.,Y eI'(D) igin_

(v Xco)Y = —n(x,4¥)+CH(X,Y)

dir. Buradan

o[ X,Y]= oV Y-aV X

=(v o)y +(v,0)x

= h(X,¢Y)-h(gX,Y)
elde edilir. Boylece D integrallenebilirdir gerek ve yeter sart h(gX,Y) =h(X,¢Y)

dir. Bu durumda D nin integral altmanifoldu M de invaryant ve Kaehlerdir. Bu ise D

lizerine indirgenen ¢ f~yapisimn integrallenebilirligini gosterir.

1V.2.13. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu

durumda
i) D* distribiisyonu integrallenebilirdir.

if) D distriblisyonunun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart X,Y eI (D)

i¢in
h(X,JY)=h(Y,JX) (IV.2.40)

dir [2].

IV.2.6. Tamm. M bir manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Eger M nin
ikinci temel formu sifir ise M ye D-jeodezik CR-altmanifold denir. Yani M D-

Jeodezik ise X,Y eTI'(D) igin
hXx,y)=0 (IV.2.41)

dir[2).

1V.2.14. Teorem. M bir Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun.

Bu taktirde
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i) D distribiisyonu integrallenebilir ve D nin maksimal integral manifoldu M de total
jeodeziktir & X,Y eI'(D) ve Z eT(Dl) icin
gln(x,r),Jz)=0 AV.2.42)

dir.

if) D distribiisyonunun integrallenebilir ve D nin maksimal integral manifoldunun A/

de total jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart M altmanifoldunun D-jeodezik

olmasidir[2].
Ispat. i) (=) Kabul edelim ki D distribiisyonu integrallenebilir ve D nin maksimal
integral manifoldu total jeodezik olsun. Bu durumda Teorem 1.7.2 denX,Y eI'(D)

Yel(D) dr. Z eI’(Dl) i¢in Gauss formiiliinden
g(V  ¥.z)= (v, ¥.02)+ g(W(x.Y),2)
= g(n(x,),Jz)

icin V P%

olur. Burada Teorem I1.4.1 kullanilirsa

_g(JVXY,Z) = —g(VXJY’Z)
= —g(V sy + (X, ). 2)
= —g(VXJY,Z)—g(h(XaJY)’Z)

—g( Y, z)=0 (IV.2.43)

bulunur. Boylece
glh(Xx,r),Jz)=0
olur.

(<) Kabul edelim ki g(h(X,Y),JZ)=0 olsun. Bu durumda X,Y eI'(D)
ve ZeI(D') igin (IV.2.18),(IV.2.40) ve (IV.242) den D distribiisyonu
integrallenebilirdir. Gauss formiiliinden

gV 7. Jz)=g(v , ¥,72)+ g(W(x.7), J2)

dir. (IV.2.42) den
= g(V XY , JZ)

olur. Burada V ,.¥ er(T™), JZ eI"(TMl) oldugundan
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g(v , ¥,Jz)=0

dir. Buradan

N Y er(D)

v, Y er(D)

elde edilir. Boylece Teorem 1.7.2 den ispat tamamlanur.

ii) (=)Kabul edelim ki D distribiisyonu integrallenebilir ve D nin maksimal
integral manifoldu M de total jeodezik olsun Bu durumda Teorem 1.7.2 den
X,Y er(D)

VY e (D)

dir. Gauss formiiliinden
g(n(x,y).7) =gV XY,V) =0

olur. Buradan A(.X,Y )=0 elde edilir. Béylece M D-jeodeziktir.

(<) M D+jeodezik olsun. Bu durumda (IV.2.40) dan D integrallenebilir
oldugundan X,Y eI'(D) igin §XY el (TM) dir. Boylece
gV ,7.2)= (¥, 7,2) = g(n(x,07),J2) = 0

dir. Bu V XY el'(D) oldugunu gosterir. Béylece Teorem 1.7.2. den D in her

maksimal integral manifoldu M de total jeodeziktir.

P ve Q swasiyla D invaryant distribiisyon ve D' anti-invaryant
distribiisyonunun projeksiyon déniisiimleri olsun. Bu durumda M Kaehler manifold
oldugundan X,Y eI'(TM)

VJY=JV Y
dir.(IV.1.7) ve (IV.2.1) ifadeleri g6z6niine alinirsa
YV #r+ar=J(V, y+i(X,Y)
€X¢Y+VXwY= N Y+ JH(X,Y)
\% X¢Y+h(X, oY) - A X+ Vi xwY =gV AV Hav Y+ Bh(X,Y)+Ch(X,Y)

elde edilir. Buradan
1% X¢Y+h(X, ¢Y)- A X+ViXOY gV Y-V Y- Bh(X,Y)-Ch(X,Y)=0

dir. Denklem teget ve normal kisimlarma gore diizenlenirse
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VydY-4 X—¢V, Y- Bh(X,Y)=0

1V.2.44
WX,dY)+V x ol — oV XY—Ch(X,Y)=0 ( )
olur. Birinci denkleme P ve Q operatorleri uygulanirsa
PV Y-PA X=gV Y (IV.2.45)
OV, ¢Y-04 X = Bh(X,Y) (1V.2.46)

dir.
Simdi TM =D®D*@®TM* oldugu gozonine almrsa X eI'(D® D)

v er(M*) igin

XJV JV ¥
VXBV +CV = J( AVX+ViXV)
VXBV + VXCV = —JAVX+ SNV
v, BV +h(X,BV)- Ary X+ VI XCV =—g4, X - ad, X + BV* xV +CV* xV
%:14 +h(X,BV)- Apy X+ V' XCV + ¢4, X + e, X ~ BV xV ~CV* xV =0
elde edilir. Boylece
V BV~ 4, X+ ¢4, X~ BV xV =0 (V.2.47)
veé
h(X,BV)+V*xCV + a)AVX—CVl xV=0 (IV.2.48)
dir. (IV.2.47) ye P ve Q operatérleri uygulanirsa
P(v, 8v)-pl4.,x)=-d4,x) (IV.2.49)
veE
OV BV =04, X +BV'xV (IV.2.50)
olur[2].

Bundan sonra aksi soylenmedik¢e D,D* distribiisyonlarimin maksimal

integral manifoldlanin1 M, , M, ile gésterecegiz.

1V.2.15. Teorem. M bir Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu
taktirde M, manifoldunun M de total jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

x er(D*), z er(D) igin
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nx,z)er(v) (IV.2.51)
dir. Burada V'TM* uzaymm JD' e ortogonal olan bir altuzayidir &yleki

TM* =JD" @ vdir[2].

Ispat. X,Y eI’(Dl ) ,Z eT(D) i¢in (IV.2.44) ifadesinin birinci denkleminden
gV -4 XV Y- Bh(X.Y).Z)=0
gl-4_,x.z)-glpv v.2)=0
glov ,v.2)=-g(4_,x,2)=—g(n(x,2),07)

dir. Boylece M, nin total jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart V XY el"(Di)

dir.

IV.2.3. Sonug¢. M bir Kaehler manifold ve ¥ M nin mixed jeodezik CR-

altmanifoldu M olsun. Bu taktirde D' distribiisyonunun her maksimal integral

manifoldu M de total jeodeziktir [2].

1V.2.4. Sonug¢. M Kaehler manifold ve M nin anti-holomorfik altmanifoldu M
olsun. Bu taktirde M altmanifoldunun mixed jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

D* distriblisyonun her maksimal integral manifoldunun M de total jeodezik

olmasidir [2].

1V.2.16. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu
durumda M, M de total jeodeziktir < X,Y el"(Dl) ,Z eI (TM) igin

vt xJr er(Jp') (IV.2.52)

ve
WXx,z)er(v) (IV.2.53)

dir [2].
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Ispat. Gauss formiilii kullamilirsa X,Y el (Dl) ,Z eI'(D) ve ¥ eI'(v) igin

eV ,7.2)=g(V , Jv.72)

= g(-4 X +Vix Y, 72)
= —gl4,,x,72)+ g(v* x I, 2)
= —g(K(x,J2Z),J7) (IV.2.54)
elde edilir. U eI'(D*) igin
g(v e JU)=g(v LY HR(X.Y), JU)
=g(v, ¥ JU)+g h(X,Y),JU)
= g(n(x,7),J0) (IV.2.55)

ve V eI'(v) igin

R\ e v)=g(V I, )

= g(-4 X+ v x I, 7)

=-g(4 JYX,JV)+ (Vi xar,av)

= g(v* xJr,7) (IV.2.56)
dir. (IV.2.54)(IV.2.55) ve (IV.2.56) dan M, M de total jeodeziktir <
X,Y er(D*) igin

Vi 1
v, Yer(p)
dir. Boylece X,Y eI"(DJ“),ZeI“(TM) icin V*'yY e]"(JDl) ve h(X,Z)eT(v)

olur.

1V.2.6. Tamm. M bir manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Eger M nin
ikinci temel formu X,Y eF(Dl) igin
WX,Y)=0 (IV.2.57)

ise Mye D*-jeodeziktir denir [2].
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IV.2.17. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu
taktirde M,, M de total jeodeziktir <> M, D" -jeodezik ve X,Y €T’ (Dl) ,Z el'(D)

icin
gln(x,2),07)=0 (1V.2.58)

dir [2].

Ispat. Gauss formiilii ve (IV.2.56) dan X,Y eI“(D‘L) ,V eT'(v) igin
g(V ,v.v)=g(V v,
= g(v*x7,0v)

ve

g(Vix gy, av)=g(n(x,v).v) (1V.2.59)

elde edilir. IV.2.16 teoreminde IV.2.59. ifadesi kullanildiginda teorem ispatlanir.

IV.2.4. Sonu¢. M Kaehler manifold ve M manifoldunun anti-holomorfik
altmanifoldu M olsun. Bu taktirde M D" distribiisyonunun maksimal integral
manifoldunun total jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart M altmanifoldunun mixed

jeodezik ve D*-jeodezik olmasidir[2] .
1V.3. Kaehler Manifoldlarin Umbilik CR-altmanifoldlan

IV.3.1. Lemma. M Kachler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu
taktirde X, ¥ eI'(D") igin

ApY=4,X (Iv.3.1)

dir [2].

Ispat. XY eF(Dl) ve Zel(TM)
x V= ApX+ViX

Y+ViyJx

VYJX= ——AJX
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esitliklerinden

gV Y-V, x.z)=g(4, - 4,,x.7)

elde edilir. Buradan

g(V 7~V 0x,2)=g( N, Y-V ,¥.2)

=-5(V,r-V,7.7)

=—g([x.7],52)

=-g([X.7],¢2)
dir. Boylece

g4 Y4 J],X,z) = —g([X.7].42) (IV.3.2)
dir. D' integrallenebilir oldugundan
4, Y=4,X

olur.

IV.3.1.Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Eger M
total umbilik ise bu taktirde
i) Mtotal jeodezik

ii) Mtotal reel
iii) anti-invaryant distribiisyon bir boyutludur

dnermelerinden sadece biri dogrudur([2]

Ispat. Kabul edelim ki boy D" >1 olsun. Bu durumda X eI’ (Di) ve M nin ortalama

egrilik vektorii igin (IV.3.1) den

AJXBH = AJBHX (Iv.3.3)
sahip oluruz. M total umbilik oldugundan
Wx,r)=g(x,¥Y)H (IV.3.4)
esitligi vardir. Boylece (IV.3.3) ifadesi X ile i¢ ¢arpima tabi tutalursa
g4, BH,x)=g(4 . X, X)
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veya g(n(BH, X),Jx) = g(n(x, X),JBH)

g(g(BH, X)H,Jx)=g(g(x,X)H,JBH)
g(BH,X)g(H,Jx)=g(x,X)g(H,JBH)
g(BH, X)g(H,Jx)=-g(Xx,X)g(JH, BH) (IV.3.5)

elde edilir. X, BH ya ortogonal alinirsa (IV.3.5) den BH=0 elde edilir. (IV.2.48) den
Y eI'(TM) igin
P(ACHY)= ¢(AHY) (Iv.3.6)

elde edilir.
Simdi kabul edelim ki M total reel olmasin, yani boyD>2 olsun. Bu
durumda Z eT'(D) igin
g(P4 JHY,Z) - g4 g z)=g(v,2)g(JH,H) =0 (IV.3.7)

\'(
g4 HY,Z) =-g(4,,7, JzZ)=—g(¥,JZ)g(H, H) (IV.3.8)

dir. Burada JZ nin yerine Y alinir ve (IV.3.6) ,(IV.3.7) kullanilirsa
g(P4.,v.2)=g(4,,,v.2)
= g(AJHY,Z)—-g(ABHY,Z)

= g(4 JHY,Z)

CH

olur. Boylece
g(Y,Y)g(H,H)=0

elde edilir. Buradan H=0 elde edilir. Bu ise M manifoldunun total jeodezik oldugunu

gosterir.

IV.3.2. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin total jeodezik CR-altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M CR-garpimdir[Z].
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Ispat. Kaehler manifoldun CR-altmanifoldu igin anti-invaryant distribiisyon

integrallenebilirdir. Ayrica M total jeodezik oldugundan Teorem IV.2.15 den M,
total jeodezik ve TeoremlV.2.14den de D integrallenebilir, D nin maksimal integral

altmanifoldu total jeodeziktir. Boylece M CR-garpimdir.

1V.3.3. Teorem.. M Kaehler manifold ve M nin total umbilik CR-altmanifoldu M
olsun. Budurumda X eI'(D) veY eI’ (Dl) icin K M nin kesit egriligi olmak iizere

K(XAY)=0 (IV.3.9)

dir[2].

ispat. 4 mn kovaryant tiirevi

(v 1)(¥.2)=v* xi(¥.2)- WV, v.z)-rr.v  z)

oldugundan (IV.3.4) kullanilirsa X,Y,Z eI'(TM) igin
(v 1)¥.2)= v x (e(r.2)H)- gV , v.2)H-g(v.V , 2)H

X
=V xg(v,2)H+g(r.2)v x H~g(V , ¥,2)H

~g(r.v  z)H

(v 1)(r.2)=g(v* X7, 2)H+g(V* X 2,Y)H + g(v.2)V* x H

~&(v v 2)H-g(v,v, 2)H
(v Xh)(Y,Z) = g(v,2)V* x H (IV.3.10)
elde edilir. Diger taraftan ¥ I"(TM* )igin

R(x.,Y,z,v)=g(R(X,Y)Z,V)
=g(R(x,Y)z,v)- g(Ah( vy Z)X,V)+ g(Ah( X, Z)Y,VJ
+g(v, m).2)v)-g((v, )(x,2).7)

=g((v  1)r.2)¥)-l(v ) x,2).7)
=g(v,2)g(V: xH,V)-g(x,2)g(V'yH,V) (IV.3.11)

dir. X eI'(D) veY eI'(D*) almrsa (IV.3.11) den
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R(x,r,x,Y)=R(X,Y,JX,JY)=0

elde edilir.

(IV.3.3) den agagidaki sonuglar verilebilir.

IV.3.1. Sonug. Pozitif veya negatif egrilikli bir Kaehler manifoldun da has(proper)

total umbilik olmayan bir CR-altmanifold vardir[2].

IV.3.2. Sonug¢. Pozitif veya negatif egrilikli Kaehler manifoldun da total umbilik

olmayan bir ree! hiper yiizeyi vardir[2].

M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu durumda M

de normal demet igin
TM* =JD" @ v (Iv.3.12)

ortogonal aynsimina sahip oluruz. Vp e M igin TV( p) uzaymn boyutu r-olsun. v

holomorfik vektér demeti oldugundan lokal ortonormal ¢at1 alam TM* iizerinde ,

e, e, D* iizerinde lokal ortonormal gat1 alan1 olmak tizere

{Jel,...,Jeq,v,,...,v,,vM = Jv,,...,Jv,}

dir. Bu durumda

olsun. Bagka bir durum soz konusu olmadikg¢a indisleri
i,j,k=1.q apfy=1.r

o f,y =r+1.2r

olarak alacagiz.

I1V.3.1. Tamm. M bir CR-altmanifold olsun. Eger 4 Weingarten temel tensorii
a;,b,,a,,b,,a .,b.. M de diferensiyellenebilir fonksiyon ve X eI’(TM) igin
AX=aX +bg(X,e)e (IV.3.13)
2
A X=a,X+ > big(X,e)e, (IV.3.14)

i=]
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A4.X=a X+Zb’ (X,e)e, Iv.3.15)

ile-verilirse M ye pseudo-umbiliktir denir[2].

IV.3.1. Onerme. M Kaehler manifold ve M nin pseudo umbilik CR-altmanifoldu

M olsun. Bu durumda M mixed jeodeziktir[2].

Ispat. (IV.3.13) - (IV.3.15) den invaryant ve anti-invaryant distribiisyonlar AV

doniigiimii altinda invaryanttir. Boylece (IV.2.7) teoreminden M mixed jeodeziktir.

1V.3.2. Onerme. M Kaehler manifold ve M nin mixed jeodezik CR-altmanifoldu

Molsun. Budurumda X e/{D),V eI{v) igin

AJVXzJAVX (Iv.3.16)

dir [2].

Ispat. M mixed jeodezik oldugundan tamm (IV.2.2) ve Teorem IV.2.7.den

g4, x- JAVX,Y) = g(W(x.1),57)+g(4, x,77)=0

dir. Diger taraftan Z eI'(D) igin

gla, x-u4 x,2)=

X4, L V.2)+ g4, x,02)

-9 v
eV, v+4,x,2)

[}

i

(vt x, JZ)

olur. Boylece (IV.3.12) ayrisimindan
A X-J4,.X=0

JV V
AJVX= JAVX

elde edilir.
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IV.3.3. Onerme. M Kaehler manifold ve M nin pseudo umbilik has(proper) CR-

altmanifoldu M olsun. Eger g>/ ise bu taktirde a;,a,,a . fonksiyonlan1 M iizerinde

sifira denktir[2].

Ispat. (TV.3.1) ve (IV.3.13) den
a, = g(Al.ej,ej) = g(Ajei,ej) =0j#i
elde edilir. Simdi invaryant D distribiisyonun birim vektdr alam X olsun. (IV.3.14)

(IV.3.15) ve 6nerme (IV.3.1) kullanilirsa
a,=gl4 x,x)

= gla_x,1x)
=a_.g(X,Jx)

elde edilir. Benzer olarak
=gl A . X, X
;=54 %)

- g(JA *X,JX)

olur.

IV.3.4. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin pseudo umbilik has(proper) CR-~
altmanifoldu M olsun. Eger ¢g>1 ise Bu durumda M CR-garpimdir[2].

ispat. X,Y eI(TM) igin (IV.3.13)-(IV.3.15) bagintilarindan
g(Al-XaY) = g((aiX+big(X’ei)ei)’Y)

vE



153

h(X’Y) = ibig(X’ei)g(Y’ei)Jei

i=]

33 {be(xe et e v} aviaaT

a=1i=l
2r q

+ 3 Slpiex.e)elrie), ]

a’=r+l i=!

dir. Béylece X eI'(D) veY eI'(TM) igin
h(X,Y)=0

olur. Teorem IV.2.14 den D integrallenebilir ve maksimal integral manifoldu M de
total jeodeziktir. Diger taraftan Teorem IV.2.15.den D" distribiisyonun her
maksimal integral manifoldu total jeodeziktir. B&ylece ispat tamamlanur.

Simdi M, D" distriblisyonun maksimal integral manifoldu olsun.D, D" ve
v vektoér demetlerini aym sembollerle gosterelim. Boylece M, maksimal integral
altmanifolduna normal olan demet

u=D®JD'®v

dir. (IV.1.7) bagintisma benzer olarak V' el ( V) i¢in

JV=BV+CV (IV.3.18)
alahm. Burada BV eI’ (Dl),C'V el(D®v) dir. M, M nin total reel

altmanifoldu oldugundan C* morfizmi normal demet iizerinde bir fyapidir. 4’ ile
M, nm ikinci temel formunu ve AV. ile de v normal kesite karsihik gelen

Weingarten temel tensoriinii gosterelim. 7 ellv),X e[’(TMz) icin C* fyapisinin

kovaryant tiirevini
(v, CW=vxcv-cvxy

ile tammlayalim. Burada V"~ u vektér demeti iizerinde V den indirgenen Lineer
konneksiyondur. X e I(TM,),V eI(p) igin

VXJVz.IVXV

dir. Burada iglem yapilirsa
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V BV +CV =J(-Ay X +V x7)

VBV +9,CV=J(-ayx)+ (V' xV)
V' xBV+hE(X,BV)-A'CVX+V xCV=-JAYy X +BV xV+C'V' xV
W (X,BV)+V xCV=-JAy X +C'V' xV
(vxc'W=-n(x,BV)-davx (I1V.3.19)

elde edilir.

IV.3.4. Tamm. M, D" distribiisyonunun maksimal integral manifoldu olsun.

Eger X eI(TM,) igin

VXC =0

ise C* f-yapisina paraleldir denir[2].

IV.3.5. Tammm. M bir Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun.
X er(TM),V er(TM*) igin
(v Cl=v*xcy-c(vixr)=0

saglaniyorsa TM* iizerinde C f~yapisina paraleldir denir[2].

IV.3.5. Teorem. M bir Kaehler manifold ve M nin (q>1)pseudo umbilik has CR-
altmanifoldu M olsun. Bu durumda agagidakiler denktir[2].
iy TM* iizerinde C, f-yapis: paraleldir.

if) y tizerinde C” f-yapisi paraleldir
iii) M tizerinde b, , b’. fonksiyonlan sifira denktir.

ispat. (iciii) (IV.2.50) den X e[(TM),V eT(TM*) igin
(v Cr =-H(x,BV)- o(4, %)

dir. Vyerine Je ve V,,V . almrsa (IV.3.17) den

(v =-ol4,x) (IV.3.20)
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elde edii.  Boylece (V,CJ=0 ©ol4,X)=0 Buradan 5,2

fonksiyonlarinin hepsi sifirdir.
(iic>iil) M’ M de total jeodezik oldugundan X, ¥ eI'(TM") igin

n(x,Y)=h(x,7Y) (Iv.3.21)

dir. Buradan X,Y eI"(TM") igin

Ay =0 (1V.3.22)
dir. (IV.3.19) dan C" paralel olmas: igin gerek ve yeter sart
K(X.e)=J(4"Je) (IV.3.23)
ve
Ay X=Ay X=0 (Iv.3.24)
olmasidr.

(ieii) X eI'(D) igin
(v =-(x,B7)-0{4, x)
dir. Bu durumda C TM* iizerinde paraleldir gerek ve yeter sart
H(X.e)=J(4.x) (IV.3.25)

ve
A X=4.X=0 (IV.3.26)
24 4

dir. Boylece (IV.3.21) ve (IV.3.26) den C" paraleldir gerek ve yeter sart C

paraleldir.

1V.3.4. Onerme. M bir Kaehler manifold ve M nin (g>/) paralel ikinci form ile
birlikte pseudo umbilik has CR-altmanifoldu M olsun. Bu durumda D*

distribiisyonunun her maksimal integral manifoldu paralel ikinci temel forma

sahiptir[2].

Ispat. ikinci temel form paralel oldugundan

(v 1)(r.2)= v xi(y,2)~ WV, ¥.2)-H(1,9 , 2)=0
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dir. Burada (IV.3.21) kullamlirsa

(v 7 )r.z)=0

elde edilir.

1V.3.6. Teorem. M pozitif veya negatif egrilikli Kaehler manifold olsun. Bu

durumda M ye gomiilen, ¢>/ olmak iizere pseudo umbilik has olmayan CR-

altmanifoldlar vardir[2].

ispat. (IV.3.17) kullanihrsa X eI'(D),Y eI'(D*) igin
R(x,v,Jx,JY)= g(R(X,Y)JX,JY)

((( 1)(r,20)~(v ) x,.0x), JY)

g(V4xh(y, %)~ (v, ¥,0x) - Ky, v , Jx),7)

- g(Viyn(x, ax) - W(v, X, 0x)- WX,V 1x), ¥)

=~g(n(r, v ax).07) av.327)

elde edilir. h(X,JX)=h(X,X)=0 oldugundan

VXJX=JVXX

dir. Buradan V XJX eI’(D),(1V.3.27) gdzoniine almrsa her pseudo umbilik CR-

altmanifold mixed jeodezik oldugundan
g(R(x, V) x,r)=g(R(x,Y)ax,J¥)=0

elde edilir.
I1V.4. Kaehler Manifoldlarin Normal CR-altmanifoldlar:

M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu durumda M
iizerinde ¢ f~yapis1 ve normal demet degerli 1-form vardir. g Hermityen metrik ve

X,Y eI'(TM) olmak iizere
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g(Jx,JY) = g(#X + X, Y + wY)
= g(@x, 97 )+ g(px, 0¥ ) + g(@X, ) + g(aX, ) )
= g(gx, ¢7) + g(wX , 0¥)
dir. Boylece
g(ax,¢7) = g(Jx,J7) - g(aX, oY) (IV.4.1)
olur. X,Y eI'(TM) igin (IV.2.44) bagintisinin birinci denkleminden
(v, #)r = Br(x,¥)+ 4_,X (IV.4.2)

elde edilir. Diger taraftan @ nin kovaryant tiirevi ve (IV.2.44) bagintisinin ikinci

denkleminden
(v y ©)Y = CH(X,¥)~h(X, 4Y) (IV.4.3)
dir. (IV.2.47) ve (IV.2.48) den X eI'(TM),V er(TMl) icin
(v BV = 4, %~ d4,x) aV.4.4)
ve
(v CJv =-n(x,Bv)-0{4, x) av.4.5)

elde edilir.
M de bir CR-altmanifoldun temel 2-formu X,Y eI'(TM )igin

Q(x,Y)=g(Xx,¢r) (IV 4.6)

ile tamimlamir. Bu durumda (IV.2.44) bagintisinin ikinci denkleminden

Q(gx, 1) = g(¢x, /4))

= g(¢X, ¢2Y)

g(Jex, Jg'y)
g(¢X9—PY)
g( a-Y+QY)
g(eX,~Y)+g(gx,0r)
g(-PX,~¢7)
g(-x,-¢7)
Q(x,7)

i

It

It

il

(IV.4.7)

It

elde edilir ve w nin dis tiirevi
do(X,Y)= {Vl ()~ V*y (X)) - o X, 7]} (IV.4.8)



158

ile verilir.

Simdi X,¥ eI"(TM) igin S tensor alanim
S(X,Y)=[¢,¢)(X,Y)-2Bda(X,Y) (IV.4.9)

ile tanimlayalim. (IV.4.8) ve V simetrik konneksiyonu gozoniine alimirsa (IV.4.9)

denklemi
S(x,Y)=[ex,gY]+ ¢ [X.Y]- X, 0Y]- g #¥,Y]
- B{V' x oV -V'yax - o x,¥]}
=V¢X¢Y~V¢Y¢X+ ¢-’VXY-¢2VYX-¢VX¢Y
9V X =gV ¥+ oV y X + B{-V* o + Vyaax
+a)VXY oV X}
=(V ) ( )X o-ov Y+VX¢Y}
vV v, - ¢VYX} B{(v, o) Lol (VYa))X}
=(V ) (V y¢)X ¢{(VX ¢{( y¢)X}
-B{(v ya)r-(v, o)x} (IV.4.10)
olur [2].

IV.4.1. Tamm. M Kachler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Eger M

tizerinde (IV.4.10) bagintis1 ile verilen S tensor alam sifir ise M altmanifolduna

normaldir denir[2].

IV.4.1. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu
durumda M altmanifoldu normal altmanifolddur <> X eI'(D),¥ eI’ (Dl) igin

4 yt% =44 ,x) av.4.11)

dir[2].
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Ispat. (IV.4.10) de (IV.4.2) ve (IV.4.3) beraber kullanilirsa
S(x,Y)= Bh(gx,7)+ Ay 8X - Bh(gY, X)— Ay oY

+ ¢{Bh(Y,X) +4 Y- Bh(X,Y)- AwYX}

— B{Ch(X,Y)-h(X,4Y)-Ch(Y,X)-h(Y,¢X)}
veya
S(x,Y)=Bn(gx,Y)+ A 8X — Bh(gY, X )~ 45 8Y

YA X+ Bh(X,¢Y)— Bh(Y, ¢X)

=(Awyo¢—¢oAmY)X—(A oA )Y avan)

elde edilir.
Simdi kabul edelim ki M normal CR-altmanifold olsun. Bu durumda
X eT(D) igin

AazX=0

oldugundan (IV.4.12) den (IV.4.11) elde edilir.
Simdi de kabul edelim ki (IV.4.11) saglansin Gosterecegiz ki S (X,Y)=0 dur.

TM = D® D* oldugundan énce X,Y eI'(D) alahm. Bu taktirde (IV.4.12) dan
S(X,Y)=0 elde edilir. Simdi X eI'(D),Y eI’ (Di) igin teoremin dogrulugunu
gosterelim. (IV.4.12) ve (IV.4.11) den
S(X,¥)= (Awyo;é— jod_,)x =0
elde edilir. X,Y eT'(D*) igin (IV.4.12) ve #Y = ¢¥ = 0 den
SOXY) = 4,y Y= 4, ) L

4
i

dir. Burada (IV.3.1) gbz6niine alinirsa S=0 elde edilir . Boylece ispatft"‘amamlamr.
Kabul edelim ki (e,,...,eq) D" 1n lokal gatis1 olsun. Ai@ V.= Je ye gore

Weingarten temel tensoriinii gdstersin. Buna gore agagidaki sonug verilebilir.

IV.4.1. Sonug. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. Bu

taktirde M CR-altmanifoldunun normal olmasi igin &
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A.0¢= ¢0Al. (i=1.q) (IV.4.13)

dir. [2].
M bir Kaehler manifold oldugundan

VXJq = JVXe,.

olur. Burada (1.6.2) ve (1.6.3) denlemlerinden

—AVi X+Viyy = J(V x4 +h(X.e ))
~A, X+V'XV,= ¢V e +aV e +Bh(X,e)+Ch(X,e)  (IV.4.14)

elde edilir. Benzer olarak

~Nxla=Vy

—J(—AKX+V* XV,): (v e +H(x.e))

¢4, X —ad, X~ BV xV,~CV'XV,=V ¢ +h(X,e) (IV.4.15)

e

dir. Boylece (IV.4.14) denkleminden

ViXV, =V ,e+ Ch(X,e,) (IV.4.16)
ve (IV.4.15) denkleminden de
VXe,. = ¢AV X -BV*'xV, av.4.17)

elde edilir.

1V.4.2. Tanim. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M

olsun.Y,Z eI'(TM) igin
g(v, x.v)+g(z,v, x)=0 aV.4.18)

ise X vektor alanma killing vektor alam denir[2]. Eger Y,ZI'(D) igin (1V.4.18)

saglamyorsa X vektor alanina D-killing vektor alam denir[2].

1V.4.2. Teorem. M Kaehler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M olsun. M CR-

altmanifoldunun normal olmasi igin gerek ve yeter sart e, nin D-killing olmasidir[2].

Ispat. (IV.4.17) denkleminden ¥,Z eI'(D) igin
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g(v,e.7)+elz, VYe,.) = g{{ o4, - Al.o¢)Z, Y) (IV.4.19)

dir. Boylece sonug IV.4.1 ve (IV.4.19) denkleminden ispat tamamlanir.
Y er(TM ) ye gore ¢ endomorfizminin Lie tiirevi

(,¢)x =[r,gx]- 7. x]

dir. Simdi bir bagka tensor alanini
§°(r,) =(L,¢)x

ile tammlayalim[2]. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

1V.4.3. Teorem. M Kachler manifold ve M nin CR-altmanifoldu M ve
X er(D),Y er(D") igin

ov . ¥)=0 (IV.4.20)
olsun. Bu taktirde M altmanifoldunun normal CR-altmanifold olmas: i¢in gerek ve

yeter sart
s (r,x)=0 (IV.4.21)

olmasidir[2].

ispat. Teorem IV.4.1 den M normal CR-altmanifolddur <<S(X,Y)=0 dur.
X er(D),y eI“(Dl) i¢in (1V.4.9) de (1V.4.3) ve (IV.4.8) kullamlirsa

S(x,v)= ddx,Y]-[#x.Y]- Bh(gX,Y)) (IV.4.22)

veE

Wox,Y)= co(VYX)+ Ch(Xx,Y)

elde edilir. Boylece

Bh(#X,Y)= -Q(VYX)

dir. (IV.4.23) denkleminden
S(x.¥)= A x,Y]-[gx,¥])+ Q(VYX) (IV.4.23)

olur. Lie tiirevin tammi, S~ tensor alani ve (TV.4.23) denklemi kullanilirsa
S(x,¥)=¢s" (v, X)+ Q(VYX) (IV.4.24)
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elde edilir Simdi teoremin ispatina gegelim.

Kabul edelim ki M normal CR-altmanifold olsun. Bu taktirde (IV.4.24) den

oPS (¥, X)=0

Ve

o(v,x)=0

elde edilir. (IV.4.20) ve (IV.4.25) den
05'(Y,X)=Q[Y,¢x]- 047, X]

foypr-sg]
= OV, @
=0

dir. Boylece (IV.4.21) saglanir.

Simdi kabul edelim ki (IV.4.21) saglansin Bu durumda
S (¥, x)=0

(Ly¢)X =0
elde edilir. Boylece X eI'(D),Y e]“(Di) icin
o[x.y])=0

dir. (IV.4.24) de (IV.4.20) ve (IV.4.21) ,(IV.4.26) kullanilirsa
S(X,Y)=0

elde edilir.

(IV.4.25)

(IV.4.26)
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