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OZET

Bu ¢alisma ii¢ boliimden meydana gelmistir: {1k boliimde, sonraki béliimlerde
kullanilan baz limitleme metodlar: verildi.
e

Ikinci boliimde, kompleks terimli seriler i¢in Tauberian teoremler galisildi.

Son bolimde, terimleri bir Banach uzayindan alinan seriler i¢in Tauberian

teoremler tartigildi.



ABSTRACT

This study consists of three chapters: In the first chapter, some limitation
methods, which have been used in the latter chapters, were given.

In the second chapter, Tauberian theorems were studied for series of complex
terms.

In the last chapter, Tauberian theorems were discussed for series in Banach

space.



GIRIS

1826 yilinda Abel, 2 a, =s olmast halinde X a, =s (4) oldugunu, yani

her yakinsak serinin aym toplama Abel toplanabilir oldugunu gésterdi. Genelde
bunun tersinin dogru olmadipim a, =(-1)" alarak gorebiliriz, gergekten

2 (=" =% (4) oldugu halde Y. (-1)" ¢% dir. Tersi ne zaman dogrudur?
Cevabin, serinin genel terimi iizerine bir takim sartlarin konulmasiyla olacagim ilk

defa A. Tauber gérdii.
1897 de Tauber, Zan =5 (4) ve na, >0 (n-—>x) olmas: halinde

Ya , =5 oldugunu gosterdi. Bdylece, na, —0 sarti bir Tauberian sart olarak

adlandirildi. Bu sart Abel toplanabilirlikten yakinsakliga gegise izin verdi.
Tauber' in Ikinci Teoremi denilen, Birinci Teoremi ile baglantih bir teorem,

yine Tauber tarafindan verildi. Onun bu iki teoremi agagidaki gibi gosterildi.
T,: 2a,=s (4) vena, >0 = Ya, =s
T,: 2a,=s (A4) vena,>0 (C,) > Xa, =s

Tabi ki T;, T, nin bir sonucudur, ¢linkii na, — 0 olmas1 na, -0 (C,1)
olmasim gerektirir.

1911 de Littlewood na, -0 (na, =o(l)) yerine na, =0(1) alp, T,
ifadesini ispatlayarak daha ileri Tauberian Teorisini baglatti. Oldukg¢a genel bir
Tauberian teorem, 1930 yilinda Wiener tarafindan bulundu ve O, bu teoremi Asal

Say1 Teoremi' nin ispatim1 vermek i¢in kullandi.



1. BOLUM
BAZI LIMITLEME METODLARI
Bu kesimde, sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi limitleme metodlarin

verecegiz.

Tamm 1.1. {a,}7 kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Eger

[+o]
im(1-x)Y a,x*=L
x~>1" k=0

mevcut ise {a,}y dizisi L-ye Abel yakinsaktir veya (4) yakinsaktir denir [1].
Asagidaki teorem, bir dizinin yakinsaklif ile Abel yakinsakligin: kargilagtirir.

Teorem 1.1. Eger {a, }7 dizisi L-ye yakinsak ise {a,}7 L-ye (4) yakinsaktir
(fakat tersi dogru degildir) [1].

Ispat. —1<x<1 igin f(x)=(1-x)2a,x* olsun. 0<e<1 verilmis olsun.
k=0 :
Segilen N = N(&) pozitif tamsayist igin =2 N oldugunda |a n = LI <%e kalir.

M=max{|ao—L|,.»..,|aN—L|} olsun. -l<x<1 igin (1-—x)§;)x"=1

&
(N+1)(M+1)

oldugunu biliyoruz. é = alirsak, x €(1-4,1) i¢in

|f(x)-L|= (1-x)§0akxk —LI

= (l—x)iakxk —(l—x)ika
k=0 k=0

=/(1-x) i(ak - L)x*
k=0

INA

+

(-2 3 (a, - Dxt[+[(1-x) S(a, - Lyx*
k=0 k=N+1



1 _ £ vl
<(1—x)(N+1)M+25—2(N+1)(M+1)(N+1)M+28

<ls+lg—£
2 2

kalir. Bu nedenle, lim f(x)= hm (1- x)Zak =L, yani {a,}7 dizisi L-ye

x—1"
(4) yakinsaktir.
Teoremin tersinin dogru olmadifim gdstermek ig¢in n=0,l,... icin

a,=1+(-1" alaim. {a,}y waksaktr, bununla beraber,

fim (1- x)za ok = lim S2(<1)F x* =2 lim ——=1

x—1 x—>1" k=0 x>1- 1+Xx

dir.
Tamm 1.2. Y.a, kompleks sayilarmn bir serisi ve {s, }¢ kismi toplamlar dizisi
k=0

o
olsun. Eger {s,}y dizisi L-ye (4) yakinsak ise Zak serisi L-ye (4)
k=0

yakisaktir denir [1].

Teorem 1.2. Eger 2 a, = M ise lim Zak = M dir[1].
k=0

x—=>1" k=0

n [
Ispat. s, = > a, olsun. x| <1 igin X a,x* serisi mutlak yakmsaktr. {s,}¢
k=0 k=0
M -ye yakmsak oldugundan, Teorem 1.1 geregince, {s,}§ M-ye (A4) yakmsaktir,
yani

M= lim (1- x)Zsk xk = lun[zs x _iskxkﬂ:l

x=>1" x=>17{ k=0

= lim l:s +Zsk —Zsk_lx }— lim [s0+2(sk—sk l)x }

x—>1" k=1 x—1"
= lim | a, + Zak ] lim Za xk
x—1" k=1 x—>17 k=0

dir. &4



Tanmm 1.3. {a,}7 kompleks sayilarmn bir dizisi olsun. Eger

meveut ise, {a,}§ dizisi L-ye Cesaro yakinsaktir veya (C,1) yakimnsaktir denir [1].

Teorem 1.3. Eger {a,}§ dizisi L-ye yakinsak ise {a,}¥ L-ye (C,1) yakinsaktir
(fakat tersi dogru degildir) [1].

Ispat. £>0 verilmis olsun. n2 N, igin lan -L!<—l—3 olacak sekilde bir N,
pozitif tamsayis1 vardir. #2 N, icin l[ao—l- tay 41=-N Ll< & olacak

gekilde bir N, pozitif tamsayis1 vardir. N = max{N 1-N, } olsun. n2 N i¢in

-—l—zn: L Za ~(n+1)L
+1/ n+l k
1| g 1|2
—| Xa,~-NL|+—=| Ya, ~(n+1-N,)L
n+li 25 n+1 k=N,
1 7n
<7 &F n+1 Z[ak L= Ik;y']‘v la B
1

1 1 1
<§a+n+1(n+l—Nl)2 28+28 &

kalur.

n=0,1,... i¢cin a , =1+ (~1)”" Orneginden de anlagilacag gibi teoremin tersi
dogru degildir. {a,}y dizisi raksak olmakla beraber, simdi gosterecegiz ki 1' e
(C,1) yakinsaktrr,

&> 0 verilmis olsun, Bu durumda

3 n+2 , n-—gift ise
k-;oak_ n+l , n-tek ise

olur. Buradan,




dir. N(e) pozitif tamsayist N (¢)>(1—¢)/e olacak sekilde segilsin. Boylece

n> N(¢) igin 1/(n+1) <&, dolayisiyla
n

L Zak -1

l’l+1k=0

<¢&

kalir.
o0

Tamm 1.4. ), a , kompleks sayilann bir serisi ve {s,}§ kismi toplamlar dizisi
k=0

olsun. Eger {s,}g dizisi L-ye (C,1) yakinsak ise Zak serisi L-ye (C,1)
k=0

yakinsaktir denir [1].
Serilerin Cauchy ¢arpimu incelenirken agagidaki teorem oldukga sik kullanmlir.

© o k ©
kzoa . ve kzob . serilerinin Cauchy garpmi, ¢, = Zoa ;b,_; olmak fizere, kzoc '
= = Jj= =i

Eob , =B mutlak yakinsak seriler ise 2.c, =A.B

oo
serisidir. Eger ),a, =4 Ve
k=0

k=0

dir.

0 0 e
Teorem 1.4. Eger Zak =4 ve Zbk =B ise ch Cauchy carpim A4.B-ye
k=0 k=0 k=0

(C,1) yakmsaktrr [1].

n n 1 n
=Zbk, S,,=ch ve E, =——Zsk olsun. Bu

. n
Ispat. 4, =k2=:0a +> B, pX z P2}
durumda

n n n | n

s, =1§‘oc" =I§O|:§ajbk_j}=j§0[gajbk_]]
n n n
=jz=:0aj [gjb"’f]zjé)afl;""

olur. Ayrica,



dir. Boylece,

E

ZB (4, —A)+——ZB |
1—0

ZB (4, - A)+A[TZB }

h n+1

n+1

olur. {B,}y dizisi B-ye yakinsak oldugundan, Teorem 1.3 geregince,

n

ZBJ = B dir. Buradan, lim E, = 4.B olmas igin gerek ve yeter sart

n—)oo n+l j=0 n—wo

IEEOET%B (4,_; — 4)=0 olmasidur.

£>0 verilmis olsun. {B,}§ ve {4, —4}{ dizileri yakinsak, dolayisiyla
smurli olduklarindan, n=0,1,... i¢in IBnISM1 ve lAn —A|_<_M2 olacak sekilde
M;>0ve M, >0 sayilar1 vardir. Aynca, {4, — 4}7 sifira yakinsak oldugundan
n> N, igin IAn —A|<g/2M1 olacak sekilde N, =N, (&) pozitif tamsayis1 ve
(N, +1)/N, <g/2M | M, olacak sekilde bir N, pozitif tamsayisi vardir.

N=max{N1 ,Nz} olsun. n= N igin

1 n
=— A. -4
n+ IZB (A”‘J 4) n+l J§) "‘-’( )
1 %B 4 153
< 4. - _ -
L I T
13 £
3 i, 3 (5]
n+1 n+lj_Nl+1 1 2M1
N1+1 n-N, 1
— M —_—
nel M2 TR
1 1
___—.MM ==
2MM ( )+ g 26‘+2£ &

kalir.



ee] €D o0
Sonu¢ 1.1. X a, =4, 2.b, =B ve bu iki serinin Cauchy carpmm Y ¢, =C ise
k=0 k=0 k=0

C=A.B dir [1].

a
Ispat. Teorem 1.4 geregince, 2. c ¢ serisi 4.B-ye (C,1) yakinsaktir ve Teorem 1.3
k=0

o]

geregince, ),c, serisi C-ye (C,1) yakmsaktir. Dizilerin limitinin tekliginden ve
k=0

{E,}y dizisinin (Teorem 1.4 in ispatinda {£,}7 tamimlanmugtr) hem 4.B-ye

hem de C -ye yakinsak olmasindan 4.B = C dir.

Asagidaki teorem, bir dizinin (C,1) yakinsakligs ile (A4) yakmsakligim
karsilagtirir.

Teorem 1.5. Eger {a,}y dizisi L-ye (C,l) yakinsak ise {a,}7 L-ye (4)
yakinsaktir (fakat tersi dogru degildir) [1]. '

n © ’
Ispat. s = L 2a, ve f(x)=(1-x)Ya,x* alalm Bu duumda,
k=0

n n-1
(n+1)s, =1;oak ve ns, | =kzoak yazilirsa, a, =(k+1)s, —ks,_; olur.
Ayrica

f(x)=(l—x)§0akxk =(1—x){a0 +§:l[(k+l)sk - ks, ]x"}

0 o
yazilabilir. Y, (k+1)x* serisinin yakinsaklik yarigapt 1 dir ( ), x**! serisinin
k=0 k=0

yakinsaklik yargapt 1 oldupundan), boylece . (k+1)s,x¥ ve 2 ks,  x*
k=0 k=0
serilerinin her birinin yakinsaklik yarigapi 1 dir ({s, }j sonlu bir L-limitine

© .
yakinsadigindan). Bu nedenle, Y. [(k+1)s i —ks,y 1x k serisinin yakinsaklik
k=1



yarigapt 1 dir. Boylece (1-x) 2 a,x* serisi |x|<1 igin yakinsaktir. $imdi
k=0

x—>1" x—>1"

lim (1-x) Zak x* = lim f(x)=L oldugunu gésterelim.
k=0

(1-x)2 X k=0
e o) [
=Y (ag+tay )xk = X (k+1)s, x*
k=0 k=0
dir. Ayrica,
1 d( 1 ) 2
=—| ——|= Y (k+1)x*
on? & \ow) Ak
ve boylece,
L i k
= k+1)Lx
(1-x)? k=0( )

olur. Bunedenle, 0<x <1 i¢in

|f(x)-L|=|(1—x)2 20(k+1)(sk ~L)xk|<(1-x)2 ;0(k+1)lsk — L|xt

dir. {s,}y dizisi L-ye yakmsak oldugundan, verilen £>0 ve n=N igin
lsn —Ll<%£ olacak sekilde bir N =N(g) pozitif tamsayisi vardir. {s, }7
yakmsak oldugundan simirlidir, o halde her n=0,1,... i¢in ls n I < M olacak sekilde

bir M>0 sayisi vardir. 5(g)=min{—é-,[£/4(M+1)(N+l)2]1/2} segilsin. Bu

durumda, 1-6(g)<x <1 i¢in

£ ()= L|<(1-x)2 3 (k+D|s, = L|x* +(1-x)? NZ_',I(k+1)lsk ~ L|x*
k=N k=0

&
4(M+1)(N +1)2

(1-x)2 1 IMN2¢ 11
—E+ <—e+-E=¢
(1-x)22° 4(M+1)(N+D?2 2 2

w N-1
<(1-x)? —;-gkzo(k+l)xk + N(2M)kz_:0x"

<

kalir.



Boylece, lim f(x)= lim Zakxk =L dir, yani {a,}y dizisi L-ye (4)

x—>1" x—>17 k=0
yakinsaktir.
Teoremin tersinin dogru olmadigim géstermek i¢in
k+1 , n=2k ;k=0,1,...
? ={—(k+1) , n=2k+1; k=0,1,...

alalm. Ik olarak, {a,}§ dizisinin (C,1) yakinsak olmadigim gosterelim.

s, n+l,§ak alinirsa

n=2k+1; k=0,1,...

ey
s =9 k+1
n r el n=2k ;k=0,,...

olur. Bu nedenle, {s,,,,}¢ dizisi 0'ave {s,, }5 dizisi 1/2" ye yaknsar, bununla

beraber {s,}y yakmsak degildir.
Son olarak, {a,}y dizisinin 1/4' e (4) yakinsak oldugunu gosterelim.

|x] <1 igin
o 0] 0
(1_x)zak Zak k-Ya kxk+l
k=0 k=0

=aq, +k§1(ak —a, )xF =1+k§1(—1)"(k+1)x"
=5 k10t = B0k == B L
k=0 k=1 k=1
_ A5 k)___‘.l_ 1 y__ 1
dx Eo( )" )= dx(1+x)"(1+x)2

olur. Bu nedenle, lim (1-x) Za (x5 = lim L _1 de edilir Boylece,
x—=1" -1 (1 +x)2 4

{a,}% (C,]) yakinsak degildir, fakat (4) yakinsaktir.

Tamm 1.5. f(x) ve g(x) fonksiyonlarl verilmis olsun. Sabit bir x, noktas: alalim

ve kabul edelim ki g(x), x, noktasmn actk bir komsulugunda pozitif ve stirekli

olsun.

EEY L



1) x, noktasinin bir komsulugunda | f( x)| < Kg(x) olacak sekilde bir K sabiti

varsa f(x)=0(g(x)), (x> x) dir.

it) Eger lim —]:LQ:O ise f(x)=0(g(x)), (x—>x,) dir.
=g g(x) 0

iii) Eger lim f—t—;:l ise f(x)~g(x), (x—>x,) dir, burada g(x), x,

X=X, g(

noktasinin bir komsulugunda pozitif olmak zorunda degildir.

Bu tammda x, sonlu veya sonsuz olabilir (x, 1n sonsuz olmas: halinde, “ x,,

noktasimn agik bir komsulugunda pozitif ve stirekli olmasi ” gart:1 yerine, “ yeterince
biiyiikk x ler icin g(x) in pozitif ve stirekli olmasi, yani x> & i¢in g(x) pozitif ve

stirekli olacak sekilde & sayisinin meveut olmasi ” sart1 olmahidir) [1].

o0 n
Ya . kompleks sayilarin bir serisi olsun ve s, = Y.a ¢ diyelim. Bilindigi
k=0 k=0

[s 0]
gibi, Y.a, yakmsak ise a,=o0(1) ve s, =O(1) dir (vakinsak bir dizi smrls
k=0

oldugundan). Simdi ispatlanacag: gibi serinin (C,1) yakinsakllgl s, =o(n) ve

a, =o(n) olmasm gerektirir.

Teorem 1.6. X a, serisi (C,1) yakinsak ise s, =o(n) ve a, =o(n) dir [1].
k=0

. 1 & . .
Ispat. ¢, = . lkz=:os , @lmusa, s, =(n+1)f -nt, _, olur. Hipotez geregi,

{t,}5 yakinsaktir (L -ye yakinsak oldugunu kabul edelim). Bu nedenle,

sn

1 1
"—rl—'z(l'l";l’)fn—tn_l=(tn""tn_l)+;l'tn
dir. O halde,
.S : 1 !
hm—”:hm[(tn—tn_l)+;t”]=L—L+hmi=0

n—wo RN n—w n—wo N

olur, yani s, =o(n) dir.



10
Aynica, a, =5, —s, [ =o(n)+o0(n)=o0(n) dir.

n
Tanim 1.6. {q,}7, g, >0 olmak iizere, reel sayilarn bir dizisi ve Q, = qu
=0

olsun.
1) (N,q, )=(an,k ) Norlund déniisiimit
4 = 9y [Qn » k<nise
n.k 0 , k>n ise

olarak tammlamr.
ii) (R.q,)=(r, ; ) Norlund-tipi doniisiimii

_Ja, /@, » k<nise
Tnde = 0 , k>n ise
olarak tanimlanir [1].
Norlund ve Norlund-tipi doniisiimlerin her ikisinde de, eger her bir #n=0,1,...

i¢in g, =1 aliwrsa (C,1) doniisiimii elde edilir.

A4=(a,,) olarak,

9,0 9,1 902 7 %o
410 9,1 90 A

a,0 91 %3 " Gk
| . . : . i

sonsuz matrisini alalim, burada n=0,1,... ve k=0,1,... igin a, . kompleks

sayilardir. Simdi, bir dizinin A4 -dénlisimii ve bu doniigiimiin regiilerligi tanimim

verebiliriz.

Tamm 1.7. {z, }7 kompleks sayilarmn bir dizisi olsun ve bir sonsuz matris olarak

A= (a, , ) matrisini alalim. Her bir n=0,1,... i¢in

Ms

g, = Oan,k Z;

it

k



olmak tzere, {o, }7 dizisi yakinsak ise bu diziye {z,}7 dizisinin 4 -déniistimii

denir [1].

Tanm 1.8. 4= (a ni) kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun.

i) Kompleks sayilarin her yakinsak dizisinin A -d6niisiimii mevcut ve yakinsak
ise A matrisine konservatiftir denir.

ii) 4 konservatif ve limitleri koruyorsa, yani 11m z,=limo, ise 4
n—o

doniistimiine regiilerdir denir [1].

Simdi, Silvermann-Toeplitz Teoremini ispatsiz verelim.

Teorem 1.7.Bir 4=(a, ;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar,

i) Her bir k=0,1,... igin lima, , =0,

n—>» n.k

i) lim Zank

n—>0 =0

iif) En az bir M > 0 igin sup{ ZJan .
n

olmasidir [1].

Teorem 1.8. (N,q,) doniisiimiiniin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n—>wo

Ispat. (N,q,) donisiminin regiler olmast icin gerek ve yeter sart

Silvermann-Toeplitz Teoreminin (i)-(iii) sartlarimn saglanmasidir. Her bir

n=0,1,... ve £k=0,1,... i¢in Ay |=a,, Ve
[+ o} n n q F‘k 1 n
A, =2.0,,=2F =——Z =1
=0 nk i n.k =6 Qn Q =0 9 nk

oldugundan, (ii) ve (iii) sartlann saglamr. Simdi, k& sabit olsun. k=0 igin

q, g,
lim a, , = lim —= dir, boylece, eger (N,q, ) regiilerise lim — =0 dur.

’
n—>0 n—»® n n—>«o n



9,
Simdi, kabul edelim ki lim —=—=0 olsun. {Q,}7 dizisi artan oldugundan,

—>»C0
n n

k sabit olmak {izere, n> k igin

0<a_, _Ink < 9 -k
Qn Qn-—k
dir. Buradan
qg,.
0<lima, , < lim =*%=0
n—w n—® Qn-—k

olur, dolayisiyla lim @, , =0 dir. Boylece, Silvermann-Toeplitz Teoreminin (i) sart1
n—wo

saglamr. Buise (N,q, ) doniislimiiniin regiiler olmasim gerektirir.

Tanim 1.9. Birinci mertebeden Hélder ortalamasi, (H,1)= (A ,11 )

1 .

—_ >
hrlt,k S n2k ise

0 , n<kise
olarak tanimlamir. m-inci mertebeden Hélder ortalamasi ise, bir m pozitif tamsayist
i¢in

(H,m)=(hy )=y )-(hh)

olarak tammlamr (buradaki ¢arpim bilinen anlamda matris ¢arpimdir) [1].

Birinci mertebeden Holder ortalamasi (C,1) doniigiimiidiir.
Teorem 1.9. Pozitif bir m tamsayisi i¢in (H,m) regiilerdir [1].

Tanmm 1.10. 4 ve B iki doniislim olsun.

i) {z,}§ dizisi hem A-toplanabilir hem de B -toplanabilir ise 4 ve B,
{z, }§ dizisi i¢in karsilagtinlabilirdir denir.

ii) 4 ve B herhangi bir dizi i¢in kargilastirilabilir olmak iizere, bu dizinin
A -déniisiimii ve B -doniigiimii aym degere yakinsiyorsa 4 ve B tutarhidir denir.

iii) Eger A -toplanabilir her dizi B -toplanabilir ise 4, B den zay:iftr denir ve
A c B yazlir. ‘
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iv) Eger AcB ve Bc 4 ise A ve B, dizi uzayiun tamaminda. karsilikli

olarak tutarlidir (ya da denktir) denir [1].

Teorem 1.10. Eger m> n ise (m ve n pozitif tamsayilar) (H,n)c (H,m) dir [1].

Tanmm 1.11. {z, }¥ kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Negatif tamsay1 olmayan

herhangi bir & reel sayisiigin {4 % }7 ve {s7 } ¢ dizileri, sirasiyla
0 o0 o) '
ZA,‘:xk =(1-x)"2"1 ve Zs,?xk =(1-x)¢ szxk
k=0 k=0 k=0
esitlikleri ile tanmlansin., Eger lim s% /A% =y ise {z,}® dizisi y-ye (C,a)
k—w
toplanabilirdir. (C,a) dbniisiimiine ¢ -mertebeden Cesaro ortalamas: denir [1].

Once (C,a) doniigimiiniin regiilerligini inceleyelim. a=m pozitif bir

tamsay1 olsun. Binom Teoremi geregince, x| <1 i¢in

(l—x)""‘“1 = i(k+m)xk

=0\ M

k!

=ik —my1 &F

: k k
yazilabilir, burada (m) binom katsayilar1 olup, £ >m igin (m)

k+
Boylece, 4" =( mm) olur. Ayrica

S mk ms, ko[ ITmel) S kS, Lk
Yospxk=(l-x)™" Yz, xk =3 & 2z xk=%c.x
k=0 =0 j=ov M= k=0 k=0
k(k—t+m-1
dir, burada ¢, = > m—1 z, Cauchy garpiminin Cauchy katsayilanidir.
=0
L(k—t+m—1 .
Boylece, s = Z( m ';l )zt dir. Dolayistyla, eger (c,’, ) matrisi
k=0 - ’
(n—k+m—l)/(n+m) .
m , k<n ise
Cn,k = m—1 m

0 , k>n ise
olarak tamumlanirsa, {z, }§ dizisinin (C,a) donigimi, {z, }7 dizisinin (c ,'z” ©)

matris doniistimii olur. Ozellikle, m=1 ise
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] n—k n+1 1 .
k<nignec, , = 0 1 )=, v k>niginc, =0

dir, yani m=1 i¢in (C,1) doniigiimii elde edilir.
Genel olarak, negatif tamsay1 olmayan herhangi bir & reel sayis1 i¢in
k) ©

coL(__(lek 1 ¥ (a+l)...(a+k)xk

fx)=1-x)1=%

k=0 k! k=1 k!

(a+1)...(a+k) _

ve boylece, Ay =1ve k>1igin 4] = o dir. Ayrica
2sZxk=(1-x)"* Yz, x*
k=0 k=0 .
a..(a+k-1) x
=(1 2= & k)zzf"j
k=1 . J=0
o
=Y clxk
k=0
dir, burada
Ela(a+)...(a+k-j-1)
dir. O halde, eger (¢ ;) matrisini
(1 , k=j=0 ise
1
, k=j=0 i
(@+1)..(z+k) J=T e
k!
g, =1 [a...(a+k—j—1)}
| (k= k>j ise
(@+1)..(a+k)] ° J
k!
0 , diger durumda

olarak tammlarsak, {z, }7 dizisinin (C,e) dontsimd, {z, }7 dizisinin (¢} ;)

matris doniisiimii olur.

Teorem 1.11. &> 0 igin (C,a)= (c,‘:’j ) regiilerdir [1].

.
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ispat. IIk olarak, eger a >0 ise her k=0,1,... ve j=0,1,... i¢in c,‘f_j 20 olup,

[e2] D
Xep =2 )c,f fl dir. Boylece, efer lim > c7 =1 (Silvermann-Toeplitz
j=0 7 =o' T k= =g ™

Teoreminin (ii) sart1) oldugu gosterilirse, sup{ > \c,‘f ; I} <o (Silvermann-Toeplitz
k |j=0"

k

Teoreminin (iii) sart1) oldugu gosterilmis olur. Zc kj = Zc,‘: J olup, eger k=0
Jj=0 j=0

0
ise Zc(‘,’j =1 dir. Eger k>1 ise
-=0 3,

chj 1 [Hkila...(omk—j—l)]

j=0 A7 j=0 (k-

La.. (a+k j=1
lur. (1.1) esitliginde 1+

her n=0,1,... igin z, =1 olur.

=c7 gbz oniinde bulundurulursa,

ick i =(1-x)"¢ szx =(1- x) - Z(l)x

k=0

=(1-x)"*% Zx" =(1-x)"* (1-x)"!
k=0
—(l-x)-l= 3 425k
k=0

yani ¢} = A} dir ve boylece,

olur. Buradan, khm Zc k.j . =1 olup, Silvermann-Toeplitz Teoreminin (ii) ve (iii)
—>® j—

sart1 saglanir.

Simdi, her bir sabit j=0,1,... i¢in klim cy ; =0 oldugunu gosterelim. j sabit
-

olsun ve k2 j alalim.
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lim @ _hma...(a+k—j—1) k!
k= kI pSw (k- (a+1)...(a+k)
ak(k-D...(k—=j+1) _ tim ak’ "
" ko (a+k-J))..(x+k) k~>ook.l+1 k—w k

olup, Silvermann-Toeplitz Teoreminin (i) sart1 saglanir, boylece (C,@); a >0 igin

regiilerdir.

Tamm 1.11 de, her £=0,1,... i¢in Ao =1 ve Zs xk = sz , yani her
k=0

k=0,1,... igin s,(‘) =z, oldugundan, & =0 hali yakinsaklik tamimim verir. Béylece,

lim s / A° lim z, mevcut olmast igin gerek ve yeter sart {z, }7 dizisinin
k—>x k—>o

yakinsak olmasidir,

Lemma 1.1. o ve S reel sayilar olsun. k> r+1 i¢in

(@+f)...(a+f+k—-t-1) p.(B-1+k-1)

(k-1)! (k=)
k2l a.(a=1+j=t)B..(B-1+k-j)
+,-=Zt+1 (G —1)! (k=)
a.(a-1+k-1)
(k=1)!

dir [1].

Lemma 1.2. (d,‘:‘j) matrisi d,‘:j =Afc? ; olarak tanimlansin, yani

1 , k=] ise
« _ a.(a+k-j-1) .
dk’j— =) , k>j ise
0 , diger durumda

1, k=t ise
0, k=t ise

olsun. Bu takdirde (e;,) = (d,:’ajf )-(dF,) ise er ={ dir [1].

Teorem 1.12. a>-1 ve >0 ise (C,a)c(C,a+h) dur. Yani {z, }7 dizisi

y-ye (C,a) toplanabilirise {z, }§ »¥-ye (C,a + h) toplanabilirdir [1].
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Ispat. Kabul edelim ki {z,}§ dizisi y-ye (C,a) toplanabilir olsun, yani

k
lim ch .z, =y olsun. 1, = dcfz, veq, = Zc‘”hz alalim. Béylece
k—-)oo J=0 5J j

k k
a, _ 4« a - _ a
AZt, = A} Eock’jzj EOA ECh 2 dej j

ve buradan,
-a g0, SPE ol S gage
Zd A4 Zdt,k de} J Z Z.df,kdkai i =5
k=0 J=0\k=j
olur. O halde,

k J
Zc“jh . =j§0c,fjjh ('E dj"angth

k
= Z(Z c“*"d;,‘f,,A:)

m=0\ j=m

dir. k<m i¢in p, , =0 ve kzm igin p, . = Zc‘”hd‘“A“ olmak {izere,

j.mm
(Pim ) doniisiimii regiiler ise, {¢, }{ dizisi y-ye yakinsak oldugundan, {c, }§

dizisi y-ye yakmsaktir. Simdi teoremi ispatlayalim.
flk olarak, p,, ,, =A% [AZ*" olup, k>m igin

Z ca+hd—a - A z da+hd—a
= = J.m Ay L avh
k j=m
(1.2)
_ A% (a+h-a)...(a+h-a+k-m-1)
- A/?+h (k- m)!
dir (Lemma 1.1 ve d'B nin tantmi kullamldi). Buradan, & > m igin
_(a+1)...(a+m)[ k-m+l &k :l[ h h+k—m~1] 13
Pem™= m! a+h+k-m+l a+h+kla+h+l a+h+k-m 3

olur. m sabit ve k> m+ 1 olsun. Bdylece,

k-m+1 k k"
a+h+k-m+1 a+h+k k™

, (k—>®)
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dir ve buradan, lim
k—x

b hekomol (el )\ _ax1 )
a+h+l a+h+k-m~ a+h+1 a+h+k-m

olup, her j=1,2,... igin Osbj <1 dir, burada bj =(a+1)/(a+h+j—m) dir.

[ k-m+1 k

a+h+k-m+1 oz+h+k}=1 dir. Ayrica

o h htk-m-1
li
Boylece, ,z—:b serisi 1raksaktir, dolayistyla _n:}o [a Thtl a+hik— m] 0

dir. Boylece, (1.3) esitliginden khm Pim=0 olur (yani, Silvermann-Toeplitz
—»Q0

Teoreminin (i) sarti saglanir). (1.3) esitliginden p, , 20 dir. Bu nedenle, eger

khm Z Ppn=11ise Silvermann-Toeplitz Teoreminin (ii) ve (iii) sartlan saglanir,
>0 m=0

béylece (p, ,, ) regiilerdir. Simdi bunu gorelim.

k
h -
mz_:opkm_zpkm=zAa+h Z a+d a
i h..(h+k-m-1)
Aa+ m=0 (k m)l
dir.
ﬁA“ h...(h+k¥m—l)_§:(a+l)...(a+m)h...(h+k—m-1)_
2fm T k-m) = m! G-mt K
olur, burada
@ 2 (@+]).(@+)) ][ © h...(h+t-1)
1+ Ye xk =1+ , 1+ 2—————t
ik [ j=1 J! t!
=(1_x)-(a+l) (l-—x)"h =(1_x)—(a+h+l)
2(a+h+l)..(a+h+k) ,
==1+k2=:1 0 x
yani,

iA“ h...(h+k—m-—1)=(a+h+1)...(a+h+k)
o lm T (k= m)! k!

_. Ja+h
_Ak

dir. Boylece,
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olur.

Tanmm 1.12. Her bir x reel sayisi igin Zz

P serisi yakinsak ve

£k
lim e~* Z Zk k' =y ise {z,}j dizisi y-ye Borel toplanabilirdir veya (B)

X—>0

toplanabilirdir denir [1].

Teorem 1.13. Borel tistel metodu regiilerdir [1].
Ispat. {z,}7 Zz-ye yakinsak olsun. Bu durumda, limsup{zn /n!} Yn =0 dir ve
n—>w

o0
bdylece, ).z, (x k / k!) serisi her x reel sayis1 i¢in yakinsaktir.
k=0

Simdi, &> 0 verilmig olsun ve

<5 DI
- z ————z e z, ——e” —2z
k k' k=0 k k' k Ok'
© k
N X
=le™* ZO(Zk Z)—k—"'

oldugu goéz 6niinde bulundurulsun. Bu durumda, £ K i¢in |z r —zl <%a olacak

sekilde K= K(¢) pozitif tamsayisi vardir. Aynca, {z, }7 yakimsak oldugundan, her

k=0,1,... i¢in Iz K —zI < M olacak sekilde bir M >0 sayis1 vardir. Bu nedenle,

x21 igin,
0 xk
e™* sz-———z <le> Z(zk —ltle™ X (7, -2) 7
k=0 k=K k
* MK K-1 ( X ixk 1
- + x* 11
x e 25 X
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K-1

dir. x> 5 igin “——<3 A‘ZK olacak sekilde §=35(¢)>1 segilsin. Boylece, x> &
icin
e * iz £k——z <MK=E£ +la—g
=0k k! 2MK 27
kalir. Dolayisiyla
0 k
lime=* Y.z, ==

X0 k=0 k!
olur. O halde Borel iistel metodu regiilerdir.
Genel olarak, Borel tistel metodu yerine bir matris metodu almr

(toplanabilmede Borel matris metodu denir). Bunun igin

k
by =€ s n=0L., k=0,L,..

alalm. {z, }{ dizisinin Borel déniiiimii olan {o, } 7 dizisi

©
o, = Z bn,k Zy
k=0

ile tanimlanir.

Tanom 1.13. reC /{1,0} olsun. r-inci mertebeden Euler doniisiimii

(Ear)= (e;,k ) OIupa

e = (Z)rk(l—r)"‘k , k<n ise
nk —
0 , k>n ise

0, k#n ise

_ « . 0 _
| . k=nise ’ k21 ve n=0,1,... igin en,k—-O ve

. g e 1
dir. =1 igin €,k —{

0

n=0,1,... i¢in e,

0 =1 ahinir.

Euler' in orjjinal doniistimii £,

_ (Z)Jn_ , k<n ise
an,k - 2
0 , k>n ise
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olmak iizere (a,,) matrisi ile verildi. £, doniistimiiniin orijinal genellemesi

(bZ . ) doniisimidiir, burada

(Z)(q+l)‘" g7 *% |, k<n ise

0 , k>n ise

9 _
bnk -

dir. Tamim 1.13 de r=(g+1)7! alnrsa, (b:’k) doniisiimii elde edilir. Bdoylece,

r=1/2, orijinal E, doniiglimii olan (E,1/2) doniisiimiing verir [1].

Teorem 1.14. (E,r) doniigiimiiniin regiiler olmast i¢in gerek ve yeter sart 0<r<1

ve r nin reel olmasidir [1].

[s 0]
Ispat. Z(Z)w”‘k serisinin |w| <1 igin yakinsak oldugu biliniyor ( (1—w)**!
n=k

[e)

n
fonksiyonunun w=0 civarinda Taylor serisine agilimi Z( k)w”'k serisi olup,
n=k

bu seri |w/<l i¢in yakmsak oldufundan). k sabit olsun. Bdylece,

lim e” =1im(n)r"(l—r)”‘k=r" lim(n)(l—r)”'k dir. |1-7]21 ise
n.k k n—® k

n—>0 n—>»w

ﬁm(n)(l"‘)”—k¢0 dir. Eger [1-r|<1 ise lim(n)(l_r)n—k=0 dir
g noo\k

n—>0
(% (Z) (1-7)"%  yakinsak oldugundan). Boylece, Silvermann-Toeplitz
n=k

Teoreminin (i) sartinin saglanmast igin, yani lim e, , =0 olmasi i¢in gerek ve yeter
n—oo T’

sart |1 —7| <1 olmasidir.

n

Ayrnica, (o + )" = Z(Z) ak p7* oldugundan,
k=0

[e3) n

$ero=3er, =3(Hrta-nmt =-renn =1
’ ’ k=0

k=0 k=0
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[o o
dir, buradan lim e » ¢ =1 dir. Bu nedenle, Silvermann-Toeplitz Teoreminin (ii)
n—®© p_qg ’

sart1 saglanir (7 -parametresi ne olursa olsun).

Son olarak,

il = (i 1

=0

)
2
k=0

dir, Boylece, sup{ > }S M <» olacak sekilde M >0 mevcut olmasi igin

’
e

k
n (k=0 "

gerek ve yeter sart sup{(lrl+|l—r|)n } < M <x olmasidir. Bu ise |r|+|1-r7|<1
n .

olmasini ¢ift yonli gerektirir. Uggen esitsizliginden, 7 eC i¢in |r] +|1-r|21 dir
Boylece, |r|+|1—-7|<1 dir ancak ve ancak lr|+|l—r|=1 dir, yani r IR ve
0<r <1 dir. O halde, Silvermann-Toeplitz Teoreminin (iii) sartinin saglanmasi igin
gerek ve yeter sart 0<r<1 dir. By, [1-r|<1 sart1 ile birlestirilirse, (er i)

matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sartin » € IR ve 0<r <1 oldugunu

ifade eder.

Lemma 1.3. rs# 0 olmak lizere (e;,k )-(e fl’k ) ¢arpimu, (E,rs) doniislimii i¢in bir

matristir [1].

Ispat. (an’j)=(e,'l’k)~(e,°;,j) olsun. Agik olarak, j>n ise a,;=0 dir. Ayrica,

eger r=1 veya s=1 ise aym sonucun elde edilecegi agiktir. ((E,1) adi yakinsak
oldugundan). Kabul edelim ki, r=1,s#1 ve j<n olsun. Boylece,

n
a .=kz‘e;,kef(’j dir. Eger j=n ise
=

n n
—oF .pS = n no— n
Apn=Cnn €an (n)r (njs (rs)

dir. Eger j <n ise



;e»rz,keli,j = i(@rk (1-r)nk (/;jsj (1— )k
- e A0 ()
(e Sz

( r(1—s)]"‘f

1-r
( (rs)) (1=rs)™J

Il

)
)(rs)f (1-r)rJ [1+
)

dir.
Sonug 1.2. r# 0 ise (E,r) invertible ve (E,r)~! =(E,1/r) dir [1].
Teorem 1.15. 0<[s|<|r| ve |s|+|r —sl=|r| ise (E,r)c(E,s) dir [1].

Ispat. 0<|s|<|r| alalim ve kabul edelim ki, {z, }¥ dizisi y-ye (E,r) toplanabilir

olsun, yani {t,}§ dizisi y-ye yakinsak olsun, burada ¢, Zenkzk Zenkzk

k=0 k=0
dir. Boylece, Sonug 1.2 den
J l/r 1/r
Z jnn Zejn Z:enlczk
n=0 n=0
J{ J
yr J
= Ze . e zZ, =Z
k=0(n= J.nonk k Jj
olur. Lemma 1.3 den
o) k
_ s = s
an—Zek,jzj gekaj
J=0 Jj=0
k J
1/r
s
= ze , Ze .t J
Jj=0 o [n=0 Jnn
k{ k& k
_ s _Yr _ s/r
= Z(Zek jej,n ty Z kntn
n=0\ j=n n=0
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olur. 0<|s[<|r| ve [s|+[r—s/=1Ir| oldugundan 0<s/r <1 dir ve Teorem 1.14 den
(E,s/r) doniigiimii regiilerdir. Boylece, {¢ . 1o dizisi y-ye vakinsak oldugundan

{o,}o dizisi y-ye yakinsaktr.
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2. BOLUM

TAUBERIAN TEOREMLER

A -toplanabilen bir seri, genel terimi tizerine konulan bir ek sartla yakinsak
kilinabiliyorsa, bu sarta 4 limitleme metodu igin bir Tauberian sart, bu tiir
teoremlere de Tauberian teoremler denir. |

Bu bélimde, 4 limitleme metodu olarak Abel, Cesaro ve Euler metodiarim
alacagiz.

Tauberian teoremlere girmeden Once, bu béliimde sik¢a kullandifimiz bazi

sonug ve notasyonlar: verelim.

Teorem 2.1. Efer {c, }7 pozitif sayilarin + oo a artan bir dizisi ve {a,}J reel

sayilarin herhangi bir dizisi ise

a a a a

a - —a
. . n+l n o g n . n . +]1
lim inf ————— < liminf — < lim sup— < lim sup— <
n—w Cn+1 —Cn n—w Cn =0 I n—> (,"H_1 "Cn

dir [1].

Sonug 2.1. {a, } 7 reel sayilarin herhangi bir dizisi ise

a a
liminf(a,_ , —a, )<liminf — < limsup—— < limsup(a _, —a
n—w n+l r ) nse R n_m,p n n_)wp( n+l n )

dir [1].

Sonug 2.2. {s, } ¢ reel sayilarin herhangi bir dizisi ise

o L SgteEs, §p+ects
liminf's, <liminf < limsup <limsups 2.hH
n~> n—w n+l N30 n+1 N300 n

n

dir [1].

Bu kisimda, 1.Béliimdeki
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(a+1)..(a+n) 1
o ko k-1
A7 = " ve s, -Eosj
R
notasyonlarim kullanacagiz, burada k£ pozitif bir tamsay1 ve s =25 ; olup,

J=0

eger 11m sk/ak =y ise Za serisi y-ye (C,k) toplanabilirdir. Bu, gamma
=0

fonksiyonu ile verilirse

4 = IF'a+n+1l)
n T T(a+ DI (n+1)
Sk
. . . n . .
dir. Boylece r}l—?gol"(k+n+l)/l"(k+l)f‘(n+l) y olmak sartiyla, Jgoa serisi

y-ye (C,k) toplanabilirdir (£ pozitif bir tamsay1dur).

[o 8]
Teorem 2.2. k bir pozitif tamsayr olsun. Eger ).a , (C,k) toplanabilir ise
n=0

a, =o(nk) ve 5, =o(n*) dir [1].

k
z . - Sn . 1
Ispat. Hipotez geregi, h_r)rolo T(k+n+D)/T(k+ DI (n+1) =5 olacak sekilde bir

s vardir. Boylece,
nk
T'(k+1)

kE _

n {F(k +1)

olur ve buradan,

s (1+o(l))}(s+o(1)) s———+o(nk) (2.2)

skl =gk sk —o(nt)
dir. Benzer olarak, j=2,3,...,k i¢in sk~j=o(n") dir. Bu nedenle,

n

a,=s,—S,4 =o(n*) olur.
Teorem 2.3. EZer Za serisi s-ye (C,1) toplanabilir ve yeterince biiyiik n ler
n=0

igin @, 20 ise Za s -ye yakinsar [1].
n=0
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7
Ispat. 5, = Zoa . olsun. n>n igin s, , 25, olacak sekilde n sayisi vardir. Eger
J:

s, =0(1) ise {5, }§ yakmsaktir ( L-ye yakinsasin) ve (2.1) geregince L = dir.

Eger {s,}7 smusiz bir dizi ise lims =+w ve (2.1) gere§ince
n—>w

lim s. /(n+1) =+ olur ki bu, hipotezle gelisir.

n—»o

> o] o¢]
Lemma 2.1. Eger [x|<l i¢in X a,x" yakmsak ve D a, =+ ise
n=0 :

n=0

[o o]
lim Ya x" =+o dir [1]
x—=>1" p=0

Ispat. |x] <1 icin f(x)=°Z°:anx” olsun. |x| <1 icin f(x)=f(x)(1—x)§x”

n=0 n=0

n
yazilabilir. Béylece, s, = Ya j olmak iizere,
Jj=0

Fx)=(1-1) ios,,x" 23)

olur. {s,}§ —>+w oldugundan, H>0 verildifinde n2n; i¢in s, >H olacak

sekilde n, = n, (H) sayisi vardir. Boylece, 0<x <1 i¢in

(1-x) isnx”>H(l—x)( i;ﬂ’]:[{x”ﬁ'l

n=n;+1 n=n, +1

olur. $imdi, 0<x, <x <1 icin Hxm+l >-;—H olacak sekilde x, vardir. Ayrca,

0<x, <x<1igin

ny
(1-x) <(1—x)Z|sn|<—1—H
n=0 4

!
2.5,x"
n=0
olacak sekilde x, vardir. Béylece, 0< max{xl X5 } <x <1 i¢in

>1H

n
s x"
Z5nx" 1>

F)>(1-%) Ls,x"—(1-x)

n=n +1
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olur. H keyfi oldugundan,
lim X a, x" = lim f(x)=+w
x=>17 p=0 x—1-

olur.

[+ o]
Teorem 2.4. ).a , serisi s-ye Abel toplanabilir ve yeterince biiyiik # ler i¢in
n=0

a, 20 ise Zan s -ye yakinsar [1].

n=0

Ispat. n>n, icin a, >0 olacak gekilde bir rio sayis1 vardir. Boylece {s, ;‘; o

dizisi artan bir dizidir. Eger s, =O0(1) ise Ya . =1L olacak sekilde L -sayist
n=0
vardir. Teorem 1.2 geregince,
lim Y.a WXt = Zan
x=17 n=0 n=0

dir ve bdylece s= L dir.

Eger s, # O(1) ise lim s, =+w dir ve Lemma 2.1 den, Zan serisi Abel
n—o n=0

toplanabilir degildir (ki bu, hipotezle gelisir).

Simdi, (C,k) toplanabilir bir serinin Abel toplanabilir oldugunu ispatlayalim.
Bu, bize Teorem 2.3 igin bir alternatif ispat verir.

2
Teorem 2.5. k bir pozitif tamsay1 olsun. Eger Zan s-ye (C,k) toplanabilir ise
n=0 :

o0
Ya . §-ye Abel toplanabilirdir [1].

n=0

Ispat. X a, (C,k) toplanabilir oldugundan, Teorem 2.2 geregince, a, =o(n*)
n=0

dir. Boylece, D a,x" sersi |x|<1 igin yakinsaktir (f(x) fonksiyonuna

n=0

yakinsadigin1 kabul edelim). (2.3) de oldugu gibi
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F(=Ta,x" =(1-x) 3 s,
e "0 3} 2.4)
=(1_x)2 ZS},xn =...=(1_x)k+l Zsrllcxn
n=0 n=0

obur, 1 k1= ) = o(n* ) oléugundan, (22) gereginc,

ot =2 v otmtr=o(7) +o{(2)

olur. Béylece, £>0 verildifinde N=N(g)=k sayist vardir dyle ki, n> N igin

sk _S(Z)

<$(n) kalir. 0<x <1 igin

k
Sstan -5 3(7)
scx" —s x"
n=0 " n=k k

20 n
ksg;-s(k)

&

k-1 ;
n
x +Z|s,z lx"
n=0
. n
s o 7]
N
5 n
sk —5
AR (k)

Ssi(@x” +§|sﬁl+ 2

n=k

© [ k=1 N
<g ). (k)x”+Zols,’f[-i-2';c
n= n=

n=N+1

€0
olur. Simdi, Z(Z)x” =x* (1-x)~%1 dir. Boylece

n=k

iskx" —si(n)x”
" k

limsup =0 ek <¢
x>l x* (1-x)~%1
kalir. Bu nedenle,
00 an n
Yoskxr—sy k)x"
lim sup =2 nek =0
x-1 xk (l“x)_k—I

dir. (2.4) geregince,
S (x)(1~x)=*1

m
xolm xk(1=x)—*1

yani,



[s 0}
lim f(x)= lim Zanx” =5
x—-1" x—=1" p=0

elde edilir.

Sonug¢ 2.3. @>-1 olsun. > a, s-ye (C,a) toplanabilir ise Y,a, s-ye Abel
n=0

n=0

toplanabilirdir [1].

Sonug 2.4. @ >—1 olsun. Y. a . §-Ye (C,a) toplanabilir ve yeterince biiyiik » ler
n=0

icin @, >0ise Y a, s-yeyakmsar[1].

n=0

Ispat. Sonug 2.3 den D.a , serisi s-ye Abel toplanabilirdir. Béylece, Teorem 2.4

n=0

geregince, seri s -ye yakinsar.

n 0 [e o]
Teorem 2.6. T, =JZ—1 ja; olsun. nzoa , §-ye (C,1) toplanabilir ise Zoa , serisinin
= =] n=

3 -ye yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart T, = o(n) olmasidir [1].

n n
Ispat. (n+1)s, ~s! =(n+1) Ya; - 2.s; =T, oldugundan,
=0 7 jo0

(2.5)

olur.

Eger > a, yakimsak ise (2.1) den

n=0

sl

lim = lim s
nsohl+]l poo P

olur. Baylece (2.5) den, T, = o(n) dir.

Eger T, = o(n) ise (2.5) ve hipotez gerefi,
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n
s, —n+1+0(1)

0
olur. Boylece, Zoa , serisi s-ye yakinsar.
n=

0 o]

Sonu¢ 2.5. X.a, s-ye (C,1) toplanabilir ve a, =o(l/n) ise X a, s-ye
n=0 n=0

yakinsar [1].

Ispat. na, =o(1) oldugundan, (2.1) geregince, T, = o(n) dir. Boylece, Teorem 2.6

o0
geregince, Y,a, s-ye yakmsar [1].
n=0

0 o0
Teorem 2.7. ).a, s-ye Abel toplanabilir ise Y a, serisinin s-ye yakimsak

n=0 n=0

olmasi igin gerek ve yeter sart T, = o(n) olmasidur [1].

Ispat. (a) Ik olarak kabul edelim ki na, =o0(1) olsun. 0<x <1 igin

f(x)—sm = ianxn F— ian

n=0 n=0
m [« o}
=-Ya,(1-x")+ X a,x"
n=0 n=m+1

n-1
dir. Simdi, 1-x" =(1-x) Y%/ <n(1-x) olur. & =rl£12axlkak| alirsak,
2 X

) nanx”

'f(x)—sm]s ﬁ(l—x)n a,|+
n=1

n=m+1 n

m 0 xn
<(l-x)2xnla,|+¢6,,, 2 —
n=1 n=m+1

<(1—x)ina +ﬁi-—l—
n=I1 n m+1l—-x

m
olur. na, =o(1) oldugundan, (2.1) geregince, Znan =o0(m) dir. Aynica, {¢,}7
n=0

dizisi sifira yakinsar. Béylece



1 1 &
f(l—;l-)_sm S;’I-n__.ona” + & =0(1)
yani, lim s, =s dir.
m—>x©
(b) Simdi, T, =o(n) olsun. T, =0 ve n21 igin (T, - T,_)/n=a,
oldugundan, 0<x <1 i¢in
& Tn & Tn—l
f(x)=a0+2——x”—z x"
n=1 n n=1 n
ZT 3 T" n+l
ao-'-n—l;'z _n—1n+1x
T, ‘
= noen n__ " r_ |ynt
%o nz_:lnx Z(n n(n+1))x

0

o T T
=a, +(1- )Y Exn 4y ———xm

n=1 1 n=ln(n + 1)

olur. maxlT l / =0, alalm. Boylece, {5, } ;7 dizisi sifira yakinsar ve

n2m
limsupl|(1- x)z——x
x—1" n=1
|7 I
=8,
xo1- n=1 x>l
olur. Bu nedenle
lim (1- x)z-—x” =0
x=>1"
ve
lim f(x)=a, + 3 x "t
P ACY 0 Eln(n+l)
dir. Boylece,
-
Z an+ D) @6)

serisi (s—a,)'a Abel toplanabilirdir ve T, [[n(n+1)]= 0(1/n) olur. Bu durumda,

(a) geregince, (2.6) serisi (s —4a, )' a yakinsar. Fakat, (2.6) daki serinin toplamy,



n T n T T
lim ) —=% lim Z( k --—ﬁ—)

noo (2 k(K +1)

A—>X [1 k
n T n+l
. k k-1

=lim| ) L% KL

n-—->x0 k§1 k k=2 k

Tn i n

= lim| - +2.a, |=1lm ) a

hn—>c0 n+l k=1 k n—w© kél k

olup, Y. a ¢ §-yeyakmsar.
k=0

>a , yakinsak oldugundgm, Teorem 2.6 geregince, T, = o(n) dir.

n=0

o0 0
Sonug 2.6. ¢ >-1olsun. 3 a, s-ye (C,a) toplanabilir ve T, =o(n) ise Y.a,
n=0 n=0

s -ye yakimsar [1].

@0 [e o]
Sonug 2.7. X a, s-ye Abel toplanabilir ve a,=o(l/n) ise Y a, s-ye
n=0

n=0

yakinsar [1].

Tanmm 2.1. x={x,}7 smuh bir dizi olsun. {x,}7 dizisinin sahmmh w, (x)
fonksiyonu

w, (x)=ks?£n’xk —xfl

R4

olarak tamimlanir. w, (x) fonkéiyonu, n nin artmayan bir fonksiyonudur ve x ler

reel olmak fizere

lim w, (x)=limsupx, ~liminfx
n—w n—>c n—>w

dir [1].

Teorem 2.8. }.a, s-ye (C,1) toplanabilir ve na, 2—c (3c> 0 igin) ise 2a,
n=0 n=0

s -ye yakinsaktir [1].



n
Ispat. s, = an , iein

1 1 1
s - sn+k _ n Sn+k __Sn—l
n p+k+l k+l|n+k+1 n
n+k+1 1 ”f‘ Z

T T k4l n+k+1li57 k 1_0

ntk
=5 —-—

S .
n k15

1
== k +1{kan+1 +(k—1)an+2 et a g }
dir.
o, =5} [(n+1) ve o={0,}§ olmak iizere, w, =W, (o) olsun. Ayrica,
S, =k = k+1(°'n+k_°'n—1) ——-k lJa(k+l N, 2.7
olup,
s, <o +— < { k +k 1+.+_1_}
T T ntk k ¥l T sl n+l n+2 n+k
S +£_M_
=%tk T g1l 2 (k+1)(n+1)
elde edilir.
k=k(n)= [[nJ(wn_l )] segelim. {w,}7 sifira azalan bir dizi oldugundan
limsups, < limo, =5 (2.8)
n—>w n—>0
dir.
Simdi, liminf s, alt limitini bulalim. k<n-1ise
n—w
n+l 1
S, — O p_iot =m(cn ~0, )+ k+l,_n§c+1(] n+k)a;
olup,
s >0 _n+1w ¢ k(k+1)
n=%n-k-1" 17kl k4 12(n-k+1)
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elde edilir. 0<g<—1— verilsin ve k=k(n)=[[en]] alalim. Bu durumda,

2
. n+l1 .
nlir){.xO P w,_._1 =0 olur. Boylece,
liminfs, 2s—-¢c
n—©0
olur. Buradan,
liminfs, 25
N—>0
elde edilir. (2.8) den lim s, = s dir.
n——>w
2.a, s-ye (C,1) toplanabilir ve na, <c (3c>0 i¢in) olmak sartiyla,
n=0
o o«
D> (-a ,) serisi goz oniinde bulundurulur ve Teorem 2.8 kullamilsa, ).a "
n=0 n=0

serisinin s -ye yakinsak oldugu goriiliir.

o) 0
Teorem 2.9. Zan s-ye (C,1) toplanabilir ve a, = O(1/n) ise Zan s-ye
n=0 n=0

yakmsar [1].

ispat'. Kabul edelim ki hipotezler saglansin. Bu durumda, {#|a o137 dizisi siirhdir.

5, =i1;pla .| alalm. Boylece, {5,}% dizsi sifira azalir ve nS, = O(1) olur.
n

(2.7) den

n k
lsn ~Opik lsmwn—l +56n+1

) 1/2

o nw, 1

yazilabilir. k =k(n) =l: 5 } alinirsa,
1

n+

lsn ~ Ok l < (2nwn—1 5n+1 ) 2

olur. Boylece, lim (2nw,_,6,.;)"? =0 oldugundan, lim s, =s dir.
n—»w

n—>w

! Bu ispat [1, sayfa: 86] dan alinmugtir.
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[e0] n
Teorem 2.10. > a, s-ye Abel toplanabilir ve s, = Zaj >—c¢ (3c>0 ve her
n=0 =0

n=0,1,... igin)ise > a, serisi s-ye (C,1) toplanabilirdir [1].
n=0
0 1 n
Teorem 2.11. Zan s-ye Abel toplanabilir ve - Y ka ¢ 2—¢ (>0 ve her
=0 k=0

n=1,2,... icin)ise X a, serisi s-ye (C,1) toplanabilirdir [1].
n=0

Teorem 2.12 (Hardy-Littlewood). Y.a n S-ye Abel toplanabilir ve na, >-c
n=0

a
(3¢>0 veher n=0,1,... igin) ise Zan serisi s -ye yakinsar [1].
n=0
n 0
Ispat. na, 2-c oldugundan %Zka  2—c dir. Teorem 2.11 den X @, serisi
k=0 : n=0

s-ye (C,1) toplanabilirdir ve Teorem 2.8 den, ). a » §-ye yakinsar.
. n=0

n n
Lemma 2.2. n>1 igin ¢!Y/12 (%) \/;<n!5e(%) Jn dir [1].

Jn &(4n Jn (4n) |
Lemma 2.3. X, =54—n-k§) ¢ ) el = an\2n) 15 X,=0(l) (n—>wx) ve

Y =0(1) (n—> o) dir[l].
Teorem 2.13. Zan serisi s-ye (E,1/2) toplanabilir ve a,, =o(n¥?) ise Zan
n=0 n=0

serisi s -ye yakinsar [1].

. n 1 &(n -
Ispat. sn=k§0ak ve 0',1, =5;k2=:0(k)sk olsun. goa” s-ye  (E,1/2)

toplanabilir oldugundan,



dir.
1 1 4n
G4n‘52n‘24n kz_:( (s =52,)
24n (Z +22+Z )

oldupunu goz Oniinde bulunduralim, burada 2 Z( )(s ¢ —San)>

3n-1 4n 47’! .
Y,= 2 ( )(sk Sy, ) VE D 3= Z( )(sk -s5,,) di.
k=n+1 k=3n
Simdi, a, =o(n"Y2) olup, k<4n igin Isk lSCJ; olacak sekilde bir ¢>0

sayisi vardir. Béylece, Lemma 2.3 den,

=z, l . 2 0(41?)‘/;:"(1)

24n

ve

5 (1)

Lz ,|<2 k

24n 24n ke 3

<22c( )( +1)Vn =o(1)

olur. &, —supJ—lakl olarak tanimlansin. \/—a =0(1) oldugundan, {&,}7 sifira

k>n

yaklagir. Boylece,

s (Ve
<k 3_”§jf—l2n (%)
Sz Eeno(3)
5 b))

4n
24n (2}1 28 Y

Sl

24n
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olur, burada Y, , Lemma 2.3 de tammlanmistir. Lemma 2.3 geregince,

1
24n

T ,|=0(1) olup,
55, =s+o0(l)
Ve S5,.1 =S5, =0(1) oldugundan,
s, =s+o(1)
dir.
Sonug 2.8. Llerst olsun. ian s-ye serisi (E,r) toplanabilir ve a, =o(n"¥?)

2 n=0

ise Zan s -ye yakinsar [1].
n=0

a0
Ispat. Teorem 1.15 geregince, Zan serisi s-ye (E,1/2) toplanabilirdir. Boylece,

n=0

0
Teorem 2.13 geregince, > a, s-ye yakinsar.
n=0



3. BOLUM
BANACH UZAYLARINDA TAUBERIAN TEOREMLER

Bu bolimde, terimleri bir Banach uzayindan alinan seriler i¢in bazi teoremler

ve sonuglar verildi.
Teorem 3.1. )_a, Banach uzayinda bir seri olsun. Eger 2°a, =s (C,1) ve
supn"an"<oo 3.1
n

ise Zan =g dir [2].

Ispat. s=6 almakla genellik bozulmaz, ¢iinkii s=6 ise by =a, —s, n>1 icin
b, =a, alarak an serisi tegkil edilebilir. Simdi,
S, =0y +a;++a,,

1 n
1§sk

alalim, Boylece, Ya, =6 (C,1) ile |1,[->0 (1) denkiir.

(3.1) deki supremumu M ile gosterelim. Bu takdirde, ¢ + 1< » i¢in

(n+1)t, —Zsk+ Z(sk -5, +5,)

k=0 k=q+1

=(g+)t, +(n-q)s, - Z(ak+1+ +a,)

k=qg+1
dir. Boylece,
1
(n—q)“sn"_é(q+1) tyl+ (D)t |+ M _§+](k T+ )
<(g+D|t, [+(n+D)|1, +—— Z(n k)
1k—q+1
M(n- 2
<@g+D|t, |+, +—2((—';%
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olur. Simdi, 0<&<1/2 ve g=n-[[en]] alahm. Bu durumda, yeterince biiyiik

n ler i¢in

[, l<2(Je, [+ bea )+ 52

kalir. 1/2(1-¢) <1 oldugundan, yeterince biiyiikk » sayilar1 igin “s 0 h < Hg olacak

sekilde bir pozitif H sabiti vardir. Bu ise ispat verir.

Teorem 3.2. ). a , Banach uzayinda bir seri olsun. Eger Zan =5 (A) ve (3.1)

sart1 saglamyorsa ) a » =8 dir [2].

Ispat. Ya, =s (A) olsun. Bu durumda, f(x)= 2 a,x* serisi, her bir
k=0

x €(0,1) i¢in yakinsaktir ve f(x)—>s (x—17) dir. Za” serisinin ilk terimini
degistirerek, s=6 kabul etmek genellikten bir sey kaybettirmez. (3.1) deki

supremumu M ile gésterelim.

a,x* serisi mutlak yakinsak oldugundan, O0<x<1 ve k=1 igin
k=0

I M8

"akxk”Ska/ksMx" olur. Simdi, s, =a,+a;+-+a, olmak Iiizere,

O<x<lve n>1igin

BAE LT B N e

n M 2
s-n2kla |+ 5 Tak +] 70

=n+1

L M
S(l—x)glk”ak T +| £ 0|

dir. x=1-n"! alaim ve f(1-n"1)— @ oldugundan, agik olarak

H=sup|s, |<o . (3.2)
n

dir.

Kismi toplamdan,
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iakxk =5, x" +”ilsk (xk —xkely
k=0 k=0
olup, 0 <x <1 ve (3.2) ifadesinden
Yaxk=(1-x)Xsxk >0 (x>17) (3.3)
elde edilir.
(3.2) ve (3.3) den
s,—>8 (C,1) 34
olur. Bu durumda, Teorem 3.1 geregince, (3.1) ve (3.4) sartlann Y,a, =6 sonucunu

verir. Bu ise teoremin ispatidir.

(3.4) ifadesini ispatlamak igin

()= 0 , 0<t<e™! ise
EW=1i1 | el <r<l ise

fonksiyonunu tammlayalim. n>1 igin x = e~Y” alalim, bdylece 0Lk <n olmasi
glxk)=g(e™m)=ekin
ve k>n olmas: g(x*)=0 olmasm gerektirir. Bu durumda

(1-x) Yxkg(xk)s, =(1-e¥n) s,
k=0 k=0

olur. (n+1)(1-e"Y7)—>1 (n—> ) oldugundan (3.4) ifadesinin dogru oldugunu

gostermek icin
0
G(x)=(1-x) XxFg(xF)s, 0 (x>17) (3.5)
k=0
oldugunu goéstermeliyiz.

Bunu yapmak igin bir p polinomu alalim ve 2= g — p diyelim. BSylece

G(x)=(1-x)Xxbn(x*)s, +(1-x)Xx*p(x*)s, (3.6)
olur.
Simdi, her bir r €eIN igin (1-x)/(1-x")>1/r (x—17) olup, (3.3)
ifadesi, (3.6) daki ikinci toplamin x — 17 igin &-ya yakinsak olmasim gerektirir.
(3.2) geregince ,

ll(l—x)Zx"h(xk )s, NSH(I—x)Zx" |h(x®)|
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yazilabilir.

&> 0 verilsin. Weierstrass yaklasim teoremi geregince [1, Sonug 5.40]
1
[ln)|at<e
0

olacak sekilde bir p polinomu segilebilir.

Ispat1 tamamlamak igin,

1
limsup(1-x) X x* |n(x* )| < [ |h(e)]dr G.7)

x—1~ 0

ya da bir degisken degistirmesi yapilirsa,
1 .
limsup 4 < [ |[n(2)|dt (3.8)
y—0* 0

oldugunu gdstermek yeterlidir, burada
A=yY. ¥ |n(e ) (3.9)
dir.
(3.8) ifadesini ispat etmek i¢in 0<y<1, w>3 alahm ve a=[[1/wy]],
B=[[w/y]] yazalim. Boylece, |
A=A, +4, + 4, (3.10)
olur, burada 4,, 0<k<a ilizerinden toplam, 4,, a+1<k < g iizerinden toplam

ve A;, k> f iizerinden toplamdir.

h nin teskilinden, 0<¢<1 i¢in |h(t)[ <D olacak sekilde bir D> 0 sayis1
vardir. Bu nedenle,
A £yD(a+1)<yD+Djw,

limsup 4, <D/w (3.11)
y—=>0*

olur. Ayrica,

2]
Ay <yDe7¥2 3 e~0/2
k=p+1

<yDe¥2 [(1-e~2/2),

limsup 4; <2De~¥/2 (3.12)
y—>0*
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a,=(m+¢,)p,, (3.15)
t, >0, (3.16)
t, —>m. (3.17)

(3.15) de {¢,}y ile gbsterilen dizi, &, > 8 (n—> ) olacak sekilde bir
dizidir ve m, X in bir elemanmdir.

Eger {1,}5, 0=4, <4, < -+ <4, > olacak sekilde bir reel dizi ve
g =Ap — A, ise, bu takdirde m=6 ile birlikte (3.15) goz Oniinde
bulunduruldugunda (3.16) elde edilir. Ozellikle A,=n ise na, =o(l) ve
T, = o(n) Klasik Tauberian sartlar1 elde edilir.

Simdi bir 4 toplanabilme metodu tamimlayalim.
4:S(X)-»>X

fonksiyonu verilsin, burada S(X), ¢(X) in bir {ist kiimesidir. ¢(X) deki her bir x
icin limA4x =limx ise A-ya regiilerdir diyecegiz. Eger, her bir x,y e S(X) igin
x+yeS(X) ve A(x+ y)=A(x)+ A(y) ise A4-yatoplamsaldir denir.
Eger
{a,++a,}eS(X) ve A{a;+-+a, }=5
ise X,a, serisi, X de s-ye A -toplanabilirdir denir.
Eger D.a ¢ S-ye A-toplanabilir ve {a,6}7 Uzerindeki sartla birlikte

2.a, =s ise {a,}y lizerindeki bu sarta 4 i¢in bir Tauberian sart denir.

Teorem 3.3. 4 bir regiiler toplamsal toplanabilme metodu olsun.

i) Eger (3.15) A4 igin bir Tauberian sart ise {f,}7 €c(X) de A4 icin bir
Tauberian garttir.

ii) Eger X lokal konveks uzay ve 4 i¢in bir Tauberian sart {¢, } 7 ec(X) ise
(3.15) de 4 igin bir Tauberian sarttir [2].

Ispat. (i) Kabul edelim ki (3.17) saglansin ve X.a, s-ye A-toplanabilir olsun.

Simdi a, =(Ql/qo)z‘1 ve n22 i¢in
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a,=(0,/9,1)t, —t,.,=+pt, -1,
diyelim. Boylece,

a,+-ta, =t +piti+tpt, (3.18)
olur. Hipotez geregi, A{a,+--+a,}=s ve t, —> m oldugundan, 4 mn regiler
olmas1 4(t)=m olmasim gerektirir.

Ayrica, —t yakinsak ve A(t+(-t))=1imf#=86 oldugundan, toplamsallik
geregince, (3.18) den,

2.pt; (s—m)-ye A-toplanabilir (3.19)
olur. Fakat, p,t, = p, (m+¢;) ve (3.15) 4 igin bir Tauberian sart oldugundan,
(3.19) daki ). p ¢t setisi (s —m) toplamina yakinsar. (3.18) den gdriiliir ki,

a;+-+a, >m+s—m (n—>o)
dir, yani ), a, =s dir.

i) (3.15) saglansm ve ).a ¢ S-ye A-toplanabilir olsun. Bu durumda, eger
£, =—m olarak tammlarsak
1 &
t, =m+§n—k§0qksk
olur. Ispati tamamlamak icin, ¢, >m (n—>w) yada 2.a, e =0 (n—>x)
oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki (3.14) saglansin. Bu durumda,

a,,|H <1 (3.20)

sup >
n k

olacak sekilde bir pozitif H sabiti vardir.
@-nin bir komsulugu N(6) olsun. Bu durumda, H-IN(8), @-nmn bir
komsulugudur ve X lokal konveks oldugundan, H “IN(8) komsulugunda &-y1
bulunduran, §-nin bir U mutlak konveks komsulugu vardir. £, > 6 (k—> x)

oldugundan, her k£ >i igin
g, 271U (3.21)
olacak sekilde bir i € IN vardur. (3.20) ve (3.21 ) den, her n € IN igin
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H' Ya, & 27U

k>i

olur. Her bir £ i¢gin a, , -0 (n—> ) oldugundan, her n> j i¢in

-1 -1
H kzs:‘a"’kgk e2-lU
1

olacak sekilde bir j € IN vardir. Béylece, 27! U mutlak konveks oldugundan, her
n>j icin
27'H13a, 6, €27V

dir. O halde, her n> j i¢in D, a niEx €N (6) olur ki bu, teoremi ispatlar.

Teorem 3.4. Bir 4 matrisi ile verilen regiiler toplanabilme metodu vardir 6yle ki

na, =0, A igin bir Tauberian sarttir, fakat na, — m, A4 igin bir Tauberian sart

degildir [2].

n
Ispat. neIN icin b, =1/n olarak tammlansin 8yleki B, = 35, > (n—> )
k=1

olsun. n; =1alalmve 1<n, <nj <--- segelim dyle ki, £ >1 ve Vr<n, icin

kB, <B (3.22)

oy
olsun. k>1iken n, ; <n<n, ig¢inve k=1 iken n=1 igin

A4,=4,(x)=x,-B,x (3.23)

Pret / B"k+1
ile bir 4 matris doniistimii tanimlayalim. (3.22) den anlagildig1 gibi 4 regiilerdir.
Aynca A, (B)=0,bdylece 2,b, 0'a A-toplanabilirdir. Fakat, nb, =1 ve 2.5,
wraksaktir.

Simdi, na, >0 ve >a . §-ye A-toplanabilir oldugunda da a =5
oldugunu gosterelim.

Ya . §-ye A-toplanabilir oldufundan, x, =a, +a, +---+a, olmak iizere,
4,(x)—>s (n—>x) olur.

Ve =%n > % = Ank » By =Bnk yazalim. Bu takdirde,‘(3.23) de n=n, ile

birlikte
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@y [ By =Y [ By = Vi1 [ Brs »
Vit [ B =y1/B _[él(ak /B)

olur. 34 sabiti igin
Yist =M + By kz} Eak /By) (3.24)
=l
oldugundan, (3.22) den dolay1 > (1/ 8, ) < dir.
@, —> s oldugundan, (3.22) den agiktir ki, (3.24) deki ikinci terim {e, T
dizisinin bir Toeplitz donilglimiidiir ve boylece y, , =Af, ; +s+0(1) oldugu

aciktir. Simdi, (3.23)
x,=4,+AB, +o(1)=s+ 1B, +o(1) (3.25)

olmasini gerektirir ve béylece,
1 n
5—2 ¢ =A+o(1) (3.26)

olur. Fakat (3.26) nmin sol tarafi, agik olarak, {ka,}7 sifir dizisinin bir Toeplitz

dontistimiidiir. Boylece (3.26), A =0 olmasmm gerektirir. O halde, (3.25) den
x,=s+o0(l) elde edilir ki bu, >a ¢ =5 olmasi demektir, dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Teorem 3.5. na, = O(1), (C,1) igin bir Tauberian sarttir, fakat

n+lzka =0

(C,1) i¢in bir Tauberian sart degildir [2].

Ispat. Teorem 2.9 geregince, na, = 0(1), (C,1) igin bir Tauberian sarttir. Bununla

beraber, eger a, = (~1)**! ise her n €IN i¢in

n
2. ka
k=1

Ll<@m+1)

ve Zak =-21- (C,1) dir, fakat Zak wraksaktir.
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Kabul edelim ki, X bir Banach uzay1 ve n,k €IN igin G, €B(X,X)
olsun.
G, (a)=ZGn,kak
doniisiimi ile tamimlanan G seriden-diziye toplanabilme metodunu ele alalim.

AG, =G, -G diyelim. Her zaman oldugu gibi, }.a, serisinin s-ye

nk+1

G -toplanabilir olmasi, G, (a)—>s (n—>») olmasi demektir. Ayrica, eger

sup"Gn (a)“ <o ise Y,a, G-smurhdir denir.
n

Asagidaki sartlar1 inceleyelim.
s&p"(AGn’k ) k1 “ <, (3.27)
G, =1 (n—>, herbirkigin), (3.28)
85 =Pk Gp )i | <0 (Berbir nicin), (3.29)
limsupg;! |2 p, G, ;x| >0 (her birx = igin). (3.30)
]

(3.28) de I, dzdeslik operatriinii gdsterir. (3.29) da, her bir » igin 2. p P Co
serisinin yakinsak oldugunu kabul ediyoruz.

Simdi su lemmay verelim.

Lemma 3.1. (3.27)<(3.30) sartlan saglansin. Kabul edelim ki, 2.5, X Banach

uzayinda G -suurh bir seri ve b, =(m+¢, )p, olsun. Aynca meX ve ¢, €X,

“gk ll —0 (k- ) olsun. Bu takdirde m= 6 dir [2].
Ispat. Kabul edelim ki m# @ olsun.
G, ,b, = G ,m+ G ,¢
= nk“k lc=lpk n.k k=1pk nkk

yazilabilir. Hipotez geregi, > p G, serisi yakinsaktir ve "s P "-—-) 0 oldugundan,

(3.29) dan anlagilacag: gibi, her bir # igin ) p « O € yakinsaktir. Boylece,
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Zkan,km=ZGn,kbk -ZPan,kfk (3.31)
dir.

Simdi gosterecegiz ki, g, >®© (n—>w) dir. A pozitif bir say1 olsun.

1+p, =0, /0., oldugundan, g(1+ P, ) sonsuz garptmu iraksaktir, buradan

0 r
lek|=oo olur. Boylece, dyle bir r vardir ki Zipk|>A olur. 1<k<r igin
k=1 k=1

x, =(sgnp, )m/ ”m" olarak tanimlayalim. Bu takdirde, grup normu tamm

[2, Tanim 2.1] geregince,

|| (3.32)

g€, 2 Gn’km

:
Zles

dir. (3.28) ve (3.32) geregince,

r
A<,

k=1

pklsﬁmsung
n

olur. Bdylece g, — o dir. Yeterince biiyiik » sayilan ig:in"l(A nk ) k1 "zl olmak
iizere An,k =g;1kan,k alalim. Ayrica, (3.28) ve g, —> © olmasi, her bir £ i¢in
lignA nk = 0 olmasm gerektirir. Boylece (4 A ), sifir dizisini sifir dizisine
doniigtiiren bir operat6r matristir. (3.31) den,

' 26yt |+|Z 4,00,

ZPan,kml[Sg;‘

elde edilir. sup| £.G,, b, [ <e0, g, > ve £ 4, ,#, -6 oldugundan,
n

limsup g -1 Zkan,km"= 0
n

elde edilir ki bu, (3.30) ile geligir. Bu ise lemmayi ispatlar.

Teorem 3.6. (3.27)-(3.30) sartlar1 saglansin. ” g, "—)0 olmak fizere, a, =¢, D>

G igin bir Tauberian sart olsun. Bu takdirde,

L
Ok

M=

IQk-lak —>m
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G i¢in bir Tauberian sarttir [2].

Ispat. Kismi toplamdan,

r r-1 r-1
_ -1
ZGn,kak - Gn,r Qr Qr—ltr + ZAGn,ktk + Zpk Gn,ktk
k=1 k=1 k=1
r—1 r
=G, ¢, +k§AGn,ktk +kz_:1kan’ktk

yazilabilir. [2, Teorem 4.5] den dolayi,

Gn,k

H=sup <o (3.33)
nk

dir. b, =t,, k22 igin b, =¢t, —t,_; olarak tammlayalim. Bu takdirde, ¢, —> m

kabuliinden, },5, m-ye yakinsar.
r=1

, -
glGn,k b, =G,,t, + EIAGM i (3.34)

oldugundan, her bir # igin Y. p G axty yakimsaktir ve

ZGn,kak =2.G, b, +Zkam,€t,c (3.35)
dir.
(3.34), (3.33) ve (3.27) geregince, her n,r i¢in
r

z:Gn,kbk

k=1 S(H+|I(AG"J< ) ke ||)Supl|fk "

ve boylece, sup" 2G, by “ <o olur.
n

2.a, G-toplanabilir olduundan, (3.35) den X.p,t, G-smurhdir. Fakat,

Lemma 3.1 gerefince m=6¢ oldugundan, p,t, =(m+¢,)p, dr. Burada,
” &, |l — 0 dir. Bunedenle, Db ¢ =0 olur.

[2, Teorem 4.5] den dolayi, lLim), G, b, =0 dir. Boylece (3.35),
" .
lirIankan,ktk =li£nZGn’kak =5 olmasi gerektirir. Fakat p,t, =p, &, ve

boylece, D p ¢fp =S olur.
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a,+-+a, =t, +pt,+-+p,t oldugundan, X a, =s dir. Bu ise ispat

tamamlar.
Asagida Teorem 3.7 de, lokal konvekslik hipotezinin, Teorem 3.3(ii) deki

sonucu dogruladifim gosterelim. Bunu yapmak i¢in, 0 < p <1 olmak iizere,
p
¢, = {x= {x, }:||x||=2|xk | <oo}

dizi uzaymda ahisacagiz. £ , deki topoloji, 4 €C, x,y &£ , igin [Ax| =417 -lx]| ve

%+ <] +[5] &
Z p’ lokal konveks olmayan bir lineer topolojik Hausdorff uzayidir. Eger -

a=(1-p)/p ve k-inc1yerdeki k£~¢ ile birilikte
x6) =(0,0,...,k7%,0,0,...)

ise x (&) - 0 d, fakat |y, | > p~! oldugundan
l . k) 7L> 7]
In = ”k=1

dur.

Teorem 3.7. 0< p <1 olmak {izere ¢ p uzaym ele alalim. Bu takdirde,

(C,1) i¢in bir Tauberian sarttir, fakat na, —> @, (C,1) icin bir Tauberian sart
degildir [2].
ispat. s, =1, + n+12sk
bagntisindan, ¢, — 6, (C,1) i¢in bir Tauberian sarttir.
Simdi a, =(aki)=(ak,1,ak’2,...) yazalim ve e, fp de k-mc1 birim

vektor olsun. Asagida gosterildigi gibi, ny,n, ,... dogal sayilarim segelim. ny>2

p-normu ile verilir. Dikkat edilirse
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alahm ve k<n; igin a4, =6 olarak tammlayalim. k=n, igin,
ay, =1/n; (n <i<n, +[[nip 11) aksi halde a,; =0 olarak tammlayalim.
ng<k<n +[[n{1] i¢in a,=-e /n, alahm. Bu durumda,

=[[nlp ]]/nlp olup, k=n, +[[nlp]] igin 5, =0 ve 1<k<n, +[[nf 1] i¢in

Sn,
”sk ”sl dir. Daha sonra, ¢ = (1+ p2)/p(1- p) olmak fizere,

n, >22P nll? 4210-p)q (3.36)
secelim. Boylece, n, +[[nlp H<n, -[[27 né’ 11 olur.

L 6 , n +[nf N<k<n, ~[[27n)]] ise
“ ey /2n, . nmy-l2Pnfll<k<n, ise

olarak  tamimlayalm. Bu takdirde,

Sp, “=[[2P né’ ]]/ZP né’ olup,
ny +([n Isk<n, ~[[2P nf]] igin s, =6 ve 1<k<n, icin |s,[<1 dir
Ayrica, n, +[[nf lI<k <n, olmasi "kak "51/21’ olmasin1 gerektirir.
Simdi, n, <k <n, +[[27 nj ]] i¢in
=7 qarnpy [
olarak tamimlayallm &yle ki, k=n, +[[27 nf 1 i¢in s,=0 ve

1<k<n, +[[2° n; 11 igin “s k |l.<_1 olsun. Ayrica, (3.36) geregince,
n, <k<n, +[[27 nf 11 olmasi “kak, "<1 olmastn gerektirir.
ny <n, <---<n; segelim ve bu durumda,
n >+ DYP ) £ 200D (i 41y (3.37)
lea,, n,-[[i? nip 11 ve n, +[[i1’nf 1] seklindeki terimleri igeren degerler igin
tanimlanir. Buradan,

s | <1 her % iginy (3.38)
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s, =0 (n, +[[iPn] NI<k<n,  ~[(I+1)P nf 1D, (3.39)

S “:[[ipn{’]]/ipn{’ >1 (i) (3.40)
dir. (3.37) geregince, eger
n, +[[iPnf N<ksn,, +[(+1)Pn} 1]

ise bu takdirde, ka, -8 (k—>x) dan, “kak||<2P/(1+i)P olacag1 agiktir.

n
(3.39) ve (3.40) dan {5} waksaktir. Geriye ¢, =%Zsk olmak iizere, ¢, - 6
k=1
oldugunu gostermek kalir. 7> n; alahm yle ki, 3i i¢in n; <n<n,,, olsun. Sadelik
bakimindan,

a(i)=n, ~[[i?n{ 1] ve B@E)=n, +[[i?n]]]

diyelim. n, <n< B(i) i¢in

1»3(1—1) 1 n;
c, == Zsk 28, += Zs
n (i) 7 Lin,
=4, A2+A3

oldugu goz oniinde bulundurulsun. Bdylece (3.38), |Al || <in, / nP <in, / nf

olmasini gerektirir. (3.37) geregince "A1 " <1/i dir.
5, mn teskili geregi,

n P 11
2.5, =iPn " Zrl’ <(in, )P

a(i)

oldugu agiktir. Béylece (3.37) den "A2"<1/i dir. n, <n<B(i) igin "cn ||<3/i

3“<1/i dir.

olugundan, agik olarak,

Ayrica, f(i)<n<a(i+1) igin "Cn “<3/i dir.

Son olarak kabul edelim ki, @ (i +1)<n<n, ; olsun.
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n

.S

k
l+a(i+l)

3 1
<—+—
1 np?f

Cn

: p?
<§+2p{(z+l)ni+l}
<= -

3 2°
<S4
I I+

1
oldugundan, (3.37) geregince 2n>n, , dir. Yukandaki sonuglar geregince

14
i+l

—0 (n— ») bulunur. Bu ise teoremin ispatim verir.

Cn
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