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NOTASYONLAR

A=(a,,) sonsuz matris

AcB A, B den zayiftir

A A =(a,,) matrisi tarafindan limitlenen sinirl dizilerin ciimlesi
||,4|| A limitlenebilen sinirh dizilerin # ciimlesinin normu

7 biitlin reel say1 dizilerinin ciimlesi

Z(T) T doniistimiiniin yakinsaklik alan

h(A) A= (a,,) matrisinin 4(4) normu

liminf limit inferior(alt limit)

lim sup limit superior(iist limit)

N(A4) A =(a,,) regiiler matrisinin normu
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OZET

Bu ¢alisma iki béliimden meydana gelmistir. Ilk bolimde temel tamim ve
teoremler verildi.

Ikinci béliimde sinirli yakinsaklik alanlar incelendi.



ABSTRACT

This study consist of two chapters: In the first chapter, basis definitions and
theorems were given.

[n the second chapter, bounded convergence fields were examined.

G YORSEKOGRETIM KURDLU
BOKUMANTASYON MERKEZ]



1. BOLUM

Bu kesimde ileride sik¢a kullanacagimiz tanim ve sonuglari verecegiz.

1.1. Limitleme Metodlan

o={s,} (n=12,...) seklindeki biitiin reel say1 dizilerinin ciimlesini 7 ile
gosterelim.
Bilindigi gibi
o={s,}, 7=1{1,}
dizileri verildiginde Vn € IN i¢in s, =¢, ise o =7 dur.
7 tizerinde toplama ve bir reel sayi ile carpma islemleri
oc+t={s, +t,}
aoc ={as,}
seklinde tanimlanur.
7 asagidaki ozellikleri agik¢a sagladigindan bir vektor uzayidir.
. o+7=1+0
i. pr(c+r)=(p+o)+71
ii. p+o=p+7 =>0=1
wv.a(c+7)=a.0c+a.rt
v. (a+b)r=a1+br
vi. a(b.o) = (a.b)o
vil. [.o=0
7 nin sifir elemani biitlin terimleri sifir olan & = {0} seklindeki bir dizidir.

T:7>7 ) .
Burada seklinde bir doniislim tanimlamak
oc—->T,

mimkiindir. (7, , 7(o) seklinde de gosterilebilir) Dontistimlere basit 6rnek olarak 7
ozdeslik ve sifir doniistimleri verilebilir.[1]

l.o=c

0o=6



Tamm 1.1.1: 0,7 €Zi¢in T ve T, tanimli, a €lR igin; T(oc+71)ve T(a.0) da

tammh olmak lizere
. T(oc+1)=T(o)+T(7)
it. T(a.0)=a.T(o)
esitlikleri saglanirsa 7 ye lineer denir.[1]

Her lineer doniisiim ; 7, € C olan biitiin o dizilerinin olusturdugu 7(7’)

yakinsaklik alanina sahiptir. Yani

(1) = {0 = {s,}:T, = {1, )1, — t(n —> )}

dir. Burada C yakinsak dizilerin vektor uzayidir.

Tanim 1.1.2: Eger o €7(T) ise T, = {t,,} olmak lizere

limr, =t
n—>w

dir. Buradatye onin T limiti veya T —lims, denir.[1]

Teorem 1.1.3: Eger 7 bir lineer doniisiim ise 7(7") yakinsaklik alani bir vektor

uzayidir.[1]

Ispat: Kabul edelim ki o,7 €2(T) ve a € IR olsun. o,7 € Z(T) oldugundan T

ve T, yakinsaktir. T lineer oldugundan

T(oc+1)=T(c)+T(7)
T(aoc)=al(o)

dir. Yani o+7 ve a.c € Z(T) dir. Boylece 7(T) toplama ve skaler ile garpma
islemlerine gore kapalidir. Bu iglemler 7 tizerinde de saglandigindan 7 (7T) bir vektor

uzayidir.[1]

Tamim 1.1.4: Sinirli dizileri sinirh dizilere doniistiiren bir lineer doniisiime limitleme

metodu denir.

[ 6zdeslik ve sifir doniistimii birer limitleme metodudur.[1]

N 1
ORNEK 1.1.5: 1, =§(s,,+sn+l)(n=1,2,...) seklinde tamimlanan doniisiim bir

limitleme metodudur.[1]



Gergekten

1 1 1
= Elsn '*'Srz+l|S E(ISnI“"[SnHl) < E(K+ K)y=K

1
]tnl= li(sn +sn+1)

) T(o+1)=T(s, +1,,5, +t5,...,5, +1,,...)

1
= ;‘(S” +tn +Sn+l +t11+l)

“

= _[(Sn + Sy ) + ([/1 + l/7+l )

—_ N | —

|
= '—(Sn +S,1+[)+§(ln +[n+|)

[\

=T(o)+T(1)
i) T(aoc)=T(as,.as,,....as,,...)

1
= E(CIS" +as, )
a

it

To
dir.

n
ORNEK 1.1.6: t, = Zsk(nzl,l...) ile verilen donlisiim bir limitleme
k=1

I |~

metodudur.[1]

H

ZSA-

k=1

1
|tn] =

SIMPESY
<— ) Is,|f—) K=K
n n/:;k n2

Lineerligi bir 6nceki 6rnekteki gibi gosterilebilir.[1]

Tanim 1.1.7: T bir lineer doniisiim olmak {izere Z(7) yakinsaklik alani biitiin

{s, } yakinsak dizilerini kapsar ve
T -lims, = lims,
ise T ye regiiler denir.[1]
- 1
ORNEK 1.1.8: ¢, = 5(5,, +5,,1) 1le tammlanan 7 doniistimi regiilerdir.[1]

s, = §(n — =) olsun.



lim¢, = lim[% (s, +S,:1)]
1. | .
= —2-11m(sn +5S5,41) = E(Ilmsn +lims, ) ==

olup ¢, — s(n — ) dir

7(T) yakinsaklik alami ayn1 zamanda bazi 1raksak dizileri de igerir.

Ornegin o = {s,} = {1,0,1,0,...,1,0,...} dizisi i¢in 7 déniislimiinii
T(s,)=t, =s,, alahm.

T(o)y=1{t,} = {57, ={L1L,....1,...}

olup T-lims, =1 yani o € Z(T) dir.

" 1
ORNEK 1.1.9: ¢, = 5(5‘,, —5,,1) 1le tanimlanan limitleme metodu regiiler degildir.
Clinki bu déntisiim biitiin yakinsak dizileri ,bir sifir dizisine doniistiiriir. Gergekten

1 1 1
s, = s(n — ) ise lim?, = lim[z (8, =S )]= ;lim S, —Elims,m =0 dir.[1]

Tanmm 1.1,10 :{s,} bir reel terimli dizi ve 4 da {s,} dizisinin alt dizilerinin

limitlerinin ciimlesi olsun. Sup4 ve Inf4 sayilarina sirastyla {s,} dizisinin iist limiti

ve alt limiti denir. Ust limit limsups, veya lims, . alt limitliminf s, veya lims, ile

gosterilir.[2]

Teorem 1.1.11: {s,} sinirh bir dizi olsun. Bu taktirde

liminf's, <limsups,

>0 n—>o

dir.[3]

Teorem 1.1.12: i) {a,}, lima, = L olacak sekilde bir dizi olsun. Bu taktirde

limsupa, = L =liminfa,,
n—»w® n=rx

ii) {a,} sirh bir dizi olmak iizere

limsupa, = L =liminf g,
H—xn H—=w

ise lima, = L dir.[3]

n->x



Teorem 1.1.13: {a,} ve {b,}:her ne€IN igin a, < b,olacak sekilde iki sinirh dizi

olsun. Bu taktirde

limsupa, <limsupb,

H—® oo

liminf a, < liminf b,

h—>w n—>xn

dir.[3]
Sonu¢ 1.1.14: x,y e IR veher £> 0 i¢in x < y+¢ ise x <y dir.[3]

Sl + 5, +.”+sn . . .. ’
Tanim 1.1.15: 1, = ——— ile verilen limitleme metoduna CESARO metodu
n

denir.[1]
Teorem 1.1.16: Cesaro metodu regiilerdir.[3]

Ispat: Verilen her & > 0 igin en az bir N e IN vardir 6yle ki her n> N igin

L-eg<s, <L+e¢

e $) + 8,4 +S, r
dur. Her n2> N i¢in t, = ————— olsun. Burada ¢,’i
n

_SiES oSy | Sy FSuan S,

n

n n
seklinde yazabiliriz.

(n—IV)(L"‘E) < S/V+l +SA’V+2 +“'+Sn < (I’l— N)(L+8)
n n n

oldugundan

C=s, +8,++s,

olmak lizere

C (n-N)L-¢ C (n-NYL+¢)
— <, <—+
n n n n

dir. Teorem 1.1.13 den

C - N)L- C - N)L+
lim sup(—+ (_n_)_(_a‘l) < limsup¢, < limsup(—+ (n })1( £) )
n

n—o n—x n-—>o0

esitsizligini yazabiliriz.
C (n-N)L-
fim( S+ PRI, o4 (-

n—xo 1



lim(—

C+_§n__Mi'_€)_)=0+(L+g)
n—o 1 n

oldugundan her ¢ > 0 igin

L-g<limsupt, <L+¢

olur. Sonug 1.1.14 den

L<limsupt, <L

n—o

olur ki bu da limsup¢, = L demektir. Benzer olarak

liminfs, = L
dir. Teorem 1.1.12 (ii) geregince
lim¢, =L

yazabiliriz ki; bu da istenilen sonugtur.
Tanmim 1.1.17 (MATRIS LIMITLEME METODLARI):

En onemli limitleme metodlar: bir sonsuz matris ile temsil edilir.

a1 di2 .- 4y

dap Ay d2p
A = (amn) 3

Ami App D

olsun. o = {s,} dizisi i¢in {s,} nin A, donilisiiml, matris ¢arpimi ile tanimli {z,}

ni

dizisi mevcut olmak iizere

T

[m = Z CIIHHSI'I

n=|

seklinde tanimlanir. Yani

ayy aa ai, 51 ap s, +al282+'--+alnsn+~--
ayy ass as, %) anis +a2232+---+a2nsn+---
Ami 9m Aun -+ S Ap1S) T Ay Sy + Ay Sy +
L - . . - L . | L : |




= Z aZnsn = : dir.

Bu doniistim agik¢a lineerdir.[1]
Sonug 1.1.18: Her regiiler matris bir limitleme metodudur.[1]
Simdide bir matrisin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 verelim.

Teorem 1.1.19 (SILVERMAN-TOEPLITZ): 4 = (a,,,) matrisinin regiiler olmasi

icin gerek ve yeter sartlar

x

i) Herm igin ).

n=1

a,.,| < K olacak sekilde bir K sabiti var.

ii) Herni¢in lim «,,, =0.
>

i) lim Y a,, =1.[1]
I)Z—-—)J’anl
Tanm 1.1.20: 4 ve B iki doniisiim olsun.{s,} dizisi hem 4 hem de B

toplanabilirse 4 ve B ye{s } dizisi i¢in karsilagtirilabilirdir denir.[4]

Tamm 1.1.21: 4 ve B iki doniisim olsun.4 ve B herhangi bir dizt igin
karsilastirilabilir olmak iizere, bu dizinin 4 doniisiimii ve B doniisiimii ayni degere
yakinsiyorsa, yani

A-lims, = B-lims,
ise A ve B ye tutarlidir denir[4]. Eger bu dizi simurhi ise 4 ve B ye b—tutarlidir

denir.[1]

Tanmm 1.1.22: 4 ve B iki doniigim olsun, eer 4 toplanabilir her dizi B

toplanabilir ise 4 ya B den zayiftir denir ve 4 < B yazilir.[4]



1.2. 0, 0o SEMBOLLERI

Tamm 1.2.1: f(x) ve g(x) fonsiyonlar1 verilmis olsun sabit bir x; noktas i¢in
kabul edelim ki g(x) , x,’in agtk bir komsulugunda pozitif ve siirekli olsun . Bu

durumda

1) xo "1n agik komsulugunda | f(x)|< K.g(x) olacak sekilde bir K sabiti varsa
f(x)=0(g(x)) (x > x,) dir.

o . f(x) :
i) Eger lim ?)* =0 1se f(x)=o0(g(x))(x—> xy) dir.

o3
Bu tamimda x; sonlu veya sonsuz olabilir ( x,’1n sonsuz olmas: halinde . x
noktasinin agik bir komsulugunda pozitif ve stirekli olmasi sart1 yerine , yeterince
biiyiik x ler i¢in g(x) in pozitif ve siirekli olmasidir , yani x > ¢ igin g(x) pozitif
ve stirekli olacak sekilde & sayisinin mevcut olmasidir), sarti olmalidir.[4]
Ozel olarak f = O(1) f ’nin simirli oldugunu ifade eder. f = o(1) ise f — »
demektir.[5]

ORNEK 1.2.2: x >3 i¢gin | 5x° +2x+3|=5x" +2x +3 < 6x° olup

Sx2 +2x+3= O(xz)(x — ©)

dir.[4]

ORNEK 1.2.3: [sinx|< 1, lim —— = 0 oldugundan sinx = o(x)(x - %) olur.[4]

x—=o X



2. BOLUM

2.1. SINIRLI DIiZiLER: Bu boliim bir matris tarafindan limitlenen sirh diziler ile
ilgilidir. Sonug 1.1.18 de her regiiler matrisin bir limitleme metodu oldugu verildi.
Buradaki ilk basit ispatlarin BRUDNO tarafindan yapilmasina ragmen, ¢ogu teorem
MAZUR ve ORLICZ tarafindan incelendi. [1]

Tanim 2.1.1: 4 = (a,,) bir limitleme matrisi olsun. Eger
Ay =0 (n< A(m),n 2 p(m))

olacak sekilde (A(m) T oo, u(m) T 0) dizileri varsa A ya bir kesme matrisi denir.[1]

LEMMA 2.1.2: 4= (a,,) bir regiiler matris olsun. Bu durumda {p,},p, T bir
dizi ve B = (b

mn

) bir kesme matrisi olmak iizere

lim (Z A0Sy men 5,)

m—>wo
n=1 n=1

dir.[1]

Ispat: u(k);
u1)>1
u(k) > p(k ~1) (m< k)

i(k +1la,,|<2"*

n=p(k)
olacak sekilde segilsin. Eger
p,=1 (n<u(l)
=k+1 ((uk)ysn<ulk+1))

ise
w  ur+i)-1
1- 2-
S Pl =3 2 r+Dla, < Zz =g
n=uim) r=m  n=u(r)

ve her m igin Z p,la,.| yakinsaktir. Ayrica

n=1

0 (n=12,-")

ml=

limja
mn—>x
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oldugundan m2=m, (p=1.2,-)igin

r 1
Z_I:p,,lamnls —

oldugu agiktir. Diger taraftan m, > m, ,. (p =23, --) alabiliriz. 1(m),
A(my=1 (m<m) ve
A(m)=p (mp <m< m/“,)
olacak sekilde secilsin ve
s,/ H.p, (n=12,-")
b, =a, Am+1<n< u(m))

b, =0 (n<A(m)) veya (n> u(m)) ise

nn
hm (Z amn n Z b/nn‘sn ) =

M=E =) n=1
dir.
{A(m)} ve {u(m)}’in insastnin sinrlt diziler iginde gegerli oldugunu

belirtebiliriz.

Teorem 2.1.3: 4 = ) bir regiiler matris olsun. Bu durumda bir {p,}.p, T =

”1’1

dizisi ve Zx” = , x, V0 olacak sekilde pozitif bir {x,} dizisi varsa s, = O(p,)

n=1
seklindeki {s,} dizisinin A tarafindan sifira limitlenmesi igin gerek ve veter sart
{&} siirht ve |£ & |= O(x,) olmak tzere {Ss,} formundaki her dizinin .

tarafindan limitlenmesidir.[1]

Ispat: Sadece {s,}. s, = O(p,) dizisi ile ilgilendigimizden 4 y1 bir kesme matrisi
olarak segebilecegimiz lemma 2.1.2°den agiktir. Bundan baska
a,, =0 (n>m)
oldugu kabul edilebilir aksi taktirde bu sarti saglayan denk bir matris, .4 mn
satirlarinin tekrarlanmasi ile insa edilebilir. Kesme matrisinin insasindan {A(m)}
Am)—A(m-1)<1 (m=23,-)
ilave sartini saglar.

{m,} dizisi m, =1. A(m,) = m,_, olacak sekilde, {x,} dizisi
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(Amy<n<m), Z X, =—

X, = —————
k(mk _mk—l) Ay )+l
olacak sekilde pozitif ve monoton azalan ve {p,},p, To,p, <p, ve p, <logk

(k=12,--) seklinde secelim. (Burada p, lemma 2.1.2 deki gibi segiliyor). Bu

durumda, eger

€
mo<m<m,, , Dla,l<M,|s|<Hp, |E<K vel|&-¢&_|<Cux,

n=1
ise

m m "

I tﬂl I=I Zanmé:nsn ISI Z (5"1 - 5" )aIHIl n l + I él}l I ’ Zallln n "'( 1 )

n=l n=Almi+] n=A(m)+l

m sonsuza giderken bu toplamin ikinci kisminin limiti sifirdir. Ayrica

m

x
Z (éu - é:n )anm sn I < max | im él I Z | anm |[ Y”

0 A(nny<nsm
n=ionny+l n=1

My oy

<H Mlogk+1) Y |& ~& |l
n=Aiim)+1

ny

<C.H Mlog(k+1) Y x,

n=Ai(mg )+

11
< C.H. M.log(k + 1)(—+—
og( +)(k+k+])

olup sartlar gereklidir.

Kabul edelim ki {s,}, A tarafindan s 0’a limitlensin. Z.\'H =%

n=1
oldugundan O ile 1 arasinda salinan ve |£ —¢& _|= O(x,) esitligini saglayan smirh
bir {£ } dizisi segebiliriz .

lim&, =1 , 11m|§
pox r

III

olsun. (1) den

lim|¢, |=ls] , lim|¢, =0 ~(2)
p—n 4 Y ¢

oldugu aciktir ve {5 } seklindeki her dizi 4 tarafindan limitlenemez. {£} . £ =1

o

(n=1.2,---) oldugundan
é; = 0(1) ” 6,, _gm—l = O(xn)
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esitlikleri saglanir. Dolayisiyla {s,} dizisi A4 tarafindan limitlenebilir. Bu ise ispati

tamamlar.

Tanim 2.1.4: 4= (a,,) ve B=(b,,) regiiler matrisler olsun. Eger her B limitlenen
siurh bir dizi 4 limitlenirse, 4 ya B den b —kuvvetli denirve 4 2 B veya Bc A4

yazilir.
Eger Ac B ve B¢ A ise A ve B ye b—denk denir.[1]
) regiiler matrisler olsun. Sabit bir {#,} u T

Tanmm 2.1.5: 4=(a,, ) ve B=(b

mn mn

dizisi igin s, = O(x,) seklindeki her B limitlenen {s,} dizisi, 4 limitlenirse 4 ya

B den u, —kuvvetli denir[1]

Tanim 2.1.6: 4= (a,,) ve B=(b,,) regller matrisler olsun. Eger bir , {u,}

mn

u, T oo dizisi igin her {s,} (s, = O(y,)) dizisi ayn1 degere hem A4 hem de B

limitlenirse 4 ve B ye u, — tutarhdir denir.[1]

) regiiler matrisler ve 4, B den

Teorem 2.1.7: Eger 4A=(a,,) ve B=(b

mn mn

b—kuvvetliise 4 ve B b—tutarhdir.[1]

Ispat:Eger 4 ve B, b— tutarh degil ise

A-lims, =1 ve B-lims =0
olacak sekilde sinirli bir {s,} dizisi segebiliriz. Teorem 2.1.3’den B limitlenebilen
fakat 4 limitlenemeyen {£s,} seklinde sinrh bir dizi mevcuttur. Bu 4 o B olmasi
ile bir ¢eligkidir.

A= (a,,) matrisi 4, =5, (m=12.-) ve

min

B=(b

,) matrisi B, =s, . (m=12,-)

déniigtimleri ile tamimlanirsa, sirasiyla 4 ve B; 1,0,1,0,---, dizisini 0’a ve 1’e
limitler. Bu hem 4 hem de B den b-kuvvetli regiiler matris olmadigin belirtir,
¢linkii bdyle bir matris her iki matris ile b-tutarli olmak zorunda olacaktir.

Gergekten bir 4 =(a,,) regiler matrisi tarafindan limitlenen bir simrh

mn

dizinin degeri 4 tarafindan limitlenen simirli dizilerin vektor uzay: tarafindan tek
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olarak belirlenir. Bu vektdr uzaymna ait olan biitiin dizileri limitleyen her matris

uzaydaki her bir sinirh diziyi 6nceden belirlenen degere limitler.

Teorem 2.1.8: Egerd =(a,,) ve B=(b,,) regller matrisler ve A4, B den

4, -kuvvetli ise bir p, T oo (p, < u,) i¢in 4 ve B p, -tutarhdir.[1]

Ispat: Teorem 2.1.3 deki gibi bir{p,} p, Too dizisini kullamrsak; eger
{s.},5, = O(p,)sifira 4 limitlenirse, {£s,} dizisi de 4 limitlenebilir burada {£}

teorem 2.1.3 deki sartlart saglar. p, Too ve p, <min(y,,p,) (n=12,--) olmak

lizere {s,},s, = O(p,) dizileri i¢in teorem 2.1.7 nin ispaundakine benzer bir ¢eliski

kullanilabilir.
B = (b, ) matrisi

BI = _Sl ’ Blll = 2Sm - S

m+1

(m=123,)
dontistimleri ile tanimlansin. Bu durumda eger {s,}, s’ye B limitlenirse

S,.=B,+2B, +-+2""B,

m+1 -1

|
2/11+1

_ m+1_l_ . _1__
=2 [4B,+--+ B,  +

B
2 m m ]

olur. C =) 27*"'B, mutlak yakinsak oldugundan

k=1

S

m+1

— C.2m+l +2m+|[2—m—2B +]

m+1

=C2" +[% B, +-]
=C2"™ 4§
dir.
5 =tpiip L.
= 5 B 7 B

s ye yakinsayan bir {B,} dizisinin bir regiiler déniisiimii oldugundan {5,} dizisi
s’ye yakinsar. {C.2"*' + 5} dizisi;

4, =28 —(1+27"8 . (m=12,-)

m+l

dontisimii ile tamimlanan 4 = (a,,) matrisi tarafindan limitlenebilir. Bununla

birlikte
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A-1lim2™!' =1
ve biitlin B limitlenebilen diziler 4 limitlenebildigi halde 4 ve B. «-—tutarh

degildir.

Tanm 2.1.9: 4=(a,,) ve B=(b,,) regiiler matrisler olsun. Eger 4, B den

b—kuvvetli ve 4 en az bir B limitlenemeyen smirh bir diziyi limitlerse 4 ya B

den kesin olarak kuvvetlidir denir ve 4 > B veya B A4 seklinde yazilir.[1]

Teorem 2.1.10: Eger 4= (a,,) ve B=(b,,) regiiler matrisler ve 4> B ise bir

s

C=(c,,) regiler matrisi vardir &yle ki

A>C>B
dir.[1]

Ispat: 4 limitlenebilen fakat B limitlenemeyen bir dizi {s,} olmak iizere

A-lims, =0 olsun.

B,=2.b,s (m=12.--)

n=1

ve kabul edelim ki limsupB, =s# 0 olsun.(Eger lim supB, =0 ise {-s, }dizisi

gerekli dzelliklere sahip olacak) Bu taktirde

limsupB, = A11_1)13 B, =s

n—-an

olacak sekilde bir {m, } dizisi vardir. {m, }indisleri ve B ‘nin satirlar1 yardimiyla bir
regiiler B = (b,,) matrisi

b, =b (k,n=1.2,-)

kn m.n

olusturabiliriz. B niin satirlarinin tekrarlanmasi ile
by, =0 (n>k)

olacak sekilde B" = (b,,) olustururuz. Eger

n

tm = Z bku Sn

N=t

teorem 2.1.3 dekine benzer bir analizle bir {&s,} dizisinin varhg gosterilir ve

{k,}ve {k,} indis dizileri (2) esitligini saglar yani
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lim [, |= lim| Sb &5, Hs ~(3)

n=l

lim|z,, |= 11mIZb" 50 1=0 (4

dir.
Aym zamanda {¢ } dizisinin 4 matrisine de uygun segildigini kabul
edebiliriz 6yle ki teorem 2.1.3’e gére A—lim¢&,s, =0 dur. C=(c,,, ) matrisi

Copn = bm, a oo Cpn T a. ., (/",l’l = 1527' : )

olacak sekilde tanimlansin .

Acik olarak C-lims, mevcutsa 4—lims, mevcuttur ve 4 2 C dir. ayrica
{s,} smurh ve B-lims, =s mevcutsa C-lims, =s mevcut ve C2 B dir
A-lims, =0 ve B -lims, =B ~lims, =s oldugundan {s,} dizisi C
limitlenemez ve 4> C dir. Bununla birlikte A-lim&s, =0 ve (4) den
C—-lim&s =0 oldugu agiktir. (3) ve (4) birlikte ele alindiginda {£s,} 'nin B

n-n

limitlenemedigi goriiltir .Sonug olarak 4 > C o B dir.

2.2. DUZGUN LIMITLENEBILIR DiZILER

Bu béliimde bir regiiler matris tarafindan diizglin olarak limitlenen dizilerin

climlesini inceleyecegiz.[1]

Tamim 2.2.1: E dizilerin bir climlesi olsun. Eger {s,} € £ i¢in

x

‘Z DSy SI< &, (l’}’l = 1.2‘. )

n=|
olacak sekilde bir{s,} (s, ¥+0) dizisi varsa , E ye bird =(a,,) regiiler matrisi

tarafindan s ye diizgiin olarak limitlenebilir denir.[1]

Tanmm 2.2.2: E sinrh dizilerin bir ciimlesi olsun. Her {s,} € £ igin
Is,|<H (n=12.--")

olacak sekilde bir H varsa. £ ye diizgiin stnirlidir denir.[1]
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Tamm 2.2.3: {s, } ve {£ } birer dizi olmak tizere, eger
|s, 16,1 (n2N)
olacak sekilde bir N varsa, {s,} dizisi {£,} sinirhdir denir.[1]
<y o, o (k=12,---) dizilerin sayilabilir bir ctimlesi
{m},(k=12,--)

1
Gl< (nzmb)l<r<k)
ve {£ } dizisi de

=1 (<ml) , &=y (mB)Sn<mk+D)

olarak tanimlansin.

Bu durumda {£*}, her bir & ve & {0 i¢in {&} simrhdir.[1]

Teorem 2.2.4: A= (a,, )bir regiller matris ve{s'} (k=12.---) her biri 4
tarafindan sifira limitlenen diizgiin sinirh dizilerin sayilabilir bir ciimlesi olsun. Bu

durumda sifira diizgiin limitlenen {t*} simrli dizilerinin bir ciimlesi vardir 6yle ki

sk =t =Nk, k=12,-") , ]t,’,‘lSls,’jl (nk=12,--)

n n

dir [1]

Ispat: 4 (s5)= Za”ms,'j (k.m=12,---) ve ¥ =supld,(s5) (k=12.-)

m
n=i mar

olsun.¢*$ 0 (k=12,---) oldugundan bir {£,}. ¢, ¥ 0 dizisi vardir 8yle ki

m

£4, (s5)) her bir & (k=12.---)igin {£,} swurhdir. Dolayisiyla IA,,,(S,A,' <<,

m

(m > N(k)) olacak sekilde bir N (k) vardir.
ISKISH (mk=12.), Y la,,|<M (m=12,-) olsun. {1(m)} ve {u(m)};
Am)y—A(m-1)<1 (m=23,--)

Al

=]
zl @iun ]< 8"' ? ZI amn |< Em (m = 1,2-,' * )

n=j n=pu(m)+l1
(&, ¥ 0olmak iizere) olacak sekilde segelim. {m(r)}
Am(r)) = u(m(r =1)) (r =2,3,---),m(1) =1
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olacak sekilde indislerin dizisi olsun.
{t,’,‘ } y1 insa etmek i¢in p vyi l(m[p p— )]) > u(N(k)) olacak sekilde
secelim ve
1t =0 (< 2m 22Dy
t = %s,’;[,i(m[&z"llw -1)<n< l(m[p—(’;_—l)+r])] (I1<r<p)

=5t (n> 2m 221y,

-

yazalim. Burada agik olarak | ! |<|s* | (n,k =1,2,--) dur.

1) Eger m< N(k)ise |Z a, t|1<H, Z}am,,|< He, dir.

n=1 n=p(m)+1

p(p+1)

] ise

i) Eger m < nif

Zlm)

B
IZ all"l n I l Z (lﬂlll n I+‘ Z (IIIIH n

n=1 n=| n=itnnyrl

{n1)

< HZ ' CIUIH |+‘ Z alllll n

n=| n=|

<7Hg +(;H

dir.
iii) Eger
m(ﬂpz——l)-t»r—l) <m$m(ﬂ%—ﬂ+l’) (Isr<p)

ise ve A(r) yi ).(m[@*-"])

Al uinr) utm)
o

= r I
|Z anm n ’ l Z anm’n |+l Z mn n l+l Z nm u l+‘ Z amn n

n=1 n=1 n=A(m)+1 n=A(r)+l n=pu(my+l
r A(mn) H uimy
SH(+7) Y [a,, l+— IZa,,,,, S Yla,kH+D) Ya,]
p n=1 n=1 n=i(ri+l n=p{m)+|
r HM
<4He, +—(, +——
p
HM

<4Hg, +¢, +——

dir.
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iv) Eger N(k) < m< m(Z (p Dy ve 1(0) yerine A(mZ (p “D ) alirsak
L H(m)
|Z a”lrl n |< —l Z af"" n |+, Z afn" n
n=l n=2(0)+1 n=p(my+i

dir (Eger A(0) > u(m) ise sag taraftaki ilk toplam sifir olarak alinabilir). Bu ise

HM
<—+H.
|Zamn n I p + 5

n=1

olmasini gerektirir.

v =4Hg, +(. + HM,[m (p(p—) mSm(p(L;Q)]
olmak iizere her m ve k i¢in
S antilsy,
ve v, ¥ 0 oldugundan ispat tamamlanir.
Tanim 2.2.5: 1—1+1+l—l——l+---+l+l+---+l———l—---—l+---
2 2 2 2 n n n n n n

serisinin {u, } kismi toplamlar dizisini ¢ - dizisi olarak adlandiracagiz.[1]

Teorem 2.2.6: 4 = (a,,)bir regiiler matris {1(m)} ve {u(m)};

mn

Am)=A(m -1 <1 (m=23,+)

Aln)

lim ZI D I_ hm ZI amn -

m—w
n=l n =uim)

olacak sekilde diziler ve {u, },c —dizisi olsun. Eger {s/} (p =1,2,---) A4 tarafindan

sifira diizgiin limitlenen, diizgiin siurh dizilerin sayilabilir bir cimlesi ve {m, }:
Alm, )2 u(m,) (k=12,--9)

olacak sekilde bir indis dizisi ise {s,} sinrll dizisi A tarafindan sifira limitlenir.

Burada
s, =u,S) (Am, ) SAm)Sn<Amy, )< A(m,,.00)) (p=2.3,)

s, =S5,,(n<A(m,))

n

dir.[1]
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ispat: {s,} teoremde tammlandig1 gibi olsun,

o0

>la,, |sM (m=12,) vels; <H.> a,s!i<¢, (mp=12)

n=1 n=1

(burada ¢, 4 0)

Mooy SMY Sy <ML, 18I0
L) A(m) Hlm) u(m)
r
‘Z a mn n |<l Z amn n |+uk Z anm n |+l uk uA+l ” Z anmsn |+| Z amn n
n=1 n=Aimi+! a=Alm ) n=ptmy-|
dir(Eger A(m,,,)> u(m) ise Ugiincii toplam sifir olarak alinabilir). Buradan
* A(m)
I Zamn n ]—' 2HZ| 2. ‘+ 2H ZI A l+ u, [ Zamn n l +5 MH
n=| n=l n=u(m)+1 n=l
Alm)
SZ Zlanm |+2H Zlamn |+§”1+MH5
n=| n=g(n )+l

ve {s,}dizisi sifira 4 limitlenebilir.

Teorem 2.2.7: A=(a,,) ve B=(b,,) regiler matrisler, A2 B ve E diizgiin

min

sinirlt dizilerin bir ciimlesi olsun. Eger E ;B tarafindan sifira diizgiin limitlenirse, A

tarafindan da diizgiin limitlenir.[1]

Ispat: Eger E dizilerin sonsuz bir climlesi ise ispat agiktir. Kabul edelim ki £ ; 4
tarafindan stfira diizgiin limitlenemeyen sinurli dizilerin sonsuz bir ciimlesi olsun .Bu

durumda her m, igin bir {s,} € E dizisi vardir dyle ki sabit bir & ve m>m, i¢in

mn=a

n=|
olur. {A(m)} ve {u(m)} dizilerini
Agm) A{m)

lim Z]amn 11m Z]bmnl—llm Zlamn 11m Zlbm,,

m=e n= n=u(m)+] ® p=p(m)+l
Am)-=A(m-1)<1 (m=23,-)
olacak sekilde segelim.{m(k)} indislerin dizisi ve E nin sayilabilir bir alt
ciimlesi {s"} (p=12.---) tiimevarimla tammlayabiliriz. m(1)=1 ve {s)} bir m igin
(5) sartin1 saglayan E nin bir elemani olsun. Simdi m(r),(r<(p=1°+1) ve

{s'},(r < p—1)’i segelim;
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m(r),(p-1D* +1<r< p?)’yi A(m(r)) = u(m(r — 1)) olacak sekilde,
{s7} e E yi ,bir m=m(g,p)2m(p*) igin (5) sartin1 saglayacak sekilde,
m(p® +1)’i A(m(p> + 1)) = u(m(e, p)) sekilde
segelim. Bu sekilde {s”} yardimiyla sifira B limitlenen suurh bir {s,} dizisine

sahip oluruz, fakat m= m(e, p) i¢in

@ u(m) A(m) ) o )
120w, 12l 2 st =2 1an s, Xlay,lls, |26 =23 la,,|ls,]
n=1 n=A(m)+1 n=1 a=g(m)+l n=1

dir ve {s,}.4 tarafindan limitlenemez. 4 > B oldugundan bu bir geliskidir ve £

ciimlesi A4 tarafindan diizgtin limitlenir.

2.3. SINIRLI YAKINSAKLIK ALANLARI VE ARAKESITI

A={(a, ) ve B=(b, ) regiiler matrisler ise

nn nmn

C]k.n = bk,n 2 clk—l,n = ak,n (k’n = 1’2’)

ile tanimlanan C=(c,, ) matrisi, hemA4 hem de B tarafindan aynt degere

mi

limitlenen dizileri limitler.[1]

Tanim 2.3.1: Bir regiiler matrisin sinirli yakinsaklik alani matris taratindan
limitlenen sinirhi dizilerden ibarettir.
Siirli  yakinsakhik alanlarinin  bir climlesinin  arakesiti,ciimlenin  her

elemanina ait olan dizilerden ibarettir.[1]

Teorem 2.3.2: {4°) regiiler matrislerin sayilabilir bir ctimlesi olsun. Sl bir

diziyi limitleyen bir A = (a,,) regililer matrisinin olmas: igin gerek ve yeter sart bu

mn

dizinin her 4* (k =1.2,---) tarafindan ayni degere limitlenmesidir.[1]

ispat: sup Y |a¥,|= M(k) (k=12,-) olsun.(Burada lim sup M (k) = o0

- p=1
olabilir) {&} y1, & =1. & V0 ve ¢, =& M(k) olmak iizere £, v 0 olacak sekilde

secelim. A =(«,, ) matrisi

n
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. : . v(v+1)
A =4 ,4,=(10-8)4,+5 A4, m= 5 +r (1sr<v+l)

déniistimii ile tanimli olmak lizere
A¥(s,)=D a5, (m=12,--)
n=1

olsun.
Eger sirh bir {s,} dizisi ve her A* (k=1,2,---) tarafindan sifira
limitlenirse v= N igin
(A y<e (1<k<))
dir. v2 N ve r<j igin

|4, |S1=& 114, & 147 1< (1428 e,

n

ve r> J icin

|4 |S-E A HE AR IS 1+ E)e+ M(r)HE,

burada |s,|<H (n=12,---) r'nin M(r)H{ <& ve N nin [4;|<e (1<i<r)
v> N seklindeki segiminden

14 |<2+E)e (v>N)

m
olup {s,}, A tarafindan sifira limitlenir.

Eger {s,} her bir 4* (k=1,2,---) tarafindan s ye limitlenirse {s —s} her
bir matris tarafindan sifira limitlenir. Bu ylizden {s,} 4 tarafindan s ye limitlenir.

Eger bir dizi bazi k lar igin A*tarafindan limitlenemezse {4, }.(r <k)

v(v+1)

yakinsak kabul edilerek +k,(v=12.---) indisli satirlar yakinsamayacaktr.

Eger bir {s,} dizisi her matris tarafindan aym degere limitlenmiyorsa bu
durumda 4'-lims, =s, ve bir k igin 4* —lims, =5, #5, dir. Bu

v(v+1)
2

-

(A}, (m=2,47,. +k;e)

m
dizisinin limitinin s, ve

_k(k+1) k(k+1) p v(v+1)
=T T TR

{An}’(m k9'“)

H
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dizisinin limitinin (1-&,)s, +&,s, olmasint gerektirir ve {s,}, 4 limitlenemez. Bu
ispat! tamamlar.
Asagidaki corollary, teorem?2.3.2 ve 2.1.7 nin bir sonucudur.
Corollary: A* (k =1,2,---) regiiler matrislerin sayilabilir bir ciimlesi olsun. Eger
A QAz oD A* o>
ise bu matrislerin sinirh yakinsaklik alanlarinin arakesiti de simrh yakinsaklik

alanidir.[1]

Teorem 2.3.3: {4’} (i=12,---) regiiler matrislerin sayilabilir bir climlesi olsun
Oyle ki

Al :_)AZ >0 A o
ve her bir 4’ en az bir sirl wraksak diziyi limitlerse bu taktirde A’ limitlenen bir

sinirh raksak dizi vardir.[1]

Ispat: Hipotez geregince {s.} (i =1.2,---) sirh traksak dizilerin bir climlesi vardir
oyle ki {s} sifira A4’ (1<j <i) limitlenir.

Is'|<1 (i,n=12,---) ve limsup|s,|=1 (i=12,--)

olsun.
{m(h)}, m(h)+ 1< m(h+1) indislerin dizisi , her m > m(h) i¢in
k

1
2laj,lsy (sr<h)

n=1
olacak sekilde secilsin ve A(m)
Amy=h (mh)£m<m(h+1))

ile tanimlanan fonksiyon oisun. Eger

m<m(r) igin &, (r)=sup ). |a,,|

m =l
.. 1
m(h)<m<m(h+1) i¢in ¢, (r) = W (hzr)

ise
A(m)

Y lan,|<6,(r) (mr=12,+)ve &,(NV0 (r=12,-)

n=l
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dir.
{u(m)}y, p(m)>p(m-1) (m=2,3,.--)

veE

®©

1
Z la) |<— (1<r<m),(m=12,--+)
m

mn
n=gu(m)+1

olacak sekilde segilsin.

»n
m<r igin g, (r)= SUPZ |t

m =i

L 1
m2r igin €,(r)=—
m

ve ¢ (Mo, (r=12,-) olmak iizere

Slanl<e, ) (rom=12,)

n=u{mj+1
olmasini gerektirir.
Her bir (i.j),(1<i<j) tamsay1 ¢iftti igin bir{¢, (i, )}.¢, (i.))¥ 0 dizisi

vardir 6yle ki

IAl,H (Slﬁ )IZIZ (llllllls): I< é’l}] (1"./.) (n1 = 1’23 °°y )

n=1

dir. Buise {¢,} dizisinin varligini belirtir, 8yle ki 4,,(s;) , {¢,} sinurhdir yani

|4, (s, (m>N(, /)

dir. N(j)= max N(i, j) olsun bu durumda
sy

A, (sDISE, (M NGLISi<))
dir. {s/},(j 2 ) dizilerin ciimlesi 4’ tarafindan sifira limitlenir. Simdi {m(k)}.
indislerin dizisini;
m()=1 . A(mk+1)=u(mk)) ,k=12,-)

olacak sekilde secelim ve {r/} dizilerini elde etmek igin teorem 2.2.4 deki gibi
{s'},(j=12,---) dizileri {zerinde operasyon yapahm. Bu operasyvonlar
N(), {6} {u,} ve {m(k)} ya baghdir ve bu nicelikler matristen bagimsizdir.
Daha dnce oldugu gibi
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Dt a SV s V= () (20)
n=1
ve {t/} (j=1i) dizileri, 4’ tarafindan diizgiin limitlenen simirl 1raksak dizilerin bir

ciimlesini olusturur. supZ]a,’”nl . {&,())} , {&, (i)} nin hepsi i ye baghdir 6yle ki

{v, (i)} de i ye baghdir. Simdi {m(k")} indislerin dizisini
m)=1 , A(mk +D))=pu(mk)) , (K =12,---)

ve bir n, { A(m(p*))<n, < A(m(p® +1)} (p=12,---) igin

1
&7 =< — .(6)
p

olacak sekilde segelim.
{t7} dizileri her bir 4" (i =1,2,--+) tarafindan limitlenir ¢iinkii her bir i i¢in

dizilerin sonlu sayidakileri hari¢ 4" tarafindan sifira diizglin limitlenir. 4’ tarafindan
limitlenemeyen dizilerin sonlu climlesi bu dizideki sadece sonlu sayidaki terimi

etkiler. (6) geregince bu dizilerin 1raksak oldugu agiktir.

2.4. MATRIS CUMLELERI

Simdi matrislerin sonsuz bir {4',4°,--- A*---} climlesini alalim &yle ki her
bir 4* matrisi, 4" (1 <r <k) matrislerinin herhangi biri tarafindan limitlenemeyen

bir {s*} smrl dizisini limitlesin. Matrislerin bu ciimlesi her biri éncekinden kesin

b—kuvvetli olan matrislerin bir dizisi seklinde alinabilir. Eger climlenin her

elemanindan b -kuvvetli bir 4 = (a,, ) matrisi varsa 4 mn ciimledeki matrislerden

mn
herhangi biri tarafindan limitlenemeyen bir sl diziyi limitlevecegini

ispatlayacagiz.

Teorem 2.4.1 : {4*} regiiler matrislerin sayilabilir sonsuz bir ciimlesi olsun dyle ki
her bir 4* (k >2) matrisi, 4" (1<r < k) matrisi tarafindan limitlenemeyen sinirlt

bir {s*} dizisini limitlesin. Eger 4=(a,,) matrisi ciimledeki her bir matristen
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b-kuvvetli ise 4 climlenin herhangi bir eleman: tarafindan limitlenemeyen sinirli

bir diziyi limitler.[1]

Ispat: {s*} dizisi teorem 2.2.4 de A4 tarafindan sifira diizgiin limitlendiginden,

diizgiin smurli oldugu farz edilebilir. Teorem 2.2.4 de kullamilan yapida sonlu

¢okluktaki terimlerin degistirilmesinden dizilerin doniistimlerinin limsup ve liminf

ine gore temelde higbir 6zelligi kaybolmaz. {1(m)} ve {u(m)} teorem 2.3.3 deki

gibi
Agm)
lim dla,, = lim Z| a, |=
n=l H alm)+l
Alm)
hmzlamnl_ hm Zlamn‘—o (k_l’-'a“')

m—o
= ® p= ulmy+i

Am)—A(m-1D<1 (m=23,--)
olacak sekilde tamimlansin. m(1)=1 olsun ve k<(p—1)*+1 igin m(k)’ Nimn

belirlendigini kabul edelim. Bu durumda m(k). (p-1)° <k < p?)

A(m(k)) = p(m(k —1)) (7)
olacak sekilde secilsin. p de
n(n+1)
p=——g T tr (n=12,--+)

~

seklinde olsun. Bu durumda A(m(p® +1)) = u(m(p’)) olacak sekilde m(p® +1)

secilirse m, (m(p*) <m, <m(p* +1)) igin

1
IZa;,J, > limsup| Y al)'s, | - (8)

n=1 m—=w n=l

olur. eger r =1 ise sadece (7)’nin k = p* +1 igin saglanmasini isteyecegiz.
k=1,12,1,23,---12,---.r,1,--

kuralina gore {s*} dizilerini olusturmak igin indislerin {m(k)} dizisi kullamlarak, 4

tarafindan sifira limitlenen bir dizi elde ederiz ve bu diziyi {s,} ile gosteririz.s, =0

Amp(p-DD) <n< pu(mp(p-1]} oldugundan her r ig¢in (r=23,---) igin

s |1<H (n=12,--) dir ve m=m[p(p—1)] i¢in
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Alm)
lZam nt_|Zam,, si Yants|
n=1 n=p{m)+1
A(m)
<HZ|am WH Y la
n=p(m)+1
olur ve
liminf s =
mir |;am L =0 (9)
. n(n+1
olur. Diger taraftan her r ve m (m(p’)<m<m(p>+1)) ve p= (7 )+r

(r=12,--")igin

uim) A{m) Hn)

IR
]Zamn nl I Z U a;m n’ |Zamn n Zanm Snl lu UszH Za”“”] Ill

n=1 n=A{m) n=| n=p(m)+l n= ,(m(,, +1)

dir. Eger u(m) < A(m(p* +1)) ise son toplam sifir olarak alinabilir.

Alm) A{m)

!Zam,, sz al's,\-2H ) a1 -2H Z,)lc]z '+ —Z|
= 0= n=p(m)+
olup (8)’dan
llmsup{Za,,m |= lim suplZamn s, (10)
msw el mon  po)
oldugu agiktir.

(9) ve (10) den {s,},4"" (r=2,3, --) tarafindan limitlenemez. Bu da teoremin

ispatini tamamlar.

2.5. DIZILERIN LIMITLERININ SINIRLARI

|s,|<1 (n=12,--+) seklindeki {s,} dizilerinin olusturdugu E ciimlesine

birim kiire denir.[1]

Tamm 2.5.1: 4=(a,) bir regiller matris # da A tarafindan limitlenen simrh

dizilerin ciimlesi olsun. 4 nin modiili
N(A4)=sup| A-lims, |

seklinde tamimlanir. Burada sup, birim kiiredeki # mn biitiin dizileri {izerinden

alinir.[1]
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Teorem 2.5.2: A=(a,,) ve B=(b,,) regiiler matrisler v¢. 4 5 B olsun. Bu
durumda

N(A#)= N(®)
dir.[1]

Teorem 2.5.3: 4=(a,,) bir regiiler matris olsun. Bu durumda A, birim kiiredeki
bir {s, } dizisini limitler 6yle ki

N(#)=A4-lims,
dir.[1]

Ispat: Modiiliin tamimi {s*} birim kiiredeki dizilerin bir ciimlesinin varhigini
gerektirir yle ki

A-lims! =5 (4 =12...)
dir. Teorem 2.2.4 den, bu dizilerin A4 tarafindan diizgiin limitlendigi agiktir. {A(m)}

ve {u(m)};

A(m)

lim Y |a,,|=lim D |a,.|=0 (k=12,-)
n-l m—>we

D e n=p(m)+
AmMA(-m-1)<1 (m=23,--)
olacak sekilde tanimlansin. m(1) = 1 ve {m{k)}
A(m(k)) = p(m(k=1)) (k=2.3,)
olacak sekilde indislerin dizisi olsun.
{t,} .ty =0 {n< A(m(2))}
ve
t) = (577 =Y,
Alm{p(p- D] < A(m(k)) £ n< A(m(k +1)) < A(m[p(p+ DD (p=2,3,---)

{[;;} 5[3 = (1— u, )(Sjl’ _SZF),

Am(p?)) < A(mk)y s n< A(mk+ D)) < Am([p+11)) (p=1.2.--+)
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t2=0 {n<A(m1))} olsun teorem 2.2.6 dan {t\} in A tarafindan sifira
limitlendigi goriiliir. 7, =¢) +¢? (n=12,---) olsun. Bu durumda {t,}, A tarafindan
sifira limitlenir. Simdi
A(m(p®)) < A(m(k)) < n < A(m(k + D)< A(mp(p+1]) iken
trey = (=1, )83 +u, s —(1—u, )s*" —u,s*" +5 dir ve
A(m[p(p+1)]) < A(m(k)) < n< A(m(k +1)) £ A(m{(p+1)*]) iken

n

2 2p+l 2 .
Loy =(=u)s,” +u s, P —(1-u, )s," —u,s*"" +5 dir.

Ayrica; A(m(p*)) < A(m(k)) < n< A(m(k + 1)) < A(m[p(p+1]) iken

2p-1
n >

S, =s—(l—u)s)" —u,s
Amp(p+1)]) < A(m(k)) Sn< A(m(k+1)) < A(m(p+1)*]) iken

8, =s—(1-u)s}" —u, s
olarak tanimlanan {¢,} dizisi sifira yakinsar,

v, =t,+5=0, (n=12.)
esitligi ile verilen {v,} dizisi birim kiirededir ve s ye A limitlenir.
Teorem 2.5.4: {4} regiiler matrislerin sayilabilir sonsuz bir ciimlesi olsun dyle ki

Al QAE S 54 B

ve bunlarin siirl yakinsaklik alanlarimn arakesiti 4 = (a,, ) nin sirh yakinsaklik
alani olsun. Bu durumda

N(A) =limN(#")

dir.[1]

Ispat:Teorem 2.5.3 den {s,} (i=1,2,---)birim kiiredeki dizilerin bir ciimlesine
sahibiz 6yle ki s, € #" (i>r)
N(A#')=s"=A4"-lims] (i>r)

dir. s =lims’ olsun. s',s*.--- azalan bir dizi ve alttan sinrli oldugundan bu limit

mevcuttur. Teorem 2.5.3 iin ispatindaki gibi {s, —s } dizisinden {¢,} dizisi
olusturulabilir. {s,} deki sonlu ¢okluktaki terim {s' ~s'} (i <r) dizilerinden elde

edildiginden
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A-lim¢t, =0 (r=12,---)
dir.s<s' (i=12,---) oldugundan {¢, +s} birim kiirededir ve 4' (i=12,---)
tarafindan s ye limitlenir. Bu ise
N(#4)2s
olmasini gerektirir ve teorem 2.5.2 den
N(A)=s
dir.

Teorem 2.5.5: Eger {s,} birim kiireye ait, 4 = (qa,, ) regiiler matris ve
A-lims, = N(A#)>1
ise

limsups, =1, liminfs, =-1

n—>x n—=x

dir.[1]

Ispat:Kabul edelim ki teorem dogru olmasin yani

limsups, =u<1

n—>w0

+1 .
olsun. Bu durumda bir », bulabiliriz 8yle ki n2 n, igin 5, < UT dir. {s,},

&~

0 n<n,

S = s +ﬂ nzn
n 2 =70

seklinde tanimlanirsa {s, } birim kiirededir. Eger N(A#)= N ise

ni

o I-u
A-lims, =N+—,)——>N

dir. Bu bir ¢eliskidir. O halde limsups, =1 dir.

n—w

L+1
Simdi N>1 ve liminfs, = L>—-loldugunu kabul edelime= g 0

H—w®

olsun. Eger n2n, ise s, 2 —1+4¢ olur.
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olsun. Bu durumda
"I %v

ve aynl zamanda

L —1+4e- /N _1+3%\/
s, = >
R/
dir. Bu durumda {s, } birim kiirededir ve
NI LB
(B

N >1 oldugundan L = -1 dir.Bu ispati tamamlar.

A-lims, =

2.6. MATRIS NORMLARI

Tanim 2.6.1: Bir 4 =(a,,) regiiler matrisinin /4(.4) normu

h(A) = limsup Z la,, |
m—>a =]
ile tanimlanir.

A limitlenebilen dizilerin 4 ciimlesinin normu

|1#] = inf A(4)

dir. Burada inf: 4 ya b-denk olan bitiin matrisler {izerinden alir.

h(A) = |42 N(#) 21 olup eger h(4) < N(4) ise
h(4) =|#|=N(#)

oldugu agiktir. Ornegin 4 = (a,, ) matrisi

mn

1+k& 1-k

, a =

anl‘?.m—l = 2 m2m 2

(k> 1)
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a,, = 0 (n2m2m-1,m=12,---)

n+l

} dizisini k£ ya limitler ve

N(A4) > k = h(4)

ile tanimlansin. Bu matris {(-1)

ve buradan ”;4“ =k dir.[1]

Teorem 2.6.2: Eger 4= (a,,)ve B=(b,,) regiiler matrisler ve 4 o B ise
142l
dir.[1]
Ispat: £ > 0 olsun ve C=(c,,) matrisi
c]k—l,n = gbk.n + (1 - g)ak.n ° c.'l/ml = ak.n (k,i’l = 1’2" )

olarak tanimlansin.
N P
Am (sn):Zamnsn » Bm (S”)Z mensn {m=12,-)
n=1 n=1

olsun. Eger {s,}, C tarafindan limitlenirse. C’nin ¢ift indisli satirlar1 yakinsak

oldugundan {4, (s,)} yakinsaktur, {&B,(s,)+(1-¢)4, (s, )} dizisinin de bu limite

yakinsamasi gerekir. Bu yiizden
CoB
ve B ile C matrisleri b—denktir. £ > 0 keyfi verildiginden
h(c) £ max[h(A4),eh(B)+ (1-&)h(A4)]
dir ve buradan
|+ el

olur.

Asagidaki teorem; teorem 2.6.2 ve 2.5.2 nin bir sonucudur.

Teorem 2.6.3: Eger {4}

(@) limsup N(4*) =0,

k—ox

(b) lim sup“;é’k “ =0

ko=
sartlarinin ikisinden birini saglayan regiiler matrislerin sayilabilir sinirsiz bir climlesi

ise
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A2 A" (k=12,-)
sartini saglayan 4 = (a,, ) matrisi yoktur.[1]

A=(a,,) matrisi a =2, ayo, ==l ve a,, =0 (n#2m2m-1,m=1.2,--)

m,2m-1
ile tanimlansin.
{4*} matrisleri (4% =) ak,s,) A nn kendisi ile ard arda iterasyonu ile
bulunur.
AP =A4.4,4° =447, 4" =4.4*" ..
A nin her bir siitununda kesinlikle sifir olmayan bir eleman vardir ve basit bir
tiimevarim A% (k =2,3,---) i¢in bunun dogru oldugunu gosterir. Eger

k—

n
. k
lim Y |ay,|= s
n=|
mevcut ise , s ye limitlenen | ve -1 lerin bir dizisi mevcuttur.

k=2igin ) [a2 |=2Q+D)+1Q2+)=2+1)* =3 (m=12,--)

n=|

“ =2+ D)* =3 (m=12,---) dir.Bu yiizden 4%, 1

mn

Benzer sekilde Z la

o
ve -1 in bir dizisini 3* ya limitler ve
3 == o]
dir.
Teorem 2.6.3°ii g6z oniinde bulundurdugumuzda her & igin 4* dan

b—kuvvetli regiiler matris olmadig: agiktir.

Tanim 2.6.4: 4= (a,, ) bir regiiler matris olsun. Eger

h(4") = ||
olacak sekilde 4 va b-denk olan bir 4 =(a,,) matrisi varsa 4 nin normuna

mn

erigilebilir norm denir.[1]

Teorem 2.6.5: Bir regiiler matrisin sinirli yakinsaklik alaninin normu daima

erigilebilir degildir.[1]

ispat: AZn-l =S3p-2 Aln = 2s3n-l =83, (n= 1’2’)



dontstimleri ile tanimlanan 4 = (a,, ) matrisini goz Oniine alalim. Tek satirlardan
teskil edilen matrisin normu 1 oldugundan ve A4 dan b-kuvvetli oldugundan ve

teorem 2.6.2 den | 4| <1 oldugu agikur ve bu yiizden || =1 dir.

Eger A* =(a,, ), A ya b—denkve h(A")=1 ise

mn
lim ) |a,|=0

m—o

dir, burada Z , ar <0 olan n indisleri lizerinden alinan toplami gosterir. Bu

mn
negatif terimlerin sinirli dizilerin limitini etkilemeyecegi acik olup. «,, 20

(m,n=12,---) kabul edebiliriz.

A matrisi 0,5,1,0,;,1,--~, dizisini 0’a limitler, 6yle ki 4™ matrisi
R o .
}}_I}} Z (_2—1 am,3n—] l+'am,3n ]) = O
" n=l

sartini saglar. Bu ise

k)
linl Z (lar;jn—l ‘+|a/:,3n I) = 0
m—x

T o=l
olmasini gerektirir. Bu son sart 0,1,-1,0,1,—1,---,dizisinin 4" da oldugunu ve sifira
A - limitlendigini gosterir. bu ise dogru degildir. Bu ¢eliski ~# nin normunun

erisilebilir olmadigini gosterir.
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