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OZET

Bu calisma ti¢ b6ltim halinde dlizenlenmistir. Birinci boliim daha sonraki
béliimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in temel kavramlara ayrilmistir. Bu béliimde
oncelikle Lorentz Uzayi ile reel ve dual kuaterniyonlar teorisinin baslica temel tanim
ve teoremleri verilmistir.

Ikinci ve ficlincii bsliimler ¢alismanin orjinal kistmlarini teskil etmektedirler.

Ikinci bsliimde &nce 0, Un egilim ¢izgileri ve bunlarin harmonik egrilikleri

incelenerek dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgileri igin karakterizasyonlar

verilmistir. Daha sonrada dual kuaterniyonlarin uzay:r Q. Un egilim ¢izgileri ve

bunlarin harmonik egrilikleri incelenerek, harmonik egriliklere ait ilging sonuglar
elde edilmistir. Ayrica kuaterniyonik egilim ¢izgileri i¢in bir de karakterizasyon
verilmistir.

Tamamen orjinal olan fi¢tincti béliimde 6nce pseudo kuateniyonik Lorentz
uzayinin egrileri i¢in Serret-Frenet  formiilleri tiiretilmistir. Daha sonrada bu
formiiller yardimiyla pseudo kuaterniyonik Lorentz egilim ¢izgileri ve harmonik

egrilikleri ile bunlara ait karakterizasvonlar verilmistir.
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ABSTRACT

This thesis consist of three chapters. The first chapter is separated to principle
concepts. Specially, in this chapter the fundamental definitions and theorems of
Lorentz Space and quaternion theory are given.

The second and third chapters are the original parts of the thesis.

In the second chapter, firstly the helices of Qm , and their harmonic curvatures

are studied. And it is given some characterizations for dual space-quaternionic

helices. Later, the helices of Qm‘ and their harmonik curvatures are studied. And

some interesting results are obtained. Furthermore a characterization this
quaternionic helices is given.

The third chapter is completely original. In this chapter, firstly the Serret-
Frenet formulas of curves in pseudo quaternionic Lorentz space are derivated. Later
by using this formulas the helices of pseudo kuaternionic Lorentz space and
harmonic curvatures of them are investigated. And some characterizations for the

helices of pseudo quaternionic Lorentz space are given.
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GIRIS

E?, 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin en ilging olanlarindan biri helislerdir.
Helislerin giinlitk hayatta ¢ok sik rastlanan bir genel hareketin her aninda ¢izilmek

istenen yoriingeler olduklar bilinmektedir.

Bir koni ylizeyi hatta bir kiire yiizeyi lizerinde de ¢izilebilen helislerin olup
olmadig: ﬁkriA helis taniminm1 daha da genellestirmek gerektigine sevketmis ve Alman
matematikcisi E.Miiller helisleri ‘Her noktasinda sabit bir dogrultu ile sabit ag:
yapan egriler’ olarak tamimlamis ve bunlara egilim ¢izgileri adini vermistir

(Blaschke,W.). Remzi Oztiirk’ iin (1980) doktora tez ¢alismasi ile n)3 olmak

lizere E" deki egilim c¢izgileri igin en genel karakterizasyonlar verilmistir. Nejat
Ekmekei’ nin (1991) doktora tezi ile de egilim ¢izgileri ve bunlara ait

karakterizasyonlar Lorentz Uzayinda incelenmistir.

Kuaterniyonlar ve pseudo kuaterniyonlar M.Nagaraj ve K.Bharathi
tarafindan ¢aligilmis ve kuaterniyonik egriler igin Frenet formiilleri tiiretilmistir [11]
ve [14]. Bu formiiller gézéniinde bulundurularak, kuaterniyonik egilim ¢izgileri igin
M. Karadag ve A. 1.Sivridag tarafindan bazi karakterizasyonlar verilmistir [12].
Ayrica M.Nagaraj ve K.Bharathi tarafindan yapilan ¢aligmalar A. I. Sivridag, R.

Giines ve S. Keles tarafindan dual kuaterniyonik egrilere genellestirilmistir [13].
Bu ¢alismada ise [13] ve [14] gdzoniinde bulundurularak dual kuaterniyonik
egilim ¢izgileri ve pseudo kuaternivonik Lorentz egilim ¢izgileri ¢alisilmis ve

bunlara ait baz1 karakterizasyonlar verilmistir.



1.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim bundan sonraki boliimlerin daha iyi anlasilabilmesi igin temel
tanmim ve teoremlere ayrimistir. Burada 6nce Oklid ve Lorentz uzaylarindaki baz
temel tanimlar verilmis, daha sonrada reel ve dual kuaterniyonlar hakkinda kisaca

bilgi sunulmustur.

1.1.Lorentz Uzay1

L1.1.Tanmm: V bir reel vektdr uzay1 olsun.
(Y VxV—>IR

doniisimi
Va,belR ve Vu,v,w €V igin
D{(u,v)={(v,u)
i{au+bv,wy=alu,w)+b{y,w)
(u,av +bw)=alu,v)+b,w)

6zelliklerine sahip ise (,) doniistimiine V vektor uzay: iizerinde simetrik bilineer

form denir [1].



L.1.2.Tanim: V vektdr uzay: lizerinde bir simetrik bilineer form ¢(,) olsun.
{,) simetrik bilineer formuna eger
NVveVve v=0icin (V,v) )0 ise pozitif definit
iNVvveVvev=0igin(v,v)(0 ise negatif definit
HyvveVvev#0igcin{(v,v)20 ise pozitif semi definit
vi)VieV vev #0igin(V,v)<0 ise negatif semi definit
vVweVigin (V,w)y=0 oldugunda v =0 olmak zorunda ise non

dejenere degilse dejeneredir denir [1 ].

I.1.1.Teorem: Bir (,) simetrik bilineer formunun non degenere olmasi i¢in gerek

ve yeter sart (,) nin herhangi bir baza gére matrisinin tersinin olmasidir [1].

1.1.3.Tanim: Bir V vektdr uzay: iizerindeki non dejenere simetrik bilineer forma V

vektdr uzay: lizerinde bir skalar ¢arpim denir. V lizerinde bir skalar ¢carpim ¢, )

olmak tizere ( V, (,) ) ikilisine skalar carpimli uzay denir [2].
I.1.2.Teorem: Bir V= { 0 } skalar carpimli uzay1 bir ortonormal baza sahiptir [1].

L1.3.Teorem: V vektér uzay: igindeki bir ortonormal baz {é’,,...,é,,} olsun.

g =(&,,e ) olmak lizere, V¥ eV vektoril

T=) & (¥,)¢, biciminde tek tiirlii yazlabilir [1].

1=1

I1.1.4.Tanim: V vektdr uzay1 {izerinde bir simetrik bilineer form
():VxV—>IR

olsun.

Oy : W xW >R



negatif definit olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayimin boyutuna (,) simetrik
bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir [1 ].

Buna gore , 0 < v<boyV dir. v =0 olmasi igin gerek ve yeter sart (,) nin

pozitif semi definit olmasidir. V nin bir bazi {él ,...,E,,} olsun. b, =(¢,,€,) olmak
lizere [by] matrisine {é‘l,...,é'n} bazina gbre (,) nin matrisi denir. (,) simetrik
nxn

oldugundan [b"f]m matrisi de simetriktir.

W Vy=(D V&), %)= bW,
j=1

=1 t,1=1

oldugundan [bg]m matrisi (,) vi belirler.

I.1.5.Tanim : M, C® manifold olmak iizere,
Griax(M)x x(M)—>C®(M,R)
seklinde tanimli simetrik ,bilineer , non dejenere fonksiyonuna M iizerinde metrik

tensor ad1 verilir. Bu metrik tensériin indeksine M manifoldunun indeksi denir [1].

L.1.6.Tamm: Yan Oklidyen Uzay

IR" n-boyutlu standard reel vektdr uzay: verilsin. 0<v<n olmak iizere v

tamsayisi i¢in , IR" i{izerinde

n-v n
<Vp,Wp>=ZV, Wi— Zvi wi
i=1

t=n—v+]
ile verilen metrik tensér gézoniine alinirsa, elde edilen uzay yar-Oklidyen uzay

olarak adlandinilir ve IR] ile gosterilir [1].

1.1.7. Tanmm: Minkowski Uzay1
IR? yan-Oklidyen uzay verilsin. Eger;
v=0 ise IR; ,E" Oklidyen n- uzaydir.
v=1 ve n22 ise IR Minkowski n-uzay olarak adlandirilr [4].



I.1.8.Tanmm: M, C® manifold ve {,) de M lizerinde sabit indeksli metrik tens6r

olmak iizere, (M, (,) ) ¢iftine bir Semi-Riemann manifold denir [1 ].

1.1.9.Tamim: boy M = n olmak iizere, ( M, (,) ) ¢ifti bir Semi-Riemann manifold
olsun. Eger, v=0 ise ( M, (,) ) ¢iftine bir Riemann Manifoldu denir. Ayrica,
n22 ve v=1 ise (M, (,) ) siftine bir Lorentz Manifoldu denir [5].

Bu tanima gére , (M, g ) Lorentz Manifoldu igin

n-1
g(vp,wp)=zllvi|pwi|p Vol ,Wal, peM,v,,w,eT M
i=

dir.

1.1.10.Tanim: n-boyutlu bir Reel vektér uzay:r /R" ve V X,y €IR” i¢in Riemann ig

garpimy;
() g IR"x IR" = IR

(%,5) > (%, 9) o= D %7,
i=1

seklinde tamimlanir [2].

1.1.11.Tamm: Lorentz i¢ Carpim
IR" n-boyutlu Reel vektdr uzay olsun. Lorentz i¢ ¢arpimi
(), IR"xIR" > IR
n-1
(£,5) > (&) =2 %5, ~%,7,

=]

seklinde tammmlanir [3].

Bu Lorentz i¢ ¢arpimu ile birlesen IR" vektdr uzayina da n-boyutlu Standard
Lorentz Uzay1 ya da kisaca Lorentz Uzay: denir. Yani,

r={r.),}



dir.
Biz ¢aligmanin bu kisminda kisaligin hatir1 igin ( , )L Lorentz i¢ carpimim ( ,> ile

gosterecegiz ve L" ={IR” ,( , > L} yerine de L" semboliinii kullanacagiz.

1.1.12.Tamm: J: M — M inclusion doniisiimii olmak tizere, J*(g), M iizerinde

metrik tensérise M ye M nin Lorentz alt manifoldu denir [1].

L1.13.Tanmm: Bir ¥ € L” vektoriine
(¥,X)) 0 veya X =0 ise space like vektor,
(%,X) (0 ise time like vektor,

(x,X) =0 ve X#0 ise light like veya null vekt6r denir [6].

I.1.14.Tanmim: n-boyutlu Lorentz uzayr L” niniki ¥,y vektdriiigin (X,7)=0 ise

bu iki vektdre Lorentz anlaminda diktirler denir [7].

I.1.15.Tanmm: ¥ €L” i¢in ¥ vekt6riiniin normu

171, =V1¢z9)]
olarak tammlamr [1].

1.1.4.Teorem: ¥ €L" olmak lizere,
D z| o du.
ii)| %] ,=0 < % bir null vektordir.

ii) % bir time like vektor ise | %[’z =—(%,%) dir.



vi)% bir space like vektorise | %[ =(%,) dir [1].

L1.16.Tanmm: (V, (,)) bir Lorentz uzay: olsun. W < V alt uzayim g6zoniine
alalim,

0)(,) w:WxW — IR pozitifise W ’ya space like alt uzay

i) ()
i) ()

» indeksi 1 olan non dejenere ise ¥’ ya time like alt uzay

w dejenere ise W’ ya light like alt uzay denir [1].

I.L1.17.Tanim: V Lorentz uzayinda biitiin time like vektorlerin ciimlesi 7 olsun.
Xer igin , {j’/ eT:{X,)) (0} climlesine y nin ¥°’i ihtiva eden time konisi denir

[1].

1.1.18.Tanim: Lorentz uzayinda time like vektorler X,y olsunlar. Bu iki vekt6riin

aym time konide olmas i¢in gerek ve yeter sart (x,y) (0 olmasidir [1].

I.1.5.Teorem: Lorentz uzayinda X,7 iki time like vekt6r olsun. Bu durumda ;
0 [(%3)|2|%].[7], (Lorentzuzaymnda Schwartz esitsizligi)
ii) Eger X,y vektorleri ayni time konide iseler,
E7)=-171. 151, cho
olacak sekilde X ve y arasinda hiperbolik a¢1 diye adlandirilan bir tek ¢ >0 sayis1
vardir [7].

Ispat : 7 vektoriiniin ¥ {izerine Lorentz anlaminda dik izdiigiimiinii alalim.

Budurumda (x,zZ)=0 ve y=aX+Z olup Z vektorii bir space like vektSrdiir.



= a®(Z,%)+(Z,7)
a’(%,%)=(y,7)~(Z,%)

elde edilir.Diger taraftan,

(%,7)" =(%,ax +2)* =a’ (%, %)’

(I.1.1) ifadesi ile birlikte,

(f’y.)z =(j;,f)<}?,f)—<2,2><f,f>

olur. Son ifadede pozitif terim kaldirilirsa,

v

(41D

o (1L1.2)



(%,7) 2 (5, 7)(%,%)

&5 2|z 50

(2] 2] %], ]3],

bulunur.

ii) X,y aym time konide olsun. O zaman (X,j) (0

dir.
5 timelike oldugundan (3,7)=-|5|'. dir. Ayrica,
(%,9) (Z,Z)
=1+
E2W 52 1

olup, Z space like oldugundan (Zz,Z ):" z HZL dir. Burada

€375 £ PO RS, S RSN (5 R
FET E " ’“""(nanan SN PRTTI ’”"[

dir.V ¢e IR igin cho )0 ve (%,7) (0oldugundan,

1=], 151,
olur.
IC" Y?KSEHKW;“;;S."; eI
YON MzRicpp;




Ayni time konideki V X,y vektdr ¢iftiigin,
ch(-p)= cho
oldugundan VXx,y vektor giftine ¢ ve —¢ gibi iki tane hiperbolik a¢1 karsilik
gelir. Bu durumda X ve y  arasindaki hiperbolik agi olarak @2>0  agisim

alacagiz.

I.1.1.Sonug: iki vektdriin dik olabilmesi igin gerek ve yeter sart birinin time like

digerinin space like olmasidir [7].

1.1.19.Tanim: L’ de vektérel carpim
55:(551 ai2a£3) ] y=(j;1a5}2=y3) €L3 Ohnak ﬁzere,

Al DPx P I

seklinde tammh A ’ , operatérime L’ de Lorentz anlaminda vektdrel garpim denir

[8].
Lorentz anlamindaki vektorel ¢arpim, ZR® deki vektorel ¢arpimim ifadesine benzer
olarak ,

e, €, -—¢
IA| y=det X X,
S
seklinde de ifade edilebilir.

1.1.2.Sonug : X,5,7 €L’ olmak iizere

N(ZA| 7 Z)= det(% 7 2)
DA DAZ=(FDX~(Z DT
iii) (f,x/\lLy> =0

W) (F,EA|,5)=0
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dir [8 1.

1.1.3.Sonu¢: VX,ye L’ i¢in,
G|, 7.5A|,7)=((Z, 7)) —(%,X)(F,7)
dir [8 ].

1.1.20.Tanim: Bir & egrisine
(a,a@)(0 ise time like egri
(G,ad))0 ise space like egri
(a,d)=0 ise null egri

ad1 verilir [5].

I.1.6. Teorem: Mc L de time like bir egri olsun. s €/ yay parametresi olmak
lizere, «(s) noktasindaki i-yinci egrilik k,(s) ve Frenet r-ayaklist

{Vl,Vz,...,V 14 }olsun. Bu durumda;

r-19"r
)V, =gk, V,
i)V, =—gk, Vi, +&kV,,, Wilr - (L.1.3)

iii) ¥V, =—g,k,_,V._,
dir. Burada,

-1, V, time like
%=1 41, v, space like

dir [8].

ispat:
) V,=a =V, eSp{ad}=Sp{V.7,}
dir. Buna gére

W=hVi+4V,

(M Viy=-1
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(V,,V,»=0
ve
(Van>=O
den

<I/1 :V2>=—<V23I/1>
oldugundan,

A, =V, ,V)=0

A, =V, Vyy=k ve (V,,V,)=+1
olur. Buradan da

V.=kV, veya V, =5k V,
elde edilir.

ii) Timevanm metodunu uygulayacagiz. Buna baslamadan oOnce su yardimc

bagintilan ispatlayalim:

(Y, 7,)=0
i) (V,.V,)=~V,,7,)

Ispat:

) (M V)=e . g =%l

tiirev olup, buradan tiirev alinarak
(V,,V,3=0

elde edilir.

i) (V,,7,)=0, i#]

esitliginden tiirev alinarak
(VoVy+(V,,7,)=0
veya
V.V y==V.,V,)

elde edilir.



12

Bu bagintilardan yararlanarak simdi (ii) yi ispatlayalim:
1.Adim: i = 2 igin dogru oldugunu gosterelim.

n:TﬁL

oldugundan, ¥, €S p{ d.d,& } =S p{V,.V,.V,}
V, =4V, + AV, + ,V,
n,rp=-1
ey =(V3, V1) =~V V1)

g ==k , —=¢g,

Ay ==&,k
Ay ={V,,V,)=0 ve
Ay =k,
dolayisiyla, &, =+1 olmak iizere,
V, ==&k, V, + &k, V;
elde edilir.
2.Adim:
i =m i¢in ifade dogru olsun. i = m+1 i¢in de dogrulugunu gosterelim.
V, == g k,V, + &k,V,
V, =— g k,V, + &k,V;

..................................

Vi =—&kp Voo + &k, Vo
dir.O zaman i = m+1 i¢in
Vst €S D{Vi V3o Vs13V ez} den
Vint = AmaVi + AVt gV + 2V + 0tV e

dir. Burada, A/, katsayilarim hesaplayahm.

m+1

ﬂ'r]m»l = < Vm

Vi y==(V,,V,.,) , ayncateoremin ilk yikkindan ¥, niin V.,



iizerinde bileseni yoktur. Dolayisiyla A! =0 dir. Benzer sekilde devam edilirse,

m+1

A2 =0 ve A™!=0 oldugu goriliir. Yani hesapladigimiz ifadede sifir olmak

m+1 m+1

m+1

zorunda bulunmayan A, ,ve A"/}  bilesenleri kalir.Bu bilesenler de
6‘0/12+1 = <Vm+l ’ Vm> =- <Vm ’ Vm+l >
lm

m+1

=—80<Vm’Vm+l> s 2’:+l=—£0km ve

80/15:!2 =<Vm ’Vm+2> ’ /lz:lZ = —gokm+l
dir. O halde,
v o =&kt ek, Vi s V; ==&k, V.., +&kV,,

m m+1

elde edilir.

iiil) @ egrisinin tiirev vektorleri arasinda en fazla r tanesi lineer bafimsiz

olacagindan

18 eSp{d,o'i,...,a’} =Sp{Vl,V2,...,V,} oldugundan V. eSp{Vl,Vz,...,V,}

ve dolayisi ile

V=3 A7,
=1

olur. Buradan;
g A, =(V, .V, )==(V,,V.y ,1<i<r
V.=—gk, Vi +6k V., , & =—&k,
A =—gk V., ., V.), 1<i<r ve

i=r—=1 igin A, den (V,,V,)=¢, konumu yapilarak
Ay ==k,

i=r i¢in A, =0 ve 1<i<r-ligin 4, =0

V., ==&k, V.,

bulunur. Béylece {V1 N 2PN 4 } Frenet r-ayaklisimin V; Frenet vektorlerinin egri

boyunca kovaryant tiirevleri ile ilgili egitlikler asagidaki sekildedir;
&k\V,, i=1
V,={-gkV,._, +&kV,, 1<isr-1 (1.4
~&k,V, i=r

r’r-12
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[8].
I.1.21.Tamm : M c L" egrisinin birim teget vektor alam1 V) ve i, L" in sabit birim
bir vektorii olsun. Eger V p e M igin

(K,z?)’p =ch ¢ = st.
ise M egrisine L de egilim ¢izgisi, ¢ agisina M nin egilim agsi
S p{ @ }uzayma da M nin egilim ekseni denir [8 ].

1.1.22.Tanim : M < L egrisi verilmis olsun. M nin egrilikleri %,,%,,k,,...,k

* V-1

olsunlar. M nin birim teget vekttr alan1 V| olmak lizere;

H;:I—1IR
(
0 ,i=0
k, .
H, =1 — ,i=]1
k,
&y .
{Vl[Hi—l]'*'goHi—zki} X , 1I{i<n-2
L i+l

seklinde tammli A, fonksiyonuna, M nin i-yinci mertebeden Harmonik egrilik
fonksiyonu denir. Burada, &, =%1 dir[ 8 ].

Bu tammda H, fonksiyonlarmin V), yoniindeki kovaryant tlirevlerinin

matrisel formdaki ifadesi
[ v[m]] [ o ks 0 0 0 0 [ H ]
A, &k, Coe H,
]| |-gk 0 &k ... 0 0 0 H,
| H,] 0 -gk, 0 ... 0 0 0 H,
Vi[H,i] 0 0 0 ... 0 &k,, 0 |lH_,
Vi[H,] 0 0 0 . .. —gk,, 0 sk ||H,,
v[H.L] Lo 0 0 ... 0 -gk, 0 ||H,]
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dir [8].

1.2.Reel Kuaterniyonlar

I.2.1.Tanmim : Bir reel kuaterniyon sirali dort saymin +1, €,,¢, ,€; gibi dort birime

eslik etmesiyle tamimlamr [9]. Burada +1 bir reel birim olup diger ii¢ birim ise,

iye, xe, =e,xe,=é; xe;=—¢€, ,(e, =+1)

iiYe, xe

i x€,=¢e,=-¢€,xée, ,(ijk) (123)dn ¢ift permutasyonudur.

ozelliklerini saglar. Bdylece bir reel kuaterniyon ,
qg=aé +bé,+cé,+d
seklindedir. Burada,
S,=d,V,=aé +be,+cé, , q=S,+V,
olmak tizere ; S, , q nun skalar kism 174 ise vektorel kismudir [9],{10].

Bundan sonra reel kuaterniyonlarin ciimlesi Q ile gosterilecektir. Simdi reel

kuaterniyonlar tizerindeki islemlerden bahsedelim:

1.2.2.Tanim : Toplama islemi

@:0xQ0 >0

(pvq) —>p® q=Sp€Bq +I7p$q
seklinde tamimlanir, burada

Syoq =S, +S, ve Voo, =V, +V,
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dir.Burada S,,S, €IR ve + iglemi IR deki toplama islemi olup I7p ,I7q da birer reel

vekt6rdiir. Boylece, (Q,®) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki etkisiz eleman sifir

kuaterniyonudur ve (0,0,0,0) dértliisiinden ibarettir [9].

1.2.3.Tanim: Skalar ile carpma
0:IRxQO—>Q

(A,9)—>Aoq=1q=21S, +27q

seklinde tamimlanir. Buna gore
DAo(p@qg)=(Lop)®(Aogq) ,VAelR ve Vp,qeQ

i) (h+4)og=(4Loq)®(Loq) ,VA,4 clR ve VqeQ
i) (4 - A )0g=4o(409)

iv)log=gq
dir. Bu durumda, { O0.@,IR +,,0 } sistemi bir reel vekt6r uzayidir. Kisaca bu uzayi

Q ile gosterecegiz [9].

[.2.4.Tanim : Kuaterniyon Carpimi

p,q reel kuaterniyonlarimin  kuaterniyon ¢arpumi;
pxq=S,-S, +Spol7q +Sqol7p —<I7P,I74 )+I7p /\174

seklinde tammlamr [9]. Burada, (,) ve A sirasiyla IR® tizerindeki i¢ ¢arpimu ve
vektorel carpimi  gostermektedir. Bundan sonraki béliimlerde de aynmi sembolleri bu
anlamda kullanacagiz.
Kuaterniyon ¢arpiminn sagladig 6zellikler agagida siralanmustir :
i) Iki kuaterniyonun garpimu yine bir kuaterniyondur.
ii) Kuaterniyon ¢arpimu birlesimlidir.
iii) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimhdar.
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Fakat kuaterniyon carpimi degisimli degildir. Bu 6zellikleri ile
{Q,GB, IR, +,-,o,x} sistemi bir birlesimli cebirdir. Bu cebire Kuaterniyon cebiri

denir ve Q ile gosterilir. Bu cebirin bir bazi { 1,€,,é,, 53} ve boyutu 4 diir.

1.2.5.Tanim : Bir ¢ € Q kuaterniyonunun eslenigi diye ,
aq=S,-V,
seklinde tanmimlanan g  kuaterniyonuna denir [9]. Eslenik islemi asagidaki

ozelliklere sahiptir:
NDa(ap+bg)=aap+bag

ii) a(pxq)=aqxap
iia(ap)=p

O halde eslenik islemi O cebirinde bir involusyonlu bagintidir [10].

L.2.6. Tanmm : Eger, g €(Q kuaterniyonu i¢in,
g+aq=0

oluyorsa ¢ ya bir uzay kuaterniyonu denir [11].

1.2.7.Tanim : Eger, g €Q kuaterniyonu i¢in,
g-aq=0

ise g ya bir temporal kuaterniyon adi verilir [11].

1.2.8.Tanmm : p,q €Q kuaterniyonlar igin

1
h(p,q)=§[pxaq+qxap]

ile verilen simetrik , reel degerli, bilineer h formu kuaterniyon i¢ ¢arpimi adim alir

[11].

1.2.9.Tanmm : Eger p,q e kuaterniyonlan i¢in %#(p,q)=0 oluyorsapileq ya
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h- ortogonaldir denir [11].

L.2.10.Tanmm : Bir g €Q kuaterniyonunun normu diye,

| ¢’ =r(q.9)=gxq

esitligini saglayan “ q H reel sayisina denir [11].

I1.2.11.Tanmm : /c IR olmak lizere,
p:I1-0
4
B()=D B()E (2, =+1)

=]

ile verilen reel , tek degiskenli kuaterniyon degerli £ do6niislimii kuaterniyonik egri
olarak adlandirilir [10].
Ozel olarak, B (I)cIR® ise B uzay-kuaterniyonik egri adim alir.

I.2.12.Tanim : Bir g €Q kuaterniyonunun inversi ;

O"0-{0} »0-{o}

a4 @
q9 —q9 =

_.%49
el

bigiminde tanimlanir. Boylece,

qxq” =g xq=1
dir. ¢ #0 olmak iizere, VgeQ elemamnimn bir ¢~' inversine sahip olmasi1 Q

cebirini bir béliim cebiri yapar [9].

1.2.13.Tanim : Bdlme

q #0 olmak lizere bir p kuaterniyonunu bir g kuaterniyonu ile bélmek i¢in
pyi g7 ile carpmak gerekir. Fakat kuaterniyon ¢arpim degisimli olmadigindan bu
carpma islemi iki tlirliidiir ve dolayis1 ile p yi ¢ ile iki tiirli bdélmek gerekir.
Boylece



r, =pxq”

8! =q7'xp
olup burada 7, kuaterniyonuna p nin g ile sagdan ve r, kuaterniyonuna p nin

q ile soldan boliimii denir. Aynica, 7 #r, dir [9].

1.2.14.Tanim : Birim Kuaterniyon
Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve ¢, bigiminde
gosterilir. Buna gore vektérlerde oldugu gibi herhangi bir q kuaterniyonunun
normlanmisi ,
q d+ae +be, +ce,
R Pl e
olarak ifade edilebilir [9].

L.2.1.Teorem: Q, ,deki regiiler uzay-kuaterniyonik egri

IR
a(s)=a,(s)é, +a,(s)e, +a,(s)é; ; Va,(s) €IR, 1<i<3
olmak iizere bu egrinin Frenet takimi (¢,n,,n,,k,r) dir [11]. a(s) egrisinden

tiiretilen Q.

deki regiiler kuaterniyonik egri de
& () = &, (5)8, +, (5), + 3 ()8, + & ()2, ,&,(s) € IR

olmak iizere bu egrinin Serret-Frenet formiilleri asagidaki sekilde hesaplanmugtir:

T 0 K 0 o T

Ny|_|-K o k 0o ||, 2
N, Tl 0 -k 0 (r=K)||N, s
Nl 1o o -¢-xp o0 ||N,

Burada (T,N,,N,,N,,K,k,(r — K))bu kuaterniyonik egrinin Frenet takimidir.Bu
ifadedeki k ve r aym zamanda @, deki efrinin siwrasiyla asli egriligi ve
burulmasidir [ 11 ] ve [12].
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1.3.Dual kuaterniyonlar

Dual kuaterniyonlar da reel kuaterniyonlara benzer bigimde tamimlanirlar ve

reel kuaterniyonlann sagladiklar benzer 6zellikleri saglarlar.

I.3.1.Tanm: iki reel kuaterniyon;

g=d+aé +bé, +ce,

qg" =d" +a’¢, +b'E, +c'¢,
olmak {izere bir dual kuaterniyon,

g=q+&q , & =0
seklinde tanimlanir. Bir dual kuaterniyonu

g=D+Ade +Be, +Ce,
olarak da yazmak miimkiindiir. Burada,
D=d+ed ,A=a+ca’,B=b+¢eb " ,C=c+ec’
olup, 7 nun dual bilesenleri olarak adlandirilirlar.

Yani bir dual kuaterniyon, bilesenleri dual sayilar olan bir kuaterniyon olarak

ele alinabilir. Bir dual kuaterniyonun skalar ve vektorel kisimlan sirasiyla; S; ve 17‘7
ile gosterilirse,

S‘7 =Sq +aSq. =D

V,=V,+&V.=4¢ +B& +Cg,
dir. Bir dual kuaterniyonun skalar kismu bir dual sayidir ve vektérel kismi da bir dual
vektordiir. A¢ik olarak § dual kuaterniyonu asagidaki bi¢imde ifade edilir:
F=d+aé +bé,+cé,+d (e)+a (8)+b (¢8,)+c (c&,)

[9]. Dual kuaterniyonlarin ciimlesini bundan sonra Q,, ile gosterecegiz.

1.3.2.Tamim : Iki dual kuaterniyonun toplami

LC. YUKSEK (G oy
"C 1t KOGRET#g KURugLY

YON MERKEZ§
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@:0,px01p > Op
(2.9)>pPg=pSqg+e(p*®q*)

bigiminde tanimlanir [9].

1.3.3.Tanim : iki dual kuaterniyonun ¢arpimi

D-q €0 ve
g=q+eq
p=p+ep

olmak tizere bu dual kuaterniyonlarin ¢arpimi $6yle tanumlanir [9]:

gxp=qxp+e(gxp +q xp)

pxg=pxq+e(pxq +pxq)
Dual kuaterniyonlarin ¢arpimi asagidaki ézelliklere sahiptir:
i) Iki dual kuaterniyonun ¢arpimi da bir dual kuaterniyondur.
ii) Dual kuaterniyonlarin ¢arpimi dagilimhdar.

ii1) Dual kuaterniyonlarn ¢arpimi birlesimlidir.

I.3.4.Tamm : Bir §=¢g+¢&q  dual kuaterniyonunun eslenigi ¢« 7 ile gosterilir ve
ag=aq+e(aq’ )=D- A& -BE,-CEg,
olarak tanimlanir [9].
Eslenik isleminin sahip oldugu 6zellikler asagidaki sekildedir:

Na(P+7)=a(p+q)+ca(p +q°)
=ap+aq

ia(pxF=aqxap+e(ag xap+agxap’)

=(aq+caq )x(ap+eap’)

=agxap
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1.3.5.Tamm: Bir 7 €(,, kuaterniyonunun normu,
l7[ =r@D=7xaz7
biciminde tanimlanur [13].
g =p*+4?+B?+C?
dir. Gorilldug gibi |7 | bir dual sayidir. Bu dual sayinn reel kism: Re|7 [ ve

dual kismi. Du " q “2 ile gosterilir. A¢ik olarak,

Rellc?”2 =d* +a’ +b*+c?

Du|g|' =2(dd" +aa’ +b " +cc’)
dir. p ve g gibi iki dual kuaterniyonun ¢arpiminin normu igin
| 5x3|" =xD)xa(Bx7)
e
elde edilir [9].

1.3.6.Tamm: Bir 7 dual kuaterniyonunun inversi g~ ile gésterilir ve
aq D-4e -Be, -Ce,
g} D*+4 +B+C

-]

q =
|

olarak tammlamr [9]. 7 'in reel kismi,

d-aé —-be,—cée,

Re(@ )= B
@) d*+a*>+b*> +¢2
ve dual kismi da
Du(@) d-a'é -b'e, -c'e, 2(d.d'+a.a'+b.b'+c.c')(d 5 _bz, —cd)
u = - —aé, -bé,—ce
7 d* +a? +b? +¢? (d* +a® +b* +¢?) ! 2 3

olarak elde edilir. Ayrica;
gx7" =777 =1
dir.
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1.3.7.Tanim : Birim dual kuaterniyon
Normu birim olan ,yani reel kismimin normu 1, dual kisminin normu ise sifir
olan bir dual kuaterniyona birim dual kuaterniyon denir ve g, ile gosterilir. Boyle
bir dual kuaterniyon;
g, =Dy+4,¢e +Bye, +Cy e,
seklinde ifade edilebilir [9]. Burada,
D=d,+¢&d, ,A=a, +€a, ,B=b, +&b, ,C=c, +&c,

olmak tizere,

2 2 2 2 _
d,” +a," +b,” +c¢,” =1

d,d, +a,a, +b b, +c,c, =0

seklindedir.

1.3.8.Tanim: Iki Dual Kuaterniyonun I¢ ¢carpim:
P ve g iki birim dual kuaterniyon olmak tizere , bu iki dual kuaterniyonun
ic carpimi
h(B.3)=h(p.q)+e[h(p,q*) +h(p*.q)] -(13.1)

bigiminde tamimlanir [13]. Burada h ile reel kuaterniyonlarin i¢ carpim islemi
kastedilmektedir.

Simdi iki dual vektér arasindaki agiy1 inceleyelim:
p ve g iki birim dual vektdr olsunlar. p ile § nun
(7.2)=(p,q)+e({p.a*)+(p*.q)) -(132)
i¢ carpimuni inceleyelim. Burada 7 ve ¢ birer dual uzay-kuaterniyonu olarak
g6z6niine alinmgtir.
pveq snaslyla d, ve d, olmak iizere IR® de iki yonlii dogru belirtirler. d, in
yonii p,yeri p* ve d, nin yonli g, yeri g* ile belli oldugundan p ile g

arasindaki ag1 ¢ ise
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(5.2)=(p.a)+5((p.a9) +{p*.9))
i¢ ¢arpiminin reel kismi,

(p.q)=cosp, 0<p<x, pelR
olup( 5,7) i¢ garpimnin dual kismu olan ( p,q%)+{p*,q) ifadesinin geometrik
anlam1 da asagidaki sekildedir:

v

Sekil-2

p* ve g% swras1 ile  d,ved, yonli dogrulan tizerindeki X ve Y
noktalarnin segilisinden bagimsiz olduklarindan X ve Y noktalan, d, ved,
dogrularimin ortak dikmesinin ayaklari olarak diistiniilebilir. Bu ortak dikme
yoniindeki birim vektér ,

LY S
loAdl

dir. d, ved, arasindaki en kisa uzakhik @* ile gosterilirse,
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i P Ly
dir.

P*=XAp ve q¥=yAq
olduklarindan,

(p.a*)=(p.ynq)=—(y.prq)
ve

(p*.q)=(xrp.q)=(x.prq)
dir.

(p.g*)+(p*.q)=(x-y.pAq)

i<—uﬁ13ug”*’“">=*_upﬁ*qu““q”“")

(p.g%)+(p.q) =2p*| prg| =t prsing

bulunur. Sonug olarak p ile g nun i¢ ¢arpimi igin

(ﬁ,ci) = COs @t ep*sing ..(1.3.3)
elde edilir. Bu son ifade de (-) isareti gézoniine alimursa,

COS@ — E@*sin@ =cos(p+ & p*)
ve §=@+e@* birdual say1 olmak lizere, Taylor Formiilii geregince

(ﬁ,§>=cos¢=cos(¢+a¢*) ..(L.3.4)
elde edilir [9].

1.3.9.Tanm: ¢ =@ +¢&¢* dual sayisina p ve g birim vektorleri arasindaki dual ag1
denir.Goriildtigii gibi ¢ dual agis1 7 ve § birim dual vektérlerinin /R’ deki temsil
ettikleri yonlii dogrular arasindaki ¢ agisi ile bu iki dogru arasindaki en kisa uzakhik
olan @* dan olugmaktadir. 0P =5 ve 00 =3 birim dual vektorlerinin uglari ID-
Modiilde O merkezli birim dual kiirenin p ve ¢ dual noktalarin1 belirteceginden
p ve g arasindaki ¢=¢+¢e@* dual agis1 p ve g dual noktalarindan gegen dual
bityiik dairenin pg dual yay uzunlugu olarak diigiiniilebilir [9].
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deki regiiler dual uzay-kuaterniyonik egri

1.3.1.Teorem: O ;
B(s) =B ()8, + B, ()2, + B,()%; ; VB(s) €D, 1<i <3
B (s)

olmak {izere bu egrinin Frenet takimi (7,N,,N,,N;,K,R) olsun [13].
deki regiiler dual kuaterniyonik egri de

egrisinden tiiretilen Q.
B (5) =B (8)E, + B, ()2, + B, (5)é; + B, (5)E, , B,(s) eID

olmak iizere bu egrinin Serret-Frenet formiilleri de asagidaki sekilde hesaplanmigtir

(71 [o & 0 o 7

N1 - o K 0o || N

= ! (3.5
N, 0 -K 0 R-K|| W,

N L0 0 -@®-K) 0 J|N,

Burada (T,]VI,NZ,N3,I?,K,R—I?) bu egrinin Frenet takimidir. K ve R aym
zamanda @ ; deki dual uzay-kuaterniyonik egrinin swrasiyla asli efriligi ve

burulmasini géstermektedir [13].
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ILBOLUM

DUAL KUATERNIYONIK EGILIM CIZGILERI IiCIN
KARAKTERIZASYONLAR

11.1.Dual Kuaterniyonik Egilim Cizgileri Ve Harmonik Egrilikler

IL1.1.0

D}

Deki Dual Uzay-Kuaterniyonik Egilim Cizgileri Ve Harmonik
Egrilikler

ID? ile uzay-kuaterniyonlarmn ciimlesi arasinda bir izomorfizma kurarak

Qs deki dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgilerini ve harmonik egriligi ifade

edecegiz.

IL.1.1.Tanm : B:1—Q , regiler dual uzay-kuaterniyonik egri s-yay parametresi

ile verilmis olsun. Q , iin birim ve sabit bir vektorii # olmak tizere, V se/ icin,

1D
E(ﬂ(s),u)=cos¢=cos(¢+a¢*)=st.,(p¢-;— .. [I.1.1)

ise f egrisine (), , de bir dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisidir denir.

Qs Un birim ve sabit bir vektéri u=1,+ 8u; ve IR? deki y kuaterniyon

egrisinden tiretilen’ £ egrisinin f(s) noktasindaki Frenet 3- ayaklisi
{T(s), N,(s),N,(s)}olmak iizere,
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B:I- 0y
BE=7,(9)8 +7,(5)& +7,()& +£(y, (5)& +7, ()& +7; (5)E,)
ya da

P(s) = A(s) &, + B(s) e, + C(s) &, ; A(s), B(s), C(s) e ID
olarak tamimlayalim. Bu durumda,

B G = L)+l ()=T(s)

af(s)= ~T(H-eT; ()

U=1u,+ eu(;

U=—u,— gu; (u bir dual uzay-kuaterniyonudur.)

olur. O halde u,7(s) € Q

D?

olmak tizere, (1.3.1) den

h(u,T(5)) =h(uy, Ty (8))+& [ 1 (g, Ty () + 1 (15, Ty(s)]
elde edilir. Burada iki dual kuaterniyonun i¢ ¢arpimi tamimu kullamilirsa, # reel

kuaterniyonlar i¢in i¢ ¢arpimi g6stermek izere,
ﬁ(u,T(s))=%[uoxa7;(s)+7},(s)xau0]+
1 - L] . *
g;[(uoxaTo(s)+T0(s)xau0)+(u0xaTo(5)+To(s)xauo]
1
= = (0 L) )=t A T(0)+ {0, T5(9) )~ o)A o 1+
1 * * * %
&5t T *(9) )=ty A T * @O+ (0 T, *(9) )= Ty * (DA sy +

(s o)) - g *A Ty(9) + (T ()0 ) - To() A 1y *]

_;. [2 <u0,73(s)> 1+ g% [2 <uo,T0 *(s)> +2<u0 *,TB(s)>]

= (4.5 ) + & [y . T, *(9) ) + (%, T3(9) ) 1
elde edilir. (I.3.3) den
i (u,T(s)) =.cos @ F cop*sing
olup burada (-) igareti g6z6niine alinarak ¢ = @ + £ @ * dual ag1 olmak iizere, Taylor
Formiilii geregince;
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B (u,T(s))=cos g=cos( @+ e o*) oldugu goriilir. ¥ bir reel egilim g¢izgisi
oldugundan dolay1 cosg = st. olup eger ¢* = st. ise bu durumda
R (u,T(s))=cos@=st.

elde edilir.

I1.1.1.Sonug :
y($)=r(s)é +7,(s)€, +y;(s) e,
de y dan tiiretilen

IR’ de bir uzay-kuaterniyonik egilim gizgisi ise 0,

B(s)= 7,(s)e +y,(s)é, +7,(s) &, +5(71‘(5)é‘1 +7,(5)E, "'7::(5)53)
uzay-kuaterniyonik egrisi de = @*=st. olmasi durumunda bir dual uzay-
kuaterniyonik egilim ¢izgisidir.

II.1.3.Tanmm : B:7— Q, , bir regiiler dual uzay- kuaterniyonik egri olup s-yay

3

parametresi ile verilsin. Q, ; {in sabit ve birim bir vektorii u ve { T'(s), N, (s), N, (s) }

< Ip’

[ egrisinin S (s) noktasindaki Frenet 3- ayaklisi olsun. Bu taktirde, u =u, +&u,
ile A(s) arasindaki ag1 ¢ = ¢ (s) olup;

H:1- DD ,

B (N,(s),u)=H(s)cosg .(AL1.2)
bigiminde tamimlanan A fonksiyonuna 8 egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu ve
H(s) dual sayisina da S egrisinin B (s) noktasinda u’ ya gére dual harmonik
egriligi denir.

Simdi (dual) harmonik egriligi dual egrilikler tiirlinden ifade eden teoremi

verelim;

IL1.1.Teorem: B:I—>Q ; s-yay parametresi ile verilen bir dual uzay-
kuaterniyonik egilim c;iigisi olsun. B egrisinin f (s) noktasindaki egrilikleri
K@) =k(s)+ek’(s), R(s)=r(s)+¢& r (s) veharmonik egriligi A olmak iizere,
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~ K
76" %)

dir.

Ispat : p:1->Q ,» dual uzay- kuaterniyonik egilim ¢izgisinin teget vektoriintin
birim ve sabit u dual vektéri ile yapmis oldugu agi ¢ olsun. B (s) noktasindaki
Frenet 3- ayaklisi { 7(s), N, (s), N, (s) } olmak iizere,

B (T(s),u)=cosg=cos(@+&@*)=st.
yazabiliriz. Buradan s-ye gore tiirev aliursa,

R(T(s),u) + h(T(s),2)=0 veya

h(T(s),u) =0 (IL1.3)
bulunur.Burada T(s) = K(s) N,(s) [13] kullamlirsa;

R (K(s)N,(s),u)=0

K(s) h(N,(s),u)=0
bulunur. Burada, K(s)# 0 dir. Oyleyse,

R(N,(s),u)=0 ~(IL1.4)
olur. (I.1.4) {in s-ye gore tiirevi ile;

R(N (), u)+R( N, (s),2)=0
veya,

H(N,(s),u) =0 (L1.5)
elde edilir. Bu ifadede N, = —K(s) T(s) + R(s)N, (s) [13 ] kullanilirsa;

R(-K(S)T(s)+R(s) N, (s),u)=0

~K(s)h (T(s),u)+ R(s) i (N, (s),u)=0 (0.1.6)
bulunur. Burada, % (T (s),u)=cos¢ ve (I1.1.2)kullanilirsa,

—K(s)cosg+R(s) H(s) cos =0 (L1.7)
elde edilir. Buradan;

K(s)  leprilik
R (s) 2.egrilik

H(s) = ..(11.1.8)
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sonucuna ulasilir. Boylece dual uzay-kuaterniyonik egri i¢in harmonik egrilik,

egrilikler tiirlinden elde edilmis olur.

IL1.2. O, . Deki Dual Kuaterniyonik Egilim Cizgileri ve Harmonik Egrilikler

I1.1.4.Tamm: ,5 :1—>Q, . regller dual kuaterniyonik egri s-yay parametresi ile

verilsin. Birim ve sabit bir dual uzay-kuaterniyonu u=u,+&u, olmak izere,

Vsel icin,
Z(E(s),u)=cos¢=cos((p+ego*)=st., ¢¢§ ..(1L.1.9)

ise ,8~ egrisine Q, . de bir dual kuaterniyonik egilim ¢izgisidir denir.

I1.1.3.Teorem : f:1—Q , bir dual uzay- kuaterniyonik egilim ¢izgisi olsun.
B (s)= A(s) &1+ B(s) &, + C(s) €3; A(s),B(s),C(s) € ID, olmak tizere S dan
tiiretilen her E = A(s)é; + B(s)e, + C(s)é3z +D(s); D(s) € ID dual

kuaterniyonik egrisi de f ile aym1 eksenli bir dual kuaterniyonik egilim ¢izgisidir.

Ispat : ,E :1 — Q. s-yay parametresi ile verilen bir dual kuaterniyonik egri olsun.
u birim ve sabit bir dual uzay-kuaterniyonu ve E mn ,5 (s) noktasindaki Frenet 4-
ayaklis1 { T (s), N 1 (8), N »(8), N () } olmak iizere,

KB (),w)=F(T(s),u)

T(s)= D(s)+T(s), D(s)=d,+&d, €ID’,

T(s)= A(s) é,+ B(s) e, + C(s) €3 , 4,B,CelD

T(s)=T,(s)+&T, (s)

U=y +E&u,

aT(s) = D@)-T(s)

n(T(s),u) =h(uy, To(s))+e [h (4, Ty () +h (4, Ty (5)]
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elde edilir. h , reel kuaterniyonlar i¢in i¢ ¢arpinm gostermek fizere ; h min

ozelliklerinin gézéniinde bulundurulmasiyla,

A (T(s),u) =%[T0(s) xa uy +ugxa Ty(s)|+

e[ (T@ras; +uxa Ty +(T; () xau, +uxaTy (5)

[=D.ug*t (To(8)su o) =Ty () At o= Dt g +{u o, Ty () )= 4 AT, (5) ]+8%

(NS [P

{ [=D.ug*+(Ty(s),u o ¥y =Ty (s) At * = D *+u *, Ty (8) Y~ o * AT, (5) 4]

= D* (T *(8),u )= Ty * () A o= D*.u o+t 4, Ty *(8) )= g ATy *(s) ] )

1 1
= 5 [245()u0) I+e 5 2.0(L*()up) + (4" D) ]

=(Th(8),uo) + & [(Ty*(s),ug) + (u*,i(s)) ]

=cosp F £¢@*sin @

=cosg, ¢¢§ . (II.1.10)

bulunur. Béylece ispat tamamlanur.

I1.1.5.Tanim: ,E :I = Q. regiiler kuaterniyonik egri s-yay parametresi ile verilsin.
u birim ve sabit bir dual uzay-kuaterniyonu ve { 7'(s), N, (5), N, (5), N;(s)} de S
egrisinin ,B~ (s) noktasindaki Frenet 4-ayaklis1 olsun. Bu taktirde, 7(s) ve u
arasindaki a¢1 ¢ olmak lizere,

H:I->ID ,i=12

R (N, (s),u)=H (s)cos ¢ ~L1.11)
seklinde tanuml FI,. fonksiyonuna ,BN kuaterniyonik egrisinin i-yinci harmonik
egrilik fonksiyonu ve H,(s) dual sayisina da ,[;" nn ,[f (s) noktasindaki i-yinci
harmonik egriligi denir. A,= 0 olarak tammlanr.
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Dual kuaterniyonik bir egrinin egrilikleri ile harmonik egrilikleri arasindaki
iligki asagidaki teorem ile ifade edilebilir:

I1.1.3 .Teorem : ﬁ :1 > Q, . s-yay parametresi ile verilen bir dual kuaterniyonik

egilim ¢izgisi olsun. ,5 (s) noktasindaki i-yinci egrilik /?, (s) , i-yinci egrilik yarigapt

1 ~ ~
c,(s) = ey 1<i<3 ve § mn j-yinci harmonik egriligi H,(s), j=1,2 olsun .

(8)’
Bu takdirde;
_ Legrilik
2. egrilik
ve .. (I1.1.12)

Fll (s)

B, (s)=H,(5) 5, (s)
dir.

Ispat : E :I - Q. regiiler kuaterniyonik egri verilsin. u birim ve sabit bir dual
uzay kuaterniyonu ve E (s) noktasindaki Frenet 4-ayaklisi
{T(),N,(5), N, (5),N,(5) } olmak tizere;

Z(T(s),u)=cos¢=cos((o+5(p*)=st.
yazabiliriz. Bu ifadenin s-ye gore tlirevi alinirsa;

B(T(s),u)+ k(T (s),m)=0

E(T(s),u)=0 . (IL1.13)
elde edilir. (1.3.5), (II.1.13 ) de yerine konulursa, s el igin,

R( R(s) N (s),u) =0
bulunur. Burada K(s) # 0 olacagindan

R( N,(s),u) =0 .. (IL1.14)
elde edilir. Bu ifadenin s-ye gore tekrar tlirevi alimrsa;

R( N,(s),w)+F( Ny (s),d) =0

R( N,(s),u) =0 . (IL1.15)
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bulunur. (I.2.15) de (1.3.5) in kullamilmasiyla,
R -R()T )+ K(s)N,(s),u)=0
—~R(s) A (T(s),u)+K(s)R(N,(s),u) =0
bulunur. Ayrica, (II.1.11) ifadesinden i=1 i¢in elde edilen
R(N,(s),u)=H,(s)cos¢ | .. IL1.16)
nin (II.1.10) ile birlikte g6z6niine alinmasiyla;
- K(s)cosp+ K(s) H,(s)cosg=0
veya

K(s) Legrilik
K(s)  2.egrilik

H, (s)= .. (L.1.17)

elde edilir. Burada X (s) , Q,, deki egrinin 1.egriligi olup, K(s) de hem Q, _,deki

D?

egrinin 1.egriligi hem de Q, . deki egrinin 2.egriligine karsilik gelmektedir [13].

Ikinci dual harmonik egriligi ifade etmek i¢inse, (II.1.16) ifadesinden s-ye gore tlirev
alarak;

BN, (s),u)+F(N, (s),4)=H, (s) cos ¢
veya

R(N,(s),u) = H,(s)cos¢ . (IL1.18)
bulunur. (IL.1.18) de N, (s)=— K(s) N () +(R-K)(s) N,(s) olusu kullamlirsa,

B( - K(s) N, (s)+(R=R)(5) N, (s),u) = B, (5) cos ¢

—K($)E(N,(8),u)+(R-B) () A(N,(s),u)=H,(s)cosd ... ([M1.19)
esitlifine ulagilir. Burada her iki tarafi cos¢g ile boliip (II.1.11) denkleminden i = 0
icin elde edilen H,(s) =0 ve i=2 icin elde edilen H,(s) ifadelerinin
kullanilmasiyla,

~K(s) Hy(s)+(R~B) () H, (5)= H, (s)

ve buradan da

~ o 1
Hz(S)=H1(S)m
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~ ~ 1
lde edilir. Burada 4k,=R-K dir [13]. Buna goére o,(8)=—"—"7—
elde edili : [13] e 50)= 2
olacagindan son esitlikten
B,(s)=H,(5)5,(s) .. (IL1.20)

bulunur.
Bo6ylece dual kuaterniyonik egilim ¢izgileri igin harmonik egrilikler ,
egrilikler tiiriinden elde edilmis olur.

I1.2.Dual Kuaterniyonik Egilim Cizgileri I¢in Karakterizasyonlar

Bu kisimda @, ; deki dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgileri ve 0, , deki

dual kuaterniyonik egilim ¢izgileri i¢in birer karakterizasyon verilecektir.

I1.2.1.Dual Uzay-Kuaterniyonik Egilim Cizgileri I¢in Bir Karakterizasyon

I1.2.1.Teorem : f:I —»(Q , s-yay parametresi ile verilen bir dual uzay-
kuaterniyonik egri olsun. S(s) noktasindaki harmonik egrilik H(s) ve Frenet 3-
ayaklis1 { T(s), N, (s), N, (s) } olmak iizere,

B bir dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisidir & H*(s) =st.
dir.

ispat:
=) [ bir dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi ise,

R(B(s),u)=cosg=st., Vs el
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olacak sekilde birim ve sabit bir # dual vektdrli vardir. Bu dual vektér, dual uzay-
kuaterniyonik £ egrisi f(s) noktasindaki { T'(s), N, (s), N, (s) } baz: cinsinden

2
u= h(T(s),u) T(s)+2i{(N,.(s),u)M(s) (I1.2.1)

bigiminde ifade edilebilir. (11.1.10), (IL.1.11) bagmtlan ile ,

[r@[=l¥@[=]¥.@|=1. [«]=1
oldugu gbzdniine alinirsa,

“u“2 = ﬁ(u,u)=uxo:u

1 = [i«” (T(s),u) T(s)+22:1'7 (N;(8)u) N, (s)]xa [5 (T(s5), u) T(s)+il7 (N;(s)u) N, (s)}

i=] i=]

= [R(T(s), )T (5)+ KN, (s),u) N, ()] x @[ (T (5), 0)T() + R (N, (5),) N, ()]

= [cos¢ T(s)+ H (8)cosg T (s)] xa [cos @ T(s)+ H(s)cos ¢T (s)]

= cos¢|T(s)|" + H(s) cos® $ T(s) xa N, () + H(s) cos® ¢ N, (s) x & T(s) + H(s) cos® ¢||N, )|

oldugu goriiliir.

Burada | T(s)|=| N, (s)[=1, T(s)xN,(s)==N,(s) ve N,()xT(s)=N,(s)

oldugundan

H? (s)cosg=1-cos’ ¢

..(11.2.2)
.2
. sin” ¢ )
= = =St

H*(s) o5’ 4 1g°g=s

elde edilir.

<) Karsit olarak, B dual uzay-kuaterniyonik egrisi igin HA%(s) = a (st.) oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde, tg®¢ =a olacak sekilde bir ¢ agist vardir. O halde,
u= cos ¢ T(s)+ H(s)N,(s)cos ¢ ..(I1.2.3)

olacak sekilde bir u dual uzay-kuaterniyonu tamimlayalim .Buna gére,
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1) u dual uzay-kuaterniyonu sabittir:
2) u birimdir.
1) u dual uzay-kuaterniyonunun sabit oldugunu gosterelim:

(I1.2.3) iin s-ye gore tiirevini alarak,

! @=T(s)+f.‘-l(s) N, ()+H(s) N, (s) (I1.2.4)
cos¢g ds

elde edilir. Burada, T(s)=K(s) N, (s), N,(s)=—R(s) N,(s) [13] oldugu ve
(s)

~ K 2
H(s) =m den H(s)=0 olusu gézoéniine alinirsa,

L du_ K(s) N, () + H(s) N, (s) + H(s) (~R(s) N (5))
cos¢ ds

K(s)

=K(s) N,(s)+ )

(=R()N,(s)
1 du

cosg ds

elde edilir. O halde u sabit bir dual uzay- kuaterniyonudur.

2) u dual uzay-kuaterniyonunun birim oldugunu gosterelim:

“qu = 5(u,u)=uxau

=[cos@ T(s)+ ﬁ(s) cos@ N,(s)]xafcosgT(s)+ H(s)cos¢ N, (s)]
=cos® ¢+ H*(s)cos’ ¢

=cos’ ¢ (1+ H(s))

=cos’ ¢ (1+1g° ¢)

=1
elde edilir. Boylece,

| «l=1
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olur.Ayrica,
R (T(s),u) =%[T(s) xau+uxaT(s)]

= (T(5) 5 [c0s$T(s) + F(5) N (5)cos 1 +[eos$ T(s) + B() Ny (s) cosglx  T(5)]

= [cosg 1T + Hs) c0sp T(9)x @ Ny (5)+ cosg [T (o) + H () cosg N () T(9)

[2cosg— H(s)cosp T(s)x N,(s)— H(s)cosg N, (s)x T(s)]

N | e

veya
R(T(s),u)= cosg=st.
dir.

Buise £ nin bir dual uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi oldugunu gosterir.

11.2.2.Dual Kuaterniyonik Egilim Cizgileri I¢cin Bir Karakterizasyon

I1.2.1.Teorem: ,[7 :I—~>Q . s-yay parametresi ile verilen bir dual kuaterniyonik egri
olsun. ,E (s) noktasindaki Frenet 4-ayaklisi {T(s),ﬁ , (8), ZVZ (), N 3 (s)} ve i-yinci

harmonik egriligi &, (s), i=1,2 olmak tizere,

2
B bir egilim ¢izgisidir < Y, H2(s) = st.

i=l

dir.

ispat:
=) ﬁ :I1—>Q, ., dual kuaterniyonik egrinin bir egilim ¢izgisi oldufunu kabul
edelim. Oyleyse, S egrisi i¢in ,

I;'(E(s),u)=cos¢=st. , Vsel
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olacak sekilde birim ve sabit bir dual uzay-kuaterniyonu vardir. Bu dual uzay-

kuaterniyonu E egrisinin ,B~ (s) noktasindaki bazi cinsinden,
3
u=h(T(s),w)T(s)+ D (N, (s),u) N, (s) .(11.2.6)
1=1

biciminde ifade edilebilir. Burada, (II.1.10), (II.1.11) esitlikleriyle birlikte

~

T,N,,N,,N, ve u’nunbirim olduklari da g6zoniine alinirsa;

“u"z = Z(u, U =uxau
3 3
=|:E(T(S),u) T(S)+ZZ(]V, (8),u) 2\7,. (s)}xa[l?(f(s), u) T(S)+ZE(]V‘ (5), %) N,’ (S)}

i=1

=cos’ $|T(s)|" + H,(s)cos® ¢ T(s)xa N,(s)+ H,(s)cos? ¢ T(s)xax N, (s)+ H, (s)
cos’ ¢ N, (s)xaT(s)+ H?(s) cos® ¢Hf\72 (s)“2 +H,(s) H,(s)cos® ¢ N, (s) xa N, (s)

+H,(s)cos? g Nyx a T(s)+ H, (5) B, (5) cos® ¢ N, (s)x & N, (s) + H (5) cos® ¢| ¥, (s)]|

olur. Buradan da

1=cos® ¢+ H}? (s)cos* p+ H?(s)cos” ¢

1-cos® ¢ =(H? (s)+ H:(s))cos® ¢
veya

sin® ¢ 2

e
cos’ g o ()

1

bulunur. Béylece
> B (s)=tg2p=st. L(IL2.7)
i=1

elde edilir.

2
&) B:I->Q,, dual kuatemiyonik egrisi igin Y H*(s)=a(st.) oldugunu

i=1
kabul edelim. Bu taktirde, tg’g=a olacak sekilde bir ¢ dual agis1 vardir. Buna

gore,
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u= cos¢T(s)+Z H_,(s)cosp N,(s) .(11.2.8)

i=2

ile tamimlanan dual uzay-kuaterniyonu bir sabit ve birim kuaterniyondur.

1) Once u’ nun sabit oldugunu gosterelim.

(11.2.8) denkleminin s-ye gore tiirevini alarak;

1 du
cosg ds T(s)+z AT, (S)+§ H_()N,(s) (112.9)

buluruz. Diger yandan (II.1.11)de i=2igin

R(N,(s),u)=H,(s)cos¢
yazip bu esitligin s-ye gore tlirevinin alinmasiyla,

R(N,(s),u) + B (N,(s),i) = H, (s) cos g +0

R(N,(s),u) = H,(s)cos¢

()= -R-B)()H,(5) .(112.10)
elde edilir. (I1.2.8) ifadesinde (1.3.1), (II.1.8) ve

B (5)=R-K) ()&, (s) (IL2.11)

esitliginin  kullanilmasiyla;

1
cos ¢ a’s = K(s) N\ () +(R-K) (s) H, (s) N, (5) - (R- K) (5) H,(5) N, (5)+
EE‘%( KN ()+R-K)(s) N, (s))+H(s)( 1K)( )( (R-K) ()N, (5)
veya
L du_
cosg ds

bulunur. O halde u sabittir.

2) u nun birim oldugunu gosterelim:

"u“2 =h(u,u)=uxau
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i=2

3 3
=[cos¢ T(s)+ZH,._1 (s)cosg N, (s)}xa[cow T(s)+ZFIi_1 () cos¢]'\7,. (s)}
i=2
=[cos¢ T(s)+ﬁ1(s)cos¢ﬁ2(s)+ﬁ2(s)cos¢]V3(s)]x
a[cos¢ T(s)+ H,(s)cos g N, (s) + H,(s) cos ¢ ]V3(s)]

=cos® ¢(1 +22:1“{r,.2(s)

=cos’ ¢(1 +1g°9)

=1

bulunur. Oyleyse,

«]=1

dir. Diger yandan,

E(T(s), u)=%[T(s)xau+ux aT(s)]

3

= —;—[T(s) xafcosgT(s)+ Z H,_ () N,(s)cos ¢]}
i=2

+ [[cos(b T(s)+ >, H,_,(s) N,(s)cosglxa T( s)}

i=2

= -;—[cos ¢“T(s)"]2 + 8, (s)cos g T(s)x @ N, (s)+ H, (s) cos ¢ T(s)x a N () +cos ¢ \7 (s)“2

+ B, (s)cosp N, (s) xa T(s) + H, (s)cos ¢ N3(s)xa T(s)

[2 cos¢—ﬁ, (s)cosg Nl (s)—ET2 (s)cos¢g ]Vz (s)+FIl (s)cosg ]71 (s)+FI2 (s)cos g ]Vz (s)]

N |-

veya

(T (s),u)=cosg =st.
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bulunur. Bu ise S egrisinin bir egilim ¢izgisi oldugunu verir.

Boylece, ispat tamamlanmsg olur.

I1.2.1.Senug¢: Dual kuaterniyonik egriler i¢in elde edilen harmonik egriliklerin tiirev
denklemleri (I1.2.10) ve (I1.2.11) ile verilip matrisel ifadesi asagidaki sekildedir:

B[ o @-BA
[ﬁj_{—(le-l?) 0 Mﬁ} ..(11.2.12)
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NL.BOLUM

PSEUDO KUATERNIYONIK LORENTZ UZAYI
II1.1.Kuaterniyonlar Ve Pseado Kuaterniyonlar Uzerine

V, 4-boyutlu reel vektoér uzayr olsun.Burada V deki bir kuaterniyonu ve
pseudo kuaterniyonu  (psequat) tamimlayacagiz. Sonrada tamimladigimiz bu
kuaterniyonlarin ve pseudo kuaterniyonlarin V de ayni cebirsel rolii oynadiklarini
gOsterecegiz.

(2,) , V nin bir baz1 olsun. V de bu baz yardimiyla, Lie cebirini

tanimlayalim:

4 4
II1.1.1.Tanim: Vx=Z xAéA,y=Z y,e, €V ise x ile y nin Lie ¢arpimi
A=1

4=1

asagidaki sekilde tanimlanur:
[x’y]=z(xiy,~ -x,;y,)€, (L1

Burada, (ijk) (123) {in bir ¢ift permutasyonudur [14].

III.1.2.Tanmm: S ve T , V iizerinde

4 3
Vx=) x, 8 €V icin Sx=) x,8,Tx=x,8, (IL1.2)
A=l i=1

ile tanimli iki projeksiyon olsunlar. Agiktirki, ST=7S=0 ve S+T=7 dir.
a:V —->V,a=-S+T bi¢giminde tammlanan lineer déniistim olmak {izere, Vx €V
icin,

3
ax=-) x& +x,8 =—Sx+Tx (IIL1.3)

i=l



dir. @® =1 oldugundan @ bir involutory lineer izomorfizmdir [14].

(IIL.1.2) ile verilen SveT , V izerinde sirasiyla uzay ve temporal projeksiyonlar

olarak adlandirilirlar, (III.1.3) ile verilen « involutory izomorfizmi de V lizerinde

Hamilton eslenigi adim alir [14].

IT1.1.3.Tammm: V lizerinde iki bilineer form, Vx,y € V' i¢in,

3 4
g(x’y)=zxiyi—x4y49 h(x,y)=zx‘4y‘4 .(IH14)
A=1

=]
seklinde tanimlanir.Bu tanimdaki g ve h formlarnin her ikisi de non-dejenere, reel,
simetrik bilineer formlardir. g nin karsilik geldigi kuadratik form indefinite, h nin
karsilik geldigi kuadratik form pozitif definittir [14].
Bununla beraber; S,7 ve ¢ (1II.1.2) ve (1I.1.3) ile tanimli olup (1II.1.4) ile

tanumlanan bilineer formlara gore self adjointtirler.Yani Vx,y €V i¢in,

g(8x,y)=g(x,8y)=h(x,Sy)=h(Sx,y)
(IL.1.5)

gTx,y)=gxTy)=-h(x,Ty)=—h(Tx,y)
glax,y)=g(x,ay)=-h(x,y) ..(IL.1.6)
dir [14].

III.1.4.Tanmm : b, V iizerinde keyfi simetrik bilineer form olsun. ‘0’ i¢ islem olmak

lizere; Vx,y €V i¢in,
xoy=[x,y]+x,S, +,S, ~b(x)E, (IL.1.7)

tamimlayalim. Bu durumda (V,0) bir reel cebirdir (Genel olarak degismeli ve
birlesmeli degildir.). Bu sekilde tanimlanan reel cebir, b=g oldugu durumda V
lizerinde pseudo kuaterniyonik cebir, b=h oldugu durumda ise V {lizerinde reel
kuaterniyonik cebir adim alir [14].

Kuaterniyonik durumda i¢ islemi ‘.’ ile pseudo kuaterniyonik durumda ise
‘x’ jle gosterecegiz. Keyfi bir x eV yi gbzbniine alalm. N(x), xoaxeV

bigiminde tammlanir. A¢iktir ki, Vx,y € Vigin,

- ot I KURDL
DOKDYANTASY O MEmiLju
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NEx)=-b(x,ax)e, ..(IIL.1.8)
dir. Yine kolayca goriilebilir ki ,

N(x+y)-N(x)-N(y)=xoay+yoa x

_{bray)+b(han)s ~(IIL.1.9)

dir. ¢ hem g ye hem de h ya gore self adjoint oldugundan,

x-ay+y-ax=-2g(x,ay)é, =2h(x,y)é, (kuaterniyonik durum)

x*ay+y*ax=-2h(x,ay)é, =2g(x,y)é, ( pseudo kuaterniyonik durum)
...(IIL.1.10)

elde edilir [14].

MI.1.5.Tamm: xe ¥ olsun. V de x in normu; N (x), (IL1.8) denklemi ile
tammlanir. Kuaterniyonik durumda, N (x), h(x,x)é, ile tammlamr. Pseudo

kuaterniyonik durumda ise N (x), g(x,x)é, ile tammlanir. Kuaterniyonik durumda

aym zamanda, N (x), alisiimus oklidyen normu N (x) = “ X “254 i verir. Pseudo
kuaterniyonik durumda x e V' yi;

g(x,x) Y0 oldugu zaman space like,

g(x,x) =0 oldugu zaman null,

g(x,x) {0 oldugu zaman time like

olarak adlandiracagiz [14].

I11.1.6.Tanmim: Bir x kuaterniyonu “ x u=1 oldugu zaman birimdir. Yine bir x

pseudo kuaterniyonu N (x) , +¢&, veya — &, oldugu durumda birimdir [14].

IIL1.7.Tanm: Iki x ve y kuaterniyonu (ya da pseudo kuaterniyonu)
x-ay+y-ax=0 (veya x*ay+y*ax=0) ise ortogonaldirler. x ve y nin

ortogonalligi i¢in bir esdeger sart da;



46

h(x,y)=0 veya glx,y)=0 ..(IIL.1.11)
dir.
Simdi kuaterniyonik ve pseudo kuaterniyonik carpimlar arasindaki iligkiyi verelim:
x ve y V nin iki elemam olsunlar. Tamm (II1.1.4) ve (III.1.7) esitlifinden

yararlanarak x*y—x.y degeriigin

x*y-—x-ys{g(x,y)—h(x,y)}é4 .. (1I.1.12)
elde edilir. (I11.1.4) ve (IIL.1.10) esitliklerinin bir sonucu olarak ;

X*Y=SX-Y—=2X,Y,€, .. (II1.1.13)
bulunur [14].

Bundan sonra L‘Z, ile 4-boyutlu pseudo kuaterniyonik Lorentz uzayim

gOsterecegiz.

I11.1.8. Tanim: Mc L‘}_) Lorentz uzayinda s-yay parametresi ile verilen bir egn
olsun. M eprisinin iz vektorii X olmak iizere,

i) g(X,X)(0 ise X(s) time like bir egri,

ii) g(X,X) )0 ise X(s) space like bir egri,

iii) g(X,X) =0 ise X(s) null egri

olarak adlandirlir.

IIL.1.9.Tanim: Mc L‘Z) egrisi verilmis olsun. sel ya karsilik gelen Frenet 4-

ayaklisy {V,(s),V,(5),V3 (5),V, () } olmak iizere,
k;:I—> IR

s > k,(8)=g(V,(9.V,a (5) ..(IL1.14)

seklinde tammli %, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve
k,(s),1<i<3 reel sayismada M(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.

Simdi bu iligkiler yardimiyla pseudo kuaterniyonik Lorentz uzay: iizerinde
¢alisalim:
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IT1.2.Bir Kuaterniyonik Lorentz Egrisinin Serret Frenet Formiilleri

I11.2.1.Bir Pseudo Uzay-Kuaterniyonik Lorentz Egrisinin Serret Frenet

Formiilleri

L} ile 3-boyutlu pseudo kuaterniyonik Lorentz uzaymi gosterelim. M bir
o}

pseudo uzay kuaterniyonik time like egri olsun.

g ile L‘Z) de asafgidaki sekilde tanimlanan Lorentz i¢ ¢arpimini gosterelim:

V x,y el igin,

2
g(xay)zleyl —x3y3

=1
olmak iizere, L, de ‘0’ i¢ islemi

xoy =[x,y]+x4Sy +y4S, —b(x,y) e,
bi¢iminde tamimlanir. L3Q icin bu ifadeyi tekrar ele alirsak;
b=g ve ‘0’ igislemi yerine de ‘*’ alinirsa,

x*y=[x,y]—§(x,y)é’4 ..(II1.2.1)
elde edilir.
X:I— L, time like bir uzay-kuaterniyonik egri olsun. Yani;
X =t olmak iizere, N (t)=—1 olsun.

N@ty=g@,t)=t*at
olup her iki tarafin s-ye gore tiirevinin alinmasiyla

[*at+t*ai=0 (11.2.2)
elde edilir. Bunun sonucu olarak ;

i) f/,t ye g -ortogonaldir. Yani, g(¢,1)=0
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i) fxat bir time like kuaterniyondur. Gergekten

F(*at, i*al)= % [(iranra(izan+(ixat)xa(i*xan)]

=%2 [i*at*a(at)*az‘]'

—ixN@)*ai

=—f*xaf (0
dir.
Boylece , / mn bir pseudo uzay kuaterniyonu olusundan n, uzay-

kuaterniyonunu ve % skalar fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim:

i=kn,, k=N(). .. (I.2.3)
(i)den n,,t ye g-—ortogonaldir. Yani g (n,,t)=0 dir. Gergekten;
- 1
g(nl,t)=-2-[n1*at+t*an1]
1
=-2-[-n1*t—t*n1]
=0
dir. (ii)den
t*n =n,=—n*t .. (I1.2.4)

olacak sekilde bir n, uzay kuaterniyonu vardir.
Burada; t*n,=—-n =-n,*t ve  ny,*n =-—t=-n*n, yazabiliriz.
Boylece; t,n,,n, LQ3 de karsilikli olarak g —ortogonal olan birim pseudo uzay

kuaterniyonlaridir. Yani;

1
g(ny,t) = 5 [nz*at+t*an2]

[~nyxe—t*n, ]

N | —

i
(=}
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oldugundan n,,t ye g -ortogonaldir.

- 1
g(”n”z):E ["1*‘1”2 +nz*a”1]

N —

[--I/zl*n2 -nz*nl]

i
o

olup =n,,n, ye §g-ortogonaldir. Benzer sekilde geri kalanlar da gosterilebilir.
(I.2.4) esitliginden tiirev alarak

ﬁz=(t*”|j
=f*n +1*n

=kn*n, +1*n

n, =—k+t*n,

hy =t*(=kt+n,) ..(IL2.5)

elde edilir. Boylece #, de »n, ye g-—ortogonal olan bir pseudo uzay

kuaterniyonudur. Bundan dolay1 7, — k¢, fven, ye g - ortogonaldir. Gergekten,

L1 .
g ~kt, t)=§[(r'z, —kny*xai+ixa (n —k0)]

[rai-ktxai+ixan —kixar|

N |

1 . .. .
=§[—fz*t+kt*t—t*r'zl +kixt]

=0

olup i, —kt,f ya Z -ortogonaldir. Ayrica
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1
g(n, —kt,n2)=5[(r’z, —-kty*an, +n,*a(n, ~kt)]

1
=E[r'zl*an2 —ktxan,+n,*an —kn,*at)

1 .
=§[—r'zl *n, +kt*n, —n, *n +kn, *t]

=0

elde edilir. Bdylece 5, —4t nin n, ye g —ortogonal oldugu da gésteriimis oldu.

n, birim bir uzay- kuaterniyonu olup, 7, €Sp {t,rz1 ,n2} dir. Dolayisi ile,

X
N(X)
n =At+4, n +4,n, yazabiliriz. O halde;
g(n,n)=480n)+4 g(n,n)+4 g(n,,n)
g(t,t)=~1 dir. Yani X bir time like pseudo uzay- kuaterniyonik egridir.

&y =§(’;’1>1)=‘§(i,”1)=“k

g =—k ,—=¢g,
&g

A =—& k olup t time like oldugundan ¢, =-1 dir. Dolayisiyla
A=k
elde edilir.
A, =8 (n,,n)=0 ve
Ay=8 (A,n,)=¢6,r
g(n;,n)=1 dir. Yani n, space -like olup &, =+1, 4; =r olur. Dolayisi ile,
n=kt+rn, ...(IIL2.6)
elde edilir. (III.1.5) in (III.1.6) da yerine konulmasi ile ;

A, =t* (=kt +n)
=t*[—-kt+(kt+rn,)]

=t*rn,=rt*n,

n,=—rn, .. (IL2.7)
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dir.
(11.2.3), (JI1.2.6) ve (I1.2.7) esitlikleri L; de bir time like pseudo uzay-
kuaterniyonik egrinin Serret Frenet formiilleridir. (¢, »,,7,,k,7) de bu egrinin Frenet

takimadir.

I11.2.2 Bir Pseudo Kuaterniyonik Lorentz Egrisinin Serret Frenet Formiilleri

IR

Serret Frenet formilierinden yararianarak bir pseudo kuaterniyonik efri igin bu

formiilleri yeniden elde edelim:
4
=2 9. ()¢,
4=1
time like bir egri olsun. g ile L7 deki pseudo kuaterniyonik Lorentz carpimim
gosterelim.
T=KN, ,K=N(T),N(T)=-1 ve N(N,)=-1
..(II1.2.8)
olsun. N (7T)=-1 in tirevi alinirsa,
g(I.T)=~1=g(T,T)+g(T,7)=0
=2g(T,1)=0
=g(I,T)=0
elde edilir. Burada, (I11.2.8) kullanilirsa,
Kg(N,,T)=0=>K=0,g(N,,T)=0
N*aT+T+aN, =0
elde edilir. Buradan ;
i) N,,T ye g-ortogonaldir. Yani g(N,,7)=0 dur.

ii) t=N,*aT bir uzay-kuaterniyonudur. Yani;
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N, *aT+a(N*aT)=0 = N, *aT+a(N,*aT)=2g(N,,T)=0
oldugu goriiliir. T ve N, birim uzunlukiu olduklarindan t de birim uzunlukludur.
t=N,*aT esitliginden bu egri boyunca N, vektorii #*7T olarak segilebilir. Yani;

N,=t*T ...(I1L2.9)
yazilabilir. (II1.2.9) un tlirevinde (I11.2.3) , (II1.2.8) ve (II1.2.9) un kullanilmasiyla,
N, =i*T+t*T
=kn*T+t*KN,

=k N, +(Kt*(t*T)) ,t*t=+]
bulunur. Boylece
N,=KT+kN, ... (I11.2.10)
elde edilir. Burada, N, =n,*T dir.
N, nin 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:
i) N, birimdir. Yani N (N,)=1 dir. Clinkii,
g(N,,N,)=N,*a N, =(n*T)*a(n *T)
=m*T*aT*an,
=m *N(T)*an,
=—N(T)*n, *an, =1
ii) T,N, ve N, karsiikli olarak g- ortogonaldir.Gergekten;

1
g(T,N1)=5[T*aN1 +N,*aT]

[Txa(t+D)+(1+T)*aT)

N I

[T*aT*at+t*T*aT]

<o NI*“'

g(T,N2)=%[T*aN2+N2*aT]
1
—-Z-[T*a(n,*n+(n,*:r)*ar]

1
=5[T=l'(:zT*an1 +n1*T*aT]
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=0

1
g(N,,N2)=E[N1*aN2+N2*aN1]

1
=5l Dra D+ (mrDxa @+ 1))

1
=§[I*T*05T*ozn1 +n, *T*aT*at]

=%[—N(D*t*anl ~N(D)*n*at]
=0
Burada, ¢ ,n, uzay kuaterniyonlandir.
Simdi N, =n, *T nin tliirevinde (II1.2.6), (I11.2.8) ve (II1.2.9) un kullamlmasiyla
agagidaki sonucu elde ederiz:
N,=n*T+nx*T
=(kt+rn)*T+n*KN,
=(kt*T)+rn,*T+Kn*N,
=kt*T+rn,*T+Kn*(t*T)
=kN,+r N, +K(n*t)*T
=kN,+rN;-Kn,*T
N,=kN, +(F-K)N, L(I2.11)
Burada, N, =n,*T olarak alinmigtir.
Buna gére N, iin 5zellikleri asagidaki sekildedir:
1) N(V,;)=1 dir. Gergekten,
g(N,,Ny)=(n* Ty*a (n,*T)
=n,*T*aT*an,
=-N(T)*n,*an,
=1

T,N,,N,,N, karsihkh olarak g-ortogonaldirler. Gergekten de

1
g(T,N3)=-2-[T*aN3+N3*aT]
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1
=5 [T*a(m*D)+(m*D*aTl

1
=§[T*arT*an2 +n,*T*aT]
=0

1
g(N1’N3)=§[N1*aN3+N3*aN1]
1
=§[(I*D*a(”z*n+(”2*T)*0((t*T)]

1
=5[t*T*a Txan, +n,*T*aT*at]
=0

g (N, Ny =g [N, 2 a N, = Nyra ]
1
=E[(n]*T)*a(nz*T)+(n2*T)*a(n1*T)]

=%[nI*T*a T*an,+n,*T*aT*an, ]
=0
Sonug olarak , N, fin tiirevinde (I11.2.5), (III.2.8) ve (II.2.9) un kullanilmasiyla;
N, =f, sTon, s
=—rm*T+n,*KN,
=—rN,—KN,*n,
=—r N, +K(T*t)*n,
=—-rN,-K(T*n,)
N;=~(r-K)N, (I1.2.12)
elde edilir.

(.2.8), (M1.2.10) , (IL2.11) , (M1.2.12)  ifadeleri L% de bir X time like

pseudo kuaterniyonik Lorentz egrisinin Serret-Frenet formiillerini verir.

(T,N,,N,,N,,K,k,r—K) da bu Lorentz efrisinin Serret-Frenet takimdur.
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II1.3.Pseudo Kuaterniyonik Lorentz Egilim Cizgileri I¢in Karakterizasyonlar

II1.3.1.Tanm: M c L“Q egrisinin birim teget vektér alam 7 ve LZ) lin sabit birim

vektorii U olsun. Eger
g(T,.U)=chg=st. (TL3.1)

ise M egrisine L‘; de bir egilim ¢izgisi, ¢ acisina M nin egilim agis1 ve

S p{ U } uzayma da M nin egilim ekseni denir.

k
I11.3.1.Teorem: M c L3Q egrisi bir egilim ¢izgisidir & Vse/l i¢in k—l = sabittir.

ispat :
= : M egrisi bir egilim ¢izgisi olsun. M nin birim tefeti ¢ ve egilim ekseni U
olmak tizere,

g(t,U)=st.

dir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

g(D,1,0)=0
g(kn,U)=0
g(n,,0)=0

Yani, n, vektéri egilirp eksenine diktir.Bunun anlam: ; egilim ekseninin sabit
dogrultusu ¢ ve n, nin belirttigi diizleme paraleldir. U nun ¢ ile yaptig: ac1 sabit
oldugundan n, ile de sabit a¢1 yapar.
U=chpt+shon,
yazabiliriz.
g(n,,0)=0 ifadesinin tiirevi alinirak bu ifade de (II1.2.6) degeri yerine yazilirsa,
g(D, n,,U)=0
gkt+rn,,chpt+shpn,)=10
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—k chp+rshp=0

bulunur.

k k
«: Kabul edelim ki, 7 = s¢. olsun. Bu durumda 7 =the yazabiliriz.

U=tchp+n, she
olarak tanimlayalim. O halde
i) U =st.
ii) M egilim ¢izgisive U da M nin egilim eksenidir.
Simdi bunlar gosterelim.

i) U=tchp+n, shp ifadesinden tiirev alinarak

du

—‘E=D, t cho+D, n, shop

du

7s-=kn1 cho—rn, she

du

——=(kchop-rshop)n,

ds
Ayrica,

k

—;:th(p =kchp-rshp=0
oldugundan

dU

—=0

ds

elde edilir.Buise U nun sabit olmas1 demektir.

iy g(U,t) =g(tchp+n,sho,t)
=—cheo
g(U,t)=st.
olur. O halde M bir egilim ¢izgisidir.
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dn, d’n, d’n, _0
ds * ds® *ds®

I11.3.2.Teorem : X :/ — Li_, egrisi egilim ¢izgisidir <> det (

dir. Burada n, egrinin binormalidir.

Ispat :
=: X:I—> L}, egrisi egilim ¢izgisi olsun.

n=23 o6zel hali i¢in ;

f=¢gkn,
n, =—&rn,

yazabiliriz.

n, =— &r n, esitliginden tirev alinarak
fi, =—§&)F Ny — &1 A

bulunur. Burada, 7, yerine konulursa
hy, =g krt—gybn —girin,

olup tekrar tiirev alinarak,

i, =g, krt+ e kit+ekri—gin —gin —2ekrn, —gkin,
k

elde edilir. X bir egilim ¢izgisi oldugundan —=s¢. dir. Bu esitlikten tiirev alinirsa;
r

kr=k# bulunur. Burada /,7,,7, degerleri yerlerine yazilirsa,

i, =36,k rt+(&F + &k r+&r*)n =38 Frn,

. dn, d*n, d’n,
bulunur. Simdi det ( =

) y1 hesaplayalim.

ds ’ ds* ’ ds’
dn, d’n, d’n, | &’kr - &F -g’r?
o a )T
3g2kr sF+gkir+er’ —3g'Fr

=3g°r}(kr—k¥)
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bulunur.

dn, d’n, d’n,
«: det( o g )=0 ve r#0 olsun.

rPkr—kr)=0 veya (kr—kr)=0

kE F
=7 olur ve buradan integral alinirsa,

Ink+Inc, =Inr+Inc,

k ¢
ke, =rc, & —=—=C=st.
rooc

bulunur. Buise X’ in egilim ¢izgisi oldugunu gosterir.

II1.3.2.Tanim : M CLZ) egrisi verilmis olsun. M nin 1. ve 2.egrilikleri sirasiyla
Kve k ise,

K legrilik

H = 'k 2.egrilik

seklinde tanimli H, fonksiyonuna , M nin Lorentz anlaminda 1. Harmonik egriligi

denir.

II1.3.3.Tanim : M c Lz, egrisi verilmis olsun. M nin yiiksek mertebeden egrilikleri

k, olsunlar. M nin birim teget vektdr alam V| olmak iizere;

H:I—>IR
( 0 ,i=0
kl .
— Li=1
I{i = k2 ' ..(III32)

i =2

i+
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seklinde tanimli  H, fonksiyonuna, M nin i-yinci mertebeden Harmonik egrilik

fonksiyonu denir. Burada, &, = £1 dir.

I11.3.4.Teorem : M cL“Q bir egilim ¢izgisi ve S p{U } da M nin egilim ekseni
olsun. M nin Frenet vektorleri V, =T7,V,=N,,V,=N,,V, =N, ve harmonik
egrilik fonksiyonlar1 da H|, H, olmak {izere,

gW,.,,0)=—H,W,,0) ,i=12 ..(1I1.3.3)
dir .

Ispat:

) g(N,,U0)=-H, g(T,0)
i) g(N,,U)=-H, g(T,0)
oldugunu gdstermeliyiz.

1) M nin egilim agist ¢ olsun. O zaman,
g(T,U)=chg

olur.Bu son esitligin her iki yanimn tiirevini alarak,
T[g(T,0)|=T[chg]
g(D,;T,U0)=0
g(KN,,0)=0
Kg(N,,U)=0
g(N,,0)=0

bulunur. Tekrar tiirev alinirsa,
g(D.N,0)=0
g(KT+kN,,0)=0
Kg(T,U)+kg(N,,U)=0

- K ~ K
g(Nz,U)=—‘l:g(T,U) > ./:=Hl

g(N,,U)=-H, g(T,U)
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oldugu goriiliir.
ii) g(N,,U)=~H, g(T,0)
ifadesinden tiirev alinarak

T[g(N,,0)|=-T[H,]|g(T,0)- H,T[g(T.0) ]
g(D;N,,0)=-T[H,]g(T.0)-Hg(D,T,0) , g(D,T,0)=0
g(D,N,,U0)=-T[H,]e(T,0)

olur.Burada (I.2.1) degeri yerine yazilirsa,
g(~&k, N, +&k,N,,U0)=-T[H,|g(T,0)
—&yk,g (N}, 0) + k5 g (N,,0)=~T[H,]g(T,0)
Eky (N3, 0) == {~ 5.k, g(N,,0)+ T[H, ] (T. D)}

- _ -
g(N;,U)= —{—sokz g(N,O)+T [Hl]g(T,U)} =

‘3
& -
=—{—gok2 H,+T|[H,] }k— g(T,U)
3

elde edilir. Bu ise Tanim (II1.3.3 )’den dolay1
g(N;,U)=-H,g(T,0)

demektir.

Bir kuaterniyonik Lorentz e@risinin egrilikleri ile harmonik egrilikleri arasindaki
iligki asagidaki teorem ile verilir.

I1.3.5.Teorem: X:] — L‘:_) s-yay parametresi ile verilen bir kuaterniyonik Lorentz
egilim ¢izgisi olsun. X(s) noktasindaki i-yinci egrilik k,(s), i-yinci egrilik yarigap1

1
o, (S)=k._(s)’ 1<i<3 olarak verilsin. Bu egrinin harmonik egrilikleri de

H,(s),H, (s) olmak tizere,

H(s)= 2.e8rilik

ve
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. .(T.3.4)
H,(s) = H\(s) 03(5)

dir.

Ispat: X:I— L}, regiiler kuaterniyonik Lorentz egilim ¢izgisi verilsin. U birim ve
sabit bir uzay-kuaternivonu ve X(s) noktasindaki Fremet 4-ayaklisi
{T(5), N, (), N,(5), Ny(9)} olmak tizere,

g(T(s),U) = st.
yazabiliriz. Bu ifadenin s-ye gére tiirevi alinirsa

g(T(s), 0+ g(T(s),0) = 0

g(T(5),0)=0 (IL3.5)
elde edilir. (IT1.3.5) de (1I1.2.1) in kullamlmasiyla s €/ igin,
g(K(s) N,(5),U) =0 .(I1.3.6)

bulunur. Burada K(s)# 0 olacagindan
g(N,(5),0)=0 (IL3.7)
elde edilir. Bu ifadenin s-ye gore tekrar tiirevi alinirsa,
g(N, (), 0) + gV, (5),0) = 0
g(N,(5),0) =0 .(IL3.8)
bulunur. (I11.3.8) de (II1.2.3) iin kullanilmasiyla
g(K(s) T(s)+k(s) N, (s),U)=0
veya
K(s) g(T(s), U) + k(s) g(N,(s), U) = 0
bulunur. Ayrica (III.3.1) ve i =1 i¢in (IIL.3.3) bu ifadede yerine konulursa
K(s)ychp—k(s)H,(s)chp=0
bulunur. Bu son esitlikten

K(s) legrilik
k(s) ~ 2.eprilik

H(s)= ..(TIL3.9)

elde edilir.
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Ikinci harmonik egriligi ifade etmek icinse (111.3.3) ifadesinden i=1 igin
g(N,(5),U)=-H,(s)cho

elde edilir.Buradan s-ye gore tiirev alinirsa

g(N, (), 0) + g(N, (5),U) = —H,(s) ch o .(I1L3.10)
bulunur. (I11.2.4) ifadesi (II1.3.10) da yerine yazilarak
g(K(s) N,(8) +(r = K)(5) N, (5),U) = =H,(s)cho .(IL3.11)

elde edilir. Burada (I11.3.2) yerine yazilarak her iki tarafin ch¢ ile boliinmesiyle

K(s) Hy (8) = (r = K)(8) H, (8) = ~H,(5)

bulunur. Buradan da

. 1
H, (s) = H,(s) r—K)(s)

H,(s) = H,(s) 0,(s) (I1.3.12)
elde edilir.
Boylece kuaterniyonik Lorentz egilim ¢izgileri i¢in Harmonik egrilikler bu

egrinin egrilikleri cinsinden elde edilmis olur.

Simdi H, y1 hesaplayalim: (1I1.3.3) de i =2 alimirsa

g(N,(5),0)=~H,(s)cho (I0.3.13)
elde edilir. Bu ifadenin s-ye gére tiirevinin alinmasiyla

g(N3(5),U) + g(N3(s),0) = ~H, (s) chp

g(N,(s),0) =~H,(s)cho
bulunur. Burada (III.2.5) yerine konulursa

g(=(r = K) ()N, (s),U) =~H, (s) chgp
elde edilir. Bu ifadede (II1.3.3) g6z6niine alinirsa

Hy()=~(r - K)(s) H,(5)

..(II1.3.14)
ifadesine ulagilir.

Asagidaki teorem L‘Q deki pseudo kuaterniyonik Lorentz egilim ¢izgileri

icin bir karakterizasyon verir.
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I11.3.6.Teorem: M cL‘(‘2 time like egrisinin Frenet 4- ayakli alam

{T ,N,,N,,N 3} ve harmonik egrilikleri de /,, H, olsun. Bu durumda,
M, L, debir egilim ¢izgisidir & H} -H? =-th*p =st.
dir.

ispat:
=) M bir egilim ¢izgisi olsun. M nin egilim eksenini 7 ve egilim agisim ¢ ile
gosterelim. Bu durumda
g(T,0) =chep=st.
yazabiliriz. Her iki tarafin tiirevini alarak,
&k, g(N,,0)=0
gWN,,lh=0
elde edilir. Bu son esitlikten ve Teorem (111.3.4)’den

g(N3:(7)=_ ]g(Ta(])
bulunur. {T ,N,,N,,N 3} ortonormal sistemi L‘é uin bir ortonormal bazi oldugundan
UeSp {T,N,,N,,N,} veya

U=¢,g(T,0)T+¢, g(N,,U)N, +&, g(N,,U)N, +&, g(N,,0) N,
=g,choT—-e,H choN,~¢e,H,chpN,

2
=g chpT-¢g, zHi chpN,,

i=1

dir. X birim vektor alant oldugundan;
N@)=+1
NO) =gl ch* p+el H: ch>* p—e2 HXch* @ , &," =1
=ch’p+H}ch*p~H} ch® ¢
(Hl -H2)ch*p=1-ch’p
(HY —H})ch*p=—sh’p
(H -H})=-th*p=st.



64

olur.

<: M < Ly harmonik egrilikleri ile
H} - H} =st.=~th*p

olsun. O zaman

4
U=g,chpT~g ) H,_,chp N,

i=3

vektdr alanini gézoniine alalim. {1k olarak U nun T yoniindeki tiirevini alalim:

4
D,U =D, (chpT)-&_ D,(H_,chpN,,)
1=3
. 4 .
=echo T~ 2 T[H_,| cho N, +H_,cho N,
i=3
. 4 .
=& Ch(‘o{ T—Z T[Hi—z] Ni-l +Hi-2 Ni—l}
i=3

4
=g, ch(a{K N -2 T[H_,|N  +H, N,_l} .(IL3:15)

i=3

bulunur. Simdi (III.3.15) esitligindeki

4
;T[Hz—z] Ni—l +Hi—2 Ni-l
ifadesini hesaplayalim:
4
ZT[H:‘—Z] N_ +H_,N_=TH]N,+H N, +T[H,]N; +H, N,
i=3

burada (I.2.4), (II1.2.5), (I1.3.12) ve (IIL.3.14) kullamlarak

4
SHH N +H, N =-K) H,N, +H kN, +(r-K)N,)-(r-K) H,N,
i=3

- H,(r-K) N,
..(111.3.16)

bulunur. Bu ifade (III.3.15) de yerine yazilirsa
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DU =gychp{KN, ~(r-K)H,N,~H kN, - H (r-K) N,

+(r-K)YH N, +H,(r-K)N,}

K
elde edilir. Burada H, = n olusu gdzoniine alinirsa

4
D, U= ¢, Ch(”{goKNl ‘ZT[H:-z] N +H, Nl—l}

i=3
=‘5'0chgza{£oKN1 -aoKNl}
D.U=0

bulunur.

Boylece U e L;, vektoriiniin sabit oldugu goriiliir. Diger taraftan
NU) =g} ch* o+ ¢l H: ch’ ¢— g H:ch’ o, g =1
—chp(I+H? —H,?)
=ch’p(1-th*p)
=ch*p-sh*p
=1
oldugundan U birim vektor alamdir. Ustelik,
g(T,.U)=chp=st.
olmast M nin egilim ekseni S p{ U } ve egilim agis1 da @ olan bir egilim ¢izgisi

olmasim gerektirir.
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