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OZET

Bu tez de crossed modiiller ve grupoidler igin ‘actor crossed

modiiller’ elde edilmigtir.
Boliim I de grupoid, crossed modiiller i¢in temel tamm ve
kavramlar verilmistir, 6rnegin crossed modiil, grupoid ve kategorileri.
Boliim II de crossed modiiller igin actor crossed modill elde
edilmistir.
Son olarak Béliim 111, bu tezin ana kismin olusturup, grupoidler

i¢in actor crossed modiil elde edilmistir.




ABSTRACT

This thesis investigates ‘actor crossed modiil’ for crossed

modules and groupoids.

In Chapter 1, it gives the main definitions and concepts such as
crossed modules, groupoids and their cotegories.

In Chapter II, that gives actor crossed modules of crossed
moduler,

In the last Chapter III, which is the main part of the thesis, that

gives the actor crossed modules of groupoids.
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GIRIS

Crossed modiil kavram, J.H.C. Whitehead [42 ] in ikinci mertebeden homotopi
gruplarinin cebirsel yapilarini olugtururken verdiginden bu yana genis bir matematikci
kitlesi tarafindan yaygin bir bigimde kullanilmaktadir. Ornek olarak, gruplarin temsili
teorisi [10], cebirsel K-teori [33], homoloji cebiri [26] ve su giinlerde bilgisayar paket
program1 GAP [1] verilmektedir. Crossed modiillerin 2-boyutlu grup olarak géz 6niine
alinmasindan dolay, grup toerisi tarafindan verilen bir ¢ok kavram crossed modiiller
i¢in genellestirilmistir. Bunlardan en Onemlilerden biride gruplarin actor crossed
modiiliidiir. Bu basitce bir G grubu i¢in, G— Aut(G) olarak tanimlanir. Bu kavram
crossed modiilere K.J. Norrie [38] tarafindan tasinmistir. Herhangi bir (C, G, 8) crossed
modtilli i¢in, Whitehead [42] tarafindan tanimlanan tliretme fonksiyonlarinin grubu
Der*(C, G) ve otomorfizmlerin kiimesi Aut(C, G) olmak iizere ,

(C, G, 8) - Der*(C, G)
actor crossed modiil tanimlanmistir.

Diger taraftan grupoid kavrami 1926 da ilk defa Brant tarafindan ortaya
atilmistir [9]. Fakat Brant extra sartla vererek tanimini vermis, bu grupoidin transitive
ozelligine karsilik gelmektedir. Daha sonralan bu kavram genis bir matematikei kitlesi
tarafindan kullamlmistir. Eilenberg ve Maclane [34] tarafindan categorinin tammiyla
gruboid formiilize edilmistir.

Simdi grupoid, ergodic teori ve fonsiyonel analizden homotopi teori, cebirsel
geometri, differansiyel geometri, differansiyel topoloji, grup teori gibi matematigin
geni$ bir yelpazesi tarafindan kullamlmaktadir. Daha genis bilgi igin Ronald
Brown’nin ‘From Groups To Groupoids: A Brief Survey’ adh makaleye bakilabilir
(91

Actor crossed modiil kavram grupoide R.Brown,N.D.Gilbert ve J. Shrimpton

[16 ] tarafindan ispatsiz verilmistir.




Bir G grupoidi i¢in Ehresmann [22] tarafindan tanimlanan ‘uygun kesitleri’ in

grubu M(G) ve G grupoidlerinin otomorfizmleri grubu Aut(G) igin,
M(G) - Au(G)
bir grupoidlerin actor crossed modiilii tamimlar.

Bu tez de ilk defa grupoidler igin actor crossed modiiliin agik bir ispati verilmis
ve Whitehead ve Ehresmann teorileri bir arada diigliniilerek grupoidlerin crossed
modiilleri igin otomorfizm teorisi elde edilmistir.

Ligen [28] Whitehead ve Ehresmann teorilerini bir arada diisiiniilerek
grupoidlerin otomorfizm teorisi kullanilarak, actor pre-crossed modiile elde edilmistir.
Yani crossed modiiliin ilk sart: saglanamistir.

Sonug olarak, yukarda yapilanlar crossed modiillere denk olan kategoriler

digtiniiliirse, bu tezde verilen bir ¢ok kavram ve teorem denk kategorilere

aktarilabir[33,13,18,7,43].
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1.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. GRUPOIDLER

Grupoid kavrami 1926 da ilk defa Brant [S5] tarafindan ortaya atilmistir [9].
Fakat Brant extra sartla vererek tanimim vermis, bu grupoidin transitive 6zelligine
karsilik gelmektedir. Daha sonralar1 bu kavram genis bir matematikci kitlesi
tarafindan kullanilmigtir.Eilenberg ve Maclane [34] tarafindan categorinin tanimiyla
gruboid formiilize edilmistir.

Simdi grupoid, ergodic teori ve fonsiyonel analizden homotopi teori, cebirsel
geometri, differansiyel geometri, differansiyel topoloji, grup teori gibi matematigin
genig bir yelpazesi tarafindan kullamlmaktadir. Daha genis bilgi i¢cin Ronald
Brown’min ‘From Groups To Groupoids: A Brief Survey’ adli makaleye bakilabilir
[9].

Bolimtin bu kisminda kategori tamimi verilmistir. Ciinkii grupoid
morfizimleri bir izomorfizm olan kategoridir. Dolayistyla bu kavram i¢in agik tanim
ve drmekleri verilmigtir. Cebirsel topoloji igin 6nemli kavramlardan olan homotopy

kavramu verilip, grupoid igin Igen-Yildiz [30] in 6megi verilmistir.

Tanmm L.1.1

Bir kategori, morfizmlerinin ciimlesi G, nesnelerinin ciimlesi Og ve agagidaki
doniisiimlerden meydana gelir.
i) 5,t:G—Og iki doniiglim, sirasiyla, kaynak (source) ve hedef (target) doniistimii,
ii) Ozdes déniisiim; 14, xe Og’ de 6zdes eleman oldugunda i:0G—G, x— 1, yazilir,
iif) Bir kismi ¢arpma doniistimii; m:Gsx,G—G, (g,h)—>gh dir, burada
Gex(G={(g,h)e GxG | s(g)=t(h)}.

Bu doniigtimler agagidaki sartlar: saglar.




1) Her (g,h)e Gx,G igin s(gh)=s(h) ve t(gh)=t(g),

2) Her g,h,keG igin s(g)=t(h) ve s(h)=t(k) olmak iizere g(hk)=(gh)k,
3) Her geG igin glg)=g ve lygg=g,

4) Her xeOg i¢in s(14)=t(1x)=x dir [29].

Ornek 1.1.2
Cilimleler ve fonksiyonlar lizerinde tanimlanan Sef kategorisini, gruplar ve
homomorfizmler iizerinde tanimlanan Grp kategorisini, topolojik uzaylar ve siirekli

fonksiyonlar lizerinde tanimlanan Top kategorisini verebiliriz .

Tanim 1.1.3

G bir kategori olsun. Eger her bir geG nin bir g'1 tersi vardir, dyle ki
-1 -1
s(g)=t(g ) ve t(g)=s(g )

S L
g =l vegg =l
sarlar1 saglaniyorsa G ye bir grupoid denir [39].

Yani, bir grupoid morfizmlerin G ciimlesiyle verilen (G=(G,Og,s,t,m,i)) bir

kategoridir. Nesnelerin Og ciimlesi ve dort yap1 doniistiimii,
GxG G i>G
N
s ve t doniistimleri, her bir ge G morfizmi igin; onun kaynagi(tamim ciimlesi) s(g) ve
hedefi (deger ciimlesi) t(g) ile verilir. m doniisimi, s(f)=t(g) sartim1 saglayan f,g
morfizmlerinin her hangi bir ¢ifti igin, bu ¢iftlerin kismi ¢arpmas1
m(f,g)=f-g
seklinde tanimlanir. Sonug olarak i doéniistimiine 6zdes doniisiim denir ve x €Og’ye
lx:x— 14 6zdes morfizmi kargilik getirir.
Bu doniigtimler asagidaki 6zdeglikleri saglar.
i) s(1)=t(1(x)),
ii) (fog)oh=fo(gch),

i) s(f-g)=s(g),




iv) f-1(s()=f,

V) t(eg)-t(D),

vi) 1(s(f))-£=f,
ve her bir feG, fx—y i¢in bir g:y—x, geG morfizmi vardir dyle ki fog=1(y) ve
gef=1(x) olur [29] .

Tanim I.1.4

G bir grupoid ve NcG olsun. Eger asagidaki sartlar saglamiyorsa N ye G’nin
altgrupoidi denir.
N1) s(N)cOy ve t(N)cOy , burada s,t sirasiyla G’ nin kaynak ve hedef déntigtimleri.
N2) Her xe Oy i¢gin 1,eN.
N3) N kismi ¢arpma altinda kapali ve G’ de inversiyondur [6] .

Tanmm L.1.5
N, G grupoidinin altgrupoidi olsun.
1) Eger ON=0g ise N ye G nin genis (wide) altgrupoidi denir.
2) Eger her bir x,yeOy i¢in N(x,y)=G(x,y) ise N’ ye G’ nin tam (full) altgrupoidi
denir.
3)Eger N genis ve her bir x,yeOn, AeN(x,x) ve geG(x,y) i¢in gkg'leN(y,y) ise N’

ye G nin normal altgrupoidi denir[6] .

Tanim L.1.6
G=(G, Og.s,t,m,i) bir grupoid olsun. I:der her x,y € Og igin
Gx,y)={feG: fixoy}
climlesi bog kiimeden farkli ise G grupoidine gecismelidir (transitive) denir.

Tamm 1.1.7
Eger her x,yeOg i¢in G(x,y) bir tek elemana sahip ise G’ ye tamamen

gecismelidir (fotally transitive) denir.
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Tanim 1.1.8
Eger Og, agik U climlelerinin bir tabanmna sahip 6yleki G nin U ya

kisitlanmigi gecismeli ise G ye yerel gecismelidir denir.

G=(G,0g.s,t,m,i) bir grupoid ve aeOg olsun. G(a,y)=J olacak sekildeki G’
nin biitiin ye Og nesnelerinin M, tam altgrupoidini alahm. Eger x,ye Og oldugunda,
bazi feG(x,a) ve geG(a,y) icin gf foksiyonu tamimlh oldugundan G(x,y) bostan
farklidir. Boylece M, gegismelidir ve agik¢a G nin en genis gecismeli altgrupoididir
[43].

Tanmm 1.1.9
G=(G,0g,s,t,m,i) ve G=(G‘,OG*,S*,’£*,m*,i*) iki grupoid olsun.
¢:G>G’

grupoid morfizmine bir funktor denir. G ve G grupoidleri arasinda ki bir grupoid
morfizmi Oy nesneler ve ¢ morfizmler olmak {izere asagidaki iki morfizmle verilir:
&
04=0:06-0G , $:G>G .

Bu morfizmler grupoidin yap1 doniigtimlerindeki gibi;

Her xeOg ¢(i(x))=i(¢(x)),
Her geG igin ¢(si(2))=si(¢(g)) ve ¢(ti()y=ti(¢(g)), i=0,1,
Her f,geG > si(f)=t;(g) icin ¢(fog)=¢(f)-¢(g),

sartlarim saglar [29] .

Ornek 1.1.10
G; ler birer grupoid olsun.
Ocra={G; : G; bir grupoid} ve Grd ={F : F.Gi—G; , F, bir funktor}
olmak tizere Grd bir grupoiddir. Burada kismi garpma islemi funktorlarin bileske

islemi, 6zdes doniigiim ise 1 G; : G;— G; dontgimiidir [24] .




Ornek L1.11
X bir climle, K bir grup olsun. Asagidaki yolla X iizerinde X x K x X

grupoidinin yapisini verebiliriz.

s, X x K x X’ in tiglincii fakt6rii {izerine izdiisiimii ve t , birinci faktorii
lizerine izdigtimiidiir. Yani s(x,g,y) =y , t(x,g,y) = x seklinde tamimhidir. Birim
doniistim;

X = lx =(x,1,x)
déntistimiidiir. Kismi ¢arpma iglemi;
(zh,y) (y.8.X) = (z,hg.x)
seklinde tammlanir. Aynica (y,g,x)’ in tersi (x, g',y) olur. Buna K grubu ile X

tizerindeki trival grupoid denir [30] .

Simdi verecegimiz ©mek cebirsel topolojinin ©nemli kavramlarindan
homotopi bagintisiyla ilgilidir. Bunun igin bu teori ile ilgili bazi temel teorem ve

tanimlan hatirlatalim,

HOMOTOPI BAGINTISI

Y bir topolojik uzay olsun. Kabaca Y’ nin iki alt uzay1 “homotoptur” denir,
eger birinden digerine siirekli bir deformasyon ile gegilebiliyorsa.

Simdi Y’ deki basit egrileri diitinelim. I={x€lIR : 0< x <1 } kapal aralik
olmak tizere I’ daki topoloji bilinen topoloji olsun. Yani x,yel olmak iizere
d(x,y)=|x-y| metrigi ile elde edilen topoloji olsun.

Basit egri diye; a:l—— Y stirekli fonksiyonunun Y topolojik uzayindaki
goriin-tiistine denir. o,f iki basit egri olmak tizere a, B’ ya homotoptur denir eger o
stirekli olarak B’ ya doniistiiriilebiliyorsa.

0< x <1 olsun. Bu kapali arali1 J ile gosterelim. t parametresine bagh Y’ deki
o egri ailesini gézoniine alalim, &yleki ag=a, o;=p ve t, J* yi taradifinda o siirekli
olarak degissin. Simdi F(x,t)=F:IxJ——Y fonksiyonunu tanimlayalim. Eger F

fonksiyonu stirekli ve t’ nin her bir degerine bir o, egrisini karsilik getiriyor dyleki

ozel olarak F(x,0)=ag=0 ve F(x,1)=c;=P ise bu takdirde F fonksiyonu a; egp#éfrgs



vasitasiyla o’ dan B’ ya stirekli bir deformasyon tammlar. Agik olarak, F
fonksiyonu bir tek degildir. ap=ac ve a;=p sartim saglayan herhangi bir o stirekli

ailesi bulunabilir.

Eger I, herhangi bir X topolojik uzay: olarak alimrsa homotopi kavramina en
genel sekli verilebilir. F:X x J—— Y siirekli fonksiyonunda, a siirekli olarak B’ ya
doniistiiriildiigiinde, oy ailesine ait her bir egrinin ug noktalan y; ve y;’ dedir. Bu
takdirde o ve P tanimlanarak fonksiyonlar Y’ nin birer alt ctimlesini teskil eden y; ve
y2’ ye goére homotopturlar denir. Yani F:IxJ——Y fonksiyonu her tel] igin

F(0,t)=y1, F(1,t)=y; ekstra sartlan ile kisitlanmistir [2,26].

Simdi bir homotopinin ve bir ciimleye gére homotopinin genel tanimlarini

verelim.

Tanim 1.1.12

X,Y iki topolojik uzay ve f,g:X — Y siirekli iki fonksiyon olsun. Eger her
xeX i¢in F(x,0)=f ve F(x,1)=g olacak sekilde en az bir F(x,t)=F:X x ] —— Y siirekli
fonksiyonu varsa f, g’ ye homotoptur denir ve f~g ile gosterilir. Burada F

fonksiyonuna ise f ’den g’ ye homotopi denir [2,26].

Teorem 1.1.13
“~” homotopi bagintis1 bir esdegerlik bagintisidir.

ispat:

i) f~f dir.Gergekten F:XxJ——>Y fonksiyonu F(x,t)=f(x) icin, F(x,0)=f(x),
F(x,1)=f(x) ve f(x) stirekli oldugundan F’ de siireklidir. O halde f~f dir.

ii) f~g olsun. f~g ise en az bir F:Xx J—— Y siirekli fonksiyonu vardir dyleki ve

F(x,0)=f, F(x,1)=g yazlabilir. Simdi bir G fonksiyonu G(x,t)=F(x,1-t) seklinde

tanimlanmig olsun. Bu takdirde, G(x,0)=F(x,1)=g, G(x,1)=F(x,0)=f olup G’ de

stireklidir. Dolayisiyla g~f bulunur.




iii) f~g ve g~h olsun.
f~g ve g~h oldugundan sirasiyla
Fx,H):XxJ—> Y ve G(x,1):XxJ]—Y
stirekli fonksiyonlan var dyleki F(x,0)=f, F(x,1)=g ve G(x,0)=g, G(x,1)=h yazilabilir.
Simdi H(x,t):X x ] —— Y fonksiyonu

e [FO520 0<t<1/2
CO™6wat-1)  L1/2<t<1

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde H(x,t) siireklidir. Diger taraftan H(x,0)=F(x,0)=f
ve H(x,1)=G(x,1)=h olup f~h bulunur.
Demek ki X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina biitiin f:X—>Y

stirekli fonksiyonlann climlesi “~” bagitist altinda egdegerlik simiflarina ayrilmig

bulunuyor. Bu esdegerlik simiflarina homotopi siniflar1 denir ve biitiin homotopi
smiflarinin ciimlesi [X;Y] ile gésterilir. Eger £X—— Y ise f * nin homotopi sinifi

{f] ile gosterilir.

Tanim 1.1.14
X ve Y iki topolojik uzay, XocX herhangi bir altciimle ve f,g:X—Y fonksi-

yonlari her xpeXj icin f(x¢)=g(xq) sartim saglayan iki siirekli fonksiyon olsun. Eger
asagidaki sartlann saglayan bir F(x,t)=F:XxJ——> Y siirekli fonksiyonu varsa. f
fonksi-yonu x¢ noktasina goére g fonksiyonuna homotoptur denir ve f~grelxg ile

gosterilir,
i) Her xe X i¢in F(x,0)=f, F(x,1)=¢g
if) Her xgeXq igin F(x(,t)=f(x0)=g(x0).

Xo=C ise sadece f~g yazilir. Demek ki adi homotopi relatif homotopinin 6zel

bir halidir [2,26].




Teorem 1.1.15

f,g: X —— Y siirekli fonksiyonlar ve f~g olsun. Eger h:Y —— Z siirekli bir
fonksiyon ise, bu takdirde hf:X —— Z ve hg:X —— Z fonksiyonlarida stireklidir ve
hf~hg olur.

Tanmm 1.1.16
X ve Y iki topolojik uzay ve f:X—— Y siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

asagidaki sartlar1 saglayan stirekli bir f ' :Y —>X fonksiyonu varsa f fonksiyonuna
“homotopi esdegerlik” denir [2,26].

i) ff '~1y

i) fri~lx

Ornek 1.1.17

X bir topolojik uzay olmak iizere xeX igin (X,x) ¢iftine bir noktali uzay
denir. X iizerinde bir noktali (X,x)—— (X,y) doniigtimii, iki noktali uzay ve bir
@:X—— X doniistim, 6yleki o(x)=y ile tammlanir. Béyiece noktali uzaylann ¥
kategorisini elde ederiz. Bu kategoride bir esdegerlik bagintisi tammlayalim. “=”
homotopi bagintis1 olmak lizere

(p'lcpzl(x,x) ve @ (p'lsl(x,y)
olacak sekilde
¢ (Xy) —> (Xx)

doniigiimil var ise @:(X,x) — (X,y) doniisiimiine homotopi esdegerdir denir. Agik
olarak bu bagint1 y tizerinde bir esdegerlik bagintisidir. (X,x) —— (X,y) homotopi
esdeger doniigimlerinin biitiin egdegerlik simflarim [(X,x);(X,y)] ile gosterelim.

e(X)x,yy=[(X,x),(X,y)], homotopi esdeger déniigiimlerinin noktali homotopi

siniflarinin ciimlesidir. Yani

eX)= U [Xx)X.y)]
X,y €X

kismi garpimi altinda bir grupoiddir.
m:e(X)@e(X) — e(X)




([e1L[@2]) — [o1][02]=[¢@192]

seklinde tanimlayalim. Burada

eX)@e(X)={([@1].[p2]):s[@1]=t[92]} dir.
Her bir [@]ee(X)(x,y)=[(X,x);(X,y)] i¢in kaynak ve hedef doniigiimleri s[o]=x
ve tfp]=y ve 6zdes doniigiim £:X —— €(X), x —> [14] dir.. Sonug olarak £(X) bir

grupoiddir [30].

1.2.CROSSED MODUL

Crossed Modiil kavrami ilk kez 1949’ da J.H.C. Whitehead [42]tarafindan
“Combinatorial Homotopy Theory I, II” isimli ¢alismalarinda yer aldi. Daha
sonralari bu kavram matematigin bir ¢ok dalinda kullamldi. Omegin Homotopi
Teori, Gruplarin Homolojisi ve Cohomolojisi, Cebirsel K-Teori, Differansiyel
Geometri [19,28,35] ve bu giinlerde bilgisayar grup paketi olan GAP programina
aktanlmigtir [1]. Crossed modiillerin kategorisi cebirsel olarak agagida verilen

kategorilere denktir.

1) Cat'-Gruplar [33],

2) Ozel Ciftli Grupoid (Double Groupoid) [13],

3) Bir Uzunluklu Moore Kompleksli Simlicial Gruplar [33],
4) 2 Rankl Indirgenmis Simlicial T-kompleks [18],

§) Grup-Grupoid {7]

6) Topolojik Grup - Grupoid[43].

Dolayisiyla genig bir uygulama sahasi vardir. Crossed modiiller igin
yapilanlar, yukarda verdigimiz denk kategorilere aktarilabilir.

Boliimiimiiziin bu kisminda ise gruplarin crossed modiilii ve grupoidlerin
crossed modiil kavramlarimin tamimlan verilerek, kategorileri olusturulmustur.

Crossed modiiller igin elemeter 6mekleri verilmistir.
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Tanm 1.2.1
X bir ciimle ve G bir grup olsun. G grubunun X iizerine etkisi asagidaki

sartlan saglayan «: X x G——> X, (x,g) —> x*fonksiyonu ile tanimhdir.
1) Her xeX igin x*=x,

2) Her xeX ve gheG igin (x")e=x""2 [21,43,38].

X ve G birer grup olsun. Eger G=X ise X eslenik islemiyle kendi iizerinde bir
etkidir. Yani «:X x X —— X, x,ye X i¢in x=-y+x+y dir.
T ve G birer grup ve 8:T—— G doniisiimli bir homomorfizm olsun. G, T

{izerinde bir etkidir dyle ki G—— AutT homomorfizmi vardir. Béylece (T,G,0)

crossed modiiliintin tamimin verebiliriz.

Tanim 1.2.2

T ve G birer grup, 0:T —— G bir grup homomorfizmi ve G, T iizerinde bir
etki olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglamiyorsa (T,G,0) iicliistine bir crossed
modiil denir.
CM1) Her geG ve teT igin 8(t8)=-g+d(t)+g
CM2) Her s,teT igin s®V=-t+s+t

Burada 6 homomorfizmine crossed modiiliin sinr doniigtimii (boundary map)

denir [21,43,38].

Ornek 1.2.3

T bir gurup ve AutT, T grubunun otomorfizmlerinin ciimlesi olmak tizere
(T,AutT, &) bir crossed modiildiir [38].
Gergekten,
0:T—— AutT
t— o) T—> T
s ——> O(t)(s)=-t+s+t
seklinde tammlayahm. t,heT igin &(t+h)=0(t)-6(h) oldugunu gosterirsek &’ nin bir

grup homomorfizmas: oldugunu gostermis oluruz.
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(6(1)-6(h))(s)=0(1)(B(h)(s))=0(t)(-h+s+h)
=-t+(-h+sth)+t=(-t-h)ts+(h+t)
=-(t+h)+s+(t+h)=0(t+h)(s).
T bir grup oldugundan birlesme o&zelligi vardir. Dolayisiyla bu yazdiklanmiz
anlamlidir. Yani 0 bir grup homomorfizmasidir.
o TxAutT——T
(t,0)—> 6(1)

seklinde tanimlayalim.
i) teT ve 1:T—> T 6zdes otomorfizm olmak iizere t'=1(t)=t olup ilk sart saglanir.
ii) g, he AutT ve teT igin (t")E=(h(t))*=g(h(1))=(g-h)(t)=t®°™ olup ikinci sartta sagla-
nir.

Boylece i ve ii’ den AutT, T tizerinde bir etkidir. $Simdi de crossed modiil

aksiyomlarinin saglandifin1 gsterelim.

CM1) 6eAutT ve teT olsun.
A(t%)(s)=8(O(1))(s)=-0(1)+s+6(1) (1.1)
(8-8(1)-0"")(s)=(8-8(1))(6” (s))=0(8(1)(87'(5)))
=0(-t+0" (s)H)=0(-1)+(0-0)(s)+0"!
=-9(t)+s+07'(t) (11.2)
olup I ve II’den 8(t%)=-6+4(t)+6" bulunur.

CM2) Her t,seT igin s™=5(t)(s)=-t+s+t olup ikinci sartta saglanir.

Sonug olarak (t,AutT, &) bir crossed modiildiir.

Ornek 1.2.4
G bir grup ve N, G grubunun normal altgrubu olsun. Bu takdirde iN—— G

dahil etme doniigiimii(inclusion map) ile (N,G,1) bir crossed modiildiir. [38].
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Ornek 1.2.5
G bir grup, M bir sag G-modiil ve 0:M —— G, M’ yi G’ nin birim elemanina

gétiiren sabit doniisiim olsun. Bu takdirde (M, G, o) bir crossed modiildiir. [38].

Ornek 1.2.6

n:M—— N, sol G-modiil morfizmi ve G x N yan direkt ¢arpimu verilsin. Bu
GxN’ den G’ ye izdiisiim yardimiyla M {iizerinde etki olan bir gruptur. 1, G’ nin
Ozdes elemam olmak tizere 8:M——> Gx N morfizmini §(m)=(1,n(m)) seklinde
tanmimlayacak olursak (M,G x N,8) bir crossed modiildiir.

1.3.CROSSED MODUL KATEGORISi

Kategori oldukca karmasik bir yapi olusturmasina ragmen ¢ok sayida
ornekleri vardir. Herbir grupoid 6rmegi aym zamanda kategori 6megidir. Dolayisiyla
bu Omnekleri tekrarlamayacafiz. Ama bu karmasik kavram, crossed modiil

notasyonlarini kullanarak bir daha hatirlatalim.

Bir kategori morfizmlerinin climlesi C, nesnelerinin ciimlesi O¢ ve asagidaki
déniistimlerden meydana gelir [34,39].
i) 5:C—— Oc kaynak (source) ve t:C —— Oc hedef (target) doniigtimii,
ii) Ozdes doniisim 15; xe O¢’> de 6zdes eleman oldugunda k:Oc—— C, x—1y
yazilir ve
iif) Csx C={(g,h)eCx C | s(g)=t(h)},
olmak tizere m:C x C —— C, (g,h) —— gh ile tanimlanan kismi ¢arpma déniigiimii

olsun.

Bu doniigiimler agagidaki sartlan saglar.
1) Her (g.h)eC; x (C i¢in s(gh)=s(h) ve t(gh)=t(g),
2) Her g,h,keC igin s(g)=t(h) ve s(h)=t(k) olmak iizere g(hk)=(gh)k,
3) Her geC igin glgg=g ve lygg=g,
4) Her xeOc igin s(1x)=t(1,)=x.
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Tanim 1.3.1
(T1,C1,61) ve (T3,C,,0,) birer crossed modiil olsun.
<a,¢>:(T1,C1,01) —— (T2,C2,62)
bir crossed modiil morfizmi a:T;——> T, ve ¢:C;——> C, morfizmlerinin bir
ciftidir 6yleki
pher teT igin 8, a(t)=¢0i(t)
iyher geCy, teT) igin o(t¥)=a(t)*®

esitlikleri saglanir. Yani asagida verilen

T,—2%5T, CixT; —— T,
$ J axgl J
G ——¢—+ G CxTr—> T,

diagramlar degisimlidir [38].

Tanim 1.3.2
(T,C.,0) bir crossed modiil olsun. Eger
i) ScT ve HcC birer altgrup,
ii) 6'=0s yani &, & nin S ye kisitlanis1 ve
iif) H’ nin S {izerine etkisi C’ nin T iizerine etkisinden elde edilen bir etki,
ise (8,H,8") crossed modiiliine (T,C,0) crossed modiiliiniin altcrossed modiilti denir
[38].
Ornek 1.3.3

(T,C,0) bir crossed modiil ve (S,H,a')’ da bu crossed modiiliin alt crossed

modiili olsun. i:S—— T ve j:H —— C dahil etme doniisiimleri olmak tizere
<i,j>:(S,H,8")—(T,C,d)

morfizmi bir crossed modiil morfizmidir.
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Simdi crossed modiillerin kategorisini olusturahm ve bunu CrsM ile

gosterelim.

Bu kategorinin nesnelerinin climlesi;
Ocrsm={(T,C,0) : (T,C,0) bir crossed modiil}

ve morfizmlerinin ctimlesi de

CrsM={<a,¢> : <a,¢>:(T1,C1,01) — (T2,C,,8,); bir crossed modiil morfizmi}

seklinde tanimlanirsa CrsM bir kategoridir.
1.4 GRUPOIDLERIN CROSSED MODULU

G ve C ayni nesne ciimlesi tizerinde tamimli grupoidler ve C, tamamen

gecissiz (totally intransitive) olsun. G * nin C tizerindeki bir etkisi,
CxG—->C ,(c,gd > cét

kismen tamiml fonksiyonu ile verilir ve agagidakileri saglar.
1) c® tanimhdir ancak ve ancak t(g) = s(c) ise ve s(c®) = s(g) . Burada s ve t
sirastyla G grupoidinin hedef ve kaynak doniistimleridir.
2)(c;c)® = ¢f. ¢}
3) Biitiin ¢;,c,€C(y.y) , geGx,y) , heG(y,2) igin (&) =(c"))¥ ve x°c¢,=

c.

Tanim 1.4.1

Grupoidlerin crossed modiilii ayn1 nesne ciimlesi iizerinde tamimhi G ve C
grupoidlerinin bir ¢iftinden ibarettir §yleki G , C iizerinde bir etki , C tamamen
gegissiz (totally intransitive) ve nesne ciimlesi lizerinde 6zdes olan 3:.C-G
funktoru asagidaki aksiyomlan saglar.

i) Her ceC(y,y), g €G(x,y)icin 8(c?)=gdc)g™

if) Her c, c,e€C(y.y), g eG(x,y) i¢in c&’ =¢,CcC -1
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Eger yukandaki tamimda C ve G  grupoidleri yerine gruplan alirsak
gruplarin crossed modiiliinii elde ederiz. Ciinkii her grup aym1 zamanda bir grupoid

oldugundan, gruplann crossed modiilii, grupoidlerin crossed modiiliiniin 6zel bir

halidir [28] .

Ornek 1.4.2
X {izerinde her G grupoidi onun i¢ grup demeti 1G =UG(x)
ile birlikte bir grupoidlerin crossed modiiliinii olusturur.Dahil etme i:G—G homo
doniisiimil bir grupoid morfizmidir ve G, IG lizerinde asagidaki gibi etki yapar.
IGxG->1G
(c,a)— c*=-a+c+a,

Baylece (IG,G,]) bir grupoidlerin crossed modiiliidiir [28] .

Crossed modiillerin kategorisini olustururken kullandigmmiz T ve G

gruplan yerine C ve G grupoidlerini ahrsak grupoidlerin crossed modiillerinin
CrsMod  kategorisini olusturabiliriz. Yani (C,G, &) ve (C*,G*,S*) birer
grupoidlerin crossed modiilii F: (C,G, 8)—+(C*,G*,6*) morfizmi, f;:C— C* ve

f,,G—> G grupoid morfizmlerinin bir giftinden meydana gelir dyleki asagidaki
2 g

diagramlar degisimlidir.
cI1, ¢ GxC —» C
& 46" fox f;4 VA,

G2, g* G*x C*— C*
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I1.BOLUM

CROSSED MODULLERIN TURETMELERI

Bu bsliimde Whitehead [42] tarafindan tamimlanan herhangi bir (C, G, 8) crossed
modiilii i¢in tammlanan, C— G tiiretme fonksiyonu ve Whitehead’in otomorfizm teorisi
verilmistir.

Ayrica grup teoride var olan bazi yapilarin crossed modillerde karsihg
aragtirilmigtir. Bunlardan en 6nemlilerden biride gruplann actor crossed modiiliidiir. Bu
basitce bir G grubu i¢cin, G— Aut(G) olarak tanimlanir. Bu kavram crossed modiilere K.J.
Norrie [38] tarafindan taginmugtir, Herhangi bir (C, G, 8) crossed modiilii i¢in, Whitehead
[42] tarafindan tanimlanan tiiretme fonksiyonlarinin grubu Der*(C, G) ve otomorfizmlerin
kiimesi Aut(C, G) olmak iizere ,

(C, G, 8) » Der*(C, G)

actor crossed modiil tanimlanmigtir. Bu yapinin agik bir ispati verilmistir.
I1.1. TURETME FONKSIYONU(Derivation)

Bu boliimde gruplarin crossed modiilleri igin homotopy teoriyi veya Whithead in
ifadesiyle tiiretme fonksiyonu tanimlanmaktadir. Bu tiiretme fonksiyonu kullanarak crossed
modiiller igin otomorfizmin tersini verilmektedir.

Hatirlatmak gerekirse bir crossed module C=(C, G, 8, C ve G iki grup ve

o

6 :C — G bir grup homomorfizmi, &(c”)=-a+dc+a ve ¢ =.¢"tc+c! sartiyla verilir.

Tanmm I1.2.1
Bir tiiretme (derivation) asagidaki sart1 saglayan bir s:G—C  fonksiyonuna denir,

Oyleki, her a,beG igin
s(a+b)=(sa)’+(sb).

Tanimdan dolay1 s(0)=0 ve s(-a)°=-(sa) oldugu kolaylikla goriiliir [42].
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C=(C, G, crossed modiliiniin s: G—=C tiiretmelerin ciimlesini Der(G,C) ile

g6sterelim.

Teorem 11.2.2
C=(C, G, bir crossed modiilii i¢in seDer(G,C) olsun. Bu durumda her a &G,

ceC igin
¢(a)=a+(8sa), wi(c)=ct(séc)

grup homomorfizimleri C nin bir endomorfizmini verir.

v
C—325C
5y s

ispat:
Gostermeliyiz ki , her aecG ve ceCigin
¢s(a)=a+(bsa), yi(c)=c+(séc)
doniigiimleri grup homomorfizmleri ve y;(c”)= =(yic) dsa.

Oncelikle ; nin etkiyi korudugunu gosterelim.

ws(c®)=c"+s(&c°)
=c“+s(-a+(5)+a)

=c+(-(5a)) "+ (s80)"+ (50)
=c"+(-(s0) *" +(s8¢)"+(s0)
= -(sa)+c"+(séc)+(sa)
=-(sa)+(ysc)"+(5a)
=(v. S)a+(é'sa)

=(yic) #s°-




18

Simdi ¢, y;doniigiimlerinin homomorfizm olduklarimi gorelim.

¢s(a+b)=a+b+(5s(a+b))
=a+b+ 5((sa)b+(sb))
=q+b-b+(05a)+b+5b
=(¢sa)+(¢sb).

ve
wi(c'+¢) =c'+c+(s6c) % +(s6c)

= -g+c-ct+(soc!)+e+(séc)
=(V/sc’)+ (l//sC).

Teorem I1.2.3
C=(C, G,9) bir crossed modiil olsun. Bu durumda, Der(G,C) iizerinde tanimlanan
agagidaki c¢arpma islemini ile bir monoid yapis1 tanimlanir: her ae G, s, t € Der(G,C) igin

(5« 1)(a)=(sa)*(ys(ta)).

Ispat:
Belirtelim ki,
(s+t)a=(sa)+(ta)+(séta)
=(19)+(50) "+ ((s5)ta)
=(ta)+s((ta)+(da)
=(ta)+s(gita)
olur.

Simdi s« t nin bir tliretme (derivation) oldugunu gosterecegiz.
(s+1)(a+b)=s(a+b)+yi(a+h)
=(5a)"+(sb)+ yi((ta)’+ (tb))
=(5a)"+(sb)-(sb)+(ysta)’+ (sb)+ (yith)
=((sa)+(yta))"+(5b)+(ysth)

=((5+1)(@))"+(s+ )(B).
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Simdi ispatlayacagiz ki
O=YsWi, ety
dir. Yani,

@sw(c)=c+(s+1)(5c)
=c+(séc)+(ystéc)
=c+(sdc)+(16c)+(5dtdc)
=(pc)+(ys(tde)
= y(e+ (1&)

=Ys(i(c)).

vE

d(a)=a+5((s+)a))
=a+4((sa)+(4ia))
=g+ (dsa)+(¢0ta)
=a+(8sa)+(dta)+(dsdta)
=a+(8a)+ &((sa)™+(sdta)
=q+(dta)+ ds(a+(dta)
=¢y(a+(5ta))
=@s(¢a1).

Der(C,G) de , j(G)={1} ile tanimlanan j ¢carpma isleminin birim elemanidir.

((s+0)+u)(a)=(s+1)(a)+(ua)+(s-1)(bua)
=(sa)+(ta)+(sdta)+(ua)+ (séa)+ (16ua)+ (s 6t Sua)
=(sa)+(¢sta)+(gua)+(fstbua)
=(sa)+ ¢s((ta) + (ua)+ (t6ua))
=(sa)+¢s((t-w)a)
=(s+(1+u))a.

bulunur. Béylece garpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.
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Sonug olarak Der(G,C) bir monoid olur ve
Der(G,C) — End(6).
S (¢s ¥s)

déniisiimii monoidlerin bir morfizmdir.

Bu monoidin elemanlarinin terslerinin grubu Der*(G,C) ile gosterilir.

Teorem II.1.1
s eDer(G,C) igin asagidaki ifadeler denktir; [28,42].

(1) seDer*(G,C),
(ii) ¢s:G—G bir otomorfizmdir.,
(iii) y,:C—C bir otomorfizmdir.

ispat:
Gergekten, ¢ ¢ End(C) de morfizm olmasindan dolayr (i)=(ii), (i)=(iii) agiktir.
Ispatlayacagiz ki (ii)=>(i). Kabul edelim ki ¢ nin tersi s’ olsun.
s"G—-C
a —-(s¢'(a)).
olarak tanimlanir.
Iddia ediyoruz ki s' tiiretmedir. Herhangi aeG icin a'=ga olsun. O zaman
(a+b)'=a'+tb, s'(a)= -(sa’) ve a'+(dsa’) = ¢y(a') = a. Bundan dolay1,
¢s'(a+b)=- s(a'+b’)
=((sa)’-(sb))
=-((sb)+(sa)""*")
=-((sb)+(sa)’)
=(sa)"-s(b)
=(s'a)’+(s')
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yazilabilir. Béylece
(s"*s)(a)=(sa)+s'($sa)
=(sa)-s(¢s'¢a)
=1 dir.

Sonug olarak s nin tersi vardir.

(iii)=>(i) ispat1 benzer sekilde yapilir. Kabul edelimki i “nin tersi p' olsun.
s"':G—»C
s"a=-p'(sa)
olarak tanimlanir.
O zaman yi(s"(a)) = -(sa) ve
Vil(5"0)"+(5")) =~(sb)+ (vi(s"))"+(s0) yi(s"D)

=-(5b)-((5a))’

=-(s(a+b))

=yss"(a+tb).

Sonug olarak s" bir tiiretmedir. Ayrica

(5%")(a) = (sa)+(yss"(@)=1.

Der(G,C) monoidinde s’nin tersi s" dir.

Sonug I1.1.2
| Der* (G,C)—>Aut(G)
s—>¢ ,=¢
Der* (G,C)—> Aut(C)
=, =¢

ile tanimlanan grup homomorfizmi vardir.

Bu grup homomorfizleri (C,G,8) crossed modiillerinin otomorfizmlerin grubu
Aut(C,G,8) grubu ile Der*(G,C) gruplan arasinda
A : Der” (G,C)— Aut(C,G,8)
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50, =¢)

homomorfizm tanimlanir.

Ustelik Der* (G,C) iizerinde Aut(C,G,8) bir etkisi
S’:a.ﬂ}‘ =a—l Sﬂ

seklinde tanimlamir.

Boylece (Der’(G,C), Aut(C,G,8), A) bir crossed mdodiil olur.Bu crossed modiile
(C,G,8) crossed modiiliiniin ‘actor crossed modili’ denir. Crossed modiiller igin actor
crossed modiil kavrami ilk defa K.J.Norrie [38] tarafindan genisce ispati verilmistir. Bu
grup teoride ki, herhangi bir G grubu i¢in verilen G— Aut(G) actor crossed modiiliiniin,

crossed modiiller i¢in bir genellestirmesidir.
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IILBOLUM

ACTOR CROSSED MODULLER

Bu boliimde, gruplarnin kategorilerisi Grp den bir actor crossed modiil,
grupoidlerin kategorilerisi Grpd igine nasil yiikseltilecegini gorecegiz. Bu Brown-
Gilbert-Shrimpton ~ [16] tarafindan gésterildi. Onemli bir nokta Grpd kategorisi ile
Grp kategorisi esit degildir ve kartezyenleri kapalidir.

Hatirlatalim ki kapah kartezyen C kategorisi CPxC—C, (A,B)—>B” ile
tammh ve exponential funktor diye adlandinlan bifunktoru ile verilir. Bu funktor
A—B morfizmlerin climlesinin C deki internal analizi denir. Eger A C nin bir
nesnesi ise A® ya A mn endomorfizlerinin nesnesi denir ve END(A) ile gdsterilir.
Bundan dolay: her hangi bir G grupoidi i¢in Grpd kategorisindeki bir monoid nesne
olan internal endomorfizm nesne END(G) vardir. Bu monoid nesne, nesne grubu
Aut(G) olan bir maksimal altgrup AUT(G) ye sahiptir. $imdi gruboidlerdeki grup
nesnelerin kategorisi gruplar iistiinde crossed modiillerin kategorisine denk oldugunu
biliyoruz. Bundan dolayr AUT(G),

Kg: M(G)—>Aut(G)
seklinde bir crossed modiil ile verilir.

Bu bsliimde, G bir grupoid olmak iizere, Ehresmenn tarafindan tanimlanan
uygun kesitlerin climlesi M(G) bir grup oldugu ve G grupoidinin otomorfizmlerinin
grubu Aut(G) alinarak M(G)—>Aut(G) nin grupoidlerin actor crossed modiilii oldugu

gosterilmistir. Ayrica grupoidler igin otomorfizm teorimi verilmigtir [28].
1.1 GRUPOIDLERIN ACTOR CROSSED MODULLERI

Tamm II1.1.1
X ciimlesi iizerinde G bir grupoid olsun. Bir uygun kesit, hedef (target) B:

G—X doniisiimiiniin sag tersidir 6yle ki

as: X—X
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bire-bir ve 6rtendir. Yani bir uygun kesit
S: GHX
bir doniistimdiir 6yle ki
i) Bs=Ix ,

ii) as:X—X bire-bir ve ortendir.

Onerme I11.1.1
X tizerinde bir grupoid G olsun. G nin uygun kesitlerinin ciimlesi, xe X igin
(s#)(x)=s(a(1(x)))+1(x)
seklinde tammh, 6zdes eleman, I:x—>1, nesne déniisiimii ve s (x)=-s((as)” (x)) tersi

ile * iglemine goére bir gruptur.

ispat:

Bunu gostermek igin s,t: X—G, G nin uygun kesitleri iken s*t ve s, G nin
uygun kesitleridir. s ve t yukarida ki gibi olsun. Boylece tamimdan s ve t, as,at:
X—X bire bir ve érten ve Bs=pt=Ix saglamr. Biitiin xe X

B(s*t)(x)=P(t(as(x))+s(x))=Ps(x)=x
olur ki buda s*t nin B: G—X doniislimiiniin sag tersi oldugunu verir.
o s*t)(X)=o(s(X)+as(X))=at(as(X))=as(X)=X
oldugundan o s*t) bire-bir ve Srtendir.
s,t ve as,bire-bir ve 6rten oldugundan t(as): X—G,
(s,t(as))(x)=t(a(s(x))+s(x)
ile verilen
(s,t(as)): X—»GxG
indirgenmis doniistimdiir. Bt =Ix oldugundan B(t(as)(X)=a(s(x))=a(s(x)), ve bdylece
Gxo=pG , G deki birlestirilebilir ¢iftlerinin climlesi olmak tizere (s,t(as))(x)cGxo=pG
dir. Buradan (s,t(as)): X— Gx,=G dir. Fakat G grupoiddir. Bundan dolay1 , kismi
carpim doniigiimii
Yy : Gxo=pG -G
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y(s(x),t{as)(x))=t(as)(x)+s(x) ile verir. Boylece st(as))=y(st(as)): X—G Bundan
dolay1 s*t G’ nin bir uygun kesitidir.
Gergektende I(x)=1, 6zdes déniisiimdiir:
(Ixs)(x)=s(1(x))H(x)=s(x)+(x)=s(x)
ve
(Ixs)(x)=I(s(x))+s(x)=as(x)+s(x)=s(x)

olup Bs(x)=Ix ve as” bire-bir ve drten oldugundan s”, s(x) in ters elemamdir.

Gergekten
(s *s)(x)=s" (as)(x)+s(x)
= -s((as)” (0s)(x))+s(x)
= -5(x)+s(x)
=1,
Aynica
(s*s™)(x) =s ((as))x)+s™ (%)
=s(os)” (x)+s(as) ' (x)
= 1 .
bulunur.

G groupoidinin uygun kesitlerinin grubunu M(G) ile gosterecegiz.

Teorem I11.1.2
G grupoidinin uygun kesitlerinin grubu M(G) olsun.O zaman
:M(G)->Aut(G)
fonksiyonu a€G igin
6 (a)=s(Ba)+a-s(ca)
ile tammlanir. Bu fonksiyon bir group homomorfizmdir ve (s* Yx)=f ! sf(x) ile
fe Aut(G) nin se M(G) lizerine bir etkisi vardir.

Bununla beraber 8(s’ Ya)=f 1 8sf(a) ve s* =t st sartlar1 saglanir.
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ispat:
Ilk olarak gosterebiliriz ki & gruplarin bir homomorfizmdir. Yani
her s,e M(G) igin 85+ =8; §, dir. ac G(x,y) olsun.
Ss# (a)=(s*t)(aa)+a-(s*t)(Pa)
=s(at(x))Ft(x)+a-t(y)-s(at(y)
=s(at(x))+3 (a)-s(ot(y))
=85 (& (a)).

Bundan dolay1 & bir group homomorfizmdir. Aut(G) nin M(G) iizerinde bir group
etkisi oldugunu gosterelim, etkinin ilk sartindan
()T sIx)=s(x)
oldugu agiktir. Ikinci sartida asagidaki gibi gosterilir:
™)) = ()" s)x)
=h" £ sfh(x)
=h" sTh(x)
=(s")" (.

Biz simdi  nin asagidaki 6zellikleri sagladigim gosterelim.
1. 8(s" )(a)=f" 8sf(a)
2.8 =t st
ae G(x,y) ve b=f(a)e G({(x),f(y)) olsun. O zaman, s,te M(G) ve ac G(x,y) igin,
£ 8sf(a) = £ 8s(f(a)) |
= ((souf(a))+a-s(Bf(a))
= £ (s f(x))+a-s(Bf(x))
= £ sfix)+(a)-f ! sf(x)
= £ sf(x)+(a)-f! sf(x))
= s (x)+a-s' (y)
=6(sf )(a) dir.
Ustelik t! (x) = -t(at)”! (x) oldugundan,
at”! (x) = a(-t(at)” (x)
= B(t(ot)” (%)
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= ()" (%)
elde ederiz.
Bundan bagka, eger teM(G), o zaman &teAut(G) ve (6t)(a) = f(a)
oldugundan, kolayca gdstere biliriz ki
(8t)(x) = (at)(x)
dir. Diger taraftan
(t T xsxt)(x) = (t T xs)*t(x)
= (t" *s)(at(x))+ t(x)
=17 (as(ot))(®)+s(at(x))+ t(x) ...(*)
ve
s (x) = (81)"'s(81)(x)
= (30" (s@)(x), (et)(x) = (t)(X)
=t (as(at)®)+s(at)(x)-t ' Bs(or)(x), (Bs(at)(x) = (at)(x)
=t (as(at)(x)+s(at)(x)-t (at)(x)
=t (as(o)(x)+s(at)(x)- (-t(t)” (at)(x)
= " (as(at)x)+s(at)(X)H(x). ...(**)

(*) ve (**) dan (s® )(x) = (t" *s*t)(x) bulunur.

Tanmm I11.1.3
G grupoidinin uygun kesitlerinin grubu M(G) ve grup homomorfizmi
:M(G)—>Au(G)
aeG igin

d (a)=s(pPa)+a-s(oa)
olmak iizere (M(G), Aut(G), &) crossed modiiline grupoidlerin actor crossed

modiil denir.

Tamm IIL1.4 []

(C, G, 8 , X iizerinde grupoidlerin crossed modiilii olsun. Eger
sg: : X—=G, 51 : G— C doniistimleri
B(sox)= xeX
B(s; a)=P(a), aeQCG,




28

s;(a+b)=s; (@)°+s, (b)

sartlarim sagliyorsa sg , s1 giftine s nin serbest tiiretmesi denir.

F Der(C), C nin serbest tiiretmelerinin ctimlesi olsun. Her bir se F Der(C)

icin C nin bir endomorfizmini olusturabiliriz.

c—L2,¢c

) 81 )
\% V
¢—is6

P
A2

x—Losx

Burada
f5 () = (c+s; 8¢y 5P
f; (a) = so (aa)tatds (a) - so (Pa),
fo (a) = aso (x)

dir.

Teorem IIL.1.5 [28]
C crossed modiiliintin bir free tliretmesi s yardimiyla verilen f= (f; .f; ,fz)

morfizmi C nin bir crossed modiil morfizmidir, burada

£ (c) = (c+s; 8¢) 5P
f; (a) = sg (ca)+a+5s; (a) — sp (Ba),
fo (@) = asp (x)

dir.

Ispat:
Biz gostere biliriz ki fj ve f; groupoid homomorfizmidir ve

ceC(x),aeGxy) icinf (c*) = f; (c)'}®
fi (a+b) =50 (x) + a + b +3s; (at+b) ~ s (2)
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=59 (x) +a +b +8(s; (a)b + 51 (b)) — so (2)
=sp(x) +a+b—b+8s; (a) + 51 (b) — 50(2)
=50 (x) +a+38s1 (a) 50 (y) +50 (y) + b+ 851 (b) — 50 (2)
=1 (a) +f; (b)
ve
£y (c+¢') =(c+c +s;8(c+c))SoW
=(c+c +5; (5c+8c')) S0
=(c+c' —c +s8c+c+ssc)S0W
=(c+s8c+c +58c) S0W
=f, (¢) +f (¢').
ceC(x),aeGx,y) olsun. O zaman B(c* ) = Ba, Bc = y. Boylece
£ (¢®)=(c* +s; 8(c* ) ~So(Be?)==s0 ()
=(c®+s) (-a + 8¢ +a)) S0
= (c™s; (-2)% s (8c)+ s (a)) 50O
= (c*(s a)"’SCJ'a +(s; 8¢)* + s, a) =so(¥)
= (c-s) adc’ +(s1 8¢)™+ s a)"sO(Y)
= (-s1(a)+c™+(s;8¢)*+5:(a)) ~$o(Y)
= (-s;at+(c+s,5¢) s, (a)) 0 o)
= (-s1(a)+(H(c) 5 (x) Y+s1(a)) 50 7]
= fz(c))50x+a+5515“50y
= fy(c) '@

dir.

Yukardaki teoremin agik ispati Igen [28] nin doktora tezinde verilmistir.

Simdi serbest tiiretmeler igin bir garpma tanimlayalim.
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Simdi F Der(C) de bir ¢arpmay1 agagidaki gibi tanimlayalim.

g¥t= {(s*t)l(a) =t;@+(518@)0%P?  aeGx,y)
(s*)o(x) = (s0g0 (@) +to(x) xeX

Y.Teorem III.1.6

Groupoidler iizerinde bir croossed modil C = (C,G,§ olsun. O zaman

FDer(C) lizerinde bir a monoid yapisi ¢arpma islemi ile tammlidir.

ispat:
Aciktir ki B(s*t)(x)=x ve P(s*t)(a)=f(a). Biz gostere biliriz ki (s*t) bir
tiretme doniigtimiidiir.
Birlesme 6zelligi i¢in s,t,u € F Der(C) ve f =A(s) , g = A(t) , h = A(u) olsun.
O zaman
(rx(sr#tn))a=(si+t e+ (fg(a)) & 90X
~tia+(s1g) 0 ) +(uifga) "0
—tia+(su)i(ga)
~((urs)*ty)a

olur. Dolayisiyla FDer(C) bir monoid olur.

Sonug I11.1.7
FDer(C) ve End(C) yukarda tammlandifn anlamda monoidler olsun. O

zaman
A:F Der(C)— End(C)
s

bir monoid morfizmdir.

Fder* (C) bu monoidlerin ters elemanlarimin grubu olarak tanimlansin.
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Teorem II1.1.8
se FDer(C) ve f=A(s) olsun. O zaman agagidaki sartlar denktir.

(i) se F Der" (C),
@) f1 € Aut(G),
(iii)) £, € Aut(QG).

Ispat:
()= (i) , (if)=(iii) f gercekten de asagidaki End(C ) de morfizmdir. Ispat ederiz ki
(ii))=(i). Farz edelim ki ftersi s .s¢":X—=G, sy": G—C olarak tanimlansin ve
-1
s =50 ) s17@) =51 (@) "0
olsun.
Biz gosterebiliriz ki sl'l bir tiiretme doniiglimidiir. a ,b ,atbeG ve fb=z ,
fa=a', fb=b’ olmak iizere
st (atb) = <(s: flarb)) 0P +0=2
= (s; (fa + fb)) 50 ()
=((s12)" 451 (b)) 0O
= (1 () (1)) 50
= '((S]fa)b )_30()’) - (Si-l b)_SO(Z)
=51 (2)" +s(b)

dir.
Kolayca ispat ederiz ki s*s™'=c ve s xs=c dir.
-1
(s+s)(@) =@ + st @) O
=-sf"! (a) e +s(f'(a)) 507 (¥)
=c
ve

(s” *s)(a) = s(a) + s"(f(a))so(y)

= s(a) - s(f'(f(a)) 0 ) 507 )

=s(a)-s(a)=c¢

vy 3
S
o

S
e T POAN)
\ "o ¥

e —
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elde edilir.

Bu teorem, aslinda Whitehead [42] tarafindan verilen ve Norrie [38], Brown
—Gilbert  tarafindan  gelistirilen gruplann crossed modiillerinin otomorfizm
teorisidir. Bu teori Igen [28] tarafindan yukardaki anlamda grupoidlerin crossed
modiilleri i¢in gelistirilmistir. Daha &nce belirttigimiz gibi crosssed modiile denk bir
cok kategori vardir. Bunlar g6z Oniine alindifinda yukarda yapilanlarin  dénk

kategorilere tasinmasi topolojide, cebirsel topolojide ve bunlara yakin dallarda yeni

ufuklar agacaktir.
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