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OZET

Bu tez c¢aligmasi {i¢ béliimden olugmaktadir. Birinci béliimde, sonraki boliimlerde
kullanacagimiz bazi temel tanim, kavram ve teoremlere yer verildi.

Orijinal boliimlerin ilki olan ikinci bdlimiin ilk kismunda, Lorentz’ in yap-
tig1 Fa-toplanabilmenin tanimi verildikten sonra, A’ min dzel durumlarmda Fa-
toplanabilen dizilerin uzayi (F4)’ mmn ¢’ yi ve V.’ y1 kapsayacag) gosterildi. Ayrica;
m, ¢, F veV,’ y1 (F4)’ ya doniigtiiren sonsuz matrisler karakterize edildi. Bu béliimiin
ikinci kisminda ise, simirh bir dizinin F4-gekirdegi tanimlandi ve daha &nceden bili-
nen Knopp (K), Banach (B) ve o-gekirdekleri ile olan kapsama iligkisi incelendi.

Ugiincii ve son béliimiin birinci kisminda, her z € m alindiginda Fa-cek(Bz) C
K-gek(z), Fa-cek(Bz) C o-gek(z) ve F, y-cek(Bz) C B-gek(z) kapsama bagmn-
tilarinin gegerli olmasi igin B matrisinin tagimasl gereken gartlar belirlendi. Ikinci
kisimda ise, R 6zel toplanabilme metodu olan Riesz doniigiimiiniin matrisini goster-
mek iizere, her z € m icin K-¢ek(Az) C K-gek(Rz), Fy-¢ek(Bz) C K-¢ek(Rz),
Fa-cek(Bz) C o-¢ek(Rz) ve Fa-gek(Bz) C B-gek(Rz) kapsama ba,gmtllaﬁmn sart-

lar: belirlendi.
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ABSTRACT

This thesis has three chapters. In the first chapter some preliminary definitions,

concepts and theorems are given which will be useful in the next chapters.

In the first part of the second chapter which is the first original part of thesis,
in the special case of A, the relations between the spaces ¢, V, and the space (F}4)
introduced by Lorentz are given. Further, the infinite matrix transforming the spaces
m,¢, F' and V; into the space (F4) are characterized. In the second part, F4-core
of a bounded number sequence is defined and the relations between the concepts
F4-core and well-known Knoop (K), Banach (B), o-core are investigated.

In the first part of the final chapter, necessary and sufficient conditions for
a matrix B to yield Fy-core(Bz) C K-core(z), Fa-core(Bz) C B-core(z) and Fy-
core(Bz) C o-core(z) for all £ € m are determined. In the second part, necessary
and sufficient conditions are determined in order to K-core(Az) C K-core(Rz),
Fp-core(Bz) C K-core(Rz), Fa-core(Bz) C B-core(Rx) and Fy-core(Bz) C o-
core( Rz) for all z € m, where R is the matrix of the particular summability method

Riesz.
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SEMBOLLER

R: Reel sayilarin climlesi

N: Dogal sayilarin climlesi

m: Reel terimli sinirh dizilerin uzay:

¢: Reel terimli yakinsak dizilerin uzay:

¢o: Reel terimli sifira yakinsak dizilerin uzay:

V,: Reel terimli o-yakinsak dizilerin uzay:

Voo: Reel terimli sifira o-yakinsak dizilerin uzay:

F': Reel terimli hemen hemen yakinsak dizilerin uzay:

Fy: Reel terimli sifira hemen hemen yakinsak dizilerin uzay:
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(Fa): Reel terimli. F4-yakinsak dizilerin uzay:

(Fa)o: Reel terimli sifira Fy-yakinsak dizilerin uzay:

K-gek: Reel terimli sinirhi bir dizinin K-gekirdegi

B-gek: Reel terimli sinirh bir dizinin B-gekirdegi

o-gek: Reel terimli sinirli bir dizinin o-cekirdegi

Fs-cek: Reel terimli sinirli bir dizinin F4-gekirdegi
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GIRIS

Dizinin ¢ekirdegi kavrami, giinlimiizde toplanabilme teorisi {izerinde ¢alisan mate-
matikgiler tarafindan ilgiyle takip edilen, toplanabilmenin énemli konularindan biridir.
Bu kavramun ilk kullanim tarihi 1920° 1i yillar olmakla beraber, ézellikle 1990’ dan
sonra ilgi gérmeye bagladu.

11k olarak Knopp 1926 yilinda, yakinsaklik kavramindan hareketle dizinin ¢ekir-
degini (K -gekirdek) tanimladi. Knopp daha sonra, kendi adiyla anilan ve déniigiim
dizisinin ¢ekirdeginin esas dizinin ¢ekirdegi icinde kalmasin: ifade eden teoremi verdi.
1979 yilinda Knopp Cekirdek Teoremi’ nin, Maddox tarafindan bir esitsizlik problemi

olarak goriiliip yeniden ispatlanmasindan sonra, bu kavram ilgi gérmeye basladi.

1948 yilinda Lorentz, Banach limitlerinden hareketle hemen hemen yakinsaklik
denilen yeni bir yakinsaklik kavram: tanimladi. Das, hemen hemen yakinsaklhigin
karakterizasyonuna aayanarak, 1987’ de sinirli bir dizinin Banach ¢ekirdegini (B-
cekirdek) tanimladi. Sonraki yillarda K ve B-gekirdekleriyle ilgili bir ¢ok ¢alisma
yapildi.

Raimi 1963 yilinda, 6zel halde Banach limitlerine indirgenen o-limit kavramin
tanimladi ve o-yakinsakhgin karakterizasyonunu verdi. Bu kararkterizasyonu kulla-
narak Mishra, Satapathy ve Rath 1994 yilinda o-¢ekirdegi tanimladilar. o, K ve
B-gekirdekleri ile ilgili olarak bir gok matematikgi tarafindan ¢aligma yapildi.

Bu tez caligmasinda; Lorentz tarafindan verilen ve hemen hemen yakinsak-

Lig1 genellegtiren F4-yakinsakliktan hareketle sinirh bir dizinin Fj4-gekirdegi tanim-
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gekirdekleri arasindaki kapsama bagintilar: incelendi. Bunun i¢in de dnce ilgili matris
déniigiimleri karakterize edildi. Ayrica; z sinich bir dizi olmak iizere, z’ in, 6zel bir
toplanabilme matrisi olan Riesz matrisiyle elde edilen Rz doniisiim dizisi ve son-
suz bir matrisle elde edilen déniigiim dizisinin yukarida bahsi edilen g¢ekirdekleri

karsilagtirilda.
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Bolum 1

MATRIS DONUSUMLERI

Bu béliimde, sonraki boéliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve kavramlar

verildi.

1.1 Matris Doniisiimleri

Tanim 1.1.1 ([10], sf. 71). X bos olmayan bir ciimle olmak {izere,
+: XxX —X, (z,y) —z+y

ve
SRx X — X, (\z)— Az

fonksiyonlarimi tanimlayalim. Eger; z,y,2 € X ve A, p € R i¢in

Nz+y=y+uz,

2) (e +y)+2=c+(y+2),

[3) z + § = z olacak gekilde bir § € Xvar,
l4)  + (—z) = 0 olacak gekilde bir — z € Xvar, &%
5) l.z =z, -

S,
G

RSNy
SNy

e

g
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16) Mz +y) = Az + Ay,
Iy (A + p)z = Az + pe,
18) A(uz) = (),

gartlar1 saglaniyorsa, X’ e R iizerinde bir lineer uzay veya reel lineer uzay denir.

X bir lineer uzay ve Y C X ise, Y’ nin de lineer uzay olmasi i¢in A,z € R ve
y1,y2 € Y alindiginda Ay; + py, € Y saglanmas: yeterlidir.

Vn € N igin z, € R olmak fizere, biitiin (z,) dizilerinin ciimlesi w ile gdsterilir.
w, dizilerin skalarla ¢arpma ve koordinatsal toplama iglemine gore reel sayilar cismi

tizerinde bir lineer uzaydir. w’ nin herhangi bir alt uzayina dizi uzay: denir.

Tanim 1.1.2 ([10], sf. 94). X bir lineer uzay ve ||.|| : X — R olsun. Eger

lz]| =0<=z=0, (1.1.1)

[Pl = IA]J=]], (1.12)

= +y[| < ll=]l + [lo]] (1.1.3)

sartlar: saglaniyorsa, ||.|| fonksiyonuna X fizerinde bir norm ve (X, ||.|)) ikilisine de

normlu uzay denir.

Tamm 1.1.3 ([10], sf. 96). (X, ”“) bir normlu uzay olsun. Eger ||zm — zq|| —

0 (m,n — oc0) oluyorsa, (z,) C X dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.1.4 ([10], sf. 96). (X, “”) bir normlu uzay olsun. Eger ||z, — z|| —

0 (n — oo) olacak gekilde bir ¢ € X varsa, (z,) C X dizisi z’e yakinsaktir denir.

yakinsak ise, X’ e tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.

2




Tanim 1.1.6 ([19], sf. 10). (g,), elemanlarinin hepsi sifir olmayan, pozitif sayilarin

bir dizisi ve
Qn=a1+q@+..+q, >0, n=1,2,...

olsun. Bu durumda;

_an + @2+ ... + GuZn
Qn

ile tanmimli déniiglime, z’ in Riesz doniiglimii denir. Riesz matrisi,

tn

-5"; , k<n
Tnk =
0 , —

ile verilir. Eger her n i¢in g, = 1 alinirsa, birinci mertebeden Cesaro matrisi denilen

ve (C,1) ile gosterilen

1
g =4 "7 =
o , -

matrisi elde edilir.

A = (ank) reel terimli bir sonsuz matris ve ¢ = () bir dizi olsun. Eger her n

igin,
An(w) = Zankmk
k

serileri yakinsak ise, (A,(z)) dizisine (z;) dizisinin A matrisi ile elde edilen donfigiim

dizisi denir. '
E ve F herhangi iki dizi uzay: ve A da bir sonsuz matris olsun. Eger her z € F

icin (A,(z)) € F ise, A matrisi E’ den F’ ye tamumlidir denir ve A € (E, F') yazilir.

E’ den F”’ ye tamuml biitlin matrislerin simfi (E, F) ile gosterilir.

Eger F ve F iizerinde limit veya toplam mevcut ise, (E, F')’ nin elerpa

limit veya toplami korumas: halinde (E, F),¢, yazilir. Mesela; A € (¢



T € cigin Az € ¢ ve limz = lim A,(z)’ dir. Bu siniftaki matrislere regiiler matrisler

denir. Bir A matrisinin regiiler olmas: i¢in gerek ve yeter sartlar agagidaki gibi verildi:

Teorem 1.1.1 ([10], sf. 165). Bir A matrisinin regiler olmas: igin gerek ve yeter

sart
”A“ = supn Zk |ank| < oo, (114)
lim, an = 0, her k igin, (1.1.5)
lim, 32y ank = 1, (1.1.6)
olmasidar.

Teorem 1.1.2 ([10], sf. 174). A € (m,m) olmas: igin gerek ve yeter gart (1.1.4)’

in saflanmasider.

Teorem 1.1.3 ([10], sf. 169). A € (m,c) olmas: igin gerck ve yeter sart Y, |ank|

serisinin n’ ye gore dizgin yakinsak ve lim, a,; = 0 olmasidur.

Teorem 1.1.4 ([10], sf. 18). (f,), I C R arabyjp dzerinde f fonksiyonuna noktasal
yakinsak olan bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda; (f,)’ nin I tzerinde diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
limsup |fo(z) — f(z)| = 0
"% el

saglanmasider.

Teorem 1.1.5 ([10], sf. 20). (Weierstrass Testi) 3, fi(z) bir I C R aralgs dize-




1.2 Hemen Hemen Yakinsakhk

Bu kisimda hemen hemen yakinsaklik tanitildiktan sonra, ilgili matris déntigiimlerini

karakterize eden teoremler verildi.

Tanim 1.2.1. X, R iizerinde bir lineer uzay olmak iizere, f : X —> R doniiglimiine

bir reel fonksiyonel denir. Her z,y € X igin,

fz+y) < f(z) + fy)

ise, f’ ye alttoplamsal;
fz+y) = f(z) + f(y)

ise f’ ye toplamsaldir denir.
Eger oo > 0 ve her z € X i¢in f(az) = af(z) ise f’ ye homojendir denir.
Alttoplamsal ve homojen bir fonksiyonele altlineer, toﬁlamsal ve her a € R

i¢in homojen olan bir fonksiyonele de lineerdir denir.

Tanim 1.2.2. [9] L : m — R lineer olsun. Eger,

i) z = (z,) olmak iizere her n igin z, > 0 ise L(z) > 0,

i) e=(1,1,1,...) igin L(e) =1,

111) (Sz)n = Tp41 olmak iizere L[(Sz),] = L(z),
sartlar: saglaniyorsa, L’ ye bir Banach limiti denir.

Biitiin Banach limitleri egit olan diziye hemen hemen yakinsaktir denir.

Hemen hemen yakinsak dizilerin uzay: F', sifira hemen hemen yakinsak dizilerin
uzayi da Fp ile gosterilir. Eger z dizisi bir s degerine hemen hemen yakinsak ise,

F —limz = s yazilir.




Teorem 1.2.1. [9] F —limz = s olmas: igin gerek ve yeter gart, n’ ye gére diizgiin

olarak

p p+12mn+z—s

olmasidir.
Tanim 1.2.3. Eger A € (F| ¢)re, ise, A’ ya kuvvetli regiilerdir denir.

Teorem 1.2.2. [9] Regiiler bir A matrisinin kuvvetli regiler olmas: igin gerek ve

yeter sart
h’{'nXk: lank i an,k+1| =0

olmasidar.
Tanim 1.2.4. Eger A € (¢, F)req ise, A’ ya hemen hemen regiilerdir denir.

Teorem 1.2.3. [8] Bir A matrisinin hemen hemen regiler olmas: i¢in gerek ve yeter

sart (1.1.4) ile birlikte

F —lim, anr = 0, herk igin, (1.2.1)
F—-lim, Y, ane = 1, (1.2.2)

sartlariin saglanmasidar.

Tanim 1.2.5. Eger A € (F, F),, ise, A’ ya F-regiilerdir denir.



Teorem 1.2.4. [7] Bir A matrisinin F-regiller olmas: igin gerek ve yeter sart
(1.1.4), (1.2.1) ve (1.2.2) ile birlikte n’ ye gére dizgin olarak

, 1<

hgn; p_-l-_ll ;(anq-i,k - an+i,k+1)| =0

sartinin saglanmasider.

1.3 o- yakinsaklik

Bu kisimda o-yakinsakligin tamimindan sonra, ilgili matris déniigiimlerini karakterize

eden teoremler verildi.

Tanim 1.3.1. [21] 0 : N — N bire-bir bir déniigim olsun. Eger ¢ : m — R

lineer-siirekli fonksiyoneli

i) Her n i¢in 2, > 0 ise ¢(z) > 0,
i) e=(1,1,1,...) igin ¢(e) = 1,
118) ¢[(zo(m)] = #(2),

sartlarini sagliyorsa, ¢’ ye bir o-limit denir. Biitlin o-limitlerin climlesi M, ile gos-
terilir. Her ¢ € M, i¢in ¢(z) = s olan diziye o-yakinsaktir denir ve o — limz = s

yazilir.

Biitiin o-yakinsak dizilerin uzay: V,, sifira o- yakinsak dizilerin uzay: da Vg, ile
gosterilir. Ozel olarak o(n) = n + 1 alinirsa, o-limit Banach limitine ve V;, da F” ye
indirgenir. Bu ¢aligma boyunca o-déniiglimlerini her p > 1 ve n > 0 igin 6®(n) # n
olacak gekilde alacagiz. Bu durumda her o-limit, ¢ {izerindeki limit fonksiyonelinin

m’ ye genisletilmesidir. Dolayisiyla ¢ C V olur, [15].




Tanim 1.3.2. [14] A € R igin A~ = maks{—A\, 0} olmak iizere eger,
o— li}lnz a,. =0
k
ise, A matrisine o- diizgiin pozitifdir denir.
Simdi, o-yakinsaklik ve V; uzayi ile ilgili bilinen teoremleri siralayalim.

Teorem 1.3.1. [21] Bir sturl dizinin o-yakinsak olmasi igin gerek ve yeler gart

1 &
ton(2) = — Ty
olmak dzere, n’ ye gore dizgin olarak

li;ntpn(x) =3

saflanmasidir.
Tamim 1.3.3. Eger A € (¢, V, ), ise, A’ ya o-regiilerdir denir.

Teorem 1.3.2. [21] Bir A matrisinin o-regiler olmas: igin gerek ve yeter gart

(1.1.4) ile birlikte,

o —lim, ane =0, herk igin, (1.3.1)

o —lim, Y, ank =1, (1.3.2)

sartlarinin sadlanmasidir.

Teorem 1.3.3. [20] A regiiler bir matris olsun. Bu durumda; A € (V5,¢)rey olmast

igin gerek ve yeter sart
llinz |ank - an,,(k)l =0
k

saglanmasider.




Tamm 1.3.4. Eger A € (V,, V;)req ise, A’ ya V,- regiilerdir denir.

Teorem 1.3.4. [3] Bir A matrisinin V,-regiiler olmas: igin gerek ve yeter sart A’
nin o-regiiler olmast ve n’ ye gore dizgiin olarak

hmz ey —| Z(aa'(n) k= Gaimo()| =0

=0

saglanmasidar.

i, o gibi bir déniiglim olmak {izere Teorem 1.3.4 agagidaki gibi genellegtirildi.
Teorem 1.3.5. [2] A € (V,,, V;)rey 0lmast igin gerek ve yeter sart A’ min o-regiiler
olmast ve n’ ye gére dizgin olarak

li mz | Z Asi(n),k = a’a'(n)sl-‘(k))‘ =

=0

saglanmasidar.

p(n) =n+1 veo(n) = n+1 6zel hallerinde Theorem 1.3.5 sirasiyla, agagidaki
iki sonuca indirgenir.
Teorem 1.3.6. [2] A € (F,V,),ey 0lmas: igin gerek ve yeter gart A’ mn o-regiiler

olmast ve n’ ye gore dizgin olarak

hmz l Z Qgi(n),k — Qoi(n), k+1)l =0

=0

sajlanmasidir.

Teorem 1.8.7. [2] A € (V,, F),e; olmast igin gerek ve yeter gsart A’ nin hemen
hemen regiiler olmas: ve n’ ye gore diizgin olarak

hmz ‘ Z Antik ™ Qnigi,p(k). | =0

=0

saglanmasidur.




1.4 Cekirdek Kavrami

Bu kisimda; sinirh bir dizinin Knopp (kisaca K-¢ek), Banach (kisaca B-gek) ve
o-¢ekirdeklerinin (kisaca o-gek) tamimindan sonra gekirdekler arasindaki kapsama,

bagintilarini gésteren teoremler verildi.

Tanim 1.4.1 ([1], sf. 138). (K-gekirdek): Sinirhi bir # dizisinin K-gekirdegi
L(z) =limsupz, [(z)=liminfz

olmak lizere, [I(z), L{z)] kapali araligidir.

Bu tanimdan sonra Knopp, kendi adiyla anilan ve déniisiim dizisinin g¢ekir-

deginin esas dizinin gekirdegi i¢inde kaldigini ispatlayan agagidaki teoremi verdi.

Teorem 1.4.1 ([1], sf. 138). Eger A matrisi regiiler ve pozitif terimli ise, her
z € m i¢in K- ¢ek(Az) C K- cek(z) olur.

Eger her ¢ € m i¢in L(Az) < L(z) ise, {(z) < [(Az) < L(Az) < L(z)
esitsizligi elde edilir. Boylece L(Az) < L(z) olmasi, K- ¢ek(Az) C K- ¢ek(z) ile ayn
anlamdadir. Buna dayanarak Maddox, 1979 yilinda Knopp’ un ¢ekirdek teoremini
bir egitsizlik problemi olarak ele ald: ve agagidaki gibi ispatladi:

Teorem 1.4.2. [11] L(Az) < L(z) olmas: igin gerek ve yeter sart A’ min regiler

olmas: ve
lim ) " lan] =1, (14.1)
k

sartint saglamasidir.

Tanim 1.4.2. [4] (B-gekirdek): P ve @, sirasiyla, m iizerinde alt- haé"'; \"g‘lg

fonksiyoneller olsunlar. Eger her z € m alindiginda @Q(z) < P(z) e§1t312hga,
ig 2% i\‘mﬁ' % ,ﬁ
10 \ ;’ Y "2 :" = 5/

N By q:’//"
ey anﬂ*‘



Banach limiti olmasimi gerektiriyorsa, P’ ye Banach limitlerini {iretir denir. Eger her
¢ Banach limiti igin her z € m alindiginda Q(x) < P(z) oluyorsa, P’ ye Banach
limitlerine baskindir denir.

Eger P hem Banach limitlerini {iretir hem de Banach limitlerine baskin ise, bir
z € m dizisinin hemen hemen yakinsak olmas: icin gerek ve yeter sart —P(—z) =

P(z) olmasidir. Ayrica; sinirh bir z dizisinin Banach gekirdegi (kisaca B-cek)
[-P(=2), P(e)]

kapali aralig: ile tanimlanir.

1 p
z)= inf limsup~ Ll
q(z) ny oA szz:; k+

ile tanimlanan q alt-lineer fonksiyoneli hem Banach limitlerini iiretir hem de Banach
limitlerine baskindur, [9]. Dolayisiyla; sinirli bir = dizisinin B-gekirdegi [—q(—z), g(z)]
kapal: aralig: ile tanimlanir,[4].

Ayrica, m iizerinde

1 Y4
L*(z) = limsupsu Toti
(z) anPp_}_l; +

geklinde tanimlanan altlineer fonksiyoneli de Banach limitlerine baskindir ve Banach
limitlerini {iretir. Bu nedenle dizinin B-gekirdegi ayn1 zamanda [—L*(—z), L*(z)]
olarak da verilir, [18].

Her z € m i¢in L*(z) < L(z) oldugundan, B-¢ek(z) C K-gek(z) kapsama
bagintisi saglanir, [18].

P, m iizerinde bir alt lineer fonksiyonel olmak iizere, her z € m i¢in Q(z) <
P(z) olacak gekildeki @ lineer fonksiyonellerinin ciimlesi {m, P} ile gosterilic,,

{m,P} C M, ise P’ ye o-limitlerini iiretir, M, C {m, P} ise P’
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baskindir denir. Boylece; M, = {m, P} olmasi halinde, z € V, <= —P(-z) =
P(z)’ dir.

Tamim 1.4.3. [14] (0-Cekirdek): P, m iizerinde taniml alt-lineer bir fonksiyonel
olsun. Eger M, = {m, P} ise, smurl bir z dizisinin o-gekirdegi [—P(—z), P(z)]

kapali aralig1 olarak tanimlanir.

m lizerinde,

wa(n)

i=0

V(z) = sup hmsup

ile tanimlanan V alt-lineer fonksiyoneli i¢in {m,V} = M, oldugundan z € m’ nin
o-gekirdegi

o — cek(z) = [-V(~z), V()]

olarak tamimlanr, [14].

Ayrica,

¢-(z) = limsup sup Z L i ()
p =0

ile tanimlanan g, altlineer fonksiyoneli i¢in de {m,q,} = M,’ dir, [17]. Boylece
T € m i¢in o- ¢ek(z) = [—¢,(—2), ¢,(z)] ile de tamimlanir.
Her z € m i¢in V(z) < L(z) oldugundan o- gek(w) C K- ¢ek(z) saglanir.
Simdi sinirh bir  dizisi ve onun Az doniigiim dizisinin, yukarida tanimlanan {ig
¢ekirdek anlaminda, cekirdekleri arasindaki kapsama bagintilarini veren teoremleri

siraliyalim.

Teorem 1.4.3. [11] Her € m alindifinda K- ¢ek(Az) C K- ¢ek(z) olmast igin

gerek ve yeter sart A’ mun regiler olmast ve (1.4.1)° 1 saflamasidir. g% ™™

A




Teorem 1.4.4. [18] Her z € m ahindifinda K- ¢ek(Az) C B- ¢ek(z) olmas: igin

gerek ve yeter sart A’ nan kuvvetli regiiler olmas: ve (1.4.1)’ in saglanmasidur.

Teorem 1.4.5. [18] Her € m alindifinda B- ¢ek(Az) C K- ¢ek(z) saglanmasinin

gerek ve yeter sartt A’ min hemen hemen regiler ve

l1m sup Z —-—I Z Gpi L! (1.4.2)

=0

olmasidir.

Teorem 1.4.6. [18] Her € m alindifinda B- ¢ek(Az) C B- ¢ek(x) saglanmasiun
gerek ve yeter sart (1.4.2) ile birlikte A’ nin F-regiiler olmasidar.

Teorem 1.4.7. [14] Her z € m ahndifinda o- ¢ek(Az) C K- cek(z) saglanmasinin

gerek ve yeter sartt A’ nin o-regiler ve o-dizgin poz zitif olmasider.

Teorem 1.4.8. [14] Her z € m alndifinda o- ¢ek(Az) C o- ¢ek(z) saflanmasinin

gerek ve yeter sarts A’ nan V,-regiler ve o-diizgin pozitif olmasider.

Teorem 1.4.9. [2] A € (V,,V;)reg olsun. Her z € m alindiginda o- gek(Az) C p-

¢ek(z) olmasirun gerek ve yeter sarts A’ min o-diizgiin pozitif olmasidar.

Teorem 1.4.10. [2] A € (V,, F),ey olsun. Her € m alindifinda B- cek(Az) C o-

cek(z) olmasinin gerek ve yeter sartt A’ mun o-dizgin pozitif olmasider,

Teorem 1.4.11. [2] A € (F,V,),eq olsun. Her x € m alindiinda o- §ek(A$) _C_ B-

¢ek(z) olmasinin gerek ve yeter sartr (1.4.2)’ nin saglanmasidar.
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Bolum 2

F4- TOPLANABILME

Bu béliimiin ilk kisminda; F4-toplanabilmenin tanimi verildikten sonra, A’ nin 6zel
halinde (F4)’ nin ¢ ve V,’ y1 kapsayacag gosterildi ve m, ¢, F, V,’ dan (Fy4) igine
olan déniigiimler karakterize edildi. Ikinci kisimda da, Fj4- yakinsakliktan hareketle

bir dizinin Fa-¢ekirdegi tanimlandi.

2.1 Fj4-Toplanabilme

Tanim 2.1.1. [9] A = (@) bir sonsuz matris ve z = (zx) € m olsun. Eger p =

0,1,2,... i¢in p’ ye gore diizgiin olarak,
limz QnkThtp = [
"k
ise, z dizisi I’ ye F-toplanabilirdir (veya F4-yakinsaktir) denir.
Dikkat edilirse F4-toplanabilme F toplanabilme de denilen hemen hemen yakin-
sakligin bir genellegtirilmesidir. Ciinkii A matrisi yerine 6zel olarak (C,1) matrisi

alinirsa hemen hemen yakinsakligin tanimu elde edilir. Ozel olarak p = 0 segilirse Fy

-toplanabilme A- toplanabilmeye indirgenir.
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(F4) ile, F4- yakinsak olan biitiin sinirh dizilerin uzayi, (Fa)o ile de 0’ a Fy-
yakinsak olan dizilerin uzay: gosterilir. A yerine (C, 1) alinirsa, (Fy4) uzay: F uzayina

indirgenir.

Lemma 2.1.1. [9] Ejer A regiiler ise, (Fa) C F’ dir.

Lemma 2.1.2. [9] Ejer A kuvvetli regiiler ise, (Fa) = F’ dir.

Simdi c ile (F,) arasindaki kapsamay: verelim:
Teorem 2.1.1. Ejer A regiler ise, ¢ C (Fy4) olur.

Ispat. A regiiler olsun. z € ¢ alalim ve limz = { diyelim. Bu durumda; her p € N

icin (244p — !) bir sifir dizisi olacagindan,

Y iy =Y ank(Thep — )+ ank (2.1.1)
k k k

yazilabilir. Burada; A’ nin regiilerligi dikkate alinarak n — oc igin limit alinirsa,
H?Ilnzk: CnkZhtp = | (2.1.2)

elde edilir.
Simdi; (2.1.2)’ deki yakinsamanin p’ ye gore diizgiin oldugunu gdsterelim:
Her bir sabit n icin fi(p) = @uxTiyp olmak ilizere, |fu(p)| < |lz|||ank] sag-
landigindan, Weierstrass testine gore ), fi(p) serisi p’ de diizgiin yakinsaktur.

O halde; (2.1.2)’ den, F4 —limz = ve ¢ C (F4) bulunur. O

Teorem 2.1.2. Eger A € (V,,¢)rey ise, V, C (Fa) olur.

Ispat. A € (Vy,¢)re, oldugundan A aym zamanda regilerdir. Simdi, z € V, ve

[

o —limz = [ olsun. Bu durumda; (2.1.1) yazilabileceginden, 6nceki teoremalealdysu

LN

gibi F4 —limz = [ bulunur. Béylece; z € (F4) ve V, C (F4) elde edj
/
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Simdi m, ¢, V, ve F uzaylarini (F4) uzayina doniigtiiren matris siniflarini karak-
terize eden teoremleri verelim. Bu teoremlerde A matrisi yerine 6zel olarak (C,1)
alindiginda, daha énceden bilinen (m, F), (¢, F), (¢, F)regs (Vo F)y (Vo, F)regy (F, F')

ve (F, F)eg siniflarinin karakterizasyonuna ulagilir.

Teorem 2.1.3. ||A” < oo olsun. B € (m,(F4)) olmas: igin gerek ve yeter gart,

limitler p’ de dizgin olmak izere,

| B|| = sup, 3o 1bnkl < oo, (2.1.3)
limp, D Gmnbnip e = i, her k igin, (2.1.4)
limm Y5 | 3, Gmnbatpk — k| =0, (2.1.5)

saglanmasidir. Bu sartlar saflandifinda, her x € m igin Fy—~lim B,(z) = ), orxy dor.

Ispat. (Gereklilik): B € (m,(F4)) olsun. Bu durumda; her z € m icin B,(z) =
> bukzy doniligiim dizisi meveut ve € (Fy4)’ dir. Boylece, (F4) C m oldugundan
(2.1.3) saglanmak zorundadir. Ayrica, 6zel olarak = = ey secilirse, her k igin e € m

oldugundan, (2.1.4) elde edilir. Diger taraftan,

N N
Zlakl = legnzamnbn+p,k|
k=1 k=1 n
N
< Limsup ) Y |amnllbrin bl
m k=1 =n
< [lAlll 8l
< >

oldugundan, ), ay serisi mutlak yakinsaktir. Buna gére; her p igin

Cmk = (Z amnbn+p,k - ak) ’

n

olarak segilirse, C' € (m, c) olur. Béylece; Teorem 1.1.3’ den (2.1.5) elde edilir.
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(Yeterlilik): Sartlar saglansin ve z € m alalim.

I Z Z amnbn-{-p,k«zk - Z ak.’BkI = | Z (Z amnbn+p,k - ak)xkl
k n k & 7
< ”x“ Z | Z amnbn+p,k - ak'
k n

esitsizlifinde m — oo yapilirsa, (2.1.5)’den dolay1 p’ ye diizgiin olarak

liﬁng E amnbn-{-p,kmk = :_>- QLT
n k k

bulunur. Bu ise Fy —lim B,(z) = Y, axz) olmasi demektir. O

Teorem 2.1.4. ||A|| < oo olsun. B € (c,(Fa)) olmas: igin gerek ve yeter sart
(2.1.3) ve (2.1.4) ile birlikte p’ ye gére diizgin olarak

hygnz Z Cmnbntpk = @, (2.1.6)
n k

saglanmasider. Bu gartlar saglandifinda, her x € cigin F4—lim B,(z) = ), axzr+

o=, o)’ dir.

Ispat. (Gereklilik): B € (c,(F4)) olsun. Bu durumda; (2.1.3) ve (2.1.4) sartlarinin
gerekliligi bir onceki teoremde oldugu gibi elde edilir. Ayrica; &zel olarak =z = e

segilirse, (2.1.6) sartinin da gerekliligi bulunur.

(Yeterlilik): Jartlar saglansin. z € ¢ alalim ve limz = [ olsun. Bu durumda;
her ¢ > 0 igin k > N oldugunda |z, ~!| < ¢/(||A|||| B|| + M) (burada M, 3", o < M
sartin1 saglayan bir sayidir) olacak gekilde bir N € N vardir. $imdi; '
Z Z amn6n+p,kxk = Z Z amnbn+p,k(mk - 1) + IZ Z amnbn+p,k (217)
.n ok n ok n k

yazalim.

ot £
Trivigd VU #



Ayrica;

| Z Z amnbn-i-p,k(ivk - l) - Z ak$k| = l Z (Z amnbn-l-p,k - ak)(l'k - l)l
n k k - -
N
1D amabutps — cullor — 1 +
=1

n

k=
+ Z | Zamnbnﬂo,k - akllmk - ll

k>N =n

N
”33” Z l Z amnbn+p,k - akl
k=1

n

‘ Umn bn .k
*STATTBT 87 (2 2 el
+ ) fowl)

IA

IA

< || i S ombna =]+

= e Y1 s e+

n

esitsizliginde hipotez dikkate alinarak m — oo i¢in limit alinirsa p’ ye gore diizgiin

olarak

h,,l;nz Z amnbnﬂ,k(xk bl l) = Z ak(wk —_ l)
n k k

bulunur. Bdylece; (2.1.7)" de (2.1.6) dikkate alinarak m — oo igin limit alindiginda

p’ ye gore diizgiin olarak

lim Y amnbaspazs = Y cuze+1a— ) o)
n k k

k

elde edilir. Bu ise F4 —lim B (z) = Y, oy + (o — 3, i) olmasidur. 0O

Teorem 2.1.4’ {in 6zel bir sonucu olarak (¢, (F4))res stmfinin kararterizasyonuna

agagidaki gibi ulagilir:
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Teorem 2.1.5. ||A|| < oo olsun. B € (¢,(Fa))reg olmasinin gerek ve yeter garty;
(2.1.3) ile birlikte (2.1.4) in her bir k'€ N ahndifinda o), = 0 ve (2.1.6))nina=1

icin saglanmasidir.

Simdi V,’ nin elemanlarini (Fa) uzayina tagtyan matrisleri karakterize edelim.

Teorem 2.1.6. ||A|| < oo olsun. B € (Vo,(Fa)) olmast igin gerek ve yeter gart
(2.1.3) ve (2.1.6) ile birlikte B(T — I) € (m,(F4)) olmasidir (Burada T : m —

m, Tz = (Tz,) = (To(n)) ile tanmh smarh bir donigimdir).

Ispat. (Gereklilik): B € (V,,(Fa)) olsun. Bu durumda; ¢ C V5 oldugundan, Teorem
9.1.4’ den (2.1.3) ve (2.1.6) elde edilir. Ayrica; her z € m igin (Tz — z) € Voo [20]
oldugundan, B(Tz — ) = B(T — I)z € F4’ du. Bu ise B(T —I) € (m,(F4))

olmasidir.

(Yeterlilik): z € V, alalim ve 0 —limz = s olsun. Bu durumda; z = (Tz—x)+se

yazilabildiginden [20]
Bz = B(Tz—z)+sB(e) = B(T—I)a:+.<>‘an,rc (2.1.8)
k

olur. Hipotez dikkate almarak (2.1.8)’ de F4 —lim alindiginda, Bz € (F) bulunur.

Bu da B € (V,,(F4)) olmasidir. ' O

(Vy, (F)) siufinin bir alt simfi olan (Vs (Fa))re,’ in karakterizasyonu da su

sekilde verilir: :

Teorem 2.1.7. ||A|| < oo olsun. B € (V,(Fa))rey olmasinin gerek ve yeter sarti
(2.1.83), o =1 igin (2.1.6) ile birlikte B(T — I) € (m,(Fa)o) olmasidur.

o(n) = n + 1 6zel seciminde Teorem 2.1.6 ve Teorem 2.1.7 a&@dgkfsgmiﬁ’?;};ax{

- . . ‘?{:, hd 55‘: - EJ 2 ";‘
indirgenir. e L \
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Teorem 2.1.8. ”A” < oo olsun. B € (F,(F4)) olmas: igin gerek ve yeter gart
(2.1.8) ve (2.1.6) ile birlikte B(S — I) € (m,(F4)) olmasidir, (Burada S : m —

m, S(z) = S((z,)) = Tny1 ile tanumh kaydirma operatsridiir).

Teorem 2.1.9. ”A“ < oo olsun. B € (F,(F4))rey olmasinin gerek ve yeter sartlar
(2.1.3), a =1 igin (2.1.6) ile birlikte S(T — I) € (m,(Fa)o) olmasidur.

2.2  F,-Cekirdek

Bu kisimda; sinirh bir dizi igin F4-¢ekirdek diye adlandirdigimiz, yeni bir gekirdek
kavrami tanitildi. Ayrica; Fs-gekirdek ile daha 6nceden bilinen K, B ve o-gekirdek
arasindaki iligki incelendi.

S(z) = limsup, sup, Y, @nkTkp olmak fizere (Fy4) uzayi, S(z) = —S(—z)
olacak gekildeki sinirli dizilerin ciimlesi olarak da karakterize edildi, [16]. Burada

—8(—z) = liminf, sup, >, @nkZrs,’ dir.

Bu karakterizasyon ve K, B ve o-gekirdek tanimlar: dikkate alindiginda, sinirls

bir dizinin F4-cekirdegi agagidaki gibi tanimlanabilir:
Tanim-2.2.1. Sinirh bir z dizisinin F4-¢ekirdegi

Fy — gek(z) = [-5(-2), S()]

kapali araligidir.

z € m’ nin Fy-cekirdegi kisaca Fy-cek(z) ile gosterilir. Tanima gore; Fa-

cek(z) = {l} olmas: i¢in gerek ve yeter gart —S(—z) = S(z) = [, yani ;ﬁg Fa)

ﬁf &j:- k
é .Y
< ¢ o"é‘ .\'".
- %

olmasidir. K
&
f’ ' )
5 e
20 %’{ FA—- \”: 4
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A yerine (C, 1) matrisi alinirsa, F4-gekirdek tanim Das [4] tarafindan tanitilan

B-gekirdek tanimina indirgenir.

Teorem 2.2.1. Ejer z,y € m igin Fy—lim|z —y| = 0 ise, Fa-gek(z) = Fa-cek(y)’
dir.

Ispat. S(z) = S(y) oldugunu gdstermek ispat igin yeterlidir. F4 — lim|z —y| = 0
oldugundan, Fy —lim(z —y) = 0 ve F4 —lim(—(z —y)) = 0’ dir. Bu durumda; (F4)’

nin tammindan, S(z —y) = —S(—(z —y)) = 0 olur. S’ nin alt lineerligi kullanilirsa,
0=-5(-z+y) < -8S(-2) - S(y) = S(y) < =5(-=)

bulunur. Her zaman —S(—z) < S(z) saglandigindan S(y) < S(z) elde edilir.
Benzer olarak S(z) < S(y) oldugu da gdsterilebilir. Boylece S(y) = S(z)

bulunur. O

Teorem 2.2.2. Ejer A matrisi regiller ise, her z € m igin B-gek(z) C Fy-cek(z)

olur.

Ispat. A regiiler oldugundan, Lemma 2.1.1’den (F4) C F ’dir. Bu durumda; F ve
(F,) uzaylarimin tanimi geregince her z € m igin L*(z) < S(z) olmak zorundadur.
Aksi halde; yani her ¢ € m igin L*(z) > S(z) ise, (F4) C F olmasina geligki bulunur.
Boylece B-gek(z) C F4-cek(z) elde edilir. O

Teorem 2.2.3. Ejer A regiiler ise, her z € m igin Fys-¢cek(z) C K-¢ek(z) olur.

Ispat. A regiiler oldugﬁndan Teorem 2.1.2° den ¢ C (Fy4)’ dir. Bu durumda; ¢ ve
(F4) uzaylarinin tanimindan her z € m igin S(z) < L(z) olmalidir. Aksi halde; yani

elde edilir.
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Teorem 2.2.4. Ejer A matrisi kuvvetli regiler ise, her x € m i¢in Fy-¢ek(z) = B-

cek(z) olur.

Ispat. A matrisi kuvvetli regiiler oldugundan Lemma 2.1.2° den (F4) = F’ dir.
Boylece F' ve (Fj4) uzaylarinin tamimindan Fa-cek(z) = B-gek(z) elde edilir. o

Teorem 2.2.5. Ejer A € (V,,¢)req is€, her z € m igin Fa-cek(z) C o-cek(z) olur.

Ispat. A € (Vz,€)reg oldugundan Teorem 2.1.2" ye gore V, C (Fy)’ dir. V, ve (Fjy)
uzaylarinin tanimindan her z € m i¢in S(z) < ¢,(z) olmak zorundadir. Aksi halde;
yani g,(z) > S(z) ise, V, C (F4) olmasiyla celigir. Bu ise, her z € m igin Fj-
cek(z) C o-¢ek(x) olmasidir. |
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Bolum 3

CEKIRDEK TEOREMLERI

3.1 Sonsuz Matrisler i¢in Cekirdek Teoremleri

Bu kisimda; sinirli bir ¢ dizisinin K, B ve o-¢ekirdegi ile 2’ in Br doniigiim dizisinin
F4-gekirdegi arasindaki iligkiyi inceleyen teoremler verildi. Bu teoremlerde A matrisi
yerine ozel olarak (C,1) matrisi alinirsa sirasiyla L*(Bz) < L(z) [18], L*(Bz) <
gs(z) [2] ve L*(Bz) < L*(z) [18] esitsizliklerine ulagilir.

Once, sonuglarimizda kullanacagimiz ve [4]’ te yer alan bir lemmay: verelim.

Lemma 3.1.1. B = (bnx(¢)) bir matris dizisi olsun. Ejer ||B|| < oo ve limy, sup; [b,k(3)]

= ( ise,
lim sup sup Z bk (1)yr = limsup sup Z 160k (2)] (3.1.1)
n ] k n K3 k

ve ”y“ <1 olacak sekilde en az bir y € m vardur.

Teorem 3.1.1. ||A“ < oo ve B € (¢,(Fa))reg 0lsun. Bu durumda; her z € m
alindifinda Fa-cek(Bx) C K-gek(z) olmasinin gerek ve yeter gart:

hnrzn sup Z ‘ Z amnbn+p,k| = 1)
14 k n

23




dair.

Ispat. (Gereklilik): Vo € m igin Fy-gek(Bz) C K-¢ek(z) olsun. Bu durumda; Vz €
m icin S(Bz) < L(z)’ dir. Eger her n igin,

cmk(p) = Z Crmnbnip .k

olmak lizere C = (¢ni(p)) alinirsa, C matrisi Lemma 3.1.1° in sartlarim saglar.

Boylece; hipotez de dikkate alindiginda,

1 < liminfsup Z |eme(p)] < limsupsup Z lemi(P)]
m 4 k m P k

limsup su.p Z cmi(P)Yr
m P k

S5(By)

L(y)

v/l

1,

IN IA

IA

bulunur. Buradan (3.1.2) elde edilir.

(Yeterlilik): (3.1.2) saglansin. Herhangi bir 2 € m icin, € > 0 verildiginde ve
k > kg oldugunda z; < L(z) + € olacak gekilde bir kg € N vardir.
A € Rigin At = maks{0,A} ve A\~ = maks{—A\, 0} olmak {izere

Y oemiP)ze = Y cmr(P)ze+ Y (enr(p))TEi — Y (emr(p)) "

k k<ko k>ko E>ko

< 2D leme(@) + (L) + €) D leme®)] + 1] D (leme ()] — emilp)
k .

k<kg k

yazilabilir. Hipotez dikkate alinarak yukaridaki esitsizlige lim sup,, sup, operatérii

uygulanirsa
S(Bz) < L(z)+e¢ .

elde edilir. ¢ keyfi oldugundan, S(Bz) < L(z) bulunur. Bu ise; VWQ‘FA-
cek(Bz) C K-¢ek(z) olmasidur. 7y ’T’Ca &
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Teorem 3.1.2. “A” < oo ve B € (V;,(Fa))rey olsun. Bu durumda; her = €
m ahndifinda Fy-cek(Bz) C o-gek(z) olmasinin gerek ve yeter sartr (3.1.2)" nin

saglanmasidar.

Ispat. (Gereklilik): Vz € m i¢in F4-cek(Bz) C o-¢ek(z) saglansin. Bu; Vz € m igin,
S(Bz) < g,(z) olmasidir. Bu durumda; her z € m igin, ¢,(z) < L(z) oldugundan
S(Bz) < L(z)’ dir. Béylece; Teorem 3.1.1° den (3.1.2) elde edilir.

(Yeterlilik): (3.1.2) saglansin. Bu durumda; Teorem 3.1.1" den S(Bz) < L(z)’
dir. Ciinkii ¢ C V, oldugundan, B € (c,(F4))reg’ dir. Simdi
inf S(Bz+ Bz) < inf L{z+ z) = W(z) (3.1.3)
2€Vhs 2€Voo

yazilabilir. Diger taraftan inf,ev,, S(Bz) = 0 oldugundan,

inf S(Bz+ Bz) > S(Bz) + ler‘llf S(Bz) = S(Bz)

2€Voa
dir. Bu (3.1.3) ile birlestirilirse

S(Bz) < W(z)

elde edilir. Her z € m igin W(z) = g,(z) [14] oldugundan S(Bz) < W(z) bulunur.
Boylece; her x € m igin Fy-¢ek(Bzx) C o-¢ek(z)’ dir. O

o(n) = n + 1 ézel halinde Teorem 3.1.2° den agagidaki sonug elde edilir:

Teorem 3.1.3. ||A|| < co ve B € (F,(Fa))reg Olsun. Bu durumda; her z € m
aindifinda Fa-¢ek(Bz) C B- ¢ek(z) olmasinin gerek ve yeter sartr (3.1.2)° nin

saglanmasidur.
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3.2 Riesz Matrisi Icin Cekirdek Teoremleri

Sinurh bir z dizisinin A ve (C, 1) déniigtimiiniin Knopp ¢ekirdegi arasindaki iligki [5]’
de Davydov tarafindan verildi. Bu kisimda; (C,1) yerine R Riesz matrisi alinarak
Davydov’ un sonucu genellestirildi. Ayrica £ € m i¢in Bz doniisiim dizisinin Fy-
cekirdegi ile Rz déniigiim dizisinin sirasiyla K, o ve B-gekirdekleri arasindaki iligki

incelendi.

Tanimdan Riesz matrisi pozitif terimli ve @, — oo igin regiiler oldugundan
([19], s.10), Knopp ¢ekirdek teoremine gére her z € m alindiginda L(Rz) < L(z)

saglanir. Buna gore; agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.2.1. R matrisi regiler olsun. Herhangibir regiler A matrisi verildiginde

her z € m igin K-¢ek(Az) C K-¢ek(Rz) olmasinin gerek ve yeter garis

Her n igin lim =% = (3.2.1)
k qk
ve
. Cnk Cp k41
lim — — @k =1, 3.2.2)
n Zk: 73 Gk+1 l ( -
saglanmasidir.

Ispat. yn =Y, ki Ve t, = Y. T2y olsun. Bu durumda;

Qrtr — Qr-1tr—1
T =
qk

olacagindan,

Yo=Y (B Dttt (3.2.3)

A Qi

elde edilir.
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Simdi; limy €x = 0 olmak iizere (¢;) dizisi k € N igin t; = (—1)*e seklinde segilirse
limy ¢t = 0’ dir. Buna gbre; (3.2.3)" daki seri yakinsak olacagindan her n igin

Qrer + Qr—1€k-1
qk

=0

lillcn( — l)k Ank
ve dolayisiyla

limag Qfek =0

k qx
bulunur. (e) keyfi bir sifir dizisi oldugundan, (“—";f)'—“-) dizisi sinirlh olmak zorundadur.
R’ nin regiilerligi dolayisiyla lim; @ = oo oldugundan, her n igin

lim 2% = g
E qr
saglanmalidir. Bu ise (3.2.1)’ {in gerekliligini verir.
(3.2.2) in gerekliligini gostermek igin,

m~—1

- te — Qr—1tr— n
Zank(Qk k=~ Qi—1tk 1) — Z (% o ,k+1)thk+ aanmtm
=1 qr 1 Qi+1 am
yazalim. Burada (3.2.1) dikkate alinarak m — oo igin limit alinirsa
Qite — Qr-1%k-1 Gk Gnk+1
Ak = — — ——— ) rlr 3.24
Zk:”( Qs ) Zk:(% ‘Ik+1)Q (3:24)
elde edilir. Boylece hipotez ve Knopp ¢ekirdek teoremi birlikte kullamldiginda, her
n, k igin
Ank Qn k41
bog = (— — = 3.2.5
¢ (Qk " Gk+1 )Qk ( )

ile tamimh B = (b,x) matrisinin (3.2.2)’ i saglayacag goriilir.

(Yeterlilik): Sartlar saglansin. Bu durumda; (3.2.5) ile tamiml B matrisi regiiler
olacagindan ({19],5.10), Knoop ¢ekirdek teoremine gére L(y,) < L(t,) elde edilir. Bu
ise her z € m igin L(Az) < L(Rz) olmasidir. a

den agagidaki sonug elde edilir:
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Teorem 3.2.2. C = (C,1) ve A herhangibir regiler matris olsun. Bu durumda; her

z € m igin L(Az) < L(Cz) saglanmasimin gerek ve yeter sart:
11511; k‘lank - an,k+1l =1,

olmasidir.

Teorem 3.2.3. B € (¢, (F4))rey ve R matrisi regiiler olsun. Bu durumda; her z € m

igin Fa-cek(Bz) C K-¢ek( Rr) saglanmasinin gerek ve yeter garts (3.2.1) ile birlikte

. bn+p,k bn+p,k+1
1 . - =1, 3.2.6
imonp )12 eme (B0~ T I (3:28)

saflanmasidur.

Ispat. (Gereklilik): Fa-cek(Bz) C K-gek(Rz) ise her z € m i¢in S(Bz) < L(Rz)’
dir. Bu durumda; (3.2.1)’ iin gerekliligi Teorem 3.2.1° deki gibi gésterilebilir. Ayrica;

D = (d,r) matrisi her n, k icin

bnk bn k+1
dop = (— — — 3.2.7
g ( qk qk+1 )Qk ( )

ile tanimh olmak tizere, D’ nin (3.2.6)’ y1 sagladig1 Teorem 3.1.1 kullanilarak gériilebilir.

(Yeterlilik): Sartlar saglansin. B € (¢, (F4))rep oldugundan D, (3.2.7) ile tanimli
olmak tizere D € (c, (F4))reg oldugu kolayca goriilebilir. Béylece; Teorem 3.1.1° den
S(yn) < L(t,) elde edilir. Bu ise, her ¢ € m igin Fa-¢cek(Bz) C K-gek(Rz) ol-

mas:dir. O

Bu teoremden agagidaki sonug elde edilir:
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Teorem 3.2.4. C' = (C,1) ve B € (¢,(F4))reg 0lsun. Bu durumda; her z € m
alindifinda Fa-¢ek(Bx) C K-¢ek(Cz) olmasimuin gerek ve yeter sart:

Hm Y k] Y tmn(bntps — batpies)] = 1, (3.2.8)
k n

saglanmasidar.

Teorem 3.2.5. R regiler ve B € (V,,(F4))reg 0lsun. Bu durumda; her ¢ € m
igin Fy-cek(Bz) C o-¢ek(Rz) olmasinin gerek ve yeter garts (3.2.1) ve (3.2.6) nin

sajlanmasidar.

Ispat. Teorem 3.1.2 kullamlarak Teorem 3.2.3’ deki gibi ispat yapilabilir. d

Bu teoremden agagidaki sonuglar elde edilir:

Teorem 3.2.6. C = (C,1) ve B € (V,,(F4))reg olsun. Bu durumda; her x € m igin
Fy-¢ek(Bz) C o-¢cek(Cz) olmasinin gerek ve yeter sarty (3.2.8) in saglanmasidur.

Teorem 3.2.7. R regiiler ve B € (F,(Fa))reg 0lsun. Bu durumda; her z € m
igin Fy-cek(Bz) C B-¢ek(Rz) olmasinin gerek ve yeter garts (3.2.1) ve (3.2.6)" nin

saglanmasidar.

Teorem 3.2.8. C = (C,1) ve B € (F,(F4))reg 0lsun. Bu durumda; her x € m igin

Fy-¢ek(Bz) C B-¢ek(Cz) olmasinin gerek ve yeter sarts (3.2.8) in saflanmasidur.
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