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IZOMORFIK Dizi UZAYLARI VE SONSUZ MATRISLER
Cafer Aydin
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
47+vi sayfa

2002

Damgman: Prof. Dr. Feyzi Bagar

Dért boliimden olugan bu ¢ahgmada a;, dizi uzay: tanimlanarak bu uzayin baz
ozellikleri incelenmigtir.

Birinci boliimde, daha sonraki béliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim
ve teoremler verildi.

Ikinci béliimde, izomorfik uzaylar hakkinda bilgi verildi. Baz1 dizi uzaylan
arasindaki izomorfizmler verilerek, 8-dualleri incelendi.

Uclincii boliimde; a, dizi uzay1 tanimlanip, bu uzayin Banach uzay1 oldugu
gosterildi ve Schauder tabam verildi. Ayrica a; uzay ile diger baz dizi uzaylan
arasindaki kapsama bagintilar: incelendi ve bu uzaymn a-, B- ve y-dualleri bulundu.

Son boliimde ise dnce yeni gesit metod ikilileri hakkinda bilgi verildi. Daha
sonra da sonsuz matrislerin (aj, : £x), (aj : c), (ap : bs), (ap : co), (aj : cs), (af : €F,),

(a5 :r8,), (ag 2 7E), (a2 £eo(A)) ve (af : ¢(A)) simflan karakterize edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Dizi uzay1, izomorfizm, dual uzaylar, matris déniigiimleri
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis
ISOMORPHIC SEQUENCE SPACES AND INFINITE MATRICES
Cafer Aydin

Inénii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
47+vi pages

2002

Supervisor: Prof. Dr. Feyzi Bagar

In this study, we define the sequence space a;, and also examine some properties
of this sequence space.

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems were given which
are needed in the next chapters.

In the second chapter, we give the definition of isomorphic spaces and deter-
mine the S-duals of some such spaces.

In the third chapter, we introduce the sequence space a;, and show that this se-
quence space is a Banach space. We also give the Schauder basis, inclusion theorems
and the a-, §- and ~-duals of this sequence space.

In the last chapter, we defined the dual methods of the new type and charac-
terize the matrix classes (aj : £eo), (aj : €), (a : bs), (af : co), (ag : cs), (a7 : €,),

(ag : 75.), (ap @ 7t), (ap : £o(A)) and (ap : c(A)).

KEYWORDS: Sequence spaces, isomorphism, dual spaces, matrix transformations
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Kompleks sayilar ciimlesi

Dogal sayilar ciimlesi

Reel sayilar ciimlesi

Kompleks terimli biitlin dizilerin uzay1

Kompleks terimli sinirli dizilerin uzay:

Kompleks terimli yakinsak dizilerin uzay

Kompleks terimli sifira yakinsak dizilerin uzay:

p-kuvvetten mutlak yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay:

Kismi toplamlar sinirh olan biitiin kompleks terimli serilerin uzay:
Kismi toplamlan yakinsak olan biitiin kompleks terimli serilerin uzay
Cesaro toplanabilen p.kuvvetten mutlak yakinsak seri tegkil eden
dizilerin uzay1

Dogal sayilar climlesinin biitiin sonlu alt ciimlelerinin ailesi

A dizi uzaymin a-duali

A dizi uzayinin B-duali

A dizi uzaymin y-duali

Qnk — Qn k41
Z?:o Qjk
a(n, k) —a(n,k+1)

(¢ = fp) (64 )
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GIRiS

Biitiin kompleks terimli dizilerin uzayint w ile gésterelim. w uzayinin herhangi
bir alt uzayi, bir dizi'uzay: olarak adlandirihir. Toplanabilme teorisinde genel olarak

dizi uzaylan ile ilgili problemler incelenir.

Toplanabilme teorisinde dizi uzaylan ile ilgili olarak yapilan nitelikli galismalar;

(a) Yeni bir dizi uzay1 inga etmek,
(b) Bu uzayin, iizerinde tammlanan bir norm veya paranormla tamhgin gos-

termek,

(c) Bu uzayla, bilinen dizi uzaylar arasindaki kapsama bagintilarini incelemek,
(d) Varsa uzaymn Schauder tabanim belirlemek,

(e) Uzaymn a-, B- ve y-duallerini hesaplamak,

(f) Bu uzaydan, bilinen dizi uzaylarina ve bilinen uzaylardan, bu uzaya matris

doniigiimlerini karakterize etmek

gibi problemlerin bir veya birkagin ele alarak ¢6ziime kavugturur.

A bir dizi uzayr ve A = (a,) reel terimli bir sonsuz matris olmak iizere,
z = (zx) € X igin (Az)n = Y poqankZx (n € N) serileri yakinsak ise Az = ((Az)n)
dizisine z dizisinin- A-déniigiimii denir.

A-doniigiimii A dizi uzayinda yatan dizilerin
MA={z=(zx) Ew: Az € A}

ciimlesi, A matrisinin X etki alani olarak adlandinilir. A4 ciimlesi, dizilerin toplama
ve skalarla ¢carpma islemleriyle vektor uzay: tegkil ettiginden bir dizi uzayidir. Bu
diiglince ile yeni dizi uzaylar: insa etmek {izere birtakim caligmalar yapildi. 1978 y1-

linda Ng ve Lee [13], 1.mertebeden Cesaro ortalamasinin £, etki alanini kullanarak
1



X, uzayim inga etti ve bu uzay: inceledi. Aym y1l Wang [16], Nérlund ortalama-
sim kullanarak (4,)n,, 1997 yihnda Malkowsky [12], Riezs ortalamasim kullanarak
(loo)rt =i, cpt =1L ve (co)pt =78 uzajzlanm inga ettiler. Bu uzaylarin, iizerinde
tamimladiklar: normla Banach uzay: olduklarmi ve S-duallerini hesaplayarak, yeni
dizi uzaylarindan standart dizi uzaylarina bazi matris simflarin1 karakterize ettiler.
Yukarida ad1 gecen yazarlar genel olarak inga ettikleri yeni dizi uzaylarinin 6zellik-
lerini klasik metodlarla incelediler. Fakat Altay, Bagar ve Mursaleen [1], 0 < r <1
olmak iizere r.mertebeden Euler ortalamasmi kullanarak, inga ettikleri (Ep) Er = €
dizi uzaymin &zelliklerini izomorfizm yardimiyla incelediler. Burada p, 1 < p < o0

alinmis, ‘% + % =1 oldugu kabul edilmistir.

Bu tezin amacy, 0 < 7 < 1 olmak iizere A, = (af,) matris ailesi yardimyla #,
dizi uzayina izomorf yeni bir dizi uzay: insa etmek ve yukarida ifade edilen problem

tiirleri {izerine ¢aligmaktir,



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bdliimde, daha sonraki boliimlere hazirhk olmas: bakimindan gerekli gérii-

len tanim, teorem ve egitsizliklere yer verildi.

" Tamm 1.1. X bog olmayan bir ciimle ve C kompleks sayilarn cismi olsun.
+: X xX —X

ve

G Cx X — X

olmak lizere eger z,y,z € X ve o, f € C igin;

Ll) z+y=y+az,

L2) (z+y)+z=z+ (y+2),

L3) z+ 68 = z olacak gekilde bir § € X vardr,

L4) z+ (—z) = 0 olacak gekilde bir — z € X vardur,
L5) 1l-z=nz,

L6) a(z+y)=az+ay,

L7) (a+f)z = az + Pz,

L8) «a(Bz) = (af)z

gsartlar1 saglamiyorsa, X ciimlesine C cismi iizerinde bir lineer (vektér) uzay denir,

[11, sf. 69].

X, C cismi iizerinde bir lineer uzay ve ¥ C X olsun. Bu durumda; z,y € Y
vektorleri ve a € C skalan igin az + y € Y olmas: halinde Y, X uzaymnin bir alt

uzayidir denir.



Tamim 1.2, X bir lineer uzay ve || - ||: X — R bir fonksiyon olsun. Eger her

z,y € X ve her a skalari igin;

N1) |z|=0&z=04,
N2) |ez|=loll <],
N3) llz+yl<lizli+]yl
sartlar saglaniyorsa, || - || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine

de normlu uzay denir, [11, sf. 103].

Tanim 1.3. X bir lineer uzay olmak iizere || - ||: X — R fonksiyonu ve p > 0

say1s1 verilsin. Eger her z,y € X ve her o skalar igin;
PN1) (z|=0&z=0,
PN2) |laz||= el | =],
PN3) [lz+yl<llzl+]yll

sartlan saglaniyorsa X’e (veya (X, || - ||, p) t¢lisiine) p-normlu uzay denir, [11, sf.
103].

Tamm 1.4. (X, || - ||) normlu uzay ve (z,) de bu uzayda bir dizi olsun. Bu
durumda,

| zm — 2o ||— 0, (m,n — 00)

ise, (z,) dizisine X uzayinda bir Cauchy dizisi denir.

Eger (X, || - ||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzaydaki her Cauchy dizisi bu
uzayin bir noktasina yakinsiyorsa, bu normlu uzaya Banach uzay: adi verilir, [11,

sf. 104).

Teorem 1.1. (Banach-Steinhaus Teoremi) X Banach uzayindanY normlu

uzayina swarh lineer dondigimlerin bir dizisi (T,,) olsun. Eder her z € X igin
sup || Tn(z) ||< o0
n

ise 0 zaman sup,, || T, ||< co. Yani, (|| Tn ||) normlar dizisi sinarldar, [11, sf. 123].
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Tanim 1.5. X bir normlu uzay olsun. Her z € X igin
| z — (aoeq +ayey + -+ -+ agey) |20, (n— o0)

olacak gekilde skalar cisimde birtek (a,) dizisi mevcutsa bu durumda (e,) C X

dizisi, X i¢in bir Schauder tabandir (veya kisaca tabandir) denir, [11, sf. 98].

Tanim 1.6. A bir dizi uzay1 olsun. Bu durumda;

A ={a=(ax) €w:herz € Aiginaz € 4},

M ={a=(a)€w:herz € \icin az € cs},

X' = {a = (ax) € w: her z € ) igin az € bs}
climlelerine sirasiyla A uzayinin a-, 8- ve y-duali denir. A®, A8 ve A" birer dizi uzay1
olup, ¢ C A*> C A® C A" kapsamalar1 mevcuttur. Burada ¢ ile sonlu sayida terimi

sifir olmayan dizilerin uzay1 gdsterilmektedir. n = a, § veya v olmak iizere A C p

ise u7 C A" kapsamas: gegerlidir, [7].

1. Baz: Egitsizlikler

Burada, daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz baz egitsizlikleri verecegiz.

z = (2x), ¥y = () € £, olsun. Bu durumda;

oo o0 00
Zl$k+yk|p < Z I.’Eklp‘l‘Zkalp , (0<p<1)
k=0 k=0

k=0
ile
0 1/p 0 1/p o0 1/p
(Slaeut) < (Sht) +(Swr) 0 w2
k=0 k=0 k=0
esitsizligi gecerlidir ve Minkowski egitsizligi olarak bilinir, [11, sf. 21].

z = (zx) € &y, ¥y = (Y&) € £, ve p > 1 olsun. O zaman % + —;— =1 olmak iizere,

o0 0 Y / » 1/q
> lmewel < (Z | [P ) (Z lyqu)
k=0 k=0

k=0

esitsizligi gecerlidir ve Holder egitsizligi olarak bilinir, [11, sf. 21].
5



Teorem 1.2. p>1, a, >0 ve A, = a; +as + -+ a, olsun. a, dederlerinin
hepsi birden sifir olmamak izere
o )
2) <(5)
> (2) < () S
n=l ( n p- 1 n=1

egitsizlifi vardwr, [9, sf. 239).
2. Matris Doniigiimleri

Bu kisimda; dizi uzaylan arasindaki matris doniligimleri tanimlanarak, ileri
béliimlerde kullanilacak olan Stieglitz ve Tietz [15] ve K. Goswin, G. Erdmann
[8] tarafindan mevcut literatiire kazandirilan matris doniigiimleri ile ilgili teoremler

ispatsiz olarak verilecektir.

Tanim 1.7. A = (a) reel terimli bir sonsuz matris ve z = (z;) herhangi bir

dizi olsun. Eger her n € N i¢in
[ <}
(Az), = Z Cnk Tk
k=0

serileri yakinsak ise ((Az),) dizisine (x;) dizisinin A matrisi ile elde edilen déniigiim
dizisi denir.

A ve p herhangi iki dizi uzay: ve A da bir sonsuz matris olsun. Eger her z € A
icin ((Az),) déniigiim dizisi mevent ve p uzayinda ise A matrisi, A uzaymdan p
uzayna tanimhdir denir. A uzayindan g uzayina tanimh biitiin matrislerin simifi

(A = p) ile gosterilir.

Simdi énemli limitleme metodlarindan Cesaro ve Norlund ortalamalarnm vere-

lim.

Tanum 1.8. Birinci mertebeden Cesaro doniigiimii, C, = (anx) matrisi ile

verilir. Burada a,;

<k<n
Apk = > (kynEN)
>

seklindedir, [11, sf. 216].



Tanim 1.9. g¢o > 0 olmak fizere ¢ = (g,), negatif olmayan reel sayilarn bir
dizisi ve Qn = Y 5 gk Olsun. (N,q,) = () Norlund doniigiimiine kargihk gelen
matris, ’

Tk, (0<k<n)

Ak = Q ;i (k, n€N)

0 , (k>n)

ile tammlamir, [17, sf. 32].

Tanim 1.10. ¢ C ¢4 olan bir A matrisine, yapiy1 koruyan matris denir. Eger
A, yapiyr korudugu gibi istelik limiti de koruyorsa o zaman A bir regiiler matris

olarak adlandirilr, [17, sf. 3].

Tanmim 1.11. Simirh dizilerden sinirh dizilere tanimh lineer doniigiime limit-

leme metodu denir, [14, sf. 2].

Tanim 1.12. A ve B iki limitleme metodu olsun. Eger her B-limitlenebilen
dizi ayn1 limite A-limitlenebiliyorsa bu taktirde A metodu, B metodundan daha

kuvvetlidir denir ve B C A yazilir, [14, sf. 11].

Tanim 1.13. A metodu, B metodundan daha kuvvetli ise ve bunun tersi de

dogruysa, A ve B metodlarina denk metodlar denir, [14, sf. 11].

Teorem 1.3. Bir A regiiler matrisinin Cesaro matrisinden daha kuvvetli ol-

masi i¢in gerek ve yeter gart, her n € N igin

o0

D (k+1)|ang — tnpss| < K (1.1)
k=0

egitsizligini saglayan bir K sabitinin mevcut bulunmasidir, [14, sf. 13].

Bu ¢ahsmada kullanacagimiz 4, = (a;k) matrisi, Bagar [5] tarafindan,
0 < r < 1 olmak iizere

4t (0<k<n

al,=¢ 7 (O<ks<n) ; (k, neN) (1.2)
0 , (k>n)

ile tanimlandi. A, matrisinin regiiler ve Cesdro matrisinden daha kuvvetli oldugu -

gosterildi, [5]. Simdji, bu teoremi verelim.
7



Teorem 1.4. Regiler matrislerin (1.2) ile tansmlanan A, = (a7;) ailesi, Ce-

saro matrisinden daha kuvvetlidir, [5].

Simdi, bazi matris siniflarinin karakterizasyonlarii veren teoremleri ispatsiz

olarak sunalim.

Teorem 1.5. 1 < p < 00 olsun. Bu durumda; A € (£ : £;) olmass igin

Slip Z Z Ank

1 1
< 0, (— 4= 1) (1.3)
NeF 2 p g
sartimn saglanmast gerek ve yeterdir, [15].

Teorem 1.6. 1 < p < co olsun. Bu durumda; A € (¢, : c) olmas: igin

nlglgo ank mevcut , (k €N) (1.4)

ve

supz |lane]|” < 00, (% + 3 = 1) (1.5)

neN

sartlarmin sadlanmass gerek ve yeterdir, [15].

Teorem 1.7. 1 < p < 0o olsun. Bu durumda; A € (4, : {y) olmast igin (1.5)

sartinan saglanmasy gerek ve yeterdir, [15].

Teorem 1.8. 0 < p <1 olsun. O zaman A € (£, : £1) olmas: igin

D an

neN

sup sup (1.6)

NeF keN

sartimn saglanmas gerek ve yeterdir, [8).

Teorem 1.9. 0 < p < 1 olsun. Bu durumda; A € (&, : ¢) olmass igin (1.4) ve

sup |ank| < o0, (L.7)
kneN
sup [ank - ak! < 0o olacak gekilde (o) € w meveut (1.8)

kneN
sartlarmin saglanmast gerek ve yeterdir, [8].

8



Teorem 1.10. 0 < p < 1 olsun. O zaman A € (¢, : {y) olmass igin (1.7)

sartinan saglanmass gerek ve yeterdir, [8].
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BOLUM 2

IZOMORFIK DiZi UZAYLARI

Bu béliimde, 6nce A dizi uzayina bagh olarak As dizi uzay inga edilecek, daha
sonra da A ile As dizi uzaylar: arasinda bir izomorfizm kurularak As dizi uzayimn
dualinin belirlenmesiyle ilgili bir metod verilecektir. Ayrica Ng ve Lee [13] tarafindan
inga edilen ve £, uzayma izomorf olan X, uzaymmmn duali, yeni metodla bulunacaktir.

Son olarak izomorf uzaylar ile yeni cegit metod ikilileri arasindaki iligkiden kisaca

bahsedilecektir.

Tanim 2.1. X ve Y, ayni cisim {izerinde iki lineer uzay olsun. Eger z;,z; € X

ve oy, g skalarlan icin
T(alxl -+ 021'2) = alTxl + 0[2T272

oluyorsa T : X — Y déniigiimii lineerdir denir. T : X — Y lineer doniigiimii, bire-bir
ve Orten ise bu T doniigiimiine bir izomorfizm denir. Bu durumda, X ve Y uzaylan

lineer olarak izomorfik uzaylar adini alir ve X &Y yazilr, {11, sf. 71].

1. X ve \s Uzaylar1 Arasindaki Izomorfizm

A # § olmak lizere A C w, lizerinde yakinsaklik veya simirhlik kavrami ta-
mml bir dizi uzay: olsun. Bu durumda, kismi toplamlari A uzayinda yatan serilerin

ciimlesini As ile ifade edecegiz, yani

Asz{xew:(gzk)ex}.

As ciimlesinin, dizilerin adi toplama ve skalar ¢arpma iglemleri altinda bir dizi uzay:
oldugu gosterilebilir. A dizi uzay1 £, ¢ ve cg alinirsa As dizi uzay: sirasiyla bs, cs ve
csp olur.

Simdi A ile As uzaylarinin izomorf olduklarina dair teoremi verelim.
11



Teorem 2.1. \s uzays, A uzayina lineer olarek izomorftur.
fsPAT. Bunun icin As ve A uzaylan arasinda birebir, érten bir lineer doniigiimiin
varligin gostermeliyiz.
T:ds — A
n
g +— To=y, y=(n) =) z; (MEN)
k=0

déniigiimiinii goz 6niine alalim.

= (7r), u=(ux) € As ve a € C igin

T(z +u) = {i(xk +uk)} = (zn:xk) + (Xn:uk) =Tz +Tu
k=0

k=0 k=0
ve

T(oz) = (Z a:ck) = (Z xk) =aTlz
k=0 k=0

oldugundan 7' d6niigiimii lineerdir.
T doniiglimiintin birebir oldugunu gostermek igin; Tz = Tu oldugunu kabul

ederek z = u oldugunu gosterelim. Buna gore;

Tr=Tu = Tz—-Tu=2~0
ve T doniisiimii lineer oldugundan T'(z —u) =0 elde edilir. Bdylece
n=0icin zo—up=0 egitliginden zo = uo,

n=1icin z¢—up+z1—u; =0 esitliginden z; = uy,

n==kigin zo—uy+z—U+Ta—Up+- +Tpg—ug=0 esitliginden zx = ug

cikar ki buradan da z = u elde edilir.

Simdi T déniigiimiiniin rten oldugunu gdrelim. Bunun igin her y € A igin

enaz bir = € As elemanmnn var oldugunu gdsterecegiz. y € A alalim ve

Tp =Yn — Yn-1 (n eEN, y1 = 0)
12



ile z = (z,) dizisini tanimlayalim. Bu durumda,

n n
Doze=) (%~ 1) =tn
k=0 k=0

oldugundan (3_;_, zx) € X elde edilir ki bu z € As oldugunu gésterir. Dolayisiyla T

ortendir. ]

Bu teoremin tabii bir sonucu olarak £, ile bs, c ile ¢s ve ¢y ile csy uzaylan
lineer olarak izomorfturlar.
Simdi, izomorfizmden faydalanarak As uzaymnn S-dualini veren teoremi ifade

ve ispat edelim.
Teorem 2.2. X herhangi bir dizi uzays olmak iizere, As uzaginin B duali
(X ={acw: Be(\:c)}
ctimlesidir. Burada B = (byx) matrisi,

ar — Qg1 (OSkSn—l)
bk = Qn , (k =n) ;  (k, neN)
0 , (k > n)

seklinde tanimlanmagtar.

ISPAT. a € w, = € As alahm ve z = (2,) dizisini
n
2y = Zaka:k (2.1)
k=0

ile tanimlayalim. Diger taraftan T, Teorem 2.1’de tanimlanan déniigiim olmak iizere

z € As iken y = Tz € A olup buradan
r=T7yeXs (2.2)
elde edilir. Bu

T =Yr— Yk-1, (KEEN, y_1 =0) (2.3)
13



degeri (2.1) esitliginde yerine yazilirsa

n n—1
2= (e — Yk-1) = Z(ak = @k41)¥k + Yo = (BY)n (2.4)
k=0 k=0

bulunur. (2.4) esitliginde her z € As igin (axzi) € cs olmasi, her y € X icin By
dizisinin yakinsak olmasini gerektirir. Bu ise, B € (A : ¢) olmas1 demektir. O halde

As uzaymin 3 duali;
(s ={a=(ax) €w: Be(A:c)}
ciimlesidir. O

Yukandaki diigiincenin 111 altinda bs ve cs dizi uzaylarinin S-dualleri, sirasiyla

(€ : €) ve (c: ¢) matris siniflarindan
(bs)? = buy ve (cs)? = bw

olarak bulunur.
Ayrica T' izomorfizmi yerine C) aritmetik ortalamas: alinirsa, Ng ve Lee [13]
tarafindan ingaa edilen X, (1 < p < o) uzay1, £, uzayina lineer olarak izomorf olup,

Teorem 2.2’ye parelel diigiincelerle, a € w ve z € X, igin

n n—1
> ez =Y (k+1)(ar — arer)ye + (0 + 1)anya
k=0 k=0

egitliginden X, uzaymin S-duali;

X8 = {a =(a;) €Ew: i [(k+1)A(ar)|? < oo ve {(k+ 1)ax} € Koo}

! k=0
seklinde bulunur.

Izomorf As ve A uzaylan igin Tz = y, Az = z ve By = z olacak gekilde
doniigiim mevcut oldugundan Az = (BoT)(z) esitligi vardir. Bu ise, A = BoT
oldugunu belirtir. Béylece T = (¢,),

1, (0<k<L
lok = ( - _n) ; (k: nEN)
0, (k>n)

14



oldugu dikkate alinirsa A = (@nk) ve B = (bnx) matrislerinin terimleri arasinda

o0 > o]
nk = bntik =Y bni; (k, n€N) (2.5)

=0 i=k
iligkisi mevcuttur. A ile B sonsuz matrisleri arasindaki bu iligki metod ikilileri fikrini

akla getirmektedir. Dordiincii béliimde, yeni gesit metod ikilileri lizerinde durula-

caktir.
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BOLUM 3

a, DiZi UZAYI VE BAZI OZELLIKLERI

1 < p < oo olmak iizere

é,,:{x:(xk)Ew:leklp<oo}

k=0

ve
Ly = {:1: = (zx) € w : sup |zx| < oo}
keN

uzaylarinin sirastyla

- 1/p
Iz lle,= (Ziﬂl”) ve lellew=iléIN>I$kl

normlanyla tam olduklar bilinmektedir. Ng ve Lee [13] ve Wang [16], sirasiyla

1.mertebeden Cesaro ve Nérlund ortalamalarim kullanarak;

oo p
1 n
Xp:{x:(xk)ew:z H——nzxk <oo},
n=0 k=0
1 n
X = = cw: — Ti| < 00
o= e v | }
ve
00 1 n P
Xa(p):{xz(xk)Ew:Z -A-;Zan_kzk <oo},
n=0 k=0
1 n
Xo(oo) =z = (Tk) € w: sup -—Zan_kzk <00
neN An k=0

uzaylarini inga edip, bu uzaylarin sirasiyla

Iz x,= (Z > m

n=0 k=0

o\ l/p
) » |l % || x0=sup
neN

17

1 n
1+nkz:xk
=0




ve

E On—kTk

"ko

E :an KTk

normlariyla Banach uzay: olduklarim gosterdiler.

1/p
) y «'vlla(oo)—SUP

I 2 llagy= (Z

n=0

Bu béliimde; A, doniigiimiinii kullanarak o}, uzayin inga edip, baz1 6zelliklerini

inceleyecegiz.

1. a; Uzayr

A, = (a},) matrisi, (1.2) ile tamml olmak iizere A,-déniisiimii ¢y ve ¢ uzay-
larinda yatan dizilerin af ve af uzaylan, Aydin ve Basar tarafindan [3]’de tammla-
narak incelendi. Daha sonra aj ve a dizi uzaylarinin af(A) ve af(A) fark uzaylan
da aym1 yazarlar tarafindan [4]’de ele ahindi. Bu béliimde, A,-doniisiimii £, uzayinda
yatan dizilerin @ climlesi tanimlanip, bu ciimlenin bir dizi uzay1 oldugu ve iize-
rinde kurulan norm ile Banach uzay: tegkil ettigi gosterilecektir. Daha sonra aj, ile
£, uzaylarinm; lineer olarak izomorf olduklar ispat edilip, a; uzaymmin bir tabam

verilecektir.

0 < p < oo olmak iizere a;, climlesini;

o0 n
1
L — 1
a, {x (zr) € w: nE*O 1+nk2‘0( +r <oo}

ve ag, climlesini de;

n

1
157 Z(l -+ ’I“k):L'k

=0

.

Teorem 3.1. aj, ciimlesi, dizilerin toplama ve skalarla ¢arpma islemlerine gére

ag, = {m—— (zp) Ew: sup

olarak tanimlayalim.

bir lineer uzaydar.

IspaT. 6 = (0) € o] oldugundan, af, ciimlesi bog degildir. z,y € a, vea €C

olsun. §imdi, az + y € aj oldugunu gosterehm.
18



I"J(;gen esitsizligi ile,

= | S e+ >+

Z(l + %) (azk + Yr)
1 + | 1+n n &~
1 n
< 1 k
< Z( + rF)azy, i §(1+'r)y;c
olur. Buradan,
oo 1 4
Z 1+n2(1+7‘ Wazk + yx)
n=0 k=0
1 n 1 n P
< — 1+7F —_ k
"Z [ T 2 (e + TR 2T )yk}
n=0 k=0 k=0
yazilabilir. 0 < p < 1 i¢in Minkowski esitsizligi ile
(s 0] n
) ML 5 (RESTENS
n=0 k=0
[oe] 1 n P oo n b4
k
SZ mZ(l—l-r)axk +Z Z(1+r)y;c
n=0 k=0 n=0 k
00 1 n p 0o 1 n p
=lafy |——) @+ — ) (147*
ol Y 1o Do)zl 43 > (L ru| < oo
n=0 k=0 n=0 k=0
ve 1 < p < oo igin yine Minkowski esitsizligini kullanarak;
o0 1 n »1/p
k
[Z 1+nZ(1+r )(ozg + yr) }
n=0 k=0
fore) 1 n l/p o) n P l/p
k
< [Z 1+nZ(1+r Yazy J + [E i—_l_—;L-Z(l-i-r )Yk ]
n= k=0 n=0 k=0
00 1 n i/ 00 1 n 1/
_ k k
1 [ wead | e[Sl | <o
n=0 k=0 n=0 k=0
elde edilir. Bu ise, ax + y € a; oldugunu gosterir. O

Teorem 3.2. 0 < p <1 olmak tzere a, uzay,

12 lg= Y = Do+
n=0 k=0

ile bir p-normlu uzayder.

19



IsPAT. Bunun icin p-norm sartlarimin saglandigimi gdsterecegiz.

T € a,, olsun. Bu durumda,

” z “a;= 0« Z

n=0

1 n
____2'1 g, = =0,1,2,...
@1 nk:o( +r) =0, (n=0,12,...)

P
=0

1 n
om0+
=0

n .
&Y A+Mn =0, (n=012...)
k=0

er,=0, (n=0,12...)

oldugundan (PN1) aksiyomu saglamir.

z € aj ve a € C igin,

oo 1 n p
| az |loz = Z — Z(l +rF)azy
y n=0 1+mn k=0
o0 1 n P
~ (o - [ 20+ )
n=0 l1+n k=0
T
=laf’ | z llo
bulundugundan (PN2) aksiyomu saglanir.
T,y € ay igin,
0o 1 n P
|l z+ylleg= Z mZ(1+Tk)($k+yk)
n=0 k=0
o0 1 n 1 n p
= Z e Z(l + rF)gp + —— Z(l + )y
i1+ nig 1+n
Uggen esitsizliginden;
) 1 n 1 n P
lz+yllag< ), { =S+ rM)me 4+ | == D L+ rF)we ]
n=0 1+nk=0 1+nls:=0

20



ve Minkowski egitsizliginden;

=% 4 00 p
I+l <D |7 Z(l +ri)ml +3 01T Z(l + %)y
n=0 k-O n=0 k—O

=z llg + | ¥ lloj

giktigindan (PN3) aksiyomu saglamir. Su halde 0 < p < 1 igin aj, bir p-normlu
uzaydir. a

Teorem 3.3. 1 < p < oo olmak dzere a, uzay,

0o p\ Up
|2 llog= (Z i ) (3.1)

n=0

n

1
mZ(l-{-Tk)

k=0

ile bir Banach uzaydir.

IsPAT. Bunun igin &nce norm sartlarimin saglandigim gosterecegiz.

»\ 1/p
> :0

1 n
1 k — - .
bad nkgzo( +r), =0, (n=0,1,2,...)

T € a, olsun. Bu durumda,

00 1 n
—_— Z(l + rk)xk
o k=0

” =4 ”a;=0<:> (Z 1

n=

n
&Y (1+m™)z =0, (n=0,1,2,...)

sz,=0, (n=0,1,2,...)

bulundugundan (N1) aksiyomu saglamir.

T € aj ve o € C igin,

l oz llg = (i
-l (]

n

Z 1+7‘ Jaz

kO

p) 1/p
p) 1/p

1 + rF)zy,

I\l
= laf [  llag




oldugundan (N2) aksiyomu saglanir.
Z,y € ay igin,

n

|1
2+l = (Z T (L) (e + )

n=0 k=0

p) i/p

— 1 k k
(z S 3

n=0

,,)
7

1 < .
mkg(l"l"" )k

Ucgen esitsizliginden

24y s (f;[

n=0

n

1
—_ 1 k
1+n;( + %)k

p>1/P+ (200:

n=0

n

1 Z
1+n (L4 rF)ay
k=0

_I_

ve Minkowski esitsizliginden;

o0 n
1
| z+yllos < (Z irn Z(l + %)z
k=0

=l llag + 11 9 lla

p) 1/p

elde edildiginden dolay: da (N3) aksiyomu gegerlidir. Ju halde a}, bir normlu uzaydir.

Simdi af, uzaymn (3.1) ile tammlanan norma gére tam oldugunu gésterelim.
at = {z},2%,7},... } olmak iizere (z*)ien C af) bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

verilen her € > 0 says1 i¢in bir ng(e) € N vardir dyleki her 7,5 > ng(e) igin

”zi -zl a = ”Arxi - Ara:j“ep <eg

olur. Bu taktirde

o0

1/p
(A2 — (Ara?)e] < (Z (A2 - (Arx’?kl") = [ (Ara)i = (Ara")ell,, < €

k=0
olur. Béylece her bir k € N igin {(Ar2*)r}ien, C iizerinde bir Cauchy dizisidir. C
tam oldugundan her bir £ € N igin

(4:2°) = (Arz)k, (8= 00)
yakimsaktir. Simdi z € a;, ve

. =0, (i 00)
P

”:1:2 -z
Q.

22



oldugunu gosterelim. A,z* € £, oldugundan
i
4.2, < &

esitsizligini saglayan enaz bir K > 0 sayist mevcuttur. Bu durumda herhangi bir

m € N igin

m i/p
(lefzi)kr) <A, <K

k=0

yazlabilir. Once 4, sonra da m tizerinden limit ahnirsa

00 /p
(D(Arx)klp) <K
k=0

bulunur ki bu ise z = (zx) € o oldugunu gosterir. Jimdi
|* ~ 2l =0, (i e0)
oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. O zaman,
”Ara:i - Ara:"”lp <e, (i,J=mng)

olacak gekilde ny € N tamsayist vardir. Béylece herhangi bir m € N igin

m i/p
(z]mﬂm—@%mw) sumﬂ—Awm%<a (i,7 > ng)
k=0

olur. Buradan j — oo igin,

m i/p
(Z [(Arz®)e — (Arz)e|” ) <e, (i>no)

elde edilir. m keyfi oldugundan, m — oo igin

|zt - = @ = | Ara* ~ A,:z:“zp <e, (i>mno)

kalir ki bu da ispat1 tamamlar. O

ay uzayl, mutlak deger ozelligine sahip degildir. Bunun igin,

Iz llg; # ll|=!

23
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olacak gekilde enaz bir z € aj dizisinin mevcut oldugunu gostermeliyiz, burada
|z| = (|zx|)- Gergekten de z = (1,-1,0,0,0,...) olarak segilirse (3.2) saglanir. Bu

da aj, uzayinin mutlak olmayan tipten bir dizi uzay1 oldugunu gdsterir.

Teorem 3.4. Mutlak olmayan tipten aj dizi uzay, ¢, uzayina lineer olarak

izomorftur.

ispar. Bunun igin a}, ve £, uzaylar1 arasinda birebir, 6rten bir lineer déniigiimiin

varhigini gostermeliyiz.

T:a; — 4

Z(1+r zt; (n€N)

l—)T=,=na n —
T wyy(y)yH

déniisiimiinii goz oniine alalm. Bu durumda; z = (&) , u = (u) € aj ve & € Cigin

T(e+u) = { Z(1+rk><xk+uk>}

ve

T(ax)z{l—_lk—Z(l+r)axk}—a{1+ Z(1+r }
, k=0

k=0

=alzx

bulundugundan T doniigiimii lineerdir.
Simdi T' d6niigiimiiniin birebir ve drten oldugunu gosterelim.
T déniigiimii birebirdir:
Tz = Tu oldugunu kabul edelim. z = u oldugunu gdsterecegiz. Buna gore;

Te=Tu = Tz—-Tu=20
24



ve T doniigiimii lineer oldugundan T'(z — u) = @ elde edilir. Béylece

n=0 igin 2(zg —up) =0 esitliginden zy = uy,

.1 I
n=1 igin 5[2(320 —up) + (1 +7)(z; —u1)] = 0 esitliginden z; = v,

1
1+k

n=k icin [2(zo —uo) + (1 +'r)(:1:1 —wg) e+ (L) (g —u)] =0

esitliginden z; = u; cikar ki buradan da z = u elde edilir.

T doniigiimii 6rtendir:

Bunun igin, herbir y € £, igin enaz bir z € a7 elemaninin var oldugun.u
gosterecegiz.

y = (yx) € £, alalim ve z = (z) dizisini,

Tk [(k +1)ye — kye-1] ; (k€ N)

- 147k

ile tanimlayalim. Bu durumda; sirasiyla 0 <p < 1 ve 1 < p < oo halleri igin,

n p

1
Z(l +7F) 2y
14+n e

1 n
—— ) (b + Vyk — kyg—1]
14n pard

=l

p

M2 30

3
I
o

I
Ms

[wal” = vl

3
!l
o

ve

1 n
— Z(l + %)z
k=0

“x 1+n

) o,

elde edilir. Bu ise, z € a;, oldugunu ve iistelik ' doniigiimiiniin normu korudugunu

-5

‘P
n=0

gosterir. O halde, aj, uzay1 £, uzayia izometrik olarak izomorftur. O

Teorem 3.5. p # 2 igin a; uzay: Uzerindeki (8.1) normu, bir i¢ ¢carpimdan

elde edilemez.
25



IsPAT. z = (z,,), ¥y = (v») dizilerini a} uzayindan alahm. O zaman,

00
<z,y>= Y _(Ax)e(4y),
k=0

olarak tarif edilirse a} bir i¢ ¢arpim uzayidir. Simdi,

) 1 n 2\ 1/2
z|| =< 7,2 3= —— ) 1+4rF)z;
: (Sls

i¢ carpim normunu diigiinelim. Teorem 3.3’den aj uzayinin (3.1) normuyla Banach

uzay1 oldugunu biliyoruz. O hélde, a} bir Hilbert uzayidir.

Ote yandan,

ve

1 -3 2
= |- 0,0,...
Y (2’1+r’1+r2”’ )

olarak segilirse

-2
Uu+v= (1, — ,0,0,,0...)
147

ve

4 —4
w—v= (0, T T ,0,0,...)

elde edilir. Boylece

1 n »n p
I
14+n P

) n p\ /7
— YY)
a;—(z Zl+r ) =2/F

n=0 k 0
ve
m 1p
) -

n

5= (i’i T o )+

n=0 1+n k=0

26



1 -11-n Z(l +78)(u — v)i

k=0

llu—~v

s\ l/p

2 P#2)

bulunur. Yani p # 2 igin paralelkenar 6zdesligi saglanmaz. Bu da aj, uzaymnin nor-

5= (2

n=0

olup buradan

2 =444=8#42"7=2(|u

r
%p

ot Il

||+ v z;+”u—v

munun p # 2 iken i¢ carpimdan elde edilemeyecegini gosterir. Bdylece a; uzayinin
bir Banach uzay: oldugu hélde p # 2 icin bir i¢ ¢carpim uzayi ve dolayisiyla Hilbert

uzay1 olmadig1 sonucuna varilir. ~ 0

Simdi g, uzaymnn tabanini veren teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.6. 1 < p < oo olmak tizere ay, uzayinin elemanlarinin (o (1) }nen =

b¥) (1) dizising

—Ili e, k<n<k+1
bfzk)(r)‘—‘ G (ksn<k+1) ; (k, n€N)

0 , (n<kveyan>k+1)

olarak tamamlayalim. Bu taktirde, {b®)(r)}ren dizisi, af uzays igin bir tabandir ve
her z € ay igin
k
Me(r) = (Arz)e = ) djzi; (k€N)
i=0
olmak tizere;
oo
z= Z Ax(r)o®) (r) (3.3)
k=0
seklinde birtek gdsterime sahiptir.

ispaT.
Arb(k)(r)'____ C(k) € [p , (k = 0, 1, 2, ‘e ) (34)

oldugundan {¥)(r)} C af 'dir. Burada e), k € N igin k.terimi 1, diger terimleri

sifir olan dizidir.
27



€ ag, verilsin. Her m > 0 tamsaysi igin
m
2™ =" A (r)p®(r) (3.5)
k=0

olsun. Simdi, (3.4) esitligini aklimizda tutarak (3.5) esitligine A, matrisini uygula-

yalim. Béylece,

m m
Al = Z Ae(r) Arb(k)(r) = Z(Ar-'l?)ke(k)
k=0 k=0

ve

oo o] = 0 , (0gigm) y
[Ar( )]1, {(A,.:z:), ’ (z>m) ) (s meN)

elde ederiz. € > 0 verilsin. Bu durumda &yle bir my tamsayisi vardir ki m > my igin

(i {(A,x)il") 4 <z

i=m

kalir. Buradan her m > my igin

00 i/p s 1/p
ag = [Z '(Arx)ilp] < I:Z I(A,-:L‘)ilpJ < -g. <e

Jo -2

1=mp

oldugu goriiliir. Bu ise £ € a noktasinin (3.3) gdsterimine sahip oldugunu belirtir.

Simdi bu gosterimin tekligini ispat edelim. Aksine farzedelim ki x dizisinin
o
2= mEb¥(r) (3.6)
k=0

seklinde bagka bir gosterimi vardir. (3.4) egitligini aklimizda tutarak (3.6) esitligine
A, matrisini uyguladigimizda,
o0 o0
(Ar2)n = Z i (r) [Ard™ (Ml = Zuk(r)eg‘) = ta(r) ; (n €N)
elde ederiz. Halbuki bu, (4,z)n = An(r) olmas: kabulii ile geligir. O halde z € aj

dizisinin (3.3) gdsterimi birtektir. . g
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2. Kapsama Bagintilar:

Bu kisimda, aj, uzay: ile diger baz dizi uzaylan arasindaki kapsama bagintilan
verilecektir.
Teorem 3.7. 1< p<oo iginf, Ca; kesin kapsamas: vardsr.
IsPAT. Bunun igin,
| % llag< K | z [le,

egitsizligini saglayan bir K > 0 sayisiun her z € aj igin mevcut bulundugunu

gostermeliyiz. z € £, olsun. Bu durumda,

n
14k 2 1+r 1+ 72 147 [P
k=01+nxk B 1+nx°+1+n$1+1+n$2+“'+1+nxn
[ (_1zol | lma| | |za |zal 17
<12 ..o 4l
r (1+n+1+n+1+n+ +1+n
- 3]
_kﬁ01+n
olup Teorem 1.2 den
oo n o0
1 k p
S ] <2 () Sl
nolkmo T b= n=0

elde edilir. Boylece
2p
| z lag < -1 | = lle,
olur ki bu da £, C aj, kapsamasinin gegerli bulundugunu gosterir.

Diger taraftan

_1\k
xk=( D (k=0,1,2,...)

olarak tanimlanirsa
o0

Z

n=0 n=0 { k=0
o 1 n|P
=2 2+1( o <o
] 2(1+n)



giktigindan z € aj — £, oldugu anlagihr. Bu da £, C aj, kapsamasinin kesin oldugunu
- 0O

ifade eder ve bdylece teoremin ispat: tamamlanir.
Teorem 3.8. 1<p<s<oo igin a,Ca; kapsamass vardir.
IspAT. z € aj olsun. Bu durumda, A,z € £, oldugu agikdrdir. Ayrica £, C £,

oldugundan A,z € £, elde edilir. Bu ise, z € o} oldugunu gosterir. Yani a, C ag
O

kapsamasi mevcuttur.
Teorem 3.9. 1 < p < oo olsun. O zaman af, uzay, £y ve aj uzaylarin

kapsar.

IspAT. Bunun igin,
| % llag, < K | 2 llece

esitsizligini saglayan bir K > 0 sayisimn her z € ag, icin mevcut oldugunu goster-

meliyiz. z € £ olsun. Boylece,

| z ||ar, =su r 1+rkx
al, nEIN? 5 1+n 3
n
147k
<l z su
<l = llew ne§f§1+n

1—-7r

=[| = [les ilég [1 + m_——'"_)_] <2z llew

elde edilir ki bu da z € af,, oldugunu belirtir.

Diger taraftan
-1)*2k+1
=( At ),(k=0,1,2,...)

147k
olarak tanimlanirsa
n n
1+7rk 1 P
su Ir| =sup |— 1) (2k+1
sup 3 T =B T 2 kD)

=sup |{—1)"
neN

cktigindan z € af, — £ oldugu anlagilir. Dolaysiyla £oo C ag, kapsamasi kesindir
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T € a, olsun. A,z € ¢, C lx olup, buradan A.z € £, elde edilir. O
hilde a C af, kapsamasi vardir. Bunun yaninda z = (1,1,1,...) dizisi, af,
‘uzaynda fakat aj uzayinda degildir. Bu ise, a}, C af, kapsamasinin kesin oldugunu

gosterir. 0

Teorem 3.10. 1 < p < o0 igin ay, uzays, Ly uzayim kapsamaz.

3
z=(1,1,1,...) dizisi, £, uzayindadir. Ancak

21 & . 1 1—rnt\7?
—) 1+rF)| = 1
Zl—f—nkzzg( +r) n;[l—l-n(n‘—l- + 1—r )]

IsPAT. Bunun igin, £, —a’, ciimlesinin bog olmadigim géstermeliyiz. Agikar olarak

gktigindan z dizisi a, uzayinda degildir. Su halde; aj uzayi, £, uzayin kapsamaz.
d

3. Dual Uzaylar

Bu béliimde; 0 < p < oo igin mutlak olmayan tipten aj uzaymnn sirasiyla a-,

- ve y-dualleri belirlenecektir.

Teorem 3.11. df ve dj cimlelerini

]

1
di=4qa= :
A {a (ax) € w sup T k%
ve
o0
1+k |
d§={a=(ak Ew: Zl+k oo}
k=0
olarak tanimlayalim. Bu durumda,
(0<p<l)

.
ry 1>
(ap) = (3.7)

21 (1<p<oo)
esitligi gecerlidir.
31



ispaT. Ispat1, 0 < p < 1 hali igin yapacagz. Paralel tartigmalarla 1 < p < oo igin

de ispat yapilabileceginden bu halin ayrintih ispat: verilmeyecektir. a = (a,) € w

alalim.
1 n
__* k
yn_1+n2;a+r)m (3.8)
oldugu hatirda tutulursa
n
1+k .
—_ ~k _ .
ApTn = Z ("l)n 1+ AnYk = (By)n ) (n € N) (39)

k=n-—1
elde edilir. Burada B = (b}, ) matrisi, .

I (—l)n_kll_.;-_,:fa’n ) (n -1 S k S n) (k € N) (3 10)
= ; (k, n :
nk 0 , (O§k<n—-1veyak>n)’ ’

seklinde tanimlanmigtir. O hélde (3.9) ile "z = (z.) € q} icin az = (anzn) € &
olmasi, ancak ve ancak y = (y,) € {, i¢in By € £; olmasiyla miimkiindiir" ¢ift

gerektirmesine sahip oluruz. Boylece, Teorem 1.8 geregi

1+k
sup ail < o0

ke |1+ 7k

elde edilir ki bu ise (a5)® = d] oldugunu gosterir. a

Teorem 3.12. df cimles:

00 g
dg:: a=(ak)ew: A( akk)(k“‘l-l) < o0
~ = 1+r
geklinde tanimlansin. By durumda,
g, (0<p<l)

B r\7Y
al =(a}) = 3.11
(P) (p) d{ndg ’ (1<p< ) ( )

egitlikleri gecerlidir.

IsPAT. 0 < p < 1 hali icin benzer olan ispat:1 vermeksizin teoremi bu defa da

1 < p < oo hali icin ispat edecegiz. a = (a,) € w alahm. z ile y dizileri arasindaki
32



(3.8) iligkisi hatirda tutulursa

n n—1
. ap 1+n _ .
> aen =3k + DA (735 ) e+ T et = @0 (hEW) @12

elde edilir. Burada T = (t7,) matrisi,

(k+DAG2) , O<k<n—1)

e = llf—{_"'?l;an , (k = n) ; (k, n€N) (3.13)
0 , (k>n)

geklinde tammlanmgtir. O halde (3.12) ile "z = (z,) € af i¢in az = (anz.) € cs
olmasi, ancak ve ancak y = (y») € £, icin Ty € c olmasiyla miimkiindiir" cift

gerektirmesine sahip oluruz. Bu durumda Teorem 1.6 ile

{A (lj_krk) (k+1)} €,

1+ k%
Tr%) €

elde edilir. Bu ise, (a;)ﬁ = d{ N dj oldugunu gosterir.

ve

Yine (3.12) esitliginden "z = (z,) € a}, icin az = (@,,) € bs olmasi ancak ve
ancak y = (yn) € {, i¢in Ty € £ olmasiyla miimkiindiir" ¢ift gerektirmesine sahip

oluruz. Béylece Teorem 1.7 den (a})” = df N dj sonucunu gikanrz. 0
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BOLUM 4

MATRIS DONUSUMLERI

Bu bdliimde, yeni gesit metod ikilileri hakkinda bilgi verilecek ayrica bazi mat-

ris siniflar1 karakterize edilecektir.

1. Yeni Cegit Metod ikilileri

Bu kisunda, Bagar [6] tarafindan X, ve £, uzaylarina uygulanan metodlar igin
verilen toplama metodu ikilisi kavraminy, a; ve £, uzaylanna uygulanan metodlar

bakimindan tanimlayacagiz.

z = (zx) ve y = (yx) dizileri,

1 n
Yn = Z(l +r8)z,; (n€N)
k=0

1+n 4

bagintis: ile birbirlerine bagh olsunlar. £ = (z;;) dizisinin A donigiimi z = (2,) ve

y = (yx) dizisinin B d6niigiimi de ¢ = (¢,) olsun. Yani;

(& o]
2z, = (AZ), = Zankmk , n=0,1,2,..)) (4.1)
k=0
ve
o0
ta = (By)n =D butk, (n=0,1,2...) (4.2)
k=0

olsun. Uygun bir yolla (z,) dizisi, (¢,) dizisine (veya (t,) dizisi, (2,) dizisine) doniig-
tiiriilebiliyorsa o zaman "A ve B, yeni gesit bir metod ikilisidir" diyecegiz. Burada

A ile B matrislerinin elemanlan arasinda

ot k
1 +r an,
Ank = .Ek -mbnz veya bnk - A (—"—1 +l;k) (k + ]-) 3 (ki nec N)

bagintisi vardir.
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t = (t,) dizisi, z = (z) dizisine agagidaki yolla doniigtiiriilebilir:

t, = Z bnkyk'v= Z brk ( 1+% Z(l + Tz)xz)
k=0 =

k=0 =0
-3 (S
- ni k

oo \icp 110

o0
= Zankxk = Zn

k=

Ancak toplamin sirasini degistirmek daima miimkiin olmayabilir. Bu sebeple A ve
B metodlar1 denk olmak zorunda degildir. (4.1) ve (4.2) sonsuz serilerinin kismi

toplamlar: arasinda

Z Ank Tk = Z Ank { [+ By — kyna] }

£ (4.3)
Ak 1+m
—~ 2 A (1 -:7"“) (k+ Ly + i__i_?n'{anm?/m
k=0

bagintis1 mevcuttur. Su hélde, her bir n € N igin (4.1) ve (4.2) serilerinden biri

yakinsarken digeri de ancak ve ancak

1
lim —_l—_—T—n—anmym = Uy (4.4)

m—oo ] 4 7™
mevcut olmas: halinde yakinsar. (4.4) esitliginin saglanmas: sartiyla (4.3) esitliginde

m — oo i¢in limit alarak
Zp =t + Uy (4.5)

egitligine sahip oluruz. Demekki (y,,) dizisi, A ve B metodlarindan birisi ile toplana-
biliyorsa digeri ile de ancak ve ancak her bir n € N icin (4.5) esitliginin saglanmas

ve

lim u, = & (4.6)

n—ro0

mevcut olmasi halinde toplanabilir. Boylece A ve B metodlarindan birinin limitledigi
bir dizinin A ve B limitleri, ancak ve ancak (4.6) esitliginin & = 0 ile saglanmas

halinde cakigir. o # 0 ise A ve B metodlan tutarsizdir ve bunun tersi de dogrudur.
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2. Bazi Matris Simiflarinin Karakterizasyonu

Bu kisimda; (aj : £w), (ap : ), (ap : bs) siuflanim karakterize eden teoremler
ifade ve ispat edilecek, (aj : co), (aj : cs), (ap : €3,), (af : 7&,), (af : 7E), (ap : £oo(A)))
ve (ap : ¢(A)) simflanindaki matrislerin terimleri iizerindeki gerek ve yeter gartlari

belirleyen teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.1. 1 < p < oo olsun. Bu durumda; A € (a} : L) olmass igin

ilélg T3 E0nk| <005 (n €N) | (4.7)
ve
supz |@nk|? < 00 (4.8)
neN o

sartlarimin saglanmas: gerek ve yeterdir.

ISPAT. (4.7) ve (4.8) sartlar1 saglansin. Bu durumda herbir sabit n € N igin

(ank)ren € (a})P olacagindan
(Az)n Z ankZr ; (n€N)

serileri her z € g; icin yakinsaktir. Bu ise, Az doniigiim dizisinin mevcut oldugunu
gosterir. Simdi, z € @ i¢in Az € £y oldugunu gdsterelim.

m~—1

14+m
;ankmk = g AnkYr + 1+ rm QnmYm (49)

esitliginde (4.7) sartimn varlig) akilda tutularak m — oo igin limit alinirsa

Z AnkTr = Z Gk Yk (4.10)

k=0

olur. (4.10) esitligine Holder esitsizligi uygulanirsa

Z AnkTr| < Z |nk| |yl

F=0 (4.11)

o0 1/q
<y lle (Z l&nqu)
k=0
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elde edilir. (4.11) egitsizliginde n € N'ler iizerinden supremum alinirsa

) /g
sup [(Az)al <[ ¥ [le, sup (Z I&nqu) < 00

k=0
bulunur. Bu ise Az € £ ve dolayisiyla A € (aj, : £) oldugunu gosterir.
Tersine A € (a] : £o) olsun. Hipotezden dolayy, her z € a; igin Az doniigiim
dizisi mevcut ve smnirhdir. Béylece her n € N igin (ank)ren € (a})? olur ki @, =

{@nk }ren geklinde tammlamrsa (4.7) ve
18]l < oo

saglanir. Boylece (4.9) esitliginden, (4.7) sart1 da akilda tutularak (4.10) esitligi elde

edilir. Diger taraftan a, = (@nk)ren dizileri aj, lizerinde

fal@) =) amz; (nEN)
k=0

seklinde siirekli lineer fonksiyonellerini tammlar. aj, ve ¢, uzaylar1 lineer olarak izo-

morfik olduklarindan
| fa ll=} 8a Héq

elde edilir. Ayrica, (f.(z)) = (fi(z), f2(z),..., falz),...) € £ oldugundan
sup lfn(:c)] < 0.
neN

Bdylece Banach-Steinhaus Teoremi geregince

o0 1/q
sup || ful] = sup [Janl,, = sup (kgo lankl") < o0

elde edilir ki bu da (4.8) sartimn gereklilifini gosterir. O

Teorem 4.2. 1 < p < 00 olsun. O zaman; A € (af, : c) olmast igin (4.7), (4.8)

ve

lim @, =6p; (keN) (4.12)

n—+0Q

sartlarimin saglanmas: gerek ve yeterdir.
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ISPAT. (4.7), (4.8) ve (4.12) sartlan saglansin. Bu durumda; (4.7) ve (4.8) sart-

larindan her n € N igin (ank)ren € (a;,)‘3 ve boylece her z € aj, igin
oo
(Az), = Zankxk ; (neN)
k=0
serileri yakinsak olacagindan Az doniigiim dizisi mevcuttur. (4.12) ile
|@nk|” = 16", (n— o0)

elde edilir. Her m > 0 tamsayst igin

m 1/q o0 1/q
(Z |dnk|q> < sup (Z Idnqu) =p
—0 neN \ 1 5o
oldugundan n — oo igin
m /g ) 1/q
(Z |5k|q) < sup (Z lankl")
k=0 neN \k=0

elde edilir. Bu, her m > 0 tamsays: icin dogru oldugundan

e 1/q
(Z |6k|q> < 00
k=0

bulunur. Her z € qj, dizisi igin

dir. ¢ > 0 verilsin. Bu taktirde z € aj, dizisine karsihk gelen y € £, dizisi igin
(&) 1/p e
> <
(k=N 4P
olacak gekilde N > 0 sayis1 mevcuttur. (4.12) ile her n > Ny igin

<€
2

N
> {Gnk — S}ux
k=0
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olacak sekilde N; tam sayis1 vardir. Simdi, n > Nj igin

00 N 00
D {ne — 8}uk| < D {Gnk — S }ue| + > {@nk — S}y
k=0 k=0 k=N+1
€ o0 l/q o0 l/p
<5+ (3 ot Iaku") (3 wr)
k._N+1 k=N+1
€
<S+2p- 5=

elde edilir. Boylece,
o0 o0
lm S Gasys = ) S
k=0 k=0
olur. Buradan da

hm (A:c)n = hm Z CnkYr = Z‘skyk

elde edilir ki bu Az € ¢, dolayisiyla A € (a; : c) oldugunu gosterir.

Tersine A € (a] : c) olsun. (4.7) ve (4.8) sartlannin gerekliligi, ¢ C £ oldu-
gundan Teorem 4.1’den derhal elde edilir. Simdi, (4.12) sartinin gerekliligini ispat-
layalim. Herbir sabit k£ € N igin

v S (j=k)
=l i (G=k+1) ;5 G keN)
0 , (diger hallerde)

ile {mg-k)} dizisini tanimlayalim. Bu durumda,

Za o) = { 8;2 . G keN)
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olur. Bu gekilde tamimlanan z¥) dizisi icin Az®) € ¢ oldugundan

(Az®)) Za )

Ank Qg k+1
=(14+k T
1+ )<1+r’° 1+r’°+1)

=&nk-—)(5k, (TL—)OO)

elde edilir. Boylece (4.12) saglanir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Teorem 4.3. 1 < p < oo olsun. O zaman; A € (aj, : bs) olmas: igin

ilég ::ia(n, k)l <©; (neN) (4.13)
ve
g
e P {1 7 za(n, k)} (k+1)] <o (4.14)

sartlarimin saglanmasy gerek ve yeterdir.

IsPAT. A € (af : bs) ve z € a] olsun. Her k,n € N igin B = (by;) matrisini bny, =

a(n, k) esitligi ile tanimlayalim. Z;io > reo 4k Tk serisinin n, m.kismi toplamindan

i i“ﬁk“’k = ibnkﬂrk ; (neN) (4.15)

Jj=0 k=0 k=0
esitligi elde edilir. (4.15) esitliginde m — oo igin limite gegilirse,
n oo oo
Z Zajkzk = ankxk ; (neN) (4.16)
j=0 k=0 =0
elde edilir. Ayrica bs ve £, uzaylarinin lineer olarak izomorfik olduklar hatirda
tutulursa buradan "her z € a; i¢in Az € bs olmasi ancak ve ancak her z € a;
icin Bz € £y olmasiyla miimkiindiir" ¢ift gerektirmesine ulagihr. Boylece teoremin

ispat1, Teorem 4.1’de a,; yerine b, koymakla kolayca elde edilir. O

(ap : co) ve (a] : cs) simflan, sirasiyla Teorem 4.2 ve Teorem 4.3'deki yolla
ispat edilebileceginden onlar1 karakterize eden teoremleri ispatsiz olarak agagida

verecegiz.
41



Teorem 4.4. 1 < p < oo olsun. Bu durumda; A € (a}, : co) olmass igin (4.7),
(4.8) sartlariman ve her k € N igin & = 0 ile (4.12) sartinin saglanmas: gerek ve

yeterdir.

Teorem 4.5. 1 < p < 0o olsun. Bu durumda; A € (a : cs) olmass igin (4.18),
(4.14) ve

. 1

sartlarmin saglanmassy gerek ve yeterdir.

Altay, Bagar ve Mursaleen [1, Lemma 6.6] tarafindan verilen agagidaki temel

lemma, bircok matris sinifin1 karakterize etmek icin olduk¢a kullamghdir.

Lemma 4.1. X ve u herhangi tki dizi uzays, A bir sonsuz ve B de bir iicgen
matris olsun. O zaman, A € (X : up) olmast igin gerek ve yeter sart BA € (X : p)

olmasidar.

Simdi, Lemma 4.1 yardimiyla bazi matris simflarim karakterize eden teoremleri

verelim.

Teorem 4.6. A = (anx) bir sonsuz matris ve C = (cnx) matrisi de,

n

Cok = (?) (1 —r)rfap; (k, neN)

=0

egitligi ile tammlansin. Bu durumda; A € (ap : €f;) olmas: igin

k
: 4.1
ilelg 1+7.kc”"’ <0; (neN) (4.18)
ve
= Cak !
su A k+1)] <o 4.19
s> |a {75} (4 (419)

sartlamnan saglanmas: gerek ve yeterdir.

Burada €7, dizi uzayi, Altay, Bagar ve Mursaleen [1] tarafindan tanimlanan ve

E"-doniiglimii £y uzayinda olan dizilerin uzayidir.
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A = (an) bir sonsuz matris ve ¢t = (¢;) pozitif terimli bir dizi olsun.
T,=) t; (nEN)
k=0
olmak iizere D = (d,;) matrisi de
1 n
dpk = —77- thajk s (k, n e N)
n =0

ile tammlansin. Boylece, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’den agagidaki teoremleri elde

ederiz.

Teorem 4.7. 1 < p < 00 olsun. Bu durumda; A € (af : %) olmasu igin

—d ; .
21€1§ Tk k| <005 (n € N) (4.20)
ve
supi A{ i } (k+1) q < 00 (4.21)
neN ;T 1 +rk

sartlarman saglanmast gerek ve yeterdir.

rt.(p) dizi uzayi, Altay va Bagar [2] tarafindan tanimlanan ve Rf-déniigiimii
fo(p) uzayinda olan dizilerin uzayidir. Burada, her k € N igin p; = 1 alinarak rf,
normlu uzay: elde edilmektedir.

t = e durumunda r%, uzayi, mutlak olmayan tipten X, Cesaro dizi uzayma
indirgenir. Bu sebeple Teorem 4.7 aym zamanda (ay, : Xo0) sinifinin karakterizasyo-

nunu da ihtiva etmektedir.

Teorem 4.8. 1 < p < oo olsun. Bu durumda; A € (aj, : r¢) olmass igin (4.20),

(4.21) ve

lim A{lt_i:k }(k+l)=ak; (k eN) (4.22)

n—oo rk

sartlarnan saglanmast gerek ve yeterdir.
43



A = (an;) bir sonsuz matris ve E = (enx) matrisi de
nk = Gnk — An+1, k5 (K, n EN)

seklinde tanimlansin. Boylece, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2'den agagidaki teoremleri

elde ederiz.

Teorem 4.9. 1 < p < 0o olsun. Bu durumda; A € (aj, : £o(A)) olmast igin

1+k
147k

ol

sartlarmin saglanmast gerek ve yeterdir.

enk| <00 ; (n€N) ‘ (4.23)

sup
keN

ve

sup Z (4.24)

nENk —0

Teorem 4.10. 1 < p < oo olsun. Bu durumda; A € (a : ¢(A)) olmas igin
(4-23), (4.24) ve
lim A{ j’_lk }(k"l"l)-—ak ; (keN) (4.25)

n—o0

sartlamnan saglanmast gerek ve yeterdir.

Burada £e(A) ve ¢(A), Kizmaz [10] tarafindan tanimlanan sirasiyla biitiin

sinirh ve yakinsak fark dizilerinin uzaylarim géstermektedir.
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