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v+58 Sayfa
2002

Damsman:Doc.Dr. ilhan ICEN

Bu calhismada, kategori teorideki baz cebirsel kavramlarin topolojik versiyo-
nunu tamttik ve i(:en [16] tarafindan verilen “ 2-grupoidler ve grupoidler iizerinde
crossed modiillerin kategorilerinin denkligi ” nin topolojik versiyonunu ispatladik.

Bu calisma ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde, diger béliimlerin daha iyi anlasilmas: icin kategori teorinin
temel kavramlar: ve bunlarin baz 6zellikleri verildi.

Ikinci bbliimde, birinci béliimde verilen tanimlarm topolojik versiyonlar: tanim-
land: ve boylece ilk defa topolojik 2-grupoid tanimlands .

Son b6lﬁmde ise, calismanin esasini olugturan topolojik 2-grupoidler ile topolo-
Jjik crossed modiiller kategorilerinin denkligi verildi.

Anahtar Kelimeler: Kategori , Funktor , Dogal Transformasyon , Grupoid ,
2-Grupoid , Crossed Modiil.



ABSTRACT

M.Sc. Thesis
TOPOLOGICAL 2-GROUPOIDS
Mustafa Habil GURSOY

Inénii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
v+b8 pages
2002

Supervisor:Assoc.Prof.Dr.Ilhan ICEN

In this work,we introduce topological version of some algebraic concepts in
Category Theory and prove topological version of “ the equivalance of categories
2-groupoids and crossed modules over groupoids ” given by Icen [16].

This work consists of three chapters.

In the first chapter, fundamental concepts of category theory and its some
properties are given so that other chapters more.understood.

In the second chapter, topological versions of definitions in the first chapter
are deﬁn‘ed‘.. First time, topological 2-groupoid is introduced.

In the last chapter, the equivalence categories of topolcgical 2-groupuids and
topological crossed modules, which is the main work of the thesis, is given.

Key Words: Category, Functor, Natural Transformation, Groupoid, 2-Groupoid,
Crossed Modul.
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GIRIS

Giiniimiizde basta kategori teori olmak {izere matematigin pek cok
dalinda grupoidlerin 6nemli bir yeri vardir. Grupoidler ilk defa 1926 yihnda
Alman matematikci H.Brandt'in “ Uber eine Verallgemeinerrung des Grup
penbergiffes ” isimli makalesinde matematik diinyasina sunulmustur. Fakat,

Brandt bir extra sart koymustur;
her z,y € ObG icin Mor(z,y) # 0.

Giiniimiizde 6zel olarak bu sart1saglayan grupoidlere gecisli (transitive) grup-

oidler diyoruz.

Ayni tariblerde, A. Loewy cisimlerin genisletmeleri arasindaki izomor-
fizmleri incelemek icin, “ Neue elementare Begriin dug und Erweiterung
der Galoisschen Theorie ” isimli makalesinde grupoidlere benzer “ bilesik
gruplan” kullanmis, daha sonra R. Baer,“ Beitrage zur Galoisschen The-
orie ” isimli makalesinde Loewy’ nin fikirlerini gelistirmistir. Bu da be-
raberinde grupoidlerin modern halkalarin Galois teorisinde genis bir uygula-

masin1 getirmistir.

1950 yihnda S.Eilenberg ve S.MacLane “ The general theory of natural
equivalences ” isimli makalede kategorinin tanimini vermislerdir. Grupoid,
kategorinin 6zel bir durumudur. Séyle ki, bir kategoride herbir morfizmin
tersi varsa yani herbir morfizm izomorfizm ise grupoiddir. Bundan sonra
grupoidlere olan ilgi daha da biiyiidii . 1950’den sonra C.Ehresmann grupoid-
lerin kullanim alanin genigletti. Bugiin homotopi teori, ergodic teorisi, fibre
bundle teorisi, foliant teorisi, fonksiyonel analiz, diferensiyal geometri gibi

matematigin pek cok dalinda grupoidler yerini almastir.



Diger taraftan yiliksek boyutlu kategori degisik matematikciler tarafin-
dan genisce ele almmistir [6,9,13,24,26]. Yiiksek boyutlu kategorilerden
biri de 2-kategoridir. 2-kategori, 1963’ de Ehresmann tarafindan literatiire
kazandirilmistir. 2-grupoid de bunun 6zel bir halidir. Bir 2-grupoid, biitiin
morfizmlerinin tersi olan bir 2-kategoridir. Daha sonra 1974’ de Kelly ve
Street [13], J.W. Gray [26], 1981’ de R.Brown ve P.J.Higgins, 1995’ de I.

icen [16] 2-grupoidler iizerine calismuslardir.

Bu tezin temelini olusturan bir diger cebirsel kavram crossed modiildiir.
Crossed modiil kavrami, ilk kez 1949 yilinda J.H.C. Whitehead [33]’ in “Com-
binatorial Homotopy Theory III ” isimli calismasiyla literatiire girmistir.
Whitehead ikinci mertebeden homotopi gruplarinin cebirsel yapilarini olustu-
rurken bu kavrami vermistir. Daha sonra genis bir matematikci kitlesi tarafin-

dan matematigin farkli dallarinda kullanilmistar.

1k olarak gruplar {izerinde tanimlanan crossed modiiller sonraki yillar-
da degisik cebirsel yapilar {izerinde tanimlanmistir. Mesela 1966’ da Gersten-
haber ve 1967’ de Licthttenbaum-Schlessinger komutatif cebirler ve asosya-
tif cebirler iizerinde calismislardir. Bununla birlikte 1986’ da T. Porter ko-
mutatif cebirler icin literatiire uygun bir bicimde crossed modiil kavramini
tanimlamistir. 1982’ de Brown ve Higgins grupoidler iizerinde crossed modiil
tamiminl vermislerdir. Bizim ele alacagimiz crossed modiil de grupoidler

tizerindeki crossed moduldiir.

Crossed modiillerin denk oldugu en az alt1 kategori vardir. Bunlarin
literatiirde ayrintili ispatlar verilmistir [20,35]. Bunlardan en 6nemlilerden
birisi de 2-grupoide denkligidir. Bu denklik en genel haliyle Brown-Higgins
tarafindan verilmigstir. Fakat bu ispat oldukca karmagiktir. Ancak bu denk-
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ligin ayrmtili ispat: Icen [6] tarafindan verilmistir. Bu tezin orjinal kismi da.

bu ispatin topolojik versiyonunu icermektedir.



BOLUM I

1 TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Kategori

Kategori teori son otuz yilda ortaya cikan ve kendi basina gelisen
matematigin bir dahdir. Kendi orjinal tanimlarn vardir. Gelisimini cebirsel
topoloji yardumyla saglamistir. Kategori, funktor, dogal transformasyon,
dogal egdegerlik tanmimlar Eilenberg ve MacLane tarafindan verildikten sonra
hemen topolojide kullanilan cebirsel yapilarin cercevesi olusturulmustur. Bu-
giin oldukca genis bir uygulama alani vardir. Bu kavramin kullanilmadig
matematigin hemen hemen hic bir dal yoktur. Biz de simdi kategori tecrinin

temel tanim ve kavramlarini verelim. Bu kavramlar literatiirde sabittir [1,12].

1.1.1 Tanim:

Bir C kategorisi iki sinif ve bu siniflar aras1 déniisiimlerden olusan bir
sistemdir. Bu simiflar; elemanlarina nesne ismi verilen Ob(C) ve elemanlarina

morfizm ismi verilen Mor(C) ile gosterilir.

C nin her bir morfizmine, tanim ve deger bolgesi olarak adlandirilan iki
nesne kars;hk gelmektedir. z,y € Ob(C) nesnelerini sirasiyla tanim ve deger
bélgesi olarak kabul eden biitiin morfizmlerin kiimesi Mor(z,y) veya C(z,y)

ile gosterilir, f € Mor(z,y) icin
firz—=y

yazilir.



Bir C kategorisi icin doniisiimler;

i) kaynak( source ) doniisiimi,

s: Mor(z,y) = 0Ob(C)
fr=s(f)=z

ii) hedef( target ) déniisiimii,

t: Mor(z,y) — Ob(C)
f—i(f)=y

iii) nesne d6niisiimii,

€: 0Ob(C)— Mor(z, )
T e(z) =% =1id, = I,

ve son olarak
iv) kismi carpim iglemi

z,y,2 € Ob(C) ve s(f) = t(g) olmak iizere
m : Mor(z,y) x Mor(y, z) — Mor(z, z)

seklinde tanimlanir.

Yukanda tammladigimiz doniisiimler su aksiyomlar: saglar:

KAT.1.(Birlesme)

Eger f € Mor(z,y),9 € Mor(y,2),h € Mor(z,t) ise
hx(gxf)=(h*g)*f

dir.
KAT.2.(Ozdes morfizmin varlig)



Her z € 0b(C) icin 6yle bir I, € Mor(z,z) var ve g € Mor(z,y),
f € Mor(y, z) ise

Lixf=fvegxl, =g

dir[5].
Kisaca bir kategori C=(Mor(C),0b(C),s,t,e, m) ile gosterilir.

1.1.2 Ornek:

Kiimeler ve bu kiimeler arasindaki morfizmler bir kategori olusturur.

Gercekten, morfizmlerin kiimesi, kiimeler aras: fonksiyonlar,
Mor(C)={f|f:X—Y fonksiyon ; X,Y birer kiime}
ve nesnelerin kiimesi,
Ob(C)={X |X bir kiime}

olmak iizere,

f€Mor(C), f: X — Y icin, kaynak ve hedef doniislimleri, sirasiyla
s(fl=Xvet(f)=Y,
nesne doniisiimii
€(X) = idx : X‘——-—> X
ve kismi carpim iglemi
Mor(C)xMor(C)={(g, f)eMor(C)xMor(C)| t(f)=s(g)}

ile birlikte (Mor(C),0b(C),s,t,e,m) bir kategori olusturur[1].



1.1.3 Ornek:

Topolojik uzaylar ve aralarinda siirekli fonksiyonlar bir kategori olustu-
rur. Gercekten, morfizmlerin kiimesi topolojik uzaylar arasi siirekli déniisiim-

ler,
Mor(C)={f|:X—Y siirekli déniisiimler ; X,Y topolojik uzaylar}
ve nesnelerin kiimesi,
Ob(C)={X |X bir topolojik uzay}

olmak iizere,

fF€Mor(C), f: X "Xy icin , kaynak ve hedef déniisiimleri, sirasiyla
s(fl=X ve t(f)=Y,
nesne doniigiimii
e(X) = idy : X TR x
ve kismi carpim islemi
Mor(C)xMor(C)={(g, f)eMor(C)xMor(C)| t(f)=s(g)}

ile birlikte (Mor(C),0b(C),s,t,e,m) bir kategori olusturur[1].

1.1.4 Ornek:

M bir monoid olsun. Bu takdirde M bir kategori olusturur Syle ki
Ob(M) = {e} (e, monoidin birim eleman1), Mor(M) = M, kompozisyon ise

M’nin monoid islemi ve 6zdes morfizmi de M’nin birim elemamdir [1].



1.1.5 Tanmim:

C ve D iki kategori olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa D’ ye C’nin
altkategorisi denir;
1) D’ nin herbir nesnesi C’nin de bir nesnesi, yani, Ob(D) C Ob(C).
2) Vz,y € Ob(D) icin D(z,y) C C(=z,y),
3) D 'deki morfizmlerin kompozisyonu C ’deki kompozisyon ile ayni,

4) Vz € 0b(D) icin D(z, z) bzdesligi C(z,z) 6zdesligidir [1].

1.1.6 Tanim:

D, C ’nin altkategorisi olsun.
1) Eger Ob(D) = Ob(C) ise D’ye C’nin genis (wide) altkategorisi denir.
2) Eger herbir z,y € Ob(D) icin D(z,y)=C(z,y) ise D’ ye C’ nin tam (full)
altkategorisi denir [1].

1.2 Egrilerin homotopisi

Y bir topolojik uzay olsun. Kabaca Y’nin iki alt uzay: “ homotop-

tur” denir, eger birinden digerine siirekli bir deformasyon ile gecilebiliyorsa.

Simdi Y’deki basit egrileri diisiinelim. I = {z € IR : 0 < z < 1}
kapah aralik olmak tizere I’daki topoloji bilinen topoloji olsun. Yani z,y € I

olmak iizere d(z,y) = |z — y| metrigi ile elde edilen topoloji olsun.

Basit egri diye; o : I — Y siirekli fonksiyonunun Y topolojik uzaymndaki
goriintiisiine denir. o, B iki basit egri olmak fizere ¢, 5’ ya homotoptur denir,

eger o siirekli olarak £’ ya déniigtiiriilebiliyorsa.



0 <t <1 olsun. Bu kapali araligs J ile gosterelim. ¢ parametresine
bagh Y’ deki o4 egri ailesini gozoniine alalim, oyle ki a9 = ¢, o5 = 8 ve t,

J’ yi taradiginda o siirekli olarak degissin. Simdi

Flz,t)y=F:IxJ =Y

fonksiyonunu tanimlayalim. Eger F' fonksiyonu siirekli ve ¢’nin her bir degeri-
ne bir o; egrisini karsihk getiriyor oyle ki 6zel olarak F(z,0) = ap = « ve
F(z,1)=ay = B ise bu takdirde F' fonksiyonu o egrileri vasitasiyla o’ dan
B’ ya siirekli bir deformasyon tanmimlar. Acik olarak, F' fonksiyonu bir tek
degildir. ap = a ve a; = B sartin1 saglayan herhangi bir o siirekli egri ailesi

bulunabilir.

Eger I herhangi bir X topolojik uzay: olarak alinirsa homotopi kavrami-
na en genel sekli verilebilir. F': X x J — Y siirekli fonksiyonunda, « siirekli
olarak f’ ya diniistiiriildiigiinde, oy ailesine ait her bir egrinin uc¢ nokta-
lan1 y; ve yo’ dedir. Bu takdirde o ve § tamimlanarak fonksiyonlar ¥’ nin
birer alt kiimesini teskil eden y; ve 3’ ye gbre homotopturlar denir. Yani
F:IxJ—Y fonksiyonu her ¢t € J icin F'(0,t) = 41 , F(1,t) = yo ekstra
sartlan ile kisitlanmustir [3,15].

Simdi bir homotopinin ve bir kiimeye gére homotopinin genel tanimlari-

n verelim.

1.2.1 Tanim:

X,Y iki topolojik uzay ve f,g : X — Y siirekli iki fonksiyon olsun.
Eger her z € X icin F(z,0) = f ve F(z,1) = g olacak sekilde en az bir

Flz,t)=F: XxJ—>Y



siirekli fonksiyonu varsa f,g’ ye homotoptur denir ve f ~ g ile gosterilir.

Burada F fonksiyonuna ise f’ den g’ ye homotopi denir [3,17].

1.2.2 Teorem:

¥~ homotopi bagintis: bir esdegerlik bagintisidir.

ispat.

i) f ~ f dir. Gergekten F' : X x J — Y fonksiyonu F(z,t) = f(z) icin,
F(z,0) = f(z), F(z,1) = f(z) ve f(z) siirekli oldugundan F' de siireklidir.
O halde f ~ f dir.

il) f~golsun. f~ giseenazbir F:X xJ — Y siirekli fonksiyonu
vardir oyle ki F(z,0) = f(z) ve F(z,1) = g(z) yazlabilir. Simdi bir G
fonksiyonu G(z,t) = F(z,1 — t) seklinde tanimlanmig olsun. Bu takdirde,
G(z,0) = F(z,1) = g(z) , G(z,1) = F(z,0) = f(z) olup G de siireklidir.
Dolayisiyla g ~ f bﬁlunur.

iii) f ~ g ve g ~ h olsun.
f ~ g ve g ~ h oldugundan, sirasiyla,
F(z,t): X xJ>Y ve Gz, t) : X xJ =Y

siirekli fonksiyonlan var oyleki Fi(z,0) = f(z) , F(z,1) = g(z) ve G(z,0) =
g9(z) , G(z,1) = h(z) yazlabilir. Simdi H : X x J — Y fonksiyonunu

F(x2t) ,0<t<1/2
H(X,t . (X) ) —_— —_— /
G(x2t-1) ,1/2<t<1

10



seklinde tanimlayalim. Bu takdirde H(z,t) siireklidir. Diger taraftan

H(z,0) = F(z,0) = f

H(z,1)=G(=z,1) =g

olup f ~ h bulunur. Demek ki X topolojik uzayindan Y topolojik uzayimna
biitiin f : X — Y siirekli fonksiyonlarin kiimesi “ ~ ” bagintis1 altinda
esdegerlik simiflarina ayrilmis bulunuyor. Bu esdegerlik simiflarina homotopi
siniflar1 denir ve biitiin homotopi stmiflarinin kiimesi [X; Y] ile gosterilir. Eger

f: X — Y ise f’ nin homotopi sinifi [f] ile gosterilir [3].

1.2.3 Tanim:

X ve Y iki topolojik uzay, Xo C X herhangi bir altkiime ve f,g: X = Y
fonksiyonlan her zy € X; icin f(zo) = g(zo) sartim saglayan iki siirekli

fonksiyon olsun. Eger asagidaki sartlan saglayan bir
Flz,t)=F: X xJ—>Y

siirekli fonksiyonu varsa f fonksiyonu zy noktasmna gore g fonksiyonuna ho-
motoptur denir ve f ~ g rel x, ile gbsterilir,

i) Her z € X icin F(z,0)=f, F(z,1) =g

ii) Her zy € X icin F(z,t) = f(z0) = 9(zo).

Xo = 0 ise sadece f ~ g yazilir. Demek ki adi homotopi relatif

homotopinin 6zel bir halidir [3,17].

11



1.2.4 Tanmm:

X ve Y iki topolojik uzay, f,g: X — Ysiirekli iki fonksiyon ve f ~ g
olsun. Eger g’ nin resmi bir noktadan ibaret ise, yani g sabit bir fonksiyon
ise bu takdirde f, bir sabite homotoptur denir [3].

1.2.5 Tanim:

X bir topolojik uzay olsun. Eger 1x : X — X odzdes fonksiyonu bir

sabite homotop ise X uzayina biiziilebilirdir denir [3].

1.2.6 Ornek:
R*={z € R": z = (x,,%3, ..., Zn), T; € R} n-boyutlu Oklid uzaymmn

E'={zeR":2?+zi+..+22<1}

birim kiiresi R™ uzaymmin biiziilebilir bir alt uzayidir. Gercekten,
F(z,t)=F:E"x J— E"
Flz,t)=(1 -tz = (1 —t)z1, (1 — t)za, ..., (1 — t)zy)

fonksiyonu siirekli olup F(z,0) = z = 1gs , F(z,1) = 0 = (0,0,...,,0) = 0
sartlarini saglar. Dolayisiyla 1g» : E™ — E™ 6zdes fonksiyonu biitiin z € E™
icin 0(z) = 0 sabit fonksiyonuna homotoptur. Yani E™ dolu birim kiiresi

biiziilebilirdir [3].

1.2.7 Teorem:

Eger Y biiziilebilir topolojik uzay ise her bir f : X — Y siirekli
fonksiyonu bir sabite homotoptur.

Ispat: Bakiz [3]. ‘

12



1.2.8 Teorem:

f,9 : X — Y siirekli fonksiyonlar ve f ~ g olsun. Eger h : Y — Z
siirekli bir fonksiyon ise bu takdirde hf : X — Z ve hg : X — Z fonksiyonlan
da siireklidir ve hf ~ hg olur.

Ispat: Bakimz [3,17].

1.2.9 Tanim:

X ve Y iki topolojik uzay ve f : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger asagidaki sartlan saglayan siirekli bir f' : ¥ — X fonksiyonu varsa f
fonksiyonuna “ homotopi esdegerlik” denir [3,17]:
i) ff ~1y
ii) ff ~1x

1.2.10 Tanim:

Y’ deki o ve 8 egrilerinin baglangic ve bitim noktalar1 ayni olsun.
Eger o ve 8, I 'nn (0,1) altkiimesine gore homotop iseler bu iki egriye
“homotoptur” denir ve o ~ § seklinde gosterilir. Yani oo ~ B’ dan kasit

a~ B rel (0,1) demektir [3].

Asagida verecegimiz teoremlerin ispatlarn herhangi bir cebirsel topoloji

kitabinda bulunabilir [3,17].

1.2.11 Teorem:

a,B,vyved Y’ de egriler olsun. o ~ 7y, B ~ & ve off tamumh ise 4
tammhidir ve a8 ~ 4 rel (0,1) olur.

13



1.2.12 Teorem:

a~ fise a”! ~ B! olur.

1.2.13 Teorem:

o bir egri ve 8 sifir egri 6yleki o8 taniml olsun. Bu takdirde a8 ~

olur. Benzer sekilde «y sifir egri 6yleki yo tamimh ise yo ~ ¢ olur.

1.2.14 Teorem:

o, B ve 7y, aff ve By tanimh olacak sekilde Y’ deki ii¢c egri olsun. Bu
takdirde (af)y ve a(fy) tanumhdir. Aynca (e8)y ~ a(By) olur.
1.2.15 Teorem:

@, Y’ de bir egri ise, aa™! ve o'« egrileri sifir egriye homotoptur.

1.3 Esas Grup

Y bir topolojik uzay ve yy € Y sabit bir nokta olsun. Y’ deki yq
noktasinda baslayip yo’ da biten biitiin kapali egrilerin kiimesini g6zoniine
alalim. yo noktasina, egriler icin taban nokta, egrilere ise 3’ da egriler denir.
@, 1o’ da bir egri ise o ya homotop y,’ daki biitiin egrilerin siifim1 [¢] ile

gosterecegiz.

[o] , [B] gibi iki sinifin ¢arpimi
[o] [8] = [ef]

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan carpim 1.2.11 ’den dolay: siniflarin

temsilcisine bagh degildir.
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Gergekten a ~ vy ve f ~ § ise aff ~ vJ oldugundan

(6] = [v6] = [oB]
yazilir. Dolayisiyla (] [8] carpimi [@] ve [8] tarafindan bir tek olarak tanimla-

nan carpim anlambidir.

Simdi gy’ daki biitiin egrileri gézoniine alalim. Homotopi bagintisi
bu egrilerin kiimesini ayrik homotopi simflarina ayirir. Yukarida tanimlanan
carpim islemi, homotopi simiflarinin kiimesinde bir grup yapisi tanimlar.
Gercekten yukarida verdigimiz teoremler yardimiyla grup aksiyomlarinin

saglandig goriiliir.

7o’ daki egrilerin homotopi siniflarinin kiimesi carpim islemine goére

kapalidir.

o, B ve v yo’ daki egriler olsun. Bu durnmda

(le]iB)] = [eb]7] = [(eB)7] = [a(67)]

olur. Halbuki 1.2.14 ’den dolay

(@B)y ~ a(B7) = [(ef)7] = [a(B1)] = ([e]IB)]Y] = [([E]])

olur. Yani birlesim 0zelligi saglanir.

Yo’ daki sifir egrilerin homotopi simfim [1] ile gésterirsek 1.2.13’den
dolayi[a][1] = [a] olur. O halde [1] 6zdes elemandur.

1.2.15°den dolay1 [¢][e™!] = [@e~'] = [1] dir. Yani her bir homotopi

smifinin tersi vardir.

15



Dolayisiyla 1y’ daki egrilerin biitiin homotopi smiflarinin kiimesi
tanimlanan carpma islemine gore bir gruptur. Bu gruba g, daki esas grup

denir ve II; (Y, yo) ile gGsterilir. [3,15]

1.4 FUNKTORLAR
1.4.1 Tanim:

C ve D iki kategori olsun. F': C — D doniisiimiine funktor denir, eger
C’ ye ait her bir z nesnesine D’ de F'(z) nesnesi ve f : £ — y morfizmine D’
de F(f) : F(z) — F(y) morfizmi tanimlar , 8yle ki
1) Eger I, : z — z , C’ de 6zdes morfizm ise, F(I,,) : F(z) = F(z) , D’ de

0zdes morfizmdir. Yani,
F(L) = Ir@)
2) Eger f:z > yveg:y— z,C de morfizmler ise,
F(gx f) = F(g) = F(f)

dir. ( Burada F(f)’ e f’ nin olusturdugu morfizm denir ) [5].

1.4.2 Ornek:

Eger C, bir D kategorisinin alt kategorisi ise, C’ deki her morfizm icin
I(f) = f ve C’ deki her z nesnesi icin I(z) = z olacak sekilde bir I : C — D
doniisiimii tanimlamr. Acikca, I bir funktordur ve C’ den D’ ye dahil etme
funktoru denir [1].

1.4.3 Ornek:

C bir kategori olmak iizere C’ nin her z nesnesi icin
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Ie(z) =2z
ve C’ nin her f morfizmi icin

I(f)=7
seklinde belirlenen

Ie:C=>C

déniisiimii bir funktordur. Ozel olarak buna C iizerinde 8zdes (birim) funk-

tor denir [1].

1.4.4 Ornek:

Gruplarin Grp kategorisinden kiimelerin Set kategorisine asagidaki

gibi tanimlanan bir
U:Grp— Set

doniisiimiinii alalim. Her G grubu i¢in onun grup yapisinin ihmal edildigi UG
kiimesini ve her o : G — H grup morfizmi icin Ua : UG — U H déniisiimiinii

diisiindiigiimiizde, U bir funktordur. Bu funktora unutkan funktor denir

[1].

1.4.5 Ornek:

Iki ucu 2’ de olan yani baslangic ve bitim noktas1 z olan X’ deki
kapali egrilerin kiimesi L(X, z) olsun. L(X, z) kiimesi iizerindeki bir denklik
bagintisinin homotopik bagint1 oldug'unu. daha Once s6ylemistik. Denklik
simflarinin kiimesini I1( X, z) ile gosterelim. Homotopik egrilerin herbir denk-
lik stmifina egrilerin bir homotopi sinifi denir ve bir f egrisinin denklik sinifi
[f] ile gosterilir. Buradan [fo] = [f1] dir gerek ve yeter sart fo ve f; egrileri

homotopik ise. Béylece
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(X, z) = {[f]: f € L(X,3),z € X}

dir. TI(X,z) bir gruptur ve buna z’deki esas grup denir. Genis aciklamas:
icin 1.3 kismina bakiniz.

Simdi Topy kategorisini tanimlayalim. Topg, nesneleri (X,z) ikilisi ve
morfizmleri f : X — Y siirekli fonksiyonlar olan bir kategoridir. Burada

X,Y topolojik uzaylar, = ve y sirastyla X ve Y nin esas noktalardir dyleki

f(z) =y dir.

n
(X3} —— > I{X.x)

/
f | t&k)=y I(f) =[fouxt]

Topy’ 1n nesneleri iizerinde II’ nin etkisini biliyoruz. Simdi gostermeliyiz ki
f: X—>Y
siirekli bir fonksiyon ise
T1(f) : TI(X, 3) - TI(¥;)
grup homomorfizmi tanimlar.

I(f) : (X, z) — II(Y, )
[9] = (TI(f))[g] = [f o g]
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seklinde tanimlanan II(f)’nin bir homomorfizm oldugunu gésterelim. Bunun
icin gdstermeliyiz ki herhangi [g1], [g2] € II(X,2) icin II(X,z) ve II(Y,y)

gruplarinda “ . ” ikili islemi icin
(f)([g1]-{92]) = T(F) ([g:])-11(F) ([g2])
saglanir. Simdi I1(f)’in tanimim kullanarak

[91]-[92] = [91.2]
oldugunu gostermeliyiz. Soyle ki,
[f o (91.92)] = [(f 0 g1).(f 0 g2)]-
Gercekten f o (g1.92) = (f 0 g1).(f o go) dir. Ciinkii
folgrg): 1Y
t > fo(g1.92)

bir egriydi. Burada

g1.92 : I— X
terg(2t) ,0<t<1/2
tey (2t —1) ,1/2<t<1

egridir.
fO (9192) . Il—-) Y

tm (fogq)(2t)  ,0<¢<1/2
t (fogl)(2t—1) ,1/2Lt<1

seklinde tanimlanir ve (f o g1).(f o g2) de aym egridir. Buradan
I(f) : TI(X, z) = TI(Y, )
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bir homomorfizmdir. Son olarak funktor olma sartlarini gosterelim.
1)
O{Iixz)le] = oo

2)

H(go f)la] = [(gof)oc]

(I{g) o TI(f)]e] = TI{g)(TL(f)[c])

(*) ve (**)’ dan II(g o f)[a] = (Ii(g) o II(f))[c] dir. Somug olarak II
bir funktordur [3].

1.5 Dogal Transformasyon

C ve D iki kategori ve F, G : C — D iki funktor olsun. Bir o : F' — G dogal
transformasyonu (natural transformation, functorial morfizm) C’ nin her
bir nesnesine D’ de bir X : FX — GX morfizmi karsilik getirir 6yleki C’
deki her f: X =Y icin agsagidaki diyagram degisimlidir.
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aX
FX —» GX

aY
FY _‘—‘—_“’ GY

Her X € Ob(C) i¢in aX bir izomorfizm ise o’ ya bir dogal denklik

(natural equivalence) denir [14].

1.5.1 Onerme:

C,D, € kategori, F,G,H :C —+Dve K,L:D — £ funktorlar ve o : F = G,
B:G— H,0:K — L dogal transformasyonlar olsun. Bu takdirde

a)
Boa:F— H

X = (Boa)X =(BX)o (aX)

b) KF:C— €, (KF)X = K(FX) ve (KF)f = K(F)

c) 0F:KF — LF , (0F)X = 8(FX)

d) Ko:KF - KG, (Ka)X = K(aX)

e) fa: KF - LG, fa=60GoKa=LaofF

f) Eger o bir dogal denklik ise ™! : G — F, o™X = (aX)™' seklinde

tanimlanir [14].
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1.6 GRUPOID

1.6.1 Tanim:

Bir G grupoidi, sirasiyla nesnelerin kiimesi ( taban ) Ob(G) ve mor-

fizmlerin kiimesi ( grupoid ) Mor(G)’ den, kaynak ve hedef déniisiimleri

nesue donisiimii

(OF)X

LEX———>L6X
{Laj)X

s, t :Mor(G)—Ob(G),

€ :0b(G) —»Mor(G),

invers doniisiimii

ve

T+ e(z) =% =1d,

i: Mor(G) —Mor(G)

fr—f
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Mor(G) *Mor(G)={(g, f)eMor(G)xMor(G)|t(f)=s(g)}

iizerinde tanimh “. ” kismi carpim isleminden olusur 6yle ki bu déniistimler

su aksiyomlan saglar:

i) V(g, f) € Mor(G)*Mor(G) icin s(g.f)=s(f) ve t(g.f)=t(g),

ii) Vf, g, h € Mor(G) 6yle ki, s(h) = t(g) ve s(g) = t(f) icin

h.(g.f) = (h.g).f
iii) Vz € Ob(G) icin s(Z) = s(id,) = = = £(Z) = t(id,)

—— ——

iv) ¥ € Mor(G) icin £.5(f) = f ve £(F).f = f ,
v) Vf € Mor(G) icin iki tarafli f~! ters elemam vardir dyle ki

=(f) , t(f7) = s(f)

—— ——

s(f) , £S5 =1(F)

s(f™)
fuf

i

Ob(G)’ nin elemanlarina, G grupoidinin nesneleri ; Mor(G)’ nin ele-
manlarna G’ nin oklar1 (morfizmleri) ; z €Ob(G)’ ye kars: gelen Mor(G)’
de  =1d; ’ e 2’ in birim veya 6zdesligi denir [7,8,10,18,19,20].

Kisaca, grupoid, morfizmlerinin tersi olan bir kategoridir.

1.6.2 Onerme:

Ob(G) tabanh bir grupoid G olsun. s(f) = z ve t(f) = y olacak
sekilde bir feMor(G) alalim.

1) Eger geMor(G), s(g) =y ve g.f = f ise g = §f = id, dir.
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2) Eger heMor(G), t(h) =z ve f.h = f ise h =% = id,, dir.
3) Eger geMor(G), s(g) =y ve g.f =% ise g = f~! dir.

4) Eger heMor(G), t(h) =z ve f.h =7 ise h = f~! dir[8]

1.6.3 Tanim:

G bir grupoid ve N C G olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa N’ ye G’
nin altgrupoidi denir.

N1) s ve t sirasiyla G’ nin kaynak ve hedef déniisiimleri olmak iizere
s(N) C Ob(N) ve t(N) C Ob(N),

N2) Her z € Ob(N) icin 1, € N,

N3) N, kismi carpim altinda kapahdir [10,19,21,22,23].

1.6.4 Tanim:

N, G grupoidinin altgrupoidi olsun.

1) Eger Ob(N) = Ob(G) ise N’ ye G’ nin genis (wide) altgrupoidi denir.

2) Eger her bir z,y € Ob(N) icin N(z,y) = G(z,y) ise N’ ye G’ nin tam
(full) altgrupoidi denir.

3) Eger N genis ve her bir z,y € Ob(N), A € N(z,z) ve g € G(z,y) icin
gAg~! € N(y, ) ise N’ ye G’ nin normal altgrupoidi denir [8,10,19,21,22,23].

1.6.5 Tanim:

G = (Mor(G), 0b(G), s,t,€,4,m) bir grupoid olsun. Eger her z,y € Ob(G)

icin
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G(z,y) ={f € Mor(G) : f : z > y}

kiimesi bostan farkl ise G grupoidine gecismelidir ( transitive )denir [8,21,23].

1.6.6 Tanim:

Eger her z,y € Ob(G) icin G(z,y) bir tek elemana sahipse G’ ye tamamen

gecismelidir denir. Aksi halde tamamen gecismesizdir denir [8,21,23].

1.6.7 Tanim:

Eger Ob(G), acik U kiimelerinin bir tabanima sahip 6yleki G’ nin U’ ya

kisitlanmas: gecismeli ise G’ ye yerel gecismelidir denir [8,21,23].

1.6.8 Tanim:

G ve H iki grupoid olsun. G’ nin her bir = nesnesini A’ nin bir f(z)
nesnesine ve her bir o € G(z,y) elemanim f(a) € H(f(z), f(y)) elemanina
gotiiren bir f : G — H morfizmine G’ den H’ ya bir grupoid morfizmi denir,
eger
1) Eger I, € G(z,z) ¢ € @ de 6zdes morfizm ise f(I,) = Iy, f(z) € H'da
6zdes morfizmdir,
2)Egera:z —> yve f:y — z G de morfizmler ise f(Ba) = f(B).f(c)
[8,22,25].

Kategoriler icin verdigimiz Ornek.1.1.2 yi siirekli dénfisiimleri, homeo-
morfizmler alarak grupoid 6rnegi olarak da verebiliriz:
1.6.9 Ornek:

Topolojik uzaylar ve bu uzaylar arasindaki homeomorfizmler kategorisi

bir grupoid olusturur. Gercekten,morfizmlerin kiimesi topolojik uzaylar aras
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homeomorfizmler, yani
Mor(G)={f|f : X = Y homeomorfizmler,X,Y topolojik uzaylar}
ve nesnelerin kiimesi,
Ob(G)={X |X bir topolojik uzay}

olmak iizere,

FeMor(G), f :X"™° Y icin , kaynak ve hedef déniisiimleri

s(f) =X ve t(f) =Y,
invers doniisiimii

i:Mor(G)—Mor(G)
fr—

nesne doniigtimii

e(X) =idy : X = X
ve kismi carpim islemi

Mor(G)*Mor(G)={(g, f)eMor(G) xMor(G)| t(f)=s(g)}

ile birlikte? (Mor(G),0b(G),s,t,i,€,m) bir grupoid olusturur.

1.6.10 Ornek:

G birim eleman: e olan bir grup olsun. {e} kiimesi ve grubun ikili islemi
ile birlikte G bir grupoiddir. Grupoidin yap: déniisiimleri baslangic ve bitis
noktasi e olan G'nin g : e — e elemanlaridir. Yani birim elemani e olan bir G

grubu nesneler kiimesi tek elemanli Ob(e) kiimesi olan bir grupoiddir.[7,8,25]
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1.6.11 Ornek:

B bir kiime ve G bir grup olsun. BXGxB kiimesi B iizerinde bir
grupoiddir. Gercekten, kaynak ve hedef doniigiimleri

s,;t:BXxGx B —B s(bl,g, b2) = by

t(bi, g,b2) = by,

nesne doniigtimil

e:B—+BxGxB , ¢€b)=I(bI,D)

kismi carpim ,

(zh,y)-(y,9,3) = (2,hg,3) <=y =y
seklinde tanimlanir ve

(z,9,y)’ nin tersi (y,g7%, )

dir [8].

1.6.12 Ornek :

X herhangi bir kiime ve G C X X X Oyleki X {izerinde bir denklik
bagintisi olsun. Yani, z,z;, x5, z3 € X icin
i) Vz € X icin (z,z) € G,
ii) Eger (z1,72) € G ise (z2,21) € G,
iii) Eger (z1,22) € G ve (z2,23) € G ise (x1,23) € G dir.

G , X iizerinde asagidaki anlamda bir grupoiddir.
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Ob(G) olarak X’ i alahm. Eger (z,y)€ G ise,

{z,y):z Ry, 3,y € X}=G(z,9) = {(z,9)}

olarak tamimlaniz. (z,y) € G i¢in ,

kaynak ve hedef déniisiimleri
s(z,y) =y vei(z,y) =z
ve kismi carpim iglemi
(29)-(y,7) = (,7)

seklinde tanimlanir. G’ nin nesne déniisimi V z € X icin  ¢(z) = (z,7)
ve (z,y)’ nin tersi (y,z) dir. Geriye kalan grupoid aksiyomlarimi saglamak

oldukca kolaydir [10].

1.6.13 Ornek:

Grupoidler ve grupoidler arasindaki morfizmlerin Grpd kategorisini su
sekilde verebiliriz.
Nesnelerin kiimesi Ob(Grpd) = {G : G grupoidler} ve morfizmlerin kiimesi
Mor(Grpd) = {F : F : G — H, F funktorlar} dur. Kismi carpim iglemi
funktorlarin bileske islemi ve 6zdes doniisiim ise 1g : G — G do6niisiimiidiir

[20].

1.7 2-KATEGORI

Bu bélimdeki kavramlar standarttir.

2-Kategori tanim1 Ehresmann’ a [12] aittir. Daha sonra bu kavram,

Kelly ve Street [13] tarafindan geligtirilmistir.
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1.7.1 Tanim:

Bir (A, Ao, 41, S0, to, 00, 51,11, 01) 2-kategorisi, agagidaki sartlar sagla-
yan (A, sg,t0,0p) ve (A, s1,t1,01) kategorilerinden ibarettir ;
i) sp = sp81 = st1 , to = tos; = oty

ii) o, o € A icin sp(a') = to() ise
s1(c 0p @) = s1(@) 0y 81(¥)
t1(a’ 0p ) =t1(c) 0 t1().

iii) 0,0, 8,8 € A icin so(@) = to(e), so(B) = t(B) , 51(8) = (),
51(8) =t (c) ise

(Bor)oo(B'01c') = (e 0pcx)01 (B 00)

dir. Bu kurala ic degigme kurali (interchange law) denir.

0
N
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diyagraminda o € A igin
sif@)=f, ti(a)=g
so(a) =z, t(a) =y

dir [11].

1.8 2-GRUPOID
1.8.1 Tanim:

Bir #H=(Hy, Hy, Hy) 2-grupoidi asagida verilen ozellikleri saglayan
Hy=(H ,s0,%,+0) ve H =(H ,s1,t ,+1) grupoidlerinden olusur,
burada H; de #’ min morfizmlerinin kiimesidir. Hy ve H; grupoid yapilarimin
nesneleri H’ nin elemanlar: olarak diisiiniiliir ve Hy, H;’ in 6zdes morfizm-

leriyle cakisir.

Bunlar arasindaki uyumluluk sartlar: sunlardir:
1) 80 = 8981 = -S‘otl 3 t() = t081 = totl,

2) o, € H ve & +o o tanimh olmak fizere
31(0/ +g a):sl(a') +o s1(c)
tile +o @) =t(a) +o ti()
3) ic degisme kuralt: 8,8 ,0,0/ € H olmak iizere
(B +o B) +1 (@ +0 &)=(8 +1 @) +o (B +1 )

dir [6].
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Yani bir 2-grupoidde, z ler 0-hiicre’ ler ya da nesneler, f : z — y gibi
1-hiicre’ ler ya da oklar ve oklar arasindaki 2-hiicre’ ler ya da deformasyonlar

vardir.

Bu kavramlar ve kurallar1 daha iyi anlamak icin su sekilleri verebiliriz:

0
S

Bu diyagramda = ve 3’ ye nesne, f ve g’ ye ok ve o’ ya da f’ den ¢’
ye bir deformasyon denir. 2-grupoidlerde dikey ve yatay bilegke icin de su

diyagramlarn cizebiliriz:
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F1N 7NN

x—>§y  x @“ y @B z

NN

h
g k
ve son olarak ic degisme kuralim su sekilde resmedebiliriz:

A

Kisaca, 2-grupoid, biitiin morfizmlerinin ve deformasyonlarinin tersi

alinabilen bir 2-kategoridir.

1.8.2 Tamm:

C ve D iki 2-grupoid olsun. Bir F : C — D 2-grupoid morfizmi (2-

funktoru), C’ nin nesnelerini D’ nin nesnelerine, C’ nin ok'arin1 D’ nin oklarma

ve C’ nin deformasyonlarin1 D’ nin deformasyonlarina gotiiren, tanmim ve
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goriintii kiimelerini, 6zdeslikleri ve kompozisyonlar: koruyan bir morfizmdir

[1,13].

Yani 2-grupoidler arasindaki funktora bir 2-grupoid morcfizmi denir.

Bir 2-groupoid morfizmini su gekilde cizebiliriz [24]:

Fo) gy)

J —— K

1.8.3 Ornek:

Her bir basit G grupoidi sadece 6zdes deformasyonlarla bir 2-grupoid
gibi diigiiniilebilir [11].
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1.8.4 Ornek:

X bir topolojik uzay, Y C X bir alt uzay ve S C Y, esas noktalarin bir
kiimesi olsun. S kiimesi iizerinde Y~ nin II; (Y, S) esas grupoidinin nesneleri
S’ nin noktalari ve z’ ten 3’ ye oklar da Y’ de z’ ten 7’ ye egrilerin homo-
topi smflandir. IT, (Y, S) , bir W(X,Y, S) 2-grupoidinin temelini olusturan
grupoiddir.

W(X,Y,S)’ nin deformasyonlar1 I x I karesinden X’ e giden doniigtimle-
rin denklik simiflandir, ki bu doniisiimler S’ deki degerlerle dik kenarlar ve
yatay kenarlar boyunca Y icine dogru sabittirler. Boyle bir deformasyonun
tanim ve deger boélgesi, sirasiyla I X0 ve I x 1’ e sinirlamasiyla verilir. Boylece

I0,(Y,8) de z € S’ den y € S’ ye [a] ve [b] oklar icin bir
[o] = ([a], [6])
deformasyonu (2-hiicre), bir
o] : IxI—X

déniisiimii ile gosterilir. Homotopi uzatma 6zelligini kullanarak bu verilen-
lerin iyi tanimli bir W 2-grupoidini gercekledigi gosterilebilir. Bu 2-grupoide
W(X,Y,S) Whitehead 2-grupoidi denir [9].

1.9 GRUPOIDLERIN CROSSED MODULU
1.9.1 Tanim:

G ve C aym nesne kiimesi {izerinde taniml grupoidler ve C tamamen

gecissiz olsun. G’ nin C iizerindeki bir etkisi agagidaki sartlan saglayan

CxG—C ,(cg)r—c’
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kismen tanimli fonksiyonu ile verilir:
1) ¢ tammhdir gerek ve yeter sart #(c) = s(g) ise ve bu durumda ¢(c?) = t(g)
dir. Burada s ve ¢ sirasiyla G grupoidinin kaynak ve hedef doniisiimleridir.

2) Her ¢;,¢3 € C(z,z) , g € G(z,y) icin
(a+e)f=d+q,
3) Her ¢ € C(z,%) , g € G(z,y) , h € G(y, z) icin
A= () vect=a

dir.

1.9.2 Tanim:

Grupoidlerin crossed modiilii ayn1 nesne kiimesi iizerinde tamimh G
ve C grupoidlerinin bir ciftinden ibarettir 6yleki G, C iizerinde bir etki, C
tamamen gecissiz (totally intransitive) ve nesne kiimesi {izerinde 6zdes olan
0 : C —» G grupoid morfizmi agagidaki aksiyomlar saglar:
1) Her c € C(z, 1), 9 € G(z,y) icin §(c%) = —g + 8(c) + g,

2) Her ¢, ¢; € C(z,z) icin ) = —¢; + ¢+ ¢ dir.
Grupoidlerin crossed modiiliinii C=(C, G, §) ile gbsteriyoruz.

Eger yukaridaki tanimda C ve G grupoidleri yerine gruplan alirsak
gruplarin crossed modiiliinii elde ederiz. Ciinkii her grup ayn1 zamanda bir
grupoid oldugundan, gruplarn crossed modiilii, grupoidlerin crossed modiilii-
niin 6zel bir halidir. Crossed modiillerin yaygin uygulama alanlan vardir

[16,34,35].
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1.9.3 Ornek:

X iizerinde her G grupoidi ve onun i¢ grubu IG = U G(z) ile birlikte
grupoidlerin bir crossed modiilii olusur. 7 : IG — G dahil etme doniisiimii

bir grupoid morfizmidir ve G , IG fiizerinde agagidaki gibi etki yapar.

IGxG—~ IG
(c,a) > c*=—a+c+a

Béylece (IG, G, I) grupoidlerin bir crossed modiiliidiir [16].

Daha cok 6rnek icin [2,16,25] tezlerine bakiniz.
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BOLUM 2

2 TOPOLOJIK GRUPOID VE CROSSED
MODULLER

Topolojik grupoidler, grupoidlerin uygulamasinda 6nemli bir yere sahip-
tir. Topolojik grupoid kavrami , C.Ehresmann [12] tarafindan diferensiyel
topoloji ve geometrinin bir uygulamas: olarak verilmistir. Bu kavram, kap-
samli olarak R. Brown, J.P. Hardy ve G. Danesh-Naruie [30]'nin ortak
calismalan sonucunda 1970-1976 yillarinda cikan makaleler dizisinde tanimlan-
mastir. Sonraki yillarda pek cok matematikci topolojik grupoidler £zerinde
calismalar yapmigtir. Ozellikle 1985’ de K. Mackenzie [8]’ nin diferensiyel
topoloji alaninda topolojik grupoidler iizerine yaptig calismalar 6nemli bir

yer tutar.

2.1 Topolojik Grupoid

Bir G topolojik grupoidi, Mor(G) ve Ob(G) kiimeleri topolojik
uzaylar ve asagidaki yap1 doniisiimleri siirekli olan bir G grupoididir:

i) kaynak déniigiimii ,

s : Mor(z,y) — Ob(G)
fr—s(f)==z

ii) hedef doniisiimii ,

t: Mor(z,y) — Ob(G)
F—=if)=y
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iii) nesne doniigiimii ,
¢ : 0b(G) — Mor(G)
zrre(z) =1,
iv) invers doniistim,

i: Mor(G) = Mor(G)

fri(f)=1"
v) ve kismi carpim islemi z,y, z € Ob(G) ve s(f) = t(g) olmak iizere

m : Mor(z,y) * Mor(y, z) = Mor(z, z)

(f,9) = fg

doniistimleri siireklidirler[10,27,28,29,30,31].

2.1.1 Tanim:

G bir topolojik grupoid, H C G olsun. Eger agagidaki sartlar saglani-
yorsa H’ ya G’ nin topolojik altgrupoidi denir;
1) Ob(H) ve H, sirasiyla Ob(G) ve G’ nin topolojik alt uzaylan ,
2) s(H) C Ob(H) ve t(H) C Ob(H),
3) Her z € Ob(H) icin 1, € H,
4) H kismi carpma islemi altinda kapali ve G’ de tersleri var,

5) s,t,¢,m ve i yap1 doniisiimleri H’ da siirekli [8,10].
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2.1.2 Tanim:

Eger her z,y € Ob(G) i¢in G(z,y) # 0 ise G topolojik grupoidine
gecigmelidir (transitive) ve eger her z,y € Ob(G) icin G(z, y) bir tek elema-
na sahip ise G’ ye tamamen gecismelidir (totaly transitive) denir. Ayrca,
her z,y € Ob(G) icin, G(z,y) = @ ise G’ ye tamamen gecismesizdir denir

[8,10,23].

2.1.3 Tanim:

H , G’ nin topolojik altgrupoidi olsun.
1) Eger Ob(H) = Ob(G) ise H’ ya G’ nin genis (wide) topolojik altgrupoidi
denir. '
2) Eger her bir z,y € Ob(H) icin H(z,y) = G(z,y) ise H’ ya G’ rin tam
(full) topolojik altgrupoidi denir [8].

2.1.4 Tanim:

Eger N, G’ nin topolojik altgrupoidi ve her z,y € Ob(N), A € N(z,z)
ve g € G(z,y) i¢in gAg~! € N(y,y) ise N’ ye G’ nin topolojik normal
altgrupoidi denir [8].

2.1.5 Ornek:

X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde X iizerinde bir topolojik
grupoid tanimlanabilir. Bu grupoidin nesnelerinin ve morfizmlerinin kiimesi

X ve yap1 doniisiimleri s =t = i = 1x birim doniisiimiidiir.

2.1.6 Ornek:

Ornege gecmeden énce kullanacagimiz baz1 kavramlan verelim.
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Bir G grubu ayni zamanda bir topolojik uzay ve asagida tanimlanan

fonksiyonlar siirekli ise G’ ye topolojik grup denir [32].

GxG—=-G , GG
(z,y)>zy , Tzt
Eger G grubu iizerindeki islem toplama iglemi ise,
GxG—-G , GG
(z,y)—rz+y , zH —x
yazilir.
G’ nin bir topolojik grup olmasi icin gerek ve yeter sart

GxG—=G , (z,y)—z—y

fonksiyonunun siirekli olmasidir.

O halde bir G grubu ( aym zamanda topolojik uzay: ) verildiginde
G’ nin topolojik grup oldugunu gostermek icin G x G - G, (z,y) 2z —y

fonksiyonunun siirekli oldugunu géstermek yeterli olacaktr.

G bir topolojik grup ve H, G’ nin bir alt kiimesi olsun. Eger H, G’
deki grup islemine gore topolojik grup ise H’ ya G’ nin topolojik alt grubu
denir [32]. |

Simdi artik 6rnegi verebiliriz:
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G bir topolojik grup olsun, yani (G, 7) bir topolojik uzay Oyleki her
(z,9) € G X Gicin p: (G x G,7x7) = (G,7) , u(z,y) = z+y ve her
z € Gicin v : (G,7) = (G,7) , v(z) = —z fonksiyonlan siireklidir. Bir G
grubunun bir grupoid olusturdugunu gdstermistik. Simdi topolojik grupoid
olusturdugunu gésterelim. Ob(G) = {e} kiimesine G’nin alt uzay topolojisini
verelim. Mor(G) = G fiizerinde topoloji vardir. s,t : Mor(G) = Ob(G) ,
g evee: Ob(G) = Mor(G) , e — e fonksiyonlan sabittirler ve dolayisiyla
siireklidirler. &k : P = Mor(G) * Mor(G) — Mor(G) , Mor(G) = G ,
P C G x @G, fonksiyonu p fonksiyonunun P’ye kisitlanmasidir ve topolojik
grubun tamimindan p siirekli oldugundan k = pl|p siireklidir. Dolayisiyla G
topolojik grubunun olusturdugu G grupoidi topolojiktir.

2.1.7 Ornek:

X bir topolojik uzay olmak iizere daha 6nce verdigimiz grupoid ornegi
olan G C X x X denklik bagmntis1 aym zamanda bir topolojik grupoid-
dir. Bunun icin s, ¢, € ve m kompozisyonunun siirekli oldugunu gostermeliyiz.
Acikca s ve £ kaynak ve hedef doniisiimleri izdisiim fonksi&onlan oldugundan
siireklidir. € : X — G nesne déniisiimiiniin siirekliligini asagidaki gibi

gosterebiliriz.
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(z,z) € X x X icin (z,z) € V X V olacak sekilde bir V x V acik
komgulugunu aldigimizda bunun e’nun ters fonksiyonu altindaki goriintiisii

e 1(V x V) =V acik oldugundan € nesne doniisiimii siireklidir.

Kompozisyon fonksiyonunun siirekliligi asagidaki diyagramda acikca

goriliir. Bu diyagram degisimlidir.

m o
GG —>» @4 G ———> ¢

P2 L1} P,
PP

g ——X

h x

Burada p; ve p; izdiislim fonksiyonlar1 oldugundan siireklidir. O
halde p;ps siireklidir. Bu diyagram degisimli oldugundan pym = p;ps olur.

Dolayisiyla pym siireklidir. Buradan m kompozisyonu siireklidir.
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2.2 Grupoidler icin Topolojik Etki

G ile C, X nesne kiimesi fizerinde iki topolojik grupoid olsun. C

tamamen gecissiz olmak iizere G’ nin C iizerindeki topolojik etkisi,

CxG—=C
(c,g) = ¢

kismen tanimh siirekli fonksiyonu ile verilir ve asagidakileri saglar:
1) ¢# tamimhdir <t(c)=s(g) ve dolaywsiyla t(c9) = t(g) dir. (Burada s ve ¢
G’ nin kaynak ve hedef déniisiimleridir.)

2) Her ¢;,¢3 € C(y,y),9 € G(z,y) icin
(1 te)!=¢cl+d
3) Her c € C(z,z), 9 € G(z,y), h € G(y, 2) i¢in

Ith=(c9) ve c==c

2.3 Grupoidlerin Topolojik Crossed Modiilii

Grupoidlerin topolojik crossed modiilii ayni1 nesne kiimesi iizerinde
taniml G ve C topolojik grupoidlerinin bir ciftinden ibarettir oyleki G, C
iizerinde bir topolojik etki, C' tamamen gecissiz (totally intransitive) ve nesne
kiimesi {izerinde Ozdes olan 0 : C — G grupoid morfizmi siirekli olup
agsagidaki aksiyomlar saglar:

1) Her c € C(z,z), g € G(z,y) icin §(c%) = —g+6(c)+ g
2) Her ¢, ¢; € C(z, ) icin ) = —¢; + ¢+ ¢; dir.
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Eger yukaridaki tanimda C' ve G topolojik grupoidleri yerine topolojik
gruplan alirsak, topolojik gruplarin crossed modiiliinii elde ederiz. Cilinkii
her topolojik grup aym zamanda bir topolojik grupoid oldugundan gruplarn
topolojik crossed modiilii, grupoidlerin topolojik crossed modiiliiniin 6zel bir
halidir.

2.3.1 Ornek:

X iizerindeki her G topolojik grupoidi onun i¢ grubu IG = UG(z) ile birlikte
bir grupoidlerin topolojik crossed modiiliinii olusturur. 7 : IG — G siirekli
dahil etme doniisiimii bir grupoid morfizmidir ve G , IG iizerinde asagidaki

gibi siirekli bir etki yapar.

IGxG—=IG
(o) c*=—-a+c+a

Béylece (IG, G, I) grupoidlerin bir topolojik crossed modiiliidiir.

2.4 Grupoidler Uzerinde Topolojik Crossed Modiillerin
Kategorisi
24.1 Tanim:
(11, Gy, 61). ve (T3, Gs,d) birer topolojik grupoidlerin crossed modiilii olsun.
Bir
<a,¢>: (T1,Gh,81) = (T2, Gz, 62)

topolojik crossed modiil morfizmi o : Ty — T3 ve ¢ : G; — Gy siirekli
morfizmlerinin bir ciftidir 6yleki
i) Her ¢t € T1 icin &2 (c(t)) = ¢(61(2))
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ii) Her g € G4,t € T} icin a(#¥) = a(t)?@

esitlikleri saglanir. Yani asagidaki diyagramlar degisimlidir.

T,—T, TG, — T,
b -
G, — G, TxGy, — T,

Simdi topolojik crossed modiillerin kategorisini olusturalim ve bunu

TCrsM ile gosterelim. Bu kategorinin nesnelerinin kiimesi;
Ob(TCrsM) = {(T, G, 6) : (T, G, §)bir topolojik crossed modiil}
ve morfizmlerinin kiimesi de
Mor(TCrsM) ={< a,¢ > : <a,¢ >: (T1,G1,81) = (Ta, Gq, 65) stirekli}

seklinde tanimlanirsa TC'rsM bir kategori olur.

2.5 Topolojik 2-Grupoid

Bir H = (Hy, H;, H,) topolojik 2-grupoidi agsagida verilen 6zellikleri
saglaya,n Hy = (7‘[ 50 5 Lo, +0) ve H; =(7‘[ , 81,81, —I—l) tOpOleik grupoid—

lerinden olusur, burada Hy de H’ min morfizmlerinin kiimesidir.
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Bunlar arasindaki uyumluluk sartlari sunlardir:
1)30 = 8081 = Sol1 , to = {ps1 = Loty

2)a, o € H ve o + o tanimli olmak iizere
51(01' +o Ot) = 81(04') +o 81 (a)
e +o o) =ti(a) +o ti(a)
3) ic degisme kuralx:

B, o, € olmak iizere
(B +o ﬂl) +1 (@ +o a'):(ﬂ +1 @) +o (ﬂ’ +1 a’)

dir.

Son olarak topolojik 2-grupoidlerin kategorisini olusturalim.

2.6 Topolojik 2-Grupoidlerin Kategorisi

Topolojik 2-grupoidlerin kategorisi nesneleri topolojik 2-grupoidler, morfizm-
leri topolojik 2-grupoidler arasindaki siirekli 2-grupoid morfizmleri (2-funktor)

olan bir kategoridir. Yani nesnelerin kiimesi
Ob(2 — TGrpd) = {#H : H =( Hy,H;, Hy) bir topolojik 2-grupoid }
ve morfizmlerin kiimesi

Mor(2—-TGrpd)={F:F:H =G bir siirekli topolojik 2-grupoid

morfizmi }

dir.
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BOLUM 3

3 TOPOLOJIK 2-GRUPOIDLER VE
CROSSED MODULLERIN DENKLIGI

Yiiksek boyutlu kategori degisik matematikciler tarafindan genisce ele
almmustir [6,9,13,24,26]. Yiiksek boyutlu kategorilerden biri de 2-kategoridir.
Bu kategori bilindigi gibi 2-grupoid kategorisini icerir. 2-grupoid biitiin mor-
fizmlerinin tersi olan bir 2-kategoridir. Bu kategori en az iic kategoriye denk-
tir. Bunlardan 6zel double grupoidleri ve grupoidlerin crossed modiiliinii
verebiliriz[16]. Biz burada Icen [16] tarafindan acik ispat: verilen 2-grupoid
kategorisi ve grupoidlerin crossed modiilii kategorisi arasindaki denkligin

topolojik opsiyonunu verecegiz.

3.1 Teorem:

H=(Hy, H, Hy) bir topolojik 2-grupoid olsun. Bu takdirde #, bir
C=(C, @G, 8) = XM topolojik crossed modiilii tanimlar.
ispat: Bir H topolojik 2-grupoidini gézoniine alalim ve X = Hy, G = H; ve

C(z) = {n € Hy: t1(n) = 1;}

ile C = A’ y1 tamumlayalim.

(1). uyumluluk sartindan gériiliir ki n € C(z) ise
so(n) = st (n) =z
dir. Boylece, alternatif olarak
C(z) = {n € Hy : so(n) =to(n) =z}
dir.
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C, {C(z)}zex ailesi olsun ve n € C(z) i¢in §(n) = s,(n)’yi tanimlayalim.

O halde,
so(n) = spt1(n) ==
oldugundan §(n) € G dir. Yani n € C icin
§:C—>G
n = d(n) = s1(n)
ve
s,t:G—> X

s = 8§y , t = tp seklinde tanimlayalim.

Acikca G, +; kompozisyonuna gére X iizerinde bir topolojik grupoid-
dir. Ayrica her bir z € X icin C(z), +¢ kompozisyonuna gore, = sifir ele-

mamyla birlikte bir topolojik gruptur. Eger m,n € C(z) ise o zaman
n+om=m-+tgon

oldugunu goériiriiz.

n € C(z) ve a € G(z,y) olsun.
n’=-—a+gn-+gpa
y1 tanimlayalim. C")yleyse,

ti(n*) = —ti(a) +o t1(n) +o t1(a)

= —a+on+toa=y
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ve so(n) = sp(a) = z dir. Boylece n* € C(y) dir ve G’nin C iizerinde bir

topolojik etkisini elde ederiz. Bu etki
6(n®) = —s1(a) +o s1(n) +o 51(a)

= —a+gd(n)+ga

olarak korunmustur.

Ayrica , eger m € C(z), u € H ve so(u) = z ise
—u +gm +g u = M

dur.
(1)’den m,n € C(z) ise —m +¢ 1 +¢ m = n™ oldugunu goriiriiz.

Bu, C=(C, G,d)'nmn A\H seklinde gosterdigimiz bir topolojik crossed

modiil oldugunu verir.

Bu topolojik crossed modiiliin, tamamiyle # topolojik 2-grupoidi
icinde ihtiva edildigini ve '’ nin kaynak ve hedef déniislimlerinin farkh s;, ¢;
ler tarafindan iretilirken, topolojik crossed modiiliin kompozisyonlarimn +¢
ile iiretildigini goriiriiz. Eger z # y ise C(z) ve C(y) topolojik gruplar
aynktir.

Simdi amacimiz bir topolojik crossed modiilden bir topolojik 2-grupoid

elde etmektir. Bunu asagidaki teoremle verelim.

3.2 Teorem:

C = (C,G,d) grupoidler iizerinde bir topolojik crossed modiil olsun.
Bu takdirde C, bir K = (Kj,K1,K3) topolojik 2-grupoidi tanimlar.
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Ispat : C =(C,G,4) grupoidler {izerinde bir topolojik crossed modiil olsun.
K = 6(C) topolojik 2-grupoidi i¢in,

GAC={(a,c):a€G,ceC(ta))}

kiimesini diigiinelim. Bu kiime G x C topolojik uzayin:n alt uzayidir. sy ve

to’l
so(a, ¢) = s(a) ve to{a,c) = t(a)

seklinde tanimlayalim. s ve ¢ G’ nin kaynak ve hedef d6niistimleri oldugundan

siireklidir. O halde K = s¢(K) = to(K) olur.

Simdi kabul edelim ki m = (a,c), n = (b,¢) Oyleki

yani, t(a) = s(b) olsun.

K’ nin elemanlan icin +( islemini
m+on = (a,0) +0 (5,¢) = (a+b,& + ¢

seklinde tamimlanz. +, topolojik grupoid islemi oldugundan +¢ stireklidir.

Benzer sekilde kaynak ve hedef doniisiimlerini
s1(a,¢) = a ve t1(a,¢) = a + (c)

seklinde tanimlarz. s, birinci izdiisiim ve ¢, de d siirekli fonksiyonu ve +
islemi oldugundan siireklidir. ;(m) = s;(n) olmak iizere K’ nin yine bir +;

islemini

50



m+1n=(a,¢) +1 (b,¢) = (a,c+¢)

seklinde tammlariz. Bu da + siirekli oldugundan siireklidir. Burada
b=a+d(c) dir.
Ayrica,

s1(m 4o n) = 81(m) +¢ s1(n)

ti(m +o 1) = t1(m) +o t1(n)

oldugunu géstermeliyiz.
m = (a,c), n=(b,c), m+on € GA C olsun. Bu takdirde

sim+on) = s1((a,c) 4o (b,c))
= si(a+b,c +c)
= a+b
= s1(a,c) 4o s1(b, c')

= s1(m) +o s1(n)
ve

tiim+on) = ti((a,¢) 4o (5¢))
= ti(a+b,c +c)
= a+b+d(c’+c)
= a+b+d(c) +d(c)
= a+b—b+8(c) +b+4(c)
= a+d(c)+b+6(c)
= t(a,c) +ot1(b,c)

olur. Bdylece s; ve t; grupoid morfizmleridir. Buradan +g, +; kompozisyon-

larinin, kaynak ve hedef doniigiimleri olarak sq, s1, %o, t1 ve 6zdeslikler kiimesi
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olarak Kj, K; ile birlikte K iizerinde grupoid yapilarn tanimladig kolayca

goriilebilir.

Son olarak i¢ degisim kural agagidaki gibi ispatlanabilir.
(b,d) +1 (b1,d1) icin by = b+ d(d) olmak iizere

((a,c) +1 (a1, ¢1)) +o ((b,d) +1 (b1,d1)) = (a,e+ i) 4o (b,d+di)
= (a+b(c+a)+d+d)

ve

((a, ) 40 (b,d)) +1 ((a1, 1) 40 (b1,d1)) = (a+b,c® +d)+1 (a1 + by, +dy)
= (a+b+d+c +d)

elde edilir. Bu iki ifadenin esit olmas icin gerek ve yetersart ¢ +d =d+c*

olmasidir. (! = &HD = _d + & + d).

Ic degisim kuralnin tam olarak topolojik crossed modiillerin ikinci

kuralina denk oldugunu séyleyebiliriz.
Simdi ana teoremi verelim.

3.3 Teorem:

Yukarida tanimlanan

A:2—TGrpd — TCrsM
0:TCrsM — 2 —TGrpd

funktorlan ters denktirler.
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Ispat. Bir # topolojik 2-grupoidini gozoniine alalim. K = 6AH topolo-
jik 2-grupoidi dogal olarak (naturally)

(a,¢) 2> 1g+oc
doniisimi ile H’ ya izomorfiktir. Burada a € G, ¢ € (AH)’ dur.
Yukaridaki bire-bir ve 6rten doniisiim K = #A#H lizerinde yap: tanumlar.

Bu bizi #(C) iizerinde topolojik 2-grupoid tanimlamaya gotiiriir. Hatirlayacak

olursak
s1(a,¢) =a , t1(a,c) = a+ é(c)
seklinde tanimlanmgt: . A donilisiimii +, ve +;’i korur;

0A((a,c) +o (b,d)) OA(a+b,c® + d)

= OA(a+b,~1p+c+1;+d)
= lgwp—Ly+oc+ols+od
= lg+oc+ols+od

= OA(a,¢) +0 OA(b, d)

Diger taraftan , eger C bir topolojik crossed modil , # = 6(C) ve
D = M\(C) ise C, m = (a, ¢) elemanindan olusur ve bdylece
D={meC:s(m)=1},
m = (1;, ¢) elemanlarindan olusur, burada ¢ € C(z)'dir. Kolayca goriiliir ki

C—D
c (1;,¢) , c € C(z)

seklinde tanimlanan déniisiim dogal bir
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C = \C

izomorfizmi verir. Af morfizmi yapilan korur. Gercekten

M(c+od) = (lz,c+d)
= (13 + 12, Clw + d)
= (1:0: c) + (1$: d)

= 20(c) +o A0(d)
ve
M+i1d) = (lg,c+d)
= M(c) +1 M(d)
dir.

O halde topolojik 2-grupoidler kategorisi ile topolojik grupoidlerin

crossed modiil kategorisi denktir.
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