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Bu tez besg boliimden olugmaktadir.
Birinci béliimde, Burgers denkleminin tarihgesi sunulmaktadir.

Ikinci boliimde, konuyla ilgili temel tanim ve teoremler, denklem sistemlerinin

¢Oziimleri, zamani ayrigtirma yontemi ve en kiiciik kareler yontemi verilmektedir.

Uciincii boliimde, Burgers denklemi ile 151 denklemi arasindaki iligki gz

Oniine alinarak denklemin analitik ¢6ziimi verilmektedir.

Dérdiincii b6liim tezin orjinal kismidir. Bu béliimde, bir boyutlu non-lineer
kismi diferansiyel denklem olan Burgers denklemi, zamani ayrigtirma yontemi kulla-
milarak p—tane non-lineer adi diferansiyel denkleme déniigtiiriilmiigtiir. Bu denklem-

lerden her biri bir varyasyonel yéntem olan en kii¢iik kareler yontemiyle ¢6ziilmiigtiir.

Beginci boliim dordiincii béliimiin niimerik sonuclarina ayrilmigtir. € > 0.01
icin degisik zaman adimlarinda elde edilen niimerik ¢6ziimler ile analitik ¢6ziimler
tablolar ve grafikler verilerek karsilagtirildi. Bunlarin miikemmel uyum iginde olduk-

lar1 gorildii. € < 0.01 icin kiigiik zaman adimlarinda analitik ¢6ziim ¢aligmamasina
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ragmen £ = 0.00001 igin kiigiik zaman adimlarinda elde edilen niimerik ¢bziimlerde

problemin matematiksel yapisinin bozulmadig: gosterilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Burgers Denklemi, Zamani Ayrigtirma Yontemi, En
Kiiciik Kareler Yontemi, Non-lineer Denklem Sistemlerinin Coziimiinde Newton
Yontemi.
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This thesis consists of five chapters.
In chapter 1, the history of the Burgers’ equation was presented.

Chapter 2 was devoted to the presentation of the solutions of the systems of
equations and the method of discretization in time and the least squares method

and general concepts and theorems concerning with the subject .

In Chapter 3, by considering the relation between Burgers’ equation and heat

equation the exact solution of the Burgers’ equation was given.

Chapter 4 is the original part of this thesis. In this chapter, Burgers’ equation
which is one dimensional nonlinear partial differential equation was converted to p
nonlinear ordinary differential equations by using the method of discretization in
time. Each of them was solved by the least squares method which is a variational

method.

Chapter 5 is devoted to the numerical results of Chapter 4. For ¢ > 0.01 at

different time steps, the obtained numerical solutions were compared with the exact
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solutions by giving tables and graphs. It was seen that both of them were in excellent
agreement. While the exact solution of the equation could not been computed for
£ < 0.01 at small time steps, it was shown that the mathematical structure of the
problem for the obtained numerical solutions for € = 0.00001 at small time steps

did not decay .

KEYWORDS: Burgers’ Equation, The Method of Discretization in Time, The
Least Squares Method, The Newton Method for Solving Nonlinear Systems of Equ-

ations.
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1. GIRIS
Burgers denklemi olarak bilinen

.6_U+U?.g— _3_2_[/:
5 oz “or?

bir boyutlu non-lineer parabolik kismi diferansiyel denklem ilk olarak 1915’ de Ba-
teman’ 1n makalesinde goriilmiigtiir [1]. Denklemin bilim diinyasinda popiiler olmasi
1939-1965 yillar: arasinda denkleme ismini veren J. M. Burgers’ in turbulans teorisi
iizerine yaptig1 galigmalar sayesinde olmugtur [2-11]. Burgers turbulansin degigik yon-
lerini inceleyerek, bir boyutlu turbulans ve gok dalgalar: icin denklemi model olarak
kullanmay: 6nermigtir [4]. Daha sonraki yillarda denklem bir ¢ok alanda model prob-
lem olarak kullamlmigtir. Lagerstrom vd. [12] denklemin kiigiik bir parametreyle ” & ”
carpiumig yiiksek mertebeden tiirevleri igermesinden dolay: denklemin Navier- Sto-
kes denklemlerine benzedigini vurgulamgtir. Cole [13] denklemin gok dalga teorisi
ve turbulans teorisi ile iligkisini vermigtir. Denklemin sonlu genlikli enine hidromag-
netik dalgalarla olan iligkisi Goldberg [14], izotropik katilardaki elastik dalgalarla
iligkisi Pospelov [15], termoviskos sivilarda sonlu genlikli dalgalarla iligkisi Blacks-
tock [16], Keck ve Bayer [17], Mendousse [18], Soluyan ve Khokhlov [19] ve sayilar

teorisi ile olan iligkisi ise Van der Pol [20] tarafindan verilmistir.

Bir ¢ok aragtirmac: problemin ¢ozlimii igin degigik yollar 6nermigtir. Denk-
lemin analitik ¢ozlimleri ile ilgili oldukca kapsamli bir ¢alisma Benton ve Platzman
[21] tarafindan yapilmigtir. Burgers denkleminin en ilging ¢oziimlerinden biri Fay [22]
tarafindan verilmigtir. Bu ¢6ziim Fubini-Ghiron [23]’ un ¢aligmas: ile akustik litera-
tlirde Fubini ¢6zlimii olarak bilinmektedir. Fay’ 1n bu ¢6ziimii daha sonra probleme
bir baglangig sart1 eklenerek Cole [13] tarafindan tekrar ele alinarak geligtirilmis-
tir. Bu baslangic sartiyla birlikte g6z 6niine alinan denklemin tam ¢6ziimii Benton

tarafindan verilmigtir [24-25]. Blackstock [26] Burgers denkleminin Fay tarafindan



verilen ¢dzlimii ile bir boyutlu pistonun siniizoidal hareketiyle meydana gelen ses
alan1 arasindaki iligkiyi ortaya koymustur. Yaklagik olarak ayni zamanda fakat bir-

birlerinden bagimsiz olarak Hopf [27] ve Burgers [6] denklemin ¢6ziimil igin
U=t"23(z), z = (4et) Y%z

benzerlik doniigiimiinti kullanmiglardir. Bu benzerlik doniisiimii altinda Burgers
denkleminin Ricatti denklemine déniigtiigii Rodin [28] tarafindan gosterilmigtir. Bu
d6niigiimiin yanisira bir ¢ok caligmada Hopf-Cole doniigiimii olarak bilinen

0z
U= —287

do6niigiimii ile problemin ¢6ziimi aranmigtir. Bu doniigiim, Burgers denklemi ile 1s1
denklemi arasindaki yakin iligkiyi gostermektedir. Hopf-Cole doniigiimii ilk olarak
Lagerstrom vd. [12] ait bir teknik raporda goériilmiis ve daha sonra Cole [13] tara-
findan yayinlanmigtir. Ayrica, Hopf-Cole doniisiimiiniin hidrodinamik uygulamalar:

Ames [29], Chu [30], Shvets ve Meleshko [31] tarafindan tartigilmigtir.

Bir ¢ok fiziksel olayin matematiksel modeli olarak kargimiza ¢ikan Burgers
denklemi matematiksel agidan da ilging Gzellikler tagimaktadir. Burgers denklemi
e’ un ¢ok kiiciik olmasi durumunda parabolik yapisini yitirerek hiperbolik bir yap1
kazanir. Bu sebebten dolay: bir ¢ok aragtirmac, 6zellikle £’ nun kiiciik degerleri igin
denklemin matematiksel yapisini koruyacak ¢oziimler iiretmeye galigmig ve gesitli
niimerik teknikler énermistir. Ornegin Miller {32] predictor-corrector metodunu, Va-
roglu vd. [33] agirlikli rezidii metodunu, Caldwell vd. [34], Arminjon vd [35], T. Ozis
vd. [36] sonlu elaman ySntemini, Evans vd. [37] group explicit metodu , Mittal vd.
[38] Galerkin metodunu , S. Kutluay vd. [39], A. Bahadir [40] sonlu fark ydntemle-
rini, T. Ozis vd. [41] direkt varyasyonel metodu, G. W. Wei vd. [42] conjugate filter
yaklagimini kullanarak cegitli € degerleri i¢in problemin niimerik ¢6ziimlerini elde

ettiler.

Bu caligmada bir non-lineer kismi diferansiyel denklem olan Burgers denklemi

zamani ayrigtirma metodu ile ardigik olarak ¢6ziilmesi gereken p—tane non-lineer adi



diferansiyel denkleme déniigtiiriildii ve bu gekilde olugturulan her bir denklemin ¢6-
ziimii i¢in bir varyasyonel yéntem olan en kiiciik kareler yéntemi uygulandi. Sonugta
her bir denklemin ¢dziimiinde ortaya ¢ikan non-lineer cebirsel denklem sistemi icin
Newton yéntemi uygulanarak niimerik ¢oziim elde edildi. Viskositenin degisik de-
gerleri ile elde edilen niimerik ¢ziimler problemin analitik ¢6ziimii ile kargilagtirild:

ve viskosite, €, i¢in bir alt sinir belirlenmeye galisildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde galigmalarimiza temel tegkil eden bazi tamim ve teoremler ile .
birlikte denklem sistemlerinin ¢6ziimleri, model probleme ardisik olarak uygulaya-

cagimiz zamam ayrigtirma yontemi ve en kiiclik kareler ydntemi verilmektedir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1: Elemanlar fonksiyonlar olan bir M ciimlesini gbz 6niine alahm. Her

u1(z), ug(z) € M ve ay, ag keyfi reel sabitler olmak izere
alul(a:) + a2u2($) EM

ise M ’ye lineer ciimle denir [43].

Tanim 2.1.2: G, diizlemde herhangi bir G bélgesinin kapamsi olmak iizere; L, G
bélgesinde tanimh biitiin siirekli fonksiyonlarin lineer ciimlesi olsun. u(z), v(z) € L

fonksiyonlarimin i¢ ¢arpima
/ u(z)v(z) d (2.1)
G

integrali ile tanimlanir ve (u,v) ile gosterilir [43].

Teorem 2.1.1: u(z), v(z), u1(z), ua(z), L' nin keyfi fonksiyonlar: ve a;, ay keyfi reel

sabitler olsun. (2.1) i¢ ¢arpimi
(w,v) = (v,u),

(a1uy + agus, v) = a1(u1,v) + as(uz,v),
(u,u) >0,

(u,u) =0 u(z) =0



ozelliklerine sahiptir [43].

Tamm 2.1.3: L lineer ciimlesindeki herhangi bir u(z) fonksiyonunun normu

Jull = Viww = \/ ([ ve)as) (22)

geklinde tanimlanir [43].

Teorem 2.1.2: u(z) ve v(z) L’ nin keyfi fonksiyonlari, a keyfi reel sabit olsun. (2.2)
normu

lu]l =0,
lull =0 & u(z) =0,
laull = laf- ull,
(o) | <Nl vl
lutoll <flulf+ v,
Hull=lvll<llu—-v]

ozelliklerine sahiptir [43].

Tanim 2.1.4: L lineer ciimlesindeki u(z) ve v(z) fonksiyonlar: arasindaki uzaklk
d(u,v) = |u —v| (2.3)

olarak verilir [43].

Teorem 2.1.3: u(z), v(z) ve 2(z) L’nin keyfi fonksiyonlar: olsun. (2.3) bagintisi
d(u,v) >0,

d(u,v) =0 & u(z) =v(z),

d(u,v) = d(v,u),



d(u,v) < d(u, 2) + d(z,v)

ozelliklerine sahiptir [43].

Tamim 2.1.5: (2.2) normu ve (2.3) metrigi ile birlikte lineer L ciimlesine pre-Hilbert

uzay: denir ve S ile gosterilir [43].

Tanim 2.1.6: N C S olsun. Eger N = S ise N ciimlesine S uzayinda yogun ciimle

denir [43].

Tanim 2.1.7: S uzayinda en az bir sayilabilir yogun ciimle varsa S uzayina ayrila-

bilir denir [43].

Tanim 2.1.8: S uzaymda her {u,} Cauchy dizisi u € S elemanina yaknsiyorsa S

uzayma temdir denir [43].

Tanim 2.1.9: S pre-Hilbert uzay: tam ise S uzayma Hilbert uzay: denir ve H ile

gosterilir [43].

Tanim 2.1.10: Herhangi iki M; ve M, ciimlesi verilsin. Her u € M; elemanini bir
v € M elemanina déniigtiiren ve

v = Au

gseklinde tanimli A kuralina M; den M, ye bir operatér denir [43].

Tamim 2.1.11: Bir A operatoriiniin tanim bolgesi D4 olsun. ug, ug, ..., uy Dg

bolgesindeki keyfi elemanlar ve a1, as, ..., ay keyfi reel sabitler olmak iizere
A(aruy + agug + ... + ayuy) = a1 Au; + aAus + ... + ayAuy

oluyor ise A operatdriine lineerdir denir [43].



Tanim 2.1.12: Bir A operatoriiniin tanim bélgesi Dy olsun. Her u € D4 igin
|Au]| < K [jull

olacak gekilde K > 0 sayis1 varsa A operatériine sinsrladir denir [43].

Tanim 2.1.13: D4, H Hilbert uzayinda yogun bir lineer ciimle ve A operatorii

lineer olsun. Her u, v € Dy igin
(Au,v) = (u, Av)

oluyorsa A operatoriine D4 bolgesinde simetriktir denir [43)].

Tanim 2.1.14: A operatérii D4 tanim boélgesinde simetrik olsun. Her u € Dy igin
D4 bolgesinde
(Au,u) 20

ve

(Av,u) =0=u=0

oluyorsa A operatériine D4 bolgesinde pozitiftir denir [43].

Tanim 2.1.15: A operatorii D4 tanim bolgesinde pozitif olsun. Her u € D4 .igin
(Au,u) > C? | u®

olacak gekilde C' > 0 sayis1 varsa, A operatdriine D4 bolgesinde pozitif tanimlidur

denir [43].

2.2 Denklem Sistemlerinin Coziimii

Denklem sistemlerinin ¢oziimii niimerik hesaplamalarda en ¢ok karsilagilan
problemlerden biridir. Genel olarak denklem sistemleri, gtz Oniine alinan problemin

varyasyonel yontemlerle, sonlu fark yontemleriyle yada sonlu eleman yontemleriyle



¢oziimleri gibi cesitli alanlarda ortaya cikarlar. Denklem sistemlerinin ¢tziimlerini
lineer denklem sistemlerinin gézﬁmieri ve lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢6-
ziimleri olmak {izere iki gruba ayirmak miimkiindiir. Bunlardan en ¢ok kullanilan

belli baghklar agagida verilmistir.

2.2.1 Lineer Denklem Sistemlerinin Céziimleri

Bir lineer denklem sistemi a;; (1 < 4,5 < n), b; (1 < ¢ < n)’ ler reel sabitler

ve z; (1 < i < n)’ ler bilinmeyenler olmak iizere;

1121 + A12T2 + ...... + G1pZn = by

A21T1 + A2 Zo + ...... + GonZyp = by

An1Z1 + ApaZo + oo + AppnZn = by, .

veya matris formunda A = [ay], ., X = [Ti],1, b = [bi],; olmak iizere;
Ax=Db (2.4)

seklinde gosterilir. (2.4) denklem sisteminde b vektriiniin sifir olmas: halinde denk-
lem sistemi homojen denklem sistemi adini alir ve bdyle bir sistemin her zaman
agtkar yani sifir ¢ézimd vardir. Eger bundan bagka bir ¢6zlimii varsa o ¢6zlime agi-
kar olmayan ¢ozim denir. Eger b vektorii sifirdan farkh ise o zaman (2.4) denklem
sistemine homojen olmayan denklem sistemi denir ve homojen olmayan denklem sis-
temlerinin ¢oziimleri icin kullanilan yontemler direkt yontemler ve iteratif yontemler
olarak ikiye ayrilir [44]. En sik kullanilan direkt ve iteratif yontemler de agagidaki
gibi gruplandirilabilir.

Direkt Yontemler
Cramer yontem:

Yok etme ydntemler:

o Gauss eleme yontemi

o (Gauss-Jordan Yontemi



LU aynigtirma yontemler:

e Doolittle yontemi
e Crout yontemi

o Cholesky yOntemi

Iteratif Yontemler
Jacobi yontemi
Gauss-Seidel yontems

S.0.R (Successive Over Relazation) yontems

Bu yontemlerin herbiri hizmet ettikleri amaclara gore kendi iglerinde avan-
tajlara ve dezavantajlara sahiptir. Yontem se¢imi yapilirken y6ntemin ¢oziim sira-
sinda gerektirdigi iglem sayisi, yontemin kolay programlanabilir olmasi, miimkiin
oldugunca az yuvarlama hatalarina yol agmasi géz 6niine alinmasi gereken énemli

noktalardir [45].

2.2.2 Lineer Olmayan Denklem Sistemlerinin Coziimleri

Lineer olmayan bir denklem sistemi f; (1 < ¢ < n); z1, %9, ..., T, reel degis-

kenlerine bagli ve reel degerler alan fonksiyonlar olmak iizere

fi(z1, g, oy Tn) =
f2(x17 T2y .0y $n) =

.............................

veya kapali formda x=(z1,Z3,..,7,)' € R*, 0=(0,0,..,00' € B* ve
F(x) = (f1(x), f2(X) , ..., fa(x) )" olmak iizere;

F(x) =0 (2.5)

olarak gosterilir. Burada F : R® — R™ bir doniisiimdiir.



Fizik ve miihendislikteki bir ¢ok olayin matematiksel modellemesi yapildi-
ginda lineer olmayan (non-lineer) ‘denklem sistemleri karsimiza cikar. Non-lineer
denklem sistemlerinin ¢6ziimleri lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimlerine gére daha
zordur. Ancak giiniimiizde, geligtirilmig iteratif yontemler sayesinde bu tiir sistem-
lerin ¢6ziimii kolaylagmgtir [46]. Bu iteratif yontemler arasinda en sik kullanilanlar

agagida verilecektir.

Non-Lineer Denklem Sistemlerinin Cdziimleri icin Iteratif Yéntemler
Basit iterasyon yontem:
Seidel yontems

Newton ydntems

Bu calismada agirlikli olarak Newton yontemi kullanildigindan burada New-

ton yonteminden kisaca bahsetmekte fayda vardir.

2.2.2.1 Non-Lineer Denklem Sistemlerinin Coziimi Igin Newton Yéntemi

(2.5) non-lineer denklem sistemi verilsin. (2.5) sisteminin Jacobian matrisi

olarak adlandirilan matris

- on oh o T
o 5. o
J(x) = dz1 ozy T Oy,
...... % % a_fn_
L Oz Or, 7 oz, i

geklinde tanimlanir. (2.5) non-lineer denklem sisteminin Newton yontemi ile ¢oziimii

J(x®-D)(x® — x*E-1) = _F*D) | k=1,2,..

x§°), xgo), ceey x%o))t, basglangig vektoriidiir. Newton yontemi

ile verilir. Burada x(® = (
¢oziime kuadratik olarak yakinsadigindan iyi bir baglangic vektoriiniin secimiyle

¢oziime ulagmak icin oldukea etkilidir [47].
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2.3 En Kiigiik Kareler Yontemi

Diizlemin bir ) bélgesinde,
Au=f (2.6)

operatér denklemini g6z Oniline alalun. Burada A ayrilabilir bir A Hilbert uzayinda
yogun bir D4 lineer ciimlesi {izerinde tamimli bir operator ve f € H dir. ¢ €
Dy, (k=1,2,....) Dy nm bir baz1 olsun. Bu durumda (2.6) denkleminin uy € Dy4

yaklagik ¢Oziimii

N
uy = Z cidi
i=1
seklinde yazilabilir. Burada ¢; bilinmeyen sabitlerdir. En kiiciik kareler metodunda
amag
N
1Bally = lAun = fllg = | > Alads) = f|| =min (2.7)
i=1 H

olacak bigimde ¢; sabitlerini belirlemektir. (2.7) ’'nin saglanmas: igin gerekli gart

¢k, (k=1,2,...,N) bilinmeyenleri i¢in

OR
0=3%;“RN“H=8%; (Bwv, Rn)y = (RN’ 357]5) 1

u || Bylly

denklemlerinin saglanmasidir. ||Ry||;; # 0 oldugundan, son yazilan ifade

ORNY) _
(RN ' "Ocg )H =0
denklem sistemine denktir (k = 1,2,...,N). Yani (2.6) denkleminin uy yaklagik

¢Oziimiinii en kiiclik kareler metodu ile bulmak igin

(AuN _f, gi—k(AuN)>H ~0 (2.8)

denklem sistemi ¢tziilmelidir [48].

11



Eger A operatorii lineer ise,

N

> (Adi, Ade) e = (f, Adr)y

i=1

denklem sistemi olugur. Bu durumda olugan denklem sisteminin katsayilar matrisi,
Gij = (Adi, Ad;)y, her A operatérii icin simetrik olur. G matrisinin tersinin olmasi
icin gerek ve yeter sart {A¢;} ciimlesinin lineer bagimsiz olmasidir. A operatdrii
lineer ve {¢;} ciimlesi lineer bagimsiz ise {A¢;} lineer bagimsizdir. Gergekten bu
durumu ispatlamak icin {A¢;} ciimlesinin lineer bagimh oldugunu kabul edelim. Bu

taktirde hepsi birden sifir olmayan o; sabitleri igin

N

i=1

yazabiliriz. A operatérii lineer oldugundan, son yazilan ifade

A (i ai¢i> =0
i=1

N
olarak yazilabilir. Bu ifadeden de Zai@- = 0 yazabiliriz. {¢;} ciimlesi lineer
bagimsiz oldugundan her i = 1,2, ..., ?\7 1i(;in a; = 0 dir.Bu bir geligkidir. Bu celigkiye
{A¢;} ciimlesinin lineer bagiml oldugunu kabul ettigimizden diigtiik. Sonug olarak
{A¢;} ciimlesi lineer bagimsizdir. Yontemin yakinsakligy ile ilgili olarak agagidaki

teoremi verebiliriz [48].

Teorem 2.3.1: A ayrlabilir bir H Hilbert uzayinda yogun bir Dy4 lineer cilimlesi
lizerinde pozitif tanimh bir operatér ve f € H olsun. Eger {A¢;} climlesi H ’ nin

bir baz ise

|Aun — f || = min

N

sart1 ile tek olarak belirlenmis ¢; katsayilan ile birlikte uy = z ¢;¢; elemanlarinin
i=1

dizisi H’ da Au = f operator denkleminin genellegtirilmis u gijzziimﬁne yakinsar. Bu

H’ da

A = §

12



gseklinde gosterilir [48].

Ornek 2.3.1:

sir deger problemini en kiigiik kareler yontemi ile ¢ézelim.

Burada,

operatoriiniin tamm bolgesi, [0, 1] araliginda kendisi ve ikinci mertebeye kadar tii-

revleri siirekli, (2.10) simir gatlarim saglayan fonksiyonlarin D4 lineer ciimlesi ve

f=1dir.

Problemin yaklagik ¢6ziimiiniin,
up = vV22% + ¢;(1 — 2%) + (1 — 2°) (2.11)

formunda oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Auy — f = 1222 + (2v2 - 12v/22%)c; + (2v2 ~ 20v22%)c; + (62° — 2)cf

+(152% — 6z)c2 + (202® — 6z — 2)cico — 1

ve
a% (Aug) = (2v2 — 12v22%) + (1222 — 4)c; + (202° — 62 — 2)c,
1
% (Aug) = (2V2 — 20v32) + (302 — 125)cs + (200° — 62 — 2)cx
2

olarak elde edilir. Bunlar (2.8) sisteminde yerlerine yazildiginda,
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94v2 = 232 96\/— 2

216\/-
"'——5‘—“ + ?’ c + 6662 48\/-0102 7 5 Ci + 216162
174 21
+—7—clc§ + 703 =0
684 432+/2 81v2 174 ,
—29\/— 2+ 6601 + _7—‘62 24\/5 2 _ \/_6162 — -T\/‘—Cz 7 + 7 6162

63
+—2—clc§ + 146% =0

non-lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Newton yontemi ile ¢dziiliirse, (2.11)

yaklagik ¢Oziimii
= /2% + 0.87778(1 — z2) 4 0.12201(1 — z%)
olarak elde edilir. (2.9)-(2.10) probleminin tam ¢dziimii u(z) = vz2 + 1 dir [48].

Tablo 2.1: Ornek 2.3.1’ de verilen problemin iki-terim E.K.K.M. ile elde edilen niime-
rik ¢oziimiiniin analitik ¢6ziim ve Reedy [48] nin bir-terim E.K.K.M. ile elde ettigi
niimerik ¢6ziim ile kargilagtirilmasi.

Niimerik Coziimler Analitik Coziim
T Bir-terim[48] Tki-terim
0.0 1.0885 0.9998 1.0000
0.1 1.0918 1.0050 1.0050
0.2 1.1015 1.0203 1.0198
0.3 1.1178 1.0448 1.0440
0.4 1.1406 1.0778 1.0770
0.5 1.1699 1.1186 1.1180
0.6 1.2085 1.1666 1.1661
0.7 1.2481 1.2208 1.2207
0.8 1.2969 1.2806 1.2806
0.9 1.3523 1.3454 1.3450
1.0 1.4142 1.4142 1.4142

Verilen problemin yaklagik ¢oziimiinii kurarken Reedy [48]’ nin ¢bziimiine
sadece bir terim ilave etmek bile analitik ¢Gziime daha yakin sonuglar elde etmeye

yetti. Bu da baz elemanlar sayisinin ¢6ziim {izerindeki etkisini gosterir. Problemin

¢oziimii icin ¢©® = (¥

[c® = c®D| = max

, SNt baglangig vektorii ¢@ = (0,0)* olarak alindi. Yontem
k) — cgk—l){ < 0.00001 oldugunda durduruldu.

7
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2.4 Zamani Ayrigtirma Yontemi

2 x (0,T) bolgesinde
ou

5 +Au=f (2.12)

verilmis kismi diferansiyel denklem, £’ da

u(z,0) = up(z) (2.13)
basglangic sart1 ve I' x (0,7")" de
Biu =g (2.14)
C’iu = h,,;

sinir gsartlar ile tanimlanan sinir-deger problemini g6z Oniine alalim. Burada B;
ve C;; A operatoril ile iligkili sinir operatorleri ve T toplam zamandir. Zamani
ayngtirma metodunda [0, T'] aralig uzunlugu At olan I; = [¢;-1,¢;] olmak fizere p

alt araliga boliiniir. Burada ¢y = 0 dir. j = 1,2, ...,p i¢in ¢ = ¢; noktalarinda (2.12)

denklemindeki g—? tiirevi yerine
Z5 — Z5-1
At
ifadesinin yazilmasi ile
1 1
AZJ' + °—A—t-Zj = -&zj_l + f (215)

denklemi elde edilir [49]. Bu denklem
20 = Up (216)

alinarak, j = 1, 2,..., p i¢in ardigik olarak ¢oziiliir. Bu y6ntem ile (2.12)-(2.14) denk-
lemleri ile gbz Oniine alinan parabolik baglangig sinir-deger probleminin ¢oziimii,
(2.15) denklemleri ve (2.14) sinir gartlanna karsilik gelen sinir sartlan ile birlikte p

tane adi diferansiyel denklemin ¢éziimiine indirgenmig olur.

Ornek 2.4.1: Q= (0,7) x (0,1) bélgesinde

ou  B%u

15



u(z,0) =0 (2.18)
u(0,t) = u(m,t) =0 (2.19)
problemini g6z Oniine alalim.

5?
Burada A operatérii A = —— dir. (2.17)-(2.19) baslangic- sinir deger problemi,

oz?

. ou . (Z'—Z~_.1) . . . . . .
(2.17) denkleminde 5 Yerine —ﬁL—— ifadesinin yazilmast ile j = 1,2, ..., p i¢in
d2 24 1

i + A= EZj_l'i"Sinx

(2.20)
%(0) = 2j(m) = 0

sinir deger problemlerine doniigiir. Burada (2.16)’ den z; = 0 dir .
j = 1igin (2.20) denkleminden
d%z 1 1 :
S0E L= Latsing, 8(0)=a) =0

olarak elde edilen sinir deger probleminin ¢6ziimii

1 )
z1(z) = (1— 1+At> sinz

olup, z(z)’ yi elde etmek igin j = 2 alinarak (2.20) probieminde z;(z)’ in yerine

yazilmas ile,

d?zy 1 (2 + At

— 2 T A= 1+At> sinz , 2(0) = z(7) =0

problemi elde edilir. Bu problemin ¢6ziimii de

z(z) = (1 - (—1—-_*-_1555> sinz

olarak bulunur. Bu gekilde devam ederek, (2.20) probleminin ¢bziimii j = 1,2, ...,p

icin

16



1 .
zj(a:) = (1 - m) sinzx
olarak genellestirilebilir. (2.17)-(2.19) probleminin tam ¢ziimii

u(z,t) = (1 —exp(—t))sinz

dir [49).

Tablo 2.2: Ornek 2.4.1’ de verilen problemin z =n/2’ de farkli At degerleri icin elde
edilen niimerik ¢6ziimler ile analitik ¢oziimiin kargilagtirnlmasi.

Niimerik Cozlimler Analitik Coziim
t  At=02 At =0.02 At = 0.002
0.2 0.1667 0.1797 0.1811 0.1813
0.4 0.3056 0.3270 0.3294 0.3297
0.6 0.4213 0.4479 0.4509 0.4512
0.8 0.5177 0.5471 0.5503 0.5507
1.0 0.5981 0.6285 0.6318 0.6321
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3. BURGERS DENKLEMININ ANALITIK ¢OZUMU

Burgers denklemi bir non-lineer kismi diferansiyel denklem oldugu icin denk-
lemin analitik ¢oziimiiniin bilinen yéntemlerle direkt olarak bulunmas: oldukea giic-
tiir. Ancak, Burgers deklemi bir d6niigiim yardimi ile lineer hale getirilip ¢éziilebilen
cok az sayidaki non-lineer denklemden biridir. Bu bdéliimde, Burgers denkleminin
Hopf-Cole déniisiimii ile iligkisi verilerek, denklem bu déniigiim altinda lineer hale

getirildikten sonra analitik ¢Oziimii elde edilecektir.

3.1 Burgers Denklemi ve Hopf-Cole Doniigiimii

oU ou o2U
—a—t + U—(—'?_;; = EW (31)

Burgers deklemini géz 6niine alalim. 1950 yilinda Hopf [27] ve 1951 yilinda Cole [13]

tarafindan bagimsiz olarak tanimlanan

U= —25%“’ (3.2)

doniigiimii literatiirde Hopf-Cole doniigiimii olarak bilinir. Burada 6 (z, t),

08 620 .
E = 63; ) (33)

151 denkleminin bir ¢dziimiidiir. (3.1) Burgers denklemi ile (3.3) ist denklemi ara-
sindaki bu iligki 1951 yilinda Cole [13] tarafindan agagidaki teoremlerin ispatiyla

gosterilmistir.

Teorem 3.1.1: 6 (z,t), (3.3) 151 denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda (3.2)

Hopf-Cole déniigiimiindeki U (z,t), (3.1) Burgers denkleminin ¢6zlimiidiir.

18



Ispat: f= f (z,t) kendisi ve her mertebeden kismi tiirevleri siirekli bir fonksiyon

ve

U ($7 t) = fz (ZII, t) (34)

olsun. (3.4) denklemi, (3.1) Burgers denkleminde yerine yazilirsa

fmt + fa:fmz = 6fmmz

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin z’ e gére integrali alinirsa

[ fudo+ [ fofuut = [ frusds

fe+ % (fm)2 = €frx (35)

bulunur. §(z,t), (3.3) st denkleminin bir ¢oziimii olmak fizere,
f(z,t) = F (0 (z,1))
olsun. Bu durumda (3.5) denklemi
F'(6)6; + & (F'(6)6,)* = eF"(0)62 + £F'(6)61q
olur. Elde edilen bu son denklemin sol tarafinda (3.3) is1 denklemi kullanilirsa

P (6)6es + 5 (F(0)0.)° = eF" ()82 + cF(0)0.

bulunur. Gerekli diizenlemenin yapilmasi ile

(F'(8))" = 2¢F"(6)

elde edilir. Burada

P(6) = F'(6)

denilirse,
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(P(6)) = 2P'(6)

yada daha acik gosterim ile

dP 1 2
=% (P(9))

degiskenlerine ayrilabilir adi diferansiyel denklem bulunur. Bu diferansiyel denklemin
¢Ozlimii

P=-2%(@+c)"

olup, P(#) = F'(#) oldugu gz éniine alinirsa, F(6)
F() = —2¢In(6+c) + k

olarak elde edilir. Burada c ve k sabittir. f(z,t) = F(8) oldugundan (3.4) denklemi

kullanilirsa

0s
= —287

olarak bulunur (burada ¢ = 0 alinmgtir). BSylece, teoremin ispat1 tamamlanmig

olur.

Simdi 6(z, 0) baglangi¢ degerini bulmak igin (3.2) doniigiimiinde z = & degis-

ken degisimi yaparak 0’ dan z’ e kadar integral alinirsa
- [(vtende =22 mae, o
0
_ 0(z, )
=—2¢ln (—Z——H 0.7 )

bulunur. Elde edilen bu son denklem basit bir diizenlemeyle

0(avt) = 60,1 oo (- (290 [ e, (35)
0
olarak elde edilir. Simdi kabul edelim ki U(z,%)’ nin baglangic degeri

U(I‘, 0) = Uo(w)
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olsun. Bu durumda 6(z,t)’ nin baglangig sart

0(2,0) = (a) = oexp — (227" [ a6 (37)

olarak elde edilir. Burada ¢y = 6(0,0) dir. Ancak (3.2)’ den dolay: ¢y degeri (3.1)

denklemi igin elde edilen ¢6ziim iizerinde etkili degildir.

Teorem 3.1.2: (3.1) Burgers denkleminin (3.2) Hopf-Cole doniigiimii ile verilen

cOzimii tektir.

Ispat: (3.1) Burgers denkleminin herhangi bir U(z,t) ¢oziimii, (3.6) ile belli olan

ve (3.3) denklemini saglayan bir #(z,t) fonksiyonu tanimlar.

Kabul edelim ki (3.1) Burgers denkleminin U(z,t) ve V(z,t) gibi iki ¢6ziimii
olsun. Baglangig sartindan dolay1 U(z,0) = V(z,0) dir. §(z,t)’ nin baslangig degeri
(3.7) ile bir ¢, sabitine bagh olarak verilir. §(z, 0) sadece U(z, 0) = V(z,0)’ a bagh
oldugundan #(z, 0) her iki durumda da éyn1d1r. Aym gekilde sinir degerleri igin her
iki ¢oziim ayni oldugundan 1s1 denkleminin 6(z,t) ¢6ziimi her iki durum igin aym
olur. Fakat hem U(z, t) hem de V' (z, t), (3.2) Hopf-Cole déniigiimiinden elde edilirler.
Boylece

U(z,t) = V(z,t)

dir.

Sonug olarak (3.1) Burgers denklemi yerine (3.3) 1s1 denklemi ¢oziilerek, (3.2)
Hopf-Cole doniigiimii ile (3.1) Burgers denkleminin ¢oziimii elde edilebilir. Burada
(3.1) Burgers denklemi i¢in verilen baglangic ve sinir gartlarimin (3.2) Hopf-Cole dé-
niigiimii yardimuyla (3.3) 1s1 denkleminin baglangi¢ ve siur gartlarinin elde edilecegi

agiktir.
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3.2 Burgers Denkleminin Analitik Céziimii

(3.1) Burgers denklemini
U(z,0) = Up(z) = sin (rz) (3.8)

baglangic gart1 ve
U(0,t) =U(1,t) =0 (3.9)

siur gartlar ile birlikte goz Oniine alalim.

Bu problemin tanim bélgesi, D = {(z,t) : 0 <z <1, 0 < ¢ < T} dir. Denk-
lemin analitik ¢6ziimii (3.3) 151 denklemine karsilik gelen (3.2) Hopf-Cole déniigiimii
ile elde edilir.f0(z, t)’ nin baglangi¢ sartim elde etmek igin (3.8) baglangig sart1 (3.7)
denkleminde yerine yazilirsa, 6(z,t)’ nin baglangig sart1

0(z,0) = Oo(z) = coexp (— (2em) ™ (1 — cos 7))

olarak elde edilir. (3.2) Hopf-Cole doniigiimii ve (3.9) simir sartlarinin kullanilmas:

ile §(x,t)’ nin sir sartlan
0:(0,%) = 6,(1,t) =0
olarak bulunur. Béylece (3.1), (3.8), (3.9) problemi yerini
0; = €0,q

0(z,0) = cyexp (— (2em) ™" (1 — cosz))
6,(0,8) = 0,(1,) = 0

problemine birakir.

(3.3) Ist denkleminin ¢oziimii;

0(z,t) = X ()T (¢)
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olsun.

ob

A
— = X'"@T)
90 ,

egitlikleri (3.3) 1s1 denkleminde yerine yazilirsa,
X(z)T'(t) = eX"(z)T(¢)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
XII 1 TI

—--:——:—-A2

X eT

bulunur. Burada, A sabittir. Elde edilen bu son denklemden
X"+ XX =0
T +MeT =0
seklinde iki adi diferansiyel denklem bulunur. Bu denklemlerin ¢éziimleri sirasiyla
X = Aj cos(Az) + By sin(Azx)
T = cexp(—)\2et)
dir. Boylece 6(z, t),
8(z,t) = (A; cos(Az) + By sin(Az)) (cexp(—A’et))

olarak bulunur. Burada A = cA; , B = cB; dersek ve sir gatlarini uygulamak igin

bu ifadenin z’ e gore tiirevini alirsak,

gg(;p, t) = exp (—)\2Et) (—A/\ sin(/\x) + BA COS(XL'))
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elde ederiz. Bu ifadeye sol sinir gart: uygulanirsa,
06 9
5(0’ t) = Bhexp (—A%t) =0
bulunur. Bu ise B = 0 olmasin1 gerektirir. Boylece
0(z,t) = exp ((—A%t)) (Acos(Az))

olur. Bu durumda 0,(z, t),

06

%(93, t) = exp (—A%t) (—AAsin(Az))

olup, sag sinir gartinin kullanilmasi ile

89 ; 2 .

5:;(1, t) = —Adexp (—A%t) sin(A) = 0
elde edilir. Bu ise

sin(A) =0
A=nm, (n=12,...)
olmasin1 gerektirir. Boylece, 0(z, t)
8(x,t) = Anexp (—enn®t) cos(nrz) (3.10)

olarak elde edilir. (3.10) denklemi sinir sartlarim saglar. Verilen baglangic sartini da

saglamasi gerektiginden

6(z,t) = Ay + i Ap exp (—en®n?t) cos(nnz) (3.11)

n=1

olmahdir. Burada Ay, A; Fourier katsayilar olup,

Ap = /01 Oo(z)dz = cO/O exp (— (2me) ™ (1 — cos (wz))) dz
A, = 2c /01 exp (— (2me) ™" (1 — cos (7z))) cos (nwz) da

24



geklinde hesaplamir. Béylece, (3.11) denkleminin (3.2) Hopf-Cole déniisiimiinde ye-

rine yazilmas: ile problemin analitik ¢oziimii

ZnAn exp (—en?n?t) sin(nwz)
U(z,t) = 2me "=k
ZA’” exp (—en?n?t) cos(nrz)

n=0

olarak elde edilir.
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4. BURGERS DENKLEMININ NUMERIK ¢OzZUMU

Matematiksel fizik, elastikiyet teorisi ve hidrodinamik problemleri genel ola-
rak kismi diferansiyel denklemler veya gok nadiren de olsa adi diferansiyel denklem-
ler olarak karsimiza cikarlar. Bu problemlerin ¢6ziimii i¢in pratik acidan niimerik
degerlendirme her ne kadar bir yaklagik ¢6ziim verse de, gerekli dzelliklerin deger-
lendirilmesi igin oldukga Gnemlidir. Belki de bu amag i¢in en iyi araclardan biri

varyasyonel yontemlerin kullanilmasidir.

Bu béliimde zaman: ayrigtirma yntemi ile non-lineer kismi diferansiyel denk-
lem olan Burgers denklemi ardigik olarak ¢dziilmesi gereken p tane non-lineer adi
diferansiyel denkleme doniistiiriilecek ve her bir denklemin ¢6ziimii en kiiciik kareler

yontemi ile elde edilecektir.

U+ UU, = €Uy,

Burgers deklemini

U(z,0) = sin (7z)

baglangig sart1 ve
U(,t)=U(1,t) =0
sinur gartlar ile birlikte g6z oniine alalim.

Bu baglangig sinir deger problemine Boliim 2.4’ de ayrintilan ile anlatilan

zaman ayngtirma yontemi uygulandiginda

e + ;) + 2T = (4.1)
z(0) =0, #(1)=0 (4.2)
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sinir deger problemi elde edilir. Burada j = 1,2, ...,p olup, 7 = 1 i¢in 2(z),
2o(z) = sin(nz) (4.3)

dir. Her j i¢in (4.1) bir non-lineer adi diferansiyel denklem ifade eder. Burada (4.1)-
(4.3) swnir deger problemlerinin ¢oziimleri en kiiciik kareler yontemi kullanilarak

olugturulacaktir.

En kii¢iik kareler yonteminde amag,

Au=f

gibi bir operat6r denklemi verildiginde, bu denklemin yaklagik ¢6zliimi

N
Uy =Y cnn

n=1

olmak iizere £ = 1,2, ..., IV i¢in

((AUN - %(AUN — f)) -0

sistemini olugturmaktir.

Eger (4.1) deklemi

—ez; + 22 + —1—zj = -1—f
At At
olarak diigiiniiliirse, Az;’ nin
Az; = —ez] + 2;2; + N (4.4)
ve f’ nin
[ =2z

oldugu agiktir. (4.1) denkleminin yaklagik ¢6ziimii



olsun. Burada ¢, (z) baz fonksiyonlaridir. (4.4) denklemi ile verilen operatoriin tanim
bélgesi, [0, 1] araliginda kendisi ve ikinci mertebeye kadar tiirevleri siirekli, (4.2) si-
nir sartlarini saglayan fonksiyonlarin D4 lineer climlesidir. Baz fonksiyonlarinin géz
Oniine alinan problemin sinir gartlarini saglamas: ve Dy’ da tam olmas: gerekti-
ginden, baz fonksiyonlar1 ¢,(z) = sin(nnz) seklinde segilebilir. Bu durumda (4.1)

denkleminin yaklagik ¢oziimii

N .
zjv = Z ¢ sin(nwz) (4.5)

n=1

olup, () ve ()" tiirevleri de sirasiyla

N
(M) = 71'2 ncl, cosnmz (4.6)
n=1
ZN " 2 ol 2 4 . .
() =-r Zn ¢ sinnrz (4.7)
n=1

olarak elde edilir. Burada j = 1,...,p dir. (4.5)-(4.7) denklemleri (4.1) de yerine

yazilir ve z;_; = f denilirse (4.1) denklemi
N ‘ N N L )
swzz n’cl sin n7rm+7rz ¢ sinnmz »  mdl, cos mm:—{—z-iz chsinnrz——f =0
n=1 n=1 m=1 n=1
sekline doniigmiis olur. Simdi £ = 1,2, ..., N i¢in

((Azjv—i >;5%(Azjv—-zl—z )) =0 (4.8)

en kiigitk kareler sistemi olusturulmalidir. Burada
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1
AzY — ~/ = srrzz n’d sinnwzr + 7('2 d sinnmz Z mcl, cos mnx
n=1 m=1 (49)

+Enz=1 ¢l sinnrz — —A—if

ve

N
I (Y8 R P W L SRS I i j
) (Az AL f) (671‘ k* -+ A t) sin krz 4 msin /C?T:BZ mcl, cosmnz

m=1
N

+mk cos kﬂ'a:Zcz; sin nwx
n=1

(4.10)
dir . (4.9) ve (4.10); (4.8) de yerlerine yazildiginda,

(67‘1‘22 n?c sinnwx + wZch’ ), sinnwz cosmnrz + ——Z c sinnrz — —f,

n=1lm=1

<s7r2k'2 + Z%) sin krz + mwsin kvrzvz ic] cos imz + k cos km;Zc{ sin z'm:) =0

i=1 1=l

elde edilir. Burada £ = 1,2, ..., N dir. Bu son denklem i¢ carpimin 6zelliklerinden

yararlanilarak daha agik gekilde,

2 N
(527r4k2 + %) (Z n’cl sinnrz, sin l-cmv)

n=l

N N
73 ( E n’cl sinnrz, sinkrz E ic! cos z'm:)

n=1 i=1

N N
+kend ( 5 n?cl sinnrz, coskrz E ¢! sin imc)

n=1 i=1

N N
+ (k‘ em + — ) (Zch’c’ sin nwx cosmnz, 31nk7m)

n=1lm=1
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N N N
+7? E E me),cl, sinnwz cosmnz, sin krz E ic] cos iz

n=1lm=1 i=1

N N N
+kn? _S_ E mdl.cl, sinnrz cosmnz, cos krz E cl sininz

n=1lm=1 =1

N
2 .
+ (%fz + (Alt)z) (Zcﬁbsinmrx, sinlmrx)
n=1

N N
+A7 (Z ¢l sinnnz, sin Icm:z ic) cos z’mc)

n=1 i=1

kr (- . N
+KZ (Zczlsm nwL, Cos kﬂchZ sin zm:)

n=1 i=1

. (swzkz 1

ot (At)2) (f, sinkrz)

N
T . i
~5 (f, sin kwz E ic] cos mz)

1=1

N
—Z—Z (f, cos km:Zcf sinz'm;) =0 (4.11)

=1

olarak yazilabilir. Burada, £ = 1,2, ..., N i¢in

2.7 .
¢} sin c =k
an ) sinnnz, sinknz =l nc, 5 M
2 0 , n#k

n=1

n%icicl n=k+i
N N N 2: 4 7 .
, , 1 —n?icic! =i—k
(Z n*c sin nrz, sin km;Z ic] cos im:) = - Z oo a n=t '
n=1 i=1 4 nyg=1 nficc n=k—1
0 , diger durumlarda
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N N
(Z n*d sinnrz, cos k”ITIBZC,Z

N N
E 2 mc,iZ cZ,, sinnwz cosmne ,sinknz

n=1lm=1

(

n=1 =1

N N
g E mcl.cl, sin nwx cos mrz

n=1lm=1

N N
E E mc’nc’m sin nwz cos mrwe , cos knx

n=1lm=1

31

nzcglci ) n=~k+1i
N 2.5 .
1 -n“dc =k —
sin inz =—Z T; i n ‘ ¢
4Ln,z:l ”CZH ) n=1—k
0 , diger durumlarda
N o
- C'J C‘7 3 -— = k’
,smkm):jiz mch . mon
n,m=1 m‘%c’m ) n—m=k%k
0 , diger durumlarda
[ midd,d , n+m=k+i
—midid,el . n+m=i-k
of 1 < | —midd,d , m-n=k+i
Zicz?cosivrz = Z X o K ‘
=1 8 n,m,i=1 mw%c’mcl o n—m==k+i
—midid,d |, n-m=i-k
mwfz mcz ) n—m=k-—1
| 0 , diger durumlarda
mciccd , n+m=k+i
_mOZldmCZ 3 n+m==~k—1i
mejcl,c , n+m=i-k
3 1 & | —mddd |, m-n=k+i
Zcz sininz — Z ﬁ nom-
i=1 8n,m,'i=1 m‘%c’mc: ) n—m=~k+41
mdzdmcz ) n—-m=i—k
0 , diger durumlarda



N .
Zd;Sinnﬂx,Sinkﬂm =}_ ¢, , n=k
2 0 £k

n=1 y N

(Z ¢ sinnwz, sin lmrxz ic] cos z’m;) =1 Z 'z e n=t .
n=1 =1 n,i=1 ZO’ZLC'Z y n=£k—1
0 , diger durumlarda
de n=k+i
N N N A )
(Z ¢, sinnwz, cos lmm:ZcZ sinim:) = %IZ V. A i st
n=1 i=1 nyi=1 che n=i—k
0 , diger durumlarda

geklindedir. (4.11) denklemindeki son ii¢ terim ise f’ nin durumuna goére incelenme-
lidir. f j=1,...,pigin

f=2zi

dir. j = 1icin f, (4.3) ile verilirken; j > 1 igin f,

N

f= Z cd-lsinnrz (4.12)

n=1

seklinde olacaktir. Dolaysiyla j = 1 igin

NN

(f, sinkrz) = {l k=1 (4.13)
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—id | i—k=1

N
YRoid . k-i=1

=1 0 , digerdurumlarda

N

N
(f , Sin km;z ic] cos iwx) =

i=1

N 1 N —Cg ) k—i=1
(f,coskmecfsiniwx) :ZZ CZ , i—k=1
=1 =1 0 , digerdurumlarda
ve 7 > 1igin
1] d71, n=k
,sinkrz) =-4
(f, sinkmz) 5 { 0 nth
id~ld n=k+i
W, 1| —icdid n=i-k
, sinkrz ) icl cosinz | = = & . -
(f ; ) 4;1 ida n=Fk—i
0 , diger durumlarda
-t n=~k+1
N N , : .
; 1 —ci=t n=Fk—i
, coskmz ) clsinirz | = = A
(1 ommaSdinins) 3320 0 A
‘ 0 , diger durumlarda

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

olur. j > 1 igin tanimli (4.12) denklemi, j =1iginde & =1, =0, ..., ¢} = 0 ah-

narak tanimlanirsa (4.16)-(4.18) denklemlerinin (4.13)-(4.15) deklemlerini kapsadig

goriiliir.
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Eger N = 10 almip, (4.11) denklem sistemi agik olarak yazilirsa;

L( 42, 2 1)a 6cich+ 18cc) + 36 Aicd + 60l + 90
2( +At+(At) ( + + 36 cjc + 60 cicl + 90 &l

+126 ¢ & + 168 ] + 216 &4 o + 270 dcly) + % (2 (D) - 6(cl)2c} — 22
—36 cicjdd — 54ccic] ~ T6cicle) — 1026]chd] — 132 )] — 166 clchcy + 10¢ (c])?
+9(c})?c — 17(d})*c} +30cjcl ), — 50ciccl + 46kl — T0ckcicd + 66ciclcl — 94ci i
+90djcle] — 122¢)cid] + 118dclc] — 154djclc], + 150)chd) + 186cicdcly + 206 (ch)?
+22(c})*c} ~34(c})*+62c4ch h~90d]chch +84chch )~ 116fcl  +110ccl il — 146l
+140ckcich +174 hefcly + 34 &) ()? +41 ()} — 57 (&)’ + 106 Sl — 142 el
+134 cjcfc) +166 chfclo +52 ¢ (c])+66 (c])2c) +162 ey + 74 ()2 + 100 & (ch)?

+130 ()2 + 164¢)(ch)? + 202 (chp)?) ~ e (2072 — A1) + 301 — 20l

4At
ey -3d 7 +5d e ~4c] 46 ~5 T +7f el ~6 el 48

T 967~ 8 +10dd 97 el) 3 (T + ) o =

1/ 4o 287(‘22
2<7raZ+ AL (At)

. . Py . 2 . . . . . . .
+210clc) + 288 Jcl + 378 A + 480 clcl) + % (10(c))?d] — 11 ()2 + 18 d el

c§+ (3((:’)2 +18c]d] + 48c)c] + 90cid + 144c)c]

—34clchch +30c] e — 50} chcd +46 clcje] — 0 el +66 clclcd —94c] i + 90 bl
12264 + 118 cff] — 154 clclely + 160 clcheh + 186 clchc]y +8 (ch)® — 24 ()]

—66ci}ch—88cic)ch —114chel h — 144c) el +26ch (ch)P+19(ch) 2 —43(cl) 2+ 54
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—110cjcic) + 14 G — 138 c§c~§c{0.+ 98 ccic + 126 cicich + 158 dicld) + 194 clcle,
+40c}(c})° + 36 (c})?ch — 68 (c])*cly + 94 cielch + 120 il + 150 i + 184 e,
+58 cf(c})? +59 ()} + 146 clchcd + 178 il + 80ch(ch) +88(ch)2cly + 106 ()2
+136¢4(ch)? + 170c)()? + 2086 (cho)?) — i (~el7'e] + 3f'e] + 4] — ']
+5¢) b ~2d 7 el +6d 7 e —3el M + 77 — 4 M +8d M — 5 +9d

i1 4 i1 g i1 4 i1 4 1 ™ 822 -1 _
6™+ 10657l - 761~ lo) -1 (T + ) =0

2 .
% (71’48234 + 282 t?’ T ) G+ (18&4 + 366+ 90dd + 162dc] + 252

+360 cicf + 486 cfe] + 630 chefo) + - (~2(c)® + 20 (c])?c) ~ 18 ()] + 9()?
+30c]c}c} ~50 ¢ cf +44 cfche] —68 ] +62 cclch —90 el cfcd+-84c] Al — 116 d cd ]
+110 clcd} — 146 clchcly + 140 ] ) + 174 el + 26 ()2 — 33 ()’ + 38 ]
—~86ccicd +54c]clel ~1106)cl )+ T4c)chch—138¢) il +98c)chc) +126 il +158chclc]
+194cicfelo+18(e])° ~54(ch) )~ 134c)clclo+500 () P+33(ch) 2] + 86+ 110 b
+138¢}cjd} + 170ckdc + 206cjcicly + 68} (cL)? + 54 (d)?ch + 134 clclc] + 164 ]

+198 cfcclo+90 i (ch)* +81 () +194 el + 1166 () >+ 146 () +180 & ()2

T

T 4At (=
+17 '~ 247 g + 8 — 37 + 947 — 4 + 10dl5Md — 5.1

i1 i i1 4 1 232 1 _
867 =1 )5 (T4 )

+218¢} (clg)?) 247 +4c ' — A +5d7 i +6d7d — i
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. (7#5244 e ) g+ (360’0’ +60]c] + 24(ch)? + 144dch + 252c)cd
2 At (At)2 4 3 5 6 3~7

. . . . . . 2 . . . . . . . . .
+384 cjc} + 540 i) + 720 chclo) + = (~11(c)?c} + 34 ()] — 27(d))*d] + 30 chd]
+46cicjch — 70c] h o + 62| o — 90| +82] & — 114 ] cid) + 106
~142 c{cjcly + 134 chch + 166 il +40 () c, — 44 ()] + 19 & (dh)* + 54 e
~110 &cje} + 72 chelch — 136 dicicly + 94 ikl + 120 iclicy + 150 i) + 184 &,
+50 ()2, — 67 (c)2cly + 66 & & & + 86 dcld + 110 i + 138 il + 170 ddc)
+206 ¢ cjcly + 32 (¢))® + 82 i(c)? + 51 ()2 + 126 iddc] + 154 L dcf + 186
+222¢}cjclo+104 ¢(c)*+76(c}) e +182 cfc h+216 ]y +130 & () *+107 ()]

+160c](ch)?+194¢)(c])2+232¢], (c)o)?) - 3¢ + 57 — 287 d + 6cl i

e
~4 ' 4+7e 7 d+8d G~ ' d+9d -2 " +10c; ' —3d " h—4c] ']

Ly . SIS 1 _
_5(% 1%""66% 16{0)"‘5 (WAt + (At) > c7 =

L (wterst 4 Zen’e” + d+=Z- (6007(:7 + 90c]c] + 90cic] + 210chc] + 360cic]
2 At T (AL)? ‘ e

2

+540c}c) + 750ckc]y) + 5 (—18(c])2c] + 52(c))?cL — 38(c))?c — 17¢)(ch)? + 46cchc,
+66cichch — 94 clchd + 22¢](d)? + 84 cl e} — 116 ] chcf + 106 &]c)d] — 142 i),

+132 clc} + 162 ]y + 58 (c))*ch — 57 ()*c] + 54 Al + TA ikl — 138l
+94 chcief + 118 chccl + 146 il + 178 chchcl + 68 (ch)°ch + 33 4(d))* + 86 il
+108 ciclch + 134 dichicl +164 & & ¢+ 198 ciclcly +82 (ch) el + 102 cz;c{,;cz;+ 126 cicid
+154 ¢} el + 186 cic)c] + 222 chcly + 50 (ch)® + 122 A (c))? + T3 ()3, + 174 dddd
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+206cf h ] + 242y + 148 & ()2 + 102 ()? & + 238 ] &y + 178.] (c])?

+2126 ()2 +250¢] (clo)?) ~a (~4¢f 7' +6 7' — 3" + 7', — 2473

4At
+8d g~ d T d+9d T f+10cs d—d T d—2d -3 -4 Y —5c7 )

1 [/ 7m%eh? 1 i1
2 ( At +(At)2> % =0

l 4 204 2e7262 1 . end . . . -
5 (71'56 + = +(At)2 s+ 1 (90d] d +126¢] cf + 144 ch + 288 )

+81(c})? + 486 cic] + 720c)cly )+ 5 ( —27(cl)2c] + T4(c}) 2l ~ 51(c))2d, — 50dc)c)

+66c]chch + 90d dc — 122 cicfd] + 62 cic)c) + 1106l dic] — 146 i, + 134 cicic]
+162clcfcly — 8(ch)® + 80 (ch)? & — 72(ch)? el + T4 & + 98 ¢} & + 36 & (ch)?

+120d} ¢ ¢ +146 el + 176 Jelicly + 90 (c)? d +-86 diched + 110 i d + 134 dcle]
+162 dhcich +194 el +104 (c)2ch + 51 & () + 126} A d + 152 diclc] + 182 cicdc
+216 ¢ cy ey +122(c)? b + 146 b+ 174+ 206 L & + 242cd & &,
+170c} ()*+99(ch) e +230c] cfcf+2660] chcly +200d, (cf)2+132(ch) 2l +234cL (cf)?
+72()+272d (do)?) — = (-5 + 77 — 4 g + 8] ~ 3N

A
+9d71d -2 c;-l +10d5 d — '~ d —2d M~ 3 ) — 4ci )

1 71'2562
3 \ A At)2

1 2em?7? 1 . gqd . o o o
5 (71’45274-{- AT (At)z) o’,+T(126c{c§+168c{c§+210c§c§+378¢§c{,

2

+252c5¢ +630c§c{0)+38— (—38(cl)?cL + 100(c])2c] — 66(c])?d, — 70ci chic] + 90ci i
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+118¢] &} c}~154c] & I, — 34c’(c7)2+84c7 5 d+140¢] & c)+41 & ()2 +166 dcicl,
—33(c)? 4+106 (c))* S +98 & A +126 & ] ch+94 ¢ ] ] cl+150 & &, & +178d

+116 (c})° F+110 ¢y +138 cc] cf +54 c (c) *+164 il ) +194 il +130 ()2
+126 cichch +154 ¢chch +182 chehd] +214 el + 148(d)2 B+ 73 ()2 + 174 d
+204c & cf +238c] o + 170 (ch)? cf + 198 ch o + 230 cf o + 266 ]
+98 ()’ + 2266} (ch)* +129(dd)* ] + 294} ] g + 260 ()2 + 298¢ (c)?)

4At( 67 d+ 87 d —5d G +9d7 ]~ 4 rd + 10451 - 34

i1 el ae1 4 i1 4 i1 4 1 /7272 1 1
~247 GG~ 207G -3 do) ~ 5 ( 5y raps ) =0

% (w45284 2‘” Alt)2> cg+— (168l ¢ +216 ] & + 288 & ¢l + 360
2

U

+192(c})® + 480 ] cly) + 3 (—51(c})? c4 + 130 (c])? ¢, — 83 (c])?cy — 94ci i

+118c]G+150 ¢l & & —90 &) & f+110 ) & +174 ¢ & g +106 & & ~44 ()2 &
+136 (c})°ch—43 (ch)* +126 Al +158 ) f c§+120 ¢ &) ch+184 &) ] cly+59 & (ch)?
+146(c})? 4 +138 A +170 icic)+134 il +198 g +160 ()2 A+ 154 Ak
+186 ke +76 c4(c])*+216 chcfclo+178 ()2 h+174 & & G +206 ] h+238 i,
+200(c})’c] + 99¢}(c)? + 230kl + 264ck cd + 226 ()2 + 258ckclc) +294did
+128(c})® +290 ] (c})? + 163 ()% &y + 328 ¢ (cd,) ) ——(-7dd+ 947 d

4At
—667 d+10cl5'd ~ 547 g~ 4c] - 3 d - 2] - G - 4N

i1 5y 1 [n2e8? 1 -
~2d ' dp) -3 (”Agt +(At)2)°'§ 1=
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2em2 . o o .
%(w"‘szg“-i— Eztg % ) c{,+ (216c’a+270c{c10+378a2c;+ 486 ¢} c}

2

+540¢] ) + 3 (—66(c])* & + 164 (cl)? & — 122d)c) b + 150 ¢l ) | +186d] d d,

—116¢]4ch+140¢] & &—57 ] (c])?+134 ] & d+66 & (ch)?~57 ()2 & +170 ()2l
—110che}c} +158 &) & & +194¢} &} ¢y + 1500} & & +146), ¢ — 18 ()3 + 180 ()%,

+170c}cjcf+206 cJcjcly+164 chel cf+81 ¢ () +194 (cf)? f +186 i ] +222 dd d,
+182¢}cf ) +212(ch)* ] +206c] cf ] +242 clelcd +102 ch ()2 +234 ()2l +230 ddd
+266 cjclo+260 ()2 +129 & ()2 +294 el +290 (c]) 2] +326 debcly+162(c))?

+362¢} (co)?) — = (—8¢f7'd] + 10 — 7™ — 6 ¢ — 5cl7 ] — 4cid

At

j—1 -1 ~1 i1 1 7T2892 -1 _
—3cf M2 i —d T~ ) — (At (At)2)cg

! 421044-2”2102+ =) (27()c’c§+480¢:270’+6300’c’7+720c’c7
5 TE At (At)z. 10

. 2 . . . ’ . . . . . .
+375(c} ) + - (—83(c])? df + 202 (c])? &y — 184l & + 186 ¢] o} — 146 )

+174 clche} — 142 €] cjc +166 ) + 162 cichc] — 72 () 2] + 208 ()2, ~ 138 il
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elde edilir. Burada j = 1,...,p dir. Goriildiigii gibi sonugta her bir ;7 i¢in bir non-
lineer denklem sistemi ortaya ¢ikmigtir. Bu denklem sistemleri herhangi bir niimerik

yontem uygulanarak ¢oziilebilir.

Bu caligmada, elde edilen her bir denklem sistemi non-lineer denklem sistem-
lerinin ¢6ziimleri i¢in oldukca etkili bir yontem olan Newton Yoéntemi kullanilarak
¢Ozilildl. €’ nun degisik degerleri icin elde edilen niimerik ¢6ziimlerin, analitik ¢o-

ziimlerle olan uyumu tablolar ve grafikler {izerinde Boéliim 5’ de verildi.
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5. SONUC VE TARTISMA

Genel olarak adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerine ulagmak kismi dife-
ransiyel denklemlerin ¢6ziimlerine ulagmaktan daha kolaydir. Bu sebepten dolay:
gbz oniine aldigimiz (3.1), (3.8) ve (3.9) baglangig siir deger problemi zamani ayris-
tirma yontemi ile ardigik olarak ¢oziilmesi gereken (4.1) - (4.3) ile tanimh p — tane
stnir deger problemine déniigtiiriildii. Ozellikle j (j = 1,2, ..., p) artarken elde edilen
bu problemlerin ¢bziimlerine ulagsmak kolay degildir. Ustelik elde edilmeye caligi-
lan ¢Gziimlerin bir pograma aktarilabilmeleri i¢in belli bir kural bulmak da oldukca
zordur. Biitiin bu zorluklardan dolay1 her j icin elde edilen simir deger problem-
leri en kiiciik kareler yontemi ile ¢oziildii. Bu yontemin her bir denkleme uygulan-
masinda da karsimiza bir non-lineer denklem sistemi ¢ikti. Elde edilen non-lineer
denklem sistemleri 2.2.2.1’ de verilen Newton yOntemi kullanilarak ¢6ziildi. Ne-
wton yonteminin secilmesindeki sebep yéntemin bu tip problemlerin ¢éziimlerine
hizli yakinsamasi ve elde ettigimiz non-lineer denklem sistemi igin yontemin algo-
ritmasindaki Jakobian matrisinin simetrik olarak bulunmasidir. Burada belirtilmesi
gereken bir diger 6nemli nokta da Jacobian matrisin simetrik olmasinin nedeni non-
lineer denklem sisteminin en kiiciik kareler yontemi ile olugturulmasidir. Bu matri-
sin simetrik olarak elde edilmesi iglem yiikiinii hemen hemen yariya indirdi. Newton
yonteminde baglangic vektoriiniin segimi oldukga 6nemlidir. Yaptigimiz hesaplama-
larda j = 1 icin elde edilen denklem sisteminin ¢6ziimiinde baglangig vektérii ola-
rak c¢b©@ = (ci’(o), c;’(o),...,cll\’,(o))t = (0,0,...,0)" alindi. §j = 2,3,...,p icin elde
edilen denklem sistemlerinin ¢éziimlerinde ise bir 6nceki denklem sisteminin ¢6-
ziimii baglangic vektorii olarak alindi. Yontemin algoritmasinda ortaya citkan lineer
denklem sisteminin ¢oziimiinde Gauss-eleme yontemi kullanildi. Newton yontemi

[|c?®) — ¢h=D|| = max A®) — A=D1 < 0.00001 oldugunda durduruldu. Her

1<i<N
bir denklem sisteminin ¢6ziimiinde ortalama 2 iterasyon yapilmasi durdurma kri-

terinin saglamasi icin yeterli oldu. Burada ¢ ve ¢#*~1) | sirasiyla j. denklem
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sisteminin k. ve k — 1. iterasyonda elde edilen ¢6ziim vektorleridir.

Elde edilecek ¢oziimlerde yeferli hassasiyetin saglanmasi icin N = 10 secile-
rek viskositenin 0.05 < & < 1.0 degerleri i¢in degisik zaman adimlarinda elde edilen
¢Oziimler ayrintili olarak Tablo 5.1- 5.9" da verildi: Niimerik ¢6ziimlerin 6zellikle cok
kiigiik zaman adimlarinda (¢ = 0.0001, 0.001, 0.01) analitik ¢6ziimle cakigtig1 goriildii
(Tablo 5.1- 5.3). Ilerleyen zaman adimlarinda da (¢ = 0.1, 0.2,0.3) niimerik ¢ziimle
analitik ¢6ziimiin olduk¢a uyumlu olduklar: Tablo 5.4- 5.8’ de gosterildi. € = 0.05 ve
t = 2.0,2.5, 3.0 i¢in elde edilen niimerik ¢6ziimlerle analitik ¢6ziimlerin uyumu Tablo
5.9’ da gosterildi. Baz elemanlarinin sayisimin ¢dziim iizerindeki etkisi € = 0.1 igin
t =0.1"de N = 2,3,5,10 alinarak elde edilen niimerik ¢6ziimlerle analitik ¢tziim
kargilagtirilmas: Tablo 5.10° da verildi. Baz elemanlar: sayisinin artmas: elde edilen
niimerik ¢6ziimleri analitik ¢oziime yakinlagtirdi. A¢’ nin niimerik ¢ozlim fizerindeki
etkisi Tablo 5.11° de verildi (At kiigiildiikge niimerik ¢6ziim analitik ¢6ziime yakin-
styor). Viskositenin farkli degerleri igin (¢ = 0.1,0.01,0.001,0.0001, 0.00001) fakl

zaman adimlarinda elde edilen niimerik ¢oziimler Tablo 5.12’ de verildi.

Analitik ¢oziimiin € < 0.01 ve £ < 0.2 icin ¢aligmamasina ragmen ¢ = 0.01
i¢in ¢ = 0.15 ve t = 0.25 alinarak elde edilen niimerik ¢6ziimle analitik ¢6ziimiin kar-
gilagtirilmas: Sekil 5.11- 5.12 de verildi. Niimerik ¢6zlimiin problemin matematiksel

yapisimi korudugu gézlendi.

Ayrica, bu galismanin amaglarindan biri olan ¢ok kiigiik viskosite degerlerinde
denklemin matematiksel ve fiziksel yapisini bozmadan ¢ziim elde etmek oldugu goz
Oniine alinacak olunursa bu amaca ¢t = 0.01, 0.05,0.10, 0.15, 0.20 zaman adimlarinda
e = 0.00001 almarak ulagilmgtir (Tablo 5.12 ve Sekil 5.13). Ancak ¢ = 0.3’ den

sonra kiigiik viskosite degerleri i¢in bu yap: bozulmaya baglamaktadir ( Sekil 5.14).

Bu caligmada baglangig sart1 olarak (3.8) denklemi alinmigtir. Degisik baglan-
gic sartlan altinda da yontemin uygulanabilecegi agiktir. Bu y6ndeki uygulamalar

ileriki caligmalarda diigiiniilmektedir.

Sonug olarak, bilim ve miihendislikte popiiler bir denklem olan Burgers denk-

leminin ¢6ziimi icin denklemin non-lineer yapisimi koruyan ve ¢ok kiiciik viskosite
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degerlerinde de gegerli olan bir yéntem sunulmugtur.
Burgers denkleminin ¢6ziimii i¢in uygulanan bu yéntemin bu tip denklemlerin

¢ozlimiinde kolaylikla kullanilabilecegi agiktir.

Tablo 5.1: € = 0.05, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.0001, 0.001, 0.01 zaman adimlarinda
elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢Gziimlerle kargilagtirilmasi.

z t=0.0001 t=0.001 t=0.01
Nim. G6z. Anl. C6z. Nim. Céz. Anl. Coz. Niim. Goz. Anl. Coz.

0.1  0.30891 0.30891 0.30795 0.30795 0.29865 0.29865
0.2 0.58761 0.58761 0.58601 0.58601 0.57045 0.57044
0.3  0.80883 0.80883 0.80713 0.80713 0.79034 0.79034
0.4 0.95092 0.95092 0.94966 0.94966 0.93696 0.93696
0.5  0.99995 0.99995 0.99950 0.99950 0.99459 0.99460
0.6 0.95110 0.95110 0.95151 0.95151 0.95513 0.95513
0.7  0.80913 0.80913 0.81011 0.81011 0.81975 0.81976
0.8 0.58791 0.58790 0.58899 0.58899 0.59988 0.59988
0.9  0.30909 0.30910 0.30979 0.30979 0.31685 0.31686

Tablo 5.2: £ = 0.1, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.0001, 0.001, 0.01 zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle kargilagtiriimasi.

z t=0.0001 t=0.001 t=0.01
Niim. G6z. Anl. Céz. Niim. Coz. Anl. Coz. Niim. C6z. Anl. Coz.

0.1  0.30889 0.30889 0.30779  0.30779 0.29726 0.29726
0.2  0.58758 0.58758 0.58572 0.58572 0.56778 0.56777
0.3 0.80879 0.80879 0.80673 0.80673 0.78659 0.78659
0.4  0.95087 0.95087 0.94919 0.94919 0.93245 0.93244
0.5 0.99990 0.99990 0.99901 0.99901 0.98971 0.98971
0.6 0.95105 0.95106 0.95103 0.95104 0.95034 0.95035
0.7  0.80909 0.80909 0.80971 0.80971 0.815657 0.81558
0.8  0.58788 0.58788 0.58870 0.58870 0.59678 0.59678
0.9 0.30908 0.30908 0.30964 0.30964 0.31520 0.31520
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Tablo 5.3: € = 1.0, At = 0.0001 icin ¢ = 0.0001, 0.001, 0.01 zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢dzlimlerin analitik ¢dzlimlerle karsilagtirilmas:.

z  t=0.0001 t=0.001 t=0.01
Nim. Coz. Anl. C6z. Niim. Céz. Anl C6z. Niim. C6z. Anl Coz.

0.1  0.30862 0.30862 0.30509 0.30509 0.27327 0.27324
0.2  0.58706 0.58706 0.58057 0.58057 0.52162 0.52156
0.3  0.80807 0.80807 0.79963 0.79962 0.72192 0.72185
0.4  0.95003 0.95003 0.94082 0.94082 0.85465 0.85459
0.5  0.99901 0.99902 0.99018 0.99018 0.90576 0.90571
0.6  0.95021 0.95021 0.94261 0.94261 0.86836 0.86833
0.7  0.80837 0.80837 0.80252 0.80252 0.74411 0.74410
0.8  0.58735 0.58736 0.58346 0.58347 0.54382 0.54382
0.9  0.30880 0.30880 0.30688 0.30688 0.28700 0.28700

Tablo 5.4: € = 1.0, At = 0.0001 i¢in farkli £ = 0.1, 0.2, 0.3 zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢6ziimlerin analitik ¢6ziimlerle kargilagtiriimas:.

z t=0.1 t=0.2 t=0.3
Niim. C6z. Anl. Goz. Niim. Céz. Anl. G6z. Nim. C6z. Anl. Coz.

0.1  0.10959 0.10954 0.04197 0.04193 0.01585 0.01583
0.2  0.20990 0.20979 0.08007 0.07999 0.03018 0.03014
0.3  0.29204 0.29190 0.11073 0.11062 0.04161 0.04155
0.4  0.34809 0.34792 0.13095 0.13082 0.04903 0.04896
0.5 037176 0.37158 0.13861 0.13847 0.05169 0.05161
0.6  0.35922 0.35905 0.13271 0.13258 0.04928 0.04921
0.7  0.31006 0.30991 0.11358 0.11347 0.04202 0.04196
0.8  0.22793 0.22782 0.08292 0.08284 0.03058 0.03054
0.9 0.12075 0.12069 0.04373 0.04369 0.01610 0.01607
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Tablo 5.5: € = 0.7, At = 0.0001 igin ¢ = 0.1, 0.2, 0.3 zaman adimlarinda elde edilen
niimerik ¢oziimlerin analitik ¢tziimlerle kargilagtiriimasi.

z t=0.1 t=0.2 t=0.3
Nim. Céz. Anl. Goéz. Nim. Coz. Anl Coéz. Nim. Géz. Anl. Coz.

0.1  0.14265 0.14261 0.07344 0.07341 0.03767 0.03764
0.2  0.27434 0.27426 0.14071 0.14064 0.07193 0.07188
0.3  0.38424 0.38413 0.19587 0.19578 0.09960 0.09953
0.4 0.46199 0.46187 0.23361 0.23350 0.11799 0.11791
0.5 0.49844 0.49832 0.24966 0.24954 0.12514 0.12505
0.6  0.48683 0.48672 0.24141 0.24129 0.12005 0.11997
0.7 0.42452 0.42442 0.20850 0.20840 0.10294 0.10286
0.8 0.31473 0.31467 0.15335 0.15328 0.07526 0.07521
0.9 0.16767 0.16764 0.08127 0.08123 0.03973 0.03970

Tablo 5.6: € = 0.5, At = 0.0001 i¢in ¢t = 0.1, 0.2, 0.3 zaman adimlarinda elde edilen
niimerik ¢oziimlerin analitik ¢6ziimlerle kargilagtiriimasi.

T t=0.1 t=0.2 t=0.3
Niim. Céz. Anl. Céz. Niim. Céz. Anl. Coz. Niim. C6z. Anl. Coz.

0.1 0.16809 ‘0.16806 0.10392 0.10390 0.06527 0.06524
0.2 0.32453 0.32447 0.20026 0.20021 0.12527 0.12523
0.3 0.45746 0.45738 0.28139 0.28131 0.17490 0.17484
0.4  0.55483 0.55474 0.33975 0.33966 0.20941 0.20934
0.5 0.60492 0.60484 0.36833 0.36824 0.22480 0.22472
0.6 0.59769 0.59763 0.36159 0.36150 0.21838 0.21830
0.7  0.52718 0.52714 0.31684 0.31676 0.18943 0.18935
0.8  0.39471 0.39469 0.23585 0.23579 0.13982 0.13976
0.9 0.21170 0.21169 0.12598 0.12595 0.07427 0.07424
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Tablo 5.7: € = 0.3, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.1, 0.2, 0.3 zaman adimlarinda elde edilen
niimerik ¢oziimlerin analitik ¢ozlimlerle karsilagtiriimasi.

x =0.1 t=0.2 t=0.3
Niim. C6z. Anl. Céz. Niim. Goz. Anl Goz. Nim. Goz. Anl. Coz.

0.1 0.19542 0.19541 0.14062 0.14061 0.10576 0.10575
0.2 0.37916 0.37911 0.27364 0.27360 0.20544 0.20541
0.3  0.53885 0.53878 0.39077 0.39070 0.29250 0.29245
0.4 0.66111 0.66105 0.48247 0.48241 0.35953 0.35948
0.5 0.73146 0.73144 0.53779 0.53775 0.39835 0.39830
0.6 0.73527 0.73526 0.54488 0.54484 0.40060 0.40054
0.7  0.66043 0.66042 0.49312 0.49307 0.35956 0.35950
0.8 0.50274 0.50276 0.37772 0.37770 0.27328 0.27324
0.9 0.27283 0.27287 0.20583 0.20584 0.14807 0.14806

Tablo 5.8: € = 0.1, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.1, 0.2, 0.3 zaman adimlarinda elde edilen
niimerik ¢ézlimlerin analitik ¢6ziimlerle karsilagtiriimasi.

z t=0.1 t=0.2 t=0.3
Nim. Coz. Anl. Coz. Nim. Géz. Anl. Coz. Nim. Gdz. Anl. Goz.

0.1 0.22334 0.22345 0.17610 0.17671 0.14574 0.14672
0.2 0.435381 0.43580 0.34764 0.34780 0.28971 0.29004
0.3  0.62529 0.62512 0.50770 0.50694 0.42720 0.42601
04 0.77777 0.77772 0.64624 0.64605 0.54959 0.54930
0.5 0.87715 0.87728 0.75321 0.75381 0.65079 0.65173
0.6  0.90420 0.90425 0.81288 0.81303 0.71906 0.71932
0.7 0.83701 0.83692 0.79747 0.79697 0.72745 0.72670
0.8 0.65730 0.65731 0.66806 0.66786 0.63141 0.63100
0.9  0.36560 0.36575 0.39258 0.39330 0.38383 0.38387

46



Tablo 5.9: ¢ = 0.05 ve At = 0.002 i¢in ¢ = 2.0, 2.5, 3.0 zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢6ziimlerin analitik ¢6ziimlerle kargilagtirilmasi.

T t=2.0 t=2.5 t=3.0
Niim. G6z.  Anl. Goz. Niim. C6z.  Anl. C6z. Nim. Céz.  Anl. Coz.

0.1 0.04111 0.04158 0.03343 0.03359 0.02740 0.02746
0.2 0.08253 0.08285 0.06653 0.06665 0.05415 0.05422
0.3 0.12334 0.12329 0.09838 0.09842 0.07926 0.07931
0.4 0.16163 0.16185 0.12741 0.12755 0.10122 0.10130
0.5 0.19568 0.19625. 0.15132 0.15157 0.11779 0.11792
0.6 0.22136 0.22163 0.16596 0.16612 0.12561 0.12570
0.7 0.22855 0.22834 0.16423 0.16423 0.12009 0.12013
0.8 0.20061 0.20042 0.13722 0.13723 0.09679 0.09684
0.9 0.12185 0.12202 0.07983 0.07993 0.05473 0.05478

Tablo 5.10: € = 0.1, At = 0.0001 icin ¢ = 0.1’ de farkli sayida baz elemani alarak
elde edilen niimerik ¢6ziimlerin analitik ¢oziimle karsilagtiriimasi.

Niimerik Coziimler

Analitik Coziim

T N=2 N=3 N=5 N=10
0.1 0.25769 0.22705 0.22365 0.22334 0.22345
0.2 0.49640 0.43862 0.43575 0.43581 0.43580
0.3 0.69663 0.62362 0.62501 0.62529 0.62512
0.4 0.83877 0.77369 0.77790 0.77777 0.77772
0.5 0.90505 0.87597 0.87734 0.87715 0.87728
0.6 0.88273 0.90770 0.90402 0.90420 0.90425
0.7 0.76777 0.84045 0.83696 0.83701 0.83692
0.8  0.56754 0.65545 0.65744 0.65730 0.65731
0.9 0.30166 0.36105 0.36553 0.36560 0.36575
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Tablo 5.11: € = 1.0, ¢ = 0.1’ de farkli At degerleri i¢in elde edilen niimerik ¢6ziimlerin
analitik ¢6zlimle karsilagtirilmasi.

z Niimerik Co6ziimler Analitik Coziim
At =0.0001 At =0.00005 At=0.00002

0.1 0.10959 0.10957 0.10955 0.10954
0.2 0.20990 0.20984 0.20981 0.20979
0.3 0.29204 0.29197 0.29193 0.29190
0.4 0.34809 0.34801 0.34796 0.34792
0.5 0.37176 0.37167 0.37161 0.37158
0.6 0.35922 0.35913 0.35908 0.35905
0.7 0.31006 0.30998 0.30994 0.30991
0.8 0.22793 0.22787 0.22784 0.22782
0.9 0.12075 0.12072 0.12070 0.12069

Tablo 5.12: At = 0.00005 alarak farkli zaman adimlarinda farkl: viskosite degerleri
icin elde edilen niimerik ¢oziimler.

T t e=0.1 e =0.01 e=0.001 £=0.0001 &=0.00001

0.25 0.01 0.68508 0.69093 0.69151 0.69157 0.69158
0.05 0.60877 0.63092 0.63315 0.63337 0.63340
0.10 0.53424 0.56654 0.56975 0.57007 0.57011
0.15 0.47617 0.51273 0.51621 0.51656 0.51659
0.20 0.42969 0.46658 0.46893 0.46911 0.46913

0.50 0.01 0.98971 0.99852 0.99941 0.99949 0.99950
0.05 0.94235 0.98331 0.98748 0.98790 0.98794
0.10 0.87714 0.94703 0.95409 0.95479 0.95486
0.15 0.81288 0.89837 0.90651 0.90732 0.90740
0.20 0.75319 0.84305 0.84997 0.85061 0.85067

0.7 0.01 0.71557 0.72224 0.72291 0.72298 0.72298
0.05 0.74326 0.78437 0.78865 0.78908 0.78912
0.10 0.76189 0.86043 0.87118 0.87227 0.87237
0.15 0.76296 0.92391 0.94158 0.94336 0.94353
0.20 0.74966 0.96361 0.98497 0.98705 0.98726
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Sekil 5.1: € = 1.0, At = 0.0001 igin ¢ = 0.001, 0.005, 0.1, 0.5’ de elde edilen niimerik
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analitik ¢oziimlerle kargilagtirilmasi.
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Sekil 5.3: € = 0.5, At = 0.0001 i¢in £ = 0.001,0.1,0.3,0.5’ de elde edilen niimerik
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Sekil 5.5: € = 0.1, At = 0.0001 igin ¢ = 0.001, 0.1, 0.3, 0.5’ de elde edilen niimerik
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0.35

030

025 |

0.20

015

0.10

0.05

0 01 62 03 04 05 06 07 08 09 1

X
—— Niimerik Coziim —€— Analitik Ciziim
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analitik ¢oziimlerin kargilagtiriimasi.
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Sekil 5.7: ¢ = 0.05, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.001, 0.1, 0.3, 0.5’ de elde edilen niimerik
¢ozlimlerle analitik ¢dziimlerin kargilagtirilmas:.
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Sekil 5.8: ¢ = 0.05, At = 0.001 igin £ = 2.0, 2.5, 3.0’ da elde edilen niimerik ¢6ziim-
lerle analitik ¢Oziimlerin kargilagtirilmasi.
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Sekil 5.9: £ = 0.03, At = 0.0002 icin ¢ = 0.1,0.2,0.3’ de elde edilen niimerik ¢dziim-
lerin analitik ¢oziimlerle kargilastiriimas:.

0.30

0.25

0.20 1

0.15 1

610

0.05 p

0 —— ! * : * ' * * ;
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X
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Sekil 5.10: € = 0.04, At = 0.002 icin ¢ = 2.0, 2.5, 3.0’ de elde edilen niimerik ¢dziim-
lerin analitik ¢dziimlerle karsilagtiriimasi.
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Sekil 5.11: € = 0.01, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.15’ de niimerik ¢6ziimle analitik ¢6zlimiin
karsilagtirilmasi.
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Sekil 5.12: ¢ = 0.01, At = 0.0001 igin ¢ = 0.25’ de elde edilen niimerik ¢oziimle
analitik ¢oziimiin kargilastirilmasi.

54



12

=005 =01 =02
1.0

08

0.6 ¢

04}

0.2r

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

Sekil 5.13: € = 0.00001, At = 0.0001 igin ¢t = 0.05,0.1,0.2’ de elde edilen niimerik
¢obzlimler.

03 04 05 06 07 08 09 |
X

0.5

=3 ~-— 04 —4—+05

Sekil 5.14: ¢ = 0.00001, At = 0.0002 i¢in ¢t = 0.3,0.4,0.5’ de elde edilen niimerik
¢Ozlim.
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Bu tez BTrX? ile Linux? igletim siteminde hazirlanmigtr.

'IXTEX bilimsel rapor, tez, makale hazirlama programidir
$Linux Internet tizerinden gelistirilen ve serbestge dagitilan bir igletim sistemidir.
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