T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

13

LORENTZ YUZEYLERI UZERINE

Ali Ihsan BORAN

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

MALATYA
Ocak 2004

151943



Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirligi ne,

Bu ¢alisma, Jiirimiz tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmigtir.

F‘ e . ‘

o.r.Ali hsan SIVRI Aé

Bagkan

T

Pr%o Wr.Sadik KELES Yrd.Dog.Dr. Bayram SAHIN

Uye (Damsman) / Uye

Onay

Yukaridaki imzalarin ad: gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

L1 . 200y




Babama ve tim sevdiklerine ...



OZET

Yiiksek Lisans Tezi
LORENTZ YUZEYLERI UZERINE

Ali Thsan BORAN

Indnii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

714viii sayfa
2004
Danigman: Prof. Dr. Sadik KELES

Bu caligma iig béliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde; bir vektor uzay: iizerinde tamimlanan simetrik bilineer formla
ilgili temel kavramlar verildi. Pozitif definit metriklerle tammlanan Riemannian
manifold ve indefinit metriklerle tanimlanan Lorentzian manifoldlar icin temel
kavramlar tanitildi.

Ikinci boliimde; Lorentzian metriklerin global o6zellikleri inceI(;ndi.

Ugiincii boliimde, ilk olarak Oklid ve Minkowski diizlemleri ele alindi. Daha
sonra 3 boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarindaki lokal yiizeyler karsilikli olarak
incelendi. Bu inceleme sonunda bu lokal yiizeyleri olusturan Oklidyen ve Minkowski
invaryantlar (Gauss ve ortalama egrilikler, temel formlar, ...) arasindaki iligkileri
gosteren sonuclar verildi.
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This thesis consists of three chapters.

In the first chapter; the basic notions which are defined by a symmetric bilinear
form on a vector space are given. The basic notions for Riemannian manifold which
is defined by positive definite metrics and Lorentzian nanifold which is defined by
indefinite metrics are introduced.

In the second chapter; global properties of Lorentzian metrics are studied.

In the third chapter; firstly Euclidean planes and Minkowski planes are
considered. Then, local surfaces on the Euclidean-3 spaces and Minkowski-3 spaces
are mutually examined. The end of the examination, results indicated the
relations between Euclidean and Minkowski invaryant (Gauss and mean curvatures,
fundamental forms, ...) which compose this local surface are given.
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BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Temel Tamimlar ve Teoremler

Tamim 1.1.1. V', n boyutlu bir reel vektor uzays olmak tzere B: V xV — R bilineer
fonksiyonu, ¥ ¥, € V igin B(0, W) = B(W, V) ézelligini sadlyorsa B’ya V dzerinde

bir simetrik bilineer form denir. [6]

Tanim 1.1.2. V dzerinde bir simetrik bilineer form 8 olsun. Bu durumda,

(i) Y@ €V, d+#0 icin (&, @) > 0 ise B’ya pozitif definit,

(i) YW €V, @ #0 igin B(wW, W) <0 ise B’ya negatif definit,

(1ii) VZ € V,icin B(@,Z) = 0 olmast & = O olmasina gerektiriyorsa, 8’ya non-
dejenere,

(iv) B(W, W) > 0 ve B(Z, Z) < 0 olacak sekilde w0, Z € V' mevcut ise B’ya indefinit-
tir denir. [1]

Tanim 1.1.3. Bir non-dejenere § bilineer formuna skalar ¢arpim denir. [1]

Tanim 1.1.4. V dzerinde bir indefinit B skalar ¢arpima icin,
(i) B(W, W) > 0 veya @ = 0 ise @ ya spacelike, ‘
(ii) & # 0 iken B(w, D) < 0 ise @ ya timelike,

(iii) W # O sken B(0, %) = 0 ise @ 'ya null vektsr

denir. [1]
Yukandaki bu 6zelliklere bir @ vektoriiniin causal karakterleri denir. [1]

Tanim 1.1.5. T : V — V bir lineer dintsim ve B, V tzerinde bir skalar carpim
olmak tzere ¥V 0,7 € V igin B(TW,TZ) = B(w,Z) ise T’ye lineer izomorfizm ads

verilir. [1]

V iizerinde bir § skalar ¢arpim icin; @ € V olmak iizere ||&]| = |8(w, w)|/?

sayisina w'nin uzunlugu(boyu) adi verilir. Uzunlugu bir birim olan vektére birim
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vektor denir. @,Z € V icin B(,7) = 0 ise bu iki vektore ortogonaldir denir. 0
vektorii tiim vektorlere ortogonaldir. Eger 8 indefinite ise herhangi bir null vektorii
kendisine ortogonaldir. V’deki lineer bagimsiz vektorlerin sayisina V’nin boyutu ad
verilir. Bu vektorlerin kiimesi V icin bir baz olusturur. Sonlu boyutlu her vektor

uzay1 i¢in bir baz mevcuttur ve bu baz ortonormal hale getirilebilir. [1]

Teorem 1.1.1. V dzerinde sifirdan farkl iki U ve W null vektéorleri birbirine paralel

ise ((yani bir k € R i¢gin T = k@ ise ) bu iki null vektér ortogonaldir. [16]

V iizerinde pozitif definit bir skalar ¢arpima i¢ ¢arpim adi verilir. Bir £ i¢ ¢arpimi

icin,
18w, 2)| < [} 1|21

Schwarz egitsizligi gegerlidir. Bu esgitsizlik yardimiyla iki vektor arasindaki ag

tanimlanabilir.

Tanim 1.1.6. 7 # 0 ve 2 0 € V vektérleri arasindaki aginn 6lgtsi,

(@,
i ©=0="

cosf =

ifadesinden hesaplanan 6 reel saypsider. [1]

Eger V 2-boyutlu ve yonlendirilmig bir diizlem ise 8 agis: igin w’dan Z’ye bir

yonden bahsedilebilir. (—7 <6 < 7)

Tanim 1.1.7. V idzerinde iki indefinit B, ,B skalar ¢arpim ve ¢ > 0 bir sabit ol-

mak tizere f = cf ise V ’deki her vektore karsilik gelen causal karekter B ve B icin

aymdar. [1]

Bu g¢alisma boyunca klasik diferansiyel geometriden iyi bilinen paracompact,
yonlendirilmis, irtibath bir C*° 2-manifoldunu S ile gosterilecektir.

Boylece S ilizerindeki u = sabit ve v = sabit egrilerinin herhangi bir p nok-
tasindaki C™ teget vektorleri, S, tanjant uzayinin {5%|p, ;%|,,} = {5u|,,, 5,,|p} baziny;
dolayisiyla {5;, 51,} teget vektor alanlar da S’nin bir bazim olugturur. S, iizerindeki
yonlendirmeye gére verilen bir sirali {7, Z} baz ile S,’nin {8, Ips 8, |, } baz1 arasindaki

doniigiim;



@ = ady|, + B6,|,
zZ = ’)’5qu + ‘nglp

MBI

dir ve ad— B~ > 0 iken bu iki baz ayn1 yénlidiir. Boylece Sp, {1, Z} baz1 yardimyla

ise,

R? ile 6zdeslegtirilebilir. Yani, = &+ nZ € S, vektériine (£,7) gibi bakilabilir.
S, iizerindeki bir h, skalar carpim, Sp'nin {w,Z} baz1 yardimiyla a = hy (@, @),
b = hy(W, ), ¢ = hy(Z, Z) degerlerine bagh olarak tammlanabilir. Ciinkii herhangi

iki t, §€ S, icin £ = i + 0% ve § = o + BZ ise,

vea[e [ !][7]

yazilir. §= ¢ igin hp(f) = p(f: t) ile verilen h, : S, — R non-dejenere, quadratik
formunu gosterir. Bylece a = hy (@), b = (hp(W + 2) — hp(W — 2))/4 ve ¢ = hy(2)

sayilan ile S, tanjant uzayindaki herhangi bir t = ol -+ BZ vektoril igin,
hy(t) = ac® + 2baf + B2
elde edilir. [1]

Lemma 1.1.1. S, dzerinde, S'p ‘nin {@,Z} bazm yardumiyle a = hy(W,d),
b= hy(W,2), c=hy(Z,2) dejerlerine bagh olarak tansmlanan h, skalar carpums;
(i) a >0 olmak tzere ac — b® > 0 ise pozitif definit,
(i) a <0 olmak tizere ac — b% > 0 ise negatif definit,
(ii1) ac — b% < O ise indefinit
dir. [1]

Bir yonlendirilmis Z, dogrultusu; Sp’min bir boyutlu lineer alt uzay1 olup,

yonlendirilmig dogrultu olarak ele alinir.



Tanim 1.1.8. S, tzerinde bir h, indefinit skalar ¢arpyma verilmis olsun. Bir Z,
dogrultusuna;

(i) Vi€ Z, spacelike ise Z,’ye spacelike,

(ii)) VE#0¢€ 'Zp timelike ise Z,’ye timelike,

(i#i) ¥t # 0 € Z, null ise Z,’ye null dogrultu
denir. [1]

Bu tanimdaki spacelike,timelike ve null simflandinlmasina Z,’nin causal karekteri

denir. [1]

Teorem 1.1.2. S, tzerindeki tim null vektdrler, Sy izerinde iki farkls null dogrultu

tzerinde uzanar. [1]

Ispat. Herhangi bir f = aw + 87 € Sp null vektorii igin o, 8 # 0 olmak iizere,
hy() = ac® + 2baf + cf2 = 0

elde edilir. Bu esitlikte S bilinmeyen olarak almirsa, bu quadratik formun

¢oziimiinden,

_ —ba ¥ a(b? — ac)'/?
c

B

ya da,

B _ —bF (B —aq)'?

o c

sonucu elde edilir. h, indefinit oldugundan, lemma 1.1.1’den 4* — ac > 0 olup
B/e’mn iki farkli degeri vardir. Bu degerler ¢ null vektSriiniin egimlerini verir.
Bu da gosterir ki; S, lizerindeki herhangi bir null vektorii, iki farkh null dogrultu

iizerinde bulunur. [1] O

Bu null dogrultular sirasiyla X, ve Y, ile gosterilirse; p noktas: etrafinda pozitif
yonde yapilan yeteri miktarda bir d6nm.e hareketi ile biri spacelike, digeri timelike
olur. X, ve Y, null dogrutulan S, diizlemini dért ayrik, acik alt bélgeye ayirir. Bu
bolgeler karsilikli olarak spacelike (veya timelike) bolgelerdir (Sekil 1.1).



timelike

spacelike spacelike

timelike

Sekil 1.1. S, diizleminin timelike ve spacelike bolgeleri

Tanim 1.1.9. 83, bir V wvektér uzay: dzerinde tanimli indefinit skalar ¢arpim ve

t €V herhangi bir timelike vektor igin,
T(t) = {# € V| B(#,1) <0 ve T timelike vektor}
kimesine t’nin time-konisi denir. [1]

V iizerindeki bir ¢ timelike vektor icin ; 7(f) time-konisi ile 7°(f) time-konisi

simrlar {izerindeki tiim null vektérlerin birlesimi C(f) causal koniyi olugturur. [1]
Tamim 1.1.10. 8, bir V vektdr uzays izerinde tansmb indefinit skalar carpim olsun.
A={neV | B(#A,7i) =0}
kiimesine 8 igin null-koni (veya g1k koni) denir. [6]
Boéylece su sonuca sahip oluruz:

Sonug 1.1.1. Herhangi bir p noktasindaki causal-koni o noktadaki time-koni ile

null-koninin birlegimidir.

V vektor uzay1 S ylizeyinin bir p noktasindaki S, diizlemi olarak alimirsa; Sekil
1.1’ den de goriilecegi gibi T(f) time-koni ¢ timelike vektoriinii iceren bir kesiti, A
15tk koni ise p noktasindaki X, Y, null dogrultularindan olugur.

Bir C* n-manifold M iizerinde tamimh bir G metrigi verildiginde

VW, Z € x(M) vektér alanlan igin, Vp € M’de;

GW,2) () = Go(Wp, Zp)



esitligi ile M, tanjant uzayinda bir G, = f skalar garpim tanimlanms olur. [1]

Tanim 1.1.11. Bir C* n-manifold M izerinde tanymls bir G metrigi verilmis olsun.
Buna gére;

(i) Vp e M igin G, pozitif definit ise G ’ye pozitif definit,

(i) Vp € M i¢in G, negatif definit ise G 'ye negatif definit,

(iii) Vp € M igin G, indefinit ise G 'ye indefinit
denir. [1]

Tanim 1.1.12. Bir C* n-manifold M izerinde tanymls bir G metrigi verilmis olsun.
Buna gore;

(i) G pozitif definit ise G ’ye Riemannian,

(i) Vp € M noktasindaki M, tanjat uzayinin her ortonormal baz tamamen bir
timelike vektor iceriyorsa G ’ye Lorenizian

denir. [1]

Tamm 1.1.13. M bir C* n-manifold olsun. Buna gére; M tzerinde,
(i) bir G Riemannian metrigi tanwml ise M 'ye Riemannian manifold,
(it) bir G Lorentzian metrigi tansmls ise M 'ye Lorentzian manifold,
(iii) herhangi bir G metrifi tanvml ise M ’ye semi-Riemannian manifold

denir ve (M, G) ile gésterilir. [1]

Tamim 1.1.14. Bir M manifoldu tizerinde G ve G iki metrik olsun. M iizerinde
bir C®, X > 0 fonksiyonu ig:in; G = AG ise bu iki metrige konformal olarak denktir

denir. [1]

Bir M manifoldu yerine bir S yiizeyi alinirsa; bu yiizey iizerinde tanimlanan
bir h metrigi de S, diizlemi {izerinde bir A, skalar carpimim belirtir. S iizerindeki
W,Z C> vektor alanlan icin MW, Z)(p) = hp(Wp, Z_;,) esitligi S iizerindeki her p
noktasinda bir non-dejenere quadratik form tammlar. S fizerindeki bu h metrigi, U

tamim kiimesinin u ve v koordinatlarina gore;
h = Adu® + 2Bdudv + Cdv? (1.1.1)

seklinde yazilir. Burada A = h(8,,8,), B = h(d,,8,) ve C = h(8,,8,) dir.
AC — B?nin igareti S iizerinde sabittir. [1]



U iizerindeki herhangi iki d,, ve d, C* fonksiyonlar ile verilen dua-,; +d,,6_;, vektor
alani icin A’nin degeri (1.1.1) esitligi ile bellidir. A, S iizerinde ya pozitif taniml, ya

negatif tanimh veya indefinittir. [1]

Tamm 1.1.15. ﬁ, S tizerinde bir indefinit metrik olsun. S tzerindeki bir Z vektor
alany igin,
(i) Vp €S igin Z; spacelike ise Z 'ye spacelike vektor alans,
(ii) Vp € S igin Z:, timelike ise Z "ye timelike vektr alams,
(iii) Vp € S igin Z;, null ise Z ye null vektor alana
denir. [1]
Tanim 1.1.16. S yuzey: tizerindeki bir h metrigi i¢in 6_; ve 8:, vektor alanlars null

ise S yuzey: tzerindeki u,v koordinatlarina null koordinatlar denir. [1]

Buna gore S iizerindeki bir A metrigi, u, v null koordinatlarinin U tanim kiimesi

iizerinde h = 2Bdudv geklindedir.

Tanim 1.1.17. M bir C*° n— manifold ve P C R bir aralik olsun. Lokal olarak
birebir strekli bir v: P — M donugimine,

(i) P agik bir aralik ise egri,

(1t) P iki taraftan sinarl ve kapaly bir aralik ise yay,

(iii) P yars kapals bir aralik ise 1gin

denir. [1]

k=1,2,...;00 icin her C¥, v: P - M egrisi regiiler, yani V ¢ € P icin v '(t) # 0
olsun. Bir v: P — M yay1 veya igininin C* sinifinda olmas: icin gerek ve yeter sart
v'nm P C P, 4 : P — M CF egrisinin P'ye kisitlamst olmasidir. Eger P sonlu
coklukta kapali alt araliklara parcalanabilir ve v yay1 bunlarnn herbiri iizerinde C*
smifindan ise 7 yayina parcali C* simfindadir denir. v(a) = 7(b) olmas: durumunda
7 : [a,b] = M yaymna kapaldir, [a,b) lizerinde birebir ise basit yay ad1 verilir. y'nin
bir € > 0 icin 4 : (a — ¢, b + €) = M’ya C* genigletmesi yoksa v : [a,b] — M yaymna
C* kapali yay1 denilmez. [1] '

Tamim 1.1.18. (M, G) bir C*® Lorentzian manifold olsun. S tzerindeki bir h in-
definit metrifine gire k = 1,2,...;00 icin bir C* v : P — (M,G) egrisine (veya
yayna veya igzmana); YVt € P igin vy '(t) = 7*(5,;) teget vektori,



(i) spacelike ise spacelike egri (veya yay veya 151m),
(it) timelike ise timelike egri (veya yay veya 1$1n),
(111) null ise null egri (veya yay veya 1$n)

denir. [1]

Tamim 1.1.19. S bir yizey ve Vp € S igin Z,, S, tuzerinde yonlendirilmis dogrultu
olsun. Vp € S igin S, 'deki yonlendirilmis bir Z, dogrultusunu veren Z’ye S izerinde

ydnlendirilmig dogrultu alans denir. [1] ‘

Tanim 1.1.20. Z, S izerinde yonlendirilmig bir dogrultu alans olsun. Bu durumda
Z'yeVp € S igin Z,,

(i) spacelike ise yonlendirilmis spacelike dogrultu alans,

(ii) timelike ise yonlendirilmis timelike dogrultu alana,

(iii) null ise yonlendirilmis null dogrultu alan:

denir. [1]

S yiizeyindeki herhangi bir A metrigi, S iizerinde iki farkh C'*° null dogrultu alam

tanimlar. Burada S’nin yiizey tanimi geregi yonlendirilmig olmas: yeterlidir. [1]

Lemma 1.1.2. h bir S yizeyi dzerinde bir indefinit metrik olsun. h metrigi S

dzerinde farkly C* X,Y null dojrultu alanlarinan bir dogal svraly giftini belirtir. [1]

Ispat. X ve Y, S iizerinde null dogrultu alanlar olsun. X ve Y, S iizerindeki her-
hangi bir p noktasinda X, Y, null dogrultu sirah ciftine karsiik gelir. Gosterilecek
ki X ve Y C*®’dur. S {izerindeki herhangi bir p noktasinin bir U komgulugunda B
spacelike ve 8, timelike olacak sekilde u, v koordinatlari kullamlsin. Bu durumda A

indefinit metrik, A = h(8,,8,) > 0 ve C = h(8,,8,) < 0 olmak fizere U iizerinde;
h = Adu® + 2Bdudv + Cdv?

esitligi ile bellidir. U iizerindeki h icin null dogrultular, egimleri

i’t_}_ _—B#% (B% — AC)'/?
du C

(1.1.2)

olan dud, + dvd, vektorleri igerir. du = 1 alimrsa (1.1.2)’de art1 (veya eksi) isaret
kullanarak elde edilen dv’ler ile U’daki 8, +dvd, C* vektor alanlan Z+, (veya Z-)



olarak alinsin. |B| < (B% — AC)Y/2 ve dv # 0 oldugundan Z*+ ve Z- mt igaretlere
sahiptir.

Boylece U’daki Z*% ve Z~ tarafindan belirtilen Z* ve Z~ dogrultu alanlan Sekil
1.2'deki gibidir. Ilk durumda Z*+ = X ve Z~ =Y, ikinci durumda Z~ = X ve

Zt =Y'dir. Her iki durumda da S yiizeyinin herhangi bir noktasinin herhangi bir

komsulugunda X ve Y boyunca C* vektor alanlari bulunur. [1] O
B, 8,
z* Z
> 0, > 8,
Z zT
Sekil 1.2.

Bundan sonra; X ve Y sembolleri ile S izerindeki bir h indefinit metrigin siral

null dogrultu ¢ifti ifade edilecektir.

Tanim 1.1.21. S bir yizey ve h ile h, S tizerinde birer metrik olsun. S tizerinde bir
C® X\ > 0 fonksiyonu igin h = M ise h ve b metriklerine konformal olarak denktir

denir ve h ~ h ile gosterilir. [1]

Lemma 1.1.3. S idzerinde h ve h metrikleri konformal olarak denk olsun. Buna
gore;
(i) h Riemannian metrik ise h’ya Riemannian metrik,

(it) h Lorentzian metrik ise h’ya Lorentzian metrik

denir. [1]

h ve h, S iizerinde birer Riemannian metrik olsun. Vp € S icin S, tanjant uzay:
tizerinde h tarafindan belirtilen y6nlendirilmis ac1 6l¢iisi, h tarafindan belirtilen

yonlendirilmig ag 6l¢iisiiyle aym ise h ve h metrikleri konformal olarak denktir. [1]



S iizerinde k ve h Lorentzian metrikleri icin; S’ye teget herhangi bir Z vektoriiniin
h ile ifade edilen causal karakteri, A icin de ayn1 ise h ve h metrikleri konformal olarak

denktir. [1]

S iizerinde bir h metriginin konformal denklik siifi [h] ile gosterilir. Yani;
[A] = { A | h ~ hve h, S iizerinde bir metrik}
dar.

Tanim 1.1.22. § yizey: tzerinde bir h Riemannian metrigi verilsin. z,y’nin
tanam kiimesi tzerinde h metrigi h ~ dz? + dy? seklinde tamimh ise, S ftizerinde
h tarafindan belirtilen z,y koordinatlarina z,y isothermal (veya h—isothermal) ko-

ordinatlar denir. [1]

S yiizeyindeki acik kiimeler {izerinde tanimh z,y ve Z,9; h — isothermal ko-
ordinatlar1 arasindaki iligkiyi gosteren z = z(%,9) ve y = y(&,9) fonksiyonlar
£y = gy ve £, = —f§; Cauchy-Riemann gartlarim saglar. Boylece S iizerindeki tiim
h — isothermal koordinatlarimin koordinat komguluklar1 S {izerinde bir
komplex analitik atlas belirtir. S ylizeyi iizerinde h Riemannian metrigi ile be-
lirtilen R Riemannian yiizeyi aym1 zamanda bir 1-komplex boyutlu manifolddur.
Ustelik S fizerinde tammh her 1-komplex boyutlu bir manifold, S iizerinde bir A
Riemannian metrigi igin bir R Riemannian ylizeyidir. S yiizeyi {izerinde bir h
Riemannian metrigine konformal olarak denk tiim metrikler ayni isothermal ko-
ordinatlan belirttiginden, S iizerindeki Riemann yiizeyi R = R(S,[h]) seklinde
gosterilir. S’nin tiim 6zelliklerini ve [h)'daki tiim metrikler igin ortak olan Gzellikler
R’ye taginir. Yani; S basit irtibath ise R basit irtibath, A igin isothermal koordi-
natlar R iizerinde isothermal koordinatlardir vs. R iizerindeki herbir p noktasinda
R’ye teget R, uzay1 S, ile 6zdeg tutulur. [1]

Bir Lorentz yiizeyi, bir Riemann yiizeyine benzer olarak bir indefinit metrigi
ile tamimlanir. § yiizeyi iizerindeki bir A Lorentziém metrigi tarafindan tanimh
L = (S,[h]) sirah giftine Lorentz yiizeyi denir. Riemann yiizeyinde oldugu-gibi
S’nin tim ozellikleri ve [h)’daki tiim metrikler icin ortak olan 6zellikler L’ye taginir.

Yani; S basit irtibathi ise £ basit irtibath, A i¢in null koordinatlar £ {izerinde
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null koordinatlardir vs. L iizerindeki herbir p noktasinda L’ye teget L, uzay
S, ile Ozdes tutulur. Lp,’deki Z vektoriiniin causal karakteri, h (veya herhangi
bir A ~ h) tarafindan belirtilen causal karakter oldugundan; £ = (S, [h]) Lorentz
yiizeyi lizerinde spacelike, timelike, null veya causal egriler incelenebilir. £ lizerinde

h = 2Bdzdy ile belirtilen uygun null koordinatlar tanimhdar. [1]

Tamm 1.1.23. U, R%’nin actk alt kiimesi olsun. Dif.bilir bir = : U — R®
déntigimiine bir Patch (veya lokal yizey) denir. [19]

Tanim 1.1.24. U, R?’nin agik alt kiimesi ve f : U — R dif. bilir bir fonksiyon olsun.
z(u,v) = (u,v, f(u,v))
formundaki bir patch’a Monge patch denir. [19]
Bu boliimde son olarak daha sonra kullanacagimiz Egregium Teoremi’ni verelim.

Teorem 1.1.3. (Egregium Teoremi): E™, n-boyutlu dklid uzaymin (n — 1)-alt
manifoldunun Gauss anlamindaki egrilik operatori birinci mertebeden bir diferan-

siyel formdur. [12]
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BOLUM 2
LORENTZIAN METRIKLERIN GLOBAL
OZELLIKLERI

-

2.1 Lorentz Yizeyleri ve Kutu Yiizeyleri Arasindaki iligki

Lorentz ve Riemann yiizeyler arasindaki benzerliklerden bahsetmek igin S yiizeyi

iizerindeki, bir 1-kompleks boyutlu manifold kullanilir.

Tamm 2.1.1. z = z+iy ve f(2) = u(z,y) +iv(z,y) fonksiyonu z,’ 1 ihtiva eden bir
G bolgesi tizerinde tansmly olsun. Eder f(z) Cauch-Riemann gartlarini saghyorsa
ve 2z,’da birinci kismi tirevleri sirekli ise bu taktirde f '(z,) mevcuttur ve

(%)= lim = f(2) = f(z)

Z2—20 Z — ZO

seklinde gosterilir. Bu f fonksiyonuna kompleks diferansiyellenebilir (veya kompleks

analitik veya kompleks holomorfik) fonksiyon denir. [20]

S yiizeyini bir C* 2-manifold icine gotiiren; tam, C* yonlendirilmis atlas A
olsun. UNU # 0 olmak tizere A'daki x : U — R? ve ¥ : U — R? koordinat
komguluklar1 kompleks analitik olarak baglantihdir (veya C** baglantihdir) <= -
xox!: R - R?, x(Un U ) lizerinde kompleks analitiktir. Benzer gekilde
yoyx-! de (U NU) iizerinde kompleks analitikti. UN T = 0 oldugu zaman x
ve ¥ daima Ch baglantihidir. [1]

A atlasmin, icinde herhangi iki koordinat komgulugunun C** baglantili oldugu
alt atlasina S {izerinde bir kompleks analitik atlas denir ve AP ile gosterilir. S
tizerinde bir komplex analitik atlas daha biiyiik komplex analitik atlas tarafindan
icerilmiyorsa maksimaldir denir ve A P2 ile gdsterilir. [1]

AP daki her koordinat komguluguna C** baglantih olan .A’daki biitiin koordinat

komsuluklarinin birlegimi S iizerinde bir tek maksimal atlas belirtir. S iizerinde bir
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1-kompleks boyutlu manifold bir (S,.4"") siral ikilisidir; burada .A"*®, S {izerinde
bir maksimal C** atlastir. [1]

S iizerinde bir maksimal C"° atlas 6érnegi; S iizerindeki bir sabit g Rieman-
nian metrigi igin g—isothermal koordinatlar tarafindan iiretilen A’daki tiim ko-
ordinat komguluklarn A% kiimesidir. Boylece g ~ § ise AP = Al oldugu
soylenir. R = R(S,[g]) = (S, Ak) yazilip, R Riemann yiizeyi 1-kompleks boyutlu
(S, A!) manifoldu ile 6zdeglestirilir. Buradan da her 1-kompleks boyutlu (S,.Ak)
manifoldu, S’deki bir g Riemnnian metrigi igin bir (.S, .AZ"’) Riemann yiizeyi oldugu
sonucuna ulagihr. [1]

S tizerindeki Riemann yiizeyleriyle ilgili .A’nin C*? alt atlaslar kavrami, Lorentz
yiizeylerinde A’'nin CP alt atlaslar kavrami seklindedir. U N U # 0 olmak {izere
A’daki x : U = R? ve % : U — R? koordinat komsuluklar: C® (C-kutu) baglantihdir
< (z,y)’yi (%,9)ya gotiren g o x~! déniigiimi, x(U N U)'nin herhangi bir nok-
tasimin bir komsulugunda f'g’ > 0 olacak sekilde £ = f(z) ve § = g(y) fonksiyonlar
( veya (2,9)’y1 (z,y)'ve gotiiren x o ¥~ déniisiimii, ¥(U N U)’nmn herhangi bir nok-
tasinin bir komgulugunda f'g’ > 0 olacak sekilde z = f(&) ve y = §(§)) fonksiyonlar)
ile verilir. UNU = 0 oldugu zaman x ve ¥ daima C®-baglantihdir. C°- baglantih
koordinat komsguluklarin bir esas ozelligini tanimlamak icin; —co < a < b < ®©

ve —00 < ¢ < d < oo olmak iizere R?’de (a,b) x (¢, d) grid kutu kavram ortaya
| konulur. a,b,c ve d sonlu ise (a,b) X (c,d) grid kutusu sonludur. CP- baglantili
x ve ¥ koordinat komguluklar icin % o x™! (veya x o x7%) déniigﬁmﬁ; x(U N0
(veya %(U N U))’daki herhangi bir grid kutusunu, (U N U) (veya x(U N U))’daki
grid kutusu iizerine déniigtiiriir. Bununla birlikte ¥ o x~! ve x o x~! doniigiimlerinin
grid kutularini grid kutularina doniigtiirmesi A’daki x ve x koordinat komsguluklarin
CP-baglantih olmasim garanti etmez. [1]

S iizerinde bir C” atlas A", icinde herhangi iki koordinat komgulugun C®
baglantili oldugu A atlasmin bir alt atlasidir. S iizerinde C" atlas A", S iizerinde
daha biiyiik bir C” atlas tarafindan igerilmiyorsa maksimaldir. [1]

S iizerinde her C" atlas A", A™’daki tiim koordinat komsguluklarina C™-baglantih
olan A’daki biitiin koordinat komguluklarinin birlegimi bir tek maksimal atlas be-

lirtir ve AP ile gbsterilir. S iizerindeki bir A Lorentz metrigi ile olugturulan tiim
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uygun null koordinat komguluklarin kiimesi, AP = A”([h]), S iizerinde bir maksi-

mal C" atlas Grnegidir. [1]

Sekil 2.1. Koordinat komguluklar:

AP, S yiizeyi iizerinde bir maksimal C™ atlas olmak iizere; bir (S, .A") siral ¢ifti
bir kutu yiizeyidir. Kutu yiizeylerinin Lorentz metrikleriyle olan iligkisi, 1-kompleks
boyutlu manifoldlarin Riemann metrikleriyle olan iligkisi gibidir. [1] Bunu asagidaki

teoremle ifade edebiliriz.

Teorem 2.1.1. S dzerindeki (S, A°) kutu yuzeyleri ile (S, [h]) Lorentz yizeyleri

arasinda bir dogal birebir egleme vardsr. [1]

S iizerindeki bir C® atlas A" ’daki bir koordinat komsulugu x : U — R? olsun.
Eger x(U), R*’de bir sonlu grid kutusu ise x’ye bir kutn koordinat komsulugu denir.
A" ’daki herhangi bir x : U — R? kutu koordinat komgulugunun S {izerindeki
U tamm kiimesine, £(A") iizerinde bir kutu veya A° igin S iizerinde bir kutu
veya (eger A° = AY) ise (S, h) tzerinde bir kutu denir. Herhangi bir sabit kutu
atlas A" igin; S {izerindeki kutular bir (S, h) Riemannian yiizeyi iizerinde agik disk

metriklerinin yaptig1 gibi S iizerindeki topoloji i¢in bir baz olugturur. [1]
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2.2 Yardstickler ve Time-Orientability

Tamim 2.2.1. Bir (S,h) Lorentzian yizeyi veya bir L = (S, [h]) Lorentz yiizey:
izerinde g bir Riemannian metrik olsun. h i¢in X,Y null dogrultular, g igin

ortogonal ise g Riemannian metrigine yardstick denir. [1]

Lemma 2.2.1. Herhangi bir L = (S, [h]) Lorentz yiizeyi tzerinde bir g yardsticki
vardr. [1]

Tanim 2.2.2. (M,G) bir Lorentzian manifold olsun. M dzerinde G Lorentzian
metrigi icin global olarak tanymly bir C* T timelike vektor alant mevcutsa, (M, G)
Lorentzian manifolduna veya onun G Lorentzian metrifine time-orientable (zaman

yonlendirilebilir) denir. [1]

Zaman yonlendirilebilir olmayan (M, G) Lorentzian manifold igin; G’nin bir za-
man yénlendirilebilir § metrigine lift edilmesiyle (M, G) zaman yonlendirilebilir ola-
cak sekilde M’yi orten bir M ortii manifoldu mevcuttur. Ayrica her basit irtibath
Lorentzian manifold zaman yonlendirilebilirdir. [1]

M fiizerinde G igin bir C'*° timelike vektor alani T belirtilmis ise, (M, G) Lorentzian
manifolduna time-oriented (zaman yénlendirilmig) denir. Vp € M icin bir T(T})
time konisini segmek icin T vektér alam kullanihr. M fizerindeki C® T ve T time-
like vektor alanlar; Vp € M igin ayni time koniyi belirtirse, T ve T" (M, G) lizerinde
ayni zaman yoOnlendirilmis olur. Herhan%i bir zaman yoOnlendirilebilir Lorentzian
manifold iizerinde yalmzca iki farkl time-orientation (zaman y6nlendirme) vardur. [1]

Bir irtibath, zaman yo6nlendirilmig, n > 2 boyutlu C* Lorentz manifolduna
space time denir. [1] Bu tanim iizerinde gesitli yazarlarin farkl: yaklagimlar: vardir.

O’Neill space time’in 4-boyutlu olmasi geregini savunur.

Lemma 2.2.2. Bir h Lorentzian metrigi igin S tzerinde bir C™ timelike vektor
alany vardir <= '

(i) S tizerinde h igin sifir olmayan bir C*™ spacelike vektdr alan:
veya

(i) S dzerinde h igin bir C*® null vektdr alan:

vardar. [1]
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Tamm 2.2.3. T timelike vektor alans, bir (M, G) space-time tizerinde zaman yonlen-
dirmeyi saglasin. ¥Yp € M noktas: i¢in M, ’de bir ¥ causal teget vektorine;

(i) v, C (T;,) causal konisinde yatiyorsa future-directed,

(it) U, C (—T;,) causal konisinde yatiyorsa past-directed

denir. [1] (Sekil 2.2)

Sekil 2.2. Future ve past-directed koniler

Tanim 2.2.4. Bir C*® ~: P — (M,G) causal edrisi, yay: veya 1ginina; ¥Vt € P igin
v '(t) tedet vektori,

(i) future-directed ise future-directed,

(1) past-directed ise past-directed
denir. [1]

Bir 2-boyutlu space-time (S,h) fizerinde T tarafindan saglanan zaman
yonlendirme; X-null ( veya Y-null) past-directed ( veya future-directed) olacak
gekilde yeni bir parametrizasyonu ile tamimli null egrileri lizerinde bir natural
orientationu (dogal yonlendirmeyi) belirtir. Ornegin; T, E*! = (z, y diizlemi, dzdy)
Minkowski 2-diizleminin her noktasinda j—3 olarak alindiginda zaman yénlendirilmig
ise 0 zaman tiim X-dogrular dogal olarak saga, tiim Y-dogrular dogal olarak yukar:
yonlendirilmis olur. [1]

Bir £ = (S, [A]) Lorentz yiizeyi iizerinde bir T timelike vektér alani, £ iizerinde ve
h ~ h olmak iizere her (S, iz) iizerinde zaman yonlendirmeyi tanimlar. Béylece za-
man yonlendirilmig bir £ {izerinde, zaman y6nlendirilmig £ = (S, [h]) Lorentz yiizeyi
ile future-directed veya past-directed causal egrileri, yaylar1 veya 1sinlar: konugmak

anlam kazanir. [1]
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L = (S,[h]) zaman yonlendirilmig oldugu zaman; A} = A°([h]) kutu atlas:
Af = A*([n]) ve A; = A~ ([h])’nin ayrik birlesimidir. x : A7) — A*([h])
(veya A~ ([h]) bir koordinat komgulugudur <=> x tarafindan verilen z, y uygun null
koordinatlarin her ikisi sirasiyla y = sabit ve z = sabit null egriler {izerinde dogal
yonlendirmenin belirtilmesine neden olur. Ayrica her basit irtibath (S, [h]) Lorentz

ylizeyi daima zaman yonlendirilebilirdir. [1]
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2.3 Intrinsic (Esas) Egrilik, Geodezik ve Pregeodezik

Bir S yiizeyi iizerinde u, v lokal koordinatlar ve h = Adu® + 2Bdudv + Cdv? bir

metrik olsun. A metriginin K (h) intrinsic (esas) egriligi;

4(AC — B*)’K(h) = A(A,Cy — 2B,C, + C2) + C(AyCy — 24, B, + A2)
+B(A.C, — A,C, — 2A,B, + 4B, B, — 2B,C,)  (2.3.1)
~2(AC — B*)(Aw ~ 2Buy + Cu)
u,v'nin U tamm kiimesi {izerinde formiilii ile elde edilir. [1]

S tzerinde 6zel lokal koordinatlar kullanarak (2.3.1)’deki K'(h) daha sade bir hal
alir.

S iizerindeki h metriginin esas egriligi K (h) = 0 olmasi durumunda h metrigine
flat metrik denir. h metrigi flat ise (S, ) Lorentzian ( veya Riemannian) yiizey flat
yiizey olarak adlandirilir. [1]

h = dzdy metrigi ile zy-diizleminin herhangi bir acik irtibatli alt kiimesi
dz? + dy? flat yardstikine sahiptir. [1] Gergekten; dz2 + dy*de A = C =1 ve
B = 0 oldugundan K = 0 olup dz? + dy? flattir ve h = dzdy metrigi icin null olan
X,Y dogrultular dz? + dy? icin ortogonal oldugundan yardstiktir.

Tanim 2.3.1. P C R bir agtk aralik ve v : P — S bir C® donisim olsun. P ’deki
herhangi bir t, ve v(t,) n bir komgulugu Gzerindeki herhangi u, v koordinatlars igin,
v'nin t, etrafindaki bir agik araliga kisitlanig,
u” 4+ T, (u)? + 2T} u'y + T, (v)2 =0 (23.2)
o+ T% () + LHu'v’ + TR (v')? =0 -

adi diferansiyel denklemlerini saglayan u(t) ve v(t) fonksiyonlar: ile verilirse vy

egrisine S tizerindeki bir h metrigi icin bir geodezik denir. [1]

h = Adu?® + 2Bdudv + Cdv® ve W = AC — B? olmak iizere (2.3.2)’daki T¥;

christoffel semboller;

OWT!, = CA, — 2BB, + BA,, 2WT?, =2A4B, — AA, — BA,
2WTL, = CA, — BC,, 9WT2, = AC, — BA,
9WT}, = 2CB, — CC, — BC,,  2WT%, = AC, — 2BB, + BC,
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ile U iizerinde tammmlamr. Bir v : P — S geodezigin bir kapali, sinirh ( veya yar
kapali) P C P aralifina kisitlanigina bir geodezik yay ( veya geodezik 1gin) denir. [1]

Bir v : P — S geodeziginin; P’nin bir alt aralig P olacak sekilde bir v:P—8§
geodezigine genisletilmesi yoksa, v geodezigine genisletilemez denir. 0 € P igin
v(0) = p ve S,’deki ¥ baglangig hiz vektérii y '(0) = ¥ olacak sekilde p noktasina S
lizerinde v : P — S geodezigi icin baglangig noktasi denir. v(t) = p ile verilen sabit
v:R — S geodezigi icin ¥, S,’de 0 vektoriidiir. [1]

S iizerindeki herhangi bir h metrigi i¢cin her v : P — S geodezigi, P iizerinde
h(y ',v ') sabit fonksiyonuna sahiptir. Buna gére h indefinit oldugundan; « ', «
geodezigi boyunca ya timelike yada spacelikedir. Boylece bir A Lorentzian metrik

icin S iizerindeki her geodezik sabit bir causal karaktere sahiptir. 1]

Ornek 2.3.1. h = du? — dv? Lorentzian metrifi icin ¢ sabit olmak iizere
v(t) = (t,ct) ile verilen v : R — (u,v dizlemi) geodezigi; |c| < 1 iken spacelike,
le| > 1 iken timelike ve |c| = 1 tken null egrisidir. [1] Gergekten; v '(t) = (1,c)
olup h(y ',v ") = 1 — & oldufundan; |c| < 1 igin h(y ',y ") > 0 olup v geodezigi
spacalike egri, |c| > 1 igin h(y',7 ') < 0 olup v geodezifi timelike egri ve |c| = 1
igin h(y',v ') = 0 olup v geodezigi null egridir.

Tanim 2.3.2. Bir C® v: P — § egrisi; yent bir parametrizasyonla bir 4 : P> s

geodezigini veriyorsa, vy egrisine h igin pregeodezik denir. [1]

Bir h Riemannian metrigi i¢cin herhangi bir C*® v : P — S egrisi veya bir h
Lorentzian metrigi icin herhangi bir C* spacelike veya timelike «y : P — S egrisi

verilsin. Herhangi bir ¢, € P i¢in, 4’nin;
t
s= | |h(y' @), 7' ()2t
to

yay uzunluguyla ifadesi, P = s(P) iizerinde tammh h metrigi icin 4 : P — §
geodezik ise y'ya pregeodezik denir. Bir h Lorentzian metrigi igin her vy : P — S

null egrisi pregeodeziktir. [1)
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BOLUM 3
OKLID VE MINKOWSKI 3-UZAYINDA
LOKAL YUZEYLER

3.1 Oklid ve Minkowski Diizlemleri

S, wuv— diizlemine dogal yonlendirme ile hem bir yiizey, hem de bir vektor uzay:
olarak bakihr. 7= (1,0), 7 = (0,1) bazim Vp € S icin sirasiyla, 5u(p) ve a,(p)’ye

karsiik tutulursa; S ile S, arasinda bir 6zdeglik doniigiim tanimlanmg olur. [1]

Tanim 3.1.1. S, uv— dizlemi olsun. S izerinde du? + dv® Oklid metrigi ile

tanimlanan uzeya Oklid-2 uzay (veya Oklid dizlemi) denir ve
E? = ( S, [du®+ dv?]) (3.1.1)
ile gosterilir. [1]

Oklid-2 uzay1, Oklid metrigi ile tanunlanan Oklid i¢ carpimi yardimiyla da
agagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tamm 3.1.2. VA = a1 + azj, B = bji+ byj € R? igin,
f_f . E = 010, + agbsy (3.1.2)

esitligi ile tansmlanan i¢ carpima Oklid i¢ ¢arpym denir ve R? vektor uzay, tzerinde

tansmb 6klid i¢ carpima ile Oklid-2 uzay olarak adlandurihr ve E? ile gosterilir. [1]

Oklid i¢ carpimi pozitif taniml bir metrik oldugundan E? Oklid uzay: ayn1 za-

manda bir Riemannian 2-manifolddur. [1]

Tamim 3.1.3. S, uv— dizlemi olsun. S tzerinde du® — dv? Minkowski metrigi ile

temmlanan uzaya Minkowski-2 uzay: (veye Minkowski duzlemi) denir ve
E*' = (8, [du® — dv?]) (3.1.3)

ile gosterilir.[1]
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Minkowski-2 uzay1, Minkowski metrigi ile tanimlanan Lorentz i¢ carpim: yardimiyla

da asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tanim 3.1.4. VA = a1t + agj", B= bii + bgf € R? i¢in,

pury

A- E = a1b1 - a2b2 (314)

egitligi ile tansmlanan i¢ carpima Lorentz i¢ ¢arpims denir ve R? vektor uzays bu i¢

carpim ile Minkowski-2 uzays olarak adlandimlir ve E! ile gésterilir.

S, wv— diizlemi {izerinde du? + dv® Oklid metrigi ve du? — dv? Minkowski
metrigi igin u, v lokal koordinatlar global isothermal koordinatlar gibi kullanilabilir.
du® — dv? Minkowski metrigi S’deki z,y global uygun null koordinatlar z = u — v,
y = u + v geklinde ifade edilir. [1]

E? Oklid diizlemine;

E? = (uwv — diizlem, [du® + dv?])

gosterimi ile ayn1 zamanda bir Riemann yiizeyi olarak da bakilabilir. [1]

Benzer diigiince ile E*! Minkowski diizlemi;
E*! = (uv — diizlem, [du® — dv®]) = (zy — diizlem, [dzdy))

gOsterimi ile ayn1 zamanda bir Lorentz yiizeyi olarak da bakilabilir. [1]
Lorentz i¢ ¢arpim pozitif tanimh olmadigindan, Minkowski-2 uzayindaki vektorler

agagidaki gekilde siniflandirilr.

Tanim 3.1.5. E>! Minkowski-2 uzayinda, A € E?! icin;
(i) A-A>0 veya A =0 ise A ya spacelike,
(ii) A-A<0ved#0 ise A'ya timelike,
(iii) A- A=0 ve A#0 ise Aya null
vektor denir. [6]
Teorem 3.1.1. E>! Minkowski-2 uzayinda, .
(i) A€ E*' bir null vektor ise dizlemde 1. ve 2. agrortaylar izerinde,
(i) B € E*' bir timelike vektor ise diizlemde 1. ve 2. agiortaylar arasinda,

(iit) C € E?' bir spacelike vektor ise dizlemde 1. ve 2. agrortaylar diginda
bulunur. (Sekil 3.1)
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Ispat. (i) Herhangi bir A = (z,y) € E*>! null vektér olsun. O halde;

(z—y)(z+vy) =

(z—y)=0 VvV (z+y)=0
= \% r= -
J W—g

l.aciortay \% 2.aclortay

elde edilir ki, bu da A = (z,y) null vektoriiniin diizlemde 1. veya 2. agiortay iizerinde
oldugunu gosterir. (Sekil 3.1)
(ii) Herhangi bir B = (z,y) € E*! timelike vektor olsun. O halde;

— —

BB < 0
7?2 — o2 < 0
z-v)(z+y) < 0
(z-=y)>0 A (z+y)<0 V (z—y)<0 A (z+y)>0
2>y N T<-y \ <y N z>-y
4.l;iglgede V 2.bglrg-ede

elde edilir ki, bu da B = (z,y) timelike vektoriiniin diizlemde 1. ve 2. agiortay

arasinda oldugunu gosterir. (Sekil 3.1)
(iii) Herhangi bir C = (z,y) € E*! spacelike vektor olsun. O halde;

— —

B-B > 0
z? — 2 > 0
@-y)z+y) > 0
(z-y)>0 A (z+y)>0 Vv (z-y)<0 A (z+y)<0
>y A z>-y Vv <y A z< -y
l.gérilgede \Y 3.bglrgede

elde edilir ki, bu da C = (z,y) spacelike vektériiniin diizlemde 1. ve 2. agiortay

diginda oldugunu gosterir. (Sekil 3.1) O
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%

Sekil 3.1. Minkowski Diizlemindeki Vektorler

Tamm 3.1.6. A € E?! i¢in A’mn normu,

14l = /|4 4] (3.1.5)

seklinde tanamlanar. [17]

Teorem 3.1.2. A € E*! icin;
(i) A vektori bir null vektor ise || All =0
(i) A vektéri bir timelike vektor ise ||A||2 = —(4 - A)
(iii) A vektori bir spacelike vektor ise ||A|2 = A- A
dir. [17]

Tanim 3.1.7. E?! uzayinda iki vektér A ve B olsun.

—_

A-B=0
ise A ve B vektorlerine Lorentz anlamda dik vektérler denir. [17]

Teorem 3.1.3. R? diizleminde 1. veya 2. aciortaya gore simetrik olan vektérler

Lorentz anlamda diktir. [15] (Sekil 3.2)

Ispat. Herhangi bir A = (a;,a,) € R? vektoriiniin R? diizlemindeki 1. agiortaya

gore simetrigi olan vektor A’ = (as,a;) olup,

-

fT’ A = (01, 0.2) . (a23 al)

=a109 — aya; =0
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Sekil 3.2. Minkowski Diizlemindeki Dik Vektorler

ve benzer olarak herhangi bir B = (—by,b;) € R? vektoriiniin R? diizlemindeki 2.
agiortaya gore simetrigi olan vektér B! = (—bz, by) olup,

—

BB = (=bi,by) - (~bs,b1)
= b1b2 — b2b1 =0

elde edilir. Bu da gosterir ki R? diizleminde 1. veya 2. aciortaya gore simetrik olan

vektorler Lorentz anlamda diktir. O

Teorem 3.1.4. E%! Minkowski Diizleminde iki timelike (veya spacelike) vektor dik
olamaz. [15] )

Ispat. A = (a1,a) ve B = (by,b;) € E*! herhangi iki timelike vektdr olsun. O
halde,

A A<0=0a2-0a< 0= a?<ad

B B<0=0 -1 <0= b2 < b2

esitsizlikleri elde edilir ki, buradan hareketle

a? b2 < a? b2
la1b1| < |azbo]
arby # azby
a1b; —agby #0
A-B+0

Ll
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sonucuna ulagilir. Bu sonug herhangi iki A ve B timelike vektériin dik olmayacagini

gosterir. Herhangi iki spacelike vektor icin de benzer gekilde ispat yapilir. 0O

Sonug 3.1.1. Minkowski diizleminde herhangi iki vektoriin dik olmasi vektdrlerden

biri timelike ise digerinin spacelike olmas ile miimkiindiir.

E?deki S! birim ¢emberine E%"’de S*! ve H'! gibi iki quadratik form kargilik

gelir. Bunlardan;
S ={AcE* | A - A=1}
kiimesine Lorentzian birim ¢ember ve
HY' ={AcB* |4A.-A=-1}

kiimesine de hiperbolik birim ¢ember ad: verilir. (Sekil 3.3)

Sekil 3.3. E%! Uzayinda Lorentz ve Hiperbolik Birim Cemberler

Teorem 3.1.5. E*! Uzayinda S Lorentzian birim cemberin (veya H' Hiperbolik

birim cemberin) tejetleri daima timelike (veya spacelike) vektérlerdir.

Ispat. E*>! Uzayinda S™' Lorentzian birim cember {izerinde keyfi bir P(x,y) nok-

tasini orjinle birlegtiren, Zf(m, y) vektorii alinsin. Bu vektor,

A-A =1
(iL',y) ‘ (xay) =1
$2—y2 =1



denklemini saglar ki bu denklem, E*' Uzayinda S'! Lorentzian birim cemberin
kartezyen denklemidir. A vektoriiniin yatayla yaptih aq 6 olmak iizere, SU!

Lorentzian birim cemberin parametrik denklemi;

z = coshé
= 0<60<27
y = sinh

seklindedir. Buna gore, E?! Uzaymnda S%! Lorentzian birim cember
a(f) = (cosh@,sinh @) egrisi ile ifade edilebilir. S%! Lorentzian birim g¢emberin

tegetleri, @ '(9) = (sinh 8, cosh #) seklindedir. Buradan hareketle,

a'(f)-a'(d) =sinh®f — cosh®f

=-1<0

sonucuna ulagilir ki bu da S'! Lorentzian birim ¢emberin tegetlerinin timelike
vektorler oldugunu gosterir. Hiperbolik Birim Cemberler icin benzer ispat yapilir.

a

Tamim 3.1.8. A € E2! bir timelike vektor olsun. €= (0,1) olmak tizere;
(i) A-&< 0 ise A'ya future-pointing timelike vektor,
(ii) A-&> 0 ise A'ya past-pointing timelike vektor

denir. [17] (Sekil 3.4)

A

Sekil 3.4. E?! Uzayinda Zaman Y&6nlendirmesi
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Teorem 3.1.6. A = (a1,0a;) € E?! bir timelike vektér olsun.
(i) A vektori future-pointing timelike vektordir < |ai| < as

(i1) A vektérii past-pointing timelike vektordir <> a; < las|  [17]

Lemma 3.1.1. 4, B € E%! future-pointing timelike vektorler olsun. Bu durumda;
(i) A-B<O0
(ii) A + B future-pointing timelike vektordir.
(iii) —A-B> A Bl (Minkowski uzaymda Schwarz esitsizligfi)
(i) |A+B|| > ||A|+]B]| (Minkowski uzayinda iggen egitsizligi)
ifadeleri mevcuttur. [17]

E?! uzayinda ag1 kavrami ancak hiperbolik act cinsinden ifade edilir. Oklidyen
birim gember iizerindeki bir &) noktasi (cos ¢, sin ) ikilisi ile ifade edilirken, Lorentz
birim ¢ember iizerindeki bir P noktasi (cosh ¢, sinh ¢) ikilisi ile ifade edilir. Birim
Oklidyen cember iizerindeki Q noktasmnin koordinatlar icin kullanilan ¢ radyanlik
ag1, Sekil 3.5a’deki tarali alanin iki kat1 olarak ifade edilen bir biiyiikliiktiir. Benzer
sekilde, birim Lorentz ¢emberi iizerindeki P noktasinin koordinatlar: icin kullanilan
¢ hiperbolik radyanhk a1, Sekil 3.5b’deki tarali alamin iki kat: olarak ifade edilen
bir biiyiikliktir. [21]

Y A Yy
-:_Q=(cos<p, sing) . /_’ P=(cosh ¢, sinh ¢)
£ »se s | A s=¢/2br
v a Y \\
(a) Oklid anlamda ag1 (b) Lorentzian anlamda ag1

Sekil 3.5.

E? 2-boyutlu Oklid uzayindaki,

cosy ~singp
Alp)=|
sing cosg
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dénme matrisine kargihk, E>! Minkowski-2 uzayindaki dénme matrisi,

Alg) = [ cosh ¢ sinh¢ }
sinh¢ cosh¢

geklindedir. [17]

Lemma 3.1.2. A(¢) matrisi altinda; timelike vektorler timelike vektdrlere, spacelike
vektorler spacelike vektdrlere ve null vektdrler null vektirlere donigtr. Yani, A(Q)

donigtimd altinda bir vektorin causal karakteri korunur. [17]

Lemma 3.1.3. A(¢) matrisi zaman yonlendirmesini korur. Yani, B € E®' future-
pointing (veya past-pointing) timelike vektdr ise A()B de bir future-pointing (veya
past-pointing) timelike vektordir. [17]

Tamm 3.1.9. A = (a1,0a,) ve B = (b1,b;) € E*' uzaynda future pointing (veya
past pointing) timelike iki birim vektér olsun.
cosh ¢ sinh a b
¢ - =] (3.1.6)
sinh ¢ cosh ¢ as by -
egitligi saglanacek sekilde ¢ € R sayisina A’dan Bye (yonlendirilmig) hiperbolik ags
denir ve ¢ = (A, B) bigiminde gésterilir. [17] (Sekil 3.6)

A

Sekil 3.6. Hiperbolik A1
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Lemma 3.1.4. A ve B future-pointing timelike iki birim vektor olsun. ¢, A'dan

B 'ye hiperbolik agi ise;
cosh¢ = -A.B

dir. [17]

Tanimm 3.1.10. S,uv—dizlemi ve h,S tzerinde bir metrik olsun. F : § — S

izometrisi; V V,W € S C* vektér alanlars igin;
WEV,EW) = h(V,W) (3.1.7)

esitligini sagliyorsa F'’ye S dzerinde bir C* diffeomorfizm denir. [1]

Tamim 3.1.11. E? Oklid 2-uzaymn (veya E*>' Minkowski 2-uzaysnan) orjin nok-

tasins sabit birakan herhangi bir izometrisine, E? (veya E*')’in bir lineer izometrisi

denir. [1]

Boylece E? (veya E*') herhangi bir izometrisi; bir 6telemeden sonra bir lineer
izometrinin bilegkesidir.
E?deki tiim g : E2 — E? lineer izometrilerinin grubu @(2), {7, 7} bazna gore

elde edilen katsayilar matrisinin kiimesidir. O(2) ortogonal grup,
GL(3,R)={A| A=[a;] € R}, detA# 0}

grubunun kapali bir alt grubudur ve ayrica bir Lie gruptur. [1]
O(2) ortogonal grup irtibath iki O*(2) ve O~(2) bilegene sahiptir. ( Yani;
0(2)= 0O*(2) U 0 (2) ’diir. ) Bu bilegenlerden;
0*(2) = {9€0(2) | detg=1}
yonii koruyan izometrileri,
0-(2) = {9€0(2) | detg=-1}
.yénii tersine geviren izometrileri igerir. [1]

O*(2)’deki herhangi bir lineer doniigiim;

cosf -—sinf

sinf cosf
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katsayilar matrisine sahiptir. [1]
E*Vdeki tiim g : E*!' — E?! lineer izometrilerinin grubu O;(2) ( veya O(1,1))
ise benzer sekilde {7,7} bazina gére elde edilen katsayilar matrisinin kiimesidir.

01(2) pseudo ortogonal grup,
GL(3,R) = {A | A= [az-j] € Rg, detA # 0}

grubunun kapal bir alt grubudur. [1]
O1(2) pseudo ortogonal grup irtibath dért OF*(2), O7~(2), OF~(2) ve O;7*(2)

bilegene sahiptir. Yani;
O12)= 07 (2) U 077 (2) U Of7(2) U O1*(2)

dir. OF*(2) 6zdeglige, O7(2) eksi 6zdeglige, Of ~(2) u-—eksenine gbre yansimaya
ve O77(2) de v—eksenine gore yansimaya kargihk gelen izometrileri icerir. [1]
OF*(2) U O;7~(2)'deki izometriler y6nii korurken, OF~(2) U O;*(2)deki

izometriler ise yoni tersine cevirir. [1]

10
O;*(2)’deki herhangi bir lineer doniigiim; [ ] katsayilar matrisine, O; ~(2)’
01

-1 0 |
deki herhangi bir lineer déniigiim; [ } katsayilar matrisine, OF ~(2)’deki

0 -1
0

1
herhangi bir lineer doniigiim; [
0 -1

] katsayilar matrisine ve O7*(2)’deki her-

-1 0

hangi bir lineer doniigiim ise [
0 1

j| katsayilar matrisine sahiptir.
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3.2 Oklid 3-Uzayinda Lokal Yiizeyler

R?® = {(z,y, ?)|z,y,z € R} kiimesine bir vektdr uzay1 ve bir C*® manifold gibi
bakilir. R¥deki 7 = (1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0,1) vektdrlerini Vp € R® nok-
tasinda sirasiyla; 8,(p), 9,(p) ve &,(p)’ve karsilik tutulursa; R® ve R3 arasinda

bir 6zdeslik doniigiim tammlanmig olur. [1]
Tanim 3.2.1. VA = a;7 + asj + agﬁ, B=bi+ sz_"+ b;;l? € R3 icin,
/_f' g = a,1b1 + agbz + a3b3 (321)

ile tanamly - : R® x R® — R déondigimiine R3 'de bir i¢ carpim denir ve bu i¢ carpim

Oklid i¢ ¢arpym olarak adlandurilar. [1]

R3 vektdr uzayi, iizerinde taniml 6klid i¢ carpimu ile Oklid uzay1 olarak ad-
landinlir ve E® ile gosterilir. Oklid i¢ carpim pozitif tanimlr bir metrik oldugundan

E3 Oklid uzay1 aym zamanda bir Riemannian 3-manifolddur.

Tamm 3.2.2. VA = a11 + ag] + ask, B = bii+ by + bsk € E3 igin
x:E®x E® — E3
i 7k
AxB=|q a as (3.2.2)
by by b3

ile taramlanan igleme E3’de bir vektorel carpwm denir. [1]

Bu vektorel carpim;
(i) BxA=—(AxB)
(i) AxBLAve AxB 1B
(i) Ax B=0«=> A ve B lineer bagamh
ozelliklerine sahiptir. [1]
Bir A vektoriiniin boyu ||A|| = (A4 - A)Y/? geklinde tanmmh olup A, B € R3

vektorleri arasindaki ac1 6 ise A - B'nin geometrik olarak ifadesi;

A-B =|\4||IBl|cost

geklindedir. [14]
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Teorem 3.2.1. E?® uzayinda herhangi dirt vektor; A = (a1, as, a3), B= (by, ba, b3),
C = (¢1,¢0,c3) we D= (dy, ds, ds) olsun. Bu durumda;

(i) (AxB)-C=det(A
(i) AxB)xC=A-O\B-(B-C)4
X

[
Qu

dir. [14]

Ispat. (i) Vektorel carpim ve ig carpim tanimlarim kullanarak;
(Ax B)-C = (ashs — byas, bias — asbs, arby — bias) - (c1, 2, €3)
= agbsc; — baazcy + biazca — ajbscy + ajbecs — brases ... (1)
(1) esitligi ile
a Gz as
det(A,B,C) =|b, b, b
€1 € C3

=a (b203 —= 02b3) — az(blcg, — Clb3) + a3(b102 - bzcl)

= a1bac3 — a1¢obs — agbicz + ascibs + agzbicy — azbse; ... (2)
(2) esitlikleri elde edilir. (1) ve (2)’den (A x B)-C = det(A, B, ) sonucuna ulagilir.
7 j k

(ii) (A‘T X E) x C = azbs — boaz biaz —a1bsy arby — biap
o C2 c3
= (byagcs — abscs — aybacy + biagcy)i + (arbac; — brasc; — asbacs + boascs)j +
(agbscz — byagcs — brasey + arbse; )k
elde edilir. Elde edilen (/f X B) x C vektoriiniin ilk bilesenine a1b1cy, ikinei bilegenine
asbacy ve ligiincii bilegenine azbscs eklenip ¢ikarihirsa;

(f—l' X ﬁ) xC = (b1ascs — arbacs — arbacs + bragcy + arbyc; — aybicy)i
+(arbacy — brage; — agbscs + baascs + azbacy — agbacy)y
+(agbscy — baazey — byazey + arbze; + azbscs — agb3c3)E

= (a161b1 + agcaby  +brascs, aiciby + baases + agbacy, asbscs + arbser + azbscs)
—(a1bses + arbacy  +arbicy, biciag + bacoas + bscsag, byciag + bacsag + agbscs)
=(A-8)B-(B-0)A
sonucuna ulagilir.
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(i)
(A' X é) A = (agbs — baas, biag — a1bs, arby — bias) - (a1, ag, as)
= agbsa; — baaza; + biazas — a1bsas + aybyaz — biasas
=0 |
(Ax B)-B = (agbs — byas, bias — arbs, arhs — biaz) - (b1, ba, bs)
= agbsby — boaghy + biasby — a1bsbe + a1bybs — brasbs
=0
(iv) (CxD) = C olarak ahmp (i), (ii) ve determinant fonksiyonun ozelliklerinden;
(Ax B)-((x D) =det(4,B,C) = det(4,B,C x D)

bulunur. O

- —

VA, B,C,D € R® icin dogru olan bu,

ozdeslige Lagrange Gzdesligi denir. [14]
Lagrange 6zdegliginde; C yerine A ve D yerine B almirsa:
(Ax EL(XX B) = (@‘)(&_@ —(A-B)(B- A)
14 % B[ = AP BI]* - (A- By?
= [l AIPHBII? - (|| 4112 B|[? cos? )
= ||A|*|B][*(1 - cos?6)
= || 41%|B|[*sin? 6
veya ||A x B|| = ||Al|||B]|sin 8 esitligini elde ederiz.
Jekil 3.7°de goriildiigi gibi;
1A% Bl = ||4]|||B||sin6

= || 4]l A
esitlifine sahip olunur ki, bu da ||4 x B|| uzunlugunun A ve B tarafindan gerilen

paralelkenarin 6klidyen alanimi vermektedir.

33



| h=IBli sing ,~

Ve
X

Sekil 3.7. || A x B||'nin geometrik ifadesi

Tamim 3.2.3. F : E3 — E3 izometrisi; V V,W € E3 C*® vektér alanlars igin;
F*V‘F*W=‘7'W (3-2-4)

esitligini saglyorsa F'ye E3 izerinde bir C*® diffeomorfizm denir. [1]

Tamim 3.2.4. E? Oklid $-uzaywnan orjin noktasiny sabit birakan herhangi bir izometri-

sine E3’iin bir lineer izometrisi denir. [1]

Boylece E¥’iin herhangi bir izometrisi; bir 6telemeden sonra bir lineer izometrinin
bilegkesidir.
E*deki tiim g : E* — E° lineer izometrilerinin grubu O(3), {7, 7, k} bazmna gore

elde edilen katsayilar matrislerinin kiimesidir. O(3) ortogonal grup,
GL(?),R) = {A l A= [az-j] € Rg, detA #+ 0}

grubunun kapal: bir alt grubudur. [1]
O(3) ortogonal grup irtibath iki O*(3) ve O~(3) bilesene sahiptir. ( Yani ;
OBB)= 0O*(3) U O~(3) ’diir. ) Bu bilegenlerden;
0*@3) = {g9€0(3) | detg=1}
yonii koruyan izometrileri,
0*3) = {g€0(3) | detg=-1}
yonii tersine geviren izometrileri igerir. [1)

O(3)’deki herhangi bir lineer doniigiim;

cosf sinf 0
—sinf cosf O

0 0 1
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katsayilar matrisine sahiptir. [1]

Tanim 3.2.5. uv— dizleminin bir agk alt U kimesi igin, Z : U — E3 birebir
ve C* bir déndigiim olsun. Z, = Z,(8) ve Zy = Z,(8,) olmak iizere Vp € U igin
Zy x Z, # 0 ise Zye bir patch denir. [1]

Yani; Z : U — E?® bir patch’dir <= Vp € U ig¢in (Z,),, E%(p) ’deki goriintiisi
iizerine birebir ve értendir. [1]

S = Z(U) iizerinde tanimlanan topoloji ile E*’den S’ye indirgenen topoloji aym
ise Z patch’ina proper denir. Herhangi bir Z : U — E3 patch’imin U’daki her-
hangi bir noktanin kii¢iik bir bir V' komsuluguna kisitlanigi rbir Z : U — E?® proper

patch’im olugturur. [1)

Tanim 3.2.6. Koordinat dizlemlerinin birindeki bélgeler uzerine C* fonksiyon-
lariman grafiklerini tamwmlayan Z : U — E® patch’ina Monge patch denir ve
Z :U — E® Monge patch f : U = R fonksiyonu igin;

Z(u,v) = (u,v, f(u,v))
Z(u,v) = (u, f(u,v),v)
Z(u,v) = (f(u,v),u,v)

formlarindan herhangi birine sahiptir. [1]

E%de lokal yiizeyler teorisini incelemek icin Z : U — E® patch’s ahmir ve
Z(U) = S, bir yiizey olarak diigiiniiliir. Z, U’dan S iizerine yonii koruyan bir C* dif-
feomorfizm oldugundan bazen S iizerindeki kavramlara kargihik olarak U iizerindeki
kavramlar kullanilir. Bu nedenle S iizerinde bir f fonksiyonu U tizerinde bir f(u,v)
fonksiyonu gibi digiiniiliir. [1]

S iizerinde Z, = z*(a;) ve Z, = Z*(é;) C* vektér alanlari U iizerindeki 8, ve
('3_;,’ye kargihk tutuldugunda; Z*(dugu + dué;,) C*™ vektér alam icin
dZ = Z,du+ Z,dv gosterimi kullanilir. Burada du ve dv, U (veya S) iizerinde reel
degerli C* fonksiyonlardir. [1]
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Tamim 3.2.7. Z : U — E3 bir patch olsun. S = Z(U) 1izerinde birinci temel form;

[ =dZ-dZ = (Zudu+ Zodv) - (Zudu + Zodv)
= (Zy - Zy)du? + 2(Z, - Zy)dudv + (Z, - Z,)dv?
= Edu?® + 2Fdudv + Gdv? (3.2.5)

E F du
dv

F G
seklinde tansmlanyr. Burade E = 2, - Z2,, F=2,-2,, G=2,-2Z, C%
fonksiyonlardur. [1]

=|du v ]

Bu tamim S iizerinde I. temel formun Riemann metrik oldugunu goésterir.

Teorem 3.2.2. Z : U — E3 bir patch olsun.
|Z, x Z,| = VEG — F? = (detI)*/? (3.2.6)
dir. Burada E = (2, - Z,), F =(Z,-2,), ve G=(2,-2Z,)dir.

Ispat. (3.2.3) Lagrange 6zdesligi dikkate ahnirsa;

(Zu X Z0)? = (Zu X Z,) (Zu X )
= (Zu : Zu) (Z'u : Zv) - (Zu : Zv)(Zu : Zv)
N e N pmn? .

=y

= EG - F?

veya
|Z, x Z,| = VEG — F? = (detI)'/?
elde edilir. O

Tamum 3.2.8. Z : U — E® bir patch olsun. |Z, x Z,| = VEG — F? = (detI)*/?

olmak tzere; S 1zerindeki birim normal vektor alans,

_ Ly X Ly

seklinde tansmlansr. [1]

n, S ilizerinde koordinat degigiminden bagimsizdir.
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n’nin  herhangi bir deferine E%de bir vektér olarak bakildiginda,
n:S— 5% (8%, z2+y?+2% =1 birim kiiresi) Gauss doniigiimiinii tanimlamak icin,
(3.2.7) esitligi kullanibr. n,, n, sembolleri sirasiyla n,(Z,) ve n.(Z,) vektorlerini
gostermek icin kullanilir. [1]

n : S — S? Gauss doniigiimii lokal bile olsa birebir olmak zorunlulugu ol-
madigindan, dZ = Z,du + Z,dv'nin n, altindaki goriintiisi dn = n,du + n,dv,
n(S) iizerinde bir vektér olmasimi gerektirmez. Ayrica Vp € S icin Sﬁ(p), Sp'ye
paralel oldugundan, dn = n,du + n,dv’ye S ilizerinde bir vektor alam olarak

bakilabilir. [1] Béylece agagidaki tanim verilir.

Tanim 3.2.9. Z : U — E3 bir patch ven, S = Z(U) tzerinde birim normal vektér

alans olsun. S tzerindeki ikinci temel form;

Il = —-dn-dZ = —(n,du+ n,dv) - (Z,du+ Z,dv)
= —(ny - Zy) du® —(ny, - Z,) dudv —(n, - Z,) dudv — (n, - Z,) dv?
= Ldu? + 2Mdudv + Ndv? (3.2.8)

[ dv][’“ y ”

M N
seklinde tanvmlanar. Burada L= —ny - Zy, M = —ny - Zy, = —n, - Z,, ve
N=-n,-2Z, C* fonksiyonlardwr. [1]

Vpe Sicinn-Z,=0ven-Z, =0 olup, bu esitliklerin u ve v’ye g(’ireK tiirevleri
alindiginda;
Ny Ly+Nn-Zyy=0 =n-Zy=-—ny-Z,=1L
Ny Zy+n - Ly=0 =n-Zy=-"n,-Zy,=M (3.2.9)
Ny Ly+NLyy=0 =>n-Zyy=-ny - Zy=M
Ny Ly+n - Zy=0 =n-Zy=-—ny-Z,=N
I1. temel formun C* katsayilar fonksiyonlar: elde edilir. [1]
Zy, Z, Sp'de baz olmak iizere, n-n’ nin Z, ve Z, yoniindeki tiirevleri alinirsa;
Zy[n - n] =0 ve Zy[n - n] = 0 olup,
Zyn-nl=Dzn-n+n-Dzn=ny-n+n-n,=2n-n,=0=>n-n, =0
oldugundan n,ln’dir. [13] Yani, n, € S, olacagindan n, = aZ, + bZ, seklinde

yazilir.
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Zyn-nl=Dzn-n+n-Dzn=ny,-n+n-n,=2n-n,=0=n-n, =0
oldugundan n,Lln’dir. {13] Yani, n, € S, olacagindan n, = cZ, + dZ, seklinde

yazilir.

Ny = aZy,+bZ,
(3.2.10)
Ny = cZy+dZ,

egitlikleri almsin. Bu egitlikleri Z, ve Z, ile i¢ carpima tabi tutup, (3.2.9) dikkate

alinirsa;
Zy "My =00y Zy+bZ, 2, Zy Ny =0Ly-LZy+bZ,-Z,
S———r N N SN—— S— N
-L = aF + bF -M = aF + G
Ty Ny =CLy-Zy+dZy - Z, Ly Ny =c¢Cly-Zy+dZ,-Z,
S—— —— N~ N—— N——r N~
-M = cE + dF -N = cF + dG
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler;
L M a b E F
- = (3.2.11)
M N c d F G
a b
matris ¢arpimu geklinde yazilir. (3.2.11) esitliginde l ] cekilirse,
' c d
il
a b L M E F -
= - (3.2.12)
c d M N F G
elde edilir. "
E F _ 1 G -F
F G EG-F*| _F @
ifadesi (3.2.12)’de yerine yazilirsa,
; M F—Lgr' LF-M g
a — —
_ | EG-F EG-F (3.2.13)
c d NF-MG MF-NE

EG-F? EG-F~
esitlifine sahip olunur. (3.2.13) egitligi (3.2.10)’da yerine yazilirsa,
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ve

Weingarten denklemleri elde edilir.
E¥de S = Z(U) yiizeyinin gekli hakkinda bilgi edinmek i¢in agagidaki tanimlardan

faydalanihir.

Tamm 3.2.10. Z : U — E® bir patch olsun. S = Z(U) yiizey: tuzerindeki K Gauss
Egriligi;

(3.2.14)

b - 2
szet[a }_LN M? _ det II

c d| EG-F?  detl
seklinde tansmlansr. [1]
det I = EG — F? > 0 oldugundan K ve det II’ nin igareti aymdir.

Tamim 3.2.11. Z : U — E3 bir patch olsun. S = Z(U) yizeyi tizerindeki H
Ortalama Egriligi;

_1..|le % _oMF-ILG-NE
H ‘7“‘[ } ~ T 2(EG-FY)

- B . .|l e -F||L M| (321)
TTXEG-FY’| _p g M N

= ~Jiz(I7\ ) = —Ltr,I1

seklinde tanimlanar. [1]

Tamim 3.2.12. S, E3’de bir yiizey, K Gauss Egriligi ve I, S iizerinde ikinci temel
form olsun. II.temel form;

(i) S izerinde K > 0 olan yerlerde definit,

(i) S izerinde K < 0 olan yerlerde indefinit
olarak tansmbdur. [1]

39



Bir p € S i¢in K(p) > 0 oldugu zaman S {izerindeki p’ nin yeteri kadar kiigiik
delinmig tlim komsuluklar1 S,’ nin bir tarafindadir. K(p) < 0 oldugu zaman
S tizerindeki p’ nin keyfi kiigiik komguluklar1 S,’ nin diger tarafindaki noktalan
icerir. [1]

S yiizeyinin noktalar1 K Gauss egriligine gore siniflandirilir. Herhangi birp € S
noktasi i¢in;

(i) K(p) > 0 ise p’ye eliptik tipten nokta,

(i) K(p) < 0 ise p’ye hiperbolik tipten nokta,

(iii) K(p) = 0 ise p’ye parabolik tipten nokta
denir. [13]

Bu ii¢ ihtimalin diginda 6zel olarak 4. bir durum daha vardir. Bu da /. temel
formun C™ katsayilar fonksiyonu L = N = M = 0 olmas) durumudur. Bu noktalara
da yayilma noktalar1 denir. Parabolik tipten noktalarda L, N ve M’nin en az biri
farkl sifir iken K = 0 olan noktalar kastedilir. Agikar olarak yayilma noktalarinda
K =0 dur. [13]

Tanim 3.2.13. K Gauss egriligi her noktasinda;
(i) pozitif olan S yizeyine synclastic yizey,
(i) negatif olan S yiizeyine anticlastic yizey

denir. [19]

Koni, silindir, diizlem, yarim kiire ve kiirenin gauss egriligi sabittir. [19]
S tlizerindeki herhangi bir noktada F = G = 1 ve F = 0 olacak sekilde uv—
diizleminde afin koordinat degigimi yapilabilir. Bu noktada H? > K dir.

Ornek 3.2.1. Sekil 3.8°deki cemberin z—ekseni etrafinda déndirilmesiyle elde
edilen tor yuzeyi dikkate alinsin. A noktasinin geometrik yeri olan ¢cember dstindeki
noktalar hiperbolik noktalardir. B noktasinin geometrik yeri olan ¢cember idstindeki
noktalar eliptik noktalardir. C noktasinin geometrik yeri olan cember istindek: nok-

talar parabolik noktalardar. [11]

Tanmim 3.2.14. S, E3’de bir yiizey ve S izerinde K Gauss Egriligi, H da Orta-
lama Egrilik olsun. S’nin bir p noktasinda H®> = K ise ¢ = H(p) olmak dzere

II(p) = cI(p)’der. Bu p noktasina umbilik nokta denir. [1]
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Sekil 3.8.

Tanim 3.2.15. S, E3’de bir yiizey ve S tizerinde K Gauss Egriligi, H da Ortalama
Egrilik olsun.

(i) H =H? = K ejrilijine skew egrilik,

() ki = H + H' ve ky = H — H' egriliklerine principal (aski) egrilik
denir. [1]

ki = ko ise ( yani H' = 0) S yiizeyi umbilik karakterdedir. Yukaridaki tanimdan
hareketle;

ki+k=H+H +H-H =2H
ky~ky=H+H —-H+H =2H (3.2.16)
k1k2=(H+H’)(H—HI)=K

sonuglarina sahip olunur. [1]

T, : Sp = Sp, p € S noktasindaki dZ = Z,du + Z,dv’ nin degerini yine aym
noktadaki —dn = —n,du — n,dv’ nin degerine tagiyan lineer déniigiim olsun. Wein-
garten denklemleri kullanilarak, T, lineer doniisiimiiniin {Z,(p), Z,(p)} bazina gore

katsayilar matrisinin;

1
EG —F?

ME-LF NE-MF b —d

LG — MF MG—NF}

¢ _c} =5  (32.17)

seklinde oldugu goriiliir. Bu matris, T}, lineer doniigiimiiniin,

M-2HA+K=0 (3.2.18)
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karakteristik denklemini saglar. Gergekten,

1. 1 _1LG+NE-2MF _2MF - LG - NE
2  EG-F? ~ 2(EG - F?)

— M2
K = det8=ad—-bc=%%t—]}—rw7
sonuglar: (3.2.14) ve (3.2.15)’i saglar.

(3.2.18)’deki T, lineer doniigiimiiniin karakteristik denkleminin kokleri k;(p) ve
ky(p) ile verilir. Gergekten; (3.2.16)'daki H = %32 ve K = ki k, egitlikleri (3.2.18)’de

yerine yazilirsa,
A —2HA+K =X 2B\ 4+ kiky =0

= N2 — 2(k1 -+ kz)/\ + kiky =0
s (A= ) (A= ks) = 0

_— A= k]_ ve A= k2
olur.

T, ’nin karakteristik degerlerine kargilik gelen vektorler asli (principal) dogrultular,
p’ deki,
dv? —dudv du®

E F G |=0 (3.2.19)
L M N

egitligini saglayan S,’ deki dZ = Z,du + Z,dv sifir olmayan vektorler tarafindan
belirtilir. [1]

Bir umbilik noktada tiim dogrultular asli dogrultudur. Fakat umbilik olmayan
herhangi bir noktada (S,’de) birbirine dik iki asli dogrultu vardur. [1]

Tanim 3.2.16. Bir P C R a¢tk alt araliginda y : P — S bir C™ dénigim olsun.
v(t) tizerinde T(t) = v '(t) / |y '(t)| birim tedet vektor alannin yay parametrisine
gore tirevi daima S’ye ortogonal ise vy : P — S dionigimine S uzerinde I. temel

form igin geodezik denir. [1]

Yani; V ¢t € Pigin v "(t) € Tz (a(t)) ise v : P — S doniigimii S {izerinde
I. temel form icin geodeziktir. Buna gore, S iizerinde yay parametresi ile verilen

herhangi bir dogru parcas: S iizerinde geodeziktir. Benzer olarak z2 + 3% + 22 =1
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denklemi ile verilen S? birim kiiresi iizerinde ki biiyiik ¢ember pargalarn geodezik
egrilerdir.

Klasik yiizeyler teorisinden biliniyor ki Z,,, Z, ve n’nin S iizerindeki her noktadaki
degerleri E‘;”yi gerer. Boylece Z,,,, Zy, ve Z,, vektorleri Z,, Z, ve n’nin birer lineer

birlesimi olarak yazilabilir. Bu ise S iizerindeki,

Z'u'u, = aZ'u, + va + cn
Zyw=dZy+€Zy+fn § o (1)
Ly = 92y + hZ, + jn

Gauss denklemlerini verir.
Bu esitliklerin herbiri Z,, Z, ve n ile i¢ carpima tabi tutup, (3.2.9) esitlikleri
dikkate alinirsa;

Zw* Zy =a =T} ZuwZy=d=T} ZyZy=g=TL
T+ 2y =b=T% Zyy Zy=e=T%, ZyZy=h=T%
Zyy 'n=c=1L Ly ‘n=f=M Zyw ‘mn=j=N

sonuglarina ulagilir. Bu sonuglar, (1)’de yerine yazihirsa;

Zyy =117, +T%,Z, + Mn (3.2.20)
Z’U‘U = 1-\%2Zu + F%2Z'u + NTL

egitlikleri bulunur ki, bu esitliklere Gauss Denklemleri denir. (1] Burada I'};’lar I.
temel form icin Christoffel sembolleridir. (3.2.20)’deki ilk iki denklemden v’ye, son
iki denklemden u’ya gore tiirev alinirsa;

\
me = I-‘}]_ZU‘U + I‘%IZ‘D‘U + L-,,TL + an

Zw =133 200 + 12,200 + Myn + Mn,
Zwi = 119200 + T3 2y, + Myn + Mn,
Ly = F%zzuu + F%zzvu + Nyn + Nn,

(3.2.21)

J
denklemleri elde edilir.(3.2.10) Weingarten denklemleri ve (3.2.20) Gauss denklem-

leri (3.2.21)’de g6z Oniine alinirsa,
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Zuww = (T1yTia + T11T3s + cL)Zu + (T11 T2 + T T3, +dL)Zy + (T M + TN + Lo)n

uvY 12+ 12 12422 2.

Zovu = (T} Th + T1aT}e +aN)Zu + (ThThe + T3l + bN) 2o + (ThoL + THM + Nu)n |
denklemleri elde edilir ki bu da Zyuy, Zuwws Zuvu Ve Zyw'lerin {Z,, Z,, n} baz cinsin-

den yazilabilecegini gosterir.

Zuuv = Z'u,'uu ve Zu'vv = Z'v'uu (3223)

alinir ve elde edilen denklemlerin her iki yanindaki n’nin katsayilari esitlenirse,

(3.2.22)’den;

N

IhM+T3N+L,=TLL+T%L,M+ M,
= L, — M, = LT'}, + M(T'%, - T},) — NT% L

MM +THN + M, =T, L+ T5%M+ N,
=> M, — N, = LT}, + M(T3, - T};) — NI}, |

(3.2.24)

denklemlerini elde edilir ki bu denklemlere Codazzi-Mainardi denklemleri denir. [1]
(3.2.23)’deki her bir denklemin her iki tarafinda Z, ve Z,’nin katsayilarin: esit

alinarak;

K = K(I) (3.2.25)

Egregium denklik teoremine sahip olunur. Egregium denklik teoremi, S yiizeyi
lizerindeki K Gauss Egriliginin birinci mertebeden bir diferansiyel form oldugunu
ifade eder. Yani; (3.2.25) ile KX Gauss egriliginin daha once tammlanan K (I )
intrinsic (esas) egriligi ile cakigtigim gosterip, bu da (3.2.14)’ de II. temel formun
determinantinin . temel formun determinantina orani olarak tanimlanan K Gauss
egriliginin, I. temel form tarafindan da belirtilebilecegi anlamina gelir. Béylece; S
yiizeyi iizerindeki K Gauss egriligi, /. temel form tarafindan tanimlanan intrinsic
geometrinin bir parcasidir. Bu inceleme herhangi bir semi-Riemannian manifold
lizerinde Riemann egrilik tensor taniminin miimkiin olabilecegini gésterir. [1]
Cod(1,1I) ile det # 0 olmak iizere (3.2.24)’deki Codazzi-Mainardi denklemlerini

saglayan I wve II reel quadratik formlar: gbsterir.
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Teorem 3.2.3. (E3’deki Yizeyler Igin Temel Teorem): uv— dizleminin bir V acik

kiimesi dizerinde EG—F2 > 0, E > 0, Cod(I, 1) ve det I1/det I = K olmak iizere;
I = Edu® + 2Fdudv + Gdv® ve II = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?

C® reel quadratik formlar olup, V 'nin herhangi bir noktasinin bir U komgulugunda
I. ve II. temel formlar ile bir S yizeyi tanamlayan bir Z : U — E® patch’ vardar.
Ustelik Z patch™, U izerinde E3’iin yoni koruyan izometrilerin olusumu ile bir tek

olarak bellidir. [1]

Tanim 3.2.17. Z : U — E® bir patch ve S = Z(U) yiizeyi tzerinde n birim normal

vektor alany olsun.
IIT=dn-dn (3.2.26)
egitligi ile tanamlanan quadratik forma S yizeyi Gzerinde tigtinci temel form denir. [1]
S yiizeyi iizerinde I71. temel form K # 0 oldugu yerlerde pozitif definittir. [1]

Tanim 3.2.18. Bir S yiizeyi izerinde tansmlanan H' skew egriliginin sifirdan farkl
oldugu noktalarin kimesine S yuzeyinin umbilik free (umbilik olmayan) kwsmu denir

ve
S'={pe S| H(p) #0} (3.2.27)
ile gosterilir. [1]

Tamim 3.2.19. Bir S yizeyi tzerinde I, 11 ve 111 temel formlar, K Gauss egrilifi,

H Ortalama egrirlik ve H' de skew edrilik olsun.

H'I'=1II-HI
H'II'= HIT - KI (3.2.28)
III' = 2HII' - KT’

egitliklers ile tanamlanan I') II' ve III' formlarina S’ tzerinde skew temel formlar
denir. [1]
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Tamim 3.2.20. S’ dzerinde I', II' ve III' skew temel formlar olsun.
(i) I' indefinit,
(is) II', K <0 olan yerlerde definit, K > 0 olan yerlerde indefinit,
(si) III', K -76 0 olan yerlerde indefinit

dir. [1]

Tamm 3.2.21. Herhangi bir S yizeyi tzerinde tedetleri daima asli egrilik dogrultusu

olan edriye egrilik ¢izgisi (line of curvature) denir. Edrilik ¢izgi denklemi;

dv? —dudv du?®
E F G |=0
L M N

ile verilir. [19]

E?® uzayinda sikca kullamlan 6zel lokal koorninatlar sunlardar:

(i) w,v ortogonal koordinatlar: S yiizeyi iizerinde herhangi bir noktamin bir
komsulugunda F' = 0 ile karekterize edilir. Bu noktalarda u = sabit parametre
egrileri, v = sabit parametre egrilerine ortogonaldir. [1]

(ii) w,v edrilik ¢izgi koordinatlari: S ylizeyi iizerinde herhangi bir umbilik ol-
mayan noktanin bir komsulugunda F' = M = 0 ile karekterize edilir. Buralarda
tim u = sabit ve v = sabit parametre egrileri egrilik cizgileridir. S iizerinde
F = M = 0 olan yerlerde ;

K =LN H:%G—L ve H=+vH?—K = lE]g—GL

oldufundan; k; = H+ H'= &  ky= H—H'= 2 olup, % ile X asli egriliklerdir.
Egrilik cizgi koordinatlan L = k) FE ve N = koG gibi kullamldiginda, k; ve k,

yeniden indekslenirse, Coddazzi-Mainardi denklemleri;

E=Zy-Zu= By = Zuy Zu+ Zu Zuy = 2y Zu == Zuy Zy = B, |2 1
F=Zy Zy=0=>F,=Zu Zo+ Zu Zoy = 0 = Zun - Zo = —Zu - Zou = —E, 2
G=2y Zy= Gy =2y Zy+ Zy+ Ly =224+ Zp, => Zy+ Zry = G /2
F=2y-2y=0=F, =2y Zy+ 2y Zypy=0=> 2y - Zyy = —Zyp - Zy = —G,/2 )

esitlikleri dikkate alinarak,
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L’U = LF%Z - NF%I _‘Nu = LF%Z hand NF%z

=LZyy - Zy — NZyy - Zy =LZy Zy— NZyy - Z,
=HE, . =-HG,
formuna doniigiir. Boylece asli egriliklerle tiirevleri arasindaki iligkilerin;
L =kE N =kG
L, =(k)yE+kE,=EH N, = (k2)uG+ kG, =G, H
= (k1)y = %(kz — k) => (kg)u = %(kl — ks)

seklinde oldugu goriiliir. [1]

(iii) u,v asimptotik koordinatlar: S yiizeyi iizerinde detIl < 0 olan herhangi bir
noktasimin bir komgulugunda L = N = 0 ile karakterize edilen koordinatlardir. Bu
noktalarda u = sabit ve v = sabit parametre egrileri /7 icin null olup, S iizerinde
asimptotik egriler olarak adlandirilir. [1]

(iv) u,v isothermal koordinatlar: S yiizeyi iizerinde herhangi bir noktanin bir
komgulugunda £ = G = 1 ve F' = 0 ile karakterize edilen koordinatlardir. Bu
koordinatlar I i¢in isothermaldir, 6yleki w = u + 4v, Ry = (S,[I]) lizerinde bir
konformal parametredir. [1]

(v) uw,v Tchebychev koordinatlar: S yiizeyi iizerinde herhangi bir noktanmn bir
komgulugunda E = G = 1 ile karakterize edilen koordinatlardir, 6yleki u (veya v)

her v =sabit (veya u = sabit) egrisi boyunca bir yay uzunlugu parametresidir. [1]
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3.3 Minkowski 3-Uzayinda Lokal Yiizeyler

R® = {(=z,y, 2)|z,y, 2 € R} kiimesine bir vektér uzay1 ve bir C* manifold gibi
bakilir. R¥deki 7 = (1,0,0), 7 = (0,1,0), & = (0,0,1) vektorlerini Vp € R3 icin
sirastyla, 9,(p), 8,(p) ve &,(p) kargihk tutulursa R3 ve R? arasinda bir dzdeglik

déniigiim tammlanmg olur. [1]
Tamm 3.3.1. V A = a7+ ay] + ask, B = bii+ byj + bsk € R igin,
/-1" é = a1b1 -+ agbg b a3b3 (331)

ile tanamils - : R® x R® — R dénigtimiine R3 'de bir skalar carpim denir ve bu skalar

carpim Minkowski i¢ carpwm olarak adlandurir. [1]

R3 vektor uzay, iizerinde tammh Minkowski ¢arpimi ile Minkowski uzay: olarak
adlandinilir ve E3! ile gosterilir. E3* Minkowski uzay1 aym zamanda bir Lorentz

3-manifolddur. [1]

Tanim 3.3.2. E3! Minkowski uzayinda A € E3! vektori igin;
(i) A-A>0veya A =0 ise A’ya spacelike,
(ii) A-A<0veA#0 ise A'ya timelike,

(ii) A- A =0 ve A+0 ise Aya null vektér
denir. [1]

Timelike vektdr

A Null' vektor
Spacelike vektdr
y

Sekil 8.9. Vektorlerin Igk Konisine Gore Durumlary

Bu tamimdan hareketle Sekil 3.9’da goriildiigii gibi timelike vektorler A 151k (time)
konisinin i¢inde, null vektorler A 1g1k konisinin iizerinde ve spacelike vektorler ise A

151k konisinin diginda bulunur.
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Tanim 3.3.3. B3 Minkowski uzay ve W, E3’de 2-boyutlu bir alt uzay (dizlem)
olsun. W dizleminin 6klidyen birim normalleri;

(i) timelike ise W 'ya spacelike,

(ii) spacelike ise W 'ya timelike,

(113) null ise W 'ya null dizlem

denir. [6]

Yukandaki 6zelliklere W diizleminin causal karakterleri denir. [6] (Sekil 3.10)

[
— <7 5
w
/N !
T "
‘
W Spacelike Dilzlem W Timelike Diizlem W Null Diizlem

Sekil 3.10. W Diizleminin Causal Karakterleri

Lemma 3.3.1. W, E3! Minkowski uzaynda 2-boyutlu bir alt uzay olsun. Buna
gore, asagrdaki ifadeler birbirine denktir.

(1) W, timelike ise W bir Lorenti vektor uzayudsr,

(2) W lineer bagimsiz null vektor igerir,

(8) W bir timelike vektor igerir. [6]

Tanim 3.3.4. VA = a17 + ap] + ask, B = byi + byj + bsk € E3! igin

X 1 B3 x 31— E31

7 -k
/TXB’= a; as ag (3.3.2)
by by b

ile tanwmlanan igleme E*'’de bir vektirel carpym denir. [1]
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Bu vektoérel carpim;

() BxA=-(AxB)

(i) AxBLAve AxB 1B

(i) A x B =0o A ve B lineer bagimh
ozelliklerine sahiptir. Ax B £0; A ve B tarafindan gerilen diizlemde yatiyorsa
bu diizlem nulldur. [6]

R® vektdr uzay: iizerinde tammh E® Oklid uzay: ve E®' Minkowski uzayinda
kullanilan ortak iglemlerin kangtirlmamas icin; E3 Oklid uzayindaki iglemlerin sag

alt kdsesine "¢” sembolii konulur. Yani; A, B € R? i¢in,

A - B —» Minkowski i¢ Carpim A .. B — Oklid i¢ Carpim
A x B —» Minkowski Vektérel Carpim A x. B —» Oklid Vektorel Carpim
|A] — A’min Minkowski Uzunlugu |A]e — Amin Oklid Uzunlugu
Tanim 3.3.5. A = a1 + as] + ask € R® vektord igin,
(i) a1 = ay =0 ise A vektorii dikey,
(i) as = 0 ise A vektori yatay
vektor olarak adlandiribr. [1]

Bu tamm E3 ve E3! icin ortak bir tanimdir.

Tamim 3.3.6. W C R® diizlemi igin, W 'nin keyfi iki noktasins birlegtiren vektor
(i) yatay ise W dizlemi yatay, -
(ii) digey ise W diizlemi dikey

dizlem olarak adlandirilir. [6]

Teorem 3.3.1. Herhangi bir A # 0 € R® vektori icin, A'mn |A| Minkowski

wzunlugfu ile |Ale Oklidyen uzunlugu arasinda
|A] = | Al |cos26]!/2 (3.3.3)

esitlifi vardir. Burada 8, A vektori ile herhangi bir yatay diizlem arasindaki agiys

gostermektedir.
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Sekil 3.11.

fspat. A=ai+bj+ck#0 ve B =ai+bj—ck#0eR? vektorleri alnsin. A
vektoriiniin zy—yatay diizlemi ile yaptig aciya 6 denirse, B vektoriiniin zy—yatay
diizlemi ile yaptig1 ac1 Sekil 3.11’de goriilecegi gibi —6 olur.

A ve B vektbrlerinin oklidyen uzunluklari;

(-"E E)l/? = (a2 +b2 +cz)1/2
|§|e = (-g ‘e B)I/Z = (a2 + b + 62)1/2

seklinde olup, boylece;
|Ale = |Ble ... (1)

sonucuna ulagilir. A ile B'nin Oklidyen i¢ carpim ile A'nin kendisi ile Minkowski i¢
garpumi;
A-B=aa+bb+c(—c)=a®+b -
A-A=aa+bb—cc=a+b?—¢
geklinde olup, bu esitlikler de;

AB=A4A-4 ... (2)

sonucunu verir. V X,Y € R® vektorleri arasindaki ag1 8 olmak iizere, E® Oklid

uzayinda;

X ‘e Y= |X|e|?|€ cos 3
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egitligi kullanilirsa, X vektorii yerine A vektorii ve Y vektorii yerine B vektérii

almp A ve B vektorleri arasindaki ag1 26 oldugundan,
A- B =|A||B|ccos20 .. (3)
sonucu elde edilir. (1) ve (2), (3)’de yerine yazilirsa,
A- B = |Alc|B].cos26

SN— =

= |A|c |A|ccos26

A2 = |A? cos26
|A| = | 4| cos 26]1/2
ifadesi elde edilir ki bu da ispat: tamamlar. O

0 < |cos 26| <1 oldugundan (3.3.3)den,
4| < |4l (3.3.4)
esitsizligi elde edilir. Boylece su sonucu verebiliriz:

Sonu¢ 3.3.1. R%de herhangi bir vektoriin oklidyen uzunlugu Minkowski
uzunlugundan daima biiyilik veya esittir. Egitlik durumu iciincli bilegenin sifir ol-

masiyla miimkiindiir.

Teorem 3.3.2. Herhangi iki A # 0 ve B # 0 € R® lineer bagimsiz vektorleri igin,

A x B'min Minkowski uzunlugu ile A X, B'nn Oklidyen uzunlugu arasinda ,
|A x B| = |A x Bl |cos26|/ (3.3.5)

iliskisi vardsr. Burada 6, A x B (veya Ax. B )’nin yatay dizlemle yaptigh aguys

gostermektedir.

ispat. A = ai +bj + ck #0 ve B=al+bj—ck#0 € R3 vektorleri alnsin.
A x B vektoriiniin zy—yatay diizlemi ile yaptig1 ag1 6 olsun. (3.3.3)'de A vektérii

yerine A X B vektoril alinirsa;



esitligi elde edilir. A ve B vektorlerinin Minkowski vektorel carpmm ve Oklidyen

vektorel carpimi;

i 7 —k i 7k
AxB=|la b ¢ |= (—2bc, 2ac, 0) ve Ax.B=lag b ¢ |= (—2bc, 2ac, 0)

a b —c a b —c
geklinde olup, bu da;

AxB=Ax.B .(2)
sonucunu verir. (2), (1) egitliginin sag tarafinda kullanirsa;
|A x B| = |A x. Bl |cos26|"/?
ifadesi elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar. ()
0 < |cos26| <1 oldugundan (3.3.5)’den,
|A x B| < |A x. B, (3.3.6)

egitsizligi elde edilir. Boylece su sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.2. R¥'de herhangi iki vektoriin Minkowski vektorel carpimlarinin Minkowski
uzunlugu, Oklidyen vektérel carpimlarinin Oklidyen uzunlugundan daima kiigiik

veya esittir.

Teorem 3.3.3. A # 0 ve B # 0 € R3 herhangi iki lineer bagimsiz vektor olsun.
Ax B ve Ax, B vektérleri A ve B tarafindan gerilen dizlemin;

(i) A x B timelike ise ayn: tarafinda,

(ii) A x B spacelike ise zit taraflarnda

yatar. [1]

Tanim 3.3.7. F : B3 — E3! izometrisi; V V,W € E¥! C* vektér alanlars igin;
F*V * F*W = ‘—/’. ° W (3-3.7)
esitligini saglyorsa F'ye E3* dizerinde bir C*® diffeomorfizm denir. [1]

Tanim 3.3.8. E3' Minkowski uzaymnin orjin noktasins sabit birakan herhangi bir

izometrisine E>!’in bir lineer izometrisi denir. [1]

33



Boylece E>'in herhangi bir izometrisi; bir 6telemeden sonra bir lineer izometrinin
bilegkesidir.

E3¥Vdeki tiim g : B3 — E3! lineer izometrilerinin grubu O;(3) (veya O(2,1)),
{%,79, k} bazina gore elde edilen katsayilar matrislerinin kiimesidir. O (3) pseudo

ortogonal grup,
GL(3,R)={A| A=lay] € R}, detA#0}

grubunun kapali bir alt grubudur. ©;(3) pseudo-ortogonal grup; OF *(3), O;7~(3),
OF~(3) ve O7*(3) gibi irtibath dort bilegene sahiptir. Yani;

O:18)= Of*(3) U O~ (3) U Of7(3) U O7"(3)

dir. OF7(3) ozdeslige, O7~(3) x-ekseni etrafinda 180°dénmeye, O ~(3) 2z = 0
diizleminde yansimaya ve O7%(3) da y = 0 diizleminde yansimaya karsilik gelen
izometrileri igerir. [1]
©1(3)’de yonii koruyan tiim izometriler OF*(3) U 7~ (3)’de yatarken, yonii
tersine geviren tiim izometriler OF ~(3) U O7™(3)’de yatar. [1]
O1(3)’deki herhangi bir lineer doniigiim;
1 0 0
0 coshf sinhf
0 sinh@ coshé
katsayilar matrisine sahiptir. [1] )
uv— diizleminin bog olmayan U aqk alt kiimesinin bir C* Z : U — E3

doniisiimiine bir C*® Z : U — E3' doniisiimii olarak bakilabilir. Aynca U iizerinde

Z, x Zy # 0 olmas icin gerek ve yeter kogul U iizerinde Z, X Z, # 0 olmasidir. [1]

Tanmim 3.3.9. Z : U — E3! bir patch olsun. S = Z(U) izerinde Minkowski birinci
temel form;
I =dZ-dZ = (Zudu+ Zodv) - (Zudu + Zodv)
= (Zy+ Zy)du? +2(Z, - Z,) dudv + (2, - Z,) dv*
N e N et e’
= Edu® + 2Fdudv + Gdv? (3.3.8)

] [f; g} [j;}
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seklinde tansmlansr. Burada E = Z, - Zy, F=2,-2,, G=2,-2, C>
fonksiyonlardur. [1]

Minkowski birinci temel form non-dejenere olmak zorundadr. Yani; S = Z(U)

tizerinde,
det] = EG — F? £( (3.3.9)

olmahdir. [1]

Tamim 3.3.10. Z : U — E3! bir patch olsun. U iizerinde
|Zy x Z,| = |detI|/? (3.3.10)

olmak tizere; S izerindeki Minkowski birim normal vektor alans,

_ ZyX Z,

u v

seklinde tanimilamar. [1]
n, S lzerindeki koordinat degisiminden bagimsizdir.

Tamim 3.3.11. Z : U — B! bir patch ve I, S = Z(U) izerinde Minkowski
birinci temel form, n de S tizerinde Minkowski birim normal vektor alan olsun.

(i) Vp € S noktasmnda detl, > 0 ise S, ’ye spacelike, n'ye timelike ve S ylzeyine
de spacelike yiizey, B

(ii) V¥p € S noktasinda detl, < 0 ise S, 'ye timelike, n'ye spacelike ve S yuzeyine
de timelike yiizey
denir. [1]

S yiizeyi spacelike yiizey oldugu zaman, Vp € S noktasimn bir komsulugu
z= f(z,y) C* fonksiyonunun grafigidir. S yuzeyi timelike yiizey oldugu zaman,
Vp € S noktasinn bir komgulugu y = f(z, z) veya z = f(y, z) C* fonksiyonlarindan
birinin grafigidir. [1]

Teorem 3.3.4. Z : U — E3! (veya E®) bir patch olsun. S = Z(U) dizerinde

Minkowski birinci temel form ve éklidyen birinci temel form arasinda;

|detI| = | cos 26|detl, (3.3.12)
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egitligi gecerlidir. Burada 6, n (veya n¢)’nin z = 0 yatay dizlemi arasindaki

oklidyen acidar.

ispat. (3.3.5) ifadesinde A vektorii yerine Z, ve B vektorii yerine Z, alinirsa,

—

|Zoy X Zy| = |Zy X Zyle |cos26]/% ... (1)

esitligi elde edilir. Burada @, Zy X Z, (veya Z Xe Z,)’nin yatay diizlemle yaptig
oklidyen agt olup dolayisiyla 6, n (veya n)’nin yatay diizlemle yaptig oklidyen
acidar.

(3.3.10) ve (3.2.6) esitlikleri (1) esitliginde kullanilirsa,

1Zy X Zy| = |Zy Xe Zyle. | cos 261/
e — N e’
|detI|'/? = |detl)i”%.  |cos26]Y/2 ... (2)

esitligi elde edilir ki, bu egitligin her iki tarafinin karesi alimir ve detl, > 0 oldugu

goz oniine alinirsa,
|detI] = detl,. |cos 20|
bulunur. Bu ise ispati tamamlar. O
0 < |cos26| <1 oldugundan (3.3.12) ’den,
ldetI| < det‘IE (3.3.13)
esitsizligi elde edilir. Boylece su sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.3. R¥'de herhangi bir S yiizeyi iizerinde Minkowski birinci temel formun
determinantinin mutlak degeri, Oklidyen birinci temel formun determinantindan

daima kiigiik veya egittir.

Teorem 3.3.5. Z : U — E>! (veya E®) bir patch olsun. S = Z(U) iizerinde

Minkowski birim normal vektor alans ile Oklidyen birim normal vektor alans arasinda;

o 100

(detI,)

n=Wa%; 1 0 |7 (3.3.14)
00 -1

bagintiss vardar.
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Ispat. Herhangi iki A # 0ve B # 0 € R® vektorlerinin Minkowski ve Oklidyen

vektor carpimlan arasinda,

1 0 0
AxB=10 1 0 /fxEB' ...... (1)
00 -1

esitligi vardir. (1) esitlifinde A vektérii yerine Z,, B vektérit yerine Z, alinir ve

egitligin sag tarafi |Z, X Z,|. skalan ile ¢arpilir ve béliiniirse,

10 0

> > Ty Xe Ly
Zu X Zv = IZ’U Xe Z'ule 01 0 I—Z—m ..... (2)
u Re Ldyle

0 0 -1

egitligi elde edilir. (2) esitliginin her iki tarafi [Z, X Z,| skalar sayisina béliiniirse,

e ’ 10 0

ZyX Ly _|ZyXeZyle Ly Xe Zy

ZoxZo]  ZaxZo |0 Y O 2%z (3)
00 —1

esitligi elde edilir. (3.3.10), (3.3.11), (3.2.6) ve (3.2.7) esitlikleri (3) esitliginde kul-

lamilirsa;

10 0
_ (detI)/* L o In
"= ez | ° ‘
0 0 -1
sonucuna ulagilir ki bu da ispat1 tamamlar. a
(3.3.13) ve (3.3.14)’den,
Inle 2 [nele (3.3.15)

esitsizligi elde edilir. Béylece gu sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.4. R¥de herhangi bir S yiizeyin Minkowski birim normal vektér alaninm
oklidyen uzunlugu, Oklidyen birim normal vektor alaninmn 6klidyen uzunlugundan
daima biiyiik veya esittir. |n|c = |n|. esitlik bali S, diizleminin yatay veya diisey

olmasiyla miimkiindiir. (Sekil 3.12 )
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Sekil 3.12.

E¥deki S? birim kiiresinin E*!'de bir tek denkligi yoktur. E3Y’deki birim kiire
S%1, H? ve H? gibi ii¢ hiperquadratikle tanimhdir (Sekil 3.13). E*! uzayindaki

S$21 Lorentz kiiresi;

SP ={AcE*|A-A=1}

seklinde tamiml olup, 2 + y? — 22 = 1 esitliginde y = 0 alinarak elde edilen
z% — 22 =1 hiperboliiniin z—ekseni etrafinda dénderilmesiyle elde edilir. [1)

E3! uzaymdaki H? veya H? birim kiiresi;
H2UH?={AcE* | A - A=-1}

gseklinde tanimh olup; z2 + % — 22 = —1 egitliginde y — 0 alnarak elde edilen
12—22 = -1 (veya 22 —z? = 1) hiperboliiniin z > 0 iist kanadinin z—ekseni etrafinda
dénderilmesiyle H2, z < 0 alt kanadmm z—ekseni etrafinda dénderilmesiyle H2
elde edilir. [1]

S%1 Lorentz kiiresinin tegetleri timelike vektorler oldugundan, S*’e timelike
Lorentz kiiresi de denir. HZ ve H? birim kiirelerinin tegetleri spacelike oldugundan,
H? ve H?’ye spacelike yiizey de denir. [1]

E3Vdeki H2 ve H? spacelike yiizeylerin birinci temel formlari, esas egrilik —1
olmak iizere tam ve Riemannian oldugundan hiperbolik-2 diizlem i¢in modeller
olugtururlar. Dolayisiyla H2 ve H? spacelike yiizeyler hiperbolik birim kiireler
olarak da bilinir. [1]

Bir S spacelike yiizeyi {izerinde n birim normal vektor alani, S iizerinde yone

goren : S — H2 veyan:S — H? Gauss doniigimiinii tamimlar. Bir S timelike
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\ 4

Sekil 3.13. E¥''de Birim Kiire

yiizeyi {izerinde ise n birim normal vektér alani n : § — S*! Gauss déniigiimiinii
tammlar. [1]

Bir S yiizeyi ister spacelike, ister timelike olsun; S yiizeyi iizerinde n birim
normal vektor alam icin |n-n| = 1 esitligi vardir ve bu egitligin tiirevinden
n-dn = 0 sonucuna sahip olunur ki bu da dn = n,du + n,dv’ nin n’ye dik oldugunu
ve dolayisiyla dn’ye S yiizeyi iizerinde bir vektor alan1 gibi bakilmasim saglar. [1]

Béylece Minkowski ikinci temel formun tanimi soyle verilir.

Tanim 3.3.12. Z : U — E3! bir patch ve n, S = Z(U) iizerinde Minkowski birim

normal vektor alany olsun. S dzerindeki Minkowski ikinci temel form;

II =—dZ-dn = ~(Zudu+ Zydv) - (nydu + nydv)
= —(ny + Z,) du® —(n, - Z,) dudv —(n, - Z,) dudv — (n, - Z,) dv®
: ) 07 T Zo) AU =My - Zu) \ ,
= Ldu? + 2Mdudv + Ndv? (3.3.16)

L M du
M N dv

Burada L = —ny - Zy, M = —ny-2Zy = —ny+2Zy,ve N=-n,-2Z, C®

—

=[du av |

seklinde tanimlansr. [1]

fonksiyonlardir.
Vpe Sicinn-Z, =0ven-Z,=0olup, bu egitliklerin u ve v’ye gore tiirevleri

alindiginda;
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Ny Zy+n-Zy=0 =>n-Zy=-—Ny - Zy=1L
Ny Ly+n -Zy=0 =>n-Zy=-n, Zy=M
Ny Ly+n-Zy=0 —=n-Zy=—ny - Zy=M
Ny Ly+n -Zyp=0 =>n-Zy=—"Ny Ly=N

(3.3.17)

Minkowski I]. temel formun C* katsayilar fonksiyonlan elde edilir. [1]

Teorem 3.3.6. Z : U — E3! (veya E3) bir patch olsun. S = Z(U) izerinde

Minkowski ikinci temel form ve Oklidyen ikinci temel form arasinda;
\detI|\2IT = (detl,)"/?I1, (3.3.18)
bagintist vardsr.

Ispat. (3.3.17) ile verilen Minkowski JI. temel formun C® katsay: fonksiyonlarim
alnsin. (3.3.14) ile verilen n Minkowski birim normal vektér alammni; bu katsay:
fonksiyonlarinda yerine yazip, (3.2.9) ile verilen Oklidyen II. temel formun C®

katsay:1 fonksiyonlarimi dikkate alinirsa,

. 10 0

detl.)!

L=n- Zuu = (ldeett‘; I)l 75 01 0 ne.'Zuu
00 -1

- 7

Te “¢ Z‘u.u

_ (detI)'
|detI|'/?

_ (detI)'?
|detI|*/% ¢

esitligine ulagilir. Benzer gekilde;

1/2 1/2
(detl) M. ove N (detl)

~ |detl[Z e  |detI|1/? N

egitlikleri de elde edilir. Bu egitlikler (3.3.16)’de gbz Gniine alinirsa,

IT = Ldu? + 2Mdudv + Ndv* = Y297 (L.du? + 2M, dudy + Nedv?)

__ (detl)/?
T |detI|t/? 11,
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sonucuna ulagihr. Buradan da,
|detI|*/2IT = (detI.)Y/?]1,
esitligi elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. a

Bir yiizey lizerinde Minkowski birinci temel formun determinant: det I # 0 oldu-
gundan |det I|*2 > 0 ve Oklidyen birinci temel formun determinanat det I, > 0
oldugundan (det I,)}/? > 0 olur. Bu ifadeler (3.3.18)’de gozdniine almirsa, agagidaki

sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.5. R® de herhangi bir S yiizeyi iizerinde Minkowski ikinci temel form

ile Oklidyen ikinci temel form ayni isarete sahiptir.

S = Z(U) yiizeyi iizerinde H Minkowski ortalama egriligini ve K Minkowski
Gauss egriligi (3.2.14) ve (3.2.15) ’dekine benzer gekilde tanimlanir.

Tanim 3.3.13. Z : U — E*! bir patch olsun. S = Z(U) yiizeyi tzerindeki K
Minkowski Gauss Egriligi;

_LN-M? _detII

s EG—F2  det]

(3.3.19)

dir. (1]
Tanim 3.3.14. Z : U — E3! bir patch olsun. S = Z(U) yiizeyi tzerindeki H
Minkowski Ortalama Egriligi;

1 EN +GL - 2MF
H=gtnll = —5e )

(3.3.20)
dir. [1]

Teorem 3.3.7. Z : U — E3! bir patch olsun. S = Z(U) yiizeyi tizerindeki
Minkowski Gauss Egrilifi ve Oklidyen Gauss Egrilifii arasinda;

(det 1)K = £(det I,)’K. (3.3.21)

bagintisy vardir. Burada £, det I’nin isaretidir.
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iIspat. (3.3.18) ile verilen,
|det I|Y2I1 = (det I,)Y/*I1,

esitligi g6z Oniine alinsin. det I # 0 ve det I, > 0 bir skalar olup bu esitligin her iki

tarafinin determinanti almirsa;

det[ |det I|*?1I] = det| (det I.)*/?I1, ]
(Idet I|Y*)2detII = ((det I.)Y/?)det II,
\det I)det IT = (det L)det II, ... (1)

sonucuna ulagilir. (1) esitliginin her iki yanim det I.det I, # 0 skalarma béliip,
(3.2.14) ile verilen K, Oklidyen Gauss egriligi ve (3.3.19) ile verilen X Minkowski
Gauss egriligi dikkate alinirsa,

|det I|-det II  (det I) - det I,
det I. -det I ~  det I-det I,

det 1| . _ (det 1.

det I det I K -.(2)

bulunur. |det I} = xdet I oldugu (2)’de gbzoniine alinirsa,

(£det I) -det I-K = (det L) - det I -K.

+(det )2 K =  (det 1)-K.
(det I)2- K = +(det ) - K,
esitligi elde edilir ki bu da ispat: tamamlar. O

Simdi (3.3.12) ile verilen,
|det I| = |cos20)| - det I,

egitliginin her iki yaminin karesi (3.3.21)’de yerine yazilirsa,

(det 1)?-K = £ (det L) K.

N —’

cos?20 - (det I)2- K = =+ (det I)?- K, (3.3.22)
K -cos?26 = =K.
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olur. ( 4, burada n veya n, ile herhangi bir yatay diizlem arasindaki agidir.)

0 < cos? 20 < 1 oldugundan (3.3.22)’den,
K >+K, veya |K|>|K| (3.3.23)
esitsizligi elde edilir. Bbylece su sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.6. R¥ de herhangi bir S yiizeyi {izerindeki Minkowski Gauss egriliginin
mutlak degeri, aym yiizey tizerindeki Oklidyen Gauss egriliginin mutlak degerinden

daima bityiik veya esittir.

E%Vde bir S yiizeyi spacelike (veya timelike) olsun. p € S noktasinda;

(i) K(p) > 0 (veya K(p) < 0) ise p noktasimn yeterince kii¢iik delinmig tiim
komsuluklar1 S,'nin bir tarafinda kalr.

(il) K(p) < 0 (veya K(p) > 0) ise p noktasmin keyfi kiigiik komsuluklari Sp’nin
diger tarafindaki noktalar igerir. [1] )

E¥deki herhangi bir yiizey iizerinde H? > K, oldugu halde, E*!deki bir yiizey
iizerinde H? < K elde edilebilir. E*'deki umbilik nokta kavrami; E*'de oldugu
gibi, bir ¢ sabiti i¢in 1I(p) = cI(p) esitligini veren p noktasidir. Fakat E*’de bir
yiizey iizerinde H2 = K, umbilik noktay: karakterize ederken, E*!’deki umbilik
noktasi olmayan bir timelike yiizey iizerinde H? = K, elde edilebilir. Mesela; uv-
diizleminin herbir noktasi; birinci ve ikinci teme! formlari I = du? + 2dudv ile
II = du® olan bir S yiizeyini tammlayan bir Z : U — E3! patchi i¢in bir U
komguluguna sahiptir. det I = EG — F? =1.0 —1%2 = —1 < 0 oldugundan S yiizeyi
bir timelike yiizeydir. S yiizeyi iizerindeki herhangi bir p noktas: igin II(p) = cI(p)
esitligi yoktur. Dolayisiyla S timelike yiizeyinin umbilik noktasi yoktur. Fakat S
yiizeyi lzerindeki I. ve II. temel formlarda, M = N = G = 0 oldugundan Gauss,
Ortalama, asli ve skew egrilik tanimlarindan; H = K = k) = ks = H' = 0 elde

edilir. Boylece su sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.7. E*! Minkowski uzayinin, herhangi bir S yiizeyi iizerinde H? = K

olmas1 umbilik nokta kavramim karakterize etmez.
E*Vdeki asli egrilikler E® de oldugu gibi;

ky=H+H ky=H-H'
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seklinde tanimlanmasina ragmen, H2? < K olan yerlerde;
H=vH’-K

skew egrilik i|H? — K|? degeriyle verilir ve ko, k;’ in kompleks eglenigi olur. E3'de
umbilik noktalarda k; = ko olmasi gerekirken, E3'’deki umbilik noktasi olmayan
timelike yiizey iizerinde k; = ko miimkiin olabilir. H, K, H', k; ve k, Minkowski
egrilik fonksiyonlar1; S iizerindeki lokal koordinat degisiminden bagimsizdir.

Béliim 2’de verilen geodezik taniminda h yerine I alinirsa; [ icin herhangi bir
v = 7(t) geodezigi, S iizerinde bir geodezik olarak adlandiribir. S iizerinde sabit
olmayan bir spacelike veya timelike ~ = ~(t) egrisi i¢in; T'(t) = v '(®) / |7 '(?)]
birim teget vektdr alanimin E®! yay parametrisine gore tiirevi daima S’ye ortogo-
nal ise 7y egrisine bir geodezik egri denir. Bd&ylece, S iizerinde yay parametresi ile
ifade edilen herhangi bir spacelike veya timelike dogrunun S iizerinde bir geodezik
oldugu sGyleyenebilir. Yine S iizerinde her null dogrusu pregeodezik olup, bir lineer
parametrizasyon ile tanimlanarak geodezik hale getirilir. [1]

Sekil 3.14’ den de goriildiigi gibi bir H2, H? veya S%! hiperquadratigi iizerindeki
her geodezik, E3’deki orjin boyunca bir diizlem ile yiizeyin arakesitinden elde
edilen bir egri boyunca uzamr. H? ve H? iizerindeki sabit olmayan geodezikler
ve §2! iizerindeki sabit olmayan spacelike veya timelike geodezikler, E*"'de yay

parametresinin herhangi bir ¢ # 0 sabit kat: olarak parametrize edilir. [6]

timelike geodezik

null geodezik
» spacelike geodezik

» null geodezik

- e )
-~
-

Sekil 3.14. Minkowski birim kiire iizerindeki geodezikler

E3V'deki herhangi bir spacelike veya timelike yiizey iizerindeki Weingarten

denklemleri; E3'dekine benzer gekilde elde edilir. Yani;
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ny = Zy +dZ, (NF—MG) Zo + (MF'NE) Z,

"EG-F* "EG-F?

denklemleri E3’deki spacelike veya timelike yiizeyler icin Weingarten denklem-

leridir. Boylece —dn, ile tanimlanan T, : S, — S, lineer déniisimii, Z,(p), Z,(p)

bazina gére (3.2.17) ile verilen katsayilar matrisine sahiptir. T,’nin karakteristik

denkleminin kokleri (3.2.18) ’i saglayan k; ve k; karakteristik degerleridir.
E31'deki Gauss denklemleri E%’dekinden farklihk arz eder. E3!’deki S yiizeyi

lizerinde herhangi bir p noktasinda Z,, Z,,n Eg’l’yi gerdiginden Z, ve Z,’nin u ve

v'ye gore tiirevlerinin bu baz cinsinden ifadeleri;

Lyw = 02y +bZ,) + cn

Iy =dZy+eZy+ fn p ... (1)

Loy = 92y + hZ, + jn
seklinde olur. Bu egitliklerin herbirini Z,, Z, ve n ile i¢ carpima tabi tutup, (3.2.9)
esitlikleri dikkate almsin. E3!’deki S yiizeyi spacelike yiizey ise n Minkowski birim
normal vektor alami timelike olup, n-n = —1 ve S yiizeyi timelike yiizey ise n
Minkowski birim normal vekt6r alani spacelike olup, n - n = 1 ’dir. Buna gbre S

yiizeyinin spacelike veya timelike olmasina gére n - n = %1 olmak iizere;

o Zy =a=T} ZywZy=d=Ti, Zyw2Zy=g=TL
Zuu'Zv":'b:F%l Zm,-Zv=e=F§2 Zm,-Z.U=h=F52
Zw n=c=tL Zy n=f=+M Zy -n=j=+N

sonucuna ulagilir. Bu sonug, (1)’de yerine yazilirsa;

Zwu =T42,+12,Z, + Ln
Zyy =T4,2,+T1%,Z, + Mn (3.3.24)
Zy =152y + 15,2, £ Nﬁ

esitliklerine sahip olunur ki, bu egitliklere S spacelike veya timelike yiizeyi iizerindeki

Gauss Denklemleri denir. [1] Burada I‘fj’la,r I. temel form igin Christoffel sembol-

leridir.
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E3Ydeki bir yiizey iizerinde Codazzi-Mainardi denklemleri; E3°deki bir yiizey
tizerindekine benzer tartigmalarla,

3\

TIM+T2N+L,=TLL+T4LM + M,

(3.3.25)
I‘%ZM + F%2N + Mry == F%zL + F%2M + Nu
geklinde elde edilen denklemlerdir.
E3V’deki egregium denklik teoremi; n - n’nin igareti 4= olmak iizere,
K()=+K (3.3.26)

seklindedir.

Teorem 3.3.8. E3!’deki herhangi bir spacelike veya timelike yiizey tizerinde I.temel
form metriklerine gére; Minkowski esas egrilik ile Oklidyen esas ejriliklerin isaretleri

arasinda,
signK(I) = —signK (1)
tligkisi vardar.

ispat. E3!'deki herhangi bir spacelike veya timelike yiizey iizerinde n - nnin isareti

+ oldugundan, detI’nin ige;i‘eti F olup, (3.3.21)’den;
signK = FsignKe........... (1)

elde edilir. (3.2.25)’den 6klid anlamda gauss egriligi ile esas egriligin igaretleri aym
oldugu (1)’de dikkate alinirsa,

signK = FsignK, = FsignK (I)........... (2)
sonucuna ulagilir. (3.3.26) egitligi (2)’de dikkate alinirsa;
signK(I) = £signK = £(FsignK (I)) = —signK (1)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. 0

66



Teorem 3.3.9. (B! ’deki Yizeyler Igin Temel Teorem): uwv— dizleminin bir V agik
kimesi dzerinde EG — F? #0, Cod(I,II) ve detll/det] = (—sign detI)K(I)

olmak tzere;
I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? ve II = Ldu®+ 2Mdudv + Ndv?

C™ reel quadratik formlar olup, V 'nin herhangi bir noktasinin bir U komgulujunda
I. ve I1. temel formlar ile bir S yiizeyi tansmlayan bir Z : U — E3 patch’ vardsr.

Ustelik Z, U tuzerinde E’in yoni koruyan izometrilerin olusumu ile bir tek olarak
bellidir. [1]

Bu teorem gosterir ki; E® ’deki yiizeylerde oldugu gibi E3! ’deki spacelike
veya timelike yiizeylerin bigimlerini I. ve II. temel formlar belirtir. Yine burada
Cod(I,1I), I. ve II. temel formlarin Codazzi-Mainardi denklemlerini sagladigini

gostermek igin kullanihr.

Tanim 3.3.15. Z : U — E3! bir paich ve S = Z(U) spacelike veya timelike yiizey

tzerinde n Minkowski birim normal vektor alans olsun. S tzerinde,
Il =dn-dn

esitligi ile tanamlanan III formuna, Minkowski d¢unct temel form denir. [1]

E3! deki bir spacelike (veya timelike) yiizey tizerinde Minkowski iigiincii temel
form, K # 0 oldugunda Riemanniandir (veya Lorentziandir). Minkowski II1I.
temel form; yiizey iizerinde K # 0 olan bir noktanin yeterince kii¢lik herhangi
bir komgulugunda, Minkowski birim kiire {izerindeki Minkowski I. temel formun n
altinda S’ye geri ¢ekilmisidir. [1]

E3! 'deki bir S spacelike veya timelike yiizeyinin umbilik nokta icermeyen kism
S’ izerindeki Minkowski I',II' wve III' skew temel formlar (3.2.28)’deki gibi
tammhdir. S yiizeyi iizerinde H*> < K olan yerlerde H' imajiner olacagindan
Minkowski skew temel formlar, iI’, {II' ve iIII' geklinde ele alimir. S spacelike
yiizeyinin S’ umbilik free kismu iizerinde;

(i) I’ indefinit,

(i) II'; K <0 olan yerlerde definit, X > 0 olan yerlerde indefinit,
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(iii) I1I', K # 0 olan yerlerde indefinit
dir. 1]

S timelike yiizeyinin S’ umbilik free kismu iizerinde H' > 0 iken ;

(i) I’ definit,

(i) II'; K <0 olan yerlerde indefinit, K > 0 olan yerlerde definit,

(iii) III', K # 0 olan yerlerde definit
ve H' imajiner iken; Minkowski iI', ¢II' wve iIII' skew temel formlarin hepsi
indefinittir. [1]

E3? iizerinde sik¢a kullanilan 6zel lokal koorninatlardan; ortogonal, asimptotik
ve egrilik ¢izgi koordinatlarn E3'de tammlandigi gibidir. Fakat, Isothermal ve
Tchebychev koordinatlar da farklihk arz eder.

u,v isothermal koordinatlar: Bir S spacelike yiizeyi iizerindeki u, v isothermal
koordinatlar R; = (S, [I]) lizerinde bir w = u + v konformal parametreyi veren
herhangi bir noktanin bir komgulugunda £ = G = 1 ve F = 0 ile karakterize
edilen koordinatlardir. Bir S timelike yiizeyi iizerindeki u, v isothermal koordinatlar;
L ={S,[I]) tzerinde z =u —v y = u+ v null koordinatlar olarak alnr. [1]

u,v Tchebychev koordinatlar: Bir S spacelike veya timelike yiizeyi iizerinde
herhangi bir noktanin bir komsulugunda |E| = |G| = 1 ile karakterize edilen koordi-
_ natlardir. Bu noktalarda u (veya v) her v =sabit (veya u = sabit) parametre egrisi

boyunca Minkowski yay parametresidir. [1]
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