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OZET

Doktora Tezi
GENELLESTiRILMIS Hg 5,4(X) UZAYLARI
ismet OZDEMIR

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
95+ viii sayfa
2004

Damgman: Dog. Dr. O. Faruk TEMIZER

Uc béliimden olugan bu galigmamn birinci béliimiinde, sonraki boliimlerin anlagil-
masin saglamak igin operator teori ve Olgii teorisine iligkin bazi temel kavramlar

verilip, Banach degerli fonksiyonlarin Bochner integrali tanitildi.

Orijinal kismin baglangici olan ikinci béliimde ise, ilk olarak C%%((a, b), X) ve
C%"4((a,b)x(a,b), X) Holder uzaylar verildikten sonra, X = R 6zel halinde taniumn-
lanmig olan Hy 5 (R) climlesi, X’in bir Banach uzay: alnmasiyla genellegtirilerek
Hyg 5,4(X) uzay1 tammlandi. Daha sonra Hg,s,,(X)'in, iizerinde tanimlanan norma
gore bir Banach uzay: tegkil ettigi gosterildi. Ayrica bu uzaya ait her fonksiyonun
siirekli oldugu ispat edilip, Holder uzaylan ile tanimlanan bu yeni uzay arasinda

bazt kapsama bagmtilar elde edildic Yine bu boliimde, 17, 5.,(X) uzaylan ile bu
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tip uzaylarin kartezyen ¢arpimi iizerinde; sinirly, lineer, bilineer ve n-lineer operator-
ler tannnlanip, integral denklemler teorisinde gok dnemli bir yere sahip olan simrh
Fredholm integral operatorleri tanimland: ve elde edilen sonuglarin tek degigkenli

fonksiyonlarin H, ;(X) uzay1 bakimindan karsiliklar, ispatsiz olarak verildi.

Ugiincii boliimde, H, 5,,(X)’in bir alt uzayi olan H, s (X) uzay1 tammlandi
ve onun da bir Banach uzay: oldugu gosterildi. Yine ikinci béliimdeki gibi Hq, 5,,(X),
Hq 5(X) ve H) ; (X) uzaylari ve onlarm kartezyen ¢arprmi iizerinde fakat herbiri bir
genellegtirilmig integralle verilen; sinirly, lineer, bilineer ve n-lineer singiiler operator-
ler elde edildi. Boylece sinirlt ve singiiler Fredholm integral operatorleri tanimlandi

ve elde edilen sonuglarin H, ;(X) uzayindaki karsiliklar: ifade edildi.

: : . 1
Anahtar Kelimeler: Banach uzayi, Hy, 5,,(X), Ha,s(X) ve H, 5 .(X) uzay-
lar, Banach cebiri, Bochner integrali, simrh lineer, bilineer ve n-linecer operator,

singiiler operator.
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis
GENERALIZED H,;.(X) SPACES
fsmet OZDEMIR

Indnit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
95+viii pages
2004

Supervisor: Assoc. Prof. O. Faruk TEMIZER

This study consists of three chapters. In the first chapter, some basic concepts related
to operator theory and measure theory are given in order to let the following chapters
to be understood. Moreover, in this chapter, Bochner integral of Banach-valued

functions is introduced.

In the chapter II, which is the beginning of the original part of the study,
firstly, after giving Holder spaces C%((a, b), X) and C**%((a,b)x(a,b), X), the set
Ha.5,4(R) which is defined for the special case X = R is generalized by taking
X as a Banach spaces and next, the space Hy, 5(X) is defined. Then, it is shown
that Hy 4,4(X) is a Banach spaces to the norm which is defined on it. Moreover, it is

proved that each [unction belonging to this space is continnous. Later, some contains
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relations are obtained between Holder spaces and this space which is already defined.
In this chapter, also, bounded, lincar, bilinear and n-linear operators are defined
on the spaces Hy,4,,(X) and on cartesian product of this type spaces. Bounded
Fredholm integral operators which have an important place in integral equations
theories are defined and the corresponding results of the obtained results are given

in the space H,, s(X) consisting one variable functions.

1

In the third chapter, the space H, ; ,

(X), which is a subspace of the space
Ha,5,4(X), is defined and it is shown that it is also a Banach space. As in chapter
I, bounded, linear, bilinear and n-linear singular operators which are defined on
the spaces Hq,35,,(X), Ho,5(X) and H, ; (X) and on their cartesian products but
each of which is given by a generalized integral are introduced. Thus, bounded and
singular Fredholm integral operators are defined and the corresponding results of

the obtained results are stated in the spaces H,, 5(X).
Key words: Banach space, Hq, 5,,(X), Ho,s(X) and H, ; . (X) spaces, Banach

algebra, Bochner integral, bounded linear, bilinear and n-linear operator, singular

operator.



TESEKKUR

Lisans egitimimden beri bana hep destek olan, beni akademisyenlige tegvik
eden, matematikte gordiigii nemli noktalar1 benimle paylagan ve yiiksek lisans egi-
timimden itibaren damgmanhum iistlenen, bu ¢ahginanin baglangic safhasindan
bitimine kadar yakin ilgi ve yardimlarini higbir zaman esirgemeyen ve 6nemli me-
sailerini ayirarak, yaptigimiz seminerlerle konunun daha iyi anlagilmasina siirekli
katkida bulunan degerli hocam saymn Dog. Dr. O. Faruk TEMIZER’e minnet ve

giikkranlarimi sunarim.

Beni, fonksiyonel analiz konularimi ¢alismaya y6nlendiren ve bu galigmanin
tamamlanmasi igin gerek benim Azerbaycan’da bulundugum ve gerekse kendisinin
béliimiimiizde oldugu sirada bana yardimeci olan, ikinci tez danigmanum, Bakii Devlet

Universitesi 6gretim iiyesi saym Prof. Dr. Ali M. AKHMEDOV’a tegekkiir ederim.
TUBITAK-BAYG’a sﬁndugu projelerle, Profesor AKHMEDQOV un iiniversite-

mize gelmesini saglayan ve Universitemizin Aragtirma Fonuna sundugu projeyle de
tezin tamamlanmasmna yardimer olan ve 6grencilik hayatim boyunca bana hep gef-
katle davranip, yakin ilgi ve alakalarini eksik etmeyen saygideger hocam, sayin Prof.
Dr. Feyzi BASAR’a tegekkiir ve giikranlarimi sunmay1 bir borg bilirim.

2001/53 nolu projeye sagladigt maddi destekle, galigmada kullanilan Rusca

dékiimanlarin terciimesine katkida bulunan Indnii Universitesi Aragtirma Projeleri

Yonetim Birimine tegekkiir ederim.

Ayrica, tezin yazimina iligkin yardimlarim gordiigiim ¢aliyma arkadaglarim Dr.
Bilal ALTAY, Dr. Celal CAKAN ile Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimi

ogretim elemanlarmdan Dr. M. Kemal OZDEMIR’e tegekkiirlerimi sunarim.

Yine, bu ¢aligma tamamlanincaya kadar bana sabirla siirekli destek olan ve
yardimda bulunan egitme tegekkiir ederim.
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GOSTERIMLER

R : Reel sayilar ciimlesi

N : Dogal sayilar ciimlesi

C : Kompleks sayilar ciimlesi

T, Xi ¢ XixXox--xX,

(X,d) : Metrik uzay

(X, + Normlu uzay

CO*¥((a,b)x(a,b),X) : (a,b)x(a,b)’den X'e tammh fonksiyonlarin Holder
uzay1

llla,s 2 C%™%((a,b)x(a,b), X) uzay: iizerindeki norm

C%((a,b),X) : (a,b)'den X’e tanimh fonksiyonlarin Holder uzay:

I, ¢ C%%((a,b), X) uzay: iizerindeki norm

D(T) : T operatiriiniin tanin bilgesi

R(T) : T operatoriiniin deger bolgesi

B(X,Y) : X'ten Y’ye tammli, lineer ve simirh operatorlerin uzay:

¥ : o (sigma)-cebir

(S,%) : Olgiilebilir uzay

i+ Olgii

(S,%Z,pn) + Olgii uzay

u* ¢ Dig olgii

A* : Lebesque dig dlgiisii

A ¢ Lebesque olgiisii

M(S, 1i*) + S’nin p*'a gore 6lgiilebilir alt ciimlelerinin sinifi

ft : f fonksiyonunun pozitif pargasi

f~ ¢ f fonksiyonunun negatif parcas

vii



M(S,X) : S iizerinde tamml, genigletilimis reel degerli ve X-6lgiiebilir fonk-
siyonlarin ciimlesi

M* = M*(S,Z) :+ M(S,X)daki negatif olmayan fonksiyonlarin ciimlesi

L =L(S,%,u) : S tizerinde tanimh, reel degerli, X-6l¢iiebilir ve p olgiisiine
gore integrallenebilir fonksiyonlarin ciimlesi

| g fdp : f fonksiyonunun E € ¥ iizerinde p Olgiisiine gore integrali

L, (S, X%, 11, X) : Lebesque-Bochner uzay:

Hy 5,4(X) : Genellegtirilmis H, 5,,(X) uzay

Nlla s ¢ He,s+(X) uzay: iizerindeki norm

H, s(X) : Genellestirilmis Hqo 5(X) uzay

Illgs * He,s(X) uzay: iizerindeki norm

H} 5 (X) : Has4(X) uzaymm alt uzay:

HHL 5 ¢ Ha 5,(X) uzay: iizerindeki norm
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GiRis

Matematik, Mekanik ve Fizikle ile ilgili bir ¢ok problemin ¢oziimii integral
denklemlere dayanir. Bu denklemlerin singiiler olanlar: ise, énemli bir yere sahiptir.
Bunlarnn ¢6ziimiinde, Holder tipli uzaylar ve singiiler integral operatorler de kulla-
mlmaktadir. C**%((a,b)x(a,b), X) ve C"((a,b), X) Iélder uzaylan [1] ve [2]'de,

baz singiiler integral operatérler ise 3] te incelenmigtir.

Kismi tiirevli diferensiyel denklemlere iliskin birtakimn problemleri ¢b6zmek igin
yukarida bahsedilen Holder uzaylarmdan daha genis uzaylarm bulunmasi gerekmek-
tedir. Friedrichs [4, sf. 2419-2426] Banach degerli fonksiyon siniflar1 tammlayarak
bu gekildeki uzaylarin énemli bazi genellegtirmelerini elde etmigtir. Yine bu tip reel
degerli fonksiyonlarin énemli bir simifim Hiiseynov [5, sf. 253-258] tanimlamgtir.

Ug boliimden olugan bu ¢alismada ise, sirasiyla, (a,b)x(a, b) ve (a, b) iizerinde
tanumlanan ve a nokta,smda' singiilerlige sahip olan X Banach degerli fonksiyonlar:
da ihtiva eden I, 5,(X) ve I, s(.X) uzaylan tanmmlanarak onlarm bir Banach uzay
oldugu gosterildi ve baylece Hiiseynov 5, sf. 271-277] tarafindan X’in R reel sayilar
ciitnlesi, norm olarak R’nin iizerindeki aligilmig normun ve reel degerli fonksiyonlarin
adi Riemann integralinin alinmasi 6zel hélinde elde edilen bazi sonuglar; X’in bir
Banach uzayi olarak alinmasi ve Banach degerli fonksiyonlarin Bochner integralinin
kullamlmasiyla, genellegtirildi. Aynica, bu uzaylar iizerinde, simrh lineer operatorler
tammlandi ve X'in bir Banach cebiri olmas1 durumunda; bu uzaylardan alinan sonlu
sayidaki fonksiyonun ¢arpimimn yine bu tipten bir uzaya ait oldugu gosterilerek; bu
sekildeki uzaylarin kartezyen garpim iizerinde, sirh n-lineer singiiler operatorler
tanimlandi. Bu suretle, sinirli ve singiiler I'redholin integral operatorleri elde edildi
ve bdylece Fredholm integral denklemler teorisinde kullanilabilecek 6nemli sonuclara

ulagildi.



BOLUM 1

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu béliimde; sonraki béliimlerde kullanacagimiz, operator teoriye iligkin baz
temel tammlar ile literatiirde Holder uzaylan olarak bilinen C%®9%((a, b)x(a,b), X)
ve C"%((a, b}, X) uzaylar1 hatirlatilip, 6l¢ii ve integral teorisinin temel kavramlan ve
Lebesque integralinin keyfi Banach uzaylarina genigletiliesi olan Bochner integrali

verildi.

1.1. Operator Teorinin Baz1 Temel Kavramlar:
TANIM 1.1.1. [6, sf. 1] X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak iizere;

d: X xX —R

fonksiyonu, Vz,y, z € X igin;

(i)  d(z,z)=0,

(41) d(z,y) =0=>2 =y,

(i4) d(z,y) = d(y, z) ve

(iv)  d(z,2) < d(z,y) +d(y,2)

sartlarim saghyorsa, d’ye X i¢in bir metrik ve (X,d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

TANIM 1.1.2. [6, sf. 33] X bog olmayan bir ciimle ve K da bir cisim olsun.

Bu durumda; toplama ve skalarla ¢carpma olarak adlandirilan
+ : X X xY "‘"} JY
ve

K x X -3 X



fonksiyonlari, her z,y,2 € X ve her A, u € K igin;

(4) (z+y)+z=x+(y+2),

(#) s4+y=y+uz,

(114) x4+ 0 =z olacak gekilde, safir vekiér ach verilen bir 0 € X meveuttur,
(iv) z + (—z) = 0 esitligini saglayan bir — 2 € X mevcuttur,

(v) Az +y) = Az + Ay,

(vi) (A + p)z = Az + pz,

(vit)  Aluz) = (Ap)z ve

(vid) loe=ux

aksiyomlarini saghyorsa, X ciimlesine I{ cismi iizerinde bir vektor uzayi veya lineer

uzay denir.

X, K cismi iizerinde bir lineer uzay iken; ¥ C X alt ciimlesinin de aym
cisim iizerinde bir lincer uzay olmasi i¢in, VA € K ve Vy,,y2 € Y olmak iizere;

Ay1, Y1 4 y2 € Y olmast yeterlidir, |6, sf. 34].
TANIM 1.1.3. [7, sf.'59] X reel veya kompleks bir lineer uzay iken,;
|||: X —R
fonksiyonu, Vz,y € X ve her A € I{ (K = R veya K = C) igin;

) ll=ll 20,

) |jz]| =0 <= 2 =0,
N3) H)\x” = |)\|Hm” ve

) e+l < flafl + Iyl

sartlarini saghyorsa, || - || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine
de bir normlu uzay denir.

Eger (X, ] - ||) normlu uzaymdaki her Canchy dizisi yakisak ise, X uzayma
tam normlu uzay veya Banach uzayt denir, [8, sf. 104].
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1.2, C%*9((a,b)x(a,b), X) ve C%*((a,b), X) Uzaylan

X, reel veya kompleks bir Banach uzay1, —0o < a,0 < 00, 0 < a,d < 1 ve
M > 0 bir sabit olmak iizere; (a,b)x(a,b) lizerinde tanimli, X degerli ve Vs, t,s +
As,t + At € (a,b) igin;

1A(s, )] < M (12.1)
ve
|A(s + As, t + At) — A(s,t)]| < M(|As|* + |At)%) (1.2.2)
gartlarim saglayan biitiin A(,-) fonksiyonlarinin ciimlesi C%®? ((a, b)x(a, b), X),
(A+ B)(s,t) = A(s,t) + B(s,t)

ve

(AA)(s,t) = AA(s,t), ) € K(K =R veya K =C)

iglemleriyle bir lineer uzay ve

I A(s + As, t + At) — As, t)||

ma = sup

8,t, 8+As, t+AL € (a,b) IASIQ + IAtIJ
As£OVALAD
iken;
”A“a,é = maks { sup “A(S,t)” ) 7nA} (123)
s,t€(e,b)

normu ile bir Banach uzayidir.

Yine X, reel veya kompleks bir Banach uzayi, ~co < a,b <00, 0 < a <1 ve
M > 0 bir sabit olsun. Bu taktirde; (a,b) iizerinde tamml, X degerli, As > 0 ve
8,8+ As € (a,b) igin;

|A(s)If < M (1.2.4)
ve

lA(s + As) — A(s)|| < M(Ds)" (1.2.5)
4



egitsizliklerini saglayan biitiin A(-) fonksiyonlarmin ciimlesi C%® ((a, b), X),
(A+ B)(s) = A(s) + B(s)

ve
(AA)(s) = AA(s), A € K (K =R veya K = C)

igslemleriyle bir lineer uzay ve

[ A(s + As) — A(s)]|

lAll, = maks § sup ||A(s)||, sup - (1.2.6)
s€(a,b) sHAsE D) (As)
s7#0

normu ile bir Banach uzayidir, [1, sf. 82].

Yukaridaki uzaylar, literatiirde Holder uzaylari olarak bilinmektedir. Bu gekil-
deki fonksiyon simflari, Muskheligvili |2, sf. 18-33], Gakhov [9, sf. 25-51] ve [10]'da

etraflica incelenmistir.
TANIM 1.2.1. [7, s[. 394] X, I cismi fizerinde bir vekior uzay: ve
X xX — X

carpma iglemi tamimlanimg olsun. Bu durumda; Vz,y, 2z € X ve Va € K igin;
(4) (zy)z = 2(y2),
(74) z(y + 2) = 2y + z2,
(#42) (z+y)z=zz+yz ve
(iv) afzy) = (cr)y = z(oy)

sartlar1 saglaniyorsa, X'e I iizerinde bir cebir denir.

Eger, Yz € X igin ex = ze = z olacak gekilde bir e € X varsa, e’ye X’in birim

elemani adi verilir, |7, sf. 394-395).

TANIM 1.2.2. |7, sf. 395} X normlu uzay bir cebir olmak iizere; Vz,y € X
icin
eyl < fl=ll iyl

ve X, ¢ birim clemanma sahip iken; {|¢|| = 1 ise, X'e bir normlu cebir denir.

5



Banach cebiri ise, ilizerinde tanimlanan norma goére tam olan bir normlu cebir-
dir.
X bir Banach cebiri, (a,b) C R bir agik aralik; ¢,t + At € (a,b),
Af = f(t+ At) — f(t), Ag = g(t + At) — g(t),

A(fg) = (f9)(t + At) — (f9)(?)

ve f,g: (a,b) — X siirekli fonksiyonlar olmak iizere;

A(fg) = (Af)g(t + At) + f(H)Ag

esitliginden; (fg)(t) = f(t)g(t) olarak tanunlanan fg : (a,b) — X carpim fonksi-

yonunun da siirekli oldugn kolayca goriilebilir.

TANIM 1.2.3. |7, sf. 82-83| Bir T lineer operatorii, tanim balgesi D(T), K
cismi iizerinde bir lineer uzay ve deger holgesi R(T') de K cismi {izerindeki bir lineer

uzayda yatan ve her z,y € D(T') ve her o € K igin;
Tz+y)=Tz+Ty

ve

T(oz) = oTlx
egitliklerini saglayan doniigiim olarak tanimlanir.
TANIM 1.2.4. [7, sl. 91-92] X, ¥ normlu uzaylar D(T) < X ve
T:D(T)—Y
bir lineer operatdr olsun. Bu durumda; her z € D(T') igin
1 7z]| < clll (1.2.7)

esitsizligini saglayacak gekilde bir c reel sabiti varsa, T’ye sinirhdir denir.

(1.2.7) gartim: saglayan en kiigiik c sabitine T' operatdriiniin normu denir ve

I7|| ile gisterilir.



Il igin,
7]

IT|| = sup = sup | Tz|] (1.2.8)
zepm) Nzl zepi
z#0 leli=1

esitligi gegerlidir, |7, sf. 92].

TEOREM 1.2.1. [7, sf. 117-118] X wve Y ’nin her ikisi reel veya kompleks
normlu uzaylar, B(X,Y)’de, X ’ten Y 'ye tanunl ve sinarl biitin lineer operator-

lerin cimlesi olsun. Bu durumde; B(X,Y),

(T1 + To)(x) = Tz + Tz

ve
(aT)(z) = aTz, @ € K(K =R veya K = C)

islemleriyle bir lineer uzay ve

Tz|
71 s = e (1:29)
@70 flefi=1

normu ile bir normlu uzaydir. Ustelik Y tamsa, B(X,Y) de tamdar.
TANIM 1.2.5. |11, sf. 131] X, Xy, -+, X, ve ¥ normlu uzaylar olsun. Bu

taktirde; ¥ : X; x Xy x -+ x X,, — Y doniigiimii, herhangi n — 1 degigken sabit

tutuldugunda, geriye kalan degigkene gore lineer ise W’ye n-lineer operator ve

N¥(zs, 22, s 2a)ll < cllmall ]l - - lonll (2: € Xiyi=1,2,---,n) (1.2.10)
olacak sekilde bir c reel sabiti mevcutsa, ¥’ye sinirhdir denir ve (1.2.10) esitsizligini
saglayan en kiigiik ¢ sabitine de W’nin normu adi verilir.

n = 2 6zel halinde; ¥, bilineer operator olarak adlandirilir.

Ayrica,
U(zy, -, T
||| = sup s, - )l

sre Xy zneXn T |Tall
2y 70,0 2y #0

= sup |U(z1, 2|
1 € X1y, Zn € Xn
"1’1”=1,'“sllfvn|l=1

oldugu bilinmektedir.



1.3. Olgii ve Integral

TANIM 1.3.1. [12, sf. 6] S bir ciimle ve ¥ da S’nin alt ciimlelerinden olugan

bir aile olsun. Bu taktirde;

(@ 0,Sex
(i) AeX=S5-AeXve
(#i4) (An), 2 daki berhangi bir dizi ise| 2, A, €

n=

oluyorsa, ¥.’ya S iizerinde bir o (sigma)-cebir ve (S,X) ikilisine de 6lgiilebilir uzay

denir.

TANIM 1.3.2. [12, sf. 19] (S, X) ikilisi bir 8lgiilebilir uzay olmak iizere; &

lizerinde tamuml, genigletilmig reel degerli ve

(@) wu@) =0,

(1) VE € Xigin u(E) > 0 ve

(i43) i, sayilabilir toplamsaldir, yani; (F,), X’daki herhangi bir aynk dizi ise
WUy En) = Yooy 1(Ey)- ositligi gegerlidir

sartlarim saglayan g fonksiyonuna bir 6lgii ve (S, X, i) iigliisiine de 6lgii uzayr ach

verilir.

Her E € ¥ igin pu(E) < oo ise p fonksiyonuna sonlu ol¢ii denir, [13, sf. 10).

TANIM 1.3.3. [13, sf. 14| S bir ciimle ve P(S)’de S’nin biitiin alt ciimlelerinin

ciimlesi olsun. Bu durumda;

@ w@=0,

(i) AcCBCS=p'(A)<u*(B)ve

(#47) (E,), S’nin alt ciimlelerinin herhangi bir dizisi ise
£ (Uney Bn) < 2007, 04 (Ba)

gartlarin saglayan p* : P(S) — [0, 00] fonksiyonuna, S iizerinde bir dig 6lgii denir.
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TANIM 1.3.4. [13, sf. 15] (J;), R'nin simrh ve agtk araliklarindan olugan

herhangi bir dizi ve
TA={(I)—-— ((as, b; ACUI}
i=1
iken; R’nin kuvvet ciimlesi P(R) iizerinde
A) =inf {i(m ) (1) = (s, b)) € m}
i=1

esitligiyle tanunlanan A* fonksiyonu bir dig 6lgiidiir, bu dlgiiye R tizerindeki Lebesque

dig Olgiisit denir.

TANIM 1.3.5. [13, sf. 17] S bir climle ve g*'da S’de bir dig 6lgii olsun. Eger

S'nin her A alt ctimlesi igin,
w'(4) 2 p(ANB) + p* (AN BY)
sart1 saglamiyorsa B C S’ye p*- dlgiilebilirdir veya p*’a gore olgiilebilirdir denir.

TEOREM 1.3.1. [13, sf. 18] S bir ciimle, ii*, S’de bir dig dlgi ve M(S, u*)

da S’nin p*- dlgilebilen biitin alt cimlelerinin sinifs olsun. Bu durumda;
(1) M(S, p*) bir o-cebirdir ve
(2) p* ' M(S, p*)’a kisitlanmasys M(S, p*) tizerinde bir dl¢idir.

Boylece, Teorem 1.3.1’den; Lebesque dig 6lgiisit A*'in M(R, A*) o-cebirine olan
kisitlanmas: bir élciidiir. Bu 6lgiiye Lebesque olgiisii ad1 verilir ve ) ile gosterilir, [13,

sf. 21].

Diger taraftan; (a,b) C R bir agik aralik olmak iizere;
M ((a,d),\*) = {AN (a,b)|A € MR, X*)} C P ((a,b))

geklinde tamimlanan M ((a, b), A*) ciimlesi, (a,b) iizerinde bir o-cebiri ve A* da
M ((a, b), A*) iizerinde bir dlgiidiir. Bu 6lgiiye de Lebesque dlgiisii denir ve yine A ile
gosterilir, [14, s[. 392].



TANIM 1.3.6. [12, sf. 10] Reel degerli bir f fonksiyonu verildiginde,

f*(z) = sup{f(),0}, £~ (z) = sup{~f(z),0}

olarak tamimlanan f* ve f~ fonksiyonlarina sirasiya, f’nin pozitif ve negatif parca-

lar1 denir.

TANIM 1.3.7. [12, sf. 8] (S, T) bir dlgiilebilir uzay iken; Vo € R igin
{seS:f(s)>a}eXx

oluyorsa, f : S — [—00, 00] fonksiyonuna - dlgiilebilirdir denir.

f = f* — f~ oldugundan; f’nin 6lgiilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart f+

ve [~ fonksiyonlarnnm olgiilebiliv olmasidir, [12, sf. 10].

TANIM 1.3.8. [12, sf. 27] (S, X) bir o6lgiilebilir uzay olsun. S iizerinde tanimli,

reel degerli bir ¢ fonksiyonunun deger ciimlesi sonlu ise ¢’ye basit fonksiyon denir.
Olgiilebilir basit bir ¢ fonksiyonu, a,ag,+-+ ,a, € Rler, ¢’nin aldig1 farkh
degerler, E; = {r € S: p(z) = a;} € X ve

1, z€ek

XE.'(:E) =
0 y X ¢ Ez

olmak iizere;
= Z AiXE; (1.3.1)
i=1
seklinde temsil edilebilir, [12, sf. 27].

TANIM 1.3.9. [6, sf. 325] (S, X, i) bir 6l¢ii uzay: ise (1.3.1) gosterimine sahip

bir ¢ basit fonksiyonunun p Olgiisiine gore E € ¥ iizerindeki integrali,

n
/ wdy = Z a;n(E; N E)
E i=1

olarak tamumlamr.
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(S, X, i) bir 6lgii uzay: ise S iizerinde taniml, genigletilmis reel degerli ve olgii-
lebilir biitlin fonksiyonlarin ciimlesi M = M(S,X) ile, M’ye ait ve negatif olmayan

fonksiyonlarin ciimlesi de M+ = M™*(S, %) ile gosterilir, |12, sf. 27].

TANIM 1.3.10. [6, sf. 325] f € M™(S,X) fonksiyonunun . 6lgiisiine gore
E € ¥ iizerindeki integrali,

/ fdp = sup {/ wdji s € M basit fonksiyon ve ¢ < f}
egitligiyle tanimlanan genigletilmis reel sayidir.

TANIM 1.3.11. [12, sf. 41] (S, X, ;1) bir 6lgii uzay: ise S iizerinde taniml, reel
degerli, olgiilebilir ve f*, f~ parcalarinn her ikisinin p 6lgiisiine gore integralleri-
nin sonlu oldugu biitiin fonksiyonlarm L = L(S,%, u) ciimlesine, integrallenebilir

fonksiyounlar cilimlesi denir.

f € L fonksiyonunun p olgiisiine gore E € ¥ iizerindeki integrali,

/ Jdpu = / [ty — / (7
JFE JI D

egitligi ile tammlanan reel sayidir, [12, sf. 41].

TEOREM 1.3.2. [12,' sf. 43] (S, %, p) bir 6lgi uzaysy; f, S dzerinde tanwmis,
reel dejerli, olgiilebilir ve g de S tizerinde taniml, reel dejerli ve E € ¥ fdizerinde

integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda; |f| < |g| ise f de E € ¥ iizerinde

[ \ntau< [ ol

1.4. Banach Degerli Fonksiyonlarin Bochner integrali

integrallenebilirdir ve

saglanar.

TANIM 1.4.1. [15, sf. 41] X bir Banach uzayi, (S, %, 1) bir sonlu 6lgii uzay,
T1,T3,* * ,Tn € X, f'nin aldip farkh degerler ve E; = {z € S : f(z) = z;} € X ise,

f’ye élgiilebilir basit fonksiyon denir ve
1, wekEk
0, w¢kF;

11
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olmak tizere; f : S — X fonksiyonu, f = "7, z;xr, seklinde ifade edilebilir.

TANIM 1.4.2. [16, sf. 88| Tanun 1.4.1’de verilen f basit fonksiyonunun g

Olgiisiine gore £ € ¥ ilizerindeki Bochner integrali,

/ fdu= in/L(Ei NE)
E i=1
seklinde tanimlanir.

TANIM 1.4.3. |17, sf. 201] X bir Banach uzay1 ve (S, X, i) bir sonlu 8lgii

uzay1 olmak iizere; g : S — X fonksiyonu igin;
lim||fu(t) ~ g() = 0; te€ S~ N, u(N) =0 (1.4.1)

egitligini saglayan, S {izerinde tanimh ve X degerli basit fonksiyonlarin bir (f,) dizisi

mevcutsa, g fonksiyonuna kuvvetli dlgiilebilirdir veya p-6l¢iilebilirdir denir.
TEOREM 1.4.1. [16, sf. 88| Siirekli her fonksiyon kuvvetli dlgiilebilirdir.

TEOREM 1.4.2. 18, sl. 336 X bir Banach uzay, (S,Z,pn) bir sonlu dlgi

uzayr ve g : S — X fonksiyonu kuvvetli dlgiilebilirse,
h:S-—R,At) = [lg®)l|
seklinde tansmlanan h fonksiyonu X-dl¢ilebilirdir.

TANIM 1.4.4. |16, sf. 88] X bir Banach uzayt, (S, X, ) bir sonlu 6lgii uzay: g :
S — X fonksiyonu kuvvetli élgiilebilir ve f,’ler de (1.4.1) esitligini saglayan basit
fonksiyonlar olsun. Bu durumda; lim, fE fadp limiti mevcutsa, bu limit degerine
g'nin E € ¥ iizerinde p 6lgiisiine gore Bochner integrali denir ve [ £ 9du seklinde

gosterilir.

TEOREM 1.4.3. [17, sf. 202] Eger [, £ 9du Bochner integrali mevcutsa, o za-

e

man,

< / lgll du (1.4.2)

egitsizlii gegerlidir.

12



TEOREM 1.4.4. [17, sf. 203] [, gdu Bochner integralinin mevcut olmass igin

gerek ve yeter gart g 'nin kuvvetli lgilebilir ve [ ||g]| dp < oo olinasudar,

TEOREM 1.4.5. [15, sf. 49-50] X bir Banach uzayr, (S,X, u) bir sonlu dlgi
uzayr ve 1 < p < oo olmak dizere; S dizerinde tanamls, X degerli ve [ ||lgli"dp < oo
olacak gekildeki Bochner integrallenebilen biitin g fonksiyonlarinin denklik sinifla-

rindan tharet Ly (S, X, pi, X) edmlesi,

|wup=:(/£nmvdu)%

normu ile bir Banach uzaypdur.

Bu uzay, Lebesque- Bochner uzay: olarak adlandirilir.

Cahgmanm esasin olugturan ikinei ve digiineit boliimde, ¢ 6lgiisii A Lebesque
ol¢iisii ve (a, b) tizerindeki o-cebiri olarak, M ((a, b), A*) alinacak ve X'in bir Banach

uzay1 veya Banach cebiri olmas1 durumunda;
[i(ab) — X

fonksiyonu igin

. 4 b
du = d\ = t)dt
mﬁ“.kﬂ Lﬂ)

seklinde gosterilen Bochner integralinin mevcut olmasi, f fonksiyonunun siireki ve

boylece Teoremn 1.4.1’den kuvvetli 6lgiilebilir oldugu gergegi ile Teorem 1.4.4’tin kul-

b
[, o= [ wena= [

geklinde gosterilen, reel degerli || f(¢)|| fonksiyonunun Lebesque integralinin mevecut

lanilmasiyla,

olmasina kargihk getirilecektir. [ b I1f ()] dt Lebesque integralinin varhg ise, Teorem

1.3.2 kullamilarak; 0 < a < 1 olmak iizere; f o a),,, Lebesque integralinin va,rllglndan

l-a
elde edilecektir. f = a)a Lebesque integralinin meveut ve degerinin de ﬁb_l___a_aL_
oldugu ise bilinmektedir. Son olarak; Teorem 1.4.3’ten faydalanarak saglanmas: ge-

reken egitsizliklere ulagilacaktir.
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BOLUM 2

GENELLESTIRILMIS H, ;.,(X) UZAYLARI

CGaligmanin esasini olugturan bu béliimde 6nce, (a, b)x(a, b) iizerinde taniml,
Banach degerli ve ikinci degigkene gore a noktasinda singiilerlige sahip olan iki de-
gigkenli A(-,-) fonksiyonlarmi da ihtiva eden Hy, s,4(X) ciimlesi tammlanarak; bu
ciimlenin bir Banach uzay1 oldugn gosterilecektir. Boylece, X’in R reel sayilar ciim-
lesi alinmasi 6zel halinde [5]'te elde edilen Hy, 5,4(R) ciimlesi genellegtirilmig olacak-
tir. Daha sonra, uzaya ait her fonksiyonun siirekli oldugu ispat edilecek ve bu uzaya

iligkin baz1 kapsama bagintilar verilecektir.

Ayrica, yukandakine benzer sekilde, (a,b) arahginda tammli, Banach degerli
ve a noktasinda singiilerligi bulunan tek degigskenli A(-) fonksiyonlarimi da ihtiva
eden H, 5(X) ciimlesi tanimlanacak ve H,, 4,4(X) uzaymna iligkin verilen teoremlere
H,, ;(X) uzay1 bakimindan kargilik gelen teoremler, ispatsiz olarak, verilecektir ve
Hy 5(X), Ha,s5,(X) uzaylarn ile bu tip uzaylarn kartezyen ¢arpum iizerinde simirh,
lineer, bilineer ve n-lineer operatdrler tanimlanacak ve sinirlt Fredholin integral ope-

ratorleri elde edilecektir.

2.1. H, 45,+(X) Uzay1

A

X, reel veya kompleks bir Banach uzay, a, b, o, 6 ve 7;
—0<ab<oo, 0<a,a+7<1],0<y<d<]1

esitsizliklerini saglayan keyfi fakat sabit sayilar, M > 0 bir sabit ve At > 0 olsun.
Buna gore her s,t,s + As,t + At € (a,b) igin;

1

Aol =, 2o (21.1)

ve

AA = A(s + As, t + At) — A(s, 1)
14



olmak iizere;

M(|As|® + (Ab)7)
(t—a)t

lAA]l < (2.1.2)

sartlarim saglayan biitiin,

A: (a,0)x(a,h) — X
(s,t) — A(s, t)

fonksiyonlarinin climlesini H,, 5,,(X) veya Hy, 5,4 ((a, b)x(a, b), X) ile gosterelim. Bu

durumda; agagidaki teoremi verebiliriz:
TEOREM 2.1.1. Il 5~ ((a,b)x(a,b), X),
(A+ B)(s,t) = A(s,t) + B(s,1)

ve
(AA)(s,t) = AA(s,t), A€ K (If =R veya I{ = C)

olarak tansmlanan iglemlerle bir lineer uzay,

pa= sup (t-a)"||A(s, )] (2.1.3)
s,t€ (a,b)
ve
(t— a)+ [|A4]
ka= su 2.1.4
A s,t,s+As,t—!I-)Ate(a,b) |As|? + (At)7 ( )
AsAOVAL£D

olmak tzere;

Ally,s,, = maks {pa, ka} (2.1.5)

normu ile bir Banach uzayidar.

ispar. Ispat ii¢ asamada verilecektir.
(I) X bir Banach uzay iken;
A ={A|A: (a,b)x(a,b) — X}

ciimlesinin, yukaridaki iglemlerle bir lineer uzay tegkil ettigi bilinmektedir, {19, sf.

69]. Bu durumda;
15



H, 5,4 ((a,b)x(a, ), X) = {A]A : (a,b)x(a,b) — X; A, (2.1.1) ve (2.1.2)’yi saglar}
C A oldugundan, H, s ((a,b)x(a,b), X)in lincer uzay oldugunu gostermek icin;

toplama ve skalarla carpma, iglemleri altinda kapah oldugunu gostermek yeter.

A, B € Hg 5,4 ((a,b)x(a,b), X) ve At > 0 iken; her s, t, s+ As,t+ At € (a,b)

igin;
M,
< —_
40l < 2
My (|As|’ + (At)7)
- <
|A(s + As,t + At) — A(s, )| < =0+ ,
M,
I1B(s, )] < i = a)
ve
My(JAs)® + (At)7)
|B(s + As,t + At) — B(s, t)|| < =)+
esitsizliklerini saglayan My, M, > 0 sabitleri mevcuttur. Bu durumda;
M, + M
(A + B)(s, )l = l[A(s, #) + B(s, )| < [[A(s, DI + | B(s, )| < Tf_—;);—z-
ve
A(A+B) = (A+ B)(s+ As,t+ At) — (A+ B)(s,1)
= A(s+ As,t + At) — A(s,t) + B(s + As, t + At) — B(s,t)
= AA+AB
oldugundan;
lA(A+B)| = [[AA+AB]
< [|AA]+]ABJ|
(All + Mz) (IASI‘s + (Af)’y)
- (t . a)a+’Y

olacak gekilde bir M;+M; > 0 sabiti mevcuttur. Yani, A+B € H, 4,4 ((a, b)x(a,b), X)

ve bisyleee TT, 5y ((0,b) v (n,b), X) eiimlesi, toplama iglemine gisre knpahidir,
) € K (K =R veya If = C) iken;
A M
Ao, B = NG5, 0l = ) 1AGs, ) < i
16



ve

l(AA)(s + As, t + At) — (AA)(s, )| = [|A(A(s+ As, t+ At) — A(s, t))||
|A[ My (|As)? + (At)7)
- (t —a)rty

olacak gekilde bir [A[M; > 0 sabiti oldugundan, H, s+ ((a,b)x(a,b), X), skalarla

carpma iglemine gore de kapahidir ve su hélde bir lineer uzaydir.

(I1) Simdide (2.1.5) egitligiyle tanunlanan |-, 5 ., fonksiyonunun g 5,4 ((a, b)x
(a,b), X) uzay iizerinde bir norm oldugunu gérelim:

(N1) A € Ha,s, ((a,b)x(a, b), X) igin agik olarak; [|A]l, 5., = 0°dir.

(N2) A € Hoysy (@, D)x(a, 1), X) ve |14

a8 = 0 lse

1All, 5, = maks {pa, £} =0
olur. Bu duruinda;

0< sup (t—a)*[|A(s, )] < | Allg,5, =0

a, b€ (a,h)

olacagindan; sup, , ¢ (4,5(t — a)® || A(s, ?)[| = 0 elde edilir.

sup (t— ) [A(s0) =0 ¢ Vs, t€ (a8) igin [A(s,)] =0
s,tE(a,b)

& Vs, t € (a,b) igin A(s,t) =0

& A=0

olup, bdylece || A, 5,, = 0ise A = 0 olacag anlagihr. Diger taraftan A = 0 ise agik
olarak; ||All,, s, = 0 olur. Su halde; || A]

(N3) (2.1.3) ve (2.1.4)ten; A € K (K = R veya K = C) iken;

a6,y = 0 ¢ A =0 Snermesi dogrudur.

poay= sup (t—a)*|[(AA)(s, )l = |A] sup (t—a)*[A(s, D)l
s,t€(a,b) s,t € (a,b)
= |A[pa
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ve

(t —a)* " [|AAA)]

koay = su
(*4) s,t,s+As,t-lI-)At6(a,b) |Asld + (At)
As#OVAL£D
— a)etr
= |} sup (t a; 1AA]
st 8+ A5, 14 ALE (,b) |As]® + (At)7
AsAOVALAD
= |Aka
oldugundan;
IAAllg 5, = maks {pas, kon}
= maks {|A|pa, |Alka}
= |A|maks {pa, ka}
= |AHIAll, s,
olur,

(N4) A,B € H, 5,4 ((a,b)x(a,b), X) ise (2.1.3)’ten;

pasn = s (= a4+ D)0
= sup (t—a)*[|A(s, 1) + B(s, )l
s,t€(e,b)
< sup (L-a) A DI+ sup (t—a) |1BGs, b
s,t€(a,b) s, t€(a,b)
= pat+ps

ve (2.1.4)’ten;
(t — o) [|[A(A + B)||

k = sup
(4+5) 8,6, 5+ As, L+ ALE (a,b) |As|S + (At)7
AsAOVALAD
B e YT
- s, b, 8+ As, 14+ ALE (a,b) lA'9|6+(At)7
AsFEOVAL£D
t—a)*t ||AB
. ap  G-am™aB|

8,t,5+As,t+AL € {(a,b) lAle + (At)”,
AsZ£OVAL£0

= ks+kp
18



olup,

lA+ Bll,s, = maks {pa+ny, karn}

< maks{pa+pp, ka+kp}
oldugundan; p4, ps, ka, kp > 0 icin gecerli olan
maks {pa+pp, ka -+ kp} <maks{pa, ka} +maks{pp, kp} (2.1.6)

esitsizligi dikkate ahnarak;
”A + B”a,&,'y < ”A”a,ff,'y + ”Blla,6,7

oldugu kolayca goriilebilir.
Sonug olarak; Hq,s,4 ((a,b)x(a,b), X) ciimlesi, ||-|[, 5, normu ile bir normlu
uzaydir.
(I1T) Simdi ise, Hq, 5,4 ((a,b)x(a,b), X) uzaymn, ||-||

oldugunu gorelim:

a,6,4 lOrmuna gore tam

(An) C Hag, 5,4 ((2,b)x(a,b), X) Cauchy dizisi olsun. Bu durumda; keyfi ¢ > 0

sayist i¢in, V m,n > ng(e) oldugunda;

”An b 147"'”n,é',,Y < 6 (2.1.7)
olacak gekilde 3 no(e) € N says1 vardir. Boylece lll@,s,, normunun (2.1.5)'teki
tanimu kullamlarak, (2.1.7)den;

sup (t—a)®||An(s,t) — Am(s,t)|]| <€ (2.1.8)

s,t€(a,b)

ve

A(Ay = Ap) = (An — An)(s + As, t+ AL) = (An — Am)(5,2)

olmak iizere;

— g)ot7 -
ap  mTTIAG, Ay

8,8, 8+ A5, t-+AL € (a,b) |As|® + (At)”
As£OVAL£D

(2.1.9)
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elde edilir. (2.1.8) ve (2.1.9)’dan, As # 0 veya At # 0 iken; Vs, ¢, s + As,t + At €
(a,b), (AL > 0) igin; m,n > ng(e) oldugunda,

It — a)*An(s,t) — (t — a)*Am(s,t)] < € (2.1.10)

ve

(t—a)*™ |A(An — An)ll
|As|? -+ (At)Y <€

bulunur. (2.1.10)’dan; herbir s, € (a,b) igin ((+ — a)* A, (s, ))’nin, X uzayinda bir

(2.1.11)

Cauchy dizisi oldugu anlagilir. X tam oldugundan,

lim (t — a)"A,(s,t) =z

- Y00
ve buradan

, 1
7}51;0 An(s,t) = mw

olacak gekilde birtek x € X vardir. Keyfi fakat sabit herbir s, ¢ € (a, b) igin bu sonug

gecerli oldugundan,

lim A,(s,t) = A(s,t) (2.1.12)

n—oo

olacak gekilde bir

A: (a,b)x{a,)) — X
(s,t) — A(s,t)

fonksiyonu tanimhdir. Simdi
nlggo [|4n - A”a,J,'y =0

ve A € Hy, 54 ((a,b)x(a,b), X) oldugunu goérelim. (2.1.12) ve norm fonksiyonunun
siirekliligi ile birlikte sirasiyla, (2.1.10) ve (2.1.11) kullamlarak; As # 0 veya At # 0
olmak iizere; Vs, t, s+ As, t + At € (a,b), (At > 0) igin;

(t= o) [14n(s,8) = A, = (¢ = )" [Ans,) = lim Am(s, 1)
= lgn (t —a)*||An(s,t) — Am(s, )|
< ¢ (2.1.13)
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ve

(t—a) ™ [|A(A, — A (= )™ |AA, — limy 00 AAL|
|As|® + (At)7 - |As|® + (AL)Y
—  lim (t - a)a+7 ”A (A — Am)”
M—00 lAs|" -+ (At)'y
< € (2.1.14)

olur. Boylece, (2.1.13) ve (2.1.14)’ten; Ve > 0 says1 igin Vi > ng(e) oldugunda;

An — Alls, 5,4
limso0 [|[An — Al

< ¢ gartim saglayan bir ng(e) € N mevcut bulundugundan,

= 0 olur. Aynica (A,) C Hy, s, ((a,b)x(a,b), X) Cauchy dizisi

o,d,y
sinirh oldugundan, ¥V n € Nigin || 4, ||, 5., < C olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir.
Buradan, Vn € N igin;
sup (t—a)®||Aa(s,t)]| < C (2.1.15)

s,t€(a,b)

ve

t—a)*M||AA,
sup ( a)J I I <C (2.1.16)
s, t, 8+ A8, t+ALE (a,b) lASl +(At)’y
As;l'S)VAt;‘:O

egitsizlikleri saglanir. Boylece; Vs, t, s + As, t + At € (a,d), (At > 0) ve Vn € N
igin; (2.1.15) ve (2.1.16)’dan,

C
[Au(s, ] < i) (2.1.17)
ve
C (|Asl|® + (At)”
1 An(s + As, t+ At) — An(s, )| < ( (t*”_l_ {;;(H ) (2.1.18)

bulunur ve su halde; € > 0 igin n > ny(e) oldugunda, (2.1.17) ve (2.1.13)’ten;

HAGBOI = [Au(st) + Als, ) — Auls, )l

< [Aa(s, )] + [[An(s, t) — A(s, t)]
C+e
(t —a)*
21
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ve (2.1.18) ile (2.1.14)’ten de,

JAA]l = JJAA+ AA, — AAy|| < [|AAR] + ||A(An — Al
(C +e¢) (JAs|]® + (At)7)
< o (2.1.20)
elde edilir. Boylece, (2.1.19) ve (2.1.20)’den;
C
A < s
ve
C (|As]® + (At)7)
— <
A(s + As, t + At) — A(s, t)|| < = a)
olacak gekilde bir C' > 0 sabitinin mevcut oldugu anlagilir ki buradan
A € H, 5+ ((a,b)x(a, b), X) oldugu sonucuna ulagtlir. O

TEOREM 2.1.2. (a,b)x(a,b), R?'deki aligsimig metrikle dikkate alindifinda,
A€ Hy 54 ((a,b)x(a,b), X) fonksiyonu sireklidir.

ISPAT. (so, to) € (a,b)x(a,b) ve d, R¥deki alisilmig metrik olmak iizere;
A ((a, b)x(a, b), d) — (X, |I-||) fonksiyonunun siirekli oldugunu goérelim:

(s,t) = (s0, to) oldugunda;

lim d((s,t), (50, %)) = lim \/(s—s0)2+ (t—t)2=0 (2.1.21)

(s,t)—(s0. t0) (s, 8} (s0,t0)

olur. Aynca (2.1.21) ve

0<|s—so|< V(5= 99)% + (t - 10)?,

0 <|t—to|< (5~ 50)%+ (t — tg)2

esitsizliklerinden, s — sy ve t — t, olaca@ agiktir. Boylece; sirasiyla,
“A(S, t) — A(So, to)“ = ”A (80 + s — S0, t() +t— t()) —_ A(S(), to)”
ve

| A(s,t) — A(so, to)ll = [|A(s0, o) — A(s,2)l

il

A (s+ 80~ s, t+1tg —t) — A(s,t)]]
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egitlikleri gzoniinde bulundurularak (2.1.2)’den;

M(IS‘ —_ S()P + (t — i())'y)

0 < [|A(s,t) = Also, o)l < (to — a)**7

L (t>t)  (21.22)

ve

M(Iso — 5|8 + (to — t)”’)
(t—a)"

gartlarini saglayacak gekilde bir M > 0 sabitinin mevcut oldugu goriiliir. (2.1.22) ve

(2.1.23) dikkate alindiginda,

0 < ||A(s,t) — A(so, to)]] <

L (t<to)  (2.1.23)

lim  ||A(s,t) — A(s0, to)]| =0

(s,t)ﬁ(su,tn)
sonucuna ulagihr ki buradan da A € H,, s ((a,b)x(a,b), X) fonksiyonunun keyfi
(80, to) € (@,b)x(a,b) noktasinda siirekli ve su héalde; (a,b)x(a,b) izerinde siirekli

oldugu anlaglir. ]

TEOREM 2.1.3. oy < a ise Hy, 5,4 ((a,b)x(a,b), X) C Hay, 5,4 ((a,b)x(a,b),
X) ve 61 < 0y ise Hy 5,4 ((a,0)x(a,0), X) C Hy 5,4 ((a,0)x(a,b), X) kapsamalars
gegerlidir.

ISPAT. < g ve A € Iy, 5. ((a,b)x(a, b), X) olsun. Bu durumda; At > 0
ve Vs,t, 8+ As,t + At € (a,b) igin;

M,
s, 0N < —— 1.2
1460 < = (2.1.24)
ve
M, (|As]? + (At)7)
— Al < 1.25
|A(s + As, t + AL) — A(s, )] < (=)o (2.1.25)
esitsizliklerini saglayacak gekilde bir M; > 0 sabiti vardir. Diger taraftan;
My  M(t—a)m™ < Mi(b—a)™
t-a) ~ (t—a)n(t—a)> ™~ (t—a)m
ve

M (JAs] - (AYY) Mt a)™(JAs] 1 (A1)

(t — a)™+" B (t — @)™ (¢ — a)or-o
< M (b — a)*2—r (|As|? + (AtL)7)
= (t _ a)nz 1y
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oldugundan; At > 0 ve Vs, t,s + As,t + At € (a,b) iken; (2.1.24) ve (2.1.25)’ten;

M(b—a)™
(t — a)e

1A(s, ) <
ve
M (b — a)*2~1 (|As|® + (At)7)
(t — a)™t
gartlarim saglayan bir M;(b — a)**~* > 0 sabitinin mevcut oldugn ve boylece
A € Hyy,s,4 ((a,b)x(a,b), X) oldugu goriiliir. Su halde; My, 4,4 ((a,0)x(a,b), X) C
Hg,, 5,4 ((a,b)x(a,b), X) kapsamas: gegerlidir.

|A(s + As, t + At) — A(s, t)]] <

01 < 02 ve A € Hy 5., ((a,b)x(a,b), X) olsun. Bu taktirde; At > 0 ve Vs, t, s+
As,t + At € (a,b) igin;
M,

lA(s, )| < e (2.1.26)
ve
1A(s + As, £+ At) = A(s, 1)]| < M2('ﬁt; ff“m (2.1.27)
olacak sekilde bir M, > 0 sabiti vardir. Boylece;
(1)b—a<1lise 0 <|As| < b—a < 1 olacagndan,
|As|” < |As]™ (2.1.28)
olur ve (2.1.27)'den, At > 0 ve Vs, t,s + As,t + At € (a, b) olmak iizere;
|A(s + As,t + Al) — A(s,1)]| < My(|Asl” + (A1)7) (2.1.29)

(t = )™

clde edilir ve
(2) b—a > 1 iken;
(i) 0<|As| <b—-a<1ise (2.1.29)un gegerliligi, (1)’den agiktir.
. . As ”
(ii) 1<As<b-aisel< ll)_—_cLz < 1 olup, (2.1.28)’in kullanilmasiyla,

As| \* _ (1As]\”
(b-;-a s b—a

|As|” < (b— )29 As|® (2.1.30)
24
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egitsizligi saglamr. (b — a)%27% > 1 oldugu da gdzéniinde bulundurularak; (2.1.30)
dikkate alimrsa, (2.1.27)'den;

Ma((b — a)2~%|As|® + (At)7)

|A(s + As,t + At) — A(s,8)]| < ™
Ma(b — a)®2=9 (|As|® + (At)?)
< T (2.1.31)

egitsizligine nlagiliv ve My = maks{ My, (b—a)2=9 M,} segilirse, (2.1.26), (2.1.29) ve
(2.1.31)'den; A € Hy 5, ((a,b)x(a, b), X) oldugu goriiliir ve buradan da Hy, s,, ((a, b)
x(a,b), X) C Hq, 4, ((a,b)x(a,b), X) sonucuna ulagihr. O

TEOREM 2.1.4. C%%7((a,b)x(a,b), X) C Ha s, ((a,b)x(a,b), X) kapsamass

b—a)l—oP )
—ap olmak tzere; Hy 5, ((a,b)x(a,b), X) C

L, ((a,b)x(a,b), X) kapsamast gegerlidir ve

z'lel_<_p<oo,a<l—1)veM(ap)=

1AL, 0y, 1) < [(0— )M (ep)]7 |All, 5,
egitsizligi saglanar.
ispaT. A e Y% ((az b)x(a, b), X) ise Vs,t,s + As,t + At € (a,b) igin;
1AGs, Bl < M (2.0.32)
ve
|A(s + As, t + At) — A(s,t)|| < M (|As|® + |At]") (2.1.33)

olacak sekilde bir M > 0 sabiti vardir.
Su halde; At > 0 ve Vs, t,s + As, t + At € (a,b) igin; (2.1.32)'den,
M(t—a)*  MOb-a)"

lA(s, 1)} < e S Thoae (2.1.34)
ve (2.1.33)'ten,
|A(s + As,t + At) — A(s, B)]| < M- a):t+i(£f+li+ (2
M(b — a)*+(|As)® + (At))
< E=a (2.1.35)
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elde edilir.
M, = maks {M(b— a)*, M(b— a)**"}
ahimirsa, (2.1.34) ve (2.1.35)’ten, A € Hy 5.4 ((a,b)x(a,b), X) oldugu goriiliir.
Diger taraftan; A € Hg,, 5 ((a,b)x(a,b), X) ise Teorem 2.1.2°den; A, siirekli

oldugundan, kuvvetli 6lgiilebilirdir ve

p
401 < 1P Vet
olup,
/a A e as < & ‘(t“)_'t?('f‘;"""”
ve boylece,
bt b gt
[ [iaenrase < o-alag,, [ o
= (b-a) Al 5., M(ap) (2.1.36)

bulunur. (2.1.36)’dan; A € Ly, ((a, b)x(a, b), X) ve
1Al 0 (0,0, ) < (0= )M (ap)]? | All 5,
sonucuna ulagilir. ‘ O
Tek degigkenli fonksiyonlarin H, 5(X) uzaym da benzer gekilde tanimlayabi-
liriz.
2.2. H, ;(X) Uzayn

X, reel veya kompleks bir Banach uzay1, —oco < a,b< o0, 0 < a,d, 0+ 6 < 1,
M > 0 bir sabit ve As > 0 olmak iizere; (a,b) iizerinde tanmiml, X degerli ve her

8,8+ As € (a, b) igin;

A(s)]} < (2.2.1)

(s —a)
ve

M(As)?

|A(s + As) — As)|| < 5= a)i®

(2.2.2)
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sartlarini saglayan biitiin A(-) fonksiyonlarinin ciimlesi, Ha 5(X) veya Hy 5 ((a, b), X)
olsun. Bu durumda; Teorem 2.1.1-Teorem 2.1.4%in 1, 5(X) bakimmdan kargihgim,

ispatsiz olarak verebiliriz.
TEOREM 2.2.1. 1, 5 ((a,0), X) cimlesi,
(A + B)(s) = A(s) + B(s)
ve
(AA)(s) = MA(s), A € K(K =R veya K = C)
olarak tanamlanan iglemlerle bir lineer uzay ve

AA = A(s + As) — A(s)

olmak tzere;

_ a\atd AA
JAll, s = maks { sup (s—a) (), sup = lAA]
, s€(a,b). ks :0((;, b) (As)

(2.2.3)

normu ile bir Banach uzayidir.

TEOREM 2.2.2. (a,b), R’deki abgilmis metrikle dikkate alindijinda, A €
H, 5 ((a,b), X) fonksiyonu sireklidir.

TEOREM 2.2.3. oy < vy ise H,, 5((a,0),X) C Ha,,5((a,b), X) kapsamass
gegerlidir.

TEOREM 2.2.4. C%%((a,b), X) C Ha,s((a,b), X) kapsamasi ile 1 < p < o0,

a< % i¢in Hy 5 ((a,b), X) C L, ((a,b), X) kapsamast gegerlidir ve

1
NAllL, (0,0, x) < (M (ap)]? | Al 5

egilsizligi saglanar.

27



2.3. H, 5,(X) ve H, ;(X) iizerindeki sinirh lineer operatorler

TEOREM 2.3.1. A € Ha, 5.4 ((a,0)x(a,0), X) , 0 < ¢,d,c+d < 1 igin;

M(e) = (—bl;})(l—_— (2.3.1)
e
M(c,d) = maks {M(c), M{c + d)} (2.3.2)
olmak iizere;
@A) 6 = [ A (2.3

seklinde tanamlanan Ty,

(1) f € Hy, 5, ((a,), X) ve oy + ca + 71 < 1 olmass hilinde;
T3]l < M(e + a2, m)

olan bir Ty € B (Ha,, 4,7 ((a,b)x(a,b), X), B (Hq,,s ((a,b), X),C"% ((a,b), X)))
operatdridir,

(2) f € C%*((a, b),)'() olmass hdlinde; |T}|| < M(oq,m) olan bir
Ty € B (Hay,s,m ((a,0)x(a,b), X), B (C* ((a,b), X),C%% ((a,b), X))) operati-

ridir ve

b
(B A)) (s) = / Alt, 5) (t)dt (2.3.4)

olarak tanimlanan T, ise,

(3) f € Hq, 5, ((a,b), X) olmast durumunda;,
I T2l < M(az)

olan bir T; € B (Hﬁl|51|7l ((as b)x(a, b)a/Y) B (Hﬂz.52 ((a’ b))JY) ) Hal.’n ((a’1 b)1X)))
operatoridir ve
(4) f € C**2((a,b), X) ise;

Ty € B(Ha, 5. ((a,0)x(a,b), X), B (€% ((a,), X) , Hay 7 ((a,), X)) olan ve
28



normu,

|72]| <b—a
egitsizligini saglayan bir operatirdiir.

ispaT. A € H,, 5. ((a,b)x(a,D), X) iken:
(1) f € Hg,, 5, ((a,0), X) olsun. Bu taktirde; As > 0 ve her s,t,s+ As € (a,b)

icin;
LGOS < IAGDIIF)
¢ Vsl 235
e
1CAGs +85,) = Als, ) FOI < [1A(s +As, 1) = Als, O]l 1O
¢ Mo Mol
olup, (2.3.5) ve (2.3.6)'dan;
I@an©I < [ 14e0sla
N 1
) M Ml (230

ve

A(TA)f = ((T1A)f) (s + As) = (T1 A)f) (s)

olmak iizere;

IA@ASL < [ 1A+ 0,0) ~ Al ) SOt

b dt
131
< “A|la1,61,71 “f”ozz,ﬁz(As) /a. (t — a)01+02+'71

b — g)l—or-c2-m .
O Ml I (B0)" (239
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olur,

— l-a1—02 _ l—oy ~ap—73
M(ay + og,v1) = maks { (b~ a) (b —a) }

—o—a l-a—0a-m
alnirsa, (2.3.7) ve (2.3.8)'den; (T3 A) f € C%% ((a,b), X) ve

”(TIA)f”tsl S A4(al + 02"71) HA”m,Jl,'y, ||f”az,52 (2'3'9)

elde edilir. Boylece (2.3.9)’dan; Ty A, simirh ve normu,

1Al = sup RTINS Mo+ oz, 1) [ Allgy 5,0, (23.10)

02,62=1

olan bir operatordiir.
Ty A’nun lineerligi agiktar. Boylece, 1A € B (Ha,, s, ((a,b), X), C%* ((a,b), X))
olur. Ayrica, (2.3.10)’dan;

7= sup AN < M(ay -+ o)

wpr8p 7 =1
ve T7’in lineerligi de kolayca goriilebileceginden,
Ty € B (Hay, 5,7 ((a,b)x(a,0), X), B (a6, ((a, 1), X),C%% ((a,b), X))) olur.
(2) f € C%°2 ((a,b), X) olsun. O zaman, As > 0 olmak iizere; her s, ¢,s+As €
(a,b) igin;
1 Allay, 8,70 11 Nl

1AGDIOI < —5 = 0a (2.3.12)
ve
A As)h
I(A(s + As,t) — A(s, 1)) fF()]] < ” “"“i;‘f‘a];ﬂ‘j;l( ?) (2.3.12)
bulunur. (2.3.11) ve (2.3.12)’nin kullamimasiyla da,
b dt
AN @ < Ml Wl [ e
_ (b—a)lm
- _I—___(;I-_"A“al,dl,'n ”f”a2 (2313)

ve

N d
IATA < 1Al 0 1 (B0 [ e

b—g)l-—m
= O A W80 2314

1~
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sonucuna ulagilir.

- I o _ I--evy -y
Moy, 1) = maks { b=a) (b=a) }

l—a; " 1—ay—m

alimirsa, (2.3.13) ve (2.3.14)’ten; (T1A) f € C%% ((a, b), X) ve

”(Tl/l)f“.n S M((V[,’Y[) “A“al,ﬁl,'yl ”f“(tz (2‘3‘15)

olur. Su halde; (2.3.15)’ten; Ty A, simrhdir ve normu,

ITAll = sup [[(T14)flly, < M(e, m) (|4l

a2

(2.3.16)

a1,01,m
egitsizligini saglar. (2.3.16)’dan ise T}’in suurl oldugu ve normunun da

ITilf=  sup NTAll < Mo, m)
Moy s ™
gartim sagladigr anlagihr. Boylece; 71,
B (Hay, 61,7 ((a,0)x(a,b), X), B (C** ((a,b), X),C%% ((a,d), X))) uzaymdadir.
(3) f € Ha,, s, ((@,b), X) olsun. Bu durumda; As > 0 ve her s,t,s+As € (a,b)

icin;

IAG ) F O < NAG I IFO
”Al|a1,51,71 ”f||ag,52

< (5= 0y (i — a)os (2.3.17)
ve
[(AG, 5+ A9) ~ A ) SO S 4G+ 85) — A 17
1Al 5,3 1l (B
< (t_ﬂa)az(sﬁa)alm (2.3.18)
olup, (2.3.17)’den;
KBANGI < [ 1A s) 1) d
1Al sy *
s et |
_ M(a2)l|Al|a1,61,'yl ||f||a2,62 (2.3.19)

(s — a)x
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ve

A(TRA)f = ((124)f) (s + As) — (T2 A) f) (s)
alarak, (2.3.18)’den;

IAGA < [ IAs +As) - A, 9)) £(2)] de

a

¢ Wl Wl O 2t

(5 - a)min

M (c2) [|Alla,, 5,9, 1y, 5, (AS)T"
(s — a)utm

bulunur. (2.3.19) ve (2.3.20)’nin kallamlmasiyla, (15A)f € Hy, 4, ((a,b), X) ve

(2.3.20)

Al

I(T2A f”m n S M () o1, 81,m ”f“ag 82 (2.3.21)

sonucuna ulagihir. Boylece T34, simirli olup, (2.3.21)’den;

||T2A” = S“l) ”(712/1)].”"]'71 S M((Yz) ”A”al,ﬁ],’yl (2'3‘22)

g 5y=
olur. Ayrica, T3 A lineerdir ve su halde; T5A € B (Hq,, s, ((@,0), X) , Hay, 4, ({,b), X))
elde edilir. (2.3.22) den; ||T3]| < M(wv) olup, Ty lineer oldugundan;

Ty, € B(Hg,, 6,1 ((a,b)x(a,b), X), B(Ha,,s, ((a,0), X), Hay,~ ((a,b), X))) sonucu
elde edilir.

(4) f € C%*2 ((a,b), X) ise, As > 0 olmak iizere; her s,t, s+ As € (a,b) igin;
”A”ln,ﬁl,’yl ”f“az

1AL O < 020w (2.3.23)
ve
A As)

1045+ 29) = Ao s < Aentin I B0 (3.5

olacagindan; (2.3.23) ve (2.3.24)’ten, sirastyla,

“A“al,tfl,'n “f“az
(AN @) < T / it
—a)llA

_ (b a) i:s I_‘.a;,;:l,"yl ”f“az (2.3‘25)
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ve

/l A 71
i@y < Mo 1l (89) /dt

(3 - a al+’71

(b~ a) [[Allgy, g1,y 11 1y (D)™

PR (2.3.26)
elde edilir ki (2.3.25) ve (2.3.26)'dan da; (T2A)f € H,,,, ((@,0), X) ve
1(124) fllay,p, < (0= @) [|Allgy, 5,9, 1 Nl (2.3.27)
sonucu bulunur. Yani; T3 A4, siirhdir ve normu, (2.3.27)’den;
IT2All = sup [[(T2A)flla,, < (0= 0)|Allgy, 5,y (2.3.28)

a2

egitsizligini saglar. (2.3.28) den ise Ty'nin simirh ve normunun da,

ITa|= sup [|TRA|l<b-a

@ bm T
sartim sagladigy goriiliir ve boylece,
T; € B (Hay,5,m ((a,0)x(a, b), X) vB(CO’OI2 ((a’ b), X) y Hay oy, ((a’ b), X))) olur. O

Cahigmanin bundan sonraki kisminda kullanacagimz M (c) ve M(c, d) ile, (2.3.1)

ve (2.3.2) egitlikleriyle tanimlanan sabitler kastedilecektir.

LEMMA 2.3.1. X reel veya kompleks bir Banach cebiri, n € N ven > 1 igin

o1+ ag+ -+ a, +v9 <1 olmak dzere; B, fonksiyonunu,
B, (s,t) = A (s,t)A2(s,t) -+ - An(s,t); 8.t € (a,b) (2.3.29)

seklinde tanwmlayalim. Bu durumda;

A; € Hy, 5,4 ((a,b)x(a,b), X), (i =1,2,---,n), § =min {6,082, ,6n},
D, =1, D, = maks {(b— a)min{dn, oz, dna}=d (py _ a)’s“_‘s} , (n>2)
ve

Co= DDy D, (2.3.30)
a3



ise By € Hy tayt-otan,s,v (@, 0)x(a,b), X) olup,

I|Bn”al+a2+-n+an,6,ry S 2"‘—10,“ ”A1l|01;61v7 ”AZHQ%J%'Y e ”An”an;‘sns'y

saglanar.

ispaT. ispat1, Timevarim metoduyla yapalim.
n =1 igin A; € Hy, s, ((a,b)x(a,b), X) ve § = min{d; } = &; olup, Bi(s,t) =
A;(s,t) olacagindan; By € Hq, 5,4 ((2,b)x(a,b), X) ve || Bl = Cy || A4l

olur. Yani, n = 1 i¢in Lemma dogrudur.

oy, 81,y o, 81,y

n = k olmak lizere; i = 1,2, ,k icin A; € Hy, 5, ((@,0)x(a,b), X) ve § =
min {dy,8q, -+ , &} iken; By € Moy pagtay, s,y (a0, 0)x(a, ), X) ve

1Bkl oy gttty < 257 CelAsllay g1, 142llng 0y - 1Ak Ny 84

olsun. Bu durumda; n=k+1,i=1,2,--- ,k+1, A; € Hq, 5, ((a,b)x(a, ), X) ve
0 = min {(51,(52, oS ,6k+1} ikén; Bk+1 € I{a1+az+--~+ak+1,6,7 ((a, b)x(a, b),X) ve

“B’H’l“ax+az+~-+ak+1,5,'y < 2°Cs ”A1”m,61,'7 ”Azuaz,ézm T ”Ak+1|lak+1:5k+1s7

olacagin gorelim:

Bk+1(8, t) = A1 (S, t)Az(S, t) s Ak(S, t)Ak+1(S, t)

= Bi(s, t)Ars1(s,1)

olup, her s,t,s + As,t + At € (a,b), (At > 0) igin;
(1) b—a <1liken; 0 <]As| <b—a <1 oldugundan,

|As|ftt) |Ag|min{on 20k} < | Ag|8 (2.3.31)
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olur. Ayrica, Vk € N igin Dy, = 1 ve su halde; Cy = 1 olacagindan;

1 Brss(s, )l = [ Be(s,2) Ars1(s, 1)l
[|Bi(s, D)1 Ak (s, £)]

”Bk||a1—l-a2+--~+ak,5,’y IIAk+1||ak+1,5k+1,7
- (t —_ a)m ‘Hevy """""k(t — a/)"k»l»l

2710k Aillay 60, 1 Arsal

- (t —_ a)al'l*(¥2+"'>l~ak+1

IA

k415084157

2°Cryi 1Ay, 60 " Akl kb, 6
vy, 01, ] Op 1y 0k 41,77 «
< (F = a)m Fort—Torm (2.3.32)
ve
lABeiill = ||Be(s+ As,t+ At)Agp1(s + As,t + At) — Bi(s, t) Axs1(s, t)|

= |[(ABi)Ap+1(s + As,t + At) + B(s, 1) AAg1|

< ABl | Aks1(s + As, t + At + || Be(s, ) | AAgall
”Bk”al—{-az.}_..‘-}-nk,(s,’y 'lAk+1l'ak+1,5k+1,7SlAS"S + (At)"l) +
= (t — a)or+oettantr(t 4 At — g)or+t
+ ||Bk“al+a2+...+ak,6,’y “Ak+1”ak+1,6k+1,'y (IAsldk-}-l + (At)’y)
(t — a)m+az+---+m¢ (t — a)ak+1+”f

2k—le IlA1'|a1,51,7 T IlAk“Flllak+1,5k+1,'y (lASl‘s + (At)7)
= (t — a)01+02+---+0k+1+’¥ +

221Gk | Aulla, 5,y 1Akl oy, 5,y (188154 + (A8)7)

(t - a)a1+az+--~+ak+1+'y (2'3'33)
bulunur. (2.3.31)'in dikkate almmasiyla, (2.3.33)’ten;
2ka:-*-l ”Alnm ' ”Ak+1” (|AS‘6 + (At)'V)
101,77 ak+l:'5k+1:'7
[ABgi| < (6 ) Foatbn (2.3.34)
bulunur ve

(2) b—a > 1iken; Vk € Nigin 1 < Dy boylece, 1 < Cy < Cgqq oldugundan;
(2.3.32) saglanir ve
(i) 0 < |As| < 1 ise (2.3.34), (2.3.31)’in de kullamlmasiyla, (2.3.33)’ten

kolayca elde edilebilir.
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(ii) 1 <|As|<b—aise 0< % < 1 olup, (2.3.31)’den;
|As|+1 < (b — a)B+1-8| As|®

ve

|As|mi"{‘51’52""‘5‘°} < (b- a)mi"{ﬂhdz.-".Jk}—5|A3|5

bulunur,
Dy = maks {(b — a)min{dn 82,y 0} =8 (g a)5k+1‘6}
alimrsa, 1 < Dy )y oldugn da gozoniinde bulundurnlarak (2.3.33)'ten, (2.3.34) esit-

sizligine ulagilir. Sonug olarak; (1) ve (2) hallerinin her ikisinde de (2.3.32) ve (2.3.34)
gecerli oldugundan, Biy1 € Ha oyt tarsr, sy (@ 0)x(a, b), X) ve

"Bk+1”a1+a2+~-+ak+1,6,7 S 2kck+1 ”A]-”al,tsl,'y '|A2|l02,§2,’y T ”Ak+1”ak+1,6k+1,7

olur. Yani, iddia her n € N i¢in dogrudur. O

Bundan sonra C, ile, (2.3.30)’daki sabit anlagtlacaktir.

Lemma 2.3.1%in tek degigkenli fonksiyonlarin I, 5 ((a, 1), X)) uzayr bakimindan

kargihigy, ispatsiz olarak verilebilir.

LEMMA 2.3.2. X, rccl veya kompleks bir Banach cebiri, n € N, n > 1 igin
oy tag+--top+d<1ve A €y, 5((a,0),X), 6=1,2,---,n) olmak izere;

.

B, (s) = A (3)Ax(3) -+ - An(9); s € (a,b) (2.3.35)

egitligiyle tamamlanan B, fonksiyonu, He, 1oy iton,s (@, 0), X) uzaganin bir elema-

nidir ve

”B"”m+a2+"'+an,5 S 2"'_1 ”Al ”01.5 ”A2”a2)5 e ”An”an’ﬂ

egitsizligi saglanar.

Lemma 2.3.1 ile birlikte Teorem 2.3.1’in sirasiyla, birinci ve ikinci kism kulla-

mlarak agagidaki iki sonug verilebilir:
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SoNu¢g 2.3.1. X reel veya kompleks bir Banach cebiri ve n € N olmak izere;
oh
(G A, Ag, -, A [)(s) = / Av(s, ) As(5,8) - An(s, ) F(B)dE (2.3.36)

seklinde tanwmlanan ¢y, ¢ = 1,2,--- ,n icin A; € H,, 4,4 ((a,b)x(a,b), X) ve § =
min {dy, 02, -+ , 0, } iken:

(1) oy +ag+- +anp+7v<1lwvefeHy, s. ((ab),X) ise,
[Tzt Ha, 0,7 ((a, 0)x(a, b), X) ten, B (Mo, 8.0 ((2,0), X),C%% ((a, b), X)) uzayina

tanaml ve normu,
”d)l ” S 2n—lCnM(al + vy + e+ Myt 1,y ’Y)

olan bir n-lineer operatirdir ve

(2)n>1liginar+ay+-+a,+7 <1vef € Chonti((a,b),X) ise,
15 Haobiv ((a,8)x(a, 0), X) ten, B (C%+1 ((a,b), X),C%% ((a,d), X)) uzayina ta-

namls ve normu,
"¢1" < zn_lau}w(al +agt-+ay, ’Y)

olan bir n-lineer operatirdiir.

IsPAT. Lemma 2.3.1’den;
By (s,t) = Ay(s,t)Aa(s,t) - - - An(s,t); s,t € (a,b)

olarak tanimlanan B, fonksiyonu, i = 1,2,--- ,nigin A; € Hq, s, ((a,b)x(a,b), X)

ve § = min {83,082, -+ ,0n} iken; Hoy tag+tan, s, (@, 0)x(a,b), X) uzayindadir ve

”Bn”a1+az+~-+an,5,7 S 2 I(J’n ||A1”a1,51,'y “A2||a2,52,7 T 'IAnllan,Jn,'y (2‘3'37)

olur. Ayrica, (2.3.3) ve (2.3.36)dan;

¢1(Ay, Az, -+, An)f = (TyBy) f

olup, (2.3.37)’nin dikkate alinip, (1) ve (2) hallerine karsihk Teorem 2.3.1’nin (1)
ve (2)'deki hiikmii kullanihrsa, m, = ||A4]| * | 4nlla, 5., alinarak; (2.3.9) ve

a1,01,7 "

(2.3.15)’ten; sirastyla,

LB flly < 227 CaM (0 + gt Nt M Ny (23:38)
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ve
WT1Bn) flis < 2" 'CuM (0 + -+ + ¥ 0 1l (2.3.39)

bulunur. (2.3.38) ve (2.3.39) esitsizliklerinin herbirinde, ¢1(4,, Az, - -+ , A,) operats-
riiniin stnirh oldugu anlagilir. Ayrica, bu esitsizliklerde; ait oldugu uzaydaki normu
1 olan biitiin f’ler iizerinden supremum alindiginda, ||¢1(A;, As,- -+, Ayp)|| normu
igin bir siur clde edilir. Diger taraftan; Ay, Ay, ..., A, degigkenlerinden herhangi
n — 1 tanesi sabit tutuldugunda; ¢, geriye kalan degiskene gore lineerdir ve boylece
n-lineerdir. Su halde; bir n-lineer operatoriin normu tanimini da hatirlarsak, (1) ve

(2)'de iddia edilen sonuglara kolayca sahip oluruz. O

SoNuUg 2.3.2. X reel veya kompleks bir Banach cebiri, n € N ve n > 1 i¢in

o +ag+ -+ a7 <1 oolmak dzere;

. |
(d2(Ar, Az, -+, A F)(5) = / A1t $)Aa(t, 8) - - An(t, ) f()dt  (2.3.40)

tansmlayalim. Bu durumda; ¢p, i = 1,2, 0 igcin A; € Hq, 5, - ((a,b)x(a,b), X) ve
¢ = min {(51, (52, e ,(Sn} tken:

(1) f€ Hnn+1.5n+1 (("’1 b)v ‘Y) ise H:l—l Hm,r‘;,’y (("" b)x((l., I’)’X) ‘ten,

B (Hap 1,800 ((8,0), X), Hoybagttany ((2,0), X)) uzayina tansmh ve normu,
llgall < 2" CM (n41)

olan bir n-lineer operatérdiir ve
(2) f € C%*+ ((a,b), X) ise H?:l Ha,, 5,4 ((a,b)x(a, b), X) 'ten,

B (C%%+1 ((a,0), X) , Heytapttan,y (@, 0), X)) uzayina tansmh ve normu
g2l < 2"7'Cr(b ~ a)
olan bir n-lineer operatordiir.

IsPAT. Lemma 2.3.1'de s ve t’'nin rolleri degistirildiginde;

By (t,s) = Ay(t,8)As(t, s) -+ An(t, 8); t, s € (a,b)
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olarak tanimlanan B, fonksiyonu, i =1,2,.-- ,n i¢in A; € Hy, 4,4 ((a,b)x(a,b), X)
ve § = min {d,,dy,- -+ ,d,} iken; (2.3.37)'yi saglar. Ayrica, (2.3.4) ve (2.3.40)'tan;

¢2(A1, Az, -+ An)f = (TBy) f

olup, (1) ve (2)’ye karsilik, (2.3.37)’yi dikkatc alarak, 'Teorem 2.3.1’in (3) ve (4)’teki

hitkmii kullanilirsa, my, = || 41|, 5,,, - | 4alls, 5, o Olmak iizere; (2.3.21) ve (2.3.27)
'den; sirasiyla,
I(T2Br) fll oy rapstan,y < 2% CoM (Gtny1)m, 1 s, 8 (2.3.41)
ve
N(ZBa)Fllassapsesansy < 2 Cald = @)t 11, (2.3.42)

egitsizlikleri elde edilir. Ispatin geri kalan kismi, Sonug 2.3.1’deki gibi tamamlanabi-
lir. O

(2.3.38) ile (2.3.39) ve (2.3.41) ile (2.3.42) esitsizliklerini aklimizda tutarak,

Sonug 2.3.1 ve Sonug 2.3.2°den agagidaki sonuglara kolayca sahip olabiliriz.

SoNUG 2.3.3. X reel veya kompleks bir Banach cebiri, n € N, 1 =1,2,--- |n
igin A; € Ha,, 5.+ ((a,0)x(a,b), X) ve § = min {dy,0q, -+ ,0,} olmak dizere;

) |
(Tf)(s) = / Ay (5, ) Ao(5,8) - - An(s, ) f (£)dt (2.3.43)
tanamlayalim. Bu taktirde; T,

(1) a1 +op+ 4+ an+7<1vef€Hg, 6.4 ((a,0), X) ise
B (Hap 1,641 ((8,0), X),C%% ((a,b), X)) vzayina ait olan ve normu

IT)f < 2" 'CaM (o + @z + - + i1, 7) Aillgy 5, 1al]

QnyBny Y
esitsizligini saglayan bir Fredholm integral operatdridir ve

(2)n>1igina+az+-+a,+7 <1uvef e Chn+((a,b),X) ise
B (C%an+1 ((a,b), X),C% ((a,b), X)) uzayina ait olan ve normu,

7| < 2n_ICnM(a1 +og+ o, ) ”Alllal,dl,'y | Anll

an,0n,7

egitsizligini saglayan bir Fredholm integral operatoridir.
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SONUG 2.3.4. X reel veya kompleks bir Banach cebiri, n € N, n > 1 i¢in
ap t gttty < L d= L2 dgin Ay € 1y, 4 ((a,0)x(a, D), X) ve

d = min {61,089, -- ,8,} olmak iizere;

‘ b
(TH)(8) = [ Ayt 9)As(t, 8) - -+ An(t, 8)f (8)dt (2.3.44)

a

seklinde tamamlanan T donigiimii,

(1) f € Hop 6000 ((2,0), X) dse,

B (Hop 6011 ((2:0), X)) Hoy oz totan, v (@ b), X)) uzaywma ait ve normy,

“T” < 2"*10711‘4(”‘1&1) ”AI l o ”An”

“17611’7. Ony O,y

olan bir Fredholm integral operatoridir ve

(2) [ € Chnvt ((a,b), X) ise, B(CH*t ((a,b), X)), Hoyragtotan, v (2, 0), X))

uzayina ail ve normu

1T < Zn—lcn(b —a) || Aa| | An

o, 61,7 ”an,Jm’Y

olan bir Fredholm integral operatiridir.
TEOREM 2.3.2. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri, A € Hq,, s,y ((a,b)x

(a,0), X), B € Ha,, 55, ((a,b)x(a,d), X),

N=M(a1+a2+a3+71)+M(a1+a2+as+’yz),

M, = maks{M (o1 + oz + a3), N} (2.3.45)
ve
M; = maks{M(a; + ), M(c; + aa +m) + M(oy + as +12)}  (2.3.46)
olsun. Bu durumda;
(U(A, B)f)(s1, 52) = / " Ao, 1) B(on, 1)/ (1)t (2.3.47)

egitligi ile tansmlanan ¥,
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(1) a1+ os+os+m, 01 +0z+a3+7 <1vef € Hgy, s ((a,b), X) ise,
Hoy,81,m ((a,8)x(a,0), X) X Hay,55,4, ((a,0)x(a, b), X) ten,
B (Heg, s, ((a,0), X) ,C%® % ((a,b)x(a,b), X)) uzayina tansml ve normu,

W]} < M,

olacak gekilde sinirl bir bilineer operatordiir ve

(8) cvp - eval oy, vy 1oy 2 Loe f € O ((ayh), X)) dse,
Hay,81,m ((a,0)x(a, D), X) X Hog,d5,7 ((a,0)x(a, D), X) ten,
B (C%° ((a,b), X),C%%% ((a,b)x(a, b), X)) uzayina tansmh ve normy,

1]l < My
olacak gekilde swnarle bir bilineer operataordiir.
IspaT. (1) Keyfi fakat sabit herbir sy, s, € (a,b) igin
Ciy,5,(t) = A(s1, t)B(s2,8) f(t), t € (a,D) (2.3.48)
olarak tanmimlanan
Csy,sp: (a0) — X

fonksiyonu, siirekli ve su héilde Teorem 1.4.1’den kuvvetli 6lgiilebilirdir. Boylece,
Teorem 1.4.2°den;

1Cs1, 5, ()| = (@,0) — R

fonksiyonu Lebesque 6lgiilebilirdir. Diger taraftan;

”A“m,é:m “B”az,Gz,'m “f“aa,da

ICunen (O] = 1451, )Blan, )] (D)) < = Lot

(2.3.49)

olup, [ : m)—;‘“;m Lebesque integrali mevcut ve

dt _ (b . a)l—al—ag——a3
ar+agtaz 1 -— o) — Qg — Q3

b
M (o + ag + «3) :/ i

oldugundan; Teorem 1.3.2’den; ja" |Cs,. 5, (1)]] dt Lebesque integrali mevcuttur. Su

halde; Teorem 1.4.4’ten; (2.3.47) deki Bochner integrali meveuttur. Teorem 1.4.3'tin
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kullanilmasiyla, N3 = {|All,, 5,4, [1Bllay, 55,7, 1fllas, s, Olmak iizere; (2.3.49)'dan;

1A, B)(st, sl < | ICopen(t)]

b
di
< N‘q/a (t — g)mtoatas

= M(a1 + ap + Olg)Ng (2350)

elde edilir. Ayrica,
Dy(s1,82) = A(s1,1) B(s2, ) f (£),
AD; = Dy(s1 + Asy, 8 + Asy) — Dy(s1, 82),
Ay tA = A(si + Asy, 1) — A(s, 1),
Ay B = B(sy + Asy, t) — B(sg,t)
ve
AV(A,B)f = (Y(A,B)f)(s1+ Asy, 52 + Asz) — (U(4, B)f)(51, 52)

almarak; her £, 8y, 32, 8| - Asy, 351 Asy € (a,b) igin;

AD, = ((A1,1A) B(s2 + Asy, t) + A(s1,t)Ay,:B) f(t) (2.3.51)
olup hipotezden,
|Asl|6‘ |Asy|%2
"ADt” < N (t et a)al+a2+as+’n + N (t - a)ax+az+aa+‘m
bulunur.
b dt (b— a)1~a1-—az-a3—'n
/a (t - a)a1+az+aa+'n = M(al tatat ’71) - l—a1—ay—o03— ’)’1’
b dt (b - a)l—-oq——az—as—"/z
/a. (t = q)ortartastn Mo +aat 0ot ne) = 7o T2
oldugundan,
N=M(a1+a2+a3+’y1)+M(a1 +C¥2+Ot3+’)’2)
alinirsa,

b
IAY(A, B < [ IAD,| dt

IA

NN, (IAsI“" + |Asg|"2) (2.3.52)
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elde edilir.
My = maks{M (o + g + a3), N}

olmak iizere; (2.3.50) ve (2.3.52)den;

”(\IJ(A’ B)f)(sl’ 32)“ S M2 ”A“al,b'l"n ”B”az‘ﬁz"yz I|f|l03,63 (2‘3'53)

ve

IAC(A, BYSI < Ma | Allay 5,3 1Bl e 1l gy (1811% + 18321 (2.3.54)

bulunur. Sonug olarak; (2.3.53) ve (2.3.54)’it saglayan bir
M3 || Alla, 504y 1Bllag, 65,4 1 |l g, 5, Sabiti meveut bulundugundan, ¥(A, B)f €
C%%u:% ((g, bYx(a, b), X) ve

”‘Il(A’ B)f”b'l,b'g S M2 IIA||01,61,71 ”B”02,62,72 “f”a:g,tfa (2°3’55)
elde edilir. Su halde; (2.3.55)’ten; ¥(A, B) sinirhdir ve

1%(4,B)l| = sup [[W(A,B)flls,, s, < M2 | Al 1Bl (2.3.56)

— a2,62,72
a3, 83 =1

a1, d1,m

egitsizligi saglamir. W(A, B) ’nin lincer oldugu kolayca goriilebileceginden; ¥(A, B) €
B (Hgg, s ((a,d), X) ,C%%:% ((a,b)x(a,b), X)) olur. Diger taraftan; ¥ her iki degis-
kene gore lineer oldugundan bilineerdir.
VA € Hgy,,6,,m ((a,0)x(a,b), X) ve VB € Hq,, 45,4, ((a, b)x(a,b), X) icin
(2.3.56)’y1 saglayan bir My > 0 sabiti mevcut oldugundan ¥, simrhdir ve
(Wfl=sup  [[U(A,B)|| < M,

apibyn =
B 02.52.‘72=l

elde edilir ki, boylece (1)’in ispat: tamamlanms olur.

(2)’nin ispat1, (1)’in ispatina paralel oldugundan yapilmayacaktir. O

TEOREM 2.3.3. X reel veya kompleks bir Banach cebiri, vy < 0y,
A € Hy,, 51,7 ((a,b)x(a,b), X), B € Hoy, 5,7 ((a,b)x(a,d), X),

N1 = (b - (I,)WM(UQ + a3 + ’)’1) + M(O{l + (13) (2357)
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ve
Ny = (b - a)”M(al +7) + M(al) (2.3.58)
iken,
b
(¥(A, B)f)(s1, 52) = / A(s1,t)B(t, 52) f ()dl (2.3.59)

seklinde tanamlanan W,
(1) oy + a3+ v <1 wve f € Hyy 5, ((a,b), X) ise,
Hay 60,0 (2, 0)x(a,0), X) X Ha, 5,7, ((a,0)x(a,b), X) ten,
B (Hoy,85 ((a,0), X) y Hay, 81,7, ((a,0)x(a, b), X)) uzayna tansmh ve normu,

el < ™

olan symarl bir bilineer operatérdir ve
(2) f & ™ ((a,h), X) ise,
Hg, 50,4 ((@,0)x(a,b), X) X Hoy 45,4, (@, 0)x(a, b), X) ten,
B (C%% ((a,b), X), Hay, 5,7, ((a,b)x(a,b), X)) uzayina taramls ve normu,

%] < N2
olan simirls bir bilineer operatordiir.
ispaT. (1) Keyfi fakat sabit herbir s;, s2 € (a,b) igin;
Chy,5,(t) = A(sy, t)B(t,52) f(t), t € (a,b) (2.3.60)

egitligiyle tanimlanan Cj, ,, fonksiyonu, siirekli oldugundan kuvvetli &lgiilebilirdir
ve bu yiizden |[C;,,5,()|| fonksiyonu Lebesque olgiilebilirdir. Ayrica,
“A”al,éx,'y; |IB“¢12,62,72 ”f“a3,¢53

(t — a,)ﬂ'l’*‘ﬂ'a (32 — (],)"2

|Cs1,00 (D)l = | A1, 8) B2, 52) F(D)]] < (2.3.61)
ve

& (p—a)ee
- a)"l+°‘3 T 1- Q1] — O3
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olup, f: I|Cs,, 55 (2)]] dt Lebesque integrali meveut ve bunun sonucu olarak; (2.3.59)’daki
Bochner integrali meveuttur. Ny = |[Ally, 5 5 I1Bllay, 65,7 1/ lla, 5, Olmak iizere;
(2.3.61)’den;

”‘I’(A,B)(Sl, Sz)”

IA

b
/ ”081,32({')” dt

N3 /b dt
(s2—a)m J, (t—a)mtes

M(al + Ofs)N,g
(82 —a)™

IA

(2.3.62)
bulunur. Diger taraftan;
Dy(s1,82) = A(s1,t)B(t, 52) f(2),
ADy = Dy(s1 1 Aspy sy | Dsy) - Dy(s1, 82),
Ay A = A(sy + Asy, t) — Ay, t),
Ay B = B(1, 85 -+ Asy) — B(1, 82)
ve
AW (A,B)f = (Y(A, B)f)(s1 + Asy, 82+ Asy) — (U(A, B) f)(s1, 52)
alimarak, Asy; > 0 ve her ¢, sy, 52,51+ Asy, 82 + Asy € (a,b) igin;
AD, = ((A1A)B(t, 53+ Asy) + A(s, 1)As.2B) £(2) (2.3.63)

olup, hipotezden;

iAS] |61 (A52)72

|AD;|| S(b—@umu_ﬂyﬂmﬁwﬁ_awﬁw+ e g — g

elde edilir.

(b — a) l-a1—a3—m

1"'&’1—0(3’—")’1

b dt _ ~
o (t—a)mtastm (o +az+m) =

ve

L b— q)l-ci-as
/ (_t-—:_()%;m;:M(al’*'Of;;): ( 0)

1-— ) — Q3
oldugundan,
Ny =(b—a)"M(cy + a3+ %) + My + )
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alinirsa,
|AY(4, B)f|| < / IAD,]| d

boylece,

N Allay 61, 1By 63070 1 Vg 50 (185117 + (D))

A¥(A,B)f|| < 3.

1A% (A, B)flf < o —a)tm (2.3.64)
ve

maks{M(u + «3), N1} = N,
oldugundan, (2.3.62) ve (2.3.64)’ten;
Ny ||A B
1E(A, B (o1, s} < 1) ““““’(7;2“-— ICISZ’;”’” Wlosts - (3,3.65
ve
NullAllay, 51,73 1BMag, 52,70 1 g, gy (18811 + (Asz)™
”A\I/(A, B)f“ < 161,71 2,02,72 3,03 ( ) (2.3.66)

(82 — a)ortr

bulunur. Boylece, (2.3.65) ve (2.3.66)’dan; ¥(A, B)f € H,, 4,4, ((a,b)x(a,b), X)

olup,
“\I’(A7B)f”az,51,'yz S N1 ”A”al,ﬁl,'n ||B"&2,52,"/2 ”f”ug,&a (2367)
esitsizligi saglanir. (2.3.67)'den de; W(A, B)’nin sinirli ve normunun da,

1¥(A, B)ll = sup |[¥(4,B)f]|

g, 83 =1

< Ny ||A))

a3, 01,72 = a1, d1,m l

|B]| 2.3.68)

a3, 02,72 (

sartim sagladigi anlagihr. W(A, B)’nin lineerligi aciktir. Boylece,
\I’(A1 B) € B (Haa,&; ((aa b)’X) ) Haz,51,72 ((a’ b)x(a, b)7X)) olur.
Yine, ¥'nin bilincer oldugu, kolayca giriilebilir. (2.3.68)’den ¥’nin sinirh ve

normunun da,

ol = sup |¥(A4, B)|| < My

“A “lv“lv'Yl:'
”B”a2,62'72=1

egitsizligini sagladig1 anlagilir ki boylece (1)’in ispat1 tamarmlanir.

(2)’nin ispat1, (1)'in ispatina benzer gekilde yapilabilir. 0
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M;, M3, Ny ve Ny, (2.3.45), (2.3.46), (2.3.57) ve (2.3.58)’de tanimlanan sabitler

olmak iizere; Teorem 2.3.2 ve Teoremn 2.3.3'ten agagidaki sonuglara ulagilir:

SoNug 2.3.5. X reel veya kompleks bir Banach cebiri,
A € Hoy, 60,7 ((a,0)x(a,0), X), B € Hoy, 5,4, ((a,0)x(a, b), X) ve

b
(TF)(s1, 53) = / A(s1, ) B(s3, ) f (1)t (2.3.69)

olsun. Bu durumda;

(1) i+ oa+as+7y, 1 +as+as+v7 <1vefe€ Hy s, ((a,b),X) ise, T,

normy,

ITN| < M || Al 1Bl

01161,71 a2,02,72

olacak gekilde, B (Hay, 5, ((a, ), X),C*%% ((a,b)x(a,b), X)) uzayna ait bir Fred-
holm integral operatoridir ve

(2) ay + oy + 71, o1 + 0 + 72 < 1 ve f € C¥% ((a,b), X) ise, T, normu,

ITll < Ms || All

oy, 81,m ”B”t’tz,ﬁz,’m

olacak gekilde, B (C* ((a,b), X),C%% % ((a,b)x(a,b), X)) uzayina ait bir Fred-

holm integral operatdridiir.

SONUG 2.3.6. X reel veya kompleks bir Banach cebiri, v2 < 4y,
A € Ha, 51, ((a,0)x(a,b), X), B € Hay, 65,4, ((a,b)x(a, b), X) ve

(Tf)(sl, 32) = /b A(Sl, t)B(t, Sz)f(t)dt (2370)

olsun. O zaman,

(1) o t+az+v <lwef€Hys, {(a,b), X) ise, T,
B (Hq,, 5, ((a,0), X) , Hay, 61,7, (02, 0)x(a, b), X)) uzayina ait ve normu,

171 < N |A 18]

a1,91,m a3z, 82,72

olan bir Fredholin integral operaldridir ve
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(2) f € C%° ((a,b), X) ise, T, B(C*°3 ((a,b),X), Hay, s, ((a,b)x{a, b), X))

uzayina ait normu,

1T < N2 || Al |Bll

a1,01,m | a3, 02,72

olan bir Fredholm integral operatdridir.

Bu ¢aligmada gegen Fredholm integral operatorleri,

b
1(s) = b(s) + / K (s,0)f (£)dt

veya .
b(s1, 53) = / K{(s1, 53, 1) f(t)dt

formundaki Fredholm integral denkleu:leriyle yakindan alakali oldugundan, bu ope-

ratérler igin boyle bir adlandirma kullamlmigtir. Yani, buradaki Fredholm integral

operatorleri, Fredholm teorisinde tanimlanan Fredholm operatorleriyle kangtirlma-

malidir.
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BOLUM 3

Ha, 54 ((a,b)x(a,b), X), Ha 5 ((a,b), X) VB H} 5 ((a,b)x(a,b), X)
UZERINDEKI SINIRLI SINGULER OPERATORLER

Bu béliimde; Hy 6(X) ve Hq,s,+(X) uzaylan ile bu tip uzaylarin kartezyen car-
pim1 iizerinde bir genellegtirilmig integralle tanimlanan sinirh lineer, bilineer ve n-
lineer singiiler integral operatorler elde edildi. Ayrica, I, 5 ,(X ) in bir altuzay: olan
H, 5 . ((a,b)x(a,b), X) uzay1 tammlanarak onun bir Banach uzay: oldugu gosterildi
ve Hy 5,4(X) ile bu yeni uzayin kartezyen garpimu iizerinde, sinirh ve bilineer singii-
ler operator tanimlandi. Boylece, Fredholm integral denklemleri bakimindan biiyiik

O6neme sahip olan singiiler ve sinirh Fredholm integral operatorleri elde edildi.

3.1. H, 5(X) ve Hy 5,4(X) iizerindeki simirh singiiler operatorler

LEMMA 3.1.1. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri, A € H, 5 ((a,b), X),
p>1l(peR),sel,= (a,a + L (b — a)) ve 0 < As < 322 olsun. Bu taktirde;

p+2 p
I (A)(s) = / b tAftldt, sel, (3.1.1)
genellegtirilmig integrali mevcut olup, sadece o, § ve p’ye bagl olan (A’ya bagh
olmayan), | '
A < P s (3.12)
ve
ITy(A)(s + ) — Ty(A)(a) < LHPUI Al (o) (313

(s — a)+?
egitsizliklering saglayan bir M(cv, §,p) > 0 sabili vardr.

Bundan sonra I, ile, p > 1(p € R) olmak iizere; I, = (a,a+ Es(b- a))

aralify anlagilacaktir.
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ispaT. s € I, olmak iizere;

¢+—~— b
Iy (A)(s) = / 20 g+ /_g__a t_(_’ldt / t_atA—_(%dt (3.1.4)

yazilabilir. A € Hy, 5 ((a,b), X) ile t € (a, b) ve t # s iken; h,(t) = z—l—g olarak ta-
nimlanan reel degerli h,(-) fonksiyonu siirekli oldugundan; B,(t) = h(t) A(t) seklinde

tanimlanan B,(-) fonksiyonu siircklidir ve gu héalde kuvvetli dlgiilebilirdir.

“t—s

olup, t € (a,s - 3—';5—“—) icin s — ¢ > i—;—@ > 0 olacagindan

CHA®N Ml
=je—sl S G-aplt—a]

(3.1.5)

l—f < Ba olur.

'3 s
Boylece,
/s—f-;& dt p /5-%—“ dt
<
o (t—a)ft—s] - s—al, (t —a)®
(p—1)(s—a) a _
r D / P @y = p(p_l)la
= U U =
s—aJy (1 - a)(s—a)°

bulunur ve (3.1.5)’ten;

/""T A(t) A)
e t—s

elde edilir.

§—3—2
<[
a

At)

(o -1 l1-o A
! di < p (p ) ” "a,J
- 8

- (-a)(s—a)

(3.1.6)

3 5 2 > 0 ve boylece [::;j: ii_t—q = 0 oldugundan;

s+8=2
/ P AD y / Al) = Als) 4,
s—2ze t—s t—s

_ / A=Ay, [ A A0,

t—s t—s

cgitligi gegerlidir.
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te (s—s—a,s) iken; s —t > 0,t—a > (p—1)(s~a) > 0 ve boylece,

P p
7 _1 7 < = 151)(3 —a) oldugu da dikkate alinarak; (2.1.2) kullamlirsa,
A — Al _ A(Gs) — AN _ HA(+s —1) — A
|t — s |t — s8] s—t
B Ot el L PPYCE)
- (t _ a)a+6 - (p — 1)a+6(s — a)a+6 il
bulunur.
s _ 5 (s — a)
/s_s;a (s —t)0ldt = /o u’ldu = 5

oldugundan, (3.1.7)’den;

[ JA®) = A@) 4, . 2 1Al (3.0.8)

|t — sl (p - 1)2+%6(s — a)°
gecerlidir.
Benzer sekilde, ¢ € (3, s+ 2 }; a) iken; ¢ — s > 0 olacagindan; (2.1.2) den;
_ — 5} — A( A t —g)i-1
A0 = A _ A +t=9) = A _ 1l (=) .19
[t — s t—s (s — a)atd
elde edilir. Ayrica,
s+t 5 (s —a)
AT S PR =10y, —
/S (t—5)""'dt /0 u’idu 5
olup, (3.1.9)’dan;
AR — Al l|A4lla, s
< . 1.
/3 =l dt < 59705 — a)" (3.1.10)

esitsizligi saglanir. Boylece, I = f:fj ’—:%}dt almarak, (3.1.8) ve (3.1.10)’dan;
P

88—

i s [ AO=AE, 140 - e,

iz =] =

o1y Ml
< ((p—l)mcs*a‘ﬁ) =) (3-1.11)

sonucuna ulagilir.
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t e (s+s—a,b) icint—a > s—l—s—%—g——a: p+1)ps—-a ve buradan

P
t—s=t—a—(s—a) >t——a—p§f;1a) = It):_‘{ >0 ve 1%5 <€——l:_—(% olur. Su
halde;
A(t) | Allg, s (p+1) |Allo 5
< 1 < L
elde edilir.
/" dt 3 p° 1
pizs G— a7 apF 1) (s—a)P  ab—aF
pa
<
S A —ay
ve (3.1.12)’den;
b b o
At +1 A
[ A0 O
Jopsza t—8 Japoza |t — S a(p+1)2(s —a)®
bulunur.
_plp—=1i p® 1 (p+1)p°
Ml(a,(s,p)- 1—a + (p-—-l)a+66+6p6 _"—'—‘—a(p+1)a
alinirsa, (3.1.6), (3.1.11) ve (3.1.13)’ten;
=5 A(t At
@l < | [ A+ [0 7 Ay
e t—s s—ez8 t—s
b
+ [ Al
s+28 t—s
M, (Q) (577)) ”A”n,b'
o) (3.1.14)
egitsizligi elde edilir.
Diger taraftan; 0 < As < £ > ¢ jken;
1 1 1 1
(t—s—As)(t——s)_E(t—s—As_t—s) (31.15)
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egitligi dikkate alinarak;

b b
T,(A)(s + As) — T,(A)(s) = / t—_—éif)——A—sdt— / Z‘*-%dt:

_ Al /:-’-;—“*( A(t) dt+‘ /:M“‘;“ [ Al) A(t)] .

L—9-—-As)(l—3) sa t—s—As t—8

b A®)
+As/ dt
vasess (E—5 = A= 9)

yazilabilir.
t € (a,,s— S;a) igin |t — s — As| > [t — 5| > £52 > 0 oldugundan;
1 1 p -
=5 —As| < =) <3 P 7 ve boylece,
A(t) Ao, s
(t—s—As)(t—s) (t —a)*{t — s — As||t - 3]
p2 ”A”a,6
=0t - a) (3.1.16)
olur. Ayrica,
Sl = (p— 1)t~
/., (t-or / H S (e
esitligi ve
As = (As)?(As) ™% < (As)o(s — a)'~? (3.1.17)
esitsizligi de kullanlarak, (3.1.16) dan;
s 228 A(t) pte(p — 1)1 ||Al],, 5 (As)°
As/a (t—s— As)(t— s) dijl < (1~ a)(s—a)xts (3.1.18)
esitsizligine ulagilir.
te (3+As+3;a,b) icin; t—a>t—-s>t—s— As >0 olup,
tla < tls < t—sl—— A olur. Buradan,
A(t) “A“a,tf
(t—s—As)(t—s) (t—a)(t—s— As)(t — s)
A
“ ”a,6 (3.1‘19)

<
~ (t—s— Ag)*He
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ve

b b—s—As
/ & 24a = / u—2—adu
3+A3+5_;_a (t — 88— AS) s;a

p1+a 1
L+ a)s—a)*e  (1+a)(b—s— As)lte
p1+a

<
T (1+a)(s—a)tte
oldugundan; (3.1.17)’nin de gozdniinde bulundurulmasiyla, (3.1.19)’dan;

P ||Allg, g (As)°

b
A(t)
A
S‘/,,’IAAH ﬁ;n (t——S’ — A‘w‘)(f—q) — ('I 3 n’)(-‘:‘—-(l)“‘{“s (3120)
elde edilir.

[ A A,

5222 t—s—As t—s|

A AL — Al As) [T AG) — AG)

- /3_9%“ t—s—As /"‘i?a' —“t—_s——dt-!-
s+Asteoe s+Astoze

+A(s+As)/ i t—_sdt:A—s"A(s)/ ? tits

stAst e ot dt s—a s—a
OIUP,L+A3 s-a a -_—'?T [;L_apa o = Ovete (8— 7 ,S+A.5'——-p——>

icin s + As — t > 8 p 2 > 0 oldugundan,

5T AS — <3 P esitsizligi saglanir.

sFAsHSE gt stAs—E gy sHASHEEE gt
/s_s%n_ t—s—As /3_g—p_a t—s—As /+As 2z t—s—As

g _s—a
_ /”AS r dit
s B8 t—s—As
r

ve (3.1.17)’yi de dikkate alarak,

s+As+2o8 dt s+As—228 dt
—_ | < —
[_m t—s—As| ~ /,,_a_—q |t —s— As|
4 14

o} As-- Az dl 8l As- 8z2
- s+As—t " s—a s—sze

pAs < p(As)?
s—a~ (s—a)
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elde edilir. Boylece,

SHAHSE b pl|Alla,s (As)°
“A(s—}-As) /3—8;4 t—s—As|| T (s+As—a)*(s—a)’
PlIAlly, s (As)°
e '(‘l’)m (3.1.21)

bagintisi saglanir.

S'I;“ > 0 igin j:_',,__’: f%g =0vetc (s—l—‘”;“,s—!—As—i—-‘i;—a) iken;
P
t—s> 3—;—“ > 0 oldugundan; -Lr—_—l_—s < s_—p—a ve (3.1.17)’nin de kullanilmasiyla,

a-ae

/”A’*'Z“ dt /8 B dt ARt
bt _ y
s—’—;"- t—s _,_s—pa t—S 5_|_a—Ta t—s

$—a
_ /3+AS+T dt
s=a t—s
s+ 5

s+As+5=2 8
p / P pAs < p(As)

38—t Jo aza s—a = (s—a)
P

IA

bulunur. Su halde;

s+As4E=2
——A(s) / » dt

At dt Al s (As)°
|l = lA) / — < 8 (3.1.22)

—5~  (s—a)et
olur.
(3.1.15) esitliginden;
/s+As+°‘T" A(f) (q + As )d /3+As+’ (f) ( )dt _
3_a_;g_ t—s—As s_ér—Ta t—s
=A@ - Als) =3 A(s + As) — A(s)
- As/s_%e (t~s~As)(t—s)‘““/s_a_;a —e-hs OF
s34 5388
2 A(t) — A(s+ As) 2 A(t) — A(s)
+ dt — —t—dt+
s—%—‘ t—*S—AS 3_%-2 t—s
s+As+E28 s+Ast2ze _
+As/ * A(t) — A(s + As) b — / » A(s+ As) A(s)dt
srdse  (E—s5—As)(t—s) "y t—s
yazilabilir.
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te (s_spa s-—%ﬁ) igin;s—t+As>s—t>0vet—a>gp—:—llés—_—al>

0 olup, e t1+ Az <3 _1_ 7 ve tia < = 1)1%3 =) olur. Su halde;
A(t) — A(s) Alt+s—1t)— A(t)
(t—s—As)(t-3s)||  |[(t- s—As )(t ~ 8)
[Allg,5 (s — )2
- (t —a)ote
P Al 5 (s = 1)72
(= 1o+(s — a)or? (3.1.23)
egitsizligi saganir.
As s—a
T 2 [P e, (As)’~!  (s—a)’!
./3—977“(8 )’ %dt = 5 vy = Q=021 (1= 0)p—
(As)d-!
< %
- (1-4)20-1
oldugundan, (3.1.23)’ten;
N /3_.4; A(t) — A(s) p**||Ally, 5 (As)° (3.1.24)
e (E=5—As)(E—39) | = - DAL= 8P (s -

esitsizligine ulagilir.

2% At) — A(s + As) o +As A(t) — A(s + As)
f_g t—s—As dt = /_.,__Aig t—s—As dt +
+50 A(t) — A(s + As)
* £+As t—s—As dt
\(rete ()s(—- %‘j,s+As) icin; s +As—t>0,t—a> s—a-—%—s— > 3-—a—i§'5@- =
2p—-1)(s—a 1 2p ,
% olup, =g < ES ) olur. Buradan;
A(t) — A(s + As) At + s+ As —t) — A®)]|
t—s—As s+As—t
| Allg, 5 (s + As — 2)*~!
- (t — a)ts
(2p)*** | Alla,5 (s + As — 8)%!
< 3p —1)*75(s = @) (3.1.25)
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bulunur.

3Aa

s|-As . 3448 5 5
b1g, [ 2 s, _ 3°(As)
/3_%é (s+As—1t) ldt—/o wldy = 558

ve boylece, (3.1.25)’ten;

s+As A(t) — 9 a+636 A A &
/ () = Als+As) N C0)*°3 4]l 5 (A5) (3.1.26)
s s t—s—As (2p — 1)o+8§28 (s — a)otd
elde edilir.
te (s + As, s+ 3—%—§) icin t — s — As > 0 oldugundan,
At) - A(s+As)||  JJA(s+As+t—5— As) — A(s + As)
t—s—As B t—s—As
[ Allg,s (8 — 5 — As)*!
(s + As — a)ot?
[ Allg,s (8 — s = As)*
< O (3.1.27)
egitsizligi gegerlidir.
s+38s ' as (AS)J
e AQ)l s — 617 _
/3+As (t—s—As)’dt /0 u T du 55
egitligi ve (3.1.27) den;
s+3As _ A A )
/ PAW - A+ ) Jlla,a ( 8)5 (3.1.28)
atAs t—s—As 02%(s — a)™+
elde edilir. Ju halde; (3.1.26) ve (3.1.28)’den;
84342 _ at+ind A Ag)d
/ At - A(s+As) (o 1 [|4l],,5 (As) (3.1.29)
ol t—s—As (2p — 1)e+9§20 5280 ) (5 — a)otd

sonucuna ulagilir.

[RAO-MD, [ AO-AD, A0 A0,

As 1—s L—~s t—s
2
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olup, t € (s — —%ﬁ, ) iken; t —s < 0Ovet—a > (2p - 12)17(5— a) olacagindan,
1

2p "
< p= 1)(3 — a) olur. Boylece,

A®) - A(s)|| _ [lA(s) — AQ@)
t~8 s—t
_ Mg ts—0 -~ A@)l _ All,s (s =8
B s—1 = (t —a)>to
@) | Ally,5 (s = 8)*!
(2p — 1)o+é(s — g)ots (3.1.30)
olur.
te (8, s+ —&%ﬁ) iken; t — s > 0 oldugundan,
Alt) — Als) [A(s +t—s) — A(s)]|
t—s B t—s
[Allg,s (8 = 8)°~"
(3".5_ a)a+6 (3131)
bulunur.
As
) VAR U AL S (As)?
/a-%e(s )’ ldt = /0 W idu = o
ve
s+ 4 5 P
3°(As)
/“z ( 8)6 1dt__/ 6 ld = 625
dikkate almarak; (3.1.30) ve (3.1.31)’den; sirasiyla,
. —_ ap)et || A A )
JCERICI R ol T NICL S
s-As t— s (zp —_ 1)a+6526(3 — a)a+6
ve
A - Als) 3 [ Allays (A5)°
/3 t—3 dt)) < 52%(s - a)* (3.1.33)

esitsizlikleri elde edilir. Su halde; (3.1.32) ve (3.1.33)’ten;

92 at+d 35 “A”a, (A8)6
((2p (—71))a+5525 + 32—5) _('g':iaw— (3.1.34)

3+3Aa _
/ A() ~ A(s) ,,
s—4s t—s

bulunur.
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te( §—%—"’:5>'+As+s;a)i(;int—s>t—s—As>0ves+As—a>
1

1 1 1 5 X
s——a>()olup,t__s<t_s_AS veS+As_a<3_aolacagmda,n,

” A(t) — A(s + As)
(t—s—As)(t - s)

H (s+As+t—s5— As)— A(s + As)
(t—s5— As)(t - s)
[Allq,s (t — s — As)°~2
- (s + As — a)ot?
[Allq,5 (¢ — s = As)?-2

< p—— (3.1.35)
egitsizligi ve
s+As+ee =
/ (t—s—As) 2t = / uS~2dy
54342 J 4
(AS)J—I _ (3 — a)&—l
(1—-0)2-t  (1-4)pi-t
(As)?!
< AR U
— (1-4)2-1
esitsizligi ile (3.1.35)'ten de;
As /”As"'%q A(t) — A(s + As) & I Allg, 5 (As)° (3.1.36)
sy 38 (t—s—As)(t—s) (1 — 6)2°=1(s — a)*? h

egitsizligi elde edilir.

Ayrica,

/ T A+ D) = Als) / AT As + As) — AGs)

§—8=a t—s8—As . s+§%"< t—s
» ’

=% du AT du
= (A(s) — A(s + As)) (/_ﬂ_m_u“/m u)

= (A(s) — A(s + As)) ( / STy / A 5‘3) —0 (3.1.37)

3As U 3As (7

2 2

olur.
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Béylece,

pn+5 (2p)a+636
= 2
Mz(Ol, 5: p) p + (p _ 1)a+6(1 _ 5)26—1 (217 _ 1)a+6526 +
1 (2p)a+6 36 1

o T ap—1)rew Tar T (1 —6)25-1
alimarak; (3.1.21), (3.1.22), (3.1.24), (3.1.29), (3.1.34), (3.1.36) ve (3.1.37)'den;

/s+As+’;" [ A® _AD gl  Ma(08,0) 1Al (A5)
g2z t—s—As t—s

(s — a)ots
egitsizligine ulagilir. Su halde;

+

(3.1.38)

B P (l+a)p-1)""+1~a)
Ms(a,p) = 1-ao)(1+a)

olmak iizere; (3.1.18), (3.1.20) ve (3.1.38)’den;

(M‘Z(aa 6a p) + M3(a,p)) “A”a,6 (As)‘s
(3 — a)a+¢5

IT(A)(s + As) — Tp(A)(s)]| <

(3.1.39)
bulunur.
M(a, 6,p) = maks{Mi(c, §,p), Ma(e, 6, p) + Ms(c, p)} (3.1.40)

olarak alinirsa, (3.1.14) ve (3.1.39)’dan; sirasiyla,

M(OZ, 67 p) ”A”a,ﬁ
Aol < P

ve

0,6,9) | All,, s (As)?
1Ty (A)(s + As) - Ty(A)(s)] < 2 6(5)_”3[;;( 5)

bulunur ki bdylece ispat tamamlanmug olur. O

Bundan sonra aksi belirtilmedikge, M(«, §,p) ile (3.1.40)’taki sabit kastedile-

cektir.

TEOREM 3.1.1. A € H, ;((a,b), X) olsun. Bu taktirde;

Lp(A)(s /A dt, sel, (3.1.41)

geklinde tanvmlanan Ty, B (Hy, 5 ((a,)), X) , Ha,5 (Ip, X)) uzaysna ait olan ve normu,
5|l < 2pM (v, 6, p) egitsizligini saglayan bir singiiler integral operatordiir.
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ispar. A € Hy5((a,0),X), s,s+As € I, ve 0 < As < 3;0’ oldugunda;
Lemma 3.1.1'den;

]\/f(a, 6) p) ”A“a,J

(s —a)®

ITH(A)(s)]| < (3.1.42)

ve

M(Ol, (5’ p) “A”a,é (As)d
(8 — a)ots

ITp(A)(s + As) = Tp(A)(s)]] < (3.1.43)

saglanir.

Ayrica, s,s+As€ I, ve As > £ 5 @ > 0 ise sirasiyla, (3.1.42) ve

P 153 P
s+As—a~ s—a (As)’ ~ (s—a)

egitsizlikleri kullamhrsa,
AT,(A) = Ty(4) (s + As) = Tp(A)(s)
olmak iizere;

AT (A < |ITH(A) (s + As)l| -+ [T (A) ()]
M(c,6,p) |All,,;  M(,d,p) ||All,, 5
(s + As — a)® (s —a)*

M(c,6,p) |All,s  M(a,6,p) | Al 5

(s — a)° (s —a)®
2M (a,4,p) || All,, 5 (As)°

(s — )~ (As)?
2pM (c,6,p) || All,, 5 (A5)°

(s — a)atd

bulunur. Béylece, As > 0 ve Vs, s + As € I, igin; (3.1.43) ve (3.1.44) ten,

ZPM(Q, 6’ p) ”A”a,6 (AS)‘s
(.S' _— a)n+6

A

IA

IA

<

(3.1.44)

IT»(A)(s + As) — Tp(A)(s)]| <

(3.1.45)

ve (3.1.42)’den,

2pM (v, 6,p) |All,
o = PP Ml (3.1.40
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elde edilir. Su halde; (3.1.45) ve (3.1.46)'dan, I';(A) € Ha,s (Ip, X) ve

”Fp(A)“a,,s < 2pM (e, 6, p) ”A”a,6

oldugundan,

Il = ap ITp (Al 5 < 2pM (e, 6, p)

0,6:

sonucuna ulagilir. Diger taraftan; I, lineerdir ve boylece

T, € B(Ha,s((a,0),X), Has (I, X)) olacagindan; ispat tamamdir. O
LEMMA 3.1.2. A € Hy 5. ((a,0)x(a,),X), s € I;, 0 < As < s = 2 ye
b A(s,t
or(A)e) = [ Al g (3.0.47)

olsun. Bu taktirde;

Ml(a, 6’ Y, p) “A”a,é,'y
(s—a)°

lop(A) (D] < (3.1.48)

ve

MI ((1, 5’ Ys p) ”A”a, 8, (As)’)'

(s — a)ot?

lla(A)(s + As) jsop(A)(S)H < (3.1.49)

egitsizliklerini saglayacak sckilde sadece v, 8,y vepye bagh olan (A’ya bagh olmayan)

bir My(c, 8,7, p) = 0 sabiti vardsr.

fspaT. Keyfi fakat sabit herbir s € (a,b) icin
B,(t) = A(s,t), t € (a,h)

geklinde tamimlanan B,(+) fonksiyonu, Teorem 2.1.2'den siirekli ve t # s iken;

hs(t) = f—l‘g olarak tantmlanan reel degerli h,(-) fonksiyonu siirekli oldugundan;
Cy(t) = hs(t)A(s, t) = hs(8) Bs(2)

egitligiyle tanunlanan Cy(-) fonksiyonu gitrekli ve gu halde kuvvetli dlgiilebilirdir.
Keyfi fakat sabit herbir s € (a, b) igin

B,(t) = A(s,t), t € (a,D)
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olarak tanimlanan B;(-) fonksiyonu, her t, t + At € (a,b), (At > 0) igin;

A
1Bl = 140 0 < e @150
ve
Al (07
1B+ A0 = B0l = 1A4(s, -+ A6) ~ Als, )] < _Ja)m (3.1.51)

gartlanim saglachigindan; H,, , ((a,b), X) uzaymdadir ve (3.1.50) ve (3.1.51) den;
I1Bslla,y < llAlla,s,y+ 5 € (a,0) (3.1.52)
egitsizligi agik olarak saglamir. Aynica, (3.1.1) ve (3.1.49) dan;
0p(A)(s) = I'p(B;)(s)
olup, s€ I, ve 0 < As < ‘—9—;—‘—‘ olmak iizere; Lemma 3.1.1’den; sadece a, v ve p'ye
bagh olan (bdylece s € (a,b) igin B,(-)'e bagh olmayan),
]\4((!, 77])) ”lela,'y

(s —a)"

IT%(Bs)(s)lf < (3.1.53)

ve

M(aa vap) ”Bs"a,q (As)'Y

IT5(Bs)(s + As) — [p(Bs)(s)|| < (s — a)otr

(3.1.54)
egitsizliklerini saglayan bir M («,y, p) > 0 sabiti mevcuttur. Béylece, (3.1.52)’nin de
kullamlmasiyla, (3.1.53) ve (3.1.54)’ten;

((1, Y, p) ”A”a,J,’y
(s ar

M
llen(A) () = IT5(Bs) ()]l < (31.55)

ve

(0,7,9) 14l 5., (D5)"

M
ITp(Bs) (s + As) — T'y(B,)(s)]| = (5 = a)otr

(3.1.56)
bulunur. Diger taraftan;
App(A) = pp(A)(s + As) — pp(A)(s)

ve

AFP(BS+A3) = I‘p(Bs+As)(3 + As) - Fp(Bs+As)(3)
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alinrsa,

Apy(A) = Tp(Byyas)(s + As) = T(B)(s)
= AT,(Byias) + Tp(Bosas)(s) = Tp(B,)(s)  (3.157)

olur. Ayrica,
Al,tA = A(S + AS, t) - A(S, t)

olmak iizere;

Tp(Burad)(s) = Tp(B)(s) = / Ly,

t—s
= /:___ ?l__tfdw /:;A_:+_ ?1_‘fdt+
>
4 /,;Hs—a ‘tkl_t‘:dt (3.1.58)
yazilabilir.
s€lve0<As< 3-8 T olsun Bu durumda; ¢ € (a,s— 3;“) igin;
s—t> spa > 0 oldugundan, ﬁ <zP-ve
”_A_lyl [Allg,5,4 (As)° < Il 5, (As)7(As)

t—s| T (t—a)t(s—t) =  (s—a){t—a)t
p(b—a)’ " |A], 5, (As)

(s —a)(t —a)t7

IA

(3.1.59)

bulunur.

8—a !E—l!!s-—a!

s—552 dt p o (p - 1)1—&—'7pa+'1-»1
- = a=v ., —
/a (t —a)ot /o w (1 —a—9)(s —a)rtr-!

oldugundan, (3.1.59)'dan;

g—a=a
/ » Al’tAdt
a t—s

sonucuna ulagilir.

(p— 1) (b — )’ 7 || Al 4,4 (A8)7

= T=a-)-a

(3.1.60)

64



t e (s+As+S;a',b) ickmt—a>t—s>t—s— As > 0 ve boylece,

t—l—a < t—l-s <37z sl—— A5 Olacagmndan;

“A”a,é,'y (As)é < ”A”a,d,'y (As)7(As)5—7
(F—a)t1(t —5) = (t— 5 — Ag)rtrH
(b= a)’ " [|All, 5, (As)?

- (t — s — As)atrl

(3.1.61)

egitsizligi elde edilir.

b dt b—g--As
/ = / u” "ty
s+As 22 (t —85— As)a+'y+1 s-a

-;a
1 Pty N 1
a+y\(s—a)tr (b—s— Ag)etr
T
(@ +7)(s = )t

oldugundan, (3.1.61)’den;

b a+'yb_16—'¥ A As)?
/ Al,tAdt < p*t(h — )7 || “a,:—,,:y( 7) (3.1.62)
s+Ast+o5E t—s (a+'y)(s—a) 7
bulunur.
a—a g _As 3As
/3+A3+T Al’tAdt _ /‘3 AZ Al’tAdt_I_/s-l_ 2 Al'tAdt-l-
3__9%@ t—s 3_8_;72 t—s s—%! t—s
+/3+As+s;a Al‘tAdt
s+ 388 t—3s
olup, t € (s — §—;—a-,s - —AQ—'E) icint —a > (- l)p(s —a) ve su hélde;
1 P 5
=g < G-1)G=0) olacagindan,
AAll Al s, (A9)° p**7||A], 5., (As)" (As)*™
< ; < (3.1.63)
t—s (t—a) it —s| — (p— D) (s —a)t (s —1t)
ve N o
=% dt T du 2(s — a) 2(b~a)
_— = — = - < ln =
o2 8 ~1 YR pAs pAs

olur. Simdi,

2(b—a)
pAs
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fonksiyonunu gézoniine alalum.

. 5y, 2(b—a) . In J'z:A'— A . (As)
lim (As)"7ln——— = lim —=—= ~——— =0
As—0+ pAs As—0+ (A%) T As0t d— 1

ve boylece, her ¢ > 0 ve 0 < As < §(e) egitsizligini saglayan her As sayis1 igin
(As)*71n ﬂ%ﬁ—?a) < € olacak gekilde enaz bir 0 < 6(¢) < b — a sayis1 mevcuttur.

£ =1 alimirsa; 0 < As < §(1) oldugunda, (As)*"1n »21;)759—(12 < 1 olacak sekilde bir
0 < 6(1) < b — a sayisinin mevcut olacagi agiktir. Diger taraftan; [6(1),b — o] kapah

araliginda f fonksiyonu siirekli oldugundan bir maksimum degere sahiptir. Boylece,
m = maksases),o-af(AS) ve mg = maks{l,m}

olmak iizere, As € (0,b — a] iken; f(As) < mg yazlabilir. Su halde; s € I, ve

0<As<3;aigin;

s 2(b-a)
§—
(As)’ "In A3 < my. (3.1.64)

elde edilir. (3.1.63)’ten,

/ Al
8

_s—e t—8
14

PP [|All g, 5. (A5)7 (As)*~7 In 2oc)
= (p— 1)+1(s — a)o+y
P mg || Al 5., (As)”
(p— 1)o+1(s — a)otr

(3.1.65)

sonucuna ulagilir.

Yine, t € (s+3A3,.9+A5+3;a) igint—a>s—a+i%—3>s—-a>0

oldugundan, i‘l—a <3 1 5 olur. Ayrica,
Ayl o WAl B Ay B (A9
t—s|| ~ (t—a)|t—s| = (s—a)t(t—3s) o
ve
stAstize Astize 4 As + ’;f“
—_— = / — =|n —3a
s24s t—s 38s U =2

4(s — a) 4(b— a)
<
S ln 3pAs ~ In 3pAs
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bulunur. Boylece, (3.1.66) ve (3.1.64) esitsizlikleri de kullanilarak,

/3+As+’—;‘1 AA 1ALl 5., (Bs)7 (85)°7 In 452)
s+%§ t—s - (S—G')Q-H
(120 + 10 8) [|All4, 4,4 (A5)"
< e 5y (3.1.67)

oldugu goriiliir.

+__
: A,, %ﬂ_ = 0 olup,

Asras),24 = A(s + As, t) — A(s+ As, 8), Ay 2A = A(s,s5) — A(s, t)

alinarak,
/“ T A / ¥ Apran,24 + Ay 04 i / VAL
s—4s t—s s— A2 t—s stds t—s
yazilabilir.
te (s+—Az§,s+§%—3) icint—s > %ﬁ >0vet—a>s—a>0oldugundan,
1_1_—3 < Az—s, Til_a < s—l—a- (T,lde edilir. Buradan,
DAl o Mlasy A5 21Allyg, (A9 5169
t—s| = (t—a)t1(t—3s) ~ (s — a)o+? -
ve fs:Af = As olup, (3.1.68)’den;
/ +3As Al tAdt Z(As)‘s_'7 “A"a,J,'y (As)’y
s+ls t—s - (s — a)oty
26— a)’7 || All,, 5, (A35)”
< o a)a(:w i (3.1.69)

bulunur.

dt +

/3+A’ Apran2A+B8s04 / As+as),24 + Ay 2A
s g—As

Ag t—s t—s
2

t— s

+/ H5 Aprag, 24 + A, 2A
8
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olup, t € (5— 42, 5) iken; t -5 <0, ¢ —a > Z2=De=0)
1o 2
=4 < G-

2) oldugundan;

Agsras), 24+ AsnA [A+an, 24l | 11A,2A4]
< +
t—s [t — s| |t — s|
[Ap+as), 2AH l1As,24]
s—t s—t '
|AG+as,24| = IA(s+ As,t+5—1t) — A(s + As, 1)
< ”Alla,6,7 (S - t)'y
— (t _ a)a'l-’r
ve
”A”a,é,'y (S - t)7

|A;s,24] = ||A(s, t + s — t) — A(s, t)]| < (t = a)

egitsizliklerinin de dikkate alinmasiyla,

A(s+as),24 + Ag 24
t—s

2||Allg, 5,4 (s = )7
- (t _ a)a-i-’Y
2(20)7 [|All 5., (s = )7

(2p — 1) F&(g_‘“&);:;“ (3.1.70)

esitsizliine ulagilir.

te (s,s+—2—) iken; t — s > 0 olup,

’ < [Beran2A] | [1A,4)

“ A(3+As), 2A + As, ZA

t—s - |t — s |t — s]
_ [[Beran A | (14024
= T :
t—s t—s
|Aran,24]| = |A(s+ As, s+t —s) — A(s + As, 5|
|Allg,s,, (8 —5)"
(S —_— a)a+’7

ve

A t—s)?
1802l = 14055+~ ) = Ao, )] < Pt 2
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oldugundan,

o (3.1.71)

A(sias),2A + As,zA“ C 2 1Allg, 5., (t = 8)7=

(S — a)a+’7

olur. Diger taraftan;

As As
2

] .Y} y
/ (S — t)'y—ldt = / ? (t — S)W_Idt = / u'y_ldu — (_Z&i
=5 s 0 V27

o 2007 Al (897
= (2p — ])n+’7727(g — a)n—l—"l

esitligi ile birlikte sirasiyla, (3.1.70) ve (3.1.71)’i kullanarak;
A A+ A A
/ | e .2 (3.1.72)

S
t— s
¢ 2

As
/3'*"‘2" Ageran,2A4 + A.i'-?éd!,
s

t—s

ve

- _2_1__7 “A“n.ﬁ"y (A.S‘)7

o (3.1.73)

sonucunu elde ederiz. Béylece, (3.1.72) ve (3.1.73)’ten;

2(21))‘”7 21-7
(2p—1)%*7y2" 4

N(v,p) =

olmak iizere;

/s+% A(.~1+A.~1),2A + A3,2A
s—As t—s

N(v,p) | All,,5,, (As)”
(8 — a)ot7

dt|| < (3.1.74)

bulunur.

N (p i l)l—a—'ypa+'y(b = a)&—'y pa+'y(b _ a)&—fy
M2(a’677,p) - l—a—'y + a+'y

atY e 2
+(;’—__—1)1;";7- +#mo+In % +2(6 — a)"7 + N(v,p)

almarak; (3.1.58), (3.1.60), (3.1.62), (3.1.65), (3.1.67), (3.1.69) ve (3.1.74)’ten;

M2(a) 6’ 7 p) ”A”a,tflq (AS)7
(8 —_ a)a+’)’

ITp(Bs+as)(s) — Tp(Bs)(s)|| < (3.1.75)

bulunur. (3.1.57)’de norm alinip, (3.1.56) ve (3.1.75) kullanihirsa, s € I,,,0 < As <

s—a

D ve

M3(O!, 61 Y p) = M(aa 71p) + MZ(Q’ 6! 7:p)
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icin;

”A‘PP(A)” < |ITp(Bstas)(s) — Tp(Bs)(s)ll + |ALp(Bsyas)l|
Ms(a, 8,7, p) ||All, s, (A5)?

(S — a)a+“/

IA

(3.1.76)
ve
My(a, 6,7, p) = maks{M(a,v,p), M3(c, 6,7,p)} = Ms(a,d,7,p) *(3.1.77)

olarak alinirsa, (3.1.55) ve (3.1.76)’dan da,
M]-(al 61 ’Y’ p) ”A“a,é,'y

len(A) ()N <

(s —a)
ve
Ml (Ol, 61 Vs p) ”A“a,d,'y (As)’)’
”‘pP(A)(S + AS) - 9011(/1)('3)” < (s — a)°+7
esitsizliklerine ulagilir. O

Bundan sonra; M;(«,4d,,p) ile, (3.1.77)’deki sabit anlagilacaktir.

TEOREM 3.1.2. A € H, 5, ((a,0)x(a,b), X) olsun. Bu taktirde;
b A(s, t)

t—s

or(A)e) = [

a

dt, sel, (3.1.78)

genellegtirilmig integraliyle tanimlanan ¢p, B (Ha,s,4 ((a,b)x(a,b), X) , Ha, v (Ip, X))

uzayine ait olan ve normu,

“wvl' S 2]71‘41 (Of, (51 Y, p)

egitsizligini saglayan bir singiiler integral operatéordir.

isPAT. A € Hy 4 ((0,0)x(a,0),X) 5,5+ As € I, ve 0 < As < £ 5 % iken;

Lemma 3.1.2’den;

Mi(a, 6,7, p) |4l
lea(A) o)l < L J D) Ao

g - )"

(3.1.79)

ve

Ml (a) 5’ Y p) “A“a,d,'y (AS)'Y
(s —a)oty
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esitsizlikleri gecerlidir. 5,5 + As € I, ve As > 3—;—“ > 0 iken; sirasiyla, (3.1.79) ve

1 1 1 p
< <
s+As—a~ s—a’ (As)” = (s—a)

egitsizlikleri dikkate alinirsa,

HAeu (A < Hlep(A)(s + As)]| + fop(A) ()]
Mi(a,8,7,p) |Allg, 5,4 N Mi(a,9,7,p) l|Ally, 5,
(s -+ As —a)” (s —a)”
2M, (Ol, 61 28 p) ”A”a,J,'y (As)’y
(s —a)* (As)?
2pMi (v, 8,7, p) || All 4, 5, (A5)”
- (s — a)o+r

elde edilir. Béylece, As > 0 ve her s,s + As € I, igin; (3.1.80) ve (3.1.81)’den,
2pMi(a,8,7,p) |Allg, 5, (B8)7

<

(3.1.81)

[Aep (A < =) (3.1.82)
ve (3.1.79)’dan,
2pMi(a, 6,7,p) (| All,
len(A) ()l < S (3.1.83)
(s —a)
bulunur. Su halde; (3.1.82) ve (3.1.83)ten, ¢,(A) € Hqy, (I, X) ve
lea(Al, , < 20Mi(e,8,7,0) |Alla, 5,4 (3.1.84)

oldugundan; ¢, siirhdir ve

llosll = sup  lop(A)l,,, < 20Mi(a, 6, 7,p)

a, 8,7
olur. ¢, lineer oldugundan, B (H,, s, ((a,0)x(a,b), X) , Hy  (Ip, X)) uzayindaki bir

operatordiir. [

Teorem 3.1.2°den agagidaki sonug clde edilir:

SoNug 3.1.1. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri ve A € Hy, 5, ((a,b)x
(a,b), X) olsun. Bu taktirde;

b
(T, A)f) (s) = / i(%f)—i(t—)dt, sel, (3.1.85)
egitligiyle tansmlanan 1,,
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(1) oy +az +v <1 ve f € Hy, 4 ((a,b), X) iken;
B (I, 6, ((a,b)x(a,b), X), B (Hay,y, ((a,0), X), Hayrag,v (Ip, X))) vzayina ait ve

normu,
5|l < 4pMi (v + a2, 61,11, P)

olan bir operatordir ve
(2) f € C*" ((a,b), X) iken;
B (Hay, 8,7 ((a,b)x(a,b), X), B (C*" ((a,b), X), Hay,, (Ip, X))) uzayna ait ve normu,

1ol < 2(1+ (b~ o)™ )pMi(cvr, 61,71, P)
olan bir operatordir.
IsPAT. At > 0 olmak iizere, her s,t, s + As,t + At € (a,b) igin;
C(s,t) = A(s,t) f(t)
olsun. Bu taktirde;

(1) a1 +ag+m < 1ve f € Hy, 4 ((a,D), X) ise;

“A“al,h,"/l “f“‘lzﬂl
(t . a)m+a2

2 ”A”al,&,"n ”f”azy"ll
([; i a)rn | cxg

IC(s, 0Bl = 1A HI @] <

(3.1.86)

egitsizligi saglanir ve

IAC| = [lA(s+ As,t+ At)f(t+ At) — A(s, 8) f(B)|
= |(AA)f(t+ At) + A(s, )ALl

lAALS (& + A0l + [[AG DIHIAL
1ALy 1, I ey (A + (A™)
(t —a)utm(t + At — a)®
”A”al,él,fn ”f”ag,'yl (At)’Yl
(t —a) (t— a)a2+"/1

2(|Allay, 53 1 gy (1481 + (AE)™)

(t— a)ertetn

IA

IA

+

IA

(3.1.87)
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olup, (3.1.86) ve (3.1.87)'den; C € Hy, 10,6, 7 {(@, b)x(a, b), X) ve
WM oy +az, 81,7 S 2Allay, 6,90 1 lag, (3.1.88)
olur. Boylece, (3.1.78) ve (3.1.85)’ten;
(TpA)f = 0,(C)

egitligini dikkate ahp, Teorem 3.1.2'yi kullamrsak, (T,A)f € Haytas, (Ipy X) ve
(3.1.84) ile (3.1.88)’den;

”(TPA)f“aﬁaa"n < 2pMi(c + a3, 91,11, P) ”C”aH-az‘Jt.”n

< 4le (al + az, 511 r)’l’p) nAnal,al,»,l Hf“ag,'n (3189)

sonucuna ulagiriz. Buradan T,A,

AL = sp T o
agim T
< 4T’A41((71 + v, 61,71)))) ”A”ﬂh&l;’)‘l (3‘190)

olan simrh bir operatordiir. Aynca, T,A lineer oldugundan,;
T,A € B(Hyy o ((a,0), X)), Hoy rag,mi (Ipy X)) olur. {3.1.90)'dan;

Wl = sup  {TAl < 4pMi(on + aa, 1,11, p)

AT
ve T, lineer oldugundan;
T, € B(Hay, 5,7 ((0,0)x(a,), X), B (Hag, ((2,8), X), Hoyvas,m (I, X)) oldugu
goriiliir.

(2) f € C% ((a,b), X) iken; (3.1.86) ve (3.1.87) yeniden diizenlenirse,

Al gy 51, 170y (L4 (B = a)™) ALl 5,0 ST,
t-ay -

IC(s, )l <

ve

(2 + (&= a)") [[Allay 60, 111y, (JA8]% + (A1)
(x — a)m+w

olacagindan, C € Hy,, 4,4, ((a,b)x(a,b), X} ve

WClas,50,m < (L (0= )Y N Alkg, 5, Nl (3.1.91)
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olur. Boylece,

(1, A)f = #,(C)
ve gu halde; Teorem 3.1.2 kullamlarak; (T,A4)f € Hy, 4, (Ip, X) elde edilir. (3.1.84)
ile (3.1.91)’den,

IT(A) fllay, . < 20Mi(e1,81,m,D) ICl4, 5,

< 21+ (b= )™ )pMy(aes, 61, 71,9) [ Allay ., 11,,(3:1.92)

egitsizligine ulagilir. Yani T, A,

ITpAll < 2(1+ (b — )™ )pMi(cer, 61, 71,0} | Allay 61, (3.1.93)
olan bir T,A € B (C*" ((a,b), X) , Ha,,, (Ip, X)) operatérii ve T,'de,
Tl = | '015'1:11?712 ITAll < 2(1 + (b — a)™ )pMi (e, 81,71, D)
olan, B (H,,, s, ((a,b)x(a,b), X), B (C*" ((a,b), X) , Hay, (I, X))) uzayindaki bir
operatordiir. O

Teorem 3.1.1’den elde edilen sonucu da, ispatsiz verebiliriz.

SoNUG 3.1.2. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri ve A € Hy, 5, ((a,b), X)

olsun. Bu taktirde;
(TAYf) (5) = / b iff-)jf?dt, sel, (3.1.94)

esitligiyle tansmlanan T,
(1) oy +as+ 6 <1 ve f e Hy,ys ((a,b),X) iken;
B (Hg,,s, ((a,0), X), B (Hgy,s ((a,0), X}, Hoytas,8, (Ip, X)) uzayina ait ve normu,

T < 4pM (01 + 0,04, p)

olan bir operatordiir ve
(2) f € C®% ((a,b), X) iken;
B (Hq,,s5, ((a,), X), B (C%% ((a,0), X) , Ha,, s, (Ip, X))) uzayina ait ve normu,

VIpll < 2(1 4 (b — u,)‘s‘)pM (e, 05, p)
74



olan bir operatdrdir.

Lemma 2.3.1 ve Sonug 3.1.1°in kullamlmasiyla su sonuca sahip oluruz:

SonNu¢ 3.1.3. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri ve n € N olsun. Bu
taktirde;

(d)p(Al,---,An)f)(s)=/:Al(s’t)';'_A:(s’t)f(t)dt, sel, (3.1.95)

geklinde tansmlanan <, donigimid, A; € Hq, 4, ((a,0)x(a,b), X), (i =1,2,--+,n)
ve § = min {61,0s, -+ ,0,} olmak izere;
(1) oy +az+- -+ app1 +7 <1ve f € Ha,,,,((a,b), X) ise,

H?:l Ha,-,&,','y ((a! b)x(a, b)’ X) ‘ten,
B (Hgpi1,v((6,0), X) , Hoytagtetanss,r (Ipy X)) 'e tansmbs ve normu,

”¢pn < 2n+1Canl(a1 +ay+ -+ any1,6,7,p)

olan bir singiiler n-lineer operatordir ve
(2)n >1iginar+ay+ - +a,+7 <1uwvef e C"(ab),X) ise,
1T, Hes, s, ((@,B)x(a, b), X) ten, B(C®7 ((a,b), X), Hay +az+-tan,y (Ip) X)) e

tanmamly ve normu,
llpll < 2°C(1 + (b — a)")pMi(cu + a2 + -+« + @, 6,7, D)
olan bir singtiler n-lineer operatdrdir.
ispAT. Lemma 2.3.1’den;
Bp(s,t) = Ay(s,t)Ay(s,t) - - - An(s,1); s,t € (a,b)

olarak tammlanan B, fonksiyonu, A; € H,, s, - ((a,b)x(a,b), X) ve
6 = min {61,02, - ,0,} iken; Hao, tag+-tan,d,7 ((a, b)x(a, b), X) uzayimndadir ve

”Bn||a1+a2+---+an,6,7 < 2n_ICn ”Alual,dl,'y “A2”a2,62,7 tre ”An"an,dn,y (3'196)
olur. Ayrica, (3.1.85) ile (3.1.95) ten;

wp(Ala A2: T aAn)f = (Tan)f
75



oldugundan, (1) ve (2)’nin gegerli olmasi halinde; (3.1.96)’nin dikkate alinip, Sonug
3.1.Vin (1) ve (2)’deki hiikmiiniin kullamlmasiyla, k, = [|Aj]| 1Al

alxaly'y-. n anydn)'y
olmak iizere; (3.1.89) ve (3.1.92)’den sirasiyla,

lW)P(Al’ o ")f“011+az+ Fang1,y — ‘Z"'HC',,])[W] (("1 et m”""’(s”y’p)k" ”fHQn-H;’Y

ve

“'wP(Ala tee ’An)f”al+--~+a,.,’y < 2nCn(1 + (b - a’)’y)pM(al + -+ o, 6) 77p)kn ”f“'y

elde edilir.

Yukanidaki esitsizliklerin herbirinde ,(A;, Aa, - - - , A,) operatoriiniin sinirh ol-
dugu goriiliir. Agik olarak; ¢,(A;, Az, - -+ , A,) bilineerdir. Boylece, ||1p(Ai1, -+ , 4n)|

normunun sinir1 bulunup; ispat, kolayca tamamlanabilir. O

Lemma 2.3.2 ve Sonug 3.1.2’den; su sonug elde edilir:

SoNug 3.1.4. X, recel veya kompleks bir Banach cebiri ve n € N olsun. Bu
taktirde;

(Vp(Ary Azy -+, An)f) (s /Al(t)Az R 1OFIOW sel, (3.1.97)

t—s

seklinde tanimlanan v, dénigimi, A; € Hy, 5((a,0),X), (i=1,2,--- ,n) iken;
(1) o1 +ag+- -+ anp+9d <1vef€H,,, s((ab),X) ise,
?.—_-1 Hy,s ((aa b), X)'ten, B (Han+1, ((a,b), X), Hay 4 g+ Font1,8 (ImX)) ‘e ta-
mml ve normu,

lsll < 2"+1pM(a1 + 0y + -+ Anyt,0,P)

olan bir singiiler n-lineer operalérdiir ve

(2)n>1liginay+og+- +ay+06 < 1 olmak dzere; f € C*% ((a,b), X) ise,
T Ha,, s ((a,b), X) 'ten, B (C% ((a,1), X) , Haytap+-tan, s (Ips X)) uzayina tanamis
ve normu,

9l <271+ (b — @) )pM(c + 0 + -+ + 6, 1)

olan bir singtiler n-lineer operatérdiir.
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Sonug 3.1.3 ve Sonug 3.1.4’ten de su sonuclar elde edilir:

SonNug 3.1.5. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri, n € N,
A; € Hy, 5,4 ((a,b)x(a,b), X), (i = 1,2,--+ ,n) ve § = min{d,0s,-+-,0,} olmak
tizere;

b A(s,t)Ag(s,t) - An(s, ) f (1)
t—s

(T,f) (s) = / dt, sel, (3.1.98)

a

seklinde tanwmlanan T, dondigimi,

(1) a1+ ag+ - +opp1 +y<1lvef€H,,, ,((ab),X) ise; normu,

”TP“ < 2n+lclanl (al +ag -+ g, 67 77p) “A1”a1,51,’7 Tt ”An”

an,0n,Y
olan, B (Ha,,1,v ((2,0), X) , Hoy oz tetanss,y Iy X)) uzayindaki singiiler Fredholm
integral operatoridir ve

(2) n>1iginay+ag+-+a,+v <1 olmak iizere; f € C%7 ((a,b), X) ise;

normu,
1Tl < 27Co(1+ (b —a)")pMi(en + 2 + -+, 6,7, ) | Atllay 5,4+ 1 Anllay, b,

olan, B (C*7 ((a,b), X) ; Haytagt-tan, v (Ipy X)) uzayindaki singiler Fredholm integ-

ral operatoridir.

SoNug 3.1.6. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri, n € N ve A; €
Haha((a” b)’X)! (1: = 172"" ,n) iken;

b AL (1) Ax(t) - Ap(t) (2

@ o= | (O As(0) - Aa( (1)

a t—s

dt, s€l, (3.1.99)

geklinde tansmlanan T, déndsimi,

(1) oy +ag+ - +any1+0<1ve f€Hy,,,((ab),X) ise; normu,
”Tp” < 2n+lcan(al + o+ + ony1,6,p) ”Alnal,d tee ”An”a,.,5

olacak gekilde, B (Ha,,,,s ((a,), X), Hoytaz+-tanss,s (Ip, X)) uzayindaki singiiler

Fredholm integral operatoridir ve
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(2)n>1liginas+ag+---+ay+8 <1 olmak dizere; f € C%?((a,b), X) ise;

normau,
ITpll < 2"Cr(1 + (b — a)°)pM(ca + iz + -+ + @, 6,9) 1 Arllay, 5+ - 1 nlla,, s

olacak gekilde, B (C%° ((a,b), X) , Hoytagttan,é (Ip, X)) uzayindaki singtiler Fred-

holm integral operatériidiir.

3.2. H] ;. (X) Uzay

X, reel veya kompleks bir Banach uzayi, a, b, o,  ve 7y; —00 < a,b < 00,
0<o,a+v<1,0<v<d <1 gartlarim saglayan keyfi fakat sabit sayilar, M > (
bir sabit,

Asras),2A = A(s + As,t + At) — A(s + As, t)
ve
Dg2A = A(s, t + At) — A(s, t)

olmak iizere; At > 0 ve Vs, t, s+ As, t+ At € (a,b) igin;

GBI < e (32.1)
1A(s + As, £+ At) — AGs, B)]| < 2 (Iés_l"g&ﬂﬂ (3.22)
ve
5 v
IIA(3+A5),2A — As,zA“ < %ﬁi}- (323)

egitsizliklerini saglayan, (a, b)x(a, b) lizerinde tamimh, X degerli biitiin A fonksiyon-
lannm ciimlesi, H} ;. (X) veya H} 5, ((a,b)x(a,b), X) olsun. Agik olarak;
H; ;. ((a,b)x(a,b), X) C Ha,s,4 ((a,b)x(a,b), X)'tir.

TEOREM 3.2.1. H,, ;. ((a,b)x(a,b), X) ciimlesi, Hq,s,((a,b)x(a,b), X) teki

iglemlerle bir lineer uzay ve

TA= sup (t — a,)a+'7 |IA(3+A3)’2A —_ A8,2A”

8,48 188,41 ALC (n,b) |As|3(At)Y
|As), At>0

(3.2.4)
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olmak tizere;

1Al 5., = maks {|4lla,5,,, 74} (3.2.5)

normu ile bir Banach uzayidir.

IspaT. A,B € H; ;. ((a,b)x(a,b), X) olsun. Bu durumda; A ve B igin (3.2.1),
(3.2.2) ve (3.2.3)’ii saglayan M, M, > 0 sabitleri vardir. Béylece,

(A + B)(s,t) = A(s,t) + B(s, t)

olarak tanimlanan A+ B fonksiyonu igin (3.2.1) ve (3.2.2)"yi saglayan bir My + M, >
0 sabitinin mevcut olacagt, Teorem 2.1.1’in ispatindan bilinmektedir. Diger taraftan;
keyfi s,t,8+ As,t + At € (a,b), (At > 0) igin;

M| As|P(At)

“A(.9+As),2A — As,2A“ <

(t — a)ety
ve
| A ran,2B — Ag2B|| < 1‘%{1‘;&:)7
saglanir.
Apstas),2(A+ B) = Agyag), 24 + Aiias),2B
ve
D;2(A+ B) = A 2A+ A 2B
oldugundan,

|Apras),2(A+ B) = Ay 2(A+ B)|| < [|Apras),24 — Ay 24|+

+ ”A(.9+As),2B - Aa,2B”
(M + M,)|As|’(At)”
- (t _ a)a+’¥

ve gu halde; A + B € HY 5 ((4,b)x(a,b), X) olur.
Ayrica, A € K(K = R veya K = C) iken;

(M) (s,1) = AA(s, 1)
79



seklinde tanimlanan AA fonksiyonu igin (3.2.1) ve (3.2.2)’yi saglayan bir |A\|M; > 0

sabitinin mevcut oldugu, yine Teorem 2.1.1’in ispatindan bilimmektedir. Boylece,

”A(3+As),2(/\A) - As,Z(/\A)” = ”/\(A(3+As),2A - As,2A)”

= [N ||Ap+as,24 — Ay 2A||
M| M;|As|P(At)

<
- (t — a)t”

egitsizligini de dikkate alarak, AA € H] ;  ((a,b)x(a, b), X) oldugu sonucuna ulasiriz
ki buradan da H,, ; . ((a,b)x(a,b), X) C Ha,s, ((a, b)x(a, b), X) ciimlesinin bir lineer
uzay oldugu anlagilir.

Simdi ise, ||-||

gibi tammlanan ||-||

o4, fonksiyonunun bir norm oldugunu hatirlayarak, (3.2.5)’teki

! fonksiyonunun da bir norm oldugunu gérelim:

N
AB € H, ;. ((a,b)x(a,),X) ve A € K(K = R veya K = C) ise (N1)
agik olarak saglanr. ||A||(1!,5,7 = 0 ise (3.2.5)ten, [|Al, ;. < HAIIL,J,”, oldugundan;
|Allg,5, = O ve su halde; A = 0 olur. A = 0 iken; “AHL’J’,Y = 0 olacag agktir.

Boylece, (N2) saglanir.

(L = 0)™7 | Aran,2(A) = A, 2(0A)]]

i

T(AA) sup

8,1, 3+As, b+ ALE (a,b) |As|o(At)
|As], At>0
y - (t — @)*M|A| || Asras),24 — As, 24|
8,8 s+ As, t+AL € (a, b) |As|®(At)7
|As], At>0
— l/\l sup (t - a)l!+’)' ”A(3+A8),2A - A8,2A”
s, t, s+As, t+AL € (a, b) IASP(At)7
|As], At>0
= [Alra
oldugundan;
AANL 5y = maks (Al gy Tay} = moks {IN |Allg.s, 174}
= [Nmaks {[[All5,y> 74}
= A l4lla,5,
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olur. Yani, (N3) saglanr.

(t —_ (L)a+7 ||A(3+A3),2(A + B) - As,z(A + B)”

TA+B) = sup

8,t, 84+As, t+AL € (a,b) |As|S(At)Y
|As], At>0
B e Eye I
s, t,8+As, t+At € (a,b) 'ASI (At)7
|As], At>0
t— )" A1 a9).2B — Ay B
4 sup (t — )™ A, 1an,2 2B
8, b, 8+ A8, 1--ALE (a,b) IAS‘] (ZXt)’7
|As], At>0
= ra+rTn

ile (2.1.6) esitsizliginin de kullanilmasiyla,

1A+ Bllhsy = maks {4+ Bllys, rarm )

a8,

IA

maks { [ Alla 5,5+ |Bllays,y» 74+ 75}
maks {]IAHa,dm, rA} + maks {”B”a,ﬂ,'y’ 7'3}

1Al 5,7 + 1Blla, 5,4

IA

elde edilir ki bu da (N4) aks'iyomunun saglanmas: demektir. Su halde; ””}15, , fonk-
siyonu bir norm ve béylece, (H}, 5, ((@,0)x(a, ), X ),HHL M) ikilisi, bir normlu
uzaydir.

Son olarak; H, ;. ((a,b)x(a,b), X)’in, ||||(11 5, Dormuna gore tam oldugunu
gosterelim:

(An) C H ; ., ((a,b)x(a,b), X) bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda;
. 1
73’_1)‘0‘0 | An = Al a8,y =V

olacak gekilde, bir A € H ;. ((a,b)x(a,b),X) fonksiyonunun mevcut oldugunu
gormeliyiz. (A,), Cauchy oldugundan; her £ > 0 sayis1 ve n,m > ngy(¢) olan her

n,m € N igin,

| An — Am”:,,.s,,, <Et (3.2.6)
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sartini saglayan enaz bir ng(e) € N sayis1 vardur. ||-||. , . normunun (3.2.5)’te verilen

o,d,y
tanunindan; f|All, 5 ., < ||A||a 5, Olup, (3.2.6)'dan;
“A'n - Am“a,&,"/ < ”A Am“a 4, ’y (327)
bulunur. Bu ise (A4;) dizisinin, Hy,s((a,0)x(a,b), X) uzaymda |||, ;, normuna

gore Cauchy olmasi demektir. Teorem 2.1.1’den; H, 4,4 ((a,b)(a, b), X), tam oldu-

gundan;

11m |A, — Al (3.2.8)

aé'y

olacak gekilde bir A € H, s ((a,d)x(a,b), X) fonksiyonu vardir. Boylece, bu A
fonksiyonu igin (3.2.1) ve (3.2.2)yi saglayan‘ bir M; > 0 sabiti mevcuttur. Diger
taraftan; (3.2.5) dikkate almarak, (3.2.6)’dan; her € > 0 sayis1 ve n,m > ng(e) olan

her n,m € N igin;

sup (t i a)a+’7 ”A(s-}-As),Q(An — Am) — A8’2(An _ Am)” =

s,t,s+As, t+ALE (a,b) lAle(At)"
|As], At>0

= T(Ap-Am) <€ ' ' (3.2.9)

elde edilir. Yine Teorem 2.1.1in ispatindan, her s,¢ € (a, b) igin;
lim A,(s,t) = A(s, 1)
n—00

oldugunu hatirlayip, (3.2.9) ve norm fonksiyonunun siirekliligini kullanirsak, her ¢ >
0 sayist ve n > ng(e) olan her n € Nigin; 5,2, s+As, t+At € (a,b), (As # 0,At > 0)
oldugunda;

(t = &) || Apran,2(An = 4) = Ay a(An — A)|| _

|As|*(At)”
B (t . a)a-!-’Y ”A(3+As),2An - As,2An - lirnm—)oo(Zk(s+As),2Am - A.51,2Am)“ _
B |As|P(AL)” B
(0 [ Aran s~ Aw) ~ Byl — A
m—+00 lA,g'J(At)’Y
< € (3.2.10)
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ve buradan da 7(4,-4) < € esitsizligine sahip oluruz. Bu sonug ve (3.2.8)’in kullaml-
masiyla,
. 1 _
lim {|A, — Al 5, =0
sonucuna ulagibr.
(An) C Hy, 5, (@, b)x(a,b), X) Cauchy dizisi simrh oldugundan, ¥n € N igin;
||An||¢1,,5,7 < K saglanir. Ju halde; Vn € N ve Vs, t, s + As,t + At € (a,b), (At > 0)

igin; (3.2.5)’ten,

K|As|P(AL)

= (3.2.11)

IIA(S+A8),2A7L - As,gAn” <

olacak sekilde bir I > 0 sabitinin meveut oldugu goriiliir. Boylece, Ve > 0 sayisi ve
At > 0 olmak iizere; V s, t, s+ As, t + At € (a,b) igin; n > ny(g) oldugunda, (3.2.10)
ve (3.2.11) den;

1A 10,24 = A 24]| =
B “A(HAS)’zA" ~ Ay 240 + Asras,2(A — An) — As (A - An)”

”A(3+A3),2An - As,zAn” + ”A(3+As),2(A - An) . As,Z(A - An)”

(K + €)|As|’(At)”
(t — a)a-l—'Y

IN

<

gart1 saglanacagindan;

K|As|S(At)
(t —a)oty

olur. M = maks{M,, K} olarak aliman M, A fonksiyonu igin; (3.2.1), (3.2.2) ve
((a, b)x(a, b), X) oldugu sonucu

bulunur ki, bu da ispati tamamlar. O

”A(.9+As),2A - As,ZA“ S

(3.2.3)'ii saglayan bir sabit oldugundan; A € H] ; .

TEOREM 3.2.2. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri ve a; + o+ 71 < 1

olmak iizere; A € H} ((a,b)x(a,b), X), B € Hg, s, ((a,b)x(a,b), X) ve

01,61,71

(p _ l)l—al—az*'npm+az+'n pa1+a2 (b . a)’n 4 (b _ a)'h

-+

M3(0«’1:a2"71ap) =

l—a—a—m "N Yo"
N paz N 1 3(p + 1)—a1 —a2—71p¢11+a2+’71
(p— 1)ty ypp" ar+oaz+m
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olsun. Bu taktirde,

sl,t)B(sg,t)dt

. sy € 1, (3.2.12)

b
¥4, B)(s1,50) = | Al

genellestirilmig integraliyle tanimlanan ¥,
Hél,dl,'n ((a” b)x(a, b)’ X) X 1102,62,"/1 ((a" b)x(a, b)’ X) ‘ten; Hal+az, d1,m (IP X IP’ X)

uzayina teanamis ve normu,
(1, < 4pMy(01 + a2, 02,1, P) + Ma(ar, a2, 71, D)
olacak sekilde, sirekli ve singiiler bir bilineer operatdrdir.
IspAT. Keyfi fakat sabit herbir s, € (a,b) icin;
Cs,(82,t) = A(s1,8)B(82,1); 82,1 € (a,b)

esitligiyle tanimlanan C;, (-, -) fonksiyonu, her s5,t, 55+ Asg, t+ At € (a,b), (At > 0)

igin;

“081(32at)“ = I|A(81,t)B(32,t)“
< AL Ol HIB(s2, DI
I Alla,, 50,3 1By, 6
< @1,01,71 2,02, 71 2.
R (3.2.13)

esitsizligini saglar.

AC,, = Cy, (83 + Asg, t + At) — Ci, (53, 1),

Ay, 2A = Ay, t + AL) — A(sy, 1)

ve

AB = B(32 + ASz,t + At) - B(SQ,t)
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olmak iizere;
NAC,, || = [|A(sy,t + At)B(sz + Asy, t + At) — A(sy, t) B(s, t)]|
= ||(As;,24)B(s2 + Asa, t + At) + A(sy,t)AB||

S A2 Al [|B(s2 + Asy, t + At + || A(s1, )| |AB]
AL 1B, (A0
T (t+At—a)2(t —a)mtm
140, 5120 1Bllag, 52, (145217 + (A8)™)
(t—a)n(t- a)ertm
< 2 ”A”}'l:%'n ”B“m,fsz,’vl (|AS2|62 + (At)’“) (3.2.14)

(t — a)m+a2+'y:

sart1 da saglandigindan; C' € Hy, ya,,5, v ((@,0)x(a,b), X) ve (3.2.13) ile (3.2.14) ten;
Vs € (a,b) igin;

1
||C'91”a1+a2,52,71 S 2 ”A”a1,51,71 ”B”az,ég,»yl (3215)

saglanir. Béylece, (3.1.78) ve (3.2.12)’den;

U,(A, B)(s1,52) = 9p(Cs,) (52)

olup, Teorem 3.1.2’nin kullamlmasiyla; sg, s5 + Asy € I, (Asy > 0) igin; sadece

o + ag, 09, 11 ve p'ye bagh olan,

2])M1 (O!l + g, 621 ’Yl’p) ”0-91 ”
(32 —_ a)al+02

4pMy (a1 + 03,02, 71, p) ”AILln,Jl,-n B
- (32 — a)m+nz

o1+asz, 62,71

llep(Csi)(s2)l

snlM (3.2.16)

ve

Apy(Cs,) = p(Cs,) (52 + As2) — 0p(Cs, ) (52),
my = || All,

a1,01,11 ”B”azﬁz,"ll

olmak iizere;

2pMi (o + 03, 02,71, ) [|Coy ||y 1ag, 52, 41 (D52)™
(32 — a)al+02+’71

dp M (01 + ag, 83, 11, )My (Asy) ™
(32 - a)al+a2+"/l
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egitsizliklerini saglayan bir M;(oy + g, 82,71, p) > 0 sabiti mevcuttur. Ayrica,
AV, (A, B) = V,(A, B)(s1 + Asy, 82 + Asz) — ¥p(A, B)(s1, 52)

alimirsa, sy, 82, 81 + Asy, 52 + Asy € I, (Asy > 0) igin;

A\IIP(A, B) = \I/p(A, B)(Sl + AS], 89 + ASz) - lpr(A, B)(Sl -+ ASI, 32) +
+¥, (A, B)(s81 + Asy, 83) — ¥,(A, B)(s1, 82)
= 0p(Coyras;) (82 + A82) — 0p(Csy4as,)(52) +
+\I’p(A, B)(Sl + Asy, 82) - \lfp(A, B)(Sl, 82) (3218)
olup,

Al,tA = A(81 + A.‘Sl,i) - A(Sl,t),
AI,”A = A(31 - Asl, 82) = A(Sl, 82),

A1,5,Y5(A, B) = U, (A, B)(s1 + Asy, s9) — ¥, (A, B)(s1, 52)

ve
A”,zB = B(Sz, t) — B(SQ, 82)
iken;

b
(Al’tA)B(S2’t)dt
t— 89

Alasz\IIP(A’ B) =
-/ %55 (A4 A)B(sa, )

dt
t—Sz +

sa 4222
n P (Al’tA)B(sz,t)dt-{—

82;32;—1 t— s

- / R S LICTOp (3.2.19)

242258 t— 8o

yazilabilir.
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te (a, 8y — §2—;—2) icin; s — ¢t > §2T—_a_ > 0 oldugundan, szl—t < 323 5
olur. Su halde;

(Al’tA)B(Sg, t) < m1|A31 |61
t— s (t — a)mrteatm(gy — )
pm(|Asy™ + (Asz)™)
G ) (i —a)oirentn (3.2.20)
ve
s3-2222 it (p=1)(sg-e)
— —ay—a2—7
/a (t —_ a)m+02+71 A u du
(p _ 1)1—«11—02-71pal+a2+71—1
T (1=0y —ay —m)(sy — a)mtortm-1
— 1}l—a1—a2—y1 o1 +ar+m
oldugundan ¢; = (p %)_ R — oy, Zi 7 alinirsa, (3.2.20)’den;
" (Buid)Blea ) dt i (|As | + (Asy)™) (3.2.21)
b t — sy (32 - a)a1+a2+’n e
bulunur.
s+ iy W
fsz_ ﬂ,;g r=t5> = 0 esitlifinden de faydalanarak,
S (AL A)Bsat) L, _
5o 220 t— 5
_ [ (BuA)B(snt) - (A, A)Blsy ),
89— 2270 t— 59
b4
_ [T (AnA = Any A)B(sy,t) i+ 22 A WAA,, 2B it
52— 2220 t— 82 s 252 t— 3
— /32 (Alth - AlaszA)B(sz’t) dt + /32+£2_;—a (AlatA - A1132A)B(32) t) dt +
52_22;_" t— 39 P t— 89

N /’2 Ay, 5, AN, 2B fit /82+-’;‘— Ay, 5, AN, 2B it
sz—-iz;—“ s

t— 8o 2 t— 8

yazilabilir.
87



t e (32——":2—;—‘1,32) icint —a > ﬁz—p_—'—a ve su halde; t-l-a < szzia olur.

Boylece,
A1,32A = A(81 + Asl, 82) — A(Sl, 82)
= A(31+A31,t+32—t)’—A(Sl,t+32-—t)

alinip, (3.2.3) de gozoniinde bulundurulursa;
” (Aid = Ay B2, 0| _ 1814 = AyyAllIB(ss, 8

|

t— sg [t — 52|
A1, A — Ay Al || B]]
- (t —a)(sy — 1)
my|Asy |5 (sg — )Mt
- (t — a)a1+az+71

pm-knz»l-'n 7”1IA31'61 (32 — t)'yn—-l

as,02,m

< (57 = a)or it (3.2.22)
ve
92~a
[ty [F ieia o= e
sp—i250 0 np™ T mpn
artazn AN
esitsizlikleri kullamlirsa, ¢; = 4 fy”l a) olmak iizere;
g (Al,tA — AI,SZA)B(SQ, t) dt < CgmllA81|6l
32_52;__0,_ t— 89 - (32 — a)al+az+71
comy (JAsy |* + (Asg)™)
(32 — a)ax+a2+"n (3'2'23)
elde edilir.
te (32, 59 + §zp;ll) iken; t — s3 > 0 olup,
Al,tA = A(81 + A.S‘l, t) - A(Sl, t)
= A(31 + Asl, Sg+1— 82) - A(Sl, Sg+1— 82)
alinarak (3.2.3) hatirlanirsa,
(DA = DB, 0| [ALd = Ayl [Blsy, )]
t— 8o - It - Szl
Si(p 1—1
m1|A31| (t 82) (3.2.24)

(32 - a)a1+az+7l
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ve
52"‘52"-_“ 2=e (‘q2 —_ n’)"/] (b wan a)"n

/ (t—s2)" 'dt = / "oumidu = <
52 0 7pM Np"

— s
esitsizligi de dikkate alindiginda, ¢z = gb—,ﬁ%rml olmak iizere; (3.2.24)’ten;

/82+”p‘—° (Ar A — Ay, A)B(52, 1) dt“ . c3] Asy |

) t— 89 (32 — a)al+02+"/1

(33(|A31|61 -} (ASZ)’YI)
(32 - a)u1+az+'71

(3.2.25)

esitsizligine ulagilir.

t € (32 — 527,_—9,32) icint —a > (b= 1)[(,82 —a) ve bunun sonucu olarak,

1 P o .
< CERCET) olur. Diger taraftan,

i1—a

B 8o — )M
”Asz.ZB“:“B(Sz,t—*-sz—t)—B(sz,t)H<“ las, 33,3, (32 = %)

- (t - a)a2+'71
oldugundan;
' A5, AAs, 2B ' < [1A154] [|As, 2Bl
t— 59 r 89—t
o AL s 185115 18,2

(82 — a)tm(sy — 1)
mllA.SlPl (82 = t)"ll—l
(32 — a)061+'11 (t - a)02+’Yl
p02+71 m1|A31|51 (32 - t)’n-—l

IA

(p — 1)02""71 (32 — a)a1+a2+271 (3-2-26)
esitsizligi ve
82 2= o \m
/ (s2—t)" 'dt = / Loy = (2"
e 0 np"
esitligi ile (3.2.26)'nmn kullamimasiyla da,
2 A5, AAg, 2B p*2my|As g
22— odi|| <
s3— 3-8 t— 8 - (p —_ ])02—*-’7171 (32 - a)a1+az+71
P
o 8 T
< P 2my(|As % + (As)™) (3.2.27)

(77 - 1)a2+'7171(32 — a)ax+a2+'y1
esitsizligi elde edilir.
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te (32,32+§2p;a-) icint — 89 > 0 ve

”B”az,éz,'yl (t - 32)71
(32 —_— a)a2+71

1A, 2Bl = ||B(s2, 52 + t — 52) — B(s2, 82)|| <

olup,

AL Al A 2Bl
- t— 89
| Allay, 51,7 18811 |A,,2B]|
(32 _ a)a1+’71 (t — 32)
mllA31I5’ (t - 82)71_1
(32 — a)('l +71 (32 —_ a‘)ﬂ2+')’l

my IA.S‘l I61 (t — 32)71_1

“ él_iﬂ.A_A"z ZB

t-—Sg

AN

IA

(sg — a)1toztn (3.2.28)
esitsizligi saglanir.
syt 2202 sa-e o
/ ﬂ (t—s9)" " 1dt =/ " oumldy = (s —a)"
82 0 71p’"
ve (3.2.28) kullanilarak,
/32+g2§_a Al,szA As”’zBdt m1|A31|61
o t— s NP (s2 — @)rtertn
ml([Asll"‘ + (A82)71) 3.9.99
NP (S2 — g)uteztn ( - )
bulunur.
t € (sz+ﬁz—§—g,b) igin £ —a > sy + §2—I§-—@ -a = (p+1)1()32_—a) olup,
t—sy=t—a— (53— a) >t—a—ppt_;a = -t-g—”’>001ur. Boylece,
(Al,tA)B(Sz, t) < m1|A31 |6l
t— Sy (t — 82)(t — a)ortoztm
Asy|*
3B (3.2.30)

(t—- a)rtoztrtl
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ve

b b—a
dt — yoor—e2=n-14,,
spii2=e (t — @)orteatm+l (2+1)(s3-0)
P ?

1 1 p01+a2+’71
- _0«’1 +as+m ((b — a)a1+az+'n - (p + 1)a1+az+71(32 —_ a)ax+a2+'n)
pax+az+71

(011 + g+ ,71)(p + 1)a1+az+~n (32 — a)a1+az+71
olup, my = 3(p + 1)~~~ Npatertn alindiginda, (3.2.30) dan;

/b (Al,tA)B(SQ, t) dill < m1m2(|A81|51 + (ASQ)”)
8 - ((]!1 + g + ’)’1)(82 — (1,)‘11+02+'71

(3.2.31)

242270 t— 8y

bulunur.

M4(al$ g, 62) ’YlaP) = 4[)M1((11 + Qg, 62,'}’1,17) + M3(a11 a2a717p)

olmak iizere; (3.2.18)’de norm alinarak; (3.2.17), (3.2.19), (3.2.21), (3.2.23), (3.2.25),
(3.2.27), (3.2.29) ve (3.2.31) kullanilirsa,

My(cu, oz, 62,71, p)mi (|Ast [ + (Asy)™)

“A\IJP(A’ B)” < (32 _al a)ax+a2+’¥1

(3.2.32)

ve (3.2.16)’dan;

My(ou, 02,02, 11, p)m
195(A, B)(on, a0 < HERoB TP (3.2.33)

bulunur ki baylece, (3.2.33) ve (3.2.32)’den; ¥,(A, B) € Hoyvaz,61,m (Ip X Ip, X) ve

”‘I’,,(A, B)”01+02,51.71 < M4(a1,a2,52,71,p) ”A”tln,tﬁ.‘rl ”B“az,az»”ll (3’2'34)

elde edilir. Buradan da,

”\Pﬂ” S M4(011, Uy, 52: 717p)

oldugu anlagilir. Ayrica, kolayca goriilebilecegi gibi, A € H;u,h, v ((a,b)x(a,b), X)
icin;

Pall3) = W, (A, 13), B e Uy, s,y ((¢,b)x(a,b), X)
geklinde tanimlanan ¢, déniigiimii ile, B € Ha,, 55,4 ((a, b)x(a,b), X) icin;

¥p(A) =V,(A,B), Ac H;I,Jh,n ((a,b)x(a,b), X)
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geklinde tanimlanan 1p doniigiimii, lineerdir. Ju hélde; ¥,, bilineerdir. (|
Teorem 3.2.2’den agagidaki sonug verilebilir:

SoNug¢ 3.2.1. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri,
Ae Hél,aly’)'l ((a,b)x(a,b), X) ve B € Hy,, 55,4, ((a,b)x(a,b), X) olmak tizere;

(60(A, B)f) (51, 83) = /b A(Sl,t)B(Sz,t)f(t)dt’ sel, (3.2.35)

l— 89
olarak tanimlanan ¢,,

(1) oy +as+a3+v <1 vef€Huypy ((a,b), X) ise,
Hél,ﬁ,'yl ((a" b)x(a, b)’X) X Hazu’z,'n ((aa b)x(a, b)7X) ’ten;

B (Hgy,y ((@,0), X)), Haytagtas, 61,7 (Ip X Ip, X)) uzayina tansmls ve normu,

l#pll < 2(4pMi(c4 + g + a3, 62, 71, p) + Ms(ay, 02 + 03,71, D))

olacak gekilde, stirekli ve singiiler bir bilineer operatirdiir ve
(2) a1 + as +71 < 1 iken; f € COM ((a,b), X) ise,
H} 5, ., ((a,b)x(a,b), X) X Hay, 55, ((a,b)x(a, ), X) ten;

B(C"" ((a,b), X), Haytas, 81,7 Up X 1p, X)) vzagsna tanamls ve norma,

“¢p” < (1 + (b — 0)71)(4PM1(011 + g, 03, ’Yl,P) + M3(011, 02,’)’1,17))

olacak gekilde, stirekli ve singiler bir bilineer operatdrdiir.

ispar.
C(sg,t) = B(s2,t)f(t); s2,t € (a,b)

alinarak, f € Ha,, -, ((a,0), X) ve f € C"" ((a,d), X) olmasi durumunda, sirasiyla
(3.1.88) ve (3.1.91) esitsizlikleri kullanilirsa,

”C“az+ﬂs,52,'n <2 ”B“amﬁz.'rl ”f”na,'n (3'2'36)

ve

“0”(12,52,'71 S (1 + (b - a)')'l) |IB||a2,52,'71 ”f“'YI (3'2'37)
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elde edilir. Boylece, (3.2.36) ve (3.2.37) 'nin herbirinin gecerli olmas: héalinde;

$p(A, B)f = ¥,(A,C)

1

egitligi gozoniine almp, Teorem 3.2.2 kullanilirsa, my = ||All,, 5 4, 1Bllag, 65,7

ve
Ly = 4pMi(a; + o2 + 03,02, 71,p) + Ms(o, o + a3,71,p)

ise; (3.2.34)’ten sirasiyla;

16p(A, B) fll o +agtas, s < 2L1ma | fllag, -, (3.2.38)

ve
Ly(on, ag, 62,11, p) = 4pM; (a1 + g, 02,11, p) + M3(a1, 2, 71,D)
olmak {izere,

”¢P(A’ B)f||a1+a2,51,71 < (1 + (b - a)w)L?(ala 2, 62)71)p)m1 ”f”vyl (3239)

egitsizliklerine sahip olunur ve buradan ispat, kolayca tamamlanabilir. W]
Sonug 3.2.1’den agagidaki sonug elde edilir.

SoNug 3.2.2. X, reel veya kompleks bir Banach cebiri,
AeH} ; . ((a,b)x(a,b), X) ve B € Hog, s, ((a,0)x(a,d), X) olsun. Bu durumda;

b
(Tpf)(s1,82) = / A(s1,t)B(s2, )£ (2)

Ja t‘-Sz

dt, sy € Ip (3240)

olarak tanwmlanan T, dondigimi,
(1) o t+op+o3+7 < 1 ve f € Has,'yl ((a’ b)aX) ise,
B (Has,'n ((a'a b)aX) ’ Hal+az+as,61,'yl (Ip X Ip,X)) uzayina ait ve normu,

”TP” < 2 (4le (al + a3 + as, 62; ’Ylap) + MS(ala g + a3, ’Yl:p)) ||A”¢111,61,71 IIBllaz,Jz,'yl

olacak sekilde, swnarl ve singiler bir Fredholm integral operatoriidir ve
(2) a1 + az +m < 1 iken, f € C>" ((a,b), X) ise,
B(C™ ((68), X), Haytas,s1,m (Up X Iy, X)) uzayna ait ve norm,

Tl < (1+(b—a)™) (4pMy (o1 + @z, &2, 1, 0) + Ms(1, 02,71, )) 1 Allay 6., 1Bllag,d0,m

olacak gekilde, simarl ve singiiler bir Fredholm integral operatiridir.
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