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Ug boliimden meydana gelen bu caligmamnn ilk bélimiinde, M.A. Krasnosel’skii
& Y.B. Rutickii'nin ve daha sonralar1 M.M. Rao & Z.D. Ren’in aynintili olarak
inceledigi, konveks fonksiyonlarin 6zel bir simfinda yer alan N-fonksiyonlarin ve
Orlicz fonksiyonlarinin baz 6zellikleri sunuldu.

Ikinci bélimiin ilk kisminda, £, dizi uzaymin dogrudan bir genellegtirmesi olan
£y Orlicz dizi uzayr tamtilarak, tamlik, aynlabilirlik sartlari, denk normlar gibi
fonksiyonel analizin ahgilmig problemleri, bu uzay icin tartigild. Ikinci kisimda,
5.D. Parashar & B. Choudhary tarafindan pozitif reel sayilarin sinirh bir (p;) dizisi
kullaniJarak genellestirilen £, (p) dizi uzay: incelendi.

Son bolimde vektdr degerli Orlicz dizi uzaylarina yer verildi. Bu bdliimiin ilk
kisminda, £ nin, D. Ghosh & P.D. Srivastava tarafindan yapilan bir genellegtirmesi
ele alindi. Son kisimda, £, nin birgok agidan bir genellegtirmesi olan bir Orlicz dizi
uzayl tanimland: ve baz 6zellikleri elde edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Orlicz dizi uzay1, Orlicz fonksiyonu, N-fonksiyon,
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In the first chapter of this work, certain attributes of N-functions and Orlicz
functions which are taken part in the special classes of convex functions and studied
in detail by M.A. Krasnosel’skii & Y.B. Rutickii and later M.M. Rao & Z.D. Ren,
are introduced.

In the second chapter, previously, Orlicz sequence space £3; which is a directly
generalization of £, space was introduced. Also, some usual problems of functional
analysis as completeness, separability conditions and equivalent normizations are
considered for this space. Then, the sequence space £y (p) which is developed by
S.D. Parashar & B. Choudhary with any bounded sequence of positive real numbers
(p), is studied.

In the last chapter, vector valued Orlicz sequence spaces are presented. Firstly,
a generalizations of Zj; developed by D. Ghosh & P.D. Srivastava is considered.
Secondly, we defined an Orlicz sequence space which is a generalization of £, in
many respect and investigated some properties of this sequence space.
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GIRIS

Konveks fonksiyonlar teorisinin temeli, 1906 da J. Jensen ile olugturulmustur.
1934 de G. Hardy & J. Littlewood & G. Polya, "Inequalities” isimli eserde konveks
fonksiyonlar ayrintili olarak incelediler. 1931 de Z.W. Birnbaum & W. Orlicz,
»Uber die Verallgemeinerung des Begriffes der zueinander konjugierten Potenzen”
isimli galismayla konveks fonksiyonlarin 6zel bir sinifinda yer alan N-fonksiyonlar
tanitmigtir. N-fonksiyonlarin ayrintili bir incelemesi, 1961 de M.A. Krasnosel’skii &
Y.B. Rutickii [6] tarafindan ”Convez Functions and Orlicz Spaces” isimli ¢aligmayla
yapilmigtir. 1991 de M.M. Rao & Z.D. Ren [13], "Theory of Orlicz Spaces” adl
caligmada, N-fonksiyonlarin daha sistematik bir incelemesini verdiler.

M (a) = 0 olacak gekildeki her konveks fonksiyonun

M(u) = / p()dt

geklinde bir integral gdsterimine sahip olmasi, bu konveks fonksiyonun sahip oldugu
6zellikleri, p(t) fonksiyonu ile incelemeye imkan tamr. Ornegin, bir M (u)

N-fonksiyonunun integral temsili, M nin tamamlayans denilen ve ¢ekirdegi

g(s) = sup {t: p(t) < s}

ile elde edilebilen

A%oc

SVINVH
Tem ugqxas)am gl

N-fonksiyonunun belirlenmesinde énemli bir rol oynar.

Bir N-fonksiyon ile onun tamamlayan: arasinda Youms tszzlzgz denilen bir

baginti vardir. Bu esitsizlik yardimiyla, M nin tamamlaya v € R igin

NA

N(v) = sup {u |o] -

o
—

ile tamimlanabilir.



W. Ortlicz, £, uzaymin ingasmda ¢? fonksiyonunun agikdr rol oynamasindan
o0

esinlenerek, t? yerine daha genel bir M fonksiyonu alip, ZM (lag|) serisi yakinsak
k=1
olacak gekildeki tiim (a) dizilerinin climlesinde galigilabilecegi fikrini dogal bularak,

bu gekildeki dizilerin ciimlesinin bir Banach uzay1 yapisina sahip olmast igin M
lizerinde ne gibi kisitlamalar yapilmas: gerektigini aragtirmigtir. Bu ylizden, sz
konusu fonksiyon, Orlicz fonksiyonu ve bu fonksiyon ile tanimlanan uzay, Orlicz
dizi uzayr olarak adlandinlmigtir.

Bir Orlicz fonksiyonu, Sonug 2.1.2 deki gibi segilisi ile Z, (1 < p < 00) ye izomorf,
Teorem 2.1.9 da belirtilen iki limit dururmu ile, 41, £, ve cg uzaylarina izomorf Orlicz
dizi uzaylar tiretir.

Bir N-fonksiyon ile Orlicz fonksiyonu arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir. Bir
Orlicz fonksiyonu
M(u)

limM:O ve llm —~% = o0
u—0 Uy u—o0 U

veya buna denk olan

il

p(0) = 0 ve p(c0) = lim p(t) = oo

gartlarini saglamast gerekmeyen bir N-fonksiyondur.

Orlicz dizi uzaylarinda As-gartinin 6énemli bir yeri vardir. M Orlicz fonksiyonu
sifirda Ag-gartini sagladiginda, £, ayrilabilirdir ve £,, nin kapal bir alt uzay: olan
hpr uzayl £y ile cakigir.

S.D. Parashar & B. Choudhary [12], 1994 yilinda, pozitif reel sayilarin sinirl
bir (py) dizisini kullanarak, £ uzayinin, bir p > 0 reel sayis icin i {M ((“T’“[)rk
serisi yakinsak olacak gekildeki (ay) dizilerinin uzay: olan £,/(p) ye gz;ellegtirmesini
verdiler.  Ayrica {izerinde tanimladiklari bir paranormla £(p) uzaymin tam
oldugunu da gosterdiler.

1999 da D. Ghosh & P.D. Srivastava [3], Orlicz dizi uzay: tartismasini vektor
degerli dizi uzaylarina tagiyarak, yeni ve oldukca genel bir dizi uzay: tanimladilar.
Normlu uzaylarin bir dizisi ve Boliim 3 de belirtilen 6zelliklere sahip bir normal dizi
uzayl yardimiyla elde ettikleri bu dizi uzaymni, normlu uzay yapisina sahip olacak
sekilde bir norm ile donattilar. F'(Eg, M) ile gosterdikleri bu dizi uzayinda, F = ¢,

ve her bir k i¢in Ej = C alinarak skaler degerli £); dizi uzay: elde edilmektedir.



Bu cahgmay1, D. Ghosh & P.D. Srivastava ve 5.D. Parashar & B. Choudhary’nin
tamimladigi uzaylarin bir genellegtirmesini yaptigimz ve baz1 cebirsel - topolojik
bzelliklerini inceledigimiz F(Xx, gx, M, pi, s) uzay1 ile tamamladik. Tanimladigimz
bu dizi uzay: ve iizerindeki paranorm, her bir k i¢in Xy uzay1 g = I|-ll x, normuyla
bir normlu uzay, px = 1 ve s = 0 ozel segiligiyle, D. Ghosh & P.D. Srivastava’nin
tammladigt F(Xy, M) uzaymni ve fizerindeki normu; F = £y, her bir £ i¢in X = C,
gs = |-| ve s = 0 alarak S.D. Parashar & B. Choudhary’nin tanimladifi £, (p) uzayini

ve iizerindeki paranormu elde ederiz.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Baz Topolojik Kavramlar
Bu boliimde, ¢aligmamizda kullanacagimiz temel tanim, teorem ve egitsizliklere
yer verecegiz.
Tanmm 1.1.1. X bog olmayan bir cimle olsun. Her z,y,z € X i¢in
i) d(z,z) =0
i) d(z,y) =0 = z=y
i) d(z,y) = d(y, )
) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

ozelliklerine sahip d: X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik
uzay denir. (i), (iii) ve (iv) sartlarins saglayan d fonksiyonuna bir yarimetrik, (X, d)

tkilisine de bir yarimetrik uzay denir [11].
Tanim 1.1.2. X, C karmasik saylar cismi uzerinde bir lineer uzay olsun. Her
z,y € X igin
i) g(6) =0
i) g(z) = g(—z)
i) g(z +y) < g(z) + 9(y)

w) Ay = X (n — o0) ve g(z, — z0) = 0 (n = o0) iken g(AaTn — Aozo) — 0

(n — o0) (burada Ao, A\, € C ve xp,z, € X dir)

sartlarimy saglayan g: X — R fonksiyonuna bir paranorm, (X,g) ikilisine de

paranormlu uzay denir. Ayrica g(x) = 0 tken z = 0 ise g ye total paranorm denir

[11].



Tanim 1.1.3. d yarimetrigi
d(z,y) = g9(z — y)
seklinde bir g paranormundan elde edilmis ise d ye invaryant yarimetrik denir [11].

Tanim 1.1.4. Yarmetri§i bir paranormdan elde edilebilen lineer uzaya lineer
yarimetrik uzay ve yarsmetrigi bir total paranormdan elde edilebilen lineer uzaya

lineer metrik uzay denir [11].

Tanim 1.1.5. X, C karmagik sayilar cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. Her

AeCuwez,ye X igin
i) ¢(Az) = |A| q(z)
i) gz +vy) < q(z) +q(y)

sartlamns saglayan g: X — R fonksiyonuna bir yarmorm, (X,q) ikilisine de

yarmormlu uzay denir. (i) ve (i1) sartlarinin yamnda q(z) = 0 = z = 0
sarty da saglamyorsa, q = ||-|| fonksiyonuna norm, (X, ||-|]) ikilisine de normlu uzay
denar [11].

Tanim 1.1.6. (X, d) metrik uzayinda bir x = (xx) dizisinin Cauchy dizisi olmast
igin gerek ve yeter sart, Ve > 0 dgin 3ng = nole) 3 V4,7 > ng i¢in d(zi,z5) < €
olmasidar [11].

Tanim 1.1.7. Bir metrik uzayda, her Cauchy dizisi metrik uzayin bir noktasina
yakinsiyorsa metrik uzaya tamdir denir. Daha acik ifade etmek gerekirse, i, — oo
igin d(zi,z;) — 0 oldufunda, i — oo igin d(zi,x) — 0 olacak gekilde bir z € X

varsa metrik uzaya tamdr denir [11].

Tanim 1.1.8. (X, d) metrik uzay ve S C X olsun. S = X ise S ye X de yogundur
denir [11].

Tamim  1.1.9. Saylabilir yogun bir alt cimle iceren (X,d) metrik uzayna

ayrilabilirdir denir [11].



Tamim 1.1.10. ||-|| normuyla tam olan (X, ||-||} normlu lineer uzayina Banach uzay

denir [11].

Tamim 1.1.11. X ve Y ki Banach uzay: olsun. Eder tersi de simrls olan bir
T: X — Y bire-bir ssnarh lineer donustimi varsa T ye X den Y icine tzomorfizm
denir. T aynt zamanda tzerine bir dontsim ise X den Y tzerine bir tzomorfizm
olarak adlandirlir. Ejer X den'Y tzerine bir izomorfizm varsa X ve Y uzaylarina
izomorf uzaylar denir ve X = Y ile gdsterilir. T: X — Y i¢ine bir izomorfizm
olmak tzere, her x € X i¢in ||Tz|ly = ||z|ly ise T dénigimiine izometri denir. Ejer

X den'Y iizerine bir izometri varsa X ve Y uzaylarina izometrik uzaylar denir [8].

Tanim 1.1.12 (Schauder Baz). X bir Banach uzays olsun. Her x € X i¢in

n
x— E a;x;

=1

— 0 (n — oo igin)

olacak sekilde skalerlerin bir tek (a,) dizisi varsa, (z,) dizisine X in Schauder baz

denar [10].

Bu galigmada baz gesitleri incelenmeyeceginden, “Schauder baz” yerine, bazen
kisaca “baz” kelimesi kullanilacaktir. Bu bir karigikliga neden olmamahdir.

(z,,) Schauder bazina sahip bir X uzay1, (a,) katsayilar dizisi yardimiyla tek
O

tiirli olarak yazilabilen z = Zanxn dizilerinin uzay1 olarak diigtiniilebilir.
n=1

(X,1I-ID), (xn) Schauder bazina sahip bir Banach uzayr olsun. X deki her

T = Zanxn icin [{lz]|| = sup, Zaia:i ifadesi sonlu olup, [||-||| X iizerinde bir
n=1 i=1

normdur ve her z € X igin ||z|| < |||z||| dir. Ayrica X, |||-]|| normuyla tamdir ve

boylece, ||| ve |||-]|| normlari denktir.

(z,,) bazina sahip bir X Banach uzay: ayrilabilirdir. Giinkii, n =1,2,... ve r; ler
n

rasyonel sayilar olmak {izere, biitliin sonlu Zria:i lineer kombinasyonlarin climlesi
1=1
X de sayilabilir yogun bir ciimledir.

Onerme 1.1.1. X, (z,) Schauder bazina sahip bir Banach uzay olsun. Bu durumda

o0 n
P E a;Ti | = E @iZ;
1=1 1=1



olarak tamwmlanan P,: X —> X projeksiyonlar: sinirle lineer operatérlerdir ve
supy, ||Pall < oo dir [10].

P, projeksiyonlaria dogal projeksiyonlar ve sup, ||P,]|| reel sayisma (z,) nin
baz sabiti denir. Baz sabiti 1 olan bir baza monoton baz denir. Bagka bir ifadeyle,

n
(a,) dizisinin her tiirli sec¢imi igin, E a;z;|| p dizisi azalmayan ise (x,) monoton
1

1=

bazdir. Her (z,) Schauder baz, |||z||| = sup, ||Pnz|| normuna gére monotondur.
Gergekten
1 Pazll] = sup || PnPazl} = sup | Fna] < [llall]

dir. Boylece, X in herhangi bir (z,) Schauder baz verildiginde, X igin bazin

monoton oldugu bir norma gecilebilir.

Tamm 1.1.13. (2;), X igin bir baz ve (y:), Y igin bir baz ise skalerlerin herhangi
bir (a;) dizisi igin

Zaixi yokinsaktir <> Zaiyi yakinsaktyr
i

(3

ise (x;) ve (y;) bazlary denktir denir [8].

Tanum 1.1.14. X bir Banach uzayr ve (z;), X igin bir baz olsun. Tamsayilarin
her m permiitasyonu igin (z;) dizisi (z,(;)) dizisine denk ise (z;) bazna simetrik baz

denir [8].

Her ¢ icin e;, i-inci koordinat: 1, her 5 # ¢ icin j-inci koordinat: 0 olan dizi
olmak {izere (e;), birim vektérlerin ciimlesini gostersin. Birim vektorler, ¢y ve

Z, (1 € p < o0) igin bir simetrik baz seklindedir. Bu baza birim vektor baz denir.

Onerme 1.1.2. (X, ||)), (z:) simetrik bazna sahip normly bir uzay olsun. Bu

durumda, X uzerinde bu norma denk olan, her = E a;T; i¢in

(3

Zaiaw(i)xi
i

[llll] = sup sup
f;=x1 ™
olacak gekilde bir |||-||| normu vardur [8].

Tanim 1.1.15. (z;) simetrik bazina sahip normlu bir X uzayr tzerinde, yukaridaki

ozellikleri saglayan |||-||| normuna simetrik baz normu denir [8].



Onerme 1.1.3. X bir Banach wzayr olsun. Her bir i igin x; € X vektorlerinin bir
(x;) dizisi igin asagrdaki sartlar denktir:

oo}

i) Tamsayilarin her ™ permitasyonu igin Zxﬂ(n) serist yakinsaktar.
n=1
i) Dogal sayilarin, ny < ny < ng < --- olacek gekildeki her tirli secimi icin

oC
E T, Serist yakimsakir.

=1
] o0

i) Isaretlerin her turli 8, se¢imi (yani, 6, = £1) i¢in Zﬁnxn serist yakinsaktir.
n=1

w) € > 0 verildiginde, min{i € o} > n gartini saglayan o tamsaylarinin her sonlu

ctimlesi i¢in E z;

i€o

< € olacak sekilde bir n tamsays: varder [10].

Onerme 1.1.4. Eder X, ¢, ya da ¢, (1 < p < 00) uzayna izomorf ise X icin her

simetrik baz cy ya da £, nin birim vektér bazna denktir [8].

Tanim 1.1.16. (A, 7) lineer topolojiye sahip bir dizi uzay: olsun. Her biri > 1 i¢in
Pi(z) = z; olarak tansmlanan P;: X — F dontsimlert sirekli ise \ dizi uzayina
K-uzayr denir. Bir Banach uzayr olan K-uzayina BK-uzayr denir. A bir K-uzay: ve
bir z € A igin .

™ = inei — = (T topolojisine gore)

=1

ise T € A, AK ézelligine sahiptir denir. Eger her bir v € X\, AK dzellifine sahip ise
A dizi uzayina AK-uzayr denir [5].

Tamm 1.1.17. (X, [-]|) normiu uzay:, tzerinde tansml bir - (carpma) islemiyle
birimli cebir yapisina sahip olsun. Her z,y € X igin ||z - y|| < ||z (ly]l ve [[1]] =1
ise X wuzayina bir norm cebiri denir. EgJer X yarinormlu uzay ise yarmorm cebiri

ve Banach uzay ise Banach cebiri adins alur [7].

Tamim 1.1.18. Bir A dizi uzay, her x = (z;),y = (;) € X igin 2y = (z;15) olarak

tansmlanan koordinatsal carpma islems altinda kapali ise A ya dizi cebiri denir [5].

Tanmim 1.1.19. Bir X dizi uzay i¢in £ = (z;) € X iken |y;| < |z| oldugfunda
y = (yi) € X oluyorsa A ya normal dizi uzays denir [5].



Tanim 1.1.20. Bir A dizi cebiri aynr zamanda normal ise A ya normal dizi cebirs

denir [5].
Z,, co, e ve w normal dizi cebiridir, ¢ ise dizi cebiri oldugu halde normal degildir.

Tamim 1.1.21. (), q) yarmormlu bir dizi uzays olsun. Her z = (x;),y = (y;) € A ve
i 2 1 i¢in |z;] < |y;] oldugunda q(z) < qly) oluyorsa g ya mutlak monoton yarmorm

denir [5].

Teorem 1.1.1 (Ortalama Deger Teoremi). q, I = [a,b] tzerinde stiirekli bir
fonksiyon ve r, I tdzerinde integrallenebilen negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda , )
/ 2D (H)dt = ge) / r(t)dt

olacak sekilde bir ¢ € I vardwr [14].

Onerme 1.1.5. Her bir k igin ag, by € C ve px > 0 olsun. H = sup py olmak tzere
lar + be[™* < C {laxl™ + [be[™}
esitsizligi saglanar, burada C = max(1, 281 dir [11].

Teorem 1.1.2. X\ bir normal dizi cebiri ve ||-||,, A dzerinde bir mutlak monoton

yarmorm olsun. Bu durumda, p > 1 olmak uzere, her u,v € X igin
1w+ 0PI < P13 + P13

dir, burada u? = (u2) ve (u + )’ = ((un + v,)') dir [15].



1.2 Konveks Fonksiyonlar

1.2.1 Orlicz fonksiyonu ve N-fonksiyonlar

Tanim 1.2.1 (Konveks Fonksiyon). Vui, uy € R igin

M (M) < 5 M) + M) (1)

esitsizliging saglayan reel dederli M fonksiyonuna konvekstir denir [6].

Bu kisimda, sadece siirekli konveks fonksiyonlarla ilgilenecegiz. (1.1) sarty, M (u)
fonksiyonunun grafigi tizerinde iki noktay: birlestiren kirigin orta noktasinin, grafigin

bu noktaya kargilik gelen noktasinin tistlinde kalacagi anlamina gelir.

M(u)

\ /

0] u, uz; = cug + (I-yu, Uz u

Sekil 1.1.

Sekil 1.1 incelendiginde, her kirigin grafigin tizerinde kalacag geometrik olarak

aciktir. Bu, 0 < a < 1 olacak gekildeki her « igin
M au; + (1 — a)ug] < aM (u1) + (1 — a) M (up) (1.2)

egitsizliginin saglanacagl anlamina gelir. Bu esitsizlige Jensen egitsizligi denir.
Jensen egitsizligi analitik olarak da ispat edilebilir. Kabul edelim ki Jensen

esitsizligi Vo € [0, 1] i¢in saglanmasm. Bu durumda, [0, 1] iizerinde
fla) = Mou; + (1 — a)ug] — aM(v) — (1 — )M (us) (1.3)
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siirekli fonksiyonunun M, maksimum degeri pozitif olur. «o, f(a) = M, olacak
sekildeki en kiigitk argumani gostersin ve § > 0, [oo — 6, a0 + §] € [0,1] olacak
sekilde bir say1 olsun. Bu durumda, (1.1) esitsizligi

u} = (ap — §)ug + (1 — g + S)ug
wh = (ag + §)ur + (1 — g — 0)uy

noktalarina uygulanip, (1.3) esitligi goz éniinde tutulursa

flap) < flao =9) ; oo +9) < Mg

elde edilir. f(og) = My, yukandaki esitsizlikle geligeceginden (1.2) esitsizligi her
« € [0, 1] i¢in saglanir.

u; # us ise ya sadece o = 0 ve o = 1 igin ya da her o € [0,1] igin (1.2),
esitlik olarak saglanir. Kabul edelim ki (1.2), en az bir ap € (0,1) igin egitlik
olarak saglansin. Bu, f(cp) = 0 olmas: anlamma gelir. Bu durumda, her « € [0, 1]
icin f(a) = 0 oldugunu gdsterecegiz. Siirekli f(«) fonksiyonu konveks oldugundan
Jensen esitsizligini saglar. Kabul edelim ki, en az bir oy € (0,1) igin f(c1) < 0 olsun

(daha dnce ispat edildigi gibi f(a) > 0 olamaz). a1 < ap alahm.

w_ 1 - O!oa Qn — ¢y
0~ 1— oy ! 1- (05}
oldugundan, Jensen esitsizligi
1- (87 g — 1-— (o)
< 1)= <0
f(on) 1_a1f(a1)+ T F(1) 1_a1f(041)

esitsizligini verir ki bu, f(ag) = 0 ile geligir. O halde her « € [0,1] icin (1.2) esitlik
olarak saglanir.

(1.1) esitsizligi bagka genellegtirmelere de izin verir: Keyfi uy,ug, -+ , U, i¢in

Y <u1+uQ-l;L°"+u"> < %[M(ul)—l—M(UQ)"—"'“{“M(un)] (1.4)

dir. (1.1) esitsizliginin ardigik olarak uygulanmasiyla, 2F geklindeki biitiin n sayilan
icin (1.4) esitsizliginin saglanacag ispatlanabilir. n sayisinin keyfi olmas: hali daha

karmagiktir. n -+ m = 2* olacak gekilde bir m sayisi alahm. Bu durumda

R7S 1
y (u1+ + Uy + MU ) < [M(uy) + - + M(up) + mM (u*)]
n-+m n+m

11



olur. Burada, u* = wtatetua alipyrsa, (1.4) esitsizligi elde edilir.

Simdi, u; < uz < ug olsun. Bu durumda

Ug — U3 Uz — U
Ug = U +
Uy — Uy Ug — UL

olup, (1.2) esitsizliginden

Uy — U3

M(u3) < M (u1) +

M (’U,g)
Ug — Uy Uz — Uy
ve bu iki egitsizlikten

M(U3) - M(ul) < M(Ug) — M(ul) < M('LLQ) - M(u;;)
Uz — Uy Uy — Uy Uz — U3

(1.5)

elde edilir.
Elde edilen bu egitsizliklerden, “AB kiriginin egiminin AC kiriginin egiminden ve

BC kiriginin egiminden daha kiigiik oldugu” sonucu ¢ikarilabilir.

Lemma 1.2.1. Sirekli ve konveks bir M(u) fonksiyonu, her noktada
p-—(u) < p+(u) (1.6)
olacak sekilde bir p, (u) sag tirevine ve bir p_(u) sol tirevine sahiptir [6].

Lemma 1.2.2. Sirekli ve konwveks bir M(u) fonksiyonunun py(u) saf tirevi,

azalmayan safdan sirekli bir fonksiyondur [6].

Uyar1 1.2.1. Benzer olarak, M (u) fonksiyonunun p_(u) sol tirevi, azalmayan soldan

strekli bir fonksiyondur [6].

Tamim 1.2.2 (Lipschitz sart1). A C R ve f: A — R bir fonksiyon olsun. Her
u,u’ € A igin

| M (u) — M(u)| < K fu—u|

olacak sekilde bir K > 0 sabiti varsa, f fonksiyonu A cimlesi tizerinde Lipschitz

sartim sadlar denir [14].

Tanim 1.2.3. ¢ > 0 verildiginde, (a,b) araligimn kapsadids [a;, b;) ayrk araliklar
i¢in Z |M(b;) — M(a;)| < € olacak sekilde bir 6. > 0 sayst varsa, M fonksiyonu
i=1

(a,b) aralinda mutlak sireklidir denir [13].
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Lemma 1.2.3. Bir M (u) konveks fonksiyonu mutlak sireklidir ve her sonlu aralikta

Lipschitz sartins sadlar [6].

Teorem 1.2.1 (Konveks fonksiyonun integral temsili). M(a) = 0 sartins

saglayan her konveks M (u) fonksiyonu

formunda temsil edilebilir, burada p(t) azalmayan sajdan sirekli bir fonksiyondur
[6].

Tanim 1.2.4 (Orlicz fonksiyonu). Cift, konveks, sirekli ve M(0) = 0,
z — oo igin M(z) — oo dzelliklerine sahip bir M: R — [0,00) fonksiyonuna
Orlicz fonksiyonu denir. Eder en az bir ¢ > 0 igin M(z) = 0 ise M fonksiyonuna

dejenere Orlicz fonksiyonu denir [9].

Integral gosterim kullamlarak her Orlicz fonksiyonu, p(t) nin durumuna gbre iig

farkli gruba ayrilabilir:

i) p(0) = a olacak sekilde bir a > 0 vardur.
ii) 0 <t <t icin p(¢) = 0 olacak gekilde bir ¢, > 0 vardir.
iii) p(0) =0 ve t > 0 i¢in p(t) > 0 dur.

Birinci ve ikinci gruptaki Orlicz fonksiyonu dejenere Orlicz fonksiyonudur. Uclincii

gruptaki Orlicz fonksiyonuna M-fonksiyon diyecegiz.

Tamm 1.2.5 (N-fonksiyonun birinci tanimi).

||

M(u) = Ofp(t)dt (1.7)

gosterimine sahip olan bir M(u) fonksiyonuna N-fonksiyon denir, burada p(t)
fonksiyonu t > 0 igin sajdan sirekli, t > 0 icin pozitif ve
p(0) =0, p(oo) = lim p(t) = oo (1.8)

t—o0

sartlarme sadlayan azalmayan bir fonksiyondur [6].
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Ornek 1.2.1. M;(u) = %oi (o > 1) ve My(u) = e¥ — 1 N-fonksiyonlardsr.

Gergekten py(t) = ML(t) = t* 1 ve py(t) = My(t) = 2te”” fonksiyonlars, t > 0
igin sagdan strekli, t > 0 i¢in pozitif ve (1.8) sartlarim saglar [6].

Simdi, N-fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim.
(1.7) gosteriminden, her N-fonksiyon ¢ift, siirekli, orijinde sifir degerini alan ve
degiskenin pozitif degerleri i¢in artan bir fonksiyondur.

N-fonksiyonlar konvekstir. Gergekten, 0 < u; < ugp ise

(ur+u2)/2
M (ul ;rm) = [ p(t)dt

U1 (w1+tu2)/2
= fp@)dt+ [ p(t)dt
0 ul
u1 1 | (watuz)/2 (u14u2)/2
:fp(lt)dzwr5 [ p)dt+ [ p(t)dt
0 U uy

ve 7 =t — u; degisken degigtirmesi yapilirsa

(u1-tuz)/2 (ug—u1)/2
[ p)dt= [ plr+w)dr
ul 0

olur. w; < ®3¥ olmak tizere p nin monotonlugu, p(r + u;) < p(r+ ttus)

dolaysiyla
(u1+us)/2 (uz—u1)/2 w4 U
[ p@dt< [ p(r+ : 2) dr
u1 0] 2
esitsizligini verir. Egitsizligin sagindaki integral icin t = r + ﬂ;ﬂ degigken
degigtirmesi yapilirsa
(u1tusz)/2 uz
ptydt < [ p(t)de
uy (u1+ug)/2

elde edilir. Boylece

uy 1 | (uituz)/2 ug
M("“;“"‘) <fp(t)dt+—[ [ opwdt+ [ plt)dt

0 2 u1 (u1+u2)/2
(5% 1 U2
= [p(t)dt + 5fp(t)aht
0 w1
1w 1w 1 uz
= §fp(t)dt + 5fp(t)aht + —ifp(t)dt
0 0 uy

= S [M () + M)
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olur. u; ve us nin keyfi olmas: halinde, (1.7) gosteriminden agikga

(52w (252 (2452

< 5 [M(w) + M(uy)]

~

N —

dir.

(1.2) de uy = 0 alimirsa, 0 < « < 1 olmak {izere
M(ow) € aM(uq) (1.9)

elde edilir. p(t) nin azalmayan oldugu goz 6nilinde tutuldugunda, u > 0 icin

M) ] (t)dt <

Up

olacagindan, (1.8) esitsizliklerinden birincisi

M
im M _ (1.10)
u—0 U
esitligini verir. Benzer olarak, u > 0 icgin
M(u 1 2 1%
M) Lo > L f it > plug) (1.11)
U up Uy
olup, (1.8) egitsizliklerinden ikincisi
M
tim M _ o (1.12)

u—co U
egitligini verir.

Bir N-fonksiyon igin, (1.9) esitsizliginin egitlik hali, sadece & = 0, & = 1 ya da
u3 = 0 olmasi halinde saglanacaktir. Simdi, u; # 0 ve en az bir € (0,1) igin
(1.9) esitsizliginin egitlik halinin saglandigim kabul edelim. Bu durumda, Jensen
esitsizliginin ispatinda oldugu gibi, (1.9) esitsizligi her a € [0, 1] i¢in egitlige doniisiir.
Fakat, her « € [0, 1] igin

M (o) _ M (uy)

Uy Ui

dir ve bu esitlikte & — 0 igin limit alinirsa

lim M{ow,) _ M(uy)

a0 Uy Uy
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elde edilir. Bu ise, (1.10} ile celigir (u; # 0 oldugundan M(u,) = 0 olamaz).
Boylece, 0 < a < 1, u # 0 igin

M(au) < aM (u) (1.13)

dir.
(1.13) egitsizliginde o = %’ alinarak, M—Sﬁ fonksiyonunun, u nun pozitif degerleri
icin kesin artan oldugu, yani 0 < v’ < u igin

M) _ M)

u’ U

(1.14)

esitsizliginin saglandig hemen goriilebilir.
> 0 igin M (u) N-fonksiyonunun tersi olan fonksiyonu, M~(v) (0 € v < 00)

ile gosterelim. Bu durumda, (1.2) esitsizliginin bir sonucu olarak, vy, ve > 0 igin
M7 owy + (1 — @)vg] = aM ) + (1 — )M (vy)

egitsizligi saglanir.
M (u) N-fonksiyonunun p(u) sag tiirevinin monotonlugundan

ul [u|4-{w]
M(u)+ M) = fpt)dt+fpt)dt fp ydt+ [ p(t

ful

lul+lvi
f p(t)dt = M(Ju| + |v]) (1.15)
yazilabilir, burada
[v] ul+vl
fo@)dt < [ p(t)dt
0 Jua}

oldugu bir degisken degigtirmesiyle hemen goriilebilir.
Kabul edelim ki, a = M(u), b = M(v) negatif olmayan keyfi sayilar olsun.
Boylece, (1.15) esitsizliginden

M a+b) < M a) + M (b) (1.16)

elde edilir.

Bazen, N-fonksiyonun su tanimi kullanmak daha uygundur:

Tanim 1.2.6 (N-fonksiyonun ikinci tamimi). (1.10) ve (1.12) sartlarins saglayan
cift, strekli, konveks bir M(u) fonksiyonuna N-fonksiyon denir [6].
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Simdi, bu tammn, N-fonksiyonun birinci tanmimina denk oldugunu gosterelim.
Bunun icin, Tamm 1.2.6 kullanilarak bir N-fonksiyonun (1.7) formunda temsil
edilebilecegini gostermek yeterlidir.

(1.10) esitliginin bir sonucu olarak M (0) = 0 dir. Bu yiizden, Teorem 1.2.1 ve
M (u) fonksiyonunun cift olugudan, M (u) fonksiyonu

J]

M(u) = Ofp(t)dt

formunda temsil edilebilir, burada p(u) fonksiyonu (yani M(u) fonksiyonunun sag

tiirevi) w > 0 icin azalmayan ve sagdan siireklidir. « > 0 icin p{u) > @
oldugundan, u > 0 icin p(u) > 0 dir ve (1.12) esitliginin bir sonucu olarak
lim p(u) = oo
U—o0
olur.
Diger taraftan, ortalama deger teoreminden, u > 0 igin
2u 2u
M(2u) = [p(t)dt > [p(t)dt > up(u) (1.17)
0 u

esitsizligi elde edilir. Boylece, (1.10) esitliginin bir sonucu olarak

p(0) = lim p(u) =0

u—0

elde edilir.
N-fonksiyon ve Orlicz fonksiyonu tanimlar dikkate alindiginda bir N-fonksiyonun,

(1.10) ve (1.12) sartlarim saglayan bir Orlicz fonksiyonu oldugu hemen goriilebilir.

N-fonksiyonlarin bilegkesi

M (u), Ma{u) N-fonksiyonlarinin bilegkesi olan M [M;(u)] = M (u) fonksiyonu
da bir N-fonksiyondur. Béylece, u > 0 igin M (u) fonksiyonu, p(u) = p1(u).pe [M(u)]
seklinde bir sag tiireve sahiptir; burada pi(u), p2(v) fonksiyonlarn M;(u) ve My(u)
N-fonksiyonlarinin sag tirevidir.

pi(u) ve py(u) fonksiyonlar: sagdan siirekli, azalmayan ve (1.8) sartlanm

sagladigindan, p(u) fonksiyonu da bu sartlar saglar.
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Yukaridaki ifadenin tersi de dogrudur: Her M(u) N-fonksiyonu,
M(u) = My [M,(u)] olacak sekilde iki N-fonksiyonun bilegkesi olarak yazilabilir.
M; (u) N-fonksiyonu verildiginde M, (u) fonksiyonu

My (u) = M M (|u])] (1.18)

esitligi ile tek olarak tamimhdir, burada M; ' (v), M(u) fonksiyonunun tersidir.
Béylece, M(u) fonksiyonunu bir bileske formunda temsil etmek igin,
My(u) = M[M~*(Jul)] bir N-fonksiyon olacak gekilde bir M;(u) N-fonksiyonu

bulmaliyiz. u > 0 i¢in

p [M] " (u)]

Py (M7 ()]

egitligine sahip oldugumuzdan M, (u) fonksiyonunun bir N-fonksiyon olmasi icin bir

p2(u) =

gerek ve yeter gart, ;’1 (("u)) fonksiyonunun azalmayan, sagdan stirekli ve (1.8) sartlarim

saglayan bir fonksiyon olmasidir, ¢linki M{'(v) siirekli fonksiyonu

monotondur ve v — 0 icin sifira yakinsar, v — 00 i¢in sonsuza, iraksar.

Boylece, ;’1 ((“13) fonksiyonu azalmayan, sagdan siirekli ve (1.8) sartlarmm
saglayacak sekilde; azalmayan, sagdan siirekli ve (1.8) sartlarni saglayan bir p; (u)
fonksiyonu bulunabilirse

Mi(u) = Ioflpl (t)dt

ve (1.18) esitligi ile tanmumli Ms(u) fonksiyonu birer N-fonksiyon olacaktir, burada

M (u) = My [M;(u)] esitligi gegerlidir.

1.2.2 Tamamlayan N-fonksiyonlar

p(t), t > 0 igin pozitif, ¢ > 0 i¢in sagdan siirekli, azalmayan ve (1.8) sartlarim
saglayan bir fonksiyon olsun. s > 0 i¢in
q(s) = supt (1.19)
p(t)<s
esitligi ile ¢(s) fonksiyonu tanimlansin [6].
q(s) fonksiyonunun p(t) fonksiyonu ile aym Gzelliklere sahip oldugunu gérmek

kolaydir: ¢(s), s > 0 igin pozitif, s > 0 igin sagdan siirekli, azalmayan ve

q(0) =0, limg(s) = oo (1.20)

§—>00
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sartlarin saglayan bir fonksiyondur.

g(s) fonksiyonunun tanimindan
alp®)] > ¢, pla(s)] 2 s (1.21)
esitsizliklerinin saglandig ve € > 0 i¢in
glp(t) —el <t, plals) -] <s (1.22)

oldugu hemen goriilebilir. Gergekten, p(t) < s olacak sekildeki her s > 0 igin
q(s) > t oldugundan p(t) = s i¢in de g(s) > t dir, yani ¢[p(t)] > t dir. Benzer
olarak, p(t) < s olacak sekildeki her s = 0 i¢in ¢(s) > ¢ ve p azalmayan oldugundan
p(t) = s igin de ¢(s) > ¢ dir, bdylece plg(s)] = p(t) = s olur.
Eger p(t) fonksiyonu siirekli ve monoton artan ise bu durumda ¢(s) fonksiyonu

p(t) nin ters fonksiyonudur. Genellikle, ¢(s) fonksiyonuna p(t) nin sag tersi denir.

Aym gekilde, p(t) fonksiyonu ¢(s) fonksiyonunun sag tersidir.

Tamim 1.2.7 (Tamamlayan N-fonksiyon). M(u),

[e=)

integral gosterimine sahip bir N-fonksiyon ve q, p nin sag tersi olsun. Bu durumda
Jv]
N(v) = /q(s)ds
0

ile tanamlanan N(v) N-fonksiyonuna M nin tamamlayans denir [6].

®(u) ve U(v) fonksiyonlarmin birbirini tamamlayan N-fonksiyonlar oldugunu
kabul edelim. ®;(u) = a®(bu) (a,b > 0) N-fonksiyonu gdz oniine alindiginda su
durumlar mevcuttur.

®;(u) nun tamamlayani olan ¥, (v) fonksiyonu

¥, (v) = a¥ (ab) (1.23)

esitligi ile tamimlanir. Gergekten, ®;(u) fonksiyonunun sag tirevi p;(t), abp(bt)

fonksiyonuna esittir, burada p(t), ®(u) N-fonksiyonunun sag tiirevidir. Boylece,

q (i) = sup t= sup bt= sup bt=>b sup t=bg(s)
ab/ p<E  pNSE  Amssy  mO<s
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olup
[v] v] [v]/ab

W) = [aeds = [a(5)ds= [ as)as

0 0 0

elde edilir ve bu, (1.23) esitligini gerektirir.

1.2.3 Young esitsizligi
p(®), s

p(w

M(U)/U P ) Ny S N SNy R Sy Sy S v v S

qv)  Lgs)

Sekil 1.2.

Sekil 1.2 de T ve S alanlan sirasiyla M (u) ve N(v) N-fonksiyonlarinin alanlarim
ifade etmektedir.
uwv < M (u) + N(v) (1.24)

esitsizliginin saglandigy geometrik olarak aciktir. M(u) ve N(v) ¢ift fonksiyonlar
oldugundan (1.24) esitsizligi her u, v igin gegerlidir ve bu egitsizlige Young Esitsizligi
denir [6].

Yine Sekil 1.2 den, v verildiginde u = q(|v|)sgnv; u verildiginde v = p(|u|)sgn u

olmak iizere (1.24) esitsizliginin

[ul

wo = up(jul)sgnu = up(ful) - = ulp(jul) = M(w) + Np(jul)]  (1.25)
w = vg([o])sgnv = va(w) 2 = ol g(vl) = Mla(w)] + M) (1.26)
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egitliklerine indirgenebilecegi agiktir.
(1.24) esitsizliginden N(v) > wv — M (u) dir. (1.26) egitliginden, bu egitsizlik
u = ¢(|v])sgn v igin

N(v) = suplu|v| — M(u)] (1.27)

u>0
egitligine dontisiir.
(1.27) esitligi, M nin tamamlayan N-fonksiyonunun tanimi olarak alinabilir.
Young egitsizliginde M(u) = N(v) = v alinirsa, v > 0 igin M1 (v)N~1(v) < 2v
oldugu goriilebilir. Diger taraftan, Sekil 1.2 den N [@] < M(u) olur. Boylece,
v < M~ (v)N~*(v) dir. O halde, her v > 0 igin

v< M v)N(v) € 2v (1.28)

olur.

o

Ornek 1.2.2. M;(u) = [%— (a > 1) bir N-fonksiyondur. M,(u) fonksiyonunun
tamamlayan N-fonksiyonu hemen bulunabilir. t > 0 i¢in p1(t) = M, (t) = t*71 olup,
¢:(s) = s~ (s > 0) olacakter. Burada = + % =1 dir. Béylece,

vl s
Ni(v) = /ql(s)ds = %

o

olur [6].

Ornek 1.2.3. My(u) = e/ — |u| — 1 N-fonksiyonunun tamamlayan N-fonksiyonunu
bulalim. po(t) = My(t) = ¢ — 1 (¢t = 0) ve buradan ¢(s) = In(s + 1) (s > 0)
olacaktir. Boylece

to]

Np(v) = / 0o(s)ds = (1 + Jv]) In(1 + [v]) = [o] (1.20)

[e=]

olur [6].

Birgok durumda, tamamlayan N-fonksiyon icin agik bir formiil bulmak mumkiin
olmaz. Ornegin, M(u) = e** — 1 alimirsa, p(t) = 2te?” dir ve ¢(s), acik formda ifade

edilemez.
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Tamamlayan fonksiyonlar i¢in bir egitsizlik

Asgagidaki teorem, bir N-fonksiyon ile onun tamamlayani arasindaki bir iligkiyi

verir.

Teorem 1.2.2. M, ve My N-fonksiyonlari, u > uo igin My(u) < Ma(u) esitsizliging
saglasin.  Bu durumdae, v 2 vy = p2(ug) olmak iizere Ny wve Ny tamamlayan

N-fonksiyonlars i¢in No(v) < Ny(v) esitsizligs saglanar [6].

1.2.4 N-fonksiyonlarin kargilagtirilmasi

Tanim 1.2.8. M, ve My ki N-fonksiyon olsun. u = ug i¢in
My (u) < Ma(ku) (1.30)

olacak sekilde ug ve k pozitif sabitleri varsa, My N-fonksiyonu M, den kuvvetlidir
denir ve

My < M, (ya da Mo > Ml) (131)
ile gosterilir [6].
M, < M, ya da My < M; bagintilarindan birt saglamiyorsa, My (u) ve My(u)
N-fonksiyonlars kargilagterilabilirdir dener [6].

M, < M, ve My < M3 oldugunda M7 < Mj; olacag hemen goriilebilir: My < My
ve M, < Ms olsun. Bu durumda, ug, k1 ve ko pozitif sabitler olmak tzere u 2 ug

igin My (u) < Ma(kiu) ve My(u) < M (kqu) egitsizlikleri vardir. Bdylece,

U kiu u
0 0 0

ve
/Cz'll. u

/upz(t)dt < /Pa (t)dt = kz/m(kﬂ)dt

0

yazilabilir. Bu iki esitsizlikten py(t) < kipa(kit) ve pa(t) S48
pr(t) < Kikaps(ikat) olup, bu M (u) < kiks Ms(krksu) dol e

demektir. (1.31) bagntisins saglayan elemanlarin ciimlesi bir kismi siral ciimledir.
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(1.31) bagmtisim saglayan N-fonksiyonlarin en basit drnegi, ay,as > 1 olmak
lizere, cy < g igin Mi(u) = |u|™, Ma(u) = |ul®* fonksiyonlaridir.
Ayrica, @ > 1 olmak tizere M(u) = |u|® [1 + |In|u]|] N-fonksiyonu ele alindiginda,

ate

keyfi € > 0 igin |u|® < M (u) < |u|*"* olacag: agiktir.

1.2.5 Denk N-fonksiyonlar

Tanim 1.2.9. My < M, ve My < M, ise My ve My N-fonksiyonlarina sonsuzda
denktir veya sadece denktir denir ve My ~ My ile gdsterilir [6].

Her N-fonksiyonun kendisine denk oldugu ve iki N-fonksiyon bir ii¢iincii
N-fonksiyona denk ise iigliniin birbirine denk olacagi agiktir. Bu nedenle, biitiin
N-fonksiyonlarin ciimlesi, birbirine denk fonksiyonlarin siniflarma ayrilabilir.

Yukaridaki tanima gore, M; ve My N-fonksiyonlarinin sonsuzda denk olmasi i¢in

gerek ve yeter sart, u > up igin
Ml(klu) < Mz('U,) < Ml(k'QU) (132)

olacak gekilde ky, ky ve ug pozitif sabitlerinin var olmasidir.

Her 0 < u < wug igin (1.32) egitsizligi saglanacak sekilde ki, ky ve ug pozitif
sabitleri varsa M, ve My N-fonksiyonlar: sifirda denktir denir [4].

Bu egitsizliklerden, M(u) N-fonksiyonunun keyfi bir & > 0 ic¢in M (ku)
N-fonksiyonuna denk oldugu sdylenebilir. Ayrica

lim M(w) =
u—ro0 My (u)

a>0 (1.33)
sartim1 saglayan M ve M; N-fonksiyonlarinin denk olacag aciktir.

Teorem 1.2.3. M; < M, olsun. Bu durumda, bu fonksiyonlara karsilhk gelen

tamamlayan N-fonksiyonlar Ny < Ny bagintisy ile birbirine baghdir [6].

Teorem 1.2.4. M; ve M, N-fonksiyonlars denk ise onlarin N, ve Ny tamamlayan

N-fonksiyonlar: da denktir [6].

Tanim 1.2.10. @ bir konveks fonksiyon ve M bir N-fonksiyon olsun. u nun biyik
dederleri icin Q(u) = M(u) ise Q fonksiyonuna, M nin esas kisms denir [6].
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Teorem 1.2.5. Q) konveks fonksiyonu

lim Q) =00 (1.34)

u—>0 U

sarting saglasin. Bu durumda Q, en az bir N-fonksiyonun esas kismaudur [6].

Tanmim 1.2.11. Bir M(u) N-fonksiyonu i¢in

w) ()

pM:}ggM(u)

olarak tanimlanan pys reel saysina, M nin alt Stmonenko indeksi ve gy reel saysina,

M nin dst Simonenko indeksi denir [1].

1.2.6 Ag-sarti
Tamim 1.2.12 (Ag-gart1). u > ug i¢in
M (2u) € kM (u) (1.35)

olacak sekilde k > 0, ug > 0 sabitleri varsa, M(u) N-fonksiyonu u nun buyik
degerleri i¢in (ya da sonsuzda) Ag-sartine saglar denir. Eder 0 < u < wug igin (1.85)
esitsizligi saglanwrsa, M(u) N-fonksiyonu u nun kigik degerleri icin (ya da sifirda)

Aq-sartina saglar denir [6].

(1.10) esitliginden, u # 0 i¢in M (2u) > 2M (u) oldugundan, daima k > 2 olacag:
sOylenebilir.

Ag-sart1, u nun biliyiik degerleri igin
M(lu) < k()M (u) (1.36)

esitsizliginin saglanmasina denktir, burada [ > 1 dir.

2™ > [ olsun. (1.35) esitsizliginden, = > g olmak iizere
M(lu) < M(2™u) < k"M (u) = k(1) M (u)
olur. Tersine, 2 < " alimirsa, (1.36) egitsizliginden
MQ2u) < M(I"u) < k™() M (u)
olacaktir.
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Ornek 1.2.4. a > 1 olmak dzere, M(u) = a|u|® N-fonksiyonlars, her v dejers
icin Ag-gartini saglayan fonksiyonlara basit bir ornek olarak verilebilir. Gergekten,

M(2u) = a2® |[u]® = 2°M (u) dir [6].

Acik olarak,

T M(2u)
U—00 M(u)

ise, 4 nun biyiik degerleri igin Aj-garti saglanir. Ayrica, Asg-sartinin biitiin » lar

< 00 (1.37)

i¢in saglanmasi, yani her u igin (1.35) egitsizliginin saglanmasi, (1.37) ve

e M (2u)
u—0 M('u,)

< 0o (1.38)

sartinin saglanmasina denktir.
Eger M (u) N-fonksiyonu A,-gartin sagliyorsa, M (u) N-fonksiyonuna denk olan
herhangi bir N-fonksiyon da Aj-gartim1 saglar. Simdi, kabul edelim ki M; ~ M

olsun. Bu, u > u; olmak iizere
M(ou) < M;(u) < M(Bu)

olacak gekilde o < f ve u; > 0 sayilarinin bulunabilecegi anlamina gelir. Boylece,

u = max(ug, uy) icin

My (2u) < M(26u) = M <2§au> <k <~2ﬁ) M(ow) < k (%) M (u)

(0%

olup, M, de Ay-gartini saglar.

A,-sartim saglayan N-fonksiyonlarin her denklik simifinda, her w igin, (1.35)
esitsizligini saglayan N-fonksiyonlarin var olacagina dikkat edilmelidir. Gergekten,
kabul edelim ki M(u) fonksiyonu w > wug igin (1.35) esitsizligini saglasin.

o = upp(uo)/M (ug) > 1 olmak tizere, M (u) fonksiyonu

M (ug) o’ < .
=] & M S (1.39)
M('LL) > Iul Z Ug ise

esitligi ile tanimlanirsa, her u icin
M (2u) € max(2%, k)M (u)
olur.
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As-gart1 i¢in bir kriter
Ag-gartinin hangi durumlarda saglanacag: su kriter ile s6ylenebilir.

Teorem 1.2.6. M(u) N-fonksiyonunun Ag-sartini saglamasi igin gerek ve yeter

sart, u = ug 1¢in

up(u)
M () < o (1.40)

olacak gekilde a ve ug > 0 sabitlerinin var olmasidir, burada p(u) fonksiyonu, M

nin sag tirevidir [6].

Eger (1.40) esitsizligi her v > 0 i¢in saglanirsa, her w > 0 igin M nin A,-gartim
saglayacag kolayca goriilebilir.

Teorem 1.2.6, Ag-sartim saglayan N-fonksiyonlarin, iistel fonksiyonlardan daha
hizli artmayacagimin oldukga basit bir ispatina olanak Saélar. Gercekten, Ag-garti
saglaniyorsa, (1.40) esitsizliginden

[ p(t)
/Wdt <

U

/dt
a _—
t

ug

yani, u > ug igin

M
M(u) < -—(:L)u" (1.41)
U
dir.
Bir M (u) N-fonksiyonunun p(u) sag tirevi, u > ug igin
p(2u) < Ip(u) (1.42)

egitsizligini saglarsa, M nin A,-gartini saglayacag kolayca goriilebilir, burada [ > 1
ve ug 2 0 dir. Gergekten, (1.42) esitsizliginde her iki tarafin 0 dan u ya integrali

alinirsa

u U

/ p(2t)dt < 1 / p(t)dt

0 0

2u 7
-1 / p(t)dt < I / plt)dt
0

0

— %M(Zu) < IM(u)
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olur.
Eger p(u) fonksiyonu, argumanin biiyiik degerleri i¢in konkav ise, yani yeterince

biyiik u,, us sayilar: igin

ise (1.42) esitsizligi saglanir.

Bir N-fonksiyonun tamamlayam igin As-gart:

Simdi su soruyu sorabiliriz: Bir N-fonksiyon verildiginde, onun tamamlayaninin

Ay-gartini saglayip saglamayacagini nasil belirleyebiliriz?

Teorem 1.2.7. N(v) N-fonksiyonunun tamamlayans olan M(u) fonksiyonunun

Aq-sarting saglamasy igin gerek ve yeter sart, v = vy olmak tzere
1
N(v) < ZN(Z’U) (1.43)
olacak sekilde | > 1 ve vy > 0 sabitlerinin var olmasidir [6].

(1.43) esitsizligi her v > 0 i¢in saglanwrsa M (u) fonksiyonu da her u i¢in A,-sartin
saglar.

Tersi konveks olan bir fonksiyon konkav oldugundan ve argumanin bilyik
degerleri icin tiirevi konkav olan bir N-fonksiyon Aj-gartim sagladigindan, M (u)
fonksiyonunun tamamlayan N-fonksiyonu olan N(v) bir konveks tiireve sahip ise

M (u) fonksiyonu A,-gartini saglar.

Lemma 1.2.4. p(u) ve q(v) fonksiyonlar: sirekli olsun. Bu durumda (1.40)

esitsizliginin saglanmast igin gerek ve yeter sart, v nin biytk dederleri igin

vg(v) @
> .
N@w) ~ a—1 (1.44)
esitsizliginin saglanmasidar [6].

Teorem 1.2.6 ve bu lemmadan su teorem agiktir.

Teorem 1.2.8. v nin biyik degderleri igin N (v) N-fonksiyonu, monoton artan sirekli

bir tireve sahip olsun. Bu durumda, N(v) fonksiyonunun tamamlayans olan M (u)
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fonksiyonunun Ag-sartine saflamast icin gerek ve yeter sart, v nin biyik dederleri
1IN
vg(v)
N(v)

> o (1.45)

olmasidir, burada cy > 1 dir [6].

Her u > 0 igin (1.45) esitsizliginin saglanmasi halinde, her u i¢in M nin Ay-sartin

saglayacag1 kolayca goriilebilir.

Ornek 1.2.5. Daha dnce belirtildigi gibi oo > 1 igin M(u) = a lu|® N-fonksiyonlar:

u nun bitin degerlers igin Ag-sartins saglar [6].
Ornek 1.2.6.

M(u) = |ul®[1 + |In |u] (1.46)
N-fonksiyonunu alalim. u > 1 i¢gin

up(u) a+1l+alny

M(u)  l+lnu
olup
_up(u) _
M)

elde edilir. Bu nedenle, Teorem 1.2.6 geregince, (1.46) ile verilen N-fonksiyon

u nun buyik dederleri i¢in Aq-sartine saglar.

CoMew) (Cw(-In(=2w) -2/
B Y Ml Sy e Y gy e s s —1/u) =2
M(2u) . (2u)*(1—1n2u)) .. _,—2/(2u)
m = lim 2% ———~ = 2¢
w0t M(u)  woot (w)*(1 —lnu) w0t —1/u
egitliklerinden
1imM(2u) = 2%
u—0 M(u)
ve benzer hesaplamalarla
lim M (2u) _ o

elde edilir, yani (1.87) ve (1.88) sartlart saglamr. O halde, (1.46) ile verilen

N-fonksiyon her u igin Aq-sartini saglar.

28



M nin tamamlayans olan N(v) fonksiyonunun do Ay-sarting sadladiis gorilebilir.

(1.46) ile werilen fonksiyon Ag-sartini sagladigindan, Teorem 1.2.6 dikkate

abimdiginda, u > ug i¢in
up(v)
— <
M(u) <7

olacak sekilde wo, B sabitleri bulunabilir. Lemma 1.2.4 geregince, v nin biyik

degerleri icin

vg(v) p
N@w) ~ B-1

esitsizligi saglansr. Boylece Teorem 1.2.8 gerejince, N(v) fonksiyonu, v nin biytik

degerleri icin ANq-gartini sadlar [6].

Ornek 1.2.7.
N@)=e —|u] -1 (1.47)

N-fonksiyonu Aq-sartime saglamaz, ¢linki N(v), tustel fonksiyondan daha hizly artar.
N(v) fonksiyonunun tirevi olan e’ — 1 (v > 0) konvekstir. Gercekten, e®t = k,

e”? = ky > 0 alinirsa

ki + kS +kiky >0

= kiky < k2 + k3 + 2kiky = (ky + ky)?

= Vi VE < k1 + ko

e M2g0/2 gt | g2

= e1H2)/2 L gu1 4 v
olur. Turevi konveks olan bir N-fonksiyonun tamamlayani A,-sarting sadladigindan,
N(v) fonksiyonunun tamamlayans olan M(u) fonksiyonu Ay-sartim saglar. N(v)
fonksiyonunun (1.43) sartins sagladfine gostermek zor dedildir. (1.47) ile verilen
N-fonksiyonun tamamlayan: olan M (u) fonksiyonunun Ag-gartin sagladsgs dogrudan
gorilebilir, ¢inki M(u) fonksiyonu, M (u) = (1+ul) In(1+ |u|) — |u| ile agtk formda
ifade edilebilir. Boylece M nin her w igin Ag-sartin sagladsin kolayca gorilebilir [6].

Ornek 1.2.8. Simdi, tamamlayan M(u) fonksiyonu agik formda ifade edilemeyen

Nw)=¢" —1 (1.48)
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N-fonksiyonunu g6z dnine alalim. Yine de, Teorem 1.2.7 kullamlarak, M (u)
fonksiyonunun degiskenin bitin dederleri icin Aq-sartins sagladigr gosterilebilir.
Oncelikle, ©(t) = e* — 4e* + 3 fonksiyonu monoton artandir, ciinki
©'(t) = 4e* — det = 4ef(e® ~ 1) > 0 dar. t = v? > 0 alimrsa p(v?) > 0 olacafindan
e’ —4e” +3>0
e 1 —4e” 44> 0
=" —1>4(e” - 1)
= N(2v) > 4N (v)
esgitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, (1.48) ile verilen fonksiyon i¢in, | = 2 olmak
uzere (1.48) sartudar [6].
Onceki 6rnekler g6z Oniine alindiginda, birbirini tamamlayan iki N-fonksiyondan
en azindan birinin As-gartin saglayacag: varsayimi yapilabilir. Bundan bagka, her
N-fonksiyonun, As-gartini saglayan bir kuvvet fonksiyonundan daha hizli artacag

varsayimi da yapilabilir. Simdi, her iki varsayimin da dogru olmadigini gosteren bir

ornek verelim. Tirevi,

t , tel0,1)ise
K, tellk—1LE) (k=2,3,...) ise

egitligi ile verilen, M (u) N-fonksiyonu olusturahim.
]

M(u) = [p(t)dt N-fonksiyonunun Ao-gartini saglamadigini gostermek icin
0

p(t) =

M(2u,) > nM(u,) (n=1,2,...) (1.49)

olacak gekilde u, sayilarinin iraksak bir dizisinin var oldugunu gostermek yeterlidir.

un, =n! (n=1,2,...) alahm. Bu durumda, (1.17) esitsizliginden

M (2u,) > unp(un)

= nlp(n!) = nl(n + 1)!
ve

M (1) = nfp(t) dt =n ( Ofp(t)dt + fp(t)dt)

1
:—2-n+n-n!(n!—1)<n-n!n!
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olup, (1.49) elde edilir.

M nin tamamlayan fonksiyonunun sag tirevinin

o(s) = s , s€0,1) ise
(k—1! , se[(k—1LK) (k=2,3,...) ise

olacag acgiktir.

Simdi, N(v) = Ifvlq(s)als N-fonksiyonunun da Aj-gartini saglamadifini gosterelim.
Bunun igin, v, = n'o(n =1,2,...) dogal sayilarimin (v,,) dizisini alahm. Bu durumda,
yine (1.17) esitsizliginden

N(2v) > nln!

ve

nN(v,) = nz!q(s)ds =n (jl‘q(s)ds + 1Tq(s)ds)

0

= —;—n +n(n —1Dl(n! = 1) <n(n - 1)In! = nln!

olup, N(v,) > nN(v,) (n=1,2,...) elde edilir. g(s) < s (s > 0) oldugundan, N(v)

fonksiyonu v?/2 fonksiyonundan daha hizli artmaz.

1.2.7 A’-gart:1 (altcarpimsallik)

Tanim 1.2.13. Her u,v > ug i¢in

AN

M(uv) € cM(u)M(v) (1.50)

olacak sekilde ¢ ve ug pozitif sabitleri varsa, M (u) N-fonksiyonu, sonsuzda A'-sarting
saglar (ya da sonsuzda altcarpymsalder) denir. Eger her 0 < u,v < ug igin (1.50)
esitsizligi saglanacak bigimde ¢ ve ug pozitif sabitleri varsa M(u) N-fonksiyonu,
sifirda A'-gartine saglar denir. Hem sonsuzda hem de sifirda alt¢carpimsal olan

N-fonksiyona [0, 00) tzerinde altgarpimsaldr denir [4].

Tanim 1.2.14. Her u 2 u; i¢in
M (u?) < duM(u) (1.51)

esitsizliging saglayan d ve uy pozitif sabitleri varsa, M(u) N-fonksiyonu A-gartina

saglar denir [4].

31



Ornek 1.2.9. u € [0,00) dgin M(u) = uln(l + u) N-fonksiyonunu alalim. Bu

durumda,

M(u?) = u?In(1 +v?) < v’In [(1 + u?)?]

= 202 In(1 + u) = 2uM(u)

olup, M(u) N-fonksiyonu A-gartine saglar (d = 2 ve uy = 0 pozitif sabitleri ile).
Ayrica, M(u) = wln(1 + u?) ve M(u) = wln®(1 + u) N-fonksiyonlars da A-gartima
saglar [4].

Lemma 1.2.5. M(u) N-fonksiyonu A'-sartins saglarsa Nq-sartins da saglar [6].

Simdi, kabul edelim ki M(u), A’-sartin1 saglasm ve M;(u) N-fonksiyonu M (u)
fonksiyonuna denk olsun. Géosterecegiz ki, M;(u) fonksiyonu da A’-gartim saglar,
yani A’-sartinin saglanmasi, birbirine denk N-fonksiyonlar simfinin bir ozelligidir.

M ~ M; oldugundan, v > u; i¢in

olacak sekilde, ki, ko, u; pozitif sabitleri vardir. Genelligi bozmayacagindan, k; <1
ve ug, U1, kg > 1 alinabilir.

Lemma 1.2.5 geregince,

M <—]—€\/—le1/,) L ksM(u) (u = ug) (1.53)

olacak sekilde k3 > 0 ve uy > 0 bulunabilir. B&ylece, u,v > max (ug, u1, uz/k1) igin

My (uwv) < M(ksuv) < cM (\/k_Qu) M <\/k_2v)
< ck2M (kyu) M (kyv) < cki My (u) M (v)

elde edilir.

A'-gartim saglayan N-fonksiyonlann simifinin, ashnda Aj-gartim saglayan
N-fonksiyonlarn simnifi olduguna dikkat edilmelidir. Ornegin, M (u) = u%/In (e + |u|)
fonksiyonunu goz oniine alalim. M (u) bir N-fonksiyondur, ¢iinkii onun tirevi olan

p(u) = {2u(u + €) In(u + €) — u?} / {(u + €) In’(u + €) } (v > 0) fonksiyonu monoton
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artandir ve (1.8) sartlarim saglar. p(u) fonksiyonunun monoton artanlii hemen

gortlebilir: « > 0 igin

! 2 2142
= +e)”1 +e)—
p'(u) (u+e)21n’(u +e) [+ ) In*(u +-e)
2
—2u(u+e)In(u +e) + u® + y_ln(;t——l—e)
2 2
> +e)ln(ute) —u” 20
(u+e)2In*(u + e) [(u+e)Infute) —ul
dir. Simdi
. M(Q2u)
oldugundan, M(u) N-fonksiyonu As-gartini saglar, fakat
M 2
lim ————(u )2 =
u=roo [ M (u)]

oldugundan A’-gartini saglamaz.

M.A. Krasnosel’skii & Y.B. Rutickii [6, syf.30] tarafindan ortaya atilan su soruya,
H. Hudzik & L. Maligranda [4] agagidaki teorem ile olumsuz bir cevap vermistir:
“Sonsuzda altcarpimsal olan herhangi bir M Orlicz fonksiyonu igin, [0, co) iizerinde

altcarpimsal,
im

u—0 U

=0 (1.54)

sartin saglayan ve sonsuzda M fonksiyonuna denk olan bir M; Orlicz fonksiyonu

var mudir?”.

Lemma 1.2.6. M sifirda Ay-sartins saglayan ve ug > 0 dgin bir [0,u,] aralifinda
altcarpimsal olan bir Orlicz fonksiyonu ise u; > up igin [0,u1] aralfindae

alt¢arpymsaldur [{].

Teorem 1.2.9. M A-gartinz saglayan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda,
M sonsuzda alt¢arpimsaldir ve (1.54) sartine saglayan, sonsuzda M ye denk olan ve

[0, 00) tizerinde altgarpimsal olan hicbir Orlicz fonksiyonu yoktur [4].

Onerme 1.2.1. M sonsuzda (yani u; > 0 igin bir [u;,00) arahfinda) altcarpimsal
olan bir Orlicz fonksiyonu ise herhangi bir 0 < uy < wy i¢in [ug,00) aralifinda

altcarpymsaldur [4].
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Teorem 1.2.10. M sonsuzda alt¢arpimsal olan ve p = p(M) > 1 Simonenko
indeksli bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda, (1.54) sartini saglayan, [0, c0)

uzerinde altcarpimsal ve sonsuzda M ye denk olan bir My Orlicz fonksiyonu vardur

[4]-

Uyar1 1.2.2. M A-gartins saglarsa p = p(M) = 1 dir. Bu yizden, Teorem 1.2.10,
p=p(M) =1 i¢in genelde dogru degildir [4].

Uyar:1 1.2.3. (1.54) sarts, Teorem 1.2.9 ve Teorem 1.2.10 i¢in énemlidir. Bu sart
¢rkarhirsa, M.A. Krasnosel’skii & Y.B. Rutickii’nin sorusuna cevap daima olumly
olacaktir. Yani, sonsuzda altcarpimsal olan bir M Orlicz fonksiyonu i¢in, [0, 00)

uzerinde altcarpimsal ve sonsuzda M ye denk olan bir My Orlicz fonksiyonu vardsr
[4]

Teorem 1.2.11. M Orlicz fonksiyonunun, [0,00) dzerinde (sonsuzda) [ssfirda]
altcarpimsal olmasy icin gerek ve yeter sart, M nin sag tirevi olan p nin, siraswyla

[0, 00) tzerinde (sonsuzda) [sifirda] altgarpimsal olmasidir [4].

Lemma 1.2.7. M sifirda Ag-sartine saglayan ve ug > 0 i¢in [0,uo] aralhiginda
altgarpimsal olan bir Orlicz fonksiyonu ise herhangi bir uy > ug sayise igin, [0,uq]

araliginda da altcarpimsaldsr [4].

Teorem 1.2.12. M sifirda altcarpamsal olan bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu
durumda
M
lim 21 _ (1.55)

uU—r0o0 u

sartingy saglayan, [0,00) dzerinde alt¢arpimsal ve sifirda M ye denk olan bir M,
Orlicz fonksiyonunun var olmass i¢in gerek ve yeter gart, M nin sifirda Aq-sartinm

saglamasidur [4].

Uyar:1 1.2.4. M nin sonsuzda altcarpimsal olmass, sonsuzda As-sarting saflamasing

gerektirir, fakat sifirda altcarpimsallik, ssfirda Ag-sarting gerektirmez [4].

Ornek 1.2.10. a > 0 ¢t

0 , u =0 1se

My (u) =
(v ult®In (1+e‘“_°‘) , u >0 ise
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Orlicz fonksiyonlar: [0,1] dizerinde altcarpmsaldir fokat [0,00) dzerinde dedildir.
M, Orlicz fonksiyonlar, u — 0% igin My (u)/u — 0 gartine saglariar fakat, sifirda
Ay-sartim saflamazlar. M, fonksiyonlarinan [0, 1] dizerinde altcarpimsal oldugunu
gbstermek icin asafndaki esitsizlik kullamlabilir:

K > €* olmak tizere, u,v € (0,1] i¢gin

(1 + e"“_a) (e ) >1+Ke™® “In (1 + e“”_a)

oy
>1+Ke ™ ——
= + 1 + 6__1)—0(
>1+e™

—av—a

=1
T (1+e™")

dar.
Teorem 1.2.13. Her sabit u > ug igin h(t) = p(ut)/p(t) fonksiyonu, t > ug icin

artmayan olacak sekilde bir ug > 1 sayst var olsun. Bu durumda

ful

M(u) = [p(t)dt
0
N-fonksiyonu A'-gartins saglar [6].

Lemma 1.2.8. g(t) = tp/(t)/p(t) fonksiyonu t > up igin artmayan ise u 2 wy > 1
sabit olmak dizere, h(t) = p(ut)/p(t) fonksiyonu t > ug igin artmayandir [6].

Teorem 1.2.13 ve yukanidaki lemma kullanlarak, agagidaki teorem verilebilir.

—_

t) fonksiyonu turevlenebilir ve

tp'(t)
p(t

Teorem 1.2.14. t nin buyik degerlert i¢in p

~—~

(1.56)

|

g(t) =

~—

fonksiyonu artmayan olsun. Bu durumda

Jul

M) = [pt)d
0
N-fonksiyonu A'-sartina saglar [6].

Simdi, bir N-fonksiyonun tamamlayam igin A’-gartinin hangi durumlarda

saglanacagim gorelim.
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Teorem 1.2.15. M (u) N-fonksiyonunun p(u) tirevi, u > up > 1 i¢in tirevlenebilir
ve g(t) = tp'(t)/p(t) fonksiyonu, t = uy i¢in azalmayan olsun. Bu durumda, M (u)

N-fonksiyonunun tamamlayani olan

N-fonkstyonu A'-sartiny saglar [6].

Ornek 1.2.11. i) a > 1 igin My(u) = |ul* /o N-fonksiyonunu alalim. Acikca,
her u,v igin Mi(wv) = aM;(u)M; (v) dir, yani My(u), A'-gartine saglar [6].

it) a > 1 olmak tzere

Ma(u) = Jul® (1 + [In]ul})
esitligi ile verilen N-fonksiyon, her u,v ig¢in A'-gartine saglar [6].

i) Mi(u) = (1+|u))Iln(l+ |u|) — |u| N-fonksiyonunu géz oniinde tutalim.
u nun biyik dederlers i¢in konveks olan Q(u) = ulnu fonksiyonu (1.84) sartin
sagjlar. Teorem 1.2.5 gerefince, Q(u) fonksiyonu en az bir ®(u)
N-fonksiyonunun esas kismadir, yant v nun biyik degerleri i¢in ®(u) = Q(u)

olur. t > e igin
t®'(t)  1+Int
90 =Fa = Tt

fonksiyonu artmayan oldugundan, Teorem 1.2.14 geregince & N-fonksiyonu

A'-sartin saglar. (1.38) sarts saflandsgindan, ® ve M3 N-fonksiyonlar: denktir.
Bu yizden, My fonksiyonu da A'-sartine saglar [6].

) M(u) = (14 u))VPOED 1 N-fonksiyonunun tamamlayant olan N(v)
N-fonksiyonunun A'-gartine sagladifiny gésterelim. M(u) fonksiyonunun saj

tirevi

p(t) = M'(t) = gm(l 4 ¢V
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olacagindan

() |3 B 1 ¢
9= = [EVIHOH) 1+2ln(1+t)} 1+t

g ! 5 1 .
T = 0 |a/m(+8) 2l (1+1)

1 3 1
—’“m[im—l-{—m} >0

elde edilir. Boylece, t nin biyik dederleri igin g(t) artandsr ve Teorem 1.2.15

geredfince N(v) N-fonksiyonu A'-gartiny saglar [6].
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BOLUM 2
ORLICZ DIZI UZAYLARI

Bu boliimde, elemanlan skalerlerin bir dizisi olan Orlicz dizi uzaylarina yer

verildi.

2.1 ¢y Dizi Uzay:

Bu kisim, W. Orlicz’in £, uzayin genellegtirme fikriyle baglayan ve W. Orlicz’den
sonra K.J. Lindberg, J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, P.K. Kamthan, M. Gupta ve daha
birgok matematikginin katkilariyla genigleyen Orlicz dizi uzaylar teorisine bir girig
niteligindedir.

Tanim 2.1.1. Her bir M Orlicz fonksiyonu i¢in
_ : [o,¢]
Ly = {m = (z5) € w: ZM(’:L‘]CI) < oo}
k=1

ile tanumlanan £y cimlesine Orlicz dizi sunfs denir [5].

Tanim 2.1.2. M bir Orlicz fonksiyonu olmak tzere

by = {x = (zx) € w: iM ('—a;)i{) <oo,3p>0 igin} (2.1)
k=1
ile tanamlanan dizi uzayina Orlicz dizi uzayr denir [9].
M ve N birbirini tamamlayan Orlicz fonksiyonlar olmak izere, Young esitsizligi
ve (1.25) egitsizligi kullamlarak, £,
by = {a: €w:Vy € EN icin ixkyk yakmsak} (2.2)
k=1

olarak da verilebilir [5].

Teorem 2.1.1. Her bir x € £y icin

oC
sup { Zxkyk

k=1

YN () < 1} <o
k=1

dir [5].
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Boylece, ||z||,, = sup kayk : ZN(kaD < 1} seklinde, £, iizerinde bir
k=1 k=1

norm tanimlanabilir. £, bu sekilde tanimlanan norm ile bir Banach uzayidir.
Teorem 2.1.2. (€, |||l,,) bir BK-uzaysder [5].

]|, normundan farkl olarak £y,

=in .°° M
[ER f{p>o.;M< ; ) <1}

olarak tanimlanan ve ||-||,, normuna denk olan bir |||, normuyla da BK-uzay:

yapilabilir [5].

Teorem 2.1.3. = € £ i¢in

= |z
2M (lifvliw)) st
dir [5].

Teorem 2.1.4. ||z|l,, < 1 olmak dzere x € £y olsun.  Bu durumda,

y={p(lzal)} € &y ve DN (luel) < 1 dir [5].
k

Teorem 2.1.5. ||z||,, < 1 olmak dizere = € £y olsun. Bu durumda, = € Uy ve

> M (|zil) < izl dir [5].
’Il‘ceorem 2.1.6. z €l igin
S (o) <1
dir [5].
Teorem 2.1.7. = € £y i¢in
Nzl gy < Nzllar < 21zl ary
dir [5].

Sonug 2.1.1. (€, ||-l(apy) bir BK-uzayrder [5].
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M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere, £, nin bir alt uzay1 olan ve normu, £, nin

|||, normuyla verilebilen hps uzay:

|| }
hy =<z=(x :gM —} <1,VYp>0igin
M { (=) - (p) P

ile tanimlamr [5].

hy alt uzayimm bazi temel dzellikleri agagidaki iki teorem ile verilebilir.

Teorem 2.1.8. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda, (hu, ||-|,,) bir AK-BK
uzayrdr [5].

Eger M dejenere Orlicz fonksiyonu ise M nin uygun segiligleriyle £y =~ {o,
Ly = 4y ve hy = co yapilabilir.

||
Teorem 2.1.9. M(z) = / p(t)dt integral gosterimiyle M bir Orlicz fonksiyonu

o

olsun. Bu durumda

i) Oy = £y olmas igin gerek ve yeter sart p(0) = a > 0 olmasidar.

i) o > 0 olmak tzere, 0 < T < Tg 4¢in p(z) = 0 ise by = Lo, hay = ¢y dir ve

Ry min birim vektor baz, Ly nin birim vektor bazna denktir [9).

23 ve hyr uzaylarnin tanimlar, bir izomorfizme bagh olarak, ¢ = 0 noktasinin bir
komsulugunda M nin davramginin nastl olacagm gosterir. Eger My ve M, Orlicz
fonksiyonlar: bir [0, ] araliginda gakigirsa, £as, ve £y, aym dizileri igerir ve M
ve M, den indirgenen normlar denktir. Aymi sekilde, hyy, ve hy, icin de bunlar

dogrudur. Daha genel olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1.10. M; ve M, iki Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda, asagidaki
ifadeler denktir:

i) Ly, = Lur, dir (yani, her iki uzay aym dizileri icerir) ve dzdeghk dontgimd,

L1, ve Ly, uzaylar arasinda bir 1zomorfizmdir.

i) hag, ve by, nin birim vektor bazlar denktir.
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W) My ve My sifirda denktir, yani her t € [0, to] igin
K My(k™'t) < My(t) < KM, (kt)
olacak sekilde k > 0, K > 0 ve ty > 0 sabitleri varder [10].

Sonug 2.1.2. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. £y = £, (1 < p < o0) olmast icin
gerek ve yeter sart, M Orlicz fonksiyonunun M,(z) = 2P fonksiyonuna sifirda denk

olmasidar [5].

M Orlicz fonksiyonunun sadece sifirin bir komgulugunda tanimh oldugu birgok
ornek vardir. Bu durumda M fonksiyonu, pozitif reel sayilar ciimlesinin tamaminda
bir Orlicz fonksiyonu olacak sekilde, t > t; icin genigletilebilir. M nin bu gekildeki
geniglemesine kargilik gelen £y, ve hy, uzaylar ile yukaridaki onermedeki £y, ve hy,
uzaylari ayni olacaktir. Farkli geniglemelerden indirgenen normlar farkli olabilir,

ama denk olmak zorundadar.

Teorem 2.1.11. M, ve My tki Orlicz fonksiyonu olsun. €y, ve £y, ayrilabilir ise
M Orlicz fonksiyonunun sifirda My ye denk olmas igin gerek ve yeter sart, £y, ve

Ly, uzaylarnin birim vektor bazlarimn denk olmasidir [9].

Teorem 2.1.12. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda hpr, £y nin kapals
bir alt uzayrdir ve hypr, birim vektor baz igeren bir simetrik baza sahiptir. Ayrica,

hy uzayina kwsitlanan ||-||,, normu, bir simetrik baz normudur [8].

Bir BK-uzay1 olan (¢, ||-]|,,), genelde AK-uzay1 degildir. A,-gartimin dnemini
gosteren asagidaki teorem, £, nin hangi durumlarda bir AK-uzay: olacagini ifade

eder.

Teorem 2.1.13. Bir M Orlicz fonksiyonu i¢in asagidaki sartlar denktir:
i) M ssfirda DNg-sarting saglar.
i) Ly = hy dir.
ii) Ly bir AK-uzayidar [5].

Teorem 2.1.14. M sifirda Ay-sartins saglayan bir Orlicz fonksiyonu ise £y,
ayrilabilirdir [5].
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2.2 {y(p) Dizi Uzay

Bu kisimda, S.D. Parashar & B. Choudhary [12] tarafindan tanimlanan ve baz
cebirsel-topolojik ozellikleri incelenen £y(p) dizi uzayina yer verildi.
Simdi, bir M Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayilarin herhangi bir p = (p)

dizisi icin

2y (p) = {az € w: ki:: [M (lg“—p"—l)rk <oo,dp >0 igin}

olarak tamimlanan bu dizi uzayimnin baz temel ozelliklerini verelim. Bu béliimde ve

sonraki bélimde, p = (pi) dizisini siurh kabul edecegiz.

Teorem 2.2.1. H = sup,, px olsun. Bu durumda £y (p), C karmagik saylar cismi

uzerinde bir lineer uzaydur [12].

Teorem 2.2.2. H = max(1,suppg) olmak tzere, £y (p)

1/H

g(z) = inf { pP»/H > 0 (i [M (’—‘”pi')rk) <l,n=1,2,... (2.1)

k=1

paranormuyla total paranormlu uzaydir [12].

Uyar1 2.2.1. M(z) = z ic¢in £y (p) tzerindeki paranorm ile £(p) tzerindeki

paranorm aynider [12].

Teorem 2.2.3. 1 < px < o0 olsun. Bu durumda €y (p), (2.1) paranormuyla tam

paranormlu uzaydir [12].

Teorem 2.2.4. Her bir k i¢in 0 < pp < g < 00 olacak sekilde (px) ve (qx) dizileri
161N
£v (p) € 2um (q)

dir [12].
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BOLUM 3
VEKTOR DEGERLI ORLICZ DIiZI UZAYLARI

3.1 F(Ey, M) Dizi Uzay:

Bu kisimda, 1999 yilinda D. Ghosh & P.D. Srivastava [3] tarafindan tanimlanan
F (Ey, M) vektor degerli dizi uzayina ve bu uzayin bazi cebirsel-topolojik 6zelliklerine
yer verildi.

Her bir & icin Ej, C karmasik sayilar cismi tizerinde ||-||; normuyla bir Banach
uzay1 olsun. F, iizerindeki ||-|| monoton normuyla bir normal dizi uzay: ve (ey), F
icin bir Schauder baz: olsun. Her bir k i¢in z; € E} olacak gekildeki biitiin = (zy)
dizilerinin

az = (az),a € C  ve z4+y=(zk+ y)
koordinatsal iglemleri altinda lineer uzay1 s (Ey) ile gosterilsin. z € s (E}) olsun ve
A = (M) bir skaler dizi olmak lizere Az, Az = (Agzx) olarak tanimlansin.

Boylece, bir M Orlicz fonksiyonu yardimiyla, vektor degerli dizilerin

ZNEMM):{x:@UESU%y @w(w%ﬂ))ngm>omm} (3.1)

uzay: tanimlanabilir ve bu dizi uzay: tizerinde bir norm

(e (552))

Teorem 3.1.1. F (Eyx, M), C karmagtk sayslar cismi tdzerinde lineer uzaydar [3).

|unznﬁ{p>o: F<1} (3.2)

ile verilebilir.

Teorem 3.1.2. F (Ey, M), (3.2) normu ile bir Banach uzaydar [3].
Teorem 3.1.3. M A,-gartima saglayan bir Orlicz fonksiyonu ise

F(Ek) C F(Ek,M)

”zk“Ek
0

dir, burada F (Ey) = {x = (zx) € s(Ek): ( ) €F,3p>0 z’g:in} dir [3].
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Simdi, F(Ey, M) dizi uzaymin ¢arpim uzaymi ve bu carpim uzay: i¢in bazi

kapsama bagintilarin verelim.

Tamm 3.1.1. Her bir k icin Ep normlu cebir olsun. F(Eg, M) dizi uzaynin

S [F(Eg, M)] carpim uzay

S [F(Eg, M)] = {a = (ax) € s (L) : (M (%)) € F,

3p > 0 ve Yz € F(Ey, M) ig:in}
olarak tanamlansr [3].

Teorem  3.1.4. M Ag-sartime saglayan  bir  Orlicz  fonksiyonu  ise

Lo (Ey) C S[F(Ex, M)] dir, burada
lso (Ek) = {LL‘ = (iEk) €S (Ek) : Slkl:p ka“Ek < OO}
dir [3].

Simdi, F'(Bx, M) dizi uzayimn asagidaki gibi tanimlanan [F'(Ej, M)] alt uzayinin

baz ozelliklerini verelim.

[F(Ey, M)] = {:1: — (z3) € 5 (Ey) : (M (%)) € F,Yp>0 igin}

Burada, F ve Ej icin daha 6nce sozii edilen sartlar gegerlidir ve [F'(Eg, M)] uzaymin

topolojisi, F(Ey, M) uzaymin (3.2) ile verilen norm topolojisidir.
Teorem 3.1.5. [F(Ey, M)], (3.2) normu ile bir Banach uzayrdir [3].

Teorem 3.1.6. [F(Ey, M)] bir AK-uzayidir [8].
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3.2  F(Xk,qx, M, px, s) Dizi Uzay:

Bu kisimda, S.D. Parashar & B. Choudhary [12] nin tanimladigi skaler degerli
21 (p) Orlicz dizi uzay: ile D. Ghosh & P.D. Srivastava [3] min tanunladigi vektor
degerli F(Ey, M) Orlicz dizi uzayini kapsayan vektor degerli bir Orlicz dizi uzay
tammlayacagiz. Daha sonra, tanimladigimiz bu uzayin bazi cebirsel ve topolojik
ozelliklerini inceleyecegiz.

Her bir £ i¢in X, C karmagik sayilar cismi tizerinde lineer uzay ve g yarinormuyla
yarmormlu bir uzay olsun. F, iizerinde tamimh ||-||» normuyla mutlak monoton
normlu bir normal dizi cebiri ve (e;) = (e1, €2, ...), F' igin bir Schauder baz olsun.

Her bir k i¢in z, € X}, olacak sekildeki biitiin z = (zj) dizilerinin
ar = (azg),c € C ve z+y= (T +yp)

ahigilmig koordinatsal iglemleri altinda lineer uzayini s(Xy) ile gésterelim. = € s(X;)
ve A = (A;) bir skaler dizi olmak iizere Az = (A\z2x) olarak tanimlayalim. Bdylece,

M Orlicz fonksiyonu yardimiyla F'( Xk, g, M, Dk, s) vektor degerli dizi uzayim
Dk
F(XIC)(Zk:M:pk:S) = {iB = (mk) € S(Xk:): (k—s {M <&(§Q)jl ) € Fa
dp > 0 igin } (3.1)

ile tamimlabiliriz, burada s negatif olmayan bir reel say1 ve (py), pozitif reel sayilarin

sinirh bir dizisidir. Ayrica, F'(Xy, gx, M, p, s) lizerinde

o= (e (5]

fonksiyonu ile bir paranorm tamimlayabiliriz, burada H = max(1, sup py) dir.

1/H

<1l,ne N} (3.2)
F

Teorem 3.2.1. H = suppi olsun. Bu durumda F(Xy,qx, M,pk, s), C karmasik

sayular cismi tuzerinde lineer uzaydir.

Ispat. z = (zx), v = (y&) € F(Xk, gk, M, D, $) ve a, B € C olsun. Boylece
Pk D
(o e () ) (o e ()] ) 2
P1 P2
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olacak sekilde p;, p; > 0 sayilan vardir. p; = max(2|a|p,2]|8| p2) olsun. M

azalmayan ve konveks oldugundan

(Lm0 o (1 1, )

P3
1 1
<M <_Qk($k) +_Qk(yk))
2 m 2 p2

%M (ﬂ%‘fk)> + %M (Qkéyk))
() (%37)
yk))

2
dir. H = supp; ve C = max(1,2771) olmak iizere
M

M
s [M (%(axkp:-ﬁyk))]pk <k [M (%Zk)) +M<

cofe (T or- (22

yazilabilir. F normal ve lineer oldugundan

(e g &

dir. Boylece az + By € F(Xk, g, M, pr, ) olup, F(Xy, gk, M, pk, s) lineer uzaydir.
D

Teorem 3.2.2. F(Xg,qe, M,pr,8), (3.2) paranormuyla bir paranormlu uzaydsr.
Burada H = max(1,suppg) dir.
Ispat. F(Xy, s, M, pg,s) uzaymim sifirmni, her bir & igin 6, € X, olmak izere
6 = (6;) ile gosterelim. Her bir £ igin ¢x(f) = 0 ve M(0) = 0 oldugundan
g(0) = inf {p”n/H} = 0 dir. Ayrica, her z € F(X, g, M, pi, s) i¢in g(—z) = g(z)
oldugu aciktir.

Simdi ¢ nin alttoplamsalligini gosterelim. z,y € F(Xy,qx, M, pr,s) olsun.

(P () ) G e ()] e

olacak gekilde p;, po > 0 sayilan vardir. ps = max(2p;,2p;) alalun. Bu durumda,

Boylece

her bir & igin g, yarinorm oldugundan

0k (zr + yr) < G(zr) + @ (ys)

1 qe(z 1
— s (Tk + Yi) <= Ge(ze) | 1 ax(ye)
P3 2 p3/2 2 p3/2
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dir. M azalmayan ve konveks oldugundan

o (BBt U Lar(zr) | 1 ak(ve)
20 (i 12)

Pe 2 p3/2 2 p3/2
5 (5) 3 (55)
dir. Her bir k icin px > 0 ve k* > 0 oldugundan, Onerme 1.1.5 dikkate almdignda
o (2] o[ (o) T
pr/H\ H
(oo o (5 o (2]
(o [ ™

elde edilir. Burada, a; = k7° [M (q—’“(—"”’“—))]pk, by = k¢ [M ("’“(y"))]pk ve

p3/2

P
c, = k™° [M (M—ZS;M)} * kisaltmalar yapilirsa

e < ( L/H +b1/H)H (3.3)

olur. Boylece, Teorem 1.1.2 kullamlirak

NCETAvA Y K V[ TaCAY R
() <D ),
yazilabilir. ||| normunun mutlak monotonlugu ve (3.3) egitsizligi gbz Oniinde

tutuldugunda
e < ManllE™ + eIl (3.4)

elde edilir. Simdi agagidaki kisaltmalar1 yapalim.

— inf{p3/2 > 0: [(an)|¥¥ < 1}
py = inf{ps/-? > 0: [|(e) I < 1}

Doty = inf{p3 > 0: [l(en)|¥H < 1}
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Pz, Py V€ Priy Din tanimi ve (3.4) esitsizliginden py 4y < pg + py elde edilir. Boylece,

Onerme 1.1.5 geregince,
n H (3 n
Pi+/y <p§;/H+pZ/H
olup, g nin tanimindan
M ke H 3 n n
glz +y) = 1171fp§+/y < 1I%f{p§ /H+pf, /H}
. n/H . n/H
= inf {pf/"} +inf { >/}
= g(z) + 9(v)

elde edilir.
Son olarak skalerle ¢carpma igleminin siirekliligini gosterelim. A herhangi bir say1

olsun. g nin tanimindan,

9(Az) =inf{ppn/H > 0: H(k_ [M< k(;xk))]m> F
-uefinoroo [ ()

yazilabilir, burada r = p/ |A| dir.
H v, p /H H l/H .
|A[PE < max(1,|A|") oldugundan |A|P* % < (max(l, |A] )) ve boylece

1/H

]

<1,nEN}

1/H

gl,nEN}

g(Az) < (max(l, I)\IH)) e

sl O

olur. Bdylece, A skaler ve g(z) — 0ise g(Az) — 0 dir. Simdi kabul edelim ki A® — 0

1/H

<1l,neN
F

ve z € F(Xg, qx, M, pg, s) olsun. Bu durumda, 3p > 0 igin

- e ()

dir. (ex), F igin bir Schauder baz oldugundan, € > 0 verildiginde yeterince biiyiik

<)

F

N dogal sayilar i¢in

oo
= Z tkek

k=N+1

N
t— Ztkek
k=1

F
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kalir. 0 < |A] < 1 alahm. g lar yarmorm ve M azalmayan oldugundan

gk (Azk) = A gr(zk)

— M (q—’“%@> =M (M) <M <qk($k))

(S <o (29)

p

ve F' iizerindeki norm mutlak monoton oldugundan

S e (B e <] 20 e e (S5

k=N+1
o ()
€k
p F

dir. Simdi,
olarak tamimlayahm. M, [0, oo) arahgmda siirekli oldugundan, her bir 1 <k < N

- (]

0
fonksiyonlar: da [0, c0) tizerinde siireklidir. Bdylece f(u), [0,00) iizerinde siirekli,

F

icin

dolayisiyla sifirda sagdan siirekli olup, 0 < u < § igin |f(u)| < (¢/2)" olacak gekilde
bir 0 < § < 1 sayis1 vardir. A* — 0 oldugundan, n > K icin |A"| < ¢ olacak sekilde

<5

F

bir K > 0 tamsayisi vardir. Boylece, n > K icin

o)

olup
0 n Pr \/H N n Pk
R
k=1 P F k=1 p .
o0 )\n Pk
Z [ <Qk $k)>} el <e
P
F
elde edilir. Bu ise, n — o0 i¢in
(e (2SO,
p F
dolayisiyla g(A"z) — 0 olmas: demektir. O
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Teorem 3.2.3. Her bir k € N igin (Xx, qx) tam ise F(Xg, qo, M, px, s) tamdar.

Ispat. (%), F(X, qx, M, px, s) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. g paranormunun

—s ge(z} — xi) "
(e (se=2)] ),

yazilabilir. F' normal uzay ve (eg), F' nin bir Schauder baz1 oldugundan, her bir &

tanimindan
1/H

<1

icin
: O\ 7Pk : O\ Pk
T 117] -
e e S | I (PR PP R ) <1
g(xt — z79) g(z* — z7) »
dir. a =0,b = gg—g}%ﬁg) ve her t € I i¢in r(t) = 1 olmak {izere, Teorem 1.1.1
kullanilarak

LZ@MVZQC?)LZt:imM@%:qC%)w

ge(zh — =)\ _ rmo\ a(zh — =)
4 M(g(xi—mj))—q(2) gzt — x7)

(=t —23,)
g(zt—z7)

P leslle 2 [0 ()] 21

olacak sekilde bir v segelim, burada ¢, M nin ¢ekirdegidir. Boylece, her bir % igin

o (SR st F R

o) o P

bulunabilir. Simdi, her bir & icin ¢ |leg|l» > 1

olacak gekilde 0 < % <

olmak tizere

. N s pk ; j
= k= [qu(a} — D)™ <™ %‘ JCICEE D) [q (%)}pk
) Pr . .
= k™ [gu(a}, — )] <™ %Q— gUCl

elde edilir. () bir Cauchy dizisi oldugundan, £ > 0 verildiginde Vi, j > ng(e) igin

g(zt — 2%) < 7—25 olacak sekilde bir ng(¢) bulunabilir. Béylece, her bir & icin

Pk Pl Pk
_ . i\1P%k Ty £ &
k™° [qk(xic - il??c)] < ’ka ’ 2 ’ ,kawgk 9

= qx(z}, — o) <

N ™

o0



olur, yani her bir 4 igin (z%) dizisi, X) uzaynda bir Cauchy dizisidir. (X, gx) tam
oldugundan, her bir k icin zx € X} ve ¢ — o0 igin qr (2t — zx) — 0 olacak sekilde
bir z = (z)) dizisi vardir. O halde, ¢ > 0 verildiginde g(z* — 27) < p < § olacak

sekilde bir n > 1 tamsayisi segebiliriz. F’ normal uzay ve (ex), F nin Schauder bazi
oldugundan

S e S AT i [y (et eD ]
o () o] = (5]

yazilabilir. M nin siirekliligi de kullanilarak bu esitsizlik, 1,7 > n olmak iizere

<
P

<1
F

j — 0o i¢in yeniden diizenlenirse

(25,20

ve n — oo icin limit almrsa, Vi > n igin g(z* — z) < 2p < € olur. Béylece (z*) dizisi

<1
F

g paranormuna gore z e yakinsar. Simdi (z*) € F(Xx, g, M, px, s) oldugundan

iV Pk
AE g
P
olacak sekilde bir p > 0 vardir. i — oo ve her bir & i¢in gx(z} —2x) — 0 oldugundan,

0 < 8% < 1 olmak fizere

.y Pk o e Pk
)
p p
olacak sekilde pozitif 6% sayilar secebiliriz. M konveks ve g yarmorm oldugundan
(@) g (@it o - 1)
2p 2p

<lm gx (z}) L iy 0k (7}, — 7k)
2 p 2 I

(q'“—(;@) +M (2’1@;‘_@2)
B "

yazilabilir. Boylece, C = max(1,2%71) olmak {izere
R e R N
2p h p p

<C(1+6,)k* [M <qk(:ri)>rk <20k [M <qk(;:'§c)>j|pk

p

<

<

olup
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olur. F' normal oldugundan

ve boylece z = (z;) € F(Xy, gk, M, Dk, s) elde edilir. O

Lemma 3.2.1. M A, sartins saglayan bir Orlicz fonksiyonu ve 0 < § < 1 ise her
birz 2§ igin M(z) < Kzé~*M(2) olacak sekilde bir K > 0 sabiti varder [2].

Teorem 3.2.4. M A, sartine saglayan bir Orlicz fonksiyonu, My, M, de herhang:

ikt Orlicz fonksiyonu ve s, s, sg = 0 reel sayilars i¢in

Z) F(Xkaqk7Mlapk7S) g F(Xk;Qk,MOMl;PkaS);

“’) F(szqk:Mlapkas) mF(-XkanaMZapkas) g F(Xk:q.’c:Ml + MQ:pkas);

’L’LZ) hItIlSllp%;Eg < 0 18€ F(Xk;,(]k,Mz,pk;S) g F(Xk')qk7M1:pk13);
—00

7;7}) S1 < S9 18€ F(Xk‘,QkaMl)pk’Sl) (.; F(Xk7qk)M17pk782)7

,U) Fl g F‘Z ise FI(XIka: Mlapk}s) g FQ(XkanaMlapkas) dar.

Ispat. (1) z € F(Xy, qu, M1, D, ) olsun. Bu durumda

t=(t)=(kAP) e F ; A=M, (q’“(;”’“))

olacak gekilde bir p > 0 vardir. Simdi, 0 < § < 1 olacak gekilde bir § secelim ve

Y = (yx), z = (2x) dizilerini, her bir k igin

Ak ’ Ak Z 0 ise 0 ’ A]C 2 0 ise
ax (yx) = ve  g(z) =
g - Ak; < ¢ ise A Ap < 8 ise

olarak tamimlayalim. Boylece, gx(yi) + gx(2x) = Ag olup, M konveks oldugundan

M(Ar) = M(qe(yr) + ae(z)) < 5 M(2qx(yr)) + %M(qu(zk))

1
2
yazilabilir. Lemma 3.2.1 ve y = (y;) dizisinin tanimindan

M (2qx(yx)) < 2K67" M (2)qx(y)
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ve z = (z;) dizisinin tanimindan

M(2qx(zx)) < M(2)ar(z)

olacagindan

M(Ax) < 52K57 MQ)an(us) + 5 M 2)ax(z)

< K6 M(2)ge(yx) + M(2)gx(2x)
elde edilir. Boylece
Vi < { K6-'M(2) Ay » Ay > 6 ise
M(2) Ay » Ap < Jise
olup, H = sup p; olmak iizere
s A < { (K6-LM (2P kA% » A, > 6 ise
[M(2)]P* k=5 ALk Ak < 9§ ise
- max (1, [K5_1M(2)]H) ty > Ap >0 ise
{ max (1, [M(2)]H) tr r Ap < ise
elde edilir. t = (t;) € F ve F normal oldugundan (k~*[M (Ag)]"*) € F, yani
z € F(Xg, qu, M o My, pg, s) dir.
(i1) z € F(Xk, qr, My, px, 8) N F(Xk, @k, M2, Dk, s) olsun. Bu durumda

(e () [)- (P (502) ) e

olacak sekilde p1, po > 0 sayilar vardir. p = max(py, p) secilirse

ke [(M1 + M) (qk(;fk))rk SET [Ml <q_k£:—k)) b (ﬁ%)r
<ol PR v o (4]

ve F' normal oldugundan z € F(Xj,qk, M1 + Ms,pg,s) elde edilir, burada

C = max(1, sup pi) dir.
(1i1) hmsule%t% < ocover € F(Xy, gk, M1, Dk, s) olsun. Bu durumda V¢ € [0, co)
igin 37 Ml(t) < K olacak sekilde bir K > 1 sabiti bulunabilir. Vk ve z, € X icin

qi(zk) € [O, o0) oldugundan




olacak gekilde bir p > 0 vardir. Boylece

()
RE

REa -

ve I normal oldugundan z € F(Xk, qx, M1, pi, s) elde edilir.

(w) 81 < sy ve z € F(Xk, qr, M1,D¢, 51) olsun. Bu durumda —s; > —s; ve

Vk icin k=51 > k=2 olur. Bdylece Vk ve zp € X} igin

o) <o (2]

olup, F normal oldugundan z € F'(Xj, gx, M1, Pk, S2) elde edilir.

(v) z € Fi(Xg, gk, M1, Pk, s) olsun. Bu durumda (k“s [Ml (q—k%)]pk) e F

dir. F; C F, oldugundan (k= [M (qk—@)]”) Fy ol E
. F, CF, gundan 17 € F olup, z € F3(Xx, gk, M1, D, 5)
dir. ()

Sonug 3.2.1. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda,

i) F(Xg, qr, M, px) C F(Xk, gos M, Dic, 5),

i) M Dg-sartin sadlarsa F(Xg, qx, Pr, S) C F'(Xk, G, M, g, 5) dir.

Ispat. Teorem 3.2.4 (iv) de s, = 0 ve (i) de M(z) = z ahmirsa, sirasiyla (i) ve (ii)
elde edilir. O

Teorem 3.2.5. 0 < ry < py ve (B ) simarlise F(Xg, g, M, pr, ) © F( Xk, @, M, 7k, 8)
dir.

Ispat. z € F(Xk, qe, M, pg, s) olsun. Bu durumda, wy = k™° [M (%(/‘;‘—’“))]pk olmak
lizere (wy) € F olacak gekilde bir p > 0 vardir. A; = %’i olmak tizere 0 < A < Ay < 1
olacak sekilde bir ) sabiti bulunabilir. Simdi

wy 0wy > 1ise 0 ° wg>1ise
Uy = ve Vg =
0 - w<1ise w) 0w < 1ise
k

o4



A A o A
olarak tammlamrsa ug + vy = w) ve ufc‘" +v* = w,"* olur. Boylece up* < up < wy,

v,i"“ < 'u,’c\ ve buradan

wp™ < wp + 0
A 1
— w)* < (w,;\+v,;\)1/ < C (wg +vx) ; C = max (1,2§ 1)

elde edilir. (wy), (vg) € F' ve F normal oldugundan (w,’c\‘) € F dir. Boylece

o (] s O]
oo 22 )

yani z € F (X, gk, M, 7y, s) dir. O

olup

Tamum 3.2.1. Her bir k i¢in (X, qx) yermormlu cebir olsun. Bu durumda,

F( X4, qr, M, px, s) uzayinin ¢arpem uzay

S [F(Xk, qx, M, pg, $)] -—-{a = (ag) € s(Xi): (k"s [M (Mﬁm—))rk) €F,

her x = (z1) € F( Xk, @, M, px, 5) iQin}
olarak tanimlanir.

Teorem 3.2.6. M A, gartime saglayan bir Orlicz  fonksiyonu ise

goo (Xka Qk) g S [F(Xka qk, M7pk1 8)] dir.

Ispat. a = (az) € Lo (Xi, ), T = i‘ip@c(ak) ve £ = (z) € F(Xg,qe, M, py, s)
>1

olsun. Boylece, (lﬂ_s [M (%’“—))]pk) ¢ F olacak sekilde p > 0 vardir, K > 1 icin

(S i o (et

p <k [M ((1 & i) &) rk

dir, burada [T}, T nin tam kismum gostermektedir. ~F normal oldugundan

ar € S [F(Xk,qk, M, py, 8)] dir. O
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Slmdl [F(Xka ak, M7 plm S)] uzayinl

[F( Xk, q&, M, pg, 8)] = {m = (z1) € s(Xk): (kﬁs [M (%%’“—)”m) € F,Vp> 0}

ile tanimlayalim. Bu gekilde tanimlanan uzay, agikca F'(X, gk, M, px, s) uzayinin
bir alt uzayidir. [F(Xy, gk, M, pk, )] uzayimn topolojisi, F'( Xy, gk, M, px, s) uzayinin

(3.2) paranormu ile verilebilir.

Teorem 3.2.7. Her bir k i¢in (X, qr) tam yarmmormlu uzay ise [F(Xg, qx, M, pr, s)]

uzayr (3.2) paranormuyla tam paranormlu uzaydr.

Ispat. [F(X¢, qr, M,px,8)] € F(Xy, gk, M, pr,s) oldugundan [F(Xy, g, M, px, )]
uzaymnin kapali oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in g(z* — z) = 0 (i — o0)
olacak sekilde (z;) = ((z%)) € [F(Xk, gk, M,px,s)] dizisini alabm, burada
z = (zx) € F(Xk,q, M,px,s) dir. Boylece, € > 0 verildiginde Vi > i, icin

g(zt — 1) < ¢ olacak sekilde bir iy tamsayis1 segebiliriz. Simdi

o (o) = e ()]
<k |u (2%<w§ @) 2qk2(xz>)rk
oo [pu(+552) o (3]

ol (EF e e

yazalim, burada C = max(1,271) dir.
(o P (=) ) (e e (B3] ) e

ve F' normal oldugundan
: Pr
(,ﬁ {M (qk(:k))} ) cF

dir, bu ise z = (zx) € [F(X&, gx, M, px,s)] dir. Boylece [F(Xk, gk, M, pr, s)], (3.2)

paranormuyla tamdir. O
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3.2.1 F(Xg,qx, MY, px, s) Dizi Uzayinda Baz1 Bagntilar

F(X}, qx, M, pg, s) uzaymda M Orlicz fonksiyonu yerine, M ye v € N defa, bilegke

igleminin uygulanmasiyla elde edilen M Orlicz fonksiyonu alinirsa

0
Jp > 0 igin } (3.5)

F (X, qu, MY, py, 8) = {x = (z3) € s(Xx): (k-s [M” (q’°(x’°))rk> €F,

uzay1 elde edilir. F'(Xg, gx, M, pi, s) uzayinda gecerli olan tiim ifadeler, (3.5) uzaymda

da gecerlidir. Ornegin, v € N olmak iizere F'(Xy, g, M”, py, s) iizerindeki paranorm

o=l (o i (S22

seklinde olacaktir. Bu kisimda, v dogal sayisinin durumuna gére F'( Xy, g, M, py, s)

1/H

<1L,neN
F

uzay1 incelenecektir.

Teorem 3.2.8. M bir Orlicz fonksiyonu ise v € N olmak dzere M” fonksiyonu da
bir Orlicz fonksiyonudur, burada M” = M o M o---o M (M nin v defa bilegkesi)
seklindedir.

ispat. ispatl timevarim yontemiyle yapalm: v = 1 i¢in M¥Y = M olacagindan
MY, Orlicz fonksiyonudur. Simdi, v igin M" fonksiyonunun bir Orlicz fonksiyonu
oldugunu kabul edelim. Béylece M” fonksiyonu, ¢ift, konveks, siirekli ve M*(0) = 0,
z — 00 igin M”(z) — oo gartlarini saglar.

Son olarak, M“*! fonksiyonunun bir Orlicz fonksiyonu oldugunu gésterelim.
M (z) = MM (3)]
oldugu ve yukarida MY nin 6zellikleri dikkate alindiginda,
M (=a) = MM* ()] = MIM*(z)} = M**) (z)

oldugundan M**! ¢ift fonksiyondur ve siirekli fonksiyonlarin bilegkesi siirekli

oldugundan, M”** siireklidir. Ayrica, M" konveks oldugundan, her z,y € R igin

z+y 1., 1.,
v < — -
M( 5 >\2M(x)+2M(y)

o7



ve M azalmayan konveks bir fonksiyon oldugundan

i (52) o (357) e oo

< SMIM (@) + SM M) = SM (@) + S ()

yazilabilir. M**1(0) = 0 ve z — oo igin M**!(z) — oo olacag aciktir. Boylece,

M¥*1 fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur. O
Teorem 3.2.9. m < v, m,v € N ve M Ay sartimr saglayan bir Orlicz fonksiyonu
18€

F(Xk,qk,Mm,pk,S) g F(Xk,qk,M”,pk,s) (36)
dir.
Ispat. Ispat: tiimevarim yontemiyle yapalm. v —m = r dersek, r € Nver > 1
olur. Simdi 7 = 1 i¢in (3.6) kapsamasimin dogru oldugunu goésterelim. Bunun icin

F(Xk:Qk7Mm7pk7S) (_: F(Xkaqk7Mm+lapk:3)

oldugunu gostermeliyiz. M siirekli oldugundan, € > 0 i¢in 0 < 6 < 1 olacak sekilde
36 > 030 <t <6 iken M(t) < ¢ kalr. Simdi z € F(Xg, gs, M™, py, s) olsun.

Teorem 3.2.4 ve F nin normalligi g6z oniinde tutuldugunda

e (S e ol ()

e ()

< e 0, () [ (22|

olup, z € F(Xg,qr, M™, pg,s) elde edilir. Simdi, r igin (3.6) ifadesinin dogru

oldugunu kabul edelim, yani
F( Xk, @, M™, pr, 5) C F( Xk, gy M™7, py, 5)
olsun. M™*+(¢) = M (M™""(t)) oldugundan r = 1 durumuna benzer sekilde
F( Xk, qr, M™, pr, 5) © F(Xg, gy, My, 6)

oldugu kolayca gériilebilir. Bu da, r+1 igin (3.6) ifadesinin dogru oldugunu gésterir.

O
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Sonug 3.2.2. v € N ve M A, gartenz saglayan bir Orlicz fonksiyonu ise
Z) F(XIHQIC: Mapka 8) g F(Xk7 Gk, Muapkn S);
Z’l.) F(Xk,qk,pk, S) (_: F(Xk,qk,MU,pk, 8) d’l.T

ispat. m = 1 icin Teorem 3.2.9 kullanilarak, (i) kolayca elde edilir. Bu sonucun (i)

durumu ve Sonug 3.2.1 (i) dikkate alindiginda, (ii) nin dogrulugu hemen goriiliir. L
Teorem 3.2.10. m < v, m,v € N ve M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda
i) M(t) <t ise F(Xg, qrPr»8) C F( Xk, @iy M™, 0r,8) © F (X, @, MY, Dk ),

i) M(t) > t ise F(Xx, qe, M, px, 8) C F (X, @6, M™, pi, 8) C F(Xk, @i, P, 5) dir.
Ispat. (i) M(t) <t ve z € F (X, gk, P, 5) olsun. M azalmayan oldugundan
M) < MP7Ht) < - S MP(E) S M(2) <t

ve Vk icin z; € X} olup, Jp > 0 igin 1’“—(}’“—) > 0 oldugundan yukaridaki esitsizliklerde

t= 9@ alirsak,

(860 (32 - (4 29

yazabiliriz. s > 0 ve Vk igin px > 0 oldugundan k7 > 0 olup

P [Mu (Z'ﬁ@)}pk <ok [M <M>rk . [q_k(z_k)rk

p p p

ve F nin normalligi goz oniinde tutuldugunda

T € F(Xkaqkapk:as) = T E F(Xka%me;pk:S)

T E F(Xk7Qk,Mm7pk73) = I & F(Xka qanU:pk)S)

elde edilir. Bu ise ispat1 verir.

(ii) M(t) >t ve z € F(Xx, qe, M”, Dy, s) olsun. (i) dekine benzer olarak

ks [Mu <M>rk sk {M (9%-”%))]”“ S k-t [Mrk

p p

yazilabilir. F' nin normalligi bize ispat1 verir. O
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