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Ug boliimden olusan bu caligmamn birinci  bolimii diger bslimlerin daha iyi
anlasilabilmesi igin bazi temel kavramlara ayrilmistir. Bu béliimde ayrica Riemann
manifoldlar: lizerinde hesaplamalarin yapilabilmesi igin gerekli gosterimler ve temel
formiiller ile bir Riemann manifoldu tizerinde Laplace denklemi ve ¢6ziimleri ele
alinmigtir,

Ikinci boliim zayif konform doniigiimler, yatay zayif konform doniigtimler ve
konform foliasyonlara ayrilmigtir.

Harmonik morfizmler, harmonik doéntigimleri de igeren genis bir alam
kapsamaktadir. Bu nedenle {igiincii boliimde Riemann manifoldlari  arasinda
tammlanan bir donliglimiin ikinci temel formu, tensiyon alani, stres-enetji tensorii
tarafindan verilen conservation kurali ve konform minimal kritik (branched)
immersiyonlar incelenerek harmonik doniisiimlerin 6zellikleri ele alinmistir. Daha
sonra harmonik morfizmler tanitilmigtir. Son olarak harmonik doniigiimler ile yatay

zayif konform doniistimler arasindaki iliskiyi belirleyen bir karakterizasyona yer

verilmigtir.
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This thesis covers three chapters such a way that in the first chapter we give the
basic concepts for the rest of the thesis that readers can easily understand. In this
chapter we also discuss the notations and.fundamental formulas required to do calculus
on a Riemann manifold, Laplace’s equation on a Riemann manifold and its solitions.

In the second chapter weakly conformal mappings, horizontally weakly

conformal mappings and conformal foliations are discussed.

A harmonic morphism is a particular sort of harmonic mapping. So that in the
third chapter we give some aspects of the theory of harmonic mappings which includes
the second fundamental form and tension field, conservation law given by stress-energy
and some basic facts on conformal minimal (branched) immersions. After then

harmonic morphisms are introduced. Finally we investigated the relation between the

harmonicity and horizontal weak conformality.

KEYWORDS : Laplacian, weakly conformal map, horizontally weakly conformal
map, conformal foliation, warped product, harmonic map, tension field, stress-energy

tensor, minimal branched immersion, harmonic morphism.
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GIRiS

Harmonik morfizmler Laplace denklemini koruyan doniigiimlerdir. Har-
monik morfizmlerle ilgili ilk ¢aligmalar, 1847 yihnda Jacobi’nin 3-boyutlu
uzayda Laplace denkleminin ¢oziimleriyle ilgili makalesiyle baglamigtir.Bu
makalesinde Jacobi 3-boyutlu Oklidyen Uzaymda Laplace dekleminin ¢8ziimii
olan kompleks degerli bir ¢ fonksiyonu ile analitik bir f fonksiyonunun bileg-
kesinin Laplace denkleminin bir diger ¢oziimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sartlart aragtirmigtir. Lokal olarak tanumli harmonik fonksiyonlart harmonik
fonksiyonlara gotiiren doniisiimler, yani kompleks yapiy1 koruyan doniisiimler
"harmonik morfizmler” olarak bilinirler.

1978 — 1979 yillarinda ” Riemann manifoldlar arasindaki harmonik mor-
fizmler” teorisinin ¢aligildigi galigmalar birbirinden bagimsiz olarak ortaya
cikmgtir. 1978 de Fuglede[9] bu teoriyle ilgili pek gok temel dzelligi i¢eren
raporunu yayinlamsgtir. Ishihara[10], 1979 yilinda harmonik ve subharmonik
fonksiyonlan da kapsayacak sekilde Riemann manifoldlart arasinda ¢esitli
fonksiyon simiflarimi koruyan doniigiimlerin karakterizasyonunu belirlemigtir.
Giiniimiizde harmonik morfizmler iizerine yapilan ¢aligmalarin ¢ogu bu iki
kaynaktan esinlenmistir.

Harmonik morfizmler ile ilgili gahgmalar, harmonik déniigiimler ve mini-
mal alt manifoldlar1 da igeren genig bir alami kapsamaktadir. Harmonik
doniigiimler ve minimal altmanifoldlar arasinda siki bir iligki vardir.

C kompleks sayilar cismini, i de reel sayilar cismini gostersin.

(p:WCR'?—)C

C?%-smifindan bir fonksiyon olsun. Eger ¢ fonksiyonu, z = (z1,22,23) € W
olmak lizere

362(;0
Ay = — =
0= 2 5 =Y

ile tanumlanan Laplace denklemini saghyorsa ¢ ye harmonik fonksiyon
denir[1].

U C C agik ve baglantili kiime olmak lizere, bir regiiler parametrik yiizey

X:UcC—R®



bigiminde tanimlanan C?-smifindan bir doniigiimdiir. X déniiglimiiniin tiirev
doniigiimi birebir oldugundan X (U) C R? yiizeyi

8X y 08X
N = du du
9X 5 0X]
Ju v

ile tanmimlanan bir normal vektdr alanina sahiptir.

ax dX 0X axX

- 2 p_ Y2 94 Y= |22
Ew—laul’F < Bu’ dv > G |6vl
v 02X 0* X 0% X
=< Ngw I =< Ngugy > =< Ny
gosterimleri kullanilirsa, bir yiizeyin ortalama egriligi
1, 1 ¢G +gE — 2fF
H=—eN) =3~ %¢—m

biciminde tanimlanir. Eger bir yiizeyin ortalama egriligi sifir ise bu yiizeye
minimaldir denir.

V C U, kompakt bir altkiime ve h da V nin kapamsi iizerinde tanunh
stirekli, diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.Bu durumda

Xi(u,v) = X (u,v) + t h(u,v)N(u,v)

seklinde tamimlanan X, doniigimiine X (V) nin h tarafindan belirlenen nor-
mal varyasyonu denir.

Agagidaki teorem minimalligin geometrik bir sonucudur:

A.Teorem: U C C baglantili ve acik bir kiime olmak iizere
X:U - R}

bir regiiler parametrik yiizey olsun.Bu durumda X in minimal olmas: icin
gerek ve yeter gart U nun smurh her V C V altkiimesi ve X (V) nin her X,
normal varyasyonu igin

% Alan (X,(7)) 1o = 0
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olmasidir[11].

R? deki her regiiler C?%-yiizeyi
E=G ve F=0

olacak gekilde parametrelendirilebilir.Bu gekildeki koordinatlara izotermal
koordinatlar denir. X izotermal olsun. Bu durumda X in Laplasyam A(X)
olmak tizere

<6—XA(X)> = <% ——62X>+<§—)—( —62X>
ou’ o Ou’ Ou? du’ O0v?
_ X PX_FX ox
B Ou’ Ou? Ovodu’ Ov
1.0 0X 0X 0 dX 90X

L AN TR R A PRl Pl
1 00X, 19 laXl"’

20u Ou 20u' 0
=0
esitligi saglanir. Aym sekilde
0X
X
<35 AX)>=0

dir. Bu egitlikler A(X) in verilen yiizeye dik ve bu ylizeyin ortalama egriliginin
de
et+g <NAX)>
2F 2E
oldugunu gosterir. Boylece agagidaki teorem verilebilir:

H =

B.Teorem: U C C baglantih ve acik bir kiime olmak {izere
X:U—R?
bir parametrik ylizey ve

|8X|2 |3X12 ve < 9X 0X

ov du’ dv
olsun. Bu durumda X yiizeyinin bir minimal yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter
sart X doniigiimiiniin harmonik olmasidir[11].

>=0



Bu teoremden hareketle minimal parametrik yiizey

0X, 080X, 0X 0X _ o
laul _!61}1 » < au’5_’£1_>—*0 ve A(X)=0
sartlarim saglayan bir
X:UCcC—oR®

doniigiimii olarak diigiiniilebilir.

Béylece harmonik déniisiimlerin yiizeyin geometrisini arastirmada 6nemnli
bir arag olarak kullamilabilecegi agiktir. Bu ¢aligmmanmn amaci harmonik mor-
fizinlerin anlagilmasi i¢in temel kavramlar: ve teoremleri sunmak ve bunlarn
keyfi bir manifold iizerindcki uygulamalarint gistermektir.



I. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Riemann geometri ile ilgili bazi temel kavramlara ayirdigimiz bu boliim
{i¢ kisun olarak diizenlenmistir.Birinci kisunda Riemann manifoldlan ile il-
gili baz1 temel bilgiler verilip sonraki kisimlarda kullanilacak gosterimlerin
agiklamasi yapilacaktir.Ikinci kisun Riemann manifoldlar iizerindeki Laplas-
yan ve harmonik fonksiyonlara ayrimstir. Ugiincii kisimda harmonik dénii-
giimler i¢in gerekli bazi tamimlara ve formiillere yer verilmigtir.

I.1. Riemann Manifoldlar:

Bu galigmada aksi belirtilmedik¢e bir M manifoldunun kenarsiz, baglantili
parakompak{ Hausdroff manifoldu ve tlim yapilarin, manifoldlarin C* simfin
dan oldugu kabul edilecektir. m-boyutlu bir M manifoldunun bir = nok-
tasimdaki tanjant uzayi ( sirastyla kotanjant nzay1 ) T,M (swwastyla XAl )
ile gosterilecektir. M nin tanjant demeti ve kotanjant demeti ise sirasiyla
TM — M ve T*M — M gosterimine sahiptir. Bir C®° W — M deme-
tinin C* kesitlerinin (vektor) uzayr I'(W) ile gosterildiginden ['(T'M) ve
I'(T*M) sirasiyla M nin tanjant ve kotanjant demetinin C*® kesitlerinin
(vektor) uzayidir.

k € {0,1,...,00} igin M iizerinde C* simifindan reel degerli fonksiyonlarin
uzayint C*(M) ile gosterecegiz.

I.1.1.Tanim. M manifoldunun bog olmayan, acik, baglantili bir U altkiime-
sine M nin bir tamim kiimesi denir. Eger U tamm kiimesi kompakt U
kapanigina sahip ise D = U biciminde tanimlanan D kiimesine A/ nin bir
kompakt tanim kiimesi denir[1].

I.1.2.Tamim. M manifoldu iizerinde iki vektér alant X ve ¥ olsun.
f € C®(M) fonksiyonunu alalim.

[,]:T(TM) xT(TM) = [(TM)

(X,Yhf = X,(Vf)-Y(Xf) , YpeM (1.1.1)
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ile tanumlanan fonksiybna X ve Y nin Lie (parantez) operatorii denir ve
bu operator agagidaki ozellikleri saglar[3):

f,g € C®(M) ve X,Y, 7 € [(TM) olmak iizere
(1) [X,Y] € C(M)

(i) [f X, gY] = fglX, Y]+ f(X9)Y + g(Y /)X
(iii) [X,Y] = ~[¥, X]

(iv) [[X, Y], Z] + IV, 2], X] + [[X, Z],Y] =0
dir.
I1.1.3. Tanim. M bir m-manifold olsun. T, M tanjant uzaymmn bir bazina
x € M noktasmda bir ¢at1 denir.Bir (lokal hareketli) ¢at1 {X;} (i = 1,...,m),
her x € M igin T, M nin bir bazim veren C* vektor alanlarindan olugan bir
sistemdir{1].

I.1.4.Tanim. M ve N manifoldlarn arasida bir
p: M- N
C* doniigiimiiniin tiirev doniigiimii
dy: T(TM) -+ I'(TN)
bigiminde gdsterilir. Bu ddniigiim her « € M noktasinda
dog 2 TeM = Ty N
lineer doniigiimiinii verir ve buna da ¢ nin z noktasindaki tiirev doniigiimii

denir{1].

(z1, 22, ...,2™) ve (y', 92 ...,y"), swastyla, M ve N iizerindeki lokal ko-
ordinat sistemleri olsun.i = 1,...,m , @ = 1,...,n olmak iizere ¢ doniisiimii
icin

=y op ve ¢f = %ﬁi
yazilabilir. Boylece
12y g 2
(10 6$i - (702 ayn



elde edilir.Daha genel tola,ra,k {X:} ve {Y,}, swrasiyla, ToM ve Ty)N nin
birer baz ise

dp.(Xi) = ¢7'Ye (1.1.2)

olur.Burada ve diger tiim boliimlerde Einstein toplami kullanilacaktir{1].

N = R alimirsa ¢ nin tiirev doniigiimii M {izerindeki bir 1- formla 6zdeg
yapilabilir.

Lie parantez operatorii agagidaki basit 6zelligi saglar:
I.1.1.0nerme. M ve N manifoldlar,
p: M—> N
bir C* déniigiim, E, F ve E, F sirasisiyla M ve N manifoldlar iizerinde
dp(E)=FE ve dp(F)=F

yani _ B
dpe(Ey) = Epmy ve dpg(Fy) = Fum (z € M)

gartlarint saglayan vektor alanlari olsun.Bu durumda
do([, F1) = B, Flo (11.3)
dir([1].

1.1.5. Tamim. M bir manifold olsun. M nin her bir tanjant uzay1 iizerinde
pozitif tanimli bir i¢ garpima M iizerinde bir (C*°,Riemannian) metrik denir
ve g ile gosterilir. x € M ve v,w € T, M olmak iizere

9z oM x T,M - R, (v,w) > <v,w > (I.1.4)
dir.Ayrica E, F € T(T M) igin
z — g(E;, Iy)

doniigiimii C* dur. g(v,w) yerine < v, w > gosterimi de kullanilir[1].



I.1.6.Tanim. M bir manifold ve v € ['(T'M) olsun. v nin normu |v| ile

gosterilir ve
lv] = vV<wv,u>

ile tamumlanir|3].

M manifoldunun komplekslegtirilmis tanjant demeti, C kompleks sayilar
cismini gostermek iizere,

T°M =TM ®p C
ile verilir. Bu durumda ¢ metrigi x € M ve v,w € TEM igin kompleks degerli
Gz TEM X ToM — C, (vy,w) & < v,w >

i¢ carpunina genigletilebilir. Bu kompleks degerli i¢ ¢arpun bir kompleks
bilineer déniigiimdiir. v € T¢M igin

v|? =< v,7 >

dir(1].

M iizerindeki bir ¢ Riemann metrigi uzaklik olarak adlandinlan bir d
metrigi tammlar. Bu d metrigi ile birlikte M bir metrik uzay olur[l].

(®TM)R(®*T™*M) tensor ¢arpunimin bir C* kesiti T ise T, (r, s)-tipinde
bir tensor alamdir. M iizerindeki bir Riemann metrigi (2,0) tipinde bir
tensordir(1].

1.1.7. Tanim. M bir manifold olsun.
Gz TuM X T,M — R
ile tamimlanan i¢ carpim Vz € M ye gore reel-analitik ise M iizerindeki

Riemann metrigi reel-analitiktir denir. Bu durumda M manifolduna da
reel-analitik manifold denir[1].

1.1.8.Tanim. M bir manifold olsun. M iizerinde bir C* Riemann metrigi
tanimli ise M ye bir C*° Riemann manifoldu denir ve (M, g) il gosterilir[5].



Bir C'*° manifold ﬁzerindeki Riemann metrigi
b:T,M T, M ve §: TyM — T, M

izomorfizmlerinin tanunlanmasina yol agar|[1].

I.1.9.Tanum. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun.
b:ToM — T, M
izomorfizmi ¢ Riemann metrigi yardimiyla

(X)) =9(p,X)  (p.X € T,M)
bigiminde tammlanir{1].
Bu izomorfizmler her € M igin T, M {izerinde taniml g metrigini 7; M

kotanjant uzayinda tanumlanan g* metrigine doniigtiirmek icgin kullamhr. g*
metrigi (M, ¢g) Riemann manifoldunun kometrigi olarak adlandirilir[1].

I1.1.10.Tamim. Tanun 1.1.9 ile verilen
b:T,M - ThM

izomorfizminin tersi olan
f: T, M —> T,M

izomorfizini g*, M iizerindeki kometrik olmak iizere Vf,w € T*M igin
(@)*(0) = g" (w,6)
bigiminde taniumlamr([1].
(M, g) Riemann manifoldu {izerinde bir lokal koordinat sistemi (', ..., z™)

olsun. g metriginin bu koordinat sistemine gore bilegenleri i,5 = 1,...,m
olmak {izere
g 0

97 3ol
ile verilir ve g metriginin kovaryant bilegeni olarak adlandiritlir. ¢ nin
kontravaryant bilegeni

Gij = 9(

gij = g(dxiy dxj)

9



ile tanimlamr. Bu durumda k = 1,...,m icin
959" = &
dir[5).

1.1.2.0nerme. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda g
metrik tensoriiniin ifadesi

n
g= > gyde' ® dz’
,j=1

dir. Burada z',...,2" ile M nin bir koordinat komsulugundaki koordinat
fonksiyonlart gosterilmektedir[3].

Daha genel olarak {X;}, M manifoldu iizerinde bir ¢at1 sistemi ise
Gij :g(Xi)X]) 3 Z)]: 1,...,n

yazihr[3].

1.1.3.0nerme. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T*M ile TM izomorf
oldugundan M iizerindeki g* kowmetriginin ifadesi

NP B
9=9’(5}7)(@)

bicimindedir[1].
1.1.4.0nerme. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.
b T, M = TrM ve §:TpM — T,M

izomorfizmlerini gézoniine alalim.

0

E = E'—
drt

€T,M ve e=¢;dr’ € T M
olmak lizere

1. ¢ = E olmast icin gerek ve yeter sart €; = g;; &/ olmasidir.

10



2. E® = ¢ olmas1 igin gerek ve yeter sart E* = g¥¢; olmasidur.
¢, E nin kovaryant ifadesi ve F ise ¢ nun kontravaryant ifadesidir[1].

ispat.

1. (=) : ¢ = E olsun.f lineer oldugundan
e = (¢ dr')! = ¢;(do?)! (L1.5)

yazilabilir.(dz*)! € TM dir.Bu nedenle (z!,...,z") M iizerinde bir lokal
koordinat sistemi olmak iizere

) .0 . N
i - ig_Y AV W L
. 0 0
— g*(dgt. dpd)—— = gt 2
= g*(dz*, dx )axj =955 (1.1.6)
olur.c! = E oldugu goz éniine ahinir ve (I.1.5) ile (1.1.6) birlestirilirse
0 . @
ij — [
9 i E oz
& =gyl

bulunur.

(«) : €& = g;;E7 oldugunu kabul cdelim.Buradan

a .9
“Gu 9 g
, .0
. AV —
Glds’) =B
0

Arif — i =
(e;dz*) =F 57
¢ =F

elde edilir.

11



2. (2): E"=¢ olsun.b lineer oldugundan

) 0

E = (E"(W)b = Ei(a—g;)b (1.1.7)
yazilabilir.(z2)" € T*M dir.Bu nedenle
0 0 ; 0 0 , .
(Eg;)b = (%;);dxj = (@)b(%;)dﬂi’ = gijdz’ (1.1.8)

elde edilir. E” = ¢ oldugu goz dniine alimir ve (1.1.7) ile (1.1.8) birlestirilirse

Eigijdmj = dexj
Ez’ — gijej

bulunur.

(&) : Ef = g¥¢; oldugunu kabul edelim.Oyleyse

Eigida’ = ejdat
B =e

olur.
I.1.11.Tanim. M bir Riemann manifoldu olsun.Herhangi bir
f M—=R
diferansiyellenebilir fonksiyonu igin
grad : C*(M) - I'(TM)

olmak iizere grad f vektor alam bir tek X vektor alani ve biitlin Y vektor
alanlar1 cinsinden

9(X,Y) = df (Y) = Y[f]
ile tanimlanir[4].

Tanim [.1.11 de
X = grad [ = (df)*

12



yazilirsa grad f icin
glgrad £,Y) = g((d)!,Y) = df (Y) = Y[/]

karakterizasyonu yapilabilir[1].

I.1.5.0nerme. (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir lokal koordinat sis-
temi (z', 22, ...,2™) olsun. Bu durumda

f:M=R

diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in lokal koordinatlar cinsinden

;010

ad f = 1"7———. - 1.1.9
gradf = (9" 55) 55 (1.1.9)
dir[4].
Eger M = R™ ise g = 8! ve
af, o
gradf = (o) g
olur.
ispat.

grad f = (df)"
oldugundan Onerme 1.1.4 den
(df); = gij(grad f)’
yazilabilir.Oyleyse

0 O0f . 0
) (i
70 1 (g 8:1:j)6:1:i

grad | = (grad [} s = g(df)
elde edilir.

I.1.12.Tanim. M bir manifold ve M iizerindeki vektor alanlarinin uzay:
['(T'M) olmak iizere

V:I(TM) x T(T'M) - I'(TM)

13



(X,Y) = VY

fonksiyonu agagidaki Ozellikleri saghyorsa V ya M manifoldu {izerinde bir
lineer konneksiyon denir[2]. VX,Y,Z € I'(TM) ve Vf,g € C™(M) igin

1) VfX+gyZ = fVXZ +gVyZ

2) Vx(fY +9Z) = fVxY +gVxZ + (X[)Y + (Xg)Z
dir.

I.1.13. Tanim. M bir manifold ve V, M iizerinde lineer konneksiyon ol-
sun.Eger V konneksiyonu agagidaki iki 6zellige sahipse Riemann konnek-
siyon adim alir[2). VX,Y, Z € I'(T'M) i¢in

1) [X,Y]=VxY + Vy X

2) Xg(Y,Z)=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)
dir.

Bu gekilde tammlanan V = V¥ Riemann konneksiyonu M iizerinde bir
Levi-Civita konneksiyonu olarak da adlandirilir. M iizerinde bir Levi-
Civita konncksiyonu

29(VxY,2)  =X(g(Y,2))+Y(9(2, X)) - Z(9(X,Y))
—g(X, 1Y, Z]) + ¢(Y,[Z, X]) + ¢(Z, [X,Y]) (1.1.10)
Kozsul esitlii ile belirlenir[1].

Ustelik Levi-Civita konneksiyonu diger tensor demetleri iizerine de kon-
neksiyon indirger.

I.1.14. Tanum. A bir Riemann manifoldu olsun. M tizerinde @ bir 1-form
ve I de bir vektor alan ise 7* M deki konneksiyon

V:T(TM) x I(T*M) — T(T*M)
(E,0) — Vb
Ved(G) = E(0(G)) - 0(VEsG)

bi¢iminde tanimlanir.Béylece’

E(#(G)) = Vi0(G) + 0(V5G)
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Leibniz ¢arpim kurali elde edilir{1].

Herhangi bir g, 2-formunun
(Vxg)(Y,2) = Xg(Y, Z) — g(VxY,Z) - g(Y,Vx 2Z)
ile verilen kovaryant tiirevi V bir Levi-Civita konneksiyon ise
Vg=0
bigiminde de yazilabilir[1].

I.1.15.Tanmim. M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve (2', z?,...,z™), M
nin bir lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda

0 9

Vengm gk
ile karakterize edilen I‘fj bilegenlerine V min bilegenleri veya Christoffel

katsayilar1 denir ve

8 T
B2t O xd

olarak tanimlanir[4].

Diferansiyel denklemlerin standart varhik teoreminden su teoremi bili-
yoruz:

L.1.1.Teorem. M Riemann manifoldunun herbir p noktast i¢in dyle bir U

komsgulugu ve bir € > 0 sayis1 vardir ki Vg € U ve uzunlugu ¢ dan kiigiik olan
VX € T,M igin p yi g ya baglayan ve

dyx
- (0)

1x(0) =p, =
sartlarini saglayan bir tek

vx ¢ (—€,e) > M

geodezik egrisi vardir[4].
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Bu teoreme gore
() =p, TX0)=x
Todt

sartlarini saglayan bir
vx :[0,1] = M
geodezik pargasi vardir[4).

1.1.16. Tanim. M bir manifold ve vy : [0,1] — M, M iizerinde bir geodezik
egri olsun. (1) € M noktast

v(1) =explp X

ile gosterilir ve X tanjant vektoriiniin {isteli olarak adlandirtlir[4].

1.1.17.Tanim. M bir manifold ve T, , M manifoldunun p noktasidaki
tanjant uzay1 olmak iizere

explp: T,M — M
X = explp(X) =~(1)

ile tanimlanan doniigiime p noktasindaki iistel doniiglim denir{7].

1.1.18. Tanim. M bir manifold ve p € M olsun. Ny, T,,M tanjant uzayinda
orjinin bir acik komgulugu ve N, de p nin bir agik komgulugu olmak iizere
1) exp iistel doniigiimi Ny dan N, iizerine bir diffeomorfizindir.

2) XeNyve0<t<lisetX € Ny dir.

gartlan saglaniyorsa Ny a normaldir denir. Eger

N, = exp (Vo)

oluyorsa N, ye p nin normal komgulugu denir|7].

[.1.19.Tanim. M bir manifold ve p € M noktasinin bir normal komsgulugu
N, olsun. {X,,..., X}, T,M nin bir bazi olmak iizere

Ny, - R™
exp, (a1 X1 + ... +anXyn) = (ay,...,0m)

ile tanimlanan doniisiime p de bir normal koordinat sistemi denir|7].
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Normal koordinatlérda

0
:1(p) = &7 ve =% (zg) = 0

dur[1].
1.1.20.Tamum. M, m-boyutiu bir manifold olsuu. @ 1-formunun divergensi
div § = div™ 6
ile gosterilir ve
divd =i2V0 = ¢¥(Vx,0)X; = ¢” {X,-(B(Xj)) —0(Vx,X;)}

m

= > (VeB)ei = Z{cz 6(Vee)}  (LLI1)
=1

bigiminde tammlanir. F vektor alaninin divergensi div E ise
m
divE =iz2VE =) g(V,E,e) 2:{8z (E,e)) — g(E,Vee;)} (1.1.12)
i=1
ile verilir. Burada {X;}, M iizerinde keyfi gat1 sistemi ve {e;}, 1T,M igin

ortonormal bir bazdir[1].

1.1.6.0nerme. M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {z’,...,z™} M
{izerinde bir lokal koordinat sistemi olsun.

0=0;de’ e T(T*M) ve E = E’a—(}; e I'(TM)
alalim. Bu durumda lokal koordinatlarda
06; ) O E! .
divf = ¢* (6 —T%50) ve div E = P + BT (1.1.13)

ile verilir. Ayrica |g| = det(g;;) olmak iizere

div 0 =-\/1=5- (/lglg8;) ve dwE—~\/——axz(\/_E’ (L.1.14)

dir[1].
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Ispat. Divergensin tammindan

div E = Z<VLF

olur. Buradan

0
’6 1

. 0 0
divE = Z < Vaamz ——) ke
m QE 8 0
= — + F'V -
I FR R Y
0 E?
= T‘Z E’
a7
elde edilir. Diger taraftan
F].c._ 1 kr(agjr agz’r _ Bgij)
29 \9zi T 947 Bz
oldugundan k = i igin
i ar Jr
L3 = 27 Qg
elde edilir. Ayrica |g| = det (g;;) almursa
9lg| = |glg 71993
az* oz
brid gﬁa Yii
lgl 0 z*
d 0 9ij
5ard0g lg) = 95
olacagindan bu I' :] de yerine yazlirsa
) 1 J
L ———
olur. Boylece
. OE® o
divE = £ + EJ[‘gj

0

0

xl

- >



Ok

.1 4
-+ B -
o P e/

= ——W(\/I—Q—IE)
Vlgl 97
bulunur.

I.1.21.Tanim. M, m-boyutlu yénlendirilmig bir Riemann manifoldu olsun.
Bu durumda M iizerinde hi¢bir noktada sifir olmayan bir C* Q, n-formuna
M nin bir hacim eleman1 denir([6].

M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve (U,¢), M de bir koordinat
komsgulugu olsun. Yo6nlendirilmig bir komguluk {izerinde §2 hacim elemaninin
lokal koordinatlardaki ifadesi

o 0 = \/mdav1 A da® ... A dz™ | |g| = det(gs;)

bigimindedir[6]. (M, g) nin hacim elemanni v™ veya v, ile gosterirsek

vg = vy(x) = \/I_ad:c ,dr =dz' A d2?... A da™
yazilabilir. f € C*°(M) olsun. Bu takdirde M nin bir D kompakt bolgesi f

nin iizerinde
fv
‘/‘D g

integrali mevcuttur{1].

m-boyutlu bir M Ricmann manifoldunun C* kenarli kompakt bir bolgesi
M nin kenarl m-boyutlu bir alt manifoldu olarak digiiniilebilir[1]. M ma-
nifoldunun bu gekilde tanimlanan bir bolgesi iizerinde divergens teoremi bir
1-formun ya da vektor alammn divergensinin bu bolge tizerindeki integral-
lerinin, bolgenin kenart iizerindeki integralleri ile iligkisini ortaya koyar.

I1.1.7.0nerme. (Divergens Teoremi) D, M Riemann manifoldunun, C*

kenarli kompakt bir bélgesi olsun. D nin bir komsulugu iizerinde bir 8 1-
formunu ve bir E vektor alanin alalun. Bu durumda

/divaM =/ 0(n) v°P ve / div Ev™ =/ < E,n> " (1.1.15)
D oD D oD
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dir. Burada @ D, D nin kenarm ve n = n(z), z € 8 D noktasinda diga doniik
birim normaldir[1].

1.1.1.Sonug. M bir Riemann manifoldu, 8 1-formu ve X vektor alani ise M
de kompakt destege sahip olsun. Bu durumda

/M(div 8) M =0 ve /M(div E)oM =0 (.1.16)
dur[1].

1.1.22. Tanim. M bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda 8 bir 1-form
olmak lizere kodiferansiyel d*

a6 =—div
seklinde tanunlanir[1].

I.1.8.0nerme. M Riemann manifoldu tizerinde § 1-formu ve bir f fonksiy-
onu i¢in

/Mf(d*e)uM :/M <df,0> o™

dir. Yani d*, d nin ekidir. Bu egitlik kismi integrasyon formiilii olarak
adlandirilir [1].

I1.1.23.Tanim. M, m-boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda X,Y, 7 €
I'(TM) igin

R:T(TM) x D(TM) x D(TM) - T(TM)
(X,Y,Z) - R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vixn 2 (L.L.17)

olarak tammlanan R tensor alamna V konneksiyonunun egrilik tensorii
denir{3].

1.1.24. Tanim. M bir Rietnann manifoldu olsun. Bu durumda
K:T(TM)xI(TM) x T(TM) x I'(TM) - C*(M)
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(X,Y,Z,W) = K(X,Y,2,W) = g(R(X,Y)Z, V)

olarak tanimlanan 4.mertebeden kovaryant tensore M iizerinde Riemann
Christoffel egrilik tensorii denir(3].

1.1.25.Tanim. M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M nin bir p nok-
tasindaki tanjant uzayimn 2-boyutlu bir altuzayr P olsun. P yi geren birim
vektorler X, Y, ve M iizerindeki Riemann Christoffel egrilik tensorii K ol-
mak iizere

K(Xp, Yo, Xp, ¥3)
degerine M nin p noktasindaki P diizlemine gore kesit egriligi denir ve
KM(X) ile de gosterilir[2].

1.1.26.Tanim. M bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

Ric: D(TM) x I'(TM) — C®(M)

m
Ric(X,Y) =iz < R(X,-)—,Y >= Z < R(X,e;)e;, Y >
i=1
olarak tanunlanan tensor alanina A nin Ricei temnsor alamr  denir ve
Ric = RicM ile gosterilir.Burada {e;}, M de ortonormal bir ¢atidir[1].

Ricci operatorii ise (1, 1) tipinde bir tensordiir. Ric = Ric™ ile gosterilir
ve

< Ric(X),Y >= Ric(X,Y)
ile karakterize edilir(1].

1.1.9.0nerme. Ricci operatorii self-adjointtir. Yani M bir Riemann mani-
foldu ve X,Y € I'(T'M) igin

< Rie(X),Y >=< X, Ric(Y) >
dir[1].

1.1.27.Tamim. M, m-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. p € M olmak

iizere T,M nin 2-boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplama
skaler egrilik denir ve

r =Y Ric(e;, &)

i=1
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ile tanimlanir[2].
I1.1.1.0rnek. (Sasaki metrik)

N, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve
n:T~ - N

tanjant demeti olsun. T'N boyutu 2n olan bir C* manifolddur. Dikey tanjant
demeti V, v € TN de I nin liflerine teget demet yani z = II(v) iken

Vo = Tp(TeN) = cek (dll,)

olarak tanumlanir. T, N de bir vektor uzay1 oldugundan V), ile TN arasinda
bir kanonik Ozdeslik kurulabilir. NV {izerindeki Levi-Civita konneksiyonu
T(TN) nin H ile gisterilen yatay alt demetini tammlar. H, N nin egrilerinin
paralel vektor alanlarn ile belirlenen TN deki egrilerin teget vektorlerinden
olugur. Yani z € N ve v € T, N alalun.

v:(—€,e) N

C*® egrisi y(0) = z ve V(t), v boyunca paralel vektdr alani olmak lizere
V(0) = v olacak sekilde verilsin. V, (—¢,e) = T'N biciminde bir ddniigiim
olarak diisiiniiliirse V'(0) € T,(TN) olacaktir. Bu sekilde tanumlanan H,
teget vektorlerin kiimesidir. dIl, izdiigimii yardimyla #, ile T, N ozdeg
yapilabilir. Boylece

T(TN)=VeH (1.1.18)

direkt toplamina ulagilir. Her v € T'N igin V, ve H,, vektor uzaylar: yukaridaki
6zdeglegtirmeden dolay1 bir ig ¢arpima sahiptir ve T,,(T'N) bu i¢ ¢arpumlarin
direkt toplami olarak yazilabilic. Boylece V ve H birbirine dik olurlar.
Sonucta elde edilen Riemannian metrik Sasaki metrik olarak adlandirir{1].

1.1.28.Tamim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda bir
a: M — (0,00)

C® doniigiimii igin
g=ayg
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oluyorsa g ile § konform olarak denktir denir. Bu kural bir denklik
bagmtisidir|1].

1.1.29. Tammm. M bir manifold olsun. Bu durumda
g=ag ,a:M— (0,00)

olarak verilen denklik bagintisinin olugturdugu denklik sinifi konform yapi
ve bu konform yapiya sahip bir manifold ise konform manifold olarak
adlandirilir[1].

I.1.2. Teorem. (izotermal koordinatlar)
(M2, g), 2-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.

(i) M nin herhangi bir noktasinin bir U komsulugu iizerinde, analitik
pozitif degerli bir fonksiyon u olmak iizere,

g = ((da® + dy’) (1.1.19)

olacak gekilde bir (z,y) lokal koordinat sistemi varsa bu koordinat sistemine
izotermal koordinatlar denir[1].

(ii) (z,y) izotermal koordinatlar ise

8 5
M MY _ .
V&ax+vﬁay 0 (1.1.20)

dur[1].

2-boyutlu bir M manifoldunu bir (z4, y,) izotermal koordinatlar kiinesi
ile Ortersek

Vap | (TasYa) — (g, Yp)
doniigiimleri R? nin agik altkiimeleri arasinde konform déniigiimler olurlar
yani aciy1 korurlar. Ozel olarak Yap lar M? manifolduna C*® yapisima ek
ikinci bir yapt olan reel analitik yapty1r kazandirirlar. Bu yapiya gore g nin
reel analitik olmas1 icin gerek ve yeter sart p fonksiyonunun reel analitik
olmasidir[1].
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M yonlendirilmis bir manifold ise M {izerindeki yonlendirmeyi koruyacak
sekilde haritalar segilebilir. Bu durumda 1,4 koordinat degisim doéniigtimleri,
RR% nin agik altkiimeleri arasinda yonlendirmeyi koruyan konform doniigiimler
olur ya da denk olarak

Pap | Ta + Yo — Tp +1Ys

doniigiimleri kompleks analitik olur[1].

I.1.30.Tamim. M bir manifold ve K(P), M iizerinde kesit egriligi olsun.
Eger biitlin P diizlemleri ve biitiin p noktalar: i¢in ' (P) sabit ise bu durumda
M ye sabit egrilikli uzay denir. Sabit egrilikli Riemann manifolduna da
uzay form denir[2].

I.1.3.Teorem. Eger M sabit ¢ egrilikli uzay form ise X,Y,Z € I'(TM)
olmak iizere

R(X,Y)Z =c[g(Y,Z2)X — g(X, Z)Y] (L.1.21)
ile verilir(3].
1.1.31.Tanim. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar: olsun.
v :(M,g) = (N, D)

bir C*° déniigiim olmak iizere h metriginin pull-backi ¢*h ile gosterilir ve
X,Y e (T M) igin

P*h(X,Y) = h(dps(X),dos(Y)) , z€M
bigiminde tanimlanir[1].
I.1.4.Teorem. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlan olsun.
w:(M,g) = (N,h)

doniigiimi
¢*h=p’g
olacak gekilde verilmig olsun. Bu durumda

M = (0,00)
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fonksiyonuna ¢ nin konform faktSrii denir. Bir sabit carpan farkiyla
degigen bir izometri olan ¢ diffeomorfizmine Riemann manifoldlar arasinda
bir homoteti denir[1].

I.1.2.0rnek. M bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
I:(M,g)— (M,h)

0zdeglik ddniigiimiiniin homoteti ohmas i¢in gerek ve yeter gart h metriginin
g nin sabit bir kat1 olmasidir[1].

I.1.32.Tanim. (M, g), (N, h) Riemann manifoldlari
w:(M,g) = (N,h)

bir C* doniiglim ve £ € M olmak iizere x noktasinda ¢ nin tiirev doniigiimiiniin
Hilbert-Schmidt normu |dy,| ile gosterilir ve T, M tanjant uzayinn bir
{ei} bazi icin

|dop,|* = ih(dcp(ei), do(e;)) (1.1.22)

ile tanimlanir{1].
Lokal koordinatlarda ise
ldgs|? = g2l hap (1.1.23)

dir(1].

Tanim 1.1.31 ve Tanim 1.1.32 kullanilarak

deal? = 3" h(diles), do(e)

i=1

m
= z ©*hies, ;)
=1 '

=iz, h

oldugu goriiliir[1].
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o*h, (TzM, g) ic carpim uzayinda bir kuadratik form olarak diigiiniiliirse
simetrik ve pozitif yari tanumh olur. Dolayisiyla ¢*h m A2, )2,... A2 ile
gosterilen karakteristik degerleri negatif degildir[1].

b ve § izomorfizinleri kullamlarak ¢*h
.M —=T,M (I.1.24)

endomorfizmi olarak diigiiniilebilic. Bu durumda A? (i = 1,...,m), ¢*h m
karakteristik degerleridir. *h simetrik oldugundan bu karakteristik degerlerine
kargilik gelen karakteristik vektorlerden olusan bir {e;} ortonormal bazi vardir.
Bu durumda ise

go*h(e,-,ej) = h(d(pm(ei),d%(ej)) = )\fén (1.1.25)

olur. Bagka bir ifadeyle dy,(e;) vektorleri ortogonal ve

m

|d§0z|2 = Z /\z?
=1
olacak gekilde T; M nin bir {e;} ortonormal baz: bulunabilir[1].
1.1.33. Tamm. (M, g), (N, h) Riemann manifoldlan ve

¢:(M,g) — (N,h)

bir C*° déniigiim olsun. ¢ nin dg, tiirev ddniisiimiiniin eki dy% ile gosterilir
ve X € T,M,Y € TN icin

9(X, dp;(Y)) = h(dp.(X),Y) (1.1.26)
bigiminde karakterize edilir[1]. Boylece
PI(X,Y) = h(dipe(X), dpa(Y) = g(d], 0 dipe(X),Y)
elde edilir. Bu da (I.1.24) deki endomorfizmin
dg;, o d%

oldugunu gosterir[1].
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1.1.34.Tamum. E*" Oklid Uzayinda merkezi
1
C = (0, 0, “eey 0, 5'/‘)

ve yari ¢api -é—r olan S™ kiiresini diigiinelim. Bu kiirenin denklemi
T4+ o+ 22+ 21 (T — 1) =0
dir. S™ ile E**! in ortak noktas: sadece orjindir.
(.’II] y LYy eeey Tpyy 0) € En+1

noktasini
7
(.’171, Ly ey .’L'n) cFE

noktasi ile ey tutalun.
B =(0,0,...,0,7) € S"

noktasina kutup noktas: denir.
S®"— B=5"\(B)

dersek
VX = (21, %2, ...y T, Tny1) € S™\ (B)

i¢in 0 < 2,41 < 1 dir. Boyle herbir X noktasina
o:8"\ (B) - E"!

izdiigiimii altinda bir o(X) = X noktas: kargihk gelir. Bu nokta B.X dogrusunun
E™*! (yani E™) yi kestigi noktadir. Bu dogru

X=B+t#X-B) , teR (1.1.27)
formundaki noktalardan geger.
r+t(Tpe —7) =0

yaui
; r
T —Tntt
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oldugu zaman X noktasi vardir. ¢ nin degeri (1.1.27) denkleminde yerine

yazlirsa
r

o(X) = B+ ——(X - B)
T — Tpyl
veya B
O’(X) _ rX — Tut+1
T = Int1

elde edilir. Denklemi z,4; = 0 olan bir n-hiperdiizlem E™ olmak iizere
o:5"\(B) —» E"

fonksiyonuna S™ nin E™ iizerine stereografik izdiigiimii denir[20].

I.2. Riemann Manifoldlar1 Uzerinde Laplasyan
I.2.1.Tanim. Oklidyen Uzay R™ de Laplasyan, f € C®(R™) olmak iizere

A:C®(R™) — C®°(R™)
= div(graedf)

Af = div(gradf) = i —(7=) = im (I.2.1)

I
I
S
&
e

olarak tanimlanir[4].

Boliim I.1 de verilen gradiyent ve divergens tamimiart kullamlarak Laplasyan
tammu keyfi bir Riemann manifolduna genigletilebilir.

I.2.2. Tanim. (M, g) bir Ricmann manifoldu olsun. Bu durninda A{ {izerindeki
Laplasyan yada Laplace-Beltrami operatorii A = AM = A ile gosterilir
ve

Af = div(gradf) = divdf = —d*df =iz Vdf (1.2.2)

bigiminde tamimlanir. Burada f, U C M agi lizerinde tamml reel-degerli
C%-smifindan bir fonksiyondur[1].
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I.2.3. Tammm. (M,g) bir Riemann manifoldu ve f € C®(M) olsun. Bu
durumda

Af =0

egitligi Laplace denklemi olarak adlandirilir ve bu denklemin ¢oziimlerine
U C M iizerinde harmonik fonksiyonlar denir[1].

M manifoldunun {e;} ortonormal gatisini gozoniine alalin. Bu durumda
m
Af = {ele(f)) — (Vele) f}
i=1
olur(1].

1.2.1.0nerme. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. (z!,...,2™) M iizerinde
bir lokal koordinat sistemi ise {g| = det(gx) olmak iizere

3 -i‘ 62f k af
\/—3 \/——gj(’):nﬂ jO.v’de Fij%;) (1.23)

dur(1].

ispat. Bir vektor alanimin Onerme 1.1.6 ile verilen lokal koordinatlardaki
ifadesi ve

Af = div(grad f)

tamumi gozoniine alinirsa

1 0, r—=,0Ff L 0% f e Of
A 1 T 2‘?-—--‘ = g¥ - - — 1 .
! \/I?law’( 919 8333) g (8:1:’0:1:1 P”(’)x’“)
oldugu kolayca goriiliir.

Boylece

d , — 0f o 0 f c Of
—_— ) = * — E == = Y
Bmi( 19l 6:1:j) 0 yada g (Gxiaxj r”ax") 0 (1:24)

bigiminde tanumlanan Laplace Denklemine ulagilr.
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Eger bir zp € M noktasi civarinda bir normal koordinat sistemi segilirse
bu noktada I'}; = 0 ve g;; = 4] oldugundan

m 2
st =3 2L

elde edilir. Bu basit formiil sayesinde Laplace operatoriiniin ® uzayinda
sagladig pek ¢ok oOzellik (M, g) Riemann manifoldunda da saglanir{1].

I.2.2.0nerme. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. u ve v, M manifoldu
iizerinde tamimh C2?-simfindan fonksiyonlar ise

div(ugradv) = gradv(u)+ udiv(gradv)
= du(gradv) + ulAv
= < gradv,gradu > +ulv
dir[1].
1.2.3.0nerme. (I.Green Ozdesligi)
(M, g) bir Riemann manifoldu ve D, M nin C*™ kenarli kompakt bir

bolgesi olsun. Bu durumda u,v € C?*(M) olmmak iizere

dv
/ (< gradu, gradv > +ulwv) v =/ = 12 P
D ap dn

dir. Burada in diga doniik birim normal vektér alam yoniindeki tirevi
gostermektedir(8].

Ispat. Divergens Teoremi Onerme 1.2.2 de verilen div(u gradv) ye uygu-
lanirsa

/dz’v(ugmdv)vaD = / < ugradv,n > 7P
D aD
= / u < gradv,n > %P
aD

_ 8D
L udv(n) v

= / unfv] v? P
aD

R

8D On
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bulunur. Oyleyse

Jv
< gradu, gradv > +uldv)v? = [ uz= o’
/D( gradu, gradv > +ulv)v o Yo
oldugu goriiliir.
1.2.4.0nerme. (11.Green Ozdesligi)
ov Ju
_ oD _ ov _Ou, 3p
/D(uAv vAu)v /aD(u(?n van)v

dir[8].

Ispat. div(ugradv) den div(vgradu) gikanilirak II. Green Ozdesligine ko-
layca ulagilabilir.

1.2.5.0nerme. Laplace operatérii self-adjointtir[1].

Ispat. Onerme 1.2.4 de D = M alnir, u ve v fonksiyonlarindan herhangi
biri M iizerinde kompakt destege sahip clacak sekilde segilirse

av 6u M _
/eam(u()n “an)“ =0

olur. Oyleyse
ulAv = vAu

elde edilir.

Ozel olarak u € C?(M) fonksiyonunun M de harmonik olmas icin gerek
ve yeter sart M lizerinde kompakt destege sahip biitiin v € C?(M) fonksi-
yonlari icin

/M(uAv) oM =0 (1.2.5)

olmasidir. Bagka bir ifadeyle M iizerinde siirekli bir u fonksiyonu, M de
kompakt destege sahip her v € C?(M) fonksiyonu igin

Av) oM =0
/M(u v)v
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gsartini saghyorsa bu fonksiyon M iizerinde harmonik olur{1].

I.2.4.Tamim. (M, g) reel-analitik manifoldu iizerinde tanmimit bir harmonik
u fouksiyonuna reel-analitik harmonik fonksiyon denir[1].

1.2.5.Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir f € C?(Af) fonksi-

yonu AM f > 0(AM f < 0) sartimi saghiyorsa f ye subharmonik (siiperhar-
monik) fonksiyon denir[1].

I1.2.1.Teorem. f bir Riemann manifoldu iizerinde harmonik veya subhar-
monik (sliperharmonik) ve bir lokal maksimuma (minimuma) sahip ise bu
durumda f sabittir[1].

1.2.2.Sonug. (M, g) kompakt, baglantili (kenarsiz) bir Riemann manifoldu
olsun. Eger

f:M—>R
igin AM f > 0 ise bu durumda f sabit bir fonksiyondur (ve AM f = 0 dir)[8].
ispat.
div(fX) = X(f) + fdiv(X) = df (X) + fdiv(X)
ve
grad(fg) = fgrad(g) + ggrad(f)
oldugundan

div(grad(fg)) = diwv(fgradg+ ggrad f)

div(fgrad g) + div(ggrad f)

df (grad g) + fdiv(grad g) + dg(grad f) + gdiv(grad f)
= df(gradg) +dg(grad f) + fAg + gAf

= 2<gradf,gradg > +fAg+ gAf

il

fl

bulunur. éyleyse g = f alimirsa
A f* = div(grad f*) = 2fAf + 2 < grad f,grad f > (1.2.6)

olur. n, M iizerinde diga doniik birim normal vektor alam olsun. Bu
durumda Divergens Teoreminden

Af2oM = : 2y M _ 2 M 9
/M v /de(gmdf)v /aM<gmdf,n> ov (1.2.7)
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dir. (1.2.6), (1.2.7) de yerine yazilirsa

/ (fA f+ < grad f,grad f >) v :/ < fgrad f,n > M (1.2.8)
M aM

clde edilir. M kenarsiz bir Riemann manifoldu olsun.
f:M->R

icin Af > 0 alalim. M kenarsiz oldugundan Green Teoreminden

/ AfoM =0
M

dir. M iizerinde Af > 0 segtigimizden Af = 0 olmalidir. Diger taraftan
yine Green teoreminden

/ Af?oM =

M

dir ve Af = 0 oldugundan (1.2.8) den

20F 0F o
I r
/M ozt oz v g

elde edilir. integral pozitif tanimh oldugundan

5010

Oxidzi

olmak zorundadir. Buradan da
df =0

olur ki bu da f nin sabit oldugunu gésterir.

1.3. Vektor Demetleri Uzerinde Hesaplamalar

Bu kisimda boliim 1.1 de tensor alanlari ve formlarla ilgili olarak verdigimiz
hesaplamalar1 vektor demetlerinin kesitleri iizerine tagiyacagiz. A{ bir C®
manifold ve

C*(M)={f|f: M - R, f bir C* fonksiyon} (L.3.1)
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olsun.

1.3.1.Tamim. E, B, FF C*® manifoldlar ve # : E — B bir C* doniigiim
olsun. B nin bir agik ortiisii {Uqs}eer (I, indis kiimesi) olmak tizere eger

(mot)(z,y) =2 z€UyyeF

olacak sekilde
Vo : Uy x F = 771 (U,)

diffeomorfizmlerinin bir {¢,}aer ailesi varsa 7, F' ye gore lokal carpim
ozelligine sahiptir denir ve D = {(Uqa, ¥a)}acr sistemine de 7 nin lokal
ayrigmasi denir[18].

I.3.2.Tamm. 7 : E — B doniiglimii lokal garpim ozelligine sahip olsun. Bu
durumda ¢ = (E, m, B, F) dortliisiine bir diferensiyellenebilir 1if demeti adi
verilir[18].

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, I' ye lif
modeli ve 7 ye de projeksiyon (fibrasyon) adi verilir[18].

1.3.3. Tanum. 7 : E — B bir lif demeti olsun. Vx € B i¢in
N z) = F, = {u € E|r(u) = x}
kiimesine z iizerinde bir lif denir. Tiin F; liflerinin ayrk birlesimi E total

uzayini verir{18].

1.3.4.Tamim. ¢ = (E,x, B, F') bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. 7 nin
D lokal ayrigmasma ¢ lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir[18].

¢ = (E,m, B, F) lif demetinin D = {(Uq, ¥a)}aes lokal koordinat temsil-
cisini gbz O6niine alalin. Yz € U, icin
You: F— Fy
doniigiimii y € F igin

d’a,m (y) = Yq (:L', y)

seklinde tamimlanirsa 9, lar diffeomorfizm olduklarindan, v, . ler de birebir,
orten ve diffeomorfizmdirler(18].
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I.3.5. Tanim. ( = (E,'7r, B, F') bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger
agagidaki iki ozellik saglaniyorsa ¢ ya bir vektér demeti denir[18].

i) Vz € B igin F ve F, bir K cismi iizerinde vektor uzayidir.

ii) Vo € B igin ay : F — F, doniigiimleri lineer izomorfizn olacak
sekilde ¢ nm bir D = {(Uq, a) }aer lokal koordinat temsileisi vardar.

1.3.6. Tamumn. 7 : E — B bir C* lif demeti olsun. Bu durumda
mo0S =1 (I, Bninbirim déniigimii)

olacak gekilde
S:B— F

C™ déniigiimiine lif demetinin kesiti denir ve I'(E) ile gosterilir[18].

1.3.7. Tanim. E bir vektér demeti olsun. Vp € B igin T,B tanjant uzayma
bir X, vektorii tagiyan doniigime vektor demetinin kesiti denir. E nin
I'(E) kesitlerinin uzayr K cismi lizerinde bir vektor uzayidir[18)].

1.3.8. Tamm. E ve M C* manifoldlar ve
E—-M

M tizerinde bir C* (reel) vektor demeti olsun. F {izerinde bir (reel,lineer)
konneksiyon V = V¥ ile gosterilir ve X € I'(T M) olmak iizere

V:T(TM)xT'(E)y — T(E)
(X,0) —» Vxo

bi¢iminde tanunlanir éyleki Vf € C*°(M) igin

Vixo = fVxo
Vx(fo) = X(flo+ fVxo

dir. Vxo, o kesitinin X vektor alanina gore kovaryant tiirevi olarak
adlandurihir[1].
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V xo nin degeri sadece X € T (T'M) vektoriinii teget kabul eden bir egri
boyunca ¢ mn alacag degerlere baghdir{1].

1.3.1.Ornek.
(i) k € {1,2,...} i¢in rank: &k olan agikar demet
RE=MxR 5> M

demetidir. Boylece R demectinin herbir lifi kanonik olarak R* ile dzdeg
yapilabilir. Bu durumda R* demetinin bir kesiti

o: M — RF

C* doniigiimii olarak diigiiniilebilir. Asikar demet lizerindeki asikar konnek-
siyon ise X € I'(T'M) olmak iizere

Vxo = X(0)
ile tammlanir{l1].
(il) (M, g) Riemann manifoldunun
T™ - M

tanjant demeti lizerinde VM Levi-Civita konneksiyonu tanunhdir[1].

1.3.9. Tamum. E ve M, C*® manifoldlar, E — M bir vektér demeti ve VZ
bu demet iizerindeki konneksiyon olsun. Bu durumda

E* = Hom(E,R) - M

dual demeti tizerindeki konneksiyon X € T'(TM), 8 € I'(E*) ve 0 € I'(E)
olmak iizere

(Vx0)o = X(6(c)) — 8(Vio) (1.3.2)

ile tanunlanir[1].
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1.3.10.Tanim. E, F ve M, C*® manifoldlar; E — M, V¥ konneksiyonuna
sahip bir vektdr demeti ve F — M ise iizerinde V¥ konneksiyonunun tanumh
oldugu bir vektér demeti olsun. Bu durumda

EQF > M

tensor carpim demeti {izerindeki konneksiyon X € I'(TM), o, € ['(E) ve
oy € I'(F) olmak iizere

Vx(O'I ® 0'2) = (Vf{;,al) Rog+01Q (V?Uz) (133)
scklinde tanumlanir{1].

I[.3.11.Tanmum. E ve M, C* manifoldlar, E — M bir vektor demeti ve
VZ bu demet iizerindeki konneksiyon olsun. E ® E = ®E tensor garpun
demetinin

v@w-—-w®v):v,we (E)}

DN —

NE = Sp{vAw =
ve

1
®2EESp{v®wE§(v®w+w®v):v,w€I‘(E)}

ile verilen A2E = M ve ©?E — M altdemetlerini gozoniine alalun. Burada
A’E — M dig kare, ®’E — M simetrik kare olarak adlandirlir.
X € I'(T'M) olmak iizere dig kare {izerindeki konneksiyon

Vx(vAw)=VivAw+vAViw (1.3.4)
simetrik kare iizerindeki konncksiyon ise
Vi(vow)=Vivow+ve Viw (1.3.5)

bigiminde tanunlanir{1].

1.3.12.Tanim. E, F ve M, C*® manifoldlar, F — M ve F — M sirasiyla
VE ve VF konneksiyonlarina sahip vektér demetleri olsun. Bu durumda E
den F' ye tamimlanan lineer doniigiimlerin demeti

Hom(E,F) -+ M
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ile gosterilir ve bu demet fizerindeki konneksiyon X € I'(TM), 0 € Hom(E, F)
ve g € I'(E) olmak lizere

(Vx0)o = Vi (0(0)) — 0(VZ0) (1.3.6)
ile verilir[1].
Ayrica Hom(E, F) ile E* @ F ozdeslestirilebileceginden Tanumn 1.3.9 ve

Tanmm 1.3.10 kullanilarak da E*® F — M vektor demeti {izerindeki konnek-
siyona ulagilabilir.

1.3.13. Tanum. W, M ve N, C* manifoldlar olmak tizere
w: M —> N
bir C* déniisiim olsun. Bir W — N vektor demetinin pull-back demeti
W - M
ile gosterilir ve £ € M igin bu demet
(7 'W), = Wo@ (L.3.7)

ile tanimlanan liflere sahiptir. W — N vektor demeti tizerindeki konnek-

siyon VW ise o'W — M pull-back demeti {izerindeki konneksiyon V¥ ile
gosterilen ve

VP T(TM) x T(e™'W) = (e~ 'W)
(X,¢'0) = VE(¢'0) =V x0 (1.3.8)
ile tamumlanan tek lineer konneksiyondur. Burada
Y'o=00¢p
dir[1].
I1.3.1.0nerme. (i) ( Bir egri boyunca kovaryant tiirev )

W, N, C*® manifoldlar ve W — N, VW konneksiyonuna sahip bir vektor
demeti olsun. 0 € (W), y € N ve Y € T, N olmak iizere bir

v:(—€,e) = N
t = ()
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egrisi y(0) = y ve ¥/(0) =Y olacak gekilde verilsin. Bu durumda
VWo = V% (0 07) (1.3.9)
dur[1].
(i) W, M ve N, C* manifoldlar,
p: M- N

bir C* doniiglim ve W — N bir vektor demeti olsun. Bu durumda
se(p~'W), z € M ve X € T, M olmak lizere

V&5 = Vo =Ve (ccpoy) (1.3.10)
dt

dir. Burada

v (—815) — A/L ’7(0) =, 71(0) =X
M manifoldu iizerinde bir egridir ve o, W — N vektor demetinin ¢ oy egrisi
hoyunca s = ¢*o geklinde tanunlanan bir kesitidir[1].

_ (1.3.9) esitliginin sag tarafi VWo/dt veya Do/dt olarak da yamlabilir.
Oyleyse (1.3.9) esitligi

Vo =V7o/dt (1.3.11)
biciminde de ifade edilebilir.

I.3.14.Tanim. FE ve M, C*® manifoldlar olsun. F — M vektor demeti
lizerinde bir Riemann metrigi, ®2E* —» M altdemetinin her bir lif {izerinde
pozitif tammh bir i¢ ¢arpim tanimlayan bir C*® kesitidir ve <, >=<, >F ile
gosterilir. Yani v € I'(F) igin

<v,v>20 ve <v,9>=0&v=0
dur[1].
1.3.15. Tanim. E ve M, C*® manifoldlar ve E — M bir vektor demeti olsun.
Bu durumda

b: E— E*
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izomorfizmi E — M vektdr demetinin herbir lifi iizerinde o, p € T'(F) olmak
iizere

o'(p) =< o,p>" (1.3.12)
seklinde tanunlanir ve bu izomorfizmin tersi
§:E* > E
ile verilir[1].
1.3.16.Tanim. E ve M, C* manifoldlar ve E — M bir vektor demeti olsun.
f:E* > FE

izomorfizmi ile <, > Riemann metrigi = € M ve A, B € T'(E}) olmak iizere
E* — M dual demeti iizerinde ®?E — M altdemetinin bir kesiti olan ve

k
< A,B>=> Ale;)Ble) (1.3.13)
i=1
ile tanunlanan Riemann metrigine transfer edilic. Burada {ey, ..., e}, E; igin

bir ortonormal bazdir[1].

1.3.2.0rnek.

(i) R* = M x R* — M agikar demeti {izerindeki standart veya kanonik
. ; sue k - o tegs e PR . . .
Riemann metrigi, 2° demetinin herbir lifinin R* ile 6zdeglestirilmesi yolu ile

k
<2y >=Y ziyi (T =(T1,Tk), ¥ = Yty Uk))

i=1
standart i¢ carpimindan indirgenen metriktir.

(if) Bir M, C* manifoldu iizerindeki Riemann metrigi TM — M tan-
jant demeti dizerinde bir Riemann metrik tammlar. Ancak bu metrik TA

total uzay: tizerindeki bir Riemann metrik ile aym degildir(Ornegin Sasaki
metrigi).
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1.3.17. Tanum. E, F ve M, C*™ manifoldlar, £ — M ve FF — M sirasiyla
<, >F ve <, >F Riemann metrigine sahip vektor demetleri olsun. Bu du-
rumda F ® FF = M vektor demeti iizerinde bir Riemann metrigi oy, p; €
I'(E) ve 09, py € I'(F) olmak iizere

<01® 02,0 ® pa >=< 01,p1 > + < a9,p0 > (1.3.14)
ile tanmunlanir{1}.
1.3.18. Tanum. E, F ve M, C® manifoldlar, E — M vc F' — M swasiyla

<, >PF ve <, >F Riemann metrigine sahip vektér demetleri olsun. Bu du-
rumda Hom(E, F) = M demeti iizerindeki Riemann metrik

k
<A,B>=) < Ale),Ble;) >", (A Be Hom(E,F)) (13.15)

i=1

seklinde verilir{1].

1.3.19.Tanim. E, M ve N, C*®-manifoldlar
o: M —>N

bir C*° doniiglim ve E — N bir Riemann metrigiyle birlikte bir vektor demeti
olsun. z € M igin
(‘PMIE):B = Lp(x)

izomorfizmleri ¢~ 'E pull-back demeti iizerinde pull-back metrik olarak
adlandirilan ve

gV, W)(@) = 9oty (Ve Wa) - (V, W € (™) (1.3.16)

bigiminde verilen bir metrik tanumlar(1].

1.3.20.Tanum. E ve M, C* manifoldlar ve £ — M, <, > Riemann metrigi
ile birlikte bir vektor demeti olsun.Bu vektor demeti <, > metrigi paralel ola-
cak gekilde bir V konneksiyonuna sahip ise bu vektor demetine Riemannian-

baglantilidir veya Riemannian yapiya sahiptir denir.<, >= ¢ metriginin
paralel olmas1 Vg = 0 sartinin saglanmasi demektir[1].

1.3.3.0rnek. (Ricmannian-baglantih vektdr demetleri)
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(i) R* = M x R*¥ — M asikar demeti, agikar konneksiyon ve standart
Riemannian metrigi ile birlikte bir Riemannian-baglantih demettir.

(ii) (IV, g) Riemann manifoldunun TN — N tanjant demeti, g Ricmann

metrigi ve V¥ Levi-Civita konneksiyonu ile birlikte Riemannian-baglantihi-
dir.

(iii) £ ve M Riemann manifoldlarn , £ — M Riemannian-baglantili bir
vektor demeti ve FF — M , E — M nin bir altdemeti olsun. Bu altdemet,
E — M Riemannian-baglantili demeti iizerindeki Riemann metriginin kisit-
Janmigina sahiptir. Ayrica yine bu altdemet V¥ konneksiyonunun E den F
ye dik izdiigiim fonksiyonu ile bilegkesinden ibaret olan V¥ konneksivonuna
sahiptir. Boylece FF — M bir Riemannian-baglantili demet olur.

(iv) M ve N Riemann manifoldlart ve ¢ : M — N bir C™ doniigiim
olsun. ¢ 'T'N — M pull-back demeti, pull-back konneksiyon ve pull-back
metrik ile birlikte bir Riemannian-baglantili vekt6r demeti olur. Ozel olarak
@ 'TN — M pull-back demetinin C*® kesitlerine ¢ boyunca vektér alanlar
denir|[1].

I.3.21.Tamim. E bir C* manifold, M = (M™, g) bir Riemann manifoldu ve
E — M bir Riemannian-baglantili bir vektor demeti olsun. o € I'(T*M ® E)
nin divergensi div o€ I'(E) ile gosterilir ve

dive =iz2Vo =) (V,0)(e;) (1.3.17)

i=1
geklinde tanunlamir. Burada {ey, ..., €, }, M iizerinde bir ortonormal ¢aty sis-
temi ve V, T*M ® E iizerindeki indirgenmis konneksiyondur[1].

1.3.22. Tanim. E bir C*° manifold, M = (M™,g) bir Riemann manifoldu
ve E — M Riemannijan-baglantili bir vektor demeti olsun. o € I'(T*M Q@ E)
alalun. Bu durumda ¢ nin kodiferansiyeli

d'=0:TT"MQ®E) —» I'(F)
o — d'=-—dive (1.3.18)

bigiminde tammlanir[1].
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E bir C* manifold, M = (M™, g) bir Riemann manifoldu ve £ — M
Riemannian-baglantili bir vektor demeti olsun. ¢ € T(T*"M Q FE) ve V €
I'(E) olmak iizere

P =< V,0(-) >F (1.3.19)

ile verilen ¢ 1-formunu gozéniine alalim. Divergens teoreminin  1-formuna
uygulanmast d* kodiferansiyelinin

V:I(E) > T(IT"M ® E)
konncksiyonunun agagida verilen gekilde bir cki oldugunu gosterir:
V e I'(E), M iizerinde kompakt destege sahip olsun. Bu durumda

/M <VV,0> v, = /M <V,d'o > v, (1.3.20)

dir. Bu formiil bir bagka kismi integrasyon formilidiir[1].
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II. BOLUM

BAZI KONFORM DONUSUMLER VE
KARAKTERIZASYONLARI

Konform doniigiimlerin 6zelliklerini agikladigimiz bu bolim ii¢ kisima
ayrilmgtir. ilk kisimda zay1f konform doniigiimler tamitilimgtir. Ikinci kisim
yatay zayif konform déniigiimlere ayrnlmigtir. Uglincii kisumda ise bir vatay
konform submersiyonun liflerinin olugturdugu konform foliasyonlar ele alinmugtar.

I1.1. Zayif Konform Doniigiimler
IL.1.1.Tanmm. (M, g), (N, h) Riemann manifoldlar ve
v : (M,g) = (N,h)
bir C* doniigiim olsun. Bu durumda z € M ve X,Y € T, M icin
Mdia(X), des(Y)) = Alz)9(X,Y) (IL1.1)

olacak sekilde bir A(z) sayisi varsa ¢ doniigiimiine z € M noktasinda bir
zayif konform doniigiim denir. Vo € M igin (11.1.1) gart1 saglamyorsa ¢
ye M iizerinde bir zayif konform doniigiim denir[1].

II.1.2. Tanim. M, N Riemann manifoldlan ve
¢:(M,g) - (N,h)
z € M noktasinda bir zayif konform doniigiim olsun.
Az) = Mz)?

olacak sekilde bir
A M —[0,00)

fonksiyonu icin A(z) sayisina ¢ nin konform faktorii, A(z) sayisma da ¢
nin kare konform faktorii denir {1].
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(IL.1.1) de iz almacak olursa

3 hdpg(e;), dpg(e;)) = iA(l‘)g(Ciaci)
i=1 3==1
ldo.|* = Az)m
%ld%\? N (IL.1.2)

bulunur. Bu da A : M — R fouksiyonunun C* oldugunu gosterir.

Tamm 1.1.33 den M ve N Riemann manifoldlari olmak iizere
w:(M,g) = (N,h)
doniiglimiiniin tiirev doniigiimii ile tiirev doniigiimiiniin eki arasinda
9(X,dpz(Y)) = hdp(X),Y) (X €eT.M,Y € TymM)  (I1.1.3)

iligkisi oldugunu biliyoruz. Ayrica z € M noktasmda {X;} ve p(z) € N
noktasinda da {Y,} catilan verildiginde

9i = 9(Xi, X;), hap = h(Ya,Yp), dipo(Xi) = ¢f'Y,
yazilabilir.
I1.1.1.Lemma (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar
¢ : (M,g) = (N,h)
bir C* doniigiim ve z € M olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir{1]:

(i) ¢, x € M noktasmda A(z) = A(z)? olacak gekilde bir zayif konform

doniigiimdiir. Burada A(z), ¢ nin konform faktorii; A(x) ise kare konform
faktordiir.

(ii) = noktasindaki herhangi bir {X;} catisi icin

h(deo(Xs), dpo(X;)) = A®)gy; (5,5 =1,...,m) (11.1.4)
dir.
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(iii) {X:} ve {Ya} élraSIyla z € M ve p(z) € N noktalarinda birer gati
ise bu durumda

(43

hap} ‘10? = A("L)(]ZJ ('ij =1,.., 7"’) (1115)
dir.

(iv) h metriginin pull-backi
(¢"h)z = A(2) gz (11.1.6)
gartini saglar.
(v) dip, tiirev doniigiimiiniin eki olan dy} doniigiimii
dy o dpy = A(x)Ir,m (11.1.7)

sartini saglar. Burada I, 5, M nin z noktasindaki tanjant uzayinda tanunlanan
Ozdeslik doniigiimiidiir.

(vi) z € M noktasindaki herhangi bir { X;} ortonormal ¢atist igin di,(.X;)
vektorleri birbirine diktir ve bu vektérlerin normu A(z) in normuna esittir.

(vii) dp, = 0 dir veya £ € M noktasindaki bir {X;} ortonormal gatisi
igin @(z) € N noktasinda bir {¥,} ortonormal ¢atis1 vardir dyleki

do(X;) =AM2)Y; (i=1,..,m) (IL1.8)
dir.

ispat.

(¢) = (i1): ¢ doniigiimii z € M noktasinda A(z) = A(z)? kare konform
faktoriine sahip bir zayif konform doniigiim olsun. z noktasinda {X;} catisim
alalim. Bu durumda ¢,7 =1,...,m igin

hdpz(Xi), dp(X;)) = Alz)9(Xi, X;)
h(dgoa:(Xi)ad(Pm()(j)) = A(m)gij

bulunur.
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(it) = (i): = € M noktasindaki herhangi bir {X;} catis: icin
Moo (X3), dpa( X)) = Al)gis
olsun. 4,7 =1, ..., m olmak iizere
Y =Y'X;ve Z =Z°X;
vektor alanlan igin
Y Zh(deo(X;), des (X)) = Y'ZM(z)g(X;, X;)

Wdeo(Y'X0), dpu(ZX)) = A@)g(Y'X;, 27X;)
Wdpa(Y),den(2)) = Alw)g(Y;2)

dir. Oyleyse ¢ bir zayif konform doniigiimdiir.
(i1) = (441): = noktasmdaki {X;} catisi igin
h{dipz(Xi), dioe (X)) = Alx)gs
olsun. Bu durumda 4, j = 1, ..., m olmak iizere
h(pfYa, ¢]Ys) = Al2)gy
hapofe] = A(@)gi
elde edilir.
(141) = (44):
hap ] = Ax)gij

olsun. Bu durumda

W(Ye, Vo) = Alr)gy
hYol, Ya0?) = A(z)gi;
h(d‘tom(Xi)7dS0x(Xj)) A(""‘)gij

olur.
(4i1) = (iv): Sirasiyla = ve p(z) noktalarindaki {X;} ve {Y,} catilar i¢in
hagi'e) = A(z)gy;
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olsun. Oyleyse 4,7 = 1,...,m igin

h(doo(X;), deo(X;)) = M=)g(Xi, X;)
(P*h)o(Xi, X;) = Alz)g9(Xi, Xj)
(¢*'h)e = A(®)gs
bulunur.
(iv) = (i14)
(¢*h)s = A(x)gz

olsun. VY, Z € T, M i¢in

(0*h)=(Y, Z) = A()g.(Y, Z)

yazilabileceginden
h(dpo(Y), dips(2)) = Mz)g(Y, 2)
dir. Ozel olarak Y = X; ve Z = X; secimiyle

hapf 0] = A(z)gij
elde edilir.
() = (v):

(¢"h)e = A(z)ge
olsun. VY, Z € T, M igin

(W*h)(Y,Z) = Ax)g.(Y,Z)
Mdo(Y),dps(2)) = Alz)g(Y,2)
9(dei(des(Y)), Z) = Az)g(Y, Z)
gldet odp,(Y), Z) = Alz)g(Y,Z)
oldugundan
dg} 0 doy = A(z) I, m
ohir.
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(v) = (iv):
d(p; o d(pm = A(CE)ITZM
olsun. @yleyse VYY,Z € T, M igin
gldeg o des(Y), Z) = Alz)g(Y, 2)

Wdp(Y),dea(Z)) = Az)g(Y, 2)
("h)a(Y,2) = Mz)g(V, %)

olacagindan
(¢*h)e = A7) ge
dir.

(v) = (vi):
dg); o] d(pm = A(.’L’)ITxM
olsun. Buradan z € M noktasindaki bir {X;} ortonormal baz igin
Wdpa(Xi), dioa(X;5)) == Ax)g(Xs, X;)
yazilabilir. Oyleyse i # 7 igin
h(dig(X:), dipz(X;)) =0
ve 1 = j i¢in
|dep=(Xi)| = [AM)]|
elde edilir.

(vi) = (v): ¢ € M noktasindaki {X;} ortonormal ¢atisi igin dpg(X;)
vektorleri birbirine dik ve |dp.(X;)| = |A(z)] olsun. Bu durumda

ldo(X)I? = |Ma)]?
hdp:(Xi), deo (X)) = A(z)g(X;, Xi)

olur. éyleyse Vi,7=1,...,migin

hdpz(Xi), dpo(X;) = Alz)g(Xi, X;)
g(d(ro;, © d‘Pm(Xz)s ‘Y]) = A(.’E)g()(“ ‘YJ)
dgo; e} d(pz = A(:II)ITmM
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dir.

(vi) = (vii): £ € M noktasindaki {X;} ortonormal catist igin de,(X;)
vektorleri birbirine dik ve |dy,(X;)| = |A(z)] olsun. Bu durumda A(z) = 0
ise dyp, = 0 olur. A(z) # 0 ise

ldoo(X)1* = A=)
hdes(Xi), dpa(X3)) = [M=)]?
Groth(Ya, Ya) = [A(@)

of = A=)

bulunur. Buradan
dps(X;) = 0 Ya = Ax)Y,

clde cdilir.  dg, doniigiimi her X; € T,M vcktoriine bir Y, karsihk ge-
tireceginden

de(X:) = AMx)Y; i=1,..,m

olur.

(vit) = (i): dpg = 0 olsun. Bu durumda A(z) = 0 olur. Boylece ¢ yi
zayil konform yapacak bir

A M —[0,00)

fonksiyonu bulunmusg olur. Diger taraftan 2 € M noktasindaki bir {X;}
ortonormal baz i¢in

do(X:) =22)Y; i=1,..,m
olacak gekilde {Y,} bir ortonormal baz olsun. Oyleyse

Mdeo(X;), dp. (X)) = h(A(2)Y;, A(z)Y7)
A@)g(Xi, Xi) = Mx)*h(Y3, Vi)
A(r) = Aaz)?

I

elde edilir. Buradan da ¢ nin A(z) = A\(z)? kare konform faktriine sahip bir
zaylf konform doniiglim oldugu goriiliir.

! /s



(4) = (vid):
Wdpz(Y), doo(2)) = Az)g(Y, Z) , VY, Z € T:M
olsun. Y = X; ve Z = X se¢imiyle
Wdpa(Xs), dios(X;)) = A(2)g(Xi, X;)
olur. ¢ # j igin dp, = 0 dir. i = j icin ise

h(dp-(Xs), de (X)) = Alx)g(X;, Xi)
(@) = Alx)
o7 = Aa)

elde edilir. Buradan da
do(X;) = Al@)Y; , i=1,..,m
oldugu goriiliir.
11.1.1.0nerme. M ve N Riemann manifoldlar: verilsin.
p: M —> N

bir C*° doniigiim ve z € M olsun. Bu durumda z € M noktasinda ¢ nin bir
zaylf konform doéniigiim olmasi igin gerek ve yeter sart dp, = 0 veya

dog : ToeM — Ty N
déniigiimiiniin birebir konform olmasidir{1].
I1.1.3.Tanum. M, N Ricmann manifoldlar ve

p:M—>N

bir zayif konform doniiglim olsun. dy, = 0 gartim saglayan z € M noktasina
¢ nin bir branch noktas1 denir[1].

¢ nin branch noktalarinda A(z) = A(z) = 0 ve dg, tiirev doniigiimiiniin
rank: 0 dir[1].
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II.1.4. Tamimm. M, N Riemann manifoldlar ve
p:M—>N

bir zayif konform doéniigiim olsun. ¢ nin tiirev doniiglimiiniin birebir ve kon-
form oldugu z € M noktasina ¢ nin bir regiiler noktast denir[1].

¢ nin regiiler noktalarinda A(z) # 0, A(z) # 0 ve
rank dy, = boy M

dir. Boylece regiiler noktalarda  nin bir immersiyon oldugu agikga goriiliir{1].

I1.1.5. Tanim. M , N Riemann manifoldlar ve
w:M—>N

bir zayif konform doniisiim olsun. ¢ nin hi¢ branch noktasi yoksa ¢ tanum
manifoldunun(bélgesinin) tamaminda bir immersiyon olur. Bu durumda ¢
ye konform immersiyon adi verilir[1].

I11.1.2.0nerme. M ve N Riemaun manifoldlar ve
p:M—> N
bir zayif konform doniigiim olsun. Eger boy M < boy N ise ¢ sabittir{1].
m-boyutlu Oklidyen Uzaylardan tammlanan déniisiimler igin (z!,...,2™)

lokal koordinat sistemi ve X; = a_fif gosterimi goz Oniine alinirsa agagidaki
basit karakterizasyona ulagilabilir:

I1.1.1.0rnek. (Oklidyen Uzaydan tammlanan doniigiimler)
o:UCR" >N

olsun. ¢ nin
A:U — [0,00)

konform faktoriine sahip bir zayif konform déniisiim olmasi igin gerek ve ye-
ter sart Vx € U noktasinda g—fy € Ty(zyN kismi tiirevlerinin birbirine dik ve

122 = (o)
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olmasidir. Bagka bir ifadeyle ® nin bir zayif konform doéniiglim olmasi igin
gerek ve yeter sart

Do dyp
"ow o

esitliginin saglanmasidr.

= A§ (i, =1,..,m)

Gergekten
p:UCR" > N

bir zayif konform doniigiim ise 7z € U noktasinda

Mpel o)) = Mgl o)

oxi

Op Op, _ j

dir. 7 # j i¢in p

p Oy
h - —
(83:”8329

yani g—f,— ler birbirine diktir. i = j icin ise

) =0

1921 = A(z)

clde edilir.

11.1.3.0nerme. (M, g), (N, L) ve (P,§) Riemann manifoldlar: olsun.
o:M—->N ve Yv:N—-P
konform faktorleri sirasiyla A ve i olan iki zayif konform doniigiim ise
Yop: M P

bilegke doniigiimii
z = Az)p(p(z))
konform faktdriine sahip bir zayif konform doniigiimdiir[1].

ispat.
d(Yop)=dyodp
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oldugundan z € M,y € N ve VX,Y € T, M icin

3(dy(de(X)), di(de(Y))) = u(y)*h(de(X),dp(Y)
= pu(y)*Mz)*g(X,Y)
= Mz)*[ulo(=)))9(X,Y)
elde edilir. Buradan
hop: M —» P
bilegke déniigiimiiniin
z — Mz)u(e(z))

konform faktoriine sahip bir zayif konform doniiglim oldugu goriiliir.

11.1.2.0rnek. (M, g) ve (M, h) Riemann manifoldlart olsun. Bu durumda
I:(M,g)— (M,h)

Ozdeslik doniigiimiiniin konform olmasi igin gerek ve yeter sart g ve h metrik-
lerinin konform olarak denk olmasidir.

Gergekten 6zdeglik doniigiimii zayif konform ise VX, Y € T, M igin

WdI(X),dI(Y)) = Xz)%g(X,Y)
MX,Y) = Ax)g(X,Y)
h = Xy

dir. Bu da g ile h metriklerinin konform olarak denk oldugunu gosterir.

11.1.3.0Ornek. 1-boyutlu Riemann manifoldundan keyfi Riemann mani-

folduna tanunlanan bir C* doniigiim dogal olarak zayif konform déniigiim
olur.

I1.1.6. Tanmim. M ve N Riemann manifoldlar olmak tizere konform faktorii
1 olan zay1f konform

po:M—sN

d6niigiimiine bir Riemannian déuniigiim ya da izometrik immersiyon
denir. Yani

p: M =N
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bir immersiyondur 6yleki Vx € M noktasinda dy, tiirev doniigiimii 7, M den
Tip(zyN lizerine bir izometridir [1].

M bir C* manifold ve (N, h) bir Riemann manifoldu olsun.
p: M >N

immersiyonunu gozoniine alahm. Bu durumda ¢ yi izometrik immersiyon
yapan M iizerine indirgenmis olan g metrigi bir tektir. Bu g metrigi h
metriginin pull-backi olan ¢*h ile tanunlamr. Bu gekildeki izometrik im-
mersiyonlarin en basit ornegi inclusion doniigimiidiir[1].

I1.1.7. Tanim. M ve N Riemann manifoldlar: olmak tizere konform faktorii
sifirdan farkh bir sabit olan bir zayif konform

p: M- N

doniigiimiine homotetik immersiyon denir. Bir diffeomorfizm olan ho-
motetik immersiyona isc homoteti ach verilir[1].

R™ Oklidyen Uzaynun iki énemli konform doniigiim tipi vardar[1]:

(i) Homotetiler : R™ Oklidyen Uzaymdaki izometri tanmmndan hareketle
R™ deki homotetiler z € R™ olinak lizere

o(z) = AAz +b

bi¢iminde tanimlamr. Burada A bir ortogonal matris, A bir pozitif say1
ve b € ™ dir.

(ii) Inversiyonlar : Birim kiiredeki inversiyonlar

@i R"\{0} - R"\{0}

T

bigiminde tamumlanan déniigiimlerdir.

I1.1.8. Tanim. Homotetiler ve inversiyonlar tarafindan gerilen gruba Mdbius
Grup denir[1].
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I1.1.4.0nerme. (Konform déniigiimler igin Liouville Teoremi)

S™ birim kiire olmak izere m > 3 igin
¢: U cC R™(veyaS™) — R™(veya S™)

bir zayif konform doniisiim olsun. Bu durumda ¢, Mébius grubun kisitlanmig
bir elemamdir. Yani ¢ homoteti ve inversiyonlarin bilegkesidir(1].

ispat U C 5™ ve onermedeki ifade lokal olarak verildiginden U # S™
olarak diigiiniilebilir. Stereografik izdiigiim ile U nun tiimleyenindeki bir
nokta R™ Oklidyen Uzayimn bir bélgesine konform olarak denk yapilabilir.
Dolayistyla U, R™ nin standart metrigine gore bu uzaym bir agik altkiiinesi
olarak alinabilir.

A sabit isc ¢ bir homotetidir. A#£0ve Y; = d‘p('a'%) (f=1,...,m) olsun.
(L.1.3) den

¥, ¥1=0 (,i=1,..,m)
dir ve R™ deki egrilik tensorii sifir oldugundan
< VkayjYi — Vijka,’,Yl >=0 4,5,kl=1,..,m (II.I.IO)

olur. ¢ konform oldugundan

0 9 J0 0
d = Mg —
<Y, Y>> = N
dir. (I1.1.10) dan
2< VY Y > =YY, i >)+Yi(< Y, >) - Yi(< ¥, Y >)

- <Yy, [V, Y] > 4+ < Y3, [V, Y] > — < 15,15, 5] >
— }/;()\2(51) +Y; ()‘261) _ Y()\25j)
oA 6A DY

(A——y =0} —

i
dzx (‘) (’)rlé)

olacagmndan i,5,l = 1,...,m igin

/\ 6)\ dA

e ke 6
<Vy}’], | >= /\{ 6:1: ~ a.Ll
J

&}
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0%\

Bmiamj

bulunur. ax
/\i = ’5‘2; ve /\1']’ =

yazilirsa, 11.1.10 esitligi
—)vcz(ij - /\z']’6llg + Aﬂéf) - 2/\z’/\k6;' + 2)\1&\15{

A}
+2N A0, — 20N 0F + (8k6L — 6]6L) grad A® = 0 (IL.1.11)

seklinde yazilabilir.
, =7 ve ik, farkh segilirse (I1.1.11) esitligi

u=3
=AM+ 240 =0
olur. Bu durumda
Ou M
Om, - A2
ve
0%u y A A+ 2200
{)wka &I - Al
=0 , (E#£10)

bulunur.
Simdi ¢ = 7, k =1 ve i ile k farkli olsun. Bu halde (11.1.10)

~ M\ — /\)‘ii + 2 + 2/\i)\i _ |g7'ad /\l). -0

olur ve buradan da

O*u  0%u 9
u(gq—% + 5:;?) — |gradul* =0

elde edilir.

i,k=1,...,micin
Pu _ 0u
oz Ox?



oldugundan p = ahmrqa
i

ig'I'GdUP = 2pu
elde edilir. Boylece
0% u 0%u
5egm =0 k7D, =0, lgreduf =2pu (L112)
1

denklem sistemi elde edilmis olur.

Eger p = 0 ise

lgradul? = 0
o du,
Ox;’ dx;
clde edilir. Bu durumda A sabit ve dolaysiyla ¢ bir homotetidir.

= 0

Aksi halde, yani p # 0 ise (I1I.1.12) denklem sistemi, a = (ay, ..., a,,) bir
sabit vektor olmak {izere,

w=2Y"(a; - a;)’ (11.1.13)

genel ¢Oziimiine sahiptir. Bu durumda u, (11.1.13) ile verildiginde A = %
konform faktoriine sahip bir konform doniigiim bir homoteti farkiyla degisen
inversiyondur Uygun bir homotetik degisimle u = |z|? alinabilir. Boylece
A= E 12 olur. Bu X konform faktorii birim kiiredeki ¥ inversivonuna aittir.
Boylece o nin bir homoteti ile bir inversiyonun bilegkesi oldugu goriiliir.

Eger ¢ doniigiimii global olarak R™ de tammli ise inversiyonlar sozkonusu
olmayacagindan agagidaki sonuca ulagilir:

I1.1.1.Sonug.
p:R™"—>R™ |, m2>3

bir zayif konform déniigiim olsun. Bu durumda ¢ bir homotetidir{1].

Bu sonu¢ gozoniine almarak "m > 3 olmak ilizere esit boyutlu mani-
foldlar1 arasindaki zayif konform doéniigiimlerin hig branch noktasi yoktur”
denilebilir[1].
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I1.2. Yatay Zayif Konform Doniigiimler

Bu kisimda zayif konform doniigiimlerin duali olarak kabul edilen yatay zayif
konform déniigimler tanitilacaktir.

I1.2.1.Tanim. M ve N Riemann manifoldlarn ve
¢:(M,g) = (N,h)
bir C* doniigiim olsun. z € M icin

Ve = Vie(p) = cekdp, = {X € T, M|dp.(X) =0} C T, M
ve
He = Holp) = Vy CTM

olarak tanunlayalun. V, uzaymma ¢ nin z noktasindaki dikey uzayi denir.
M deki g metrigine gore V, dikey uzaymnin dik tlimleyeni olan #, uzayma
ise ¢ nin z noktasimndaki yatay uzayi denir[11].

I1.2.2.Tanim. (M™,g) ve (N",h) Ricmann manifoldlar olsun. Bu du-
rumda

@:(M™, g) = (N",h)
C® doniigiimi i¢in
rank dg, < min{m,n}

gartini saglayan z € M™ noktasmna ¢ nin bir kritik noktasi denir ve ¢
nin kritik noktalar kiimesi(kritik kiime) C,, ile gosterilir. Kritik noktamn ¢
altindaki goriintiisiine ise kritik deger denir{1].

I1.2.3.Tanim. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlan ve
p:M—>N

bir C*® doniiglim olsun. € M noktasma T, M nin sirasiyla V, ve H, alt
uzaylarin kargilik getiren

z—V, ve z—H,

déniigiimleri M\C,, iizcrinde sirasiyla V = V(@) ve H = H(yp) ile gosterilen
C*® distribiisyonlar1 tammlar. V = V(p) ye ¢ nin dikey distribiisyonu
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veya dikey alt demeéi, H = H(p) ye ise @ nin yatay distribiisyonu veya
yatay alt demeti denir[11].

V ayrica yatay tanjant demeti olarak da adlandiriir. z € M\C,, i¢in V,
z noktasi boyunca ¢ nin lifinin tanjant uzaym verir{1}.

I1.2.4.Tamim. M iizerindeki bir X vektor alam dikey(yatay) distribiisyona
ait isc dikey(yatay) vektor alan1 olarak adlandinlr [11].

I1.2.5.Tamim. Bir X metrik uzaymm bir A altkiimesi verildiginde A = X
oluyorsa A, X de yogundur denir[14].

I11.2.6. Tamm. n-boyutlu Oklidyen Uzay R™ de bir kiip
C=la",b]x..x[a"b]CR"

ile tanimlanir dyleki her 4 igin (b* — @) kenar uzunluklari birbirine egittir. Bu
gekilde tamimlanan bir kiibiin hacmi

v(C) = (b' —a')..(b" — a™)

ile verilir[12].

I1.2.7. Tamm. n-boyutlu Oklidyen Uzay R de bir altkiime A olsun. Her

e > 0 igin A altkiimesinin
8

Z U(Ci) <E

i=1

olacak gekilde kiiplerden olugan bir {C} Cy,...,Cs} sonlu ortiisii mevcut ise
A kil mesine Jordan anlaminda sifir kapsaml kiime denir ve ¢(A) = 0
ile gosterilir[3].

11.2.8.Tanim. £ > 0 igin A C R"™ altkiimesinin

s

’U(Cz) <€

=1

i

olacak gekilde sayilabilir goklukta kiiplerden olugan bir {C},Cy...., C,,...} Ortiisit
mevcut ise A ya Lebesque anlaminda sifir Slgiimlii kiime denir ve
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m(A) = 0 ile gosterilir[3)].

I1.2.9. Tanim. M, n-boyutlu bir manifold ve A C M olsun. A kiimesi
i=1,2,...,s olmak iizere {U;, p;} koordinat komsgulugu iginde yer alan ve

pi(A;) =0

sartuu saglayan sonlu sayrdaki A; altkiimelerinin birlegimi tarafindan ortiilebiliyorsa
A ya sifir kapsaml kiime denir ve ¢(A) = 0 ile gosterilir[6].

11.2.10.Tanim. M C B alt kiimesi
& (Bz) =0

olacak sekilde sayilabilir gokluktaki B; altkiimelerinin birlegimi ise B ye sifir
Olciimlii kiime denir ve m(B) = 0 ile gosterilir[6].

I1.2.1.Teorem. (Sard Teoremi)
M ve N Riemann manifoldlan olsun. Bu durumda

p:M—>N

C'-doniigiimiiniin kritik noktalar kiimesinin N deki goriintiisii yani kritik
degerler kiimesi sifir Slglimliidiir[8].

Bu teoremden hareketle kritik degerler kiimesinin tiimleyeni olan regiiler
degerler kiimesinin yogun oldugu sdylencbilir [1].

Cogu kitapta M™ ve N™ Ricmann manifoldlar: olmak iizere bir
p: M™ - N"
doniiglimiiniin kritik noktas rank dy, < n gartim saglayan nokta olarak
kabul edilir. Ancak biz burada kritik nokta olarak rank dy, < min{m,n}

sartinm saglayan noktayi alacagiz. m > n oldugunda bu iki tamim denktir.
gla; Yy g 2 2

Bu kisimda bir C* doniigiiniin singiiler noktast bu doniigiimiin tanunsiz
oldugu nokta olarak kabul edileccktir.
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11.2.11. Tanmim. M ve'N Riemann manifoldlar:
o:M—>N

bir €' doniigiim ve z € M olsun. Bu durumda agagidaki iki sarttan herhangi

biri saglaniyorsa ¢ ye x € M noktasinda yatay zayif konform doéniigiim
veya yar1 konform doniigiim denir[l]:

(i) dpy =0
veya

(ii) dy, tiirev doniigiimii H, yatay uzaym Ty N lizerine konform olarak
resmeder. Yani dyp, ortendir ve VX, Y € H,, icin

hdpa(X), dp=(Y)) = A(z)g(X,Y) (11.2.1)

olacak gekilde bir A(z) # 0 sayis: vardir.

(11.2.1) esitligi
(0" M)zl o xmte = M2)gzlrext,
geklinde de yazlabilir.

I1.2.1.0nerme. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar
¢:(M,g) = (N,h)

bir C* doéniigiim ve € M olsun. Bu durumda z noktasinin ¢ nin bir kritik
noktas olmasi icin gerek ve yeter sart dy, = 0 olmasidir [1].

I1.2.12.Tanim. (M, g) ve (N, h) Ricmann maniloldlar ve
w: (M,g) = (N,h)
bir C* doniigiim olsun. Eger x € M noktasinda
Mdpe(X),des(Y)) = Az)g(X,Y) 5 X, Y € H,

sart1 saglaniyorsa x ¢ ¢ nin bir regiiler noktast denir[1].
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I1.2.13.Tamm. M™ ve N* Riemann manifoldlar: olmak {izere
p: M™— N"
diferansiyellenebilir déniiglimii igin
rank dyp, = boy N

oluyorsa ¢ ye x € M™ noktasinda bir submersiyon denir. Vo € M igin ¢
bir submersiyon ise ¢ ye M iizerinde bir submersiyon ad: verilir[5].

Kritik noktalarda
rank dp, =0

dir. Regiiler noktalarda ise
rank dp; =n

dir ve ¢ bir submersiyondur[13].

I1.2.14. Tanim. M ve N Riemann manifoldlar
0:(M,g) = (N,h)
bir C* doniigiim ve z € M olsun. X,Y € H, icin
h(dipg(X), dp(Y)) = Az)g(X,Y)
ifadesindeki A(z) sayisina ¢ nin x noktasindaki kare dilation: denir[1].

Tanun 1.1.14 den
@: (M™,g) = (N", h)
C® doniigiimii yatay zayif konform ise z € M™ \ C, ve X,Y € H, icin
A(z) = A(z)?

ve
h(dips(X), dps(V)) = A(z)°g(X, Y)
olacak sekilde bir
A:M™\C, —» Rt
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fonksiyonunun var oldugu soylenebilic. z € M™\ C, ve T M nin bir {e;}
ortonormal bazi i¢in ¢ = 1,...,m olmak iizere

Zh(d@z(ci)ad@m(f’i)) = Z)\(ff)29(€i’ci)
i=1 i=1
|ds ’\(3’)27‘
Az)? = %ld(pmﬁ (11.2.2)

i

IZ

dir. Bu durumda 2, (11.2.2) egitligini saglayacak sekilde siirekli bir doniigiim
olarak M nin tamamina genigletilebilir. Bu ise A nmn kritik noktalarda
sifir degerini almasiyla miimkiindiir.  (11.2.2), A(z) kare dilationmn kri-
tik noktalarda bile C*° oldugunu gosterir. Ancak A, kritik noktalarda C*°
olmayabilir[11].

A nin M™ nin tamamina genigletilmesi durumunda da
A M™ = {0,00)

fonksiyonu Vo € M™ igin (11.2.2) yi saglar. Bu gekilde tannmlanan A(x)
sayisina @ nin z noktasimndaki dilatiom: denir. Kritik noktalarda A(z) =
Alz) = 0 dir. Regiiler noktalarda ise A(z) # 0 ve A(z) 5 0 dur.

I1.2.15.Tanim. (M, g) ve (N, k) Riemann manifoldlan olsun. Eger
p:(M,g) = (N,h)
doniiglimii M nin her noktasinda yatay zayif konform ise ¢ ye M iizerinde

yatay zayif konformdur denir. ¢ doniigiimiiniin ek olarak higbir kritik nok-
tasi yoksa ¢ ye (yatay) konform submersiyon denir[1].

11.2.2.0nerme. (M™,g) ve (N, h) Riemann manifoldlar ve
w:(M™ g)— (N",h)
bir yatay zayif konform déniigiim olsun. Eger m < n ise ¢ sabittir[1].
(M™, g) ve (N", h) Riemann manifoldlarin ,
w: (M™,g) = (N",h)
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C™ doniiglimiinii ve z € M™ noktasmu alalm. {X;} ve {Y,} sirasiyla T, M
ve Ty N igin birer baz olmak iizere

955 = 9( X5, Xj) , hag = 1(Ya, Yp)
ve
dp(X;) = ¢ Yo
olsun.
I1.2.1.Lemma. (M™, g) ve (N™, h) Riemann manifoldlar ,

@ (A]maQ) - (Nnah)

bir C* doniigiim ve z € M™ olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler birbirine
denktir[1]:

(i) ¢,  noktasinda dilationt A(z) ve kare dilation1 A(z) olan bir yatay
zayif konform dontigiimdiir.

(it) Tiyezy N nin bir {¥,} (o = 1,...,n) ortonormal baz igin
g(dot(Ya), dpi(Ys) = A()h*? (o, B=1,...,n) (11.2.3)
dir.

(iii) {X:} ve {Ya} swrasiyla ToM ve TN igin birer baz olsun. Bu
durumda

9902} = A(z)h*? (11.2.4)
dir.

(iv) T} M dizerindeki g} kometrigi ile TN iizerindeki A7, kometrigi
arasinda

©i(92) = A(z)lia) (11.2.5)

iligkisi vardir. Burada
g €T.MQ®T,M ve h;(m) € Tp(e)N @ Ty() N
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dir. Aynica

00 : TeM @TeM = TyyN ® Ty N
g = eu(gy)(w,0)

doniigiimi w,§ € T3, N i¢in
P+(93) (W, 8) = g(dw; (W), diog (6))
bi¢iminde tammlanir.
(v) dp, tiirev doniiglimiiniin eki dy} olmak iizere
dipy o dy, = Az) I, N (I1.2.6)
dir. Burada Iy, n , Tp(z)N deki birim déniigiimdiir.

(vi) ¢(z) noktasindaki bir {¥,} ortonormal baz igin dpk(Ys) vektorleri
ortogonaldir ve & = 1,..., n i¢in

ldez(Ya)| = [A(2)] (11.2.7)
dir.

(vii) dp, = 0 dir veya @(z) noktasindaki bir {Y,} (o = 1,...,n) ortonor-
mal bazi igin

A2)Y; 5 (i=1,..,n)

doe= {0 T S (11.2.8)

olacak gekilde z € M noktasinda bir {X;} (¢ = 1,...,m) ortonormal baz
vardir.

(viil) dp, = 0 dir veya h 1 pullbacki ¢*h

(p*h'lua:X’H: = A(:B)QI’H::: XHz (112‘9)

gartini saglar.
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(ix) ¢(x) noktasim komgulugunda bir (y!, ..., y™) lokal koordinat sistemi
icin
glgrad¢®, grad ) = AL (a,8=1,...,n) (11.2.10)
dir.

11.2.3.0nerme. (M™,g), (N®,h) Ricmann manifoldlart ve 2 € M™ olsun.
Bu durumda

@:(M™, g) — (N",h)

C* doniiglimiiniin yatay zayif konform doniigiim olmasi i¢in gerek ve yeter
sart VX, Y € Ty N igin

g(de* (X),dg™ (V) = Az)h(X,Y) (I1.2.11)
olmasidir[1].

N = R™ aldigimizda (11.2.10) esitliginden agagidaki basit karakterizas-
yona ulagilabilir:

I1.2.1.0rnek. (M™, g) bir Riemann manifoldu; R*, n-boyutlu Oklidyen
Uzay ve z € M™ olsun.

w: (M" g) > R"

C* doniigiimiinii gozoniine alahm. (y!,...,4"), ¢(x) noktasinin komsulugunda
bir lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda Lemma I1.2.1 deki (ix) den
@ nin A : M — R dilationina sahip bir yatay zayil konform doniigiim olmast
icin gerek ve yeter sart

glgrad¢®, grad ¢®) = AR (a,8=1,...,n)
olmasidir. R* Oklidyen Uzay oldugundan
he? = g8

dir. Boylece o = 8 igin

lgrad ¢®|* = |A(z)]
dir. o # f igin isc

grad ™ L grad¢?
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dir. Oyleyse ¢ nin A : M — R dilationina sahip bir yatay zayif konform
doniigiim olmasi igin gerek ve yeter gsart ¢® : M — R bilegenlerinin gradiyent-
lerinin ortogonal ve
lgrad " |* = [A(2)]
vani
glgrad¢®, grad ) = A6} (@, =1,...,n)
olmasidir.
11.2.4.0Onerme. (M, g), (N, h) ve (P, §) Riemann manifoldlan olsun. Eger
w:M— N

dilation1 A,
Y:N—>P

dilatiom g olan iki yatay zayif konform doniigiim isc
Yop: M — P

bilegke doniigiimii
z = Ma)p(e(r))
dilationina sahip bir yatay zayif konform déniigiimdiir(1].

I1.2.2.0Ornek. (Esit boyutlu Riemann manifoldlan arasindaki doniigiimler)

(M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar1 olsun. Bu durumda
w:M—> N

C™ doniigiimiinde boy M = boy N ise zayif konformluk ile yatay zayif kon-
formluk birbirine denk olur.

11.2.3.0rnek. (1-boyutlu manifoldlar i¢in tanumlanan déniigiimler)

Keyfi bir Riemann manifoldundan 1-boyutlu bir manifolda tanunlanan
C® doniigiimler yatay zayif konformdur.

I1.2.16. Tanim. Dilatiom: 1 olan bir yatay zayif konform doniigiime Rie-
mannian submersiyon denir. Yani ¢ : M — N bir submersiyondur oyleki
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bir z € M noktasinda tiirev doniigiimii H, yatay uzaymndan T,;)N iizerine
bir izometriye kisitlanir[1].

Bir Riemannian submersiyona en giizel 6rnek ortogonal projeksiyondur:
11.2.4.0rnek. (Ortogonal projeksiyon)

p:R™ — R" m>n>1

(&1 ey Tim) = (T1ye0y Tn)

bi¢iminde tanumlanan bir doniigiimdiir. z € ™ noktasinda yatay uzay

0 0
'Ha; = SZ) {5—;—1', ceey a—%}
ve dikey uzay 5
0
Ve = Sp{ }

3 eeey
0Tnyy 0T,

geklindedir. ¢ nin lifleri total geodeziktir. Yatay distribiisyon integral-
lenebilirdir ve

Tpyl = ... = Ty = sabit

ile verilen integral altmanifoldlar total geodeziktir[1].

11.2.17. Tanim. Regiiler noktalarda dilationimin gradiyenti dikey olan yani
H(grad A) = 0 gartim saglayan yatay zayif konform doniigiime yatay ho-
motetiktir denir(1].

‘H(grad A) = 0 olmasi A nin yatay egriler boyunca sabit oldugunu gosterir[1].
I1.2.18.Tanim. M ve N Riemann manifoldlar olsun.Eger
p: M- N

yatay zayif konform doniiglimiiniin dilatiom A sifirdan farkh ve sabit ise ¢
ye bir skaler farkiyla degigen Riemannian submersiyon denir. Yani
tanim kiimesinde yapilacak uygun bir homotetik degigimle ¢ bir Riemannian
submersiyona doniigtiiriilebilir[1]. Bdyle doniigiimler homotetik submersiyon
olarak da adlandirilabilir. Ancak yatay homotetik submersiyon ile karistirma-
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mak icin bu tiir d6niigiimleri bir skaler farkiyla degisen Riemannian submer-
siyonlar olarak adlandiracagz.

11.2.19. Tanum. V(gradA) = 0 sartim saglayan bir yatay zayif konform
doniistime yatay konform submersiyon denir[1].

Ortogonal projeksiyon ve Oklidyen Uzaydan tanunlanan radyal projek-
siyon yatay homotetik doniigiimlere érnek olarak verilebilir:

11.2.5.0rnek.
Io: R* — R™
(ZE(),...,:Bm~1) — (.’III,...,l'm_l)

bi¢iminde tanimlanan ortogonal projeksiyon bir Riemannian submersiyon-
dur.

I1.2.6.0rnek. ((”)klidyen Uzaydan tanunlanan radyal projcksiyon)

0 : R\ {0} — s™!

w_)m

ile tanimlanan radyal projeksiyon r, £ noktasinin orjine olan uzakligi olmak
tizere \(z) = ﬁ = 1 dilatiommna sahip bir yatay homotelik déniigiimdiir.

Vz € R™\ {0} noktasindaki dikey uzay & radyal vektor alam tarafindan
gerilir.

I1.2.20.Tamim. (F,¢") ve (N,g") Riemann manifoldlan ve
f:F — (0,00)

bir C* fonksiyon olsun. Bu durumda
g=9"+g"

metrigine sahip F' x N kartezyen garpim manifolduna warped garpim denir
ve F' x g2 N ile gosterilir[15].
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[M:FxN—>F ve 0: FxN—>N

izdiisiimleri gbzoniine alinirsa belirlenmis bir p € F' noktasi icin

{p} x N=11""(p)

altmanifolduna ¥q € N olmak fizere (p,q) noktasindaki bir lif, sabitlenmisg
bir ¢ € N noktas: i¢in

Fx{g}=0"'(g)

altmanifolduna da Vp € F olmak {izere F' X2 N warped carpumimn (p,q)
noktasindaki maksimal integral altmanifoldu(leaf) denir. Bu durumda
warped ¢arpun agagidaki gibi tanimlanir[15]:

(i) ¢ € N igin 1|y qq) doniigiimii F' {izerine bir izometridir.

(ii) p € F icin ofgyyxn doniigiimii N dizerine bir homotetidir ve dilatiom
f—(lpj ile verilir.
iii) V(p,q) € F x52 N igin F' x {¢} maksimal integral altmanifoldu ile
f g
{p} x N lifi ortogonaldir.

11.2.5.0nerme. (Warped garpimim karakterizasyonu)

(i)
F X g2 N3N
izdiiglimii total geodezik lifler ve integrallenebilir yatay distribiisyon ile bir-

likte bir yatay homotetik submersiyondur. Bu izdiigiim fonksiyonunun (p, q) €
F x> N noktasinda dilation: ﬁ dir[1]..

(ii) Tersine total geodezik liflere ve integrallenebilir yatay distribiisyona
sahip bir (M, g) — (N,h) yatay homotetik submersiyonu lokal olarak bir
warped carpunin birinci faktori lizerine izdiigiimii olarak diigiiniilebilir. Eger
(M, g) tam ve M, N basit baglantih manifoldlar ise bu yatay homotetik sub-
mersiyon global olarak boyle bir projeksiyondur{1].

11.2.7.0rnek.
I sz Sm_I
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warped ¢arpiminda [ - (0,00) ve f(p) = p alinursa
I xp2 S g1
izdiigiim fonksiyonu Oklidyen Uzaydan tanimlanan
Iy : R™\ {0} = ™

radyal projeksiyonu olarak diigiiniilebilir. Bu durumda I x 2 S™"! — S™ 1
A= % dilationina sahip bir yatay homotetik submersiyondur.

I1.2.21.Tanim. f =1 oldugunda F' X ;» N warped carpumna bir Riemann
garpimi denir[1].

Bir Riemann ¢arpimimn birinci yada ikinci faktorii lizerine izdiigiimii to-
tal geodezik lifler ve integrallenebilir yatay distribiisyonla birlikte bir Rie-
mannian submersiyondur. Tersine herbir Riemannian submersiyon lokal olarak
boyle bir izdiigiim fonksiyonu formundadir{1].

Daha genel olarak sabit dilationa sahip bir yatay konform submersiyonun
tamm uzaymun total geodezik lifler ve integrallenebilir yatay distribiisyonla
birlikte bir skaler farkiyla degigen Riemann g¢arpimi oldugu s6ylenebilir(1].

11.2.22. Tanim. M ve N C* manifoldlar ve
p: M —> N

bir C* doniigiim olsun.Asagida verilecek olan lokal ayrigun dzelligini saglayan
o:M—+ N

orten submersiyonuna bir C® (lokal, agikar) lif demeti veya C* (lokal,
agikar) fibrasyon denir. Lokal ayrigum 8zelligi asagidaki gibidir[1]:

w: M- N

orten submersiyonu icin lif olarak adlandirilan bir Y C* manifoldu, N nin
bir {V;} acik ortiisii ve V7 igin

P VixY — w"’l(‘/})
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diffeomorfizmi vardir oyleki

(poth)(z,y) =z (z€V;yeY)

dir.

I1.3.Konform Foliasyonlar

k€ {0,1,...,00,w} igin M™, Ck-smifindan bir manifold, ¢ € {0,1,...,m} ve
n = m — g olsun.

I1.3.1.Tamim. M™ manifoldunun boyutu g ve ek boyutu n olan bir Ck-
foliasyonu F, M™ nin agagidaki sart1 saglayan baglantih altkiimelere { L}
parcalamsidir[1]:

(A) Vx € M™ igin = in bir U C M™ acik komsulugundan bir N* C*-
manifolduna bir
p:U— N"
C*-submersiyonu vardir dyleki Yo icin U N Ly min baglantili bilegenleri ¢ nin
8
lifleridir.

Tanim I1.3.1 deki ¢ submersiyonuna ayrik submersiyon ya da F ile
birlegen submersiyon denir.

Tamm I1.3.1 de verilen (A) sart1 agagidaki ifadeyle denktir[1]:

Yz € M™ igin z in bir U C M™ agk komsgulugu iizerinde (z',...,2™)
C*-koordinatlar1 vardir yleki Ve icin U N L, nin bilegenleri

29t = | = 2™ = sabit

ile verilir. Bu gekilde tammlanan U agik altkiimelerine ayrik agik kiime,
(z') kooordinatlarina da ayrik (veya adapted) koordinatlar denir.

I1.3.2.Tamm. F, M™ manifoldunun bir C*-foliasyonu olsun. A™ nin (A)

sartint saglayan {L,} parcalanigini olugturan baglantili L, altkiimelerine F
nin leafleri denir[1].
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11.3.3. Tanum. F; M m , C*-manifoldunun bir C*-foliasyonu olsun. Bu du-
rumda M™ nin bir U agik altkiimesi igin U N L, nin bilegenleri F foliasyo-
nunun U daki plakalar1 olarak adlandirnhr{1].

I1.3.1.Sonug. F foliasyonunun leafleri boyutu ¢ ve ek boyutu n olan C*-
altmanifoldlara immerseddir{1].

Bu kisumin geri kalaninda C*-manifoldlar iizerinde C*-foliasyonlar goz-
oniine alinacaktir.

11.3.1.0nerme. M ve N, C®-manifoldlar: ve bir C®, ¢ : M — N sub-
mersiyonu verilsin. Bu durumda ¢ nin liflerinin baglantili bilesenleri bir F
C*>-foliasyonunun leafleridir ve biyle bir F foliasyonuna ¢ ile birlesen fo-
liasyon denir[1].

I1.3.4. Tanim. Baglantili liflere sahip bir C* ¢ submersiyonu ile birlesen bir

foliasyona basittir denir. Bu durumda bu foliasyonun leafleri ¢ nin lifleri
olur[1].

Tamm I1.3.4 den bir F foliasyonunun lokal olarak basit oldugu séylenebilir.
Yani M manifoldunun her noktasmm W agik komsgulugu tizerinde F folias-
yonu basittir. Bu gekildeki agik W kiimelerine F- basit agik kiime denir{1].

I1.3.5. Tanim. F, M C°-manifoldu izerinde bir C'°-foliasyon olsun. En
fazla bir plakada her leaf U ile aym olacak gckilde A7 nin herbir noktas: bir
ayrik U agik komsuluguna sahip ise F foliasyonu regiilerdir denir(1].

C* bir ¢ submersiyonu ile birlegen bir foliasyonun regiiler olinast i¢in ¢
nin liflerinin baglantili olmasi gerekmez.

Foliasyonlarn elde etmenin en 6nemli yolu distribsyonlar: integrallemektir:

I1.3.6. Tanim. M, m-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde
V:M - T,M
x = V. CTM

ile tammlanan V déniigiimiine bir distribiisyon denir[18]. X € ['(T'M) i¢in
p € M olmak iizere X, € V), oluyorsa X vektor alant V ye aittir denir. Eger
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her p noktasi igin V ye ait ¢g-tane diferansiyellencbilir lineer bagunsiz vektor
alam var ise V ye diferansiyellenebilirdir denir[2].

1I.3.7. Tamum. VYV, M manifoldu iizerinde g-boyutlu bir C°° distribiisyon
olsun. Yani V, M nin tanjant demectinin ranki ¢ olan bir C*° alt demeti
olsun. Lie parantez operatoriine gore V kapali ise yani VV, IV € TI'(V) i¢in
[V, W] € T(V) oluyorsa V involutive dir denir[2]. .

11.3.8. Tanim. M bir C* manifold; V, M manifoldu lizerinde g-boyutlu
bir C* distribiisyon ve M, M nin altmanifoldu olsun. Eger A nin her
x noktasinda, M nin tapjant uzayr ile V, aym isc A ye V nin integral
manifoldu denir[2]. Yani

p: M > M

bir imbedding olmak iizere Vz € M i¢in
o (T:M) =V,

dir. Eger V nin M yi kapsayan bir bagka integral manifoldu voksa A ye V
nin bir maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir[2].

11.3.9.Tammm. M bir C*° manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.
Eger Vz € M igin V nin z i kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa
V ye integrallenebilirdir denir(2].

I1.3.1.Teorem. {Frobenius Teoremi)

M bir C*™ manifold ve V, M manifoldu iizerinde g-boyutlu bir C® dis-
tribiisyon olsun. Bu durumda her involutive distribiisyon integrallencbilirdir,
Ustelik V nin Vz € M noktasindan gecen bir tek maksimal integral mani-
foldu vardir ve z i ihtiva eden diger tiim integral manifoldlar bu maksimal
integral manifoldunun bir agik altmanifoldudur(2].

Frobenius Teoreminden integral altmanifoldlarin baglantili bilegenlerinin,
V tarafindan belirlenen tanjant uzay ile birlikte g-boyutiu bir C™ foliasyonun
leaflerini kurdugu sdylenebilir. Tersine bir C* foliasyonun tanjant uzaylari
integrallenebilir bir distribiisyon olugturur{1].
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1-boyutlu distribiisyon daima integrallenebilirdir.

Burada bir distribiisyon ve bu distribiisyon ile birlegen foliasyon igin
genelde ayni gosterim kullanilacaktir.

11.3.2.0nerme. M bir C*-manifold ve F, M nin bir C*®-foliasyonu olsun.

[ger M nin V altdemeti yonlendirilebilir ise F foliasyonu da yonlendirilebilir-
dir[1].

I1.3.10. Tanim. F, C*™ bir M manifoldu iizerinde bir C*-foliasyon olsun.
TM/V biliim uzayr (veya deuk olarak V nin 7'M iizerindeki herhangi bir
tiimleyeni) youlendirilebilir ise F foliasyonu transversely yonlendirilebi-
lirdir denir[1].

Simdi bir distribiisyonla ilgili temel tensorleri tanitacagiz:

M = (M, g) bir Riemann manifoldu; V, M iizerinde bir ¢g-boyutlu dis-
tribiisyon ve V nin ortogonal distribiisyonu V+ = H olsun. Bdylece M nin
tanjant demeti

TM=V&H (11.3.1)

bigiminde yazilabilir. Déniigiimlerdeki terminolojiye benzer gekilde V dikey
distribiisyon (veya dikey altdemet), H ise yatay distribiisyon (yada yatay
alt demet) olarak adlandirilir. V nin kesitlerine dikey vektor alanlart H mn
kesitlerine de yatay vektor alanlari denir[l]. Bu distribiisyonlar {izerine dik
izdiiglimler igin de aym gosterimler kullamlacaktir. Yani V, M nin tanjant
uzaymnn dikey vektorlerin uzay {izerine dik izdiigimiinii; #H ise M nin tan-
jant uzayinin yatay vektorlerin uzay {izerine dik izdiigiimiinii gosterccektir.

I1.3.11. Tanim. M Riemann manifoldunun dikey distribiisyonu V ve yatay

distribiisyonu # olsun. V nin asimetriklenmis (unsymmetrized) ikinci
temel formu

A € T(R2T*M @ TM)
tensor alamidir ve X, Y € I'(T'M) igin

AYY = H(VyxVY) (11.3.2)
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olarak tammlanir[1].

AY tensor alam simetrik degildir[1]. Bu nedenle V nin simetriklenmis
(symmetrized) ikinci temel formu agagidaki gibi tanimlanir:

I1.3.12. Tanim. M Riemann manifoldunun dikey distribiisyonu V ve yatay

distribisyonu H olsun. V nin simetriklenmis (symmetrized) ikinci
temel formu

BY ¢ T(®T"M @ TM)
tensor alamdir ve X, Y € I'(T'M) igin
BY(X,Y) = %(A}’(Y + AVX)
- %{H(VVXVY) + H(Vyy VX)) (11.3.3)
seklinde tanunlamir[1]. Agikea goriiliir ki
BY(X,Y) = BY(Y, X)
dir.

I1.3.13. Tanim. M bir Riemann manifoldu olsun. V, M nin dikey dis-
triblisyonu ve H ise M nin yatay distribiisyonu olmak iizere V nin integral-
lenebilirlik tensorii

IV e T(*T*M ® TM)
ile gosterilir ve X,Y € I'(T'M) i¢in
(X, Y) =AYy - AVX
= H(Vv,\'VY) — (Vvyv‘Y)
=H([VX, VY] (11.3.4)

biciminde tammlanir{1]. IY bir antisimetrik tensér alanidir.

I1.3.2.Sonug. M bir Riemann manifoldu ve V, M nin dikey distribiisyonu ol-
sun. V nin integrallencbilir olmasi igin gerek ve yeter gart IV = 0 olmasicir[1].
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ispat. X,Y € I(TM) icin
=0 eH(VX,VY])=0

& VX, VY)eV
< V integrallenebilirdir.

Bu tamimlardan hareketle AY tensor alani simetrik ve antisimetrik tensor
alanlarimn toplam olarak

1

AYY = BYY + 51};)/ (11.3.5)
bigiminde yazilabilir[1].
IV = 0 yani V integrallenebilir iken
AV — BV

olur. Bu isc M nin altmanifoldlarn olarak kabul edilen leaflerin ikinei temel
formudur{1].

I1.3.14. Tanim. V bir dikey distribiisyon olsun. V nin ortalama egrilik
vektori

1

g
p = —q—iz BY = —(1; > H(Ve,er) (11.3.6)
r=1

seklinde tammlanir. Burada {ey,...,e;}, V nin (lokal,hareketli) catisidir. Bu
catiya dikey gati da denir[1].

Ayni gekilde # icin de yatay gat1 adi verilen bir gati sistemi tanunlanabilir[1].

AY tensoreldir. Yani AY nin bir £ € M noktasindaki degeri X ve Y
vektor alanlarinin bu noktadaki degerlerine baghdir. Boylece BY ve IV de
tensdrel olur. Burada ayrica p1¥ ortalama egriligi iyi tanimlidir[1].

(11.3.2), (11.3.3) ve (11.3.4) esitliklerinde V ile H n rolleri degistirilerek

sirastyla A™, B* ve I tensorleri tanimlanabilir.
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11.3.15. Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde bir dis-
tribiisyon olsun. Eger

(i) Vz € M igin p¥ = 0 ise ¥V minimaldir,
(ii) Vo € M i¢in BY = 0, ise V total geodeziktir

(iii) |V| = 1i¢in V yéniindcki BY (V, V) normal egriligi V € V, segiminden
bagunsiz ise V umbiliktir denir{1].

11.3.3.Sonug. M bir Riemann manifoldu ve ¥V, M iizerinde bir distribiisyon

olsun. AY = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart V nin integrallenebilir ve total
geodezik olmasidir[1].

I1.3.16. Tanum. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Al iizerinde X, Y
vatay vekior alanlarimi ve V dikey vektor alamm alalin. Bir x € M nok-
tasinda XY € H, ve V € V, olmak iizere g metriginin Lic tiirevi

(Lvg)(X,Y) =V(g(X,Y)) — g(Lv X, Y) = g(X, LyY) (11.3.7)
bigiminde tanimlanir{16].
I1.3.17. Tanim. M Riemann manifoldu tizerindeki V distribiisyonu Vo € A
icin

(Lvg)(X,Y) =v(V)g(X,Y) (X, YeH,, VeV, (11.3.8)

sartint sagliyorsa V ye konformdur ya da shear-freedir denir. DBurada
v(V) sadece V ye bagh bir reel sayidir. Ozel olarak v = 0 ise V ye Rieman-
niandir denir{1].

I1.3.18. Tanmim. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M nin yatay alt-
demeti H iizerindeki Bott kismi konneksiyonu V° = V* ile gdsterilir
ve

Ve T(V) xT(H) — TI'(H)
V,X) - VX
°X =H(LvX) = H(V,X]) (11.3.9)
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seklinde tammlamr(1].

I1.3.19. Tamim. M bir Riemann manifoldu ve V, H sirasiyla M nin dikey
ve yalay altdemeti olsun. Bir X € I'(H) vektor alam YV € I'(V) igin

VoX =0 (11.3.10)
sartini sagliyorsa basic(temel) vektor alani olarak adlandirili[1].
I1.3.20. Tanim. M ve N Ricmanu manifoldlart ve

w: M —>N

bir C* déniigiim olsun. X € I'(T'M) vektor alam igin dp(X) = X olacak
sekilde bir X € T(T'N) vektor alam var ise X vektor alam izdiigiiriilebilirdir
denir. Bu durumda X ile X vektor alanlarina da g-baglantilidir denir[5].

11.3.3.0nerme. M bir Riemann manifoldu ve F , M de bir foliasyon ol-
sun. M nin bir F-basit agik altkiimesi {izerinde bir yatay vektor alamnin

temel (basic) olmasi igin gerek ve yeter sart bu vektor alammin izdiigiiriilebilir
olmasidir{1].

I1.3.21.Tamim. (M, g) Riemann manifoldundaki g metriginin M {izerindeki
H yatay altdemetine kisitlanmisi g* ile gosterilir ve X,Y € ['(T'M) igin

gUX,Y) = g(H(X), H(Y)) (IL.3.11)

ile taniumlanir(1].

11.3.22.Tanum. (M, g) bir Riemann manifoldu; ¥, M nin dikey altdemeti,
H ise M nin yatay altdemeti olsun. g* metriginin Bott kismi konneksiyonuna
gore tiirevi V e T'(V) ve X, Y € I'(H) icin

(VogM (X, Y) = V("X Y)) — g"(VS X, Y) - ¢"(X, Vi Y) (11.3.12)

bi¢iminde tanimlanir(1].

Bu durumda bir M manifoldu {izerindeki V distribiisyonunun konform
olmas icin gerek ve yeter gsart Vo € M noktasinda

v:V, > R
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reel degerli bir fonksiybn olmak lizere
Vgt =v(V)gH (11.3.13)
olmasidir{1]. Béylece (11.3.8) egitligi (11.3.13) geklinde yeniden yazilabilir.

11.3.4.0nerme. (Ortogonal Distribiisyon)

M bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde bir distribiisyon olsun. Eger
H = V+ ortogonal distribiisyonu umbilik (total geodezik) ise V konformdur
(Riemanniandir)[1].

ispat. xe M, X, Y eH, veV €V, olsun. Bu durumda

(Lvg)(X,Y)  =V(g(X,Y)) - g(LvX,Y) - g(X, Ly}
V(g(X,Y)) = g(Vv X — VxVY) - g(X, Vi Y — Vy V)
= V( (X,Y)) — g(Vir- X, Y) — g(X, VYY)
+9(VxV,Y) + g(X,VyV)
=—{g(VxY + Vy X, V)}
= —2¢(B*(X,Y),V) (11.3.14)
bulunur. Bu durumda B = 0 yani # = V! distribiisyonu total geodezik
ise ¥V Riemanniandir. Diger taraftan (I11.3.14) den |X| = 1 olacak sekilde

X € I'(H) yoniindeki B*(X, X) normal egriligi X den bagunsiz yani H um-
bilik ise V konformdur.

I1.3.1.Hatirlatma.

(i) (IL.3.14) esitligi (Lvg)(X,Y) nin tensorel oldugunu gosterir. Yani
(Lvg)(X,Y) nin degerinin sadece V, X, ¥ nin noktadaki degerine baghdir.

(ii) Vo € M igin v : V, — R fonksiyonu lincerdir. VX € I'(H) icin
v(X) = 0 alimrsa v bir dikey 1-form olur{1].

(iii) (11.3.8) ile (11.3.14)
olmak iizere X € H, ve V € V, igin

=1

”QQ(B%(‘X” X),V) = v(V)g(X, X)
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olur. Burada

= =2(u™)’ (V) (11.3.15)
bulunur. Boylece

v = —2(u*) (I1.3.16)
olur[1].

(iv) V ile H nin rolleri degistirilerek V iizerinde V°¥ Bott kisun konnek-
siyonu elde edilir{1]:

VOV T (H) xT(V) = T(V)
(X,V) = VRV =V(X,V])=V(LyV) (IL3.17)

I1.3.23. Tamum. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda A
iizerindeki normal konneksiyon V* ile gosterilir ve

V. TV xT(H) — I(H)
(V,X) — VEX =H(VyX) (11.3.18)

seklinde tammlanir([1].

I1.3.1 Lemma. M bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde V ve H C*
distribiisyonlarmi alalim. Bu durumda VX € I'(H) ve VYV € I'(V) olmak
fizere V3, X = VHX olmasi icin gerek ve yoter gart V nin integrallencbilir bir
yatay distribiisyonla birlikte bir Riemannian distribiisyon olmasidir[1].

Ispat. VX € I'(H) ve VV € (V) i¢in

VX —VEX  =H(LyX)-H(VvX)
=H(LyX — VyX)
= -H(VxV) (11.3.19)
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dir. ¥ € I'(H) olsun.
X< VY >=<VxVY >+ <V, VxY >

oldugundan

- < VxV,Y >=<V,VxY >

bulunur. Buradan

— <H(VXV)+V(VxV),Y > = <V, H(VxY)+V(VxY)>
— <H(VxV),Y) = <V,V(VxY)>
- <H(VxV),Y) = <V, A¥Y > (11.3.20)

elde edilir. Oyleyse (11.3.19) ile (I1.3.20) birlegtirilirse

X =VIEX o HVxV)=0
& ALY =0 VX, Y e T(H)
o A" =0

olur. Béylece

ARY = B¥Y + —;—I}*Y

oldugundan A% = 0 olmas: icin gerek ve yeter sart A mn integrallenebilir ve
V nin Riemannian olmasidir.

I1.3.24. Tanim. M bir C* manifold olsun. Eger

6 RxM - M
(t,p) — ¢(t,p) = di(p)

d6niigiimii

(i) Vt € R icin ¢y, M nin bir transformasyonudur.
(i) Vt,s € R ve Vp € M igin

¢t +s,p) = ot ¢(s,p))
¢t+s(p) = ¢t(¢s(p))
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sartlarim sagliyorsa ¢ ye M nin 1-parametreli grubu denir[18].

11.3.25.Tanim. M bir C* manifold olsun. I, C R olmak iizere

b:L.xM — M
(t,p) — &(t,p) = du(p)

doniigiimii agagidaki gartlan saghyorsa ¢ ye M nin 1-parametreli lokal
d6niigiim grubu denir[18]:

(i) Vt € I igin ¢y, M nin bir transformasyonudur.
(ii) Vt,s,t +s€ I, ve Vp € M igin
¢(L+ s,p) = §(t, d(s,p))
dir.

11.3.2.Teorem. X, C'*® bir M manifoldu iizerinde diferansiyellenebilir bir
vektor alani ve x € M olsun. Bu durumda z in bir U agik komsulugu, € > 0
olmak iizere bir (—¢,¢) araligi ve diferansiyellenebilir bir

p:(-ee)xU - M
(t,q) = oft,q)

doniigiimii vardir oyleki

2L = X(p(t,) ve ¢(00) =4

dur. ¢(t,q) = ¢i(g) yazlir ve ¢; : U — M doniisiimiine X in bir lokal
akig1 denir[17].

I1.3.26.Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V € T'(T M) olsun. Eger
Lyg=0 (11.3.21)

oluyorsa V ye bir Killing alan1 veya infinitesimal izometri denir. Bir
Killing alani ile birlesen akiglar (lokal) izometrilerdir|8].
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I1.3.27. Tanim. (MM, g) bir Riemann manifoldu ve V € T'(T M) olsun. Eger
v bir 1-form olmak iizere

Lvg=v(V)g (11.3.22)

oluyorsa V' ye bir konform vektor alani denir [16].

Konform vektor alanlan ile birlegen 1-parametreli lokal transformasyon-
larin grubu konform diffeomorfizmleri igerir[16].

11.3.5.0nerme. Sifirdan farkl bir Killing alaninin integral egrileri 1-boyutlu
bir Riemannian foliasyonu ve sifir olmayan bir konform vektdr alanmm in-
tegral egrileri ise 1-boyutlu bir konform foliasyonu tanumlar(1].

Ek boyutu 2 olan foliasyonlar 6zel bir 6neme sahiptir ve boyle foliasyou-
larin baz ek 6zellikleri vardir. M bir Riemann manifoldu ve F, M nin ek
boyutu 2 olan foliasyonu olsun. F nin transversely yonlendirilmig oldugunu
diigiinelim. Yz € M igin

JH - N, (11.3.23)
+% lik donmeyi gostersin. Bu durumda J* agagidaki 6zelliklere sahiptir:

11.3.6.0nerme. F, M Ricmann manifoldu fizerinde ck boyutu 2 olan trans-
versely yonlendirilmig bir foliasyon olsun. Bu durumda

(i) (I1.3.18) ile tanumlanan normal konneksiyondan indirgenmis V* kon-
neksiyonuna gore J* her zaman paraleldir. Yani Y € I'(T'M) icin

Vi
dir. Burada Y € I'(T'M) ve X € ['(H) olmak iizere

(VEIM(X) = VI X) - JHVEX)
=H(Vy(J"X)) — JH(H(Vy X)) (11.3.24)

olarak tamimlanr([1].



(ii) Diger taraftan J*, ¥ boyunca tanunlanan Bott kismi konneksiyonuna
gore paralel yani V' € I'(V) olmak iizere

o JH =0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart F nin konform olmasidir. Burada ise V' € I'(V)
ve X € I'(H) olmak igin

(VRJM)(X) = VHI™X) - JH(VPX)
= H(Ly(J*X)) — JHH(Lv X)) (11.3.25)

ile verilir[1].
ispat

(i) Y e I'(TM) ve X € I'(H) olsun.

< (VEI(X),X > =< H(VyJ"X) - J*H(VyX)), X >
=< H(VyJHX), X > — < JHH(Vy X)), X >
=< VyJU X, X > — < JHVyX), X >
=— < JHX,Vy X > —(— < Vy X, JHX >)

=0
ve
< (VEINX),JHX > =< VpJUX, JHX > — < JH(VyX), JHX >
1
= §Y <JUX,JHX > (- < VyX,-X >)
Ll amey . vivpe
= Y ([J7X1) = Y (X])
=0
oldugundan
vt =0
bulunur.

(ii) V e I(TV) ve X € I'(H) olsun.

<(VyIH(X), X > =< VLJ'X, X > - < JHVLX), X >
=< V3 JHX, X > 4+ < V§.X, JHX > (11.3.26)
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dir. Ayrica

(Vyg)(X, J*X) = V(g(X,J*X)) — g(V3X,JHX)
— g(X,VyJRX > (11.3.27)

oldugundan (I1.3.26) ile (I1.3.27) birlestirilirse
< (V3 IM(X), X >= —(Vyg)(X,J"X) (11.3.28)
bulunur. Diger taraftan

< (VOJIMX),JHX > =< VSJHX,JHX > - < JH(VLX), JHX >
=< V3 JHX, JHX > - < V3 X, X > (11.3.29)

dir. Ayrica
(Vo) (JHX, J X)) = V(g(J"X, J" X)) — 2¢(V5JH X, JHX) (11.3.30)
ve
(V59) (X, X) = V(g(X, X)) — 29(V$ X, X) (11.3.31)

oldugundan (1I.3.30) ve (11.3.31) , (11.3.29) da yerine yazilirsa
1 ,
<(VRIM(X),JMX > = —o(Vig)(JX, JX)
1
+—2-(V‘{,g)(X,X) (11.3.32)

bulunur. Simdi F, ek boyutu 2 olan transversely yonlendirilmig bir konform
foliasyon olsun. (I1.3.13) den reel degerli bir v fonksiyonu igin

vg=v(V)g
oldugu gbzoniine alinirsa (11.3.28) den
< (VI (X), X >=v(V)g(X,J*X) =0
ve (11.3.32) den

< (VLIM(X), JHX >= ~%v(V)g(JHX, JEX) + %v(‘«")g(X,X) =0
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elde edilir. Bu ise

s JH =0
oldugunu gosterir.
Tersine
vy Jh =0

olsun. Bu durumda (11.3.28) den
< (VS J™H)(X), X >=v(V)g(X,J*X) =0

olacagindan
vg=v(V)g

sartint saglayan reel degerli bir v fonksiyonu bulunabilir. Oyleyse F kon -
formdur.

Boéylece ek boyutu 2 olan transve;‘sely yonlendirilmig bir foliasyonun
konform olmast igin gerek ve yeter sart J* in basic(temel) vektor alanlarim
basic(temel) vektor alanlarina resmetimesidir” sonucuna ulagilir[1].
I1.3.7.0nerme. M ve N Riemann manifoldlan

p:M—> N
bir yatay konform submersiyon ve
A M — (0,00)
¢ nin dilation olsun. Bu durumda ¢ ile birlegen F foliasyonu igin[1]
(i) (I1.3.13) de verilen v fonksiyonu V € I'(V) i¢in
v(V) = —d(Iln A)V (11.3.33)
ile tanmmlanr.

(if) X, Y € I'(H) i¢in

ARY = %V[X, Y]+ < X,Y > V(grad In }) (11.3.34)
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dir.
(iii)
(a) M manifoldunun yatay distribiisyonunun ortalama egriligi

" =V(grad In)) = %V(gr(ui In {de|?) (11.3.35)

ile tanunlanir.
(b) BEger ¢ yatay homotetik ise

(grad In |dp|?) (11.3.36)

NS =

pt=gradln ) =

V(grad ) =0 & p** = 0 < F Riemanniandir. (11.3.37)

ispat. @ dilation1 A olan bir yatay konform submersiyon olsun.
A2gH = gV
oldugundan
Ly(XNg™) =0 (11.3.38)
dur.

(i) X,Y e I'(H) ve V € T'(V) olsun. (11.3.38) den

0 =Ly(Mg)(X,Y)
= (LvA)g™M (X, Y) + X (Lvg™)(X,Y)
=20V (A)g*(X, V) + X2V (g*(X, 1) = X3¢ (L X, 1) = N2gT(X, L))
= 2V(N)gH (X, V) + A2V (¢™(X,Y)) = X2 (VS X, V) — A2gT(X, V3 Y)
= 22V(\)g™(X,Y) 4+ A (Vg™ (X, Y)
=2V () g*(X,Y) + A (V)g*(X, )
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bulunur. Boylece

No(V) = —2AV(\) , VYV eT(V)
o(V) = —d(nN)(V) , YV e (V)
v = —d(ln)?)

elde edilir.
(i) X,Y € I'(H) iin

A%y = V(V\Y)

Z g XY r V
i=n+l
yazilabilir. Kozsul egitliginden
ALY = 25 [Xg(Y, Vi) + Yg(X, V) — Vig(X, V)
t=n+1

= g(X [V Vi) + g(Y, [X, Vi) + g(Vi, LY, YTV

dir. Buradan

m

Z (Vi [X, Y] x—-ézx 9(X, V)V

i=nt1

ARY =

| — Mlp—a

= {VX) Zv (X, Y)Vi}

i=ni1

olur. Ayrica

> VigX, V)V, = Y (Vig(X, )V
i=n+1 3= n+1
= Z (w(V)e(X, Y)V;
i=n+1
= 30 (=d(In ) (V)g(X, Y )V,
i=n+1
= Y {-g(grad nX*, V})}g(X,¥))V;
i=n+1
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= = 3 {g(Vlgrad In N7, V)Vi}g(X, V)

i=n+1
= —V(grad In \*)g(X,Y)
= —2V(grad In \)g(X,Y)
oldugundan
ARY = %V[X,Y]«l— < X,Y > V(grad In \)
bulunur.
(iii)

(a) (11.3.15) ve (11.3.33) birlegtirilirse YV € I'(V) igin

29(p’, V) = glgrad InX*,V)
29(1, V) = g(V(grad In)?),V)

bulunur. Buradan

pt = V(grad In ))

yazilabilir.
grad In \ = % grad In |dp|*
oldugundan
¥ =V(grad In \) = %V(gmd In |de|?)
dir.

(b) H(gradA) =0 ise
grad A = V(grad A)

olur. Oyleyse (a) dan

pt = grad In A = ~;—(gmd In |dy|?)

oldugu kolayca goriiliir.
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(iv)

V(gradA\) =0

& V(grad In ) =0

& u” =0

& BY =0

& M total geodeziktir
<>V Riemanniandir.
& F konformdur.
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III. BOLUM

RIEMANN MANiFOLDLABI ARASINDA
HARMONIK DONUSUMLER VE
MORFIiZMLER

Bes kisimdan olugan bu boliimiin ilk kismida C* manifoldlar arasinda
taniml bir C*° doniigiimiin ikinci temel formu ve tensiyon alani tamtilmsgtar.
ikinci kisumda bir C doniigiimiin enerjisi ve enerjinin birinci varyasyonu cle
almmugtar. Uciineii kisim stress-enerji tensorii ve bu tensorii iceren conver-
sation kuralmn {amtilmasina ayridmigtir.  Dordiineii kisimda yiizeylerden
tanunlanan harmonik doniigiimlerin bazi 6zel durmmlart ve minimal kritik
(branched) immersiyonlarin davramg: cle alinmustir. Besinei kisun ise har-
monik morfizmnlerin tanum ve karakterizasyonuna ayrilmgtir.

II1.1.ikinci Temel Form ve Tensiyon Alam
M = (M, g) ve N = (N, h) Riemann manifoldlar: ve

p: M= N
bir C* doniiglim olsun. ¢ nin tiirev doniigiimii dy,
T*M ® ¢ 'TN = Hom(TM,p 'TN) — M

vektor demetinin bir kesiti olarak diigiiniilebilic. Hom(T'M, o 'TN) — M
vektor demeti, M manifoldu iizerindeki VM Levi-Civita konneksiyonu ve
V# pull-back konneksiyonundan indirgenen V konneksiyonuna sahiptir. V
konneksiyonunun dp € T(T*M ® ¢ 'T'N) kesitine uygulanmasiyla ¢ nin
T"M QT*M ® ¢ !'TN — M vektor demetinin bir kesiti olan ikinci temel
formuna ulasilir:

IIL.1.1.Tanim. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar: ve

0: M- N
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bir C* doniigiim olsu‘n. Bu durumda ¢ nin ikinci temel formu, dy €
['(T*M ® ¢~ 'T'N) olmak {izere Vdy ile gosterilir ve X,Y € I'(T'M) igin
Vdp :T(TM) xT(TM) — T(¢ 'TN)
(X,Y) — Vdp(X,Y)

Vdyp(X,Y) = (Vxdp)(Y) = Vidp(Y) — dp(VXY) (IL.1.1)

geklinde tammlanir{11].

I11.1.1.0nerme. M ™ N™ Riemann manifoldlan ve
@: (M™,g) = (N, h)

bir C* déniiglim olsun. M manifoldu iizerinde (z', ..., 2™) lokal koordinat sis-
temini, N iizerinde ise (y', ..., ") lokal koordinat slstumm gOzéntne alalhm.
Bu durumda ¢ nin ikinci temel formunun lokal koordinatlardaki ifadesi

(Vo) = V(e 2 = g, 22

5o 97 = iy (111.1.2)

bigimindedir. Burada ¢}; ifadesindeki (;) bu tiirevin ikinci mertebeden ko-
varyant tiirev oldugunu gosterir[1].

Ispat. (zl,...,2™), M™ iizerinde; (y',...,y™) ise N™ manifoldu fizerinde bir
lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda

Jd 0

(Vdp)ij = Vde( 520 547

d J
©
(Vdp)i; = V7 dip(575) — dy V—a 2)
dp” 0
(VdSU)zJ _VSP (6 7 6 'y) ( 2]6 k)
oldugundan

0% 0 x0T 8 8o _, O

! v .
(V)i = T 9z 0 Oy Yok dyr Ol =0y

(111.1.3)
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bulunur. Ayrica

0 0 0¢? 0
¢ Y N _ a
vg%t(')y“f _vd"’(ﬁf)()y"f G L7’38y0‘

egitligi (I11.1.3) de yerine yazilirsa

d%¢" 0 _I,k(')cﬂ 0 +6(,07(')g05L(, 0

i = o - - 1.4
(Vdp)is dxtdxidy” Yggk gy ' 0xi 0zt PHye (1L.14)
olur. (III.1.4) deki son terinde « ile vy ve i ile j yer degistirilirse
0% L9 . 0g" Db D
i = — — [ . . HI.1.5
(Vd(to)zj (8.’132851}7 szaxk +La)3 o 8m3)8y7 ( ‘))
elde edilir. Bu durumda
827 8¢ 8™ 0¢°
Y= — I Y 111.1.6
Yui T §aig F”@xk * Lag ozt dal ( )
gosterimi kullanilacak olursa
0

(Vdp);; = %’LW

ifadesine ulagilir. Burada I‘fj ve L!s secilen koordinat sistemlerine gore

sirasiyla (M, g) ve (N™, h) Riemann manifoldlar {izerindeki Christoffel sem-
bolleridir.

111.1.2.0nerme. M , N Riemann manifoldlar ve

w:(M,g) = (N,h)
bir C* doniigiim olsun. Bu durumda ¢ nin ikinci temel formu simetriktir{11].
Ispat. VX,Y € I'(TM) igin

Vi (dp(Y)) = V§(dp(X)) — dp([X,Y]) =0 (IIL.L.7)

oldugundan
Vdo(X,Y) = Vdp(Y, X)
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bulunur.

111.1.2. Tanim. M ve N Riemann manifoldlar: olsun. Bu durumda bir
w: M- N

C*™ doniigiimii igin Vdy = 0 oluyorsa ya da denk olarak o, A iizerindeki
geodezikleri NV {izerindeki geodeziklere lineer olarak tagiyorsa ¢ ye total geo-
deziktir denir[1].

I11.1.3.0nerme. M, R nin veya S' in bir agik altkiimesi; N bir Riemann
manifoldu ve

w:M—> N

bir C* do6niigiim olsun. Bu duruinda ¢ nin total geodezik olmast igin gerek

ve yeter gart ¢ nin yay uzunlugunun bir kati ile parametrelendirilmis bir geo-
dezik olmasidir[1].

111.1.1.Ornek.
(p : U C Rin _) Rn

doniigiimiiniin total geodezik olmasi igin gerek ve yeter gart ¢ nin bir afin
doniigiim yani A € F™*" b€ R" i¢in

p(z) = Az +b

olmasidir.
I11.1.2.0rnek. (Altmanifoldlar)

(M,g) , (N, h) Riemann manifoldlar: ve
p:M—> N

bir inclusion déniigiimii ya da bir izometrik immersiyon olsun. ¢~ I'T'N pull-
back demeti teget ve normal demetinin direkt toplam olarak

e ' TN=1TMo®VM , X=XT4+Xx* (111.1.8)

biciminde yazilabilir. dy tiirev doniigiimiiniin, TAf ile T'Af nin dy altinda
¢ 'T'N pull-back demetindeki goriintiisii olan 7M yi dzdeslestirdigi diisiinii-
lirse X,Y € I'(TM) i¢in

V§(dp(Y)) = VXY
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esitligine ulagihir. Bu durumda dp(V¥Y), VXY nin tanjant bilegeni ve
Vdp(X,Y) ise VY nin normal bilegenidir. Bdylece Vdp(X,Y), N deki
@(M) immersed altmanifoldunun B(X,Y) ile gosterilen ikinci temel formu
olur. Dolayisiyla ¢ : M — N bir izometrik immmersiyonun ikinci temel for-
munun N deki (M) immersed altmanifoldunun ikinci temel formuna esit
oldugunu soyleyebiliriz.

I11.1.3.Tanim. N bir Ricmann manifoldu ve M; N nin bir altmanifoldn
olsun. Eger M iizerinde bir parametrik geodezik egri N de bir parametrik
geodezik oluyorsa M ye total geodeziktir denir{19)].

N bir Riecmann manifoldu ve M; N nin bir altmanifoldu olsun. M
nin total geodezik olinasi i¢in gerek ve yeter gart ¢ : A/ — N inclusion
déniigiimiiniin total geodezik olmasidir. Total geodezik inclusion doniigiimle-
rine en basit érnek

R - R
(T1yeesTm) = (T1y s T, 0,..,0) , 1< m<n

ile tanumlanan standart inclusion doniistimleridir,

III.1.4. Tanum. (M™,g) , (N", h) Riemann manifoldlarn ve

p: M™ — N"
bir C* doniigiim olsun. ¢ nin tensiyon alami 7(¢) € (o 'TN) ile
gosterilir ve

7(p) = divdp = —d*dp = iz Vdp = Y _ Vdp(e;, &) (111.1.9)

=1

gseklinde tanimlanir. Burada {e;, ..., e, }, M iizerinde bir ortonormal bazdir[11].

111.1.4.0nerme. (M, g), (N,h) Riemann manifoldlar , {z!,...,2™} ve

{y',...,y"} sirasiyla M ve N iizerinde lokal koordinat sistemleri olsun. Bu
durumda bir

o: M- N
C*®° doéniigiimiiniin tensiyon alaminin lokal koordinatlardaki ifadesi

()T = gijw?ij
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L. azso’y a(p 6 Ua(pﬁ
— i _ Tk
=9 (gm0 ~ligr tlesgarg,y)  (11L110)
=AMy + g(grad ¢*, grad ™)L, (I11.1.11)
olmak iizere
0
(o) =) (55) (II1.1.12)

bicimindedir. Burada AM, M iizerindeki Laplasyan ve I"“ ve L5, sirasiyla
M ve N deki Christoffel sembollendlr[l 1].

ispat.
(@) = ¢}
0% r 09 d¢*d ¢’
=g (Bx’é)xf T L"‘ﬂam’ ():BJ)
027 x 0 ;00 100"
= 9w PE_) 95 g7 las

o 0% p 07 0P 8 09 O
. W ‘ k. ijo¥ 9
g (axzaaﬂ U9z k)+ ( 0’ (')m”g 0zt Ok
= AMYY 4+ g(grad¢®, gr adw“)Lzﬂ

)Lis

dir. Boylece ispat tamamlaninig olur.

Eger {z',...,a™} ve {y!,...,y"} swrasiyla z € M ve p(z) € N nokta-
larindaki normal koordinatlar ise z noktasinda M nin Christoffel sembol-
leri, @(x) noktasinda da N nin Christoffel sembolleri sifir olacagindan ¢
déniigiimiiniin z deki tensiyon alam

90)“’—2(6

xl

©")(z) (111.1.13)

ile ifade edilir.

I11.2.Harmonik Doniigiimler

III.2.1.Tanmum. M ve N sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar
T e Mve

¢: M- N
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bir C*™ déniigiim olsun. ¢ nin enerji yogunlugu e(yp) ile gosterilen ve
e(p): M — [0,00)
1
T = e(p), = §|d<pz|2 (111.2.1)

seklinde tamimlanan bir C*® fonksiyondur. Burada {ey, ..., ,,}, Tz A tanjant
uzay1 i¢in bir ortonormal haz ve |dp, |

ldgal? = 3 h(dia (), dia(er))

=1

ile tammlanan Hilbert-Schmidt normudur[13].

M ve N Riemann manifoldlan ¢ : M — N bir C* doniigiim ve x € M
olsun. Bu durumda {ey, ..., e, }, T M igin bir ortonormal baz olmak iizere

ot = 3 hldpalen)sdpaled)

i=1
™m

= Z(P*h(ei,ei)
i=1

= Trep*h

yazilabileceginden ¢ nin z noktasindaki enerji yogunlugu

1
e(p)s = 5Trop"h = % <g,¢'h> (111.2.2)

bigiminde de ifade edilebilir.

I11.2.2.Tanun. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlan ; D, M nin bir kom-
pakt tamim kiimesi ve

p:M—>N

bir C* doniigiim olsun. ¢ nin enerji integrali, ¢ nin everji yogunlugunun
integrali olarak tanimlanir ve E(p; D) ile gosterilir. Yani

B(piD) = [ elp)vy =3 [ ldel vy (111.2.3)
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dir[13].

E(p; D) > 0 dir ve E(p; D) = 0 olmast igin gerek ve yeter gart ¢ nin
D iizerinde sabit olmasidir. Eger M manifoldu kompakt ise F(yp; M) yerine
E(p) gosterimi kullanilir. Enerji integrali sadece g ve h metriklerine baghdir.

I11.2.1.0nerme. 2-boyutlu tamm kiimeleri iizerinde enerji integrali kon-
form degigmezdir|[1].
I11.2.3.Tamim. (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlari ve

C®(M,N) ={p|lp: M — N,¢ bir C* doniigiim}

kiimesini gézoniine alahm. ¢ € C®(M,N) doniiglimi, kompakt bir bolge
izerinde

E(.;D):C®(M,N)—> R
ile tanimlanan enerji fonksiyonelinin kritik noktast ise ¢ ye harmoniktir
denir11].

111.2.4. Tamim. M, N Riemann manifoldian ve
p:M— N
bir C* déniigiim olsun. ¢ nin bir C® varyasyonu, ¢ > 0 olmak iizere
w: Mx(-g,e) - N
(z,t) = @il2)
bi¢iminde tammlanir dyleki ¢o = ¢ dir[13].

{p:}, C* olarak sadece bir t € (—¢,€) parametresine baghh C* doniigiim-
lerin bir ailesi olarak diigiliniilebilir.
I11.2.5. Tanim. M, N Riemann manifoldlar
p: M-+ N

bir C* doniigiim ve x € M olsun. Vz € M igin ¢ — ¢y(z) doniigiimii
¢(z) € N noktasindan gegen bir C*® egri tamimlar. Bu egrinin

v(z) = a%ti%)

li=0 € TN
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ile tanimlanan ve cp“’TN pull-back demetinin bir kesiti olan hiz vektdriine
¢, nin varyasyon vektdr alanmi denir[1].

Tersine ¢ 'I'N pull-back demetinin bir kesiti olan v i¢in ¢ nin
(pt(:l") = €XDPy(r) (t’U(:L))
ile tanimli bir tek olmayan {¢;} ailesi vardir[1].

II1.2.6.Tanim. M, N Ricmann manifoldlart , D, M nin kompakt bir
altkiimesi ve D°, D nin igi olsun. Bu durumda

w: M- N

C* doniigliminiin bir C* {g;} varyasyonu Vi igin M\D° iizerinde ¢, = ¢
sartint saghyorsa {¢;} varyasyonu D icinde desteklenir denir[1].

Tanim II1.2.3 i bir bagka gekilde agagidaki gibi vermek mitmkiindiir:

I11.2.7. Tamum. (34, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar: olsun.
w:M— N

C* doniiglinit M nin biitiin D kompakt boélgeleri ve D i¢inde desteklenen
biitiin C* {¢,} varyasyonlar1 i¢in

d
=B D)o = 0 (11.2.4)

sartini sagliyorsa ¢ ye bir harmonik dﬁnﬁgﬁm denir{13].
I11.2.8.Tanmun. (M, g), (N, h) Riemann manifoldlar , 2 € M ve
p: M >N
bir C® déniigiin olsun. ¢ '"I'N pull—imck demeti iizerindeki pull-back

metrik <, > ile gosterilir ve v,w € (¢ !TN) olmak iizere x € M nok-
tasinda

<V, W >p= hye(v(z), w(z)) (I11.2.5)
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seklinde tanunlanir[1]. :
I11.2.2.0nerme. (Enerjinin Birinci Varyasyonu)

M ve N Riemann manifoldlar ,
p:M— N

bir C* doniigiim ve {¢}, ¢ nin D C M kompakt altkiimesi i¢inde destekle-
nen bir C* varyasyonu olsun. Bu durumda <, >, ¢7'TN pull-back demeti
tizerindeki pull-back metrik olmak iizere

d
=B D)lizo = — /D <u,T(p) > v, (I11.2.6)
dir. Burada z € D ve v(z), {¢¢} nin
il
v(z) = (gti"c) le=o0

ile tamimlanan varyasyon vektor alamdir[11].

ispat. D, M nin kompakt bir altkiimesi; {1}, @ nin D iginde desteklenen
bir C* varyasyonu ve v € ['(o~'T'N) bir varyasyon vektér alami olsun. A
tizerindeki {ey, ..., e, } lokal ortonormal ¢atisim gozoniine alalun.

¢: Mx(—ge) - N
(@,8) — é(z,1) = pilz)
fonksiyonunu ve
E=¢"'"TN - M x (~¢,¢)

vektor demetini tanimlayalim. E demeti iizerindeki pull-back konnecksiyon
V¢ ile gosterilsin. M manifoldu iizerindeki bir X vektor alam M x (—¢,€)
lizerinde bir vektor alam olarak diigiiniilebileceginden
[ 0
ot
olur. e;, 2 € I'(T'M) igin (1IL.1.7) den

,xY] =10

8 )
V";a_‘dqb(ei) - V:i.dcﬁ(g—t) —dg([57 e]) =0
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| ]
¢ dble) = V° do( 2
V% di(e:) = Vidd(52) (I11.2.7)

yazilabilir. Diger taraftan

Lleo) = goldsf
= %—% < d¢,d¢ >
= 2dt2 < dg(e;), dp(e;) >
= ; < V% di(e:), dg(ei) > (111.2.8)
dir. (111.2.7), (II1.2.8) de yerine yazilirsa
jt Z < VEdd(5; ) dep(es) > (111.2.9)

elde edilir. Ayrica

d {
th(@t, )|t =0 = (;t ((Pt)vgltzo

oldugundan (111.2.9) kullamlarak

d
EiE(QOt; D)}i=0

Il

[, % < Vtas(zp, e > vl

_ / Z < Vv, dp(es) > v, (I11.2.10)
bulunur. Simdi M iizerinde

(=) =< v,dp(-) > (111.2.11)

bigiminde bir 1-form tanunlayalim. Divergens tanum (I111.2.11) e uygulanirsa

m

di’l) 1/) = Z(Veiw)ei

z—-l

= Z{ez —¥(Veie)}
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I

:\—E{ei(< v, dple;) >)— < v,dp(V. e;) >}

i=1
= Y {< Veu,dp(e;) >
i=1
+ <, VZ(dp(e;)) — dcp(Vé‘fei) >} (111.2.12)

clde edilir. v, D iizerinde kompakt destege sahip oldugundan ¥ I-formu da
D iizerinde kompakt destege sahiptir. Boylece divergens teoreminden

/D (div) v, =0 (111.2.13)
olur. (I111.2.12) ile (111.2.13) birlestirilerek
m m
/{ 3 < VEvdple) > vy = - /I > < v, Vdgleie) > v, (1112.14)
i=1 i=1

bulunur. (I11.2.10), (I11.2.14) esitliginin sol tarafinda yerine yazilirsa

d m
(-EE(%; D)tz = —/Dg < v, Vdp(ei, e;) > v,

Il

— | <, > 1
/D 7(¢p) 'g

egitligine ulagihr.

111.2.1.Teorem. M,'N Riemann manifoldlar: ,
w:M— N

bir C* déniigiim ve D, M nin bir kompakt altkiimesi olsun. Bu durumda ¢
nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7(¢) = 0 olmasidir|1].

Ispat. {¢:}, ¢ nin D C M kompakt altkiimesi icinde desteklenen bir €

varyasyonu ve v, {¢,} nin varyasyon vektor alani olmak iizere Onerme 111.2.2
den

p :
'(EE(SDﬁD)It:O = -—/D < v,7(p) > v,

dir. Bu durumda d
%E(SOH D)if.:o =0
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olmast igin gerek ve yeter gart 7(¢) = 0 olmasidir.
IT1.2.1.Hatirlatma.

(i) (I111.2.6) ile verilen tiirev agagidaki sekilde de yazilabilir:

d
B D)o = [ <V dpidp> vylino

¢
= /I) < V¢W,dtp > Ug‘t:O

= /;3 < V?,dp > v,
= / <wv,d'dp > v,
D
(ii) M, N Riemann manifoldlari ve D C M kompakt bir altkiime olsun.
w:M—= N

C* doniiglimiini gozoniine alalim. Eger D, dD ile gosterilen bir C* kenara
sahip ise (II1.2.11) ile tamimlanan v 1-formunun 8D iizerinde sifir olmasi
icin gerck ve yeter gart varyasyon vektor alammin 0D ye dik olmasidir. Bu-
radan varyasyon vektor alanlari 9D kenarma dik olan ¢, varyasyonlar: icin
de (I11.2.6) esitliginin saglandig goriiliir[1].

(iii) 7(¢) = 0 denkleminin C%-sinifindan ¢dziimii C* dur.

111.2.9. Tanim. M, N Riemann manifoldlar: ve
p:M—>N

bir harmonik déniigiim olsun. Bu durumda 7(¢) = 0 denklemi harmonik
denklem veya tensiyon alanmi denklemi olarak adlandirilir{1].

I11.2.1.Ornek. ((")klidyen Uzaylar arasindaki harmonik doniigiimler)

R™ ve I™ sirastyla m ve n boyutlu Oklidyen Uzaylar ve D C R™ bir
kompakt altkiime olmak iizere

p:R™ R
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C* doniigiimii igin
E(p:D) = / () vg

= 5 [ liglv,

. 0 0 1 m
- 5/ Z < dp(5=), do(5=) > da'...ds

= a(p 8 & 690’1 6 1 m
= 2/,)2 Z 0 8yaa§: 35 9y > dz ..dz

a=1

bulunur. Ayrica R™ deki standart metrik gézoniine alinirsa

Y — T 0% 7 5
T(p)" = g = Zz: O = Ay (111.2.15)
clde edilir. Burada {z',...,2™} ve {y!,...,y"} swrasiyla B™ ve R" iizerinde
standart lokal koordinat sistemleri ve A, R™ deki standart Laplasyandur.
Oyleyse bir C* ¢ : U ¢ R™ — R" doéniiglimiiniin harmonik olmas: i¢in

gerek ve yeter gart herbir ¢? : U C R™ — R bilegeninin harmonik fonksi-
yonlar olmasidir.

I11.2.2.0rnek. (Keyfi bir Riemann manifoldundan R" Oklidyen Uzayina
tamumlanan harmonik doniigiimler)

(M™, g) bir Ricmann manifoldu, R* Oklidyen Uzay ve
p: M™—= R"

bir C* doniigiim olsun. Bu durumda {z!,...,2™} ve {y!, ..., 4"} siwasiyla M
ve I?" iizerinde standart lokal koordinat sistemleri olmak fizere i, = 1,...,m,
vy=1,..,ni¢in

(@) = g7¢};
_ 8" x 0¢7
=g (Bxlast Fij@mk)
= AM(p")
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bulunur. Burada AM, M deki Laplace-Beltrami operatoriidiir. Boylece ”bir
Riemann manifoldunun agik U altkiimesinden R ye tanimli bir doniigiimiin
harmonik ohnasi igin gerek ve yeter gart bu déniigiimiin U7 da harmonik ol-
masidir” sonucuna ulagiriz.

I11.2.3.0rnek. (Total geodezik doniigiimler)

M, N Ricmann manifoldlar ve
w:M—>N

bir C* déniigiim olsun. Teorem 1I1.2.1 den ¢ nin harmonik olmasi i¢in gerek
ve yeter sart 7(¢) = 0 olmasidir. Boéylece Tanim II1.1.2 g6zdniine alimirsa
total geodezik doniigiimlerin harmonik oldugu kolayca goriiliir. Ayrica

delp) = gd(idoP)

= }Z-d(< dp,dp >)
< Vdp,dp >
0

ll

oldugundan total geodezik déniigiimlerin sabit enerji yogunluguna sahip oldu-
gu soylenebilir. Yani total geodezik doniigiimler sabit enerji yogunluguna
sahip harmonik déniigiimlerdir.

Daha genel olarak agagidaki 6nerme verilebilir:

I11.2.3.0nerme. Total geodezik déniigiimlerin rank: sabittir[11].

ispat. M, N Riemaun manifoldlar: ve
w:M—> N
bir total geodezik doniigiim olsun. r > 1 igin
d| A" dip|* = 2 < V A" dip, A"dp >= 0
oldugundan | A" dp|, M iizerinde sabittir. Simdi

r = maz {rank dp(z) : z € M}
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olsun. Bu durumda | A" di| hicbiryerde sifir olamaz. Boylece her noktada ¢
nin rakinin sabit ve r ye esit oldugunu soyleyebiliriz.

111.2.10. Tamim. M, N Riemann manifoldlar ve
w:M— N

bir izometrik immersiyon olsun. ¢ nin ortalama egriligi (veya N deki (M)
immersed altmanifoldunun ortalama egriligi) u ile gosterilir ve

m

M = %sz =" Blei,e:) (111.2.16)
i=1

seklinde tanunlamir. Burada {e,...,e,}, M dc bir ortonormal baz ve B,
(M) altmanifoldunun ikinci temel formudur[1].

Simmdi girig bolliniinde yiizeyler icin verdigimiz Teorem B yi keyfi bir
izometrik immersiyon i¢in ifade edebiliriz:

I11.2.4.0nerme. M , N Riemann manifoldlar ve
p:M—= N
bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda
m(p) = 12 B = (boy M) M (111.2.17)

dir. Oyleyse bir izometrik immersiyonun harmonik olmasi igin gerek ve yeter
sart bu izometrik immersiyonun minimal olmasidir[1].

ispat.
o:M—> N

izometrik immersiyonunun ikinci temel formu, N deki ¢(M) immersed alt-
manifoldunun ikinci temel formuna cgit oldugundan (111.2.17) kullamlarak

7(p) = Vdp = I2 B = (boy M)

bulunur. Boylece Teorem 111.2.1 gozoniine alinirsa ispat tamamlanir.
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I11.2.4.0Ornek. (Geo&ezikler)

M, 1-boyutlu ve N, n-boyutlu Riemann manifoldlari olsun. Bu durumda
p: M — N"

C™ doniigiimii bir parametrik egri olarak diigiiniilebilir. NV iizerindeki {3, ..., y"}
koordinat déniisiimleri i¢in v = 1, ..., n olmak iizere

() = ng%

o (Fer g dede) 0
di2 °F gt dt oy

bulunur. Béylece " R nin bir acik altkiimesinden veya S' den keyfi bir Rie-
mann manifolduna tammlanan bir C*° déniiglimiin harmonik olmasi igin
gerek ve yeter sart bu doniigsiimiin yay uzunlugunun bir kat1 ile parametre-
lendirilmis bir geodezik olmasidir” sonucuna ulagiriz. Denk olarak Onerme
I11.1.3 den " 1-boyutlu bir Riemann manifoldundan tanunlanan bir C* donii-
giimiin harmonik olmas i¢in gerek ve yeter gart bu doniigiimiin total geodezik
olmasidir.”

111.2.5.0nerme. M m N® ve P* Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda
@:M™ - N" ve 9: N® - Pk
C* doniigiimlerinin bilegkesi olan 9 o ¢ déniigiimiiniin ikinci temel formu

Vd( 0 0) = dp(Vde) + Vdip(dyp, dip) (111.2.18)

ile verilir. Lokal koordinatlardaisei,j =1,...,m;a,b=1,...,nvea=1,..,k
icin

(o @) = Yol + Vi) (111.2.19)
dir[11].

ispat.
d(¥ 0 p) = dp o dp
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oldugundan X,Y € F(TM ) igin

Vd(y o p)(X,Y) = V§Yd(iho@)(Y) - d(yop)(VYY)

= V{?(dy o dp)(Y) — (dp 0 dp) (VYY)
Vi dip(dp(V) ~ d(de(VYY))
VELdp(dp(Y)) — dip(Vidip(Y) — Vdp(X, 1))
VELdp(dip(Y)) — dp(Vidp(Y)) + dip(Vdp(X, 1))
Voo @0 dp(Y)) = dp(VE xydip(V)) + dip(Vdip(X, 1))
= Vidhlde(1) = di( Vi de(Y)) + di(Vde(X.Y)
= dp(Vdp(X,Y)) + Vdp(dp(X), dp(Y))
= (dpy(Vde) + Vdiy(dp, d))(X,Y)

I

Il

I

I

bulunur. Bdylece

Vd(y o ) = dip(Vdyp) + Vdip(de, d)
esitligine ulagilir. Lokal koordinatlarda

Ao p)om) = (thodo)as

oldugundan
(o) =P5ef (111.2.20)
elde edilir. Simdi (111.2.20) egitliginin 27 ye gore yeniden tiirevini alalim:

0 ((9(,0“61/;"‘) 0% 0y D Y D¢
Ozidzt Jyo’ ~— Oxidxl dyr Ot Hydyb Ol

bulunur. Buradan

(W0 @)% = Yool + Yoo (111.2.21)
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yazilabilir. Burada

o o T

Y040
ikinci mertebeden kism tiirevdir. Eger z, ¢(z) ve 9¥(p(z)) noktalarindaki
lokal koordinatlar normal koordinatlar olarak secilirse ikinci mertebeden kismm
tlirevler, ikinci mertebeden kovaryant kismu tiirevlere esit olur. Boylece
(I11.2.21), (I1I1.2.19) a déniigiir.

Boylece agagidaki sonuca ulagilir:

I11.2.1.Sonug. M™, N™ ve I’* Riemann manifoldlar1 olsun. Bu durumda
@:M™ = N ve tp: N" — P*
C™ déniigiimlerinin bilegkesi olan 1) o ¢ doniigiimiiniin tensiyon alani
(¥ 0 ) = dip(L(p)) + Iz Vdip(dep, dop) (111.2.22)

ile verilir. Burada {ey,...,en}, M iizerinde bir ortonormal baz olmak iizere

Vdy(dy, dp) = i Vdip(de(es), do(ei))

i=1

dir. Lokal koordinatlarda (I11.2.22)

(o )" = PI7(p)" + g7t (111.2.23)

bigiminde ifade edilir[1].

Ispat. Tensiyon alani tanum ve (I11.2.18) kullanilarak

T(hop) = i Vd(4 o ©)(e;, €;)

m

= Y {dy(Vdep(e;, €:)) + Vdip(dp(e;), dple:))}

i=1

= (Y. Vdplen e)) + Y. Ve (dp(e), de(co)

i=1 i=1

= dp(r(9)) + Lz Velip(dep, dyp)
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elde edilir. Lokal koordinatlarda ise (111.2.19) dan
(o) = g7(¥op)y;
= g7 (Yle%; + Vipie))
= YJg7el; + g0t

bulunur,

(I11.2.22) den iki harmonik doniigiimiin bilegkesinin daima harmonik ol-
mayacagim soyleyebiliriz:

111.2.5.0rnek.

w:R — R?
z = p(z) =(z,0)
ve
Yp:R* - R
(z,y) = z*—-¢

doniisiimlerini gézoniine alalim. I'(p) = 0 ve I'(¢) = 0 oldugundan ¢ ve 9
harmonik doniigiimlerdir. Ancak

Yop: R = R
T - 1z’

ile tamimlanan bilegke doniiglimii igin F(d)x o) = 2 oldugundan ¢ o ¢ har-
monik degildir.

I1I1.2.11. Tanim. M, N ve P Riemann manifoldlar
p:M—> N

bir C™ doniigiim olsun. Bu durumda
Y:N—=P

bir lokal harmonik doniigiim olmak f{izerc 1 o ¢ bilegke doniigiimiinii har-
monik yapan ¢, C* doniigiimlerinin smuifina harmonik morfizmlerin sinifi
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denir|13].

Ancak ¢ bir harmonik doniigiim olmak {izere 1 o ¢ bilegke ddniigiimiinii
harmonik yapan ¥, C* doniiglimlerinin sinifi daha kolay izah edilebilir:

111.2.6.0Onerme. (Total geodezik doniigilimler ile harmonik doniigiimlerin
bilegkesi)

M, N ve P Riemann manifoldlarn

¢:M—- N

bir harmonik doniigiim ve
Y:N—> P

bir total geodezik doniigiim olsun. Bu ‘durumda 1 o ¢ bilegke doniigiinii
harmoniktir(1].

ispat. ¢ harmonik ise 7(p) = 0 dir. Diger taraftan ¢ total geodezik isc
Vdi) = 0 olur. Boylece (111.2.22) den ispat agiktir.

111.2.7.0nerme. (Altmanifoldlara doniigiimler)

M, N ve P Riemann manifoldlar
w:M—> N

bir C* doniigiim ve

p:N—o>DP
bir izometrik immersiyon olsun. Bu durumda ¢ nin harmonik olmas: igin
gerek ve yeter sart 7(1) o @) nin N ye dik olmasidir[1].

ispat. (111.2.22) denkleminde di(r(¢)), T(1 o ) kesitinin teget bilesenidir
ve @ harmonik oldugundan bu teget bilegsen sifirdir. Oyleyse 7(¢ o ¢) kesiti

sadece normal bilegene sahiptir. Buradan 7(yoy) € I'(TN*) oldugu kolayca
goriilir.

I11.2.8.0nerme. (Kiireye doniigiimler)
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M bir Riemann manifoldu, S™ bir n-kiire ve
p: M-85

bir C* doniigiim olsun.
i: 8" — Rt

inclusion doniigiimii olmak iizere ¢ = i o ¢ doniiglimiinii gozoniine alalim.
Bu durumda ¢ nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart birv : M = R
fonksiyonu igin A¢ = v¢ olmasidir. Ustelik bu durumda

v =—|d¢|” = ~|dp’
dir[1].

ispat. R*'! iizerinde Christoffel scmbolleri sifir oldugundan
p=iop: M — R

doniigiimi igin 7(¢) = A¢ yazlabilir. Onerme 111.2.7 den ¢ nin harmonik
olmasi icin gerek ve yeter gsart A¢ nin S™ kiiresine dik olmasidir. A¢ nin
S™ kiiresine dik olinasi igin gerck ve yeter gart ise v : M — I bir fonksivon

olmak {izere A¢ = v¢ olmasidir. Bu durumda (I11.2.22) deki bilegke kurali
geregi

Ap =r(iop)=—|dg|’s
olur ve ispat tamamlanir.

I11.2.12. Tamim. M bir Riemann manifoldu,

p: M— 5"
bir C*® déniigiim ve 7 : S = R**! inclusion déniisiimii olsun. ¢ = io g
doniigiimiiniin bilegenleri M tizerindeki Laplasyanin aym karakteristik degere
sahip biitiin karakteristik fonksiyonlart ise ¢ ye karakteristik doniigiim
denir(1].

I11.2.9.0nerme. M bir Riemann manifoldu ve

p: M—S5"
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bir C*® doniigiim olsun. Bu durumda ¢ nin karakteristik doniigiim ohnasi

icin gerek ve yeter gart ¢ nin sabit enerji yogunluguna sahip bir harmonik
déniigiim olmasidir[1].

ispat. Karakteristik doniigsiimlerin tanimindan ¢ = i o ¢ nin bilesenleri ayni
karakteristik degere sahip karakteristik fonksiyonlar oldugundan

APt =v9p® (a=1,..,n+1)

yazilabilir. Oyleyse Onerme 111.2.8 den ¢ nin harmonik oldugu séylenebilir.
¢ nin bilegenleri aym karakteristik degere sahip karakteristik fonksiyonlar
oldugundan v = —|dy|? sabittir. Buradan

1
d(e(e)) = 5(ldgl*) = 0
bulunur. Bu ise ¢ nin sabit enerji yogunluguna sahip oldugunu gosterir.
111.3.6.0Ornek. (Radyal Projeksiyomn)

ne{l,2,..} igin

p: "N\ {0} — S"
x
r = —
||
radyal projeksiyonunu gozoniine alalun.
i:S"— R
inclusion doniigiimii olmak iizere ¢ =i o ¢ igin

n

8=

dir. Boylece Onerme 111.2.8 den ¢ nin harmonik oldugu séylenebilir.
111.2.10.0Onerme. (Kiire iizerindeki Laplasyan)
U’ ¢ R™ bir agik altkiime olmak iizere
F:U >R
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C* doniiglimiiniin bir kisitlanmig:
f:U=-R , UcsS™!
fonksiyonu olsun. Bu durumda U nun her noktasinda
m— m O’F oF
A" P = AT - = — (m - 1)—— 111.2.24
f oy~ m = 1) (111.2.24)
dir. Burada -Z radyal yondeki tiirevi gostermektedir[11].
ispat.
i: 8™t g™

inclusion doniigiimii ve {ej, ..., €,_1}, S™ ! igin bir ortonormal baz olsun.
z € §™ ! alalm. S™! {izerinde ,(0) = & ve 7;(0) = ex(x) olacak sekilde

Ve : (—&,€) = sl

geodeziklerini tamimlayalun. S™~! e dik yondeki tiirevi % ile gosterelim ve

7 (0) = —Z olsun. U’ C R™ bir agik altkiime olmak iizere
F:U >R
C* doniigiimiiniin bir kisitlanmigt
f:U-R , Ucs™!
fouksiyonu ise
f=Foi
yazilabilir. Boylece (111.2.22) den
AS"TF = AT (Fod)
= dF(r(i)) + iz VdF (di, di)

m—1 220 m—1
= dr(Y —a—’ﬁ) + 3 VdF(di(er), di(ex))
k=1 (ax ) k=1
m—1 m—1
= dF()_ 7(0)+ > VdF (e ex)
k=1 k=1
m—1 2
B 9 wm, o OPF
= AF(E (5 + AT () -
B OF pm °F
= (m—l)-—a—7+A (F)—é—;f
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elde edilir ve ispat tamamlanir.
I11.2.7.0rnek. (Kiiresel Harmonikler)

U’ ¢ R™ bir agik altkiime olmak iizere
F:U =R

(p-yinci dereceden harmonik polinom) p-yinci dereceden harmonik fonksiy-
onunun S™! kiiresinin bir agig iizerine kisitlanmig:

f:U—=R
olsun. F, p-yinci dereceden harmonik fonksiyon ise

F= r”f. (111.2.25)
yazilabilir. (111.2.25) ve Onerme I11.2.10 gozoniine alnirsa

A" = —pp+m-2)f (111.2.26)

elde edilir.
I11.2.11.0nerme. (Polinom Harmonik Déniigiimler)

F:R™ s R?

bilegenleri aynt dereceden birer polinom olan bir harmonik doniigiim olsun.
. Sm~l Sn«l
Q: -3

doniiglimii F' nin kisitlanmigi olarak diigiiniiliirse ¢ sabit enerji yogunluguna
sahip bir harmonik déniigiim olur. Bu durumda ¢ nin enerji yogunlugu

1
e(p) = §p(p +m — 2) (111.2.27)

ile verilir{1].
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ispat. Onerme I11.2.10 daki ifadede F yerine F® : R™ = R, (@ = 1,...,n),
koordinat fonksiyonlar1 ve F'® larin kisitlanmisgt da ¢® : S™~! — R fonksi-
yonlar olarak diigiiniiliirse (I111.2.26) dan Vo = 1,...,n icin

A" = —p(p + m — 2)¢° (111.2.28)
yazilabilir. Ayrica
i: 8" R"
inclusion doniigiimii olmak iizere
p=i0p: S 5 R
déniigiimii igin de (111.2.28) den

Ap=—plp+m—2)¢

elde edilir. Béylece Onerme 111.2.8 den ¢ nin harmonik oldugu soylenebilir.
Burada

v=—|do* = —p(p+m - 2)

olacagindan enerji yogunlugu tanimindan

e(p) = -;—p(p +in —2)

egitligine ulagilir.

I11.2.13.Tanun. Herbir bilegeni aym p-yinci dereceden homojen polinom
olan '

F:R™ > R"
harmonik doniigiimiine veya bu doniigiimiin S™ ! kiiresine kisitlaniusg: olan
¢ . Snkl - R"

doniigiimiine p-yinci mertebeden homojen polinom harmonik doénii-
glimler veya karakteristik doniigiimler denir[1].

111.2.12.0nerme. Kiireler arasinda tanimlanan bir harmonik déniigiimiin
sabit cnerji yogunluguna sahip olmasi igin gerek ve yeter gart bu doniigiimiin

bir karakteristik doniigiim olmasidir (veya denk olarak bu doniigiimiin herbir
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bilegeninin ayni mertebeden birer kiiresel harmonik olmasidir)[1].

I11.2.14.Tanmim. p + 1-inci mertebeden, (p =0, 1,...), bir homojen
P:R™ >R
polinomunun gradiyenti
|(grad P),> = |z|* , z€ R™ (111.2.29)
sartini saghyorsa bu polinoma eikonal polinom denir[l]. Bu durumda
F=gradP:R"™ - R™
doniigiimii p-yinci dereceden homojen polinom doniigiimdiir ve F',
@w: St gt

déniigiimiine kisitlanir. P harmonik ise grad P de harmoniktir. Gergekten
P harmonik ise

o’r ,

AP = -6.;1}_? =0 1= 1,...,77l

dir. Diger taraftan
A(grad P) = (A(grad P)', ..., A(grad P)™)

ve p

A(grad P) = @(AI’) =0
oldugundan grad P de harmoniktir. Boylece Onerme 111.2.11 den ¢ de har-
monik olur.

II1.2.8.0Ornek.
P:RP - R
1 1 3
(wyv,2,9,2) — Su?’ —uv? + Eu(:l:2 +y*—22%) + —\g—_v(x2 — y?) + V3zyz
ile tamimlanan 3.dereceden bir homojen P polinomu igin
lgrad P> = u* +v' + 2t + ot + 2" + 207 4 22222 + 2207 4 2270
+ 20%u® 4 29722 + 29707 + 2uP2? + 22207 + 2v%u?
= |zf*
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bulunur ki bu P nin eikonal oldugunu gdsterir. Ayrica P harmoniktir.
Oyleyse
F=gradP:R* > R®

doniigiimii de harmonik olur. Bu durumda Onerme I11.2.11 den F nin kisitlanmig
olan ¢ : S* — S* doniigiimiiniin sabit enerii yogunluklu bir harmonik doniigiim
oldugu soylencbilir. Yani ¢ bir kuadratik karakteristik doniigiimdiir.

(M™, g), (N®, h) Riemann manifoldlar ve
oM™ — N"

bir zayif konform déniigiim olsun. Bu durumda A, ¢ nin konform faktorii ve
A, ¢ nin kare konform faktorii olmak iizere (I1.1.2) ve enerji yogunlugunun
tanum gozoniine alimirsa x € M™ igin

1 2 ,
A(z) = Mz)® = —ldp. | = —e(p)a (111.2.30)

bulunur. Simdi bir zayif konform doniigiimiin tensiyon alammi inceleyelim:

111.2.13.0nerme. (M™,g), (N, k) Ricmann manifoldlan ve
w: M™ — N"

bir zayif konform doéniigiim olsun. Bu durumda bir regiiler noktada ¢ nin
tensiyon alaninin normal bilegeni

(T()*" = (boy M)ApM (I11.2.31)

ile verilir[1].

ispat. {ei,...,em}, regiiler bir z € M™ noktasini merkez alan bir normal gati
sistemi olsun. Bu durumda « in bir komgulugunda ¢ immersiyon oldugundan
N™ iizerinde bir {e},...,€},} lokal ortonermal gatist vardir dyleki i = 1,...,mn
icin Lemma I1.1.1 den

do(e;) = Ae;
diir. Buradan
T(p) = Y Vdp(e;e;)

i=1
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— Y{VEdp(er) — do(V¥e))

i=1

= ) Vidp(e)

i=1

— V()
i=1

= Y {ei(Ne; + AVEe}}

1=1

m m
= 2 eiN)ei + X AV
m

= ) e(Nel+ Y, )\2Vge§

i=1 i=1

clde edilir. Oyleyse

(o)t = (Ve
i1
= Y NBles,e)
i=1
= NIzB
= A(boy M)uM
= (boy M)ApM

esitligine ulagilir ve boylece ispat tamamlanir.

I11.3.Stress-Enerji Tensori

(M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlan olmak iizere
p:M—>N

bir C* doniiglim olsun. Bu kisimda ¢ nin enerjisinin, tanun kiimesi iizerindeki
g metriginin degigmesiyle nasil degigecegi incelenceektir.
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g metriginin bir 1-parametreli C*° varyasyonunu yani

9(0) =g
olacak sekilde bir C* g¢(u) ailesini diigiinelim.
5g = 'S_ZI“=° € 1T M) (111.3.1)

olsun. Boylece §g, M {izerinde bir simetrik, 2-kovaryant tensor alani olur.
II1.3.1.Lemma. (Tanim kiimesi iizerindeki metrigin varyasyonu)

M kompakt olmak iizere (M, g) , (N, h) Riemann manifoldlart ve
w:M— N

bir C*° déniigiim olsun. Bu durumda M iizerindeki metrigin bir g(u) varyas-
yonuna gore ¢ nin enerjisinin birinci varyasyonu

dE(p) 1
Tlu:o = -2‘ /1” < S((,D),(Sg > Vg (11132)

ile verilir. Burada S(p) € I'(®*T*M), M iizerinde
S(p) = e(p)g — ¢'h
seklinde tanumh bir simetrik, 2-kovaryant tensor alamdir{1].
ispat. M iizerindeki lokal koordinatlar (z',...,2™) olmak iizere
g(u) = g;;da’de’

yazilabilir. Bu durumda

dE(p) o d
du lu:O - E;/M 8(90) Ug‘u,:()
_ de(p)
= JuTan lu=o
de
[, s,
AN
0

+ /M e((p)a_gi—j(vg)‘sgz‘jlu=0 (111.3.3)
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dir. Aynica v, = (/det g;; dz...dz™ oldugundan a,b € {1,2,...} icin

(vg) = %(det gij)ﬁé(kofak‘tb'rgab)da:l...d:vm

= =(det gi;) " (kofaktér gup)(det gz])z dz’...da™

0
agab
1
2
1 a
= —2—9 b’vg
ve
d
e =
8gab( ()
= 99
_ L
= 29 g
1

(I11.3.4)

(111.3.5)

bulunur. (111.3.4) ve (111.3.5), (111.3.3) de yerine yazilirsa

dE(p) #
du o = 2/ <ele

O )Y, 8g:5 > u=o

= —2-/M<S<p,6g> Ug

bulunur.

I11.3.1.Tanim. M kompakt olmak iizere (M, g), (N, k) Riemann manifold-

lar1 ve

w: M- N

bir C*™ doniisiim olsun. Bu durumda M iizerinde

S(p) = clp)g — " h

(111.3.6)

geklinde tanmiml simetrik, 2-kovaryant tensor alammna ¢ nin stress-enerji

tensorii denir[1].
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I11.3.1.0nerme. M kbmpakt olmak iizere
w:M—>N

Rieman manifoldlan arasinda sabit olmayan bir C*° déniigiim olsun. Bu du-
rumda ¢ nin tanum kiimesi iizerindeki metrik degigimine gore enerji fonksiy-
onunun bir extremumu olmasi igin gerek ve yeter sart S(p) = 0 olmasidir(1].

Ispat. ¢ nin tamm kiimesi tizerindeki metrik degisimine gore enerji fonksiy-
onunin bir extremumu olmasi igin gerek ve ycter gart

dE(p)
du

lu:O = 0
olmasidir. Bu durumda (I11.3.2) den dg # 0 oldugundan S(p) = 0 olmalidir.

I11.3.1.Sonug. Riemann manifoldlar arasinda tamml bir
@: (M™, g) = (N"h)

C*® dontigiimiiniin tanun kiimesi tzerindeki metrik degigitine gore enerji
fonksiyonunun bir extremumu olmast igin gerck ve yeter sart ¢ nin sabit ol-
mast ya da m = 2 iken ¢ nin zayif konform olmasidir[1].

ispat. Onerme I11.3.1 ve (111.3.6) esitligi gozoniine alnrsa S(@) = 0 olmas
icin gerek ve yeter sart o*h = e(¢)g olmasidir. Bu durumda M {izerindeki
bir {e, ..., en} ortonormal baz igin

m m

Yo ¢ hlene) =Y e(w)gles ) (11L.3.7)

i=1 i=1

dir. Diger taraftan zayif konformluk sart1 ve (I11.2.30) esitligi gozOniine
alimarak x € M™ igin

m m

Zh do.(e;), dps(e;)) Z g{e;, e;) (111.3.8)

2_—_1 :

yazilabilir. Tanim 1.1.31 kullamilarak (I11.3.7) ve (I11.3.8) birlestirilirse
(1m — De(p) = 0
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elde edilir. Oyleyse m = 2 dir yadae(p) =0dir. m =2veelp) #0
ise A(z) = e(p) # 0 ve ¢ zayif konform olur. e(p) = 0 ise :|dp|? = 0
olacagindan ¢ sabittir.

Sonuc I11.3.1 ile Teorem 111.2.1 birlestirilirse bir M? yiizeyinden tanimlanan
zay1f konform doniiglimler igin bir varyasyonel karakterizasyona ulagilabilir.
2-boyutlu Riemann manifoldundan tammlanan bir déniigiimiin enerjisi kon-
form degigmez oldugundan bu karakterizasyonu clde etmek igin A72 {izerinde
bir konform yapiya sahip olmak yetecektir.

111.3.2.Sonug. (Konform Harmonik Doniigiimler i¢in varyasyonel karakter-
izasyon)

¢ (M?%g) = (N",h)

C* doniigiimii kompakt bir Riemannian (ya da konform) yiizeyden bir Rie-
mann manifolduna tanunlansin. Bu durumda ¢ nin tanim kiimesi iizerindeki
metrigin varyasyonlarma ve ¢ nin C*°, {¢,} varyasyonlarina gore enerji
fonksiyonelinin kritik noktasi olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ nin bir zayif
konform harmonik doniisiim olmasidir{1].

Ispat. ¢, tanun kiimesi iizerindeki metrigin varyasyonlarma gore enerji
fonksiyonelinin kritik noktast ise Sonug I11.3.1 den ¢ zayif konformdur. Ayrica
¢, kendisinin C* {¢,} varyasyonlarina gore enerji fonksiyonelinin kritik nok-

tasi ise Teorem 111.2.1 den ¢ harmoniktir. Boylece @, zayif konform harmonik
do6niisiim olur.

III.3.2.Lemma. (M™, g) ve (N™, h) Riemann manifoldlar ve
p: (M™, g) = (N",R)
bir C* déniigiiin olsun. Bu durumda,
h(r(p),dp) = —div S(p) (I11.3.9)
dir. Yani VX € ['(T'M) igin

h(7(), dp(X)) = —(div S(p))(X) (111.3.10)
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dir. Burada {X,,..., X;x} ve {ey, ..., en,} sirasiyla M™ iizerinde keyfi ve orto-
normal cgatilar olmak iizere (1.3.17) deki tanumyla div S(y)

div: T(I"M ® T" M) = T(T" M)

divS(p) = I2VS(e)
= ¢7Vx,(8(9)(X;)

m

= 2 (Ve(S()(e)

i=1

ile verilir[1].

Ispat. z € M™ noktasinda bir normal gat: sistemini gozoniine alalim.
S(p)(eine;) = (elp)g — " h)(ei, ;)
= e(p)glei e5) — o h(es, e))
1
= ldeal’g; — hldiles), dip(e;))

1 m
= 52 <dplen),dpler) > b= < dip(ci), dip(c;) >
k=1

oldugundan

(div S(0))(e;) = f,:VEi(S(so)(ei,ej))

= 3 Valg 3 < delen delen) > 8- < doled, doley) >

i=1
1 kit m
=3 Y- eil< dolex), dp(er) >)8i; — Y ei(< diples), dple;) >)
= Y < Vldp(er),dpler) > 85 — > < VEdp(e;), dp(e;) >
i,k=1 i=1

— Y < doler), VEdp(e;) >
i=1
m

= 3 < Vedpler),deler) > =Y < VEdp(e:), dile;) >

Fk=1 i=1

m
— Y < dples), Vedp(e;) > (LIL.3.11)

i=1
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elde edilir. (I11.3.11) de k = ¢ alinirsa

(i S@)e) = 3o < dole), VEdole) = VEdples) > =3 < VEdpler), doles) >
ij=1 i=1

= = <7(p),dp(e;) >

bulunur ve boylece ispat tamamlanir.

IT1.3.2.0nerme. (Conservation Kurali ) Bir harmonik ddniigiimiin stress-
enerji tensoriiniin divergensi sifirdir[1].

I11.3.3.Onerme.

(i) (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar ve
©:(M,g) > (N, D)

bir C* immersiyon olsun. Bu durumda ¢ nin tensiyon alaninin teget bilegeninin
sifir olmast igin gerek ve yeter sart div S(p) = 0 olmasidir[1).

(ii) (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldlar: ve
¢ :(M,g) = (N,h)

yogun bir kiime iizerinde bir C* submersiyon olsun. Bu durumda ¢ nin
harmouik olmas: igin gerek ve yeter sart div S(p) = 0 olmasidir[1].

ispat.
(i) ¢ nin tensiyon alammnin teget bilegeni sifir olsun. Bu durumda VX €
TM igin

(divS(E))(X) = — <7(p),dp(X) >

— < V(7(9)) + H(T (), dp(X) >

— < V(1(p)), do(X) > — < H(7(p)), dp(X) >
=0

fl

Il

olur. Tersine div S(yp) = 0 isc (I11.3.9) dan VX € T'M icin
— <7(p),dp(X) >=0
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elde edilic. Buradan ¢ nin tensiyon alaninin teget bilegeninin stfir oldugu
goriiliir.

(if) ¢ bir submersiyon ve harmonik déuniigiim olsun. Bu durumda Teorem
111.2.1 ve Lemma I11.3.2 den div S(p) = G bulunur. Tersine div S(¢) = 0 ise
VX € TM igin ya dp(X) = 0 ya da 7(¢) = 0 dir. ¢ sabit olamayacagmdan
7(p) = 0 olur. Bu da ¢ nin harmonik oldugunu gosterir.
111.3.4.0nerme. (M™,g) ve (N", 1) Riemann manifoldlar ve

@: (MM, g)— (N"h)

bir zayif konform déniigiim olsun. Bu durumda ¢ nin tensiyon alaninin teget
bilegeninin biitiin regiiler noktalarda sifir olinasi i¢in gerek ve yeter gart m = 2
ya da ¢ nin sabit konform faktore sahip olmasidir[1]. (Yani ¢ nin sabit ya
da bir homotetik immersiyon olmasidir.)

ispat. ¢, A konform faktoriine sahip bir zayif konform doéniigiim olsun. Bu
durumda (111.3.6) dan ve zayif konformluk tanunmmndan

S(p) = e(p)g—¢'h
= ﬂ/\251 Xg

= -2-)\2(777, ~2)g (111.3.12)

bulunur. Boylece {ey,...,em}, M™ ilizerinde ortonormal bir ¢ati olmak iizere
(I11.3.12), div S(¢) nin taniminda yerine yazilirsa

(divS(p))(e;) = Zvet p)(ei, e5))

1
elde edilir. (111.3.9) esitliginden

() =0 & divS(p) =
& m=2 yada d()*) =0
& m =2 yada A sabittir
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olur.

I11.4.Minimal Kritik (Branched) immersiyonlar

Bu kisimda zayif konform doniigiimlerin harmonikligi incelenecektir.

111.4.1.0Onerme.

(i) 2-boyutlu bir Riemann manifoldundan (veya bir konform yiizeyden)
tanimlanan bir zayif konform déniigiimiin-harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter
gart bu doniigiimiin goriintiisiiniin regiiler noktalarda minimal olmasidir{1].

(ii) Boyutu 2 den farkli bir Riemann manifoldundan tanunlanan bir zayif
konform doniisiimiin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu doniigiimiin
homotetik ve goriintiisiiniin minimal olmasidir{1].

ispat.

(i) M? ve N™ Riemann manifoldlan , z € M? ve
@:M* > N

A kare konform faktdriine sahip bir zayif konform déniigiim olsun. Onerme
111.3.4 den ¢ nin tensiyon alanimn teget bilegeni sifirdir.  Dolayisiyla ten-
siyon alaninn sifir olmasi igin gerek ve yeter gart tensiyon alaninn normal
bilegeninin sifir olmasidir. Onerme 111.2.13 den

() = (boy M)ApM
oldugundan 7(p)t = 0 sartimn saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¢ nin

z noktasimda minimal olmasidir.

(ii) M, boyutu 2 den farkl bir Ricmann manifoldu, N keyfi bir Riemann
manifoldu olmak iizere

p: M™—= N"

A kare konform faktoriine sahip bir zayif konform doniisiim ve x € M™ bir
regiiler nokta olsun. Bu durumda ¢ nin-tensiyon alani igin

() =71(p)" +1(p)"
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vazilabileceginden
T(p) =0 & (@)t =0 ve ()T =0

dir. Onerme 111.3.4 den ¢ nin tensiyor alanmmn teget bilegeninin z nok-
tasinda sifir olmast igin gerek ve yeter sart ¢ nin sabit konform faktore sahip
olmasidir. Ayrica Onerme 111.2.13 den regiiler noktalarda 7(¢)- = 0 sartin
saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter gart ¢ nin 2 noktasinda minimal olmasidir.
Boylece ispat tamamlanmig olur.

II1.4.1.Sonug. Konform yilizeyden tanumlanan bir konform harmonik donii-
giim ile (konform) minimal immersiyon aynidir.

IT1.4.1. Tanim. Konform yiizeyden tamimlanan bir zayif konform harmonik
doniigiime minimal kritik (branched) immersiyon adi verilir[1].

M™, N™ Riemann manifoldlar ve
@w: M™ - N"

bir zayif konform doniisiim olsun. m = n ise Sonug II.1.1 den minimallik
otomatik olarak var olacagindan egit boyutlu manifoldlar arasinda tanunlanan
doniigiimler i¢in Onerme I11.4.1 den agagidaki sonuca ulagilir:

II1.4.2.Sonug.

(i) Boyutlari esit ve 2 olan Riemann manifoldlari arasmnda tanunh bir
zayif konform doniiglim harmoniktir[1].

(ii) Boyutlar: egit ve 2 den farkli olan Riemann manifoldlar1 arasinda
tanimlanan bir zayif konforin doniigiimiin harmonik olimasi i¢in gerek ve yeter
sart ¢ nin homotetik olmasidir[1].

I11.4.2.0nerme. (Konform doniigiim ile bilegke)

Boyutlar: cgit ve 2 olan Riecmann manifoldlar arasinda taniml bir zayif
konform '

(p:M2—>N2
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doniigiimii ile N? den keyﬁ bir P Riemann manifolduna taniml bir
Yp:N2 P

harmonik doniiglimiiniin bilegkesi harmoniktir[1].

ispat. Sonug I11.4.2 den ¢, harmoniktir. Oyleyse

T(¥ 0 ) = dip((¢p)) + 12 Vdy(dyp, dip)

egitliginin sag tarafindaki ilk terim sifir olur. Diger taraftan Lemma II.1.1
den M? nin bir {e,e;} ortonormal bazi igin N? iizerinde

dp(e:) = Ae;

olacak sekilde bir {e},e4} ortonormal bazinin oldugunu soyleyebiliriz. Bu
durumda

(o) = izVdp(dep,dp)

= Z Vd¢(d¢(€i)> d(e;))

i=1

= iww()\e;,)\e;)

- Z{V (dp(Ne}) — dyp (Vi Ael)}
- ; MVSdp(Ae)) ~ dyp(VY M)}
_ f;x{vg’,iw(eg) — dp(VIAD)

= Z{/\c YA (c;) + NPV 5 dip(e;) — Adip(ch(N)e; + AV Y el)

- Z{V’Pdw() dp(V e}

= Xz Vdy (111.4.1)

bulunur. % harmonik oldugundan ) o ¢ de harmoniktir.
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I11.4.3.Sonug. (M2, g) Riemann manifoldundan tammli bir C* doniigiimiin
harmonikligi sadece M? iizerindeki konform yapiya baghdir. Ozel olarak
bir konform ya da Riemann yiizeyden tanimlanan harmonik déniigiimler iyi
tanunhdir[1].

ispat. (M?, g) bir Riemann manifoldu ve g metrigine konform olarak denk
olan § metrigi

olsun. Bu durumda
I:(M2?§) — (M?g)

biriin déniigiimii ve bu doniigiimiin tersi konformdur. Onerme 111.4.2 den
o:(M*g)— N
doniigtimiiniin harmonik olmast igin gerek ve yeter sart
o=wpol:(M*%§ — N

doniiglimiiniin harmonik olmasidir.

II1.5.Harmonik Morfizmler
p: M 2 4 N?

2-boyutlu Riemann manifoldlar arasinda bir zayif konform doniigiim olsun.
Eger f : V — R, V C N? agk altkiime ve ¢ 1(V) # @ olacak sckilde bir
harmonik fonksiyon ise Onerme 111.4.2 den f o ¢ harmonik olur.

Qimdi keyfi boyutlu Riemanu manifoldlart arasinda tanimlanan ve yukaridaki
ozellige sahip d6niigiimleri karakterize edelim:

111.5.1. Tamim. M, N Riemann manifoldlarn ve
w:M—>N
bir C* doniigiim olsun. V C N agik altkiime ve ¢~ 1(V) # 0 olacak gekildeki

her
f:VoR
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harmonik fonksiyonu ii;in f o, o }(V) lizerinde harmonik oluyorsa ¢ ye
harmonik morfizm denir[11].

Cogu zaman f o ¢ bilegke fonksiyonunu f nin p*(f) ile gosterilen pull-
backi olarak diigiinebiliriz. Boylece bir harmonik morfizm, (lokal) harmonik
fonksiyonlar: harmonik fonksiyonlara geri ¢eken bir C*° doniigiimdiir. Denk
olarak bir harmonik morfizm, harmonik fonksiyonlarin germlerini harmonik
fonksiyonlarin germlerine geri geker[1].

Harmonik morfizmlere acik 6rnekler sabit doniiglimler ve izometrilerdir.
I11.5.1.0nerme. ( Zayif Konform Déniigiimler )

2-boyutlu Riemann manifoldlari arasinda tammlanan zayif konform dénii-
stimler harmonik morfizmlerdir[1].

Ispat. Onerme I111.4.2 den 2-boyutlu Riemann manifoldlar: arasinda tanunla-
nan bir zayif konform déniigiim ile bir harmonik déniigiimiin bilegkesinin har-
monik oldugunu biliyoruz. Buradan Tanim IIL5.1 gozoniine alimirsa ispat
agiktir.

111.5.2.0nerme. ( Bilegkeler )

(i) Iki harmonik morfizmin bilegkesi yine bir harmonik morfizmdir[11].
(ii) Keyfi bir Riemann manifoldundan 2-boyutlu bir Riemann manifoldu-
na tanumlanan
w:M™ - N?
harmonik morfizmi ile P, 2-boyutlu Riemann manifoldu olmak iizere
N? 5 P?
zayil konform doniigiimiiniin bilegkesi bir harmonik morfizmdir[11].

ispat.

(i) Tamm IIL.5.1 den agiktar.
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(i) Onerme I11.5.1 ve (i) sartindan ispat kolayca goriilebilir.

Onerme I11.5.2 nin (i) kismi ile Onerme 111.4.2 kargilagtirildiginda yiizeylere
tanunlanan harmonik morfizmlerin konform degismezligi hakkinda asagidaki
sonuca ulagilir:

111.5.1.Sonug. ( Konform degigmezlik )

Keyfi bir Riemann manifoldundan 2-boyutlu bir V Riemann manifolduna
tanimlt harmonik morfizm fikri sadece N iizerindeki konform yapiya baghdir.
Ozel olarak bir konform ya da Riemann yiizeye tanunlanan harmonik mor-
fizmler iyi tanimhdir[1}.

I11.5.1.0rnek. M , N ve P Riemann manifoldlan ve

F:MxN—=P

bir C* doniigiimii olsun. Eger F,(z) = F;(2) = F(z, 2) olarak tanimlanan

F,:M — P
z — F,(z)
ve
F,eN — P
z = Fu(2)

kismi doniigiimleri V(z,2) € M x N igin harmonik morfizm oluyor ise F
ye her degiskende ayr1 ayr1 harmonik morfizmdir denir[l]. Boyle bir F
doniigiimii carpim manifoldundan tanimlanan bir harmonik morfizmndir. Ger-
¢ekten V' C P agik bir altkiime olmak iizere bir C®, f : V' — IR fonksiyonu
ve (z,2) € (V) igin

foF:MxN-—>R

bilegke fonksiyonunun Laplasyani
AMN(fo F)(x,2) = AY(f o Fy)(2) + AY(f o F)(2)

oldugundan F' bir harmonik morfizm olur.
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Her degigkende ayr1 ayri1 harmonik morfizmlere en basit 6rnek; M ve N
Riemann manifoldlar olmak iizere bir Riemann ¢arpimindan tanimlanan

MxN-—=N

dogal izdiigiim fonksiyonudur.

I11.5.2.0rnek. Ornek 111.2.4 den 1-boyutlu bir N Riemann manifoldunun
bir U agig iizerinde tamimlt bir f harmonik fonksiyonunun total geodezik
oldugunu biliyoruz. Béylece M bir Riemann manifoldu ohmak iizere sonug
111.2.5 deki bilegke kurah

w: M — N!
harmonik déniigiimiiniin bir harmonik morfizm oldugunu gosterir. Ozel olarak

M iizerindeki bir harmonik fonksiyon M den R ye bir harmonik morfizin
tanimlar.

Onerme I11.4.2 nin ispati incelendiginde M ve N Ricmann manifoldlar
olmak iizere

0: M- N

doniigiimii harmonik ve (I11.4.1) egitliginin saglandigim garantileyecek bir
sart1 sagliyorsa ¢ nin bir harmonik morfizin olacag sonucuna ulagiriz. (I111.4.1)
csitligini saglayan sart boliim I1.2 de verilen yatay zayif konformluk sartidir.

I11.5.3.0nerme. (M™, g) ve (N™,h) Riemann manifoldlart olsun. Bu du-
rumda harmonik ve yatay zayif konform
@: M™— N"

doniiglimii bir harmonik morfizmdir[1].

ispat. f» N™ nin bir a¢ik altkiimesi iizerinde rel degerli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda N™ {izerindeki bir {y', ..., y"} C*® koordinatlarina gore (111.2.23)

cgitligi Y, = a‘;,, a=1,..,n, olmak {izere

A(f o) =df (7(¢)) + Vdf (Ya, Y)g(grad ¢°, grad ¢*) (111.5.1)

geklinde yazilabilir. ¢ harmonik ise 7(¢) = 0 dir ve (I11.5.1) deki esitligin sag
tarafindaki toplamun ilk terimi sifir olur. Ek olarak ¢ yatay zayif konform
ise (I1.2.10) dan

A(f 0 9) = ARV df (Ya, Yy) = AAS
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bulunur. Dolayisiyla f harmonik ise f o ¢ de harmonik olur. Bu da ¢ nin
bir harmonik morfizm oldugunu gosterir.
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