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GIRIS
Bilimde ve matematikte birgok olayin matematiksel modeli olarak kullanilan

diffusion-convection denklemi;

du ’u  du

—=&——-—a—,

ot dx ox
seklinde bir boyutlu, parabolik, lineer bir kismi diferansiyel denklemdir. Burada &€,
(0 < & <1) difiizyon katsayisi ve a ise 1s1 iletim hizidur.

Denklem lineer kismi diferansiyel denklem olmasina ragmen analitik olarak
kolayca ¢oziilebilir bir denklem degildir. Yaklasik analitik ¢6ziim 1978 de Siemieniuch
ve Gladwell [1] tarafindan verilmistir. Ancak bu ¢6ziim, denklemi tam olarak
saglamasina ragmen sinir sartlarinin degisik se¢imi i¢in olusturulan baslangig-smnir
deger problemlerini saglamamaktadir [2]. Bu nedenle denklem, &zellikle yaklasik
coziim veya sayisal ¢oziimle ugrasan arastirmacilarin ilgisini ¢cekmistir ve denklemin
gliniimiize kadar pek ¢ok sayisal ¢6zlimii verilmistir.

Siemieniuch ve Gladwell [1] denklemin bir a¢ik sonlu fark ¢dziimiinii, Sousa
[3] ise denklemin kararhilik limitlerini de igeren cesitli sonlu fark teknikleri ile
cOziimiini verdi. Kriventsev ve Ninokata [4] da denklem i¢in bir tam sonlu fark
yontemi verdi.

Yaklagik ¢oziim icin sonlu eleman ydntemleri de yaygin olarak kullanildi.
Keramidas ve Papatheodorou [5] sonlu eleman yontemi iizerine kurulmus bir model ile
denklemin ¢oziimiinii ve hata tahminlerini verdi. Donea ve digerleri [6] ise denklemin
en kiiciik kareler iizerine kurulmus bir sonlu eleman ¢6ziimiinii, Anziam [7] Sinc-
Galerkin sonlu eleman ¢oziimiinii, Mueller ve Shores [8] ise yine ayni y1l Sinc-Galerkin
yontemi ile denklemin ¢oziimiinii elde ettiler.

Denklem i¢in 1997 yilinda Rizwan-Uddin [9] bir integral yontemi ¢oziimii,
Juncu ve Popa [10] ise standart sonlu eleman teknigi {izerine kurulan Gram matris
yaklasimini verdiler. Company ve digerleri [11] ise denkleme Simpson integral teknigi
tizerine kurulmus bir fourier doniistimii uygulayarak bir yaklasik ¢6ziim verdi.

Son yillarda popiiler olan yari analitik ¢6ziim yodntemleri de denklemin
coziimiinii bulmak i¢in kullanildi. Adomian [12] decomposition yonteminin bir
uygulamasmi yapti. Lecot ve Schmid [13] zamani ayristirma iizerine temellenmis
par¢acik yaklasim metodunu kullandi. N.A. Ismail ve digerleri [14] tarafindan

denklemin kisitlanmis Taylor yaklasim yontemi ile bir yar1 analitik ¢6ziimii verildi.



Yakin tarihte Ramos [15] tarafindan bu tiir denklemlerin yar1 analitik
coziimlerinden elde edilmesinde kullamlan bir ¢6ziim yontemi verildi.

Bu c¢alismada, ayristirma teknigi iizerine kurulmus niimerik yontemlerle
diffusion-convection denklemi icin yaklasik ¢oziimler verildi. Ayristirma teknigi olarak
method of lines (MOL) ve niimerik yoOntemler olarak da Euler ve Runge-Kutta

yontemleri kullanildi. Daha sonra, kullanilan yontemler icin kararlilik analizi yapildi.



1. BOLUM

BAZI TEMEL KAVRAM VE YONTEMLER

Bu boliimde, ¢alismamiza temel teskil edecek, Analiz ve Niimerik Analizin bazi

temel teorem, tanim ve yontemlerini kisaca gézden gecirecegiz.

1.1. Tiirevlere Sonlu Fark Yaklasimlar

Sonlu fark yaklasimlarimi olusturmak icin fonksiyonlarin Taylor agilimlar
kullanilir. U(x,t),x ve t bagimsiz degiskenlerine gore yeterince tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. hve ksirasityla x ve ¢ yoniindeki artma miktarlar1 olmak tizere

U(x+h,t)ve U(x—h,t) fonksiyonlarmin xcivarinda Taylor seri agilimlari

oU h*9°U h’d'U
U(x+h,t):U(x,t)+ha—x+E EEIETEE (1.1)
2 2 3 3
Ule—hit)=U(rg)—p QU OV _h0U (12)

—+
ox 2! ox* 3! ox’

dir.

Once 1. mertebeden tiirevler igin fark yaklagimlarini verelim.
1.1.1. Birinci Mertebeden Tiirevler icin Sonlu Fark Yaklasimlar

U(x,r) fonksiyonunun x yoniindeki 1. mertebeden oU/ox tiirevini goz Gniine
alalim. Sirasiyla (1.1) ve (1.2) agihmlart oU/dx igin ¢dziiliirse ve diger taraftan (1.1)
ve (1.2) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilip oU/ox igin ¢oziiliirse, x noktasi civarinda

U(x,t) fonksiyonunun 1. mertebeden tiirev yaklagimlari sirasiyla



U _Ulx+ht)-Ulxt)

O\h

ox h +ol)
a_UzU(X,t)—U(X—h,t)+0(h)

ox h
a_U:U(x+h,t)—U(x—h,t)+0(h2)
ox 2h

yaklasimlar yazilabilir. Burada “O” sonsuz terimli bir esitliin sonlu bir terimde
kesildigini, O(h) terimi hatanin 27— 0 oldugunda # ile orantili oldugunu gosterir ve
buna kesme (fruncation) hatasi adi verilir [16].

Benzer sekilde U(x,7+k) ve U(x,t —k) fonksiyonlarinin ¢ civarndaki Taylor
actlim1 yapilip gerekli diizenlemeler yapilirsa U (x,7) fonksiyonunun ¢ yoéniindeki 1.

mertebeden tiirev yaklasimlar,

U _ Ulxt+k)=U(x,1)

— +0(k)
ot k
W _ U(x,t)—U(x,t—k)+0(k)
ot k

seklinde elde edilir. Burada O(k) gdsterimi hatanin k mertebesinde oldugunu ve boylece

k ile orantili olarak azalacagim gostermektedir.
1.1.2. ikinci Mertebeden Tiirevler I¢cin Sonlu Fark Yaklasimlar

Ul(x,t) fonksiyonunun 90°U / ox” ikinci mertebeden tiirev yaklasimimi bulmak
icin U(x+2h,t) ve U(x—2h,t) fonksiyonlarmin x civarindaki

oU 4h* 9°U 4h* 0°U
Ulx+2h,t)=Ul(x,t)+2h—+ + + 1.3
(x ) (x ) ox 2 ox2 3 ox® ( )

oU 4h* 9°U 4h° 9°U
Ulx—2h,t)=U(x,t)-2h——+ — +... 1.4
(x ) (x ) ox 2 ox’ 3 ox® ( )

Taylor seri agihmlarini gz oniine alalim. (1.1) ve (1.3) denklemlerinden U /dx yok
edilir ve 0°U / ox” icin coziiliirse, diger taraftan (1.2) ve (1.4) denklemlerinden
oU/dx  yok edilir ve 0°U/dx* igin ¢oziiliirse ve yine benzer sekilde (1.1) ve (1.2)

denklemlerinden 0U/dx yok edilir 9°U/dx* igin ¢oziiliirse sirastyla



2 —
U :U(x,t) 2U(x+h,t)+U(x+2h,t)+0(h)

ox? h’
2
0 12] _ U(x—2h,t)—2U§x—h,t)+U(x,t)+0(h)
ox h
2
aalzf:U(x—h,f)—2Uh(;c,t)+U(x+h’[)+0(h2)
X

yaklasimlart bulunur.

Kabul edelim ki [/ sonlu bir say1 olmak iizere problemin ¢6ziim bolgesi
0<x<l ve t>0 olsun. Sonlu fark yaklasiminda problemin ¢6ziim bolgesi N alt
araliga boliiniir. Genellikle islemlerde kolaylik bakimindan bu araliklar her zaman
adiminda yani At=k de h=Ax=1/N olacak sekilde esit ve (X,- ,t j) mesh noktalari,

x; =iAx =ih, i=012,..N
t;, = jAt = jk, j=012,...

olarak alinir, 6yle ki U(x,r) bagimli degiskeni sadece bu mesh noktalarinda
degerlendirilir.
Bir P(ih, jk) mesh noktasi iizerinde U nun degeri
U, =U(ih, jk)=U,, =U/
ifadelerinin biri ile gosterilir.
Bu gosterimin kullanilmasi ve hatalarin ihmal edilmesiyle 1. ve 2. mertebeden

tiirevlere sonlu fark yaklagim formiilleri

U ~ Uij-.i—l _Uij
ox h
aU - Ulj - Ul‘j,l
ox h
a_U ~ Uij-.i—l _Uij—l
ox 2h
w_u-u;
or k
v _ul-ur
or k



0°U _U/-2U/,+U/

i+l i+2
ox’ h’
0°U _U/,-2U/, +U/
ox’ h?
9’U ~ Uij—l - 2Uij +Ui£—1
x> h’

seklinde ifade edilir.

1.2. Zamana Bagh Is1 iletim Denkleminin Sonlu Fark Gosterimi

1.2.1. Acik (Explicit) Yontem

w_ou
o o’

parabolik denkleminde kismi tiirevler yerine

w _u/-u;
ot k

°U U}, -2U/+U/,
ox’ h?

ifadeleri yazilirsa

ut-u; UL -207+U},

i+1

ko h?

olur. Bu esitlikte r=k/h> secersek

ut=rul, +0-2rlu/ +rU/,

sonlu fark formulii elde edilir. Burada Ax=h ve Ar=k dir.

i=12,.N-1
j=012,...



1.2.2. Kapah (Implicit) Yontem

(1.5) denkleminde

w _u/" -
ot k

azU _ U,-’fll B 2Uij+l +Ui]:l
ox’ h*

ifadeleri yerine yazilir ve r=k/h> segilirse

— U +(+2r /" -rU Y =U]

i+1

elde edilir.

1.3. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

(1.5) denkleminde yine

w _uM-u
ot k

h? h?

U 1 (Ug':l‘ —2UM AU UL -20] +U )
x> 2

alinirsa,

i i+1 i+1

Ut -ul Ly vl -0/ +ullt Ul 20 +U/
2 v w

Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi elde edilir.

]



1.4. Vektor ve Matris Normlari

1.4.1. Tamm: x=(x,,x,,...,x, ), IR" iizerinde bir vektr olsun.

| [: IR"— IR

x = )=

ile tamimlanan doniisime bir vektdr normu denir. Vektor normu, vektoriin

biiyiikliigtintin pozitif reel sayilarla verilen bir 6l¢iistidiir ve ||x|| ile gosterilir. ce IR ve

x,ye IR" olmak iizere vektdr normu,

1) x#0 ise ||x||>0 ve ||x||:0<:>x:0
if) x| =1ef|d

iif) o + ] <[+ ]

ozelliklerine sahiptir [17].

Bir xe IR" vektbriiniin p —normu

n 1/p
14, <[l |

ile tamimlanir ve genellikle p =1,2,00 igin norm tanimlari kullanilir [17]. Bunlar kisaca

||x||l, ||x||2 ve ||x||w sembolleri ile gosterilir ve sirasiyla

n
el = e ot = D
i=1

/2

/ n
I, = ol o ) = (ZI%IQJ
i=1

ve



x| =max|x

1<i<n

olarak tanimlamir [18].

1.4.2. Tanim: A= [aij Jm reel bir matris olsun.

| |l- R} — IR
A= | [(a)=]4]

seklinde tanimlanan doniistime /R iizerinde bir matris normu denir. Matris normu,

matrisin biiytikliigtiniin pozitif reel sayilarla verilen bir 6l¢iistidiir. A, Be IR ve ceIR

olmak {iizere bir matris normu,

i) 4|20 ve [A|=0< A=0,,
i) e =[c]|4]
i) A +B|<|A] +[5]

iv) [aB]<|a||5|

ozelliklerine sahiptir [17].

1.4.3. Tanim: || ||, IR" iizerinde bir vektor normu ise
4] = max] Ax]

ifadesi nxn tipindeki matrislerin kiimesi lizerinde bir matris normu tanimlar. Bu
norma ikincil (subordinate) veya dogal matris normu denir [18].

Bir A€ IR matrisi iizerinde genellikle ||A|| L9 ||A|| , ve ||A||m ile gosterilen

sirasiyla

4], =max Y o,
I<j<n P v
Il = max Sl
el 1<i<n i Y



|4, =/p(a74)  dur.

1.5. Bir Matrisin Ozdeger ve Ozvektorleri Uzerine Genel Tanim ve Teoremler

1.5.1. Tanmm: A€ [R! ve Ae IR olmak iizere
P(A)=det(A-A1,)

olarak tanimlanan P polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir [17].

1.5.2. Tamm: Ae IR} matrisinin karakteristik polinomu P ise P polinomunun

koklerine A matrisinin karakteristik degerleri veya 6zdegerleri denir [17].

1.5.3 Tamm: Ae IR] matrisinin zdegerleri A, (i:1,2,...,n) olmak tizere sifirdan

farkli bir xe IR" vektori i¢in
(A=AI1,)x=0
Ozelligini saglayan x vektoriine A matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen karakteristik

vektori denir [17].

1.5.4. Tanim: A€ IR matrisinin A, (i=1,2,...,n) zdegerlerinin modiiliiniin en
bliyligiine A matrisinin spektral yarigapt denir ve p(A) ile gosterilir. Buna gore A
matrisinin p(A) spektral yaricap

p(A)= miax|),i |

dir [18].

1.5.5. Teorem ( Gerschgorin Teoremi )
Bir Ae IR] matrisinin 6zdegerlerinin modiiliiniin en biiyligii matrisin herhangi

satir veya herhangi siitun bilesenlerinin modiilleri toplamini gegemez. Yani,

p(A)<|4], veya p(A)<]A],

dir [18].
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1.5.6. Teorem (Gerschgorin Cember Teoremi veya Brauer Teoremi)

Bir A:[aij]e IR’  matrisinin a  diagonal elemant hari¢ s. satirindaki

bilesenlerinin mutlak degerleri toplami1 P, ile gosterilsin. Bu takdirde A matrisinin

s

herbir A, dzdegeri |, —a,

< P, cemberlerinin en az birinin i¢inde veya lizerinde

bulunur [18].

1.5.7. Teorem: AelR’ matrisinin A, 6zdegerleri, Gerschgorin Cember Teoremi

yardimiyla tahmin edildiginde, |/"tl.| <1 sarti,

A|_ <1 veya ||A| <1’ e denktir [18].

1.6. Birinci mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemler icin ¢6ziim yontemleri

1.6.1. Euler Yontemi
Euler yoOntemi ?: f(x,y) seklinde birinci mertebe adi diferansiyel
X

denklemlerin niimerik ¢oziimiinde oldukca etkili ve basit bir yontemdir. Artis miktar
h min kiiciik degerleri icin oldukca iyi coziimler iiretir. Algoritmasi asagidaki gibi
verilebilir.

Algoritma :

L )

y(xo): Yo, baslangi¢ deger problemi verilsin.

h>0, n=0,12,.. igin

=x +h,

'xn+1 n

yn+1 =yn+hf('xn’yn)

hesaplanir [17].

1.6.2. Runge-Kutta Yontemi
Benzer sekilde Runge-Kutta yontemi de ? = f(x, y) seklindeki birinci mertebe
X

adi diferansiyel denklemlerin niimerik coziimiinde kullanilan etkili yontemlerden

11



birisidir. Artis miktar1 2 nin durumuna bagh olmaksizin oldukga iyi ¢éziimler veren bir
yontemdir. Algoritmasi asagidaki gibi yazilabilir.

Algoritma:

ﬂ:
o fx,y)

y(xo): Y, » baslangi¢ deger problemi verilsin.

h>0, n=0,12,.. icin
X, =x,+th ve

kl =f(‘xn’yn)
k,=f(x,+h,y, +k)

1
yn+1 = yn +§h(kl +k2)
hesaplanir [17].

1.7. Method of Lines (MOL )

Bu yontem, kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmekte
kullanilan  bir yaklagimdir. Yontem, fen ve miihendislikte cok yayginlasmis, W.E.
Schiesser [19] ve arkadaslarinin ¢alismalarinda genis yer almistir.

MOL, farkl tipteki kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin, baslangi¢ ve sinir
degerlerini iceren problemlerinde olduk¢a genis bir uygulama alani bulmustur [19].
Yontemdeki temel diistince; konum yOniindeki kismi tiirevlerin sonlu fark
yaklagimlariyla yeniden diizenlenip, sadece zaman tiirevlerine (veya eger denklem
zamandan bagimsiz ise konum yoniindeki 1. tiirevlere ) bagh bir birinci mertebeden adi
diferansiyel denklem sistemi olusturmaktir. Boylece bir kismi tiirevli denklem daha
kolay ¢oziilebilen adi tiirevli denkleme doniistiirtilmiis olur.

Bir ornek verecek olursak; diffusion-convection denklemi olarak bilinen

E)_u e 0%u ou
ot ox* ox

denkleminde x’ e bagl tiirevlerin yerine

12



°U U, -2U,+U,,

ox* h*
a_U _ Ui+1 - Ui—l
ox 2h

seklinde sonlu fark yaklagimlarini alirsak

dU ¢

E_h_z(U U.,)

i+l i+l

—2U, +U,, )—%(U

elde edilir. Baslangic ve simir degerlerinden dolayi esitligin sag tarafi bilindigi gtz
ontinde bulundurulursa ¢ bagimsiz degiskenli birinci mertebeden bir adi tiirevli

denklem sistemi elde edilir.
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2. BOLUM

DIFFUSION-CONVECTION DENKLEMI VE BIiR YARI ANALITIK COZUM

Bu boliimde, bilimde ve miihendislikte bir¢ok olaym matematiksel modeli
olarak kullanilan diffusion-convection denkleminin bir yar1 analitik ( piecewise )
cOziimii verilecektir.

Diffusion-convection denklemi,

—=&g——a—, 0<x<1, t>0 2.1

seklinde bir boyutlu, lineer, parabolik bir kismi diferansiyel denklemdir.
Denklem,
u(0,1)=g,@t), t>0
u(l,r)= gz(t), t>0
Dirichlet sinir sartlar1 ve
u(x,O): f(x), 0<x<1,
baslangi¢ sartina bagli olarak verilsin. Burada g l(t), gz(t) ve f(x) fonksiyonlarinin
verildigini kabul edelim.
Denklemde € diftizyon katsayist olup, O<€ <1 seklinde bir sabit, x konum koordinati,
t zaman, u bagiml degisken ve ae IR 1siiletim hizidir.
Diffusion-convection denklemi bir¢cok alandaki problemlerde uygulanmaktadir.
Ornegin, kiitle transferi, enerji transferi, nétron transferi, moment transferi gibi [14].
Denklem lineer bir kismi diferansiyel denklem olmasina ragmen analitik olarak
kolayca coziilebilen bir denklem degildir. Yaklasik analitik ¢6ziim olarak J.L.

Siemieniuch ve I. Gladwell [1] tarafindan verilen

ul(x,1)= %{ erfc[ xz_\/;’t J+ exp(ix)erfc[x;—\/?t ﬂ + exp(ﬂ,{(l + %1(2 —x+ lt)J

{5
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ifadesi kullanilmaktadir. Bu aslinda, denklemi tam olarak saglamasma ragmen sinir
sartlarmm degisik secimi icin olusturulan baslangic-sinir deger problemlerini
saglamamaktadir [1] .
Bu tiir denklemlerin yari-analitik ¢6ziimiinii elde etmek icin J.I. Ramos
tarafindan genel bir yaklagim yontemi verildi| 15].
Biz diffusion-convection denklemi icin bu yontemi kullanarak bir analitik ¢6ziim

bulacagiz;

2.1. Piecewise-analitik ¢6ziim
J.I. Ramos, 2004 yilinda genel denklemi

2
M )2 b= e 2k (rr) . O<x<l, 150
ot ox ox?

baslangig sarti,
u(x,O):uo(x), 0<x<1
sinir sartlari,

u(0,1)=u(l,r)=0, >0

seklindeki kismi diferansiyel problemlerin analitik ¢6ziimil i¢in, zamana bagh tiirev
terimini diskrize edip, kismi tiirevli denklemi her bir zaman adiminda bir adi tiirevli
denkleme dontstiirdii ve bdylece bu tiir denklemler icin bu sekilde bir yar analitik
¢Oziim bulunabilecegini gosterdi.

Simdi bu yontemi (2.1) denklemine uygulayalim:
Zamana bagh tlirev igin ileri fark formiilii kullanilarak denklem diskrize edilirse

asagidaki lineer adi diferansiyel denklem elde edilir.

1 du d’u u"
—ut+a—-e—=—, 0<x<l, " <<,
k dx dx k

esitliginde k, ¢t yoniinde mesh uzunlugu ve n, n.zaman adimi olmak iizere u = u",

n+l n
d_u” W g
ot k
[0,1]araligt h=x,,, —x, olmak lizere, N esit parcaya boliinsiin. Bu durumda, uk" =S,

olmak tizere yukaridaki denklem
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—uta—-e——=-—"=8,, x_ <x<x,, "<t
k dx dx k
seklinde yazilabilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
2
Cu_di 1,
dx dx k
veya
2
S,
d_z‘_ﬁd_”_L __5 (2.2)
dx~ edx ¢k £

elde edilir. Bu denklem, u# bagimli, x bagimsiz degiskenli, sabit katsayili homojen
olmayan bir adi tiirevli denklemdir.

n(x—x;)

me IR veya me C olmak lizere u =e" seklindeki ¢oziimleri bulmak icin

(2.2) denkleminde tiirevler yerine yazilirsa

S
mZe (x—xi) gmem(x—x‘-) Lem(,\—x) —_ i
£ ek £
S
em(xfx) m2 _ﬁm_L —_Yi
€ ek £
elde edilir.
1 . . .
Burada, 2G, = -2 ve H iy seklinde almirsa denklemin karakteristik
£ &

polinomu

m* +2Gm+H, =0
seklinde yazilabilir. A>0 ve H, #0 oldugundan karakteristik polinomun iki farkl
kokii m, ve m, ise (2.2) nin genel ¢oziimii
(v=x;)

+ czemZ(X_x’) +o,

1

— m
u=ce

seklindedir.

S,
Burada «; ozel ¢coziimolup o, = __hlf dir. Soyle ki,
€ i
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gy =-2i
ek £
S
u=—=¢ek
£
S, 1
Uu=—,I\——
e| H,
Si
U=——-
€H,
u=«o

olur. Eger genel ¢6ziim
u(xi—l ) SUi,, U (x,' ) =u;, u(xm ) = Uy

olacak sekilde degerlendirilirse, ¢, ve ¢, sabitleri icin

—m,h

_ —mh
u,, =ce +Cze +O{i
u,=c¢, +Cz +O£l.
_ mh myh
U, =ce +Cze +O£l.

Bu ti¢ denklem arasindan ¢, yok edilirse;

m

— _ _ —myh —m,h
u_, =W, —c,—a;)e +c,e +a,

—myh —myh —myh —myh
=ue " —c,e™ —ae +c,e™ +a
—myh —myh —myh —myh
u_, =ue " —ae™ —cz(e i —e™™ )+ai
_ _ —mh _
e = Ui, (”i ai)e a;
2 -mh —myh

e —e

ve
_ _ _ mh myh
Uiy = ("‘i ¢, —Q, )e +ce” +Q,

h h h h
-a.e” —cz(e”" —e™ )+ai

=
Il

ny
ue

_ _ mh
Ui (“i o; )e a;
mh _emzh

e

olarak elde edilir. (2.3) ve (2.4) esitliginden

Ui — (ui _ai)e_mlh —& Uiy _(“i _Oéi)emlh -,

—mh

e _e—mzh em,h _emzh

cebirsel denklem sistemi bulunmus olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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1 —e "'y, +a (e_'"'h —1) B 1 —e""u, +a, (em'h —1)

e—mlh —€_m2h i-1 e—m,h _e—mzh em,h _emzh i+] em,h _emzh
1 1 _e—mlh em,h _e—mlh +1
—mh _e*mzh ui—l - mh _em2h ui+1 + (e*m]h _e’mzh emlh _em2h )ui = i(efm]h _e""zh
em,h -1 )
em,h _emzh
seklinde genel formda ifade edilebilir. Burada u,, nin katsayisma p, u,,, nin

katsayisina ¢, a; nin katsayisina da s denilirse

1

p= e""lh _efm2h

_ 1
q= emlh _€m2h

s= pll=e )t glem -1)

olmak iizere,

_ peﬂnlh + qemlh -q 0 0
p _ pe—mlh +qem1h -q 0
A=
0 p _ pefm,h +qemlh —q
—m;h mh
i 0 0 p —pe T tge |y hv-)
_ul 1 _Olls i
u, a,s
U=| ve B=|
Uy, AypS
Upn_y | XyyS
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seklinde alinirsa AU=B esitligi asagidaki matris formunda yazilabilir.

__ pe—mlh + qemlh —q 0 0 —ul - _als -
—m;h mh
p —pe " +qe —-q 0 u, a,s
0 p _ pe—mlh + qemlh _ q MN—Z aN—ZS
L 0 0 p - pe_m'h + qem‘h | - ] | OnaS |
(2.5)

Eger baslangic ve sinir degerleri ile, denklemdeki € ve asabitleri verilirse
bu sistem bilinen bir yolla c¢oziilerek diffusion-convection denklemi igin yaklasik
coziimler elde edilir. Biz burada asagidaki tic 6rnek i¢in yar1 analitik ¢oziimler elde ettik

ve denklemlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirmasini da tablolar halinde verdik.

2
Ornek 2.1. % +0.1% — 0,022 0<x<l, >0,
ot ox ox?

denklemi gz oniine almsin. Denklemin analitik ¢oziimii u(x,z) = e!!77'2#3##4677046:-0.0%
dir [14]. Denklem baslangi¢ ve sinir sartlar ile distintiliirse, ¢6ziim sistemi (2.5) den
sirasiyla N =100 ve N =200 icin Crout yontemi ile ¢oziildii ve sonuglar Tablo 2.1

ve Tablo 2.2 de degerlendirildi.
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Tablo 2.1. Ornek 2.1’ in =1 icin elde edilen niimerik ve tam coziimlerinin
karsilastiritlmast  ( £=0.01, k=0.01)

X Piecewise analitik ¢6ziim Tam ¢6ziim

0.0 0.91393118 0.91393118

0.1 1.03076857 1.02810000

0.2 1.16042563 1.15653085

0.3 1.30573634 1.30100537

0.4 1.46894492 1.46352770

0.5 1.65245936 1.64635242

0.6 1.85887819 1.85201577

0.7 2.09102599 2.08337057

0.8 2.35184426 2.34362650

0.9 2.64391685 2.63639357

1.0 2.96573347 2.96573347
Tablo 2.2. Ornek 2.1’ in t=1 icin elde edilen niimerik ve tam co6ziimlerinin

karsilastirtlmast ~ ( 2=0.005, k=0.005 )

X Piecewise analitik ¢oziim Tam ¢oziim
0.0 0.91393118 0.91393118
0.1 1.02944006 1.02810000
0.2 1.15849404 1.15653085
0.3 1.30339553 1.30100537
0.4 1.46626702 1.46352770
0.5 1.64944101 1.64635242
0.6 1.85548614 1.85201577
0.7 2.08724034 2.08337057
0.8 2.34777459 2.34362650
0.9 2.64017959 2.63639357
1.0 2.96573347 2.96573347

2
M 0.1 IU  G<x<l, 120,

Ornek 2.2. — +0.1— =0.01—
ot ox x>

denklemi g6z Sniine alinsin. Denklemin analitik ¢oziimii  u(x,7)= ¢ [14] olup

Omek 2.1 i¢in yapilan islemler tekrarlanarak, sonuglar Tablo 2.3 ve Tablo 2.4 de
karsilastirildi.
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icin elde edilen niimerik ve tam c¢o6ziimlerinin

Tablo 2.3. Ornek 2.2’ nin t=1
karsilastirtlmast - ( £=0.01, k=0.01)
X Piecewise analitik ¢6ziim Tam ¢6ziim
0.0 0.91393118 0.91393118
0.1 2.26194762 2.24790801
0.2 5.56825362 5.52896161
0.3 13.69694246 13.59905226
0.4 33.68924268 33.44826946
0.5 82.86217733 82.26946321
0.6 203.80706893 202.35027108
0.7 501.25312608 497.70119611
0.8 1232.37294801 1224.14767305
0.9 3026.18372703 3010.91645604
1.0 7405.66107180 7405.66107180

Tablo 2.4. Omek 2.2’ nin r=1 icin elde edilen niimerik ve tam coziimlerinin

karsilastirtlmast ~ ( £=0.005, k=0.005 )
X Piecewise analitik ¢6ziim Tam ¢6ziim
0.0 0.91393118 0.91393118
0.1 2.25504962 2.24790801
0.2 5.54903591 5.52896161
0.3 13.64911383 13.59905226
0.4 33.57151859 33.44826946
0.5 82.57261911 82.26946321
0.6 203.09527655 202.35027108
0.7 499.51568416 497.70119611
0.8 1228.33015391 1224.14767305
0.9 3018.60864316 3010.91645604
1.0 7405.66107180 7405.66107180
2
Ornek 23. 244359 IU  h<x<l, 120,

denklemi ele alinsin. Denklemin analitik ¢oziimii  u(x,7) =e

ox

—+35—=0.022—
ot

ox?

0.028547979919275532x—-0.0999¢ dlr

[14]. Benzer sekilde, Ornek 2.1 ve Ornek 2.2 de yapilan islemler tekrarlanarak bulunan

coziimler tablolarda karsilastiriimistir.

21



Tablo 2.5.

karsilastiriimasi

Ornek 2.3’ iin
( h=0.01, k=0.01)

t=1 i¢in elde edilen niimerik ve tam coziimlerinin

X Piecewise analitik¢6ziim Tam ¢6ziim
0.0 0.90492791 0.90492791
0.1 0.90851925 0.90751498
0.2 0.91121409 0.91010946
0.3 0.91391693 0.91271135
0.4 0.91662778 0.91532068
0.5 0.91934667 0.91793747
0.6 0.92207363 0.92056174
0.7 0.92480868 0.92319351
0.8 0.92755183 0.92583281
0.9 0.93030313 0.92847965
1.0 0.93113406 0.93113406

Tablo 2.6. Ornek 2.3’ iin t=1 igin elde

karsilastiriimasi

( h=0.005, k=0.005 )

edilen niimerik ve tam c¢oziimlerinin

X Piecewise analitik ¢6ziim Tam ¢6ziim
0.0 0.90492791 0.90492791
0.1 0.90801805 0.90751498
0.2 0.91066375 0.91010946
0.3 0.91331716 0.91271135
0.4 0.91597830 0.91532068
0.5 0.91864720 0.91793747
0.6 0.92132387 0.92056174
0.7 0.92400834 0.92319351
0.8 0.92670063 0.92583281
0.9 0.92940077 0.92847965
1.0 0.93113406 0.93113406

22




3. BOLUM

DIFFUSION-CONVECTION DENKLEMININ NUMERIK COZUMLERI

Bu bolimde MOL yontemiyle diskrize edilerek birinci mertebe bir adi
diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis olan diffusion-convection denkleminin yaklasik
coziimleri; 1.Bolimde verilen Euler ve Runge-Kutta algoritmalar1 uygulanarak elde

edilecektir.

3.1. Euler Yontemi

Bu denklem igin Dirichlet sinir sartlari
u(0,1)= g (t), t>0
u(l,t)=g,@), >0
baslangig sart1,
u(x,0)= f(x). 0<x<l1
baslangi¢ deger problemini goz oniine alalim. Denklem MOL yontemi ile diskrize

edilirse;

W_(e_aly Zyfe,ay  izi2..N-1
ar \h® 2h h R 2h

adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sisteme Euler yontemi

algoritmasimin uygulanmasi ile

Uif+1:Uif+k[282;fh}r.f -ﬁUuk[ze”h}/i{l i=12...N-1 (3.1

¢Oziim formiilii bulunur.

23



2
Onwk34.2?+01§ﬁzoozélf

. = 0<x<l1, >0,
t X X

a=0.1 ve €=0.02 degerleri icin diffusion-convection denkleminin analitik
¢Ozumiuniin

u(x,t) = g!7IHHHAOTIONO00
oldugu Boliim 2 de verilmisti. Secilen bu & ve a degerleri i¢in diffusion-convection
denkleminin niimerik ¢oziimleri, (3.1) ifadesi kullanilarak, ¢ =1 degerinde, kararlilik
sart1 saglanacak sekilde alinarak elde edildi. Sonuglar Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 de analitik

coziimle karsilastirildi.

Tablo 3.1. Ornek 3.1’ in t=1 igin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirtlmast (N =100, h=0.01, k= 0.0025)

X Piecewise Euler ¢oziimii | Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 1.03616297 1.02809323 1.02810000
0.2 1.16993119 1.15651916 1.15653085
0.3 1.31802825 1.30099014 1.30100537
0.4 1.48337792 1.46350971 1.46352770
0.5 1.66887137 1.64633191 1.64635242
0.6 1.87731016 1.85199269 1.85201577
0.7 2.11134798 2.08334528 2.08337057
0.8 2.37282985 2.34360044 2.34362650
0.9 2.66066831 2.63637264 2.63639357
1.0 2.96573347 2.96573347 2.96573347

Tablo 3.2. Ornek 3.1’ in t=1 igin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirtlmast (N =200, h=0.005, k= 0.0005)

X Piecewise Euler ¢oziimii Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 1.03795406 1.02809858 1.02810000
0.2 1.17296881 1.15652839 1.15653085
0.3 1.32185810 1.30100216 1.30100537
0.4 1.48781085 1.46352392 1.46352770
0.5 1.67388367 1.64634812 1.64635242
0.6 1.88294132 1.85201089 1.85201577
0.7 2.11759849 2.08336529 2.08337057
0.8 2.37939002 2.34362101 2.34362650
0.9 2.66606079 2.63638924 2.63639357
1.0 2.96573347 2.96573347 2.96573347

24




25 - ’
2 |
s 15

14 _ .

0.5

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |

c 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X
= = =euler analitik piecewise

Sekil 3.1. Ornek 3.1 icin =2 aninda h=0.01, k= 0.0025 degerleri icin Piecewise ve

Euler yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢6ziimle karsilastirilmasi

Ornek 3.2. g—”t‘ +0. 13—2 :0.013%‘
a=0.1 ve €£=0.01 degerleri
¢Ozimiiniin

u(x,t)= >0
oldugu

0<x<l, t=0,

icin diffusion-convection denkleminin analitik

Bosliim 2 de verilmisti. Benzer sekilde, =1 degerinde, kararlilik sarti

saglanacak sekilde alinarak elde edilen niimerik ¢oziimler Tablo 3.3 ve Tablo 3.4 de

analitik ¢oziimle karsilastirildi.
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Tablo 3.3. Ornek 3.2’ nin t=1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin

karsilastirilmast (N =100, h=0.01,

k=0.0025 )

X

Piecewise analitik

Euler ¢oziimii

Analitik ¢6ziim

¢Ozim
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 2.29663533 2.24665479 2.24790801
0.2 5.66629840 5.52529717 5.52896161
0.3 13.94086812 13.58984145 13.59905226
0.4 34.28955877 33.42557047 33.44826946
0.5 84.33870433 82.21364602 82.26946321
0.6 207.43708929 202.21335367 202.35027108
0.7 510.12535877 497.37152743 497.70119611
0.8 1253.04006246 1223.41317774 1224.14767305
0.9 3063.35821344 3009.68504138 3010.91645604
1.0 7405.66107180 7405.66107180 7405.66107180

Tablo 3.4. Ornek 3.2’ nin t=1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin

karsilastirtlmast (N =200, h=0.005, k= 0.0005)

X

Piecewise analitik

Euler ¢oziimii

Analitik ¢6ziim

¢Ozim
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 2.30681564 2.24759569 2.24790801
0.2 5.69390039 5.52804831 5.52896161
0.3 14.00888686 13.59675577 13.59905226
0.4 34.45679037 33.44261138 33.44826946
0.5 84.75003667 82.25555336 82.26946321
0.6 208.44959545 202.31611955 202.35027108
0.7 512.62569383 497.61909477 497.70119611
0.8 1259.11613179 1223.96460391 1224.14767305
0.9 3075.25703098 3010.61026046 3010.91645604
1.0 7405.66107180 7405.66107180 7405.66107180
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Sekil 3.2. Ornek 3.2 icin =2 aminda 7=0.01, k= 0.0025 degerleri igin Piecewise ve

Euler yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢6ziimle karsilastiriimasi

2
Ornek 3.3. a—”+3.58—”=0.0228—§‘ 0<x<l, t>0,
ot o0x ox

a=35 ve €=0.022 degerleri i¢in diffusion-convection denkleminin analitik
¢Ozumiuniin

M(X t) - e0.028547979919275532,\'—0‘09991
oldugu Boliim 2 de verilmisti. Ornek 3.1 ve Ornek 3.2 deki islemler tekrarlanarak,

sonuglar Tablo 3.5 ve Tablo 3.6 da analitik ¢6ztimle karsilastirildi.

27



Tablo 3.5. Ornek 3.3° iin =1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastiriimast (N =100, h=0.01, k= 0.0025)

X Piecewise analitik Euler ¢oziimii Analitik ¢6ziim
¢Ozim
0.0 0.90492791 0.90492791 0.90492791
0.1 0.90814253 0.90751466 0.90751498
0.2 0.91114099 0.91010881 0.91010946
0.3 0.91414936 0.91271037 0.91271135
0.4 0.91716765 0.91531937 0.91532068
0.5 0.92019591 0.91793583 0.91793747
0.6 0.92323417 0.92055977 0.92056174
0.7 0.92628246 0.92319120 0.92319351
0.8 0.92934081 0.92583014 0.92583281
0.9 0.93240926 0.92847651 0.92847965
1.0 0.93113406 0.93113406 0.93113406

Tablo 3.6. Ornek 3.3 iin =1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirtlmast (N =200, £=0.005, k= 0.0005)

X Piecewise Euler ¢oziimii Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim
0.0 0.90492791 0.90492791 0.90492791
0.1 0.90808444 0.90751492 0.90751498
0.2 0.91120647 0.91010933 0.91010946
0.3 0.91433923 0.91271115 0.91271135
0.4 0.91748276 0.91532042 0.91532068
0.5 0.92063710 0.91793714 0.91793747
0.6 0.92380228 0.92056134 0.92056174
0.7 0.92697835 0.92319305 0.92319351
0.8 0.93016533 0.92583228 0.92583281
0.9 0.93336327 0.92847905 0.92847965
1.0 0.93113406 0.93113406 0.93113406
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Sekil 3.3. Ornek 3.3 icin =2 aninda h=0.01, k= 0.0025 degerleri i¢in Piecewise ve

Euler yontemleri ile elde edilen niimerik ¢dziimlerin analitik ¢6ziimle karsilastirilmasi

3.2. Runge- Kutta Yontemi

U _fe_aly FEpi[Ei 4y, i=12,.,N-1
dr |\ 1® 2 h n ' 2h

seklinde diskrize edilmis diffusion-convection denklemine ikinci mertebe Runge-Kutta

yontemi algoritmasim uyguladigimizda

e\ i (—€  ak\ . (—€ ak) . e ak ) ; ek )
I+—= U/ + t— Vi T —— VL =5+ UVL+|l-—= U/
h? 2h*  4h 2h*  4h 2h*  4h h*
L& _ak
2h2 4]’1 i+l

i=12,.,N—1 ¢o6ziim formiilii bulunur. Bu ifade, kapali formda bir cebirsel denklem

sistemi gostermektedir. Bu cebirsel denklem sistemini yine & ve a mnin farkh
degerlerinde asagidaki drnekler i¢in Crout yontemi kullanilarak ¢6ziildii. Sonuglar tablo

ve grafiklerle verildi.

29



Ornek 3.4.

Ju ou

—+0.1—=0.02—

ot ox

d%u
b
x2

0<x<1,

t=20,

diffusion-convection

denkleminin farkli / ve k degerleri igin analitik ¢6ziimii ve niimerik ¢6ziimleri Tablo 3.7

ve Tablo 3.8 de verildi.

Tablo 3.7. Omek 3.4’ iin r=1 icin elde edilen niimerik ve analitik c¢oziimlerinin

karsilastirtlmast (N =100, /£=0.01, k= 0.0025)

X Piecewise Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim ¢Oziimii
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 1.03616297 1.02809870 1.02810000
0.2 1.16993119 1.15652861 1.15653085
0.3 1.31802825 1.30100243 1.30100537
0.4 1.48337792 1.46352424 1.46352770
0.5 1.66887137 1.64634849 1.64635242
0.6 1.87731016 1.85201130 1.85201577
0.7 2.11134798 2.08336574 2.08337057
0.8 2.37282985 2.34362148 2.34362650
0.9 2.66066831 2.63638962 2.63639357
1.0 2.96573347 2.96573347 2.96573347

Tablo 3.8. Omek 3.4’ iin r=1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢6ziimlerinin

karsilastiriimast (N =200, h=0.005, k= 0.0005)

X Piecewise Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim ¢Oziimii
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 1.03795406 1.02809967 1.02810000
0.2 1.17296881 1.15653028 1.15653085
0.3 1.32185810 1.30100462 1.30100537
0.4 1.48781085 1.46352683 1.46352770
0.5 1.67388367 1.64635143 1.64635242
0.6 1.88294132 1.85201461 1.85201577
0.7 2.11759849 2.08336939 2.08337057
0.8 2.37939002 2.34362522 2.34362650
0.9 2.66606079 2.63639264 2.63639357
1.0 2.96573347 2.96573347 2.96573347
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Sekil 3.4. Ornek 3.4 icin =2 aninda h=0.01, k= 0.0025 degerleri i¢in Piecewise ve

Runge-Kutta yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle

karsilastiriimasi

e Ju Ju 9%u o . .

Ornek 3.5. —+0.1— =0.01— 0<x<l1, t >0, diffusion-convection
ot ox ox

denkleminin analitik ¢oziimii ve niimerik ¢dziimleri asagidaki tablolarda verildi.

Tablo 3.9. Ornek 3.5° in =1 icin elde edilen niimerik ve analitik c¢oziimlerinin

karsilastirtlmast (N =100, £=0.01, k= 0.0025)

X Piecewise analitik Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
¢Ozim ¢Ozimii

0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 2.29663533 2.24667395 2.24790801
0.2 5.66629840 5.52535295 5.52896161
0.3 13.94086812 13.58998106 13.59905226
0.4 34.28955877 33.42591409 33.44826946
0.5 84.33870433 82.21449185 82.26946321
0.6 207.43708929 202.21543915 202.35027108
0.7 510.12535877 497.37661609 497.70119611
0.8 1253.04006246 1223.42465627 1224.14767305
0.9 3063.35821344 3009.70426629 3010.91645604

1.0 7405.66107180 7405.66107180 7405.66107180
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Tablo 3.10.

Ornek 3.5’ in

karsilastirtlmast (N =200, h=0.005, k= 0.0005 )

t=1 i¢in elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin

X Piecewise analitik Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
¢Ozim ¢Ozimi
0.0 0.91393118 0.91393118 0.91393118
0.1 2.30681564 2.24759945 2.24790801
0.2 5.69390039 5.52805930 5.52896161
0.3 14.00888686 13.59678336 13.59905226
0.4 34.45679037 33.44267935 33.44826946
0.5 84.75003667 82.25572056 82.26946321
0.6 208.44959545 202.31653010 202.35027108
0.7 512.62569383 497.62008691 497.70119611
0.8 1259.11613179 1223.96682039 | 1224.14767305
0.9 3075.25703098 3010.61397649 | 3010.91645604
1.0 7405.66107180 7405.66107180 | 7405.66107180
8000 -
7000 -
6000 -
5000 -
S 4000 +
3000 -
2000 -
1000 -
0 ===+ = \ \ \ \ \
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X
piecewise = = analitik runge

Sekil 3.5. Ornek 3.5 icin =2 aninda h=0.01, k= 0.0025 degerleri i¢in Piecewise ve

Runge-Kutta yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle

karsilastiriimasi
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2
Ornek 3.6. 3—” 1359 _ 020"

3 o 0<x<1, t=20, diffusion-convection
t X X

denklemi icin bulunan analitik ¢6ziim ve analitik ¢oziimler Tablo 3.11 ve Tablo 3.12

de karsilastirildi.

Tablo 3.11. Ornek 3.6’ nin =1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirtlmast (N =100, h=0.01, k= 0.0025)

X Piecewise Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim ¢Oziimii
0.0 0.90492791 0.904927906 0.904927906
0.1 0.90814253 0.907514984 0.907514984
0.2 0.91114099 0.910109457 0.910109458
0.3 0.91414936 0.912711348 0.912711349
0.4 0.91716765 0.915320677 0.915320678
0.5 0.92019591 0.917937466 0.917937467
0.6 0.92323417 0.920561736 0.920561737
0.7 0.92628246 0.923193509 0.923193509
0.8 0.92934081 0.925832805 0.925832806
0.9 0.93240926 0.928479647 0.928479647
1.0 0.93113406 0.931134057 0.931134057

Tablo 3.12. Ornek 3.6’ nin =1 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirtlmast (N =200, h=0.005, k= 0.0005 )

X Piecewise Runga-Kutta Analitik ¢6ziim
analitik ¢oziim ¢Oziimii
0.0 0.90492791 0.904927906 0.904927906
0.1 0.90808444 0.907514984 0.907514984
0.2 0.91120647 0.910109457 0.910109458
0.3 0.91433923 0.912711348 0.912711349
0.4 0.91748276 0.915320677 0.915320678
0.5 0.92063710 0.917937467 0.917937467
0.6 0.92380228 0.920561737 0.920561737
0.7 0.92697835 0.923193509 0.923193509
0.8 0.93016533 0.925832806 0.925832806
0.9 0.93336327 0.928479648 0.928479647
1.0 0.93113406 0.931134057 0.931134057
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Sekil 3.6. Ornek 3.6 icin /=2 aninda 7=0.01, k= 0.0025 degerleri i¢in Piecewise ve
Runge-Kutta yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik ¢6ztimle

karsilastirilmasi
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4. BOLUM

KARARLILIK ANALIZi

Bu boliimde, diffusion-convection denkleminin ¢6ziimii i¢in kullanilan niimerik

yontemlerin kararhihig1 arastirildi. Kararlilik i¢in bilinen ydntemlerden matris yontemi

kullanildi.
4.1. Euler Yontemi Icin Kararlihk Analizi

3. Boliimde Euler algoritmasini uygulayarak elde ettigimiz

}Ji{rl + (1 - 2:2/( }Jij + }Jij—l

¢Oziim formiiliinii matris formunda yazarsak

2e —ah
2h*

Uijﬂ _k i 2¢e +2ah
2h

[ 2ek - Trri 7
- 82 K 2e 2ah U
h 2h
2ek — .
r 2¢e +2ah - 82 X 2¢e 2ah Ul
2h h 2h
K 2€ +ah 2ek k 2€ —ah ;
20 e 20 Uh-2
k 2€+ah 1_2.9k
2h2 h2 _UI{]71

elde ederiz.

Katsayilar matrisinin 1. satir1 igin,

2ek

axs zl_h_2 ?

s

k 2€e —2ah
2h

|
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. 2e . . .
dir. Burada h < — segilerek Brauer teoremi geregince

a

|/l —a, =P den,

P 1_282k —k 28—2ah
h 2h

esitligini

A - 1_282k —k Zs—zah
h 2h
2ek 2€ —ah
A —1-=|=—k
(-3

seklinde yazarsak r = k/ h* olmak iizere

A =1+r(ah_6gj
2

A, :1_r(28+ahj

2

Matris yonteminde kararlilik i¢in ‘), ‘ <1 olmasi gerektiginden [18]

|),I|SI icin rs6£—ah’

A,|<1 igin r<

2€ +ah
bulunur.

Katsayilar matrisinin 2. satir1 - (N-2). satir1 igin,

g =12k 5 :‘k(28+ah]+ k(2£2;2ah]

s§ 2 s h2

dir. Boylece |/"L —a,

=P, den

2¢ek 2€ +ah 2e —ah
A-|1- =r +r
h* 2 2
veya
A —(1-2er) =2er
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bulunur. Buradan
A, =1-der
A, =1

elde edilir. Kararhlik i¢in gerek ve yeter sart |l3| <1 ve |),4| <1 olmasidrr. |),3| <1 den

r< L bulunur.
2€

Katsayilar matrisinin (N-1). satiri igin,

k 2€ +2ah dir.
2h
|)' - as.v

|l—(1—28r1=r(28;ah)

S8 2 s

=P den

elde edilir. Bunun ¢6ziimiinden

A :l_r(68+ah)
2

veE

Ag :1+r(ah_28j
2

bulunur. Kararlilik igin gerek ve yeter sart |/15| <1 ve |/l6| <1 olmasidir. Boylece

|/15|Sl den r<

6€ + ah

ve

|/16|Sl den r<
2e —ah

bulunur. O halde kararlihk i¢in

. 4 1 4 4
r <min R T s
6e —ah 2e+ah 2e 6€+ah 2e—ah

olmalidir. Buradan kararlilik parametresi

r<—
2€

olarak elde edilir.
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4.2. Runge-Kutta Yontemi I¢in Kararhlik Analizi

Diffusion-convection denkleminin Runge-Kutta yontemi uygulanarak elde

edilmis

1+_2 ;T s t— Vi t s Via S| 73t Via
h 2h*  4h 2h*  4h 2h*  4h
+| 1= % ij + 8_k2 - % i{rl
h 2h 4h

i=12,.,N—1 ¢oziim algoritmasini

38

1+er ak _er U/t
4h 2
ak er ak er "
- =+= 1+er — Ut
4h 2 4h 2
ak er ak er _
- —+—= 1+er — -1y
4h 2 4h 2 N-2
- %+z 1+er j
I ah " 2 LU
_ S
1-er er_ak Ui
2 4h
2 4h 2 4h
er ak er ak )
—t— 1—er —— U’
2 4h 2 4h N=2
er ak
—+— 1—er ;
L 2 4h _U/V_l_




seklinde matris formunda gosterebiliriz. Burada r = k/h* dir.

ak e€r
1+er ———
4h 2
ak éer ak éer
—| —=+= 1+er ———
4h 2 4h 2
A=
ak éer ak &€r
| —=+= 1+er ———
4h 2 4h 2
ak éer
| —=+= 1+er
i (4h 2j |
ve
i er  ak i
1—er —_———
2 4h
er ak er ak
—t— 1—er _
2 4h 2 4h
B=
er  ak er  ak
—t— 1—er —_—
2 4h 2  4h
er ak
—t— 1—er
L 2 4h i

alinirsa, ¢oziim algoritmasi AU/ = BU/ seklinde yazilabilir [18]. Buradan B
matrisi A matrisi cinsinden yazilirsa AU/ =(2I-A)U;/ elde edilir. Daha sonra
esitligin her iki tarafi A™' ile isleme tabi tutulursa
AT AU = A1 - AW
Ut =at -1}

bulunur.
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Bir A matrisinin 6zdegeri A, ise A~ matrisinin 6zdegeri 1/A, dir [18].
Dolayisiyla kararlilik igin
2L -1
A

s

<1 s=12,..

sart1 saglanmalidir [ 18]. Burada & < 2€ olarak alinmistir.
a

Katsayilar matrisinin 1. satir1 igin,

ak €r

a,=1+er, P =
4h 2

5

olup Brauer teoremi geregince

|/1 —a,

=P den

ahr é€r

A=) = -2

esitligi elde edilir. Buradan

A =1+r £+%
2 4

ve
A, =147 e _ah
2 4
bulunur.
2 .. ot
T -1 s=12 i¢cin r>0 oldugu goriilir.

Katsayilar matrisinin 2. satiri- (N-2). satiri icin,

ak €r ak er

a,=l+éer, P =|—|—+— [+|———
" 4h 2 4h 2
olup
A (1+er)=er
esitliginden

, 1

. 2r 1
bulunur.
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2
P

N

<1 s=34 icin r>0 oldugu goriiliir.

Katsayilar matrisinin (N-1). satiri igin,
ak er
—_ — _+_ PR
[4h 2 J
olup

(ak e
|z_(1+8r)|_(4h+ j

a,=1+er, P =

2

esitliginden

bulunur. Buradan da

2
P

N

oldugunu gosterir.
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5. BOLUM

SONUC VE KARSILASTIRMA

Bu calismada, sayisal degerlendirmeler agisindan ¢ok kullanislt olmayan bir
analitik ¢oziime sahip Diffusion-Convection denkleminin 6ncelikle bir yari analitik
coziimii verildi ki bu baslangic ve sinir degerlerini de tam olarak saglayan
olduk¢a kullamgh bir ¢oziimdir. Daha sonra denklemin, son yillarda oldukca
popiiler olan diskrize yontemlerden MOL yontemi ile diskrize ederek niimerik
coziimlerini verdik. Ayrica yontemlerin kararlihk analizini de yaptik.

Denklemin katsayilarina bagh olarak, ii¢ farkli 6rnek {iizerinde, kullanilan
yontemlerin performansini gozlemledik. Bulunan kararlihik parametresi saglanacak
sekilde h ve k degerleri secilip ¢esitli zaman degerlerinde sayisal sonuglar
bulundu. Bunlar tablo ve grafiklerle okuyucuya sunuldu. /=0.5 aninda #=0.01,
k=0.001 ve N=100 alinarak elde edilen niimerik coziimlerle analitik ¢6ziimlerin
karsilastiritlmast ~ yapildi (Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3 ). Niimerik ¢6ziimlerin
birbirleri ile olduk¢ca uyumlu oldugu ve her iki ¢oziimiin de yine analitik ¢oziime
olduk¢a yakim oldugu gozlendi.

Sonu¢ olarak kullanilan bu ¢6ziim seklinin bu tip denklemlerde oldukca
basarili oldugu ve lineer olmayan denklemler icin de kolayca kullanilabilecegi

kanaatindeyiz.

Tablo 5.1. Ornek 2.1° in #=0.5 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin

karsilastirtlmas:  ( N=100, /=0.01, k=0.001)

Runge-Kutta
X Euler ¢oziimii ¢cOziimii Analitik ¢6ziim
0.0 0.95599748 0.95599748 0.95599748
0.1 1.07541887 1.07542036 1.07542124
0.2 1.20975987 1.20976214 1.20976349
0.3 1.36088350 1.36088623 1.36088786
0.4 1.53088581 1.53088890 1.53089075
0.5 1.72212494 1.72212843 1.72213050
0.6 1.93725379 1.93725771 1.93726010
0.7 2.17925670 2.17926109 2.17926366
0.8 2.45149101 2.45149576 2.45149861
0.9 2.75773448 2.75773870 275774113
1.0 3.10223984 3.10223984 3.10223984
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Tablo 5.2. Ornek 2.2° nin t=0.5 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimlerinin
karsilastirtlmast  ( N=100, /=0.01, k=0.001)

Runge-Kutta
X Euler ¢oziimii ¢Oziimii Analitik ¢6ziim
0.0 0.95599748 0.95599748 0.95599748
0.1 2.35066095 2.35066542 2.35137441
0.2 5.78151231 5.78152421 5.78344789
0.3 14.22020255 14.22023179 14.22498756
0.4 34.97605273 34.97612462 34.98782178
0.5 86.02720781 86.02738462 86.05615069
0.6 211.59279284 211.59322789 211.66402139
0.7 520.43451602 520.43559129 520.60931797
0.8 1280.07234081 1280.07499913 1280.49257294
0.9 3148.67445061 3148.67984177 3149.50250251
1.0 7746.52781599 | 7746.52781599 7746.52781599

Tablo 3.5 Ornek 2.3’ iin ¢=0.5 icin elde edilen niimerik ve analitik ¢coziimlerinin
karsilastirilmast  ( N=100, /=0.01, k=0.001)

Runge-Kutta
X Euler ¢oziimii ¢Oziimii Analitik ¢6ziim
0.0 0.95127699 0.95127699 0.95127699
0.1 0.95399643 0.95399657 0.95399657
0.2 0.95672366 0.95672393 0.95672393
0.3 0.95945867 0.95945909 0.95945909
0.4 0.96220151 0.96220206 0.96220206
0.5 0.96495219 0.96495288 0.96495288
0.6 0.96771073 0.96771156 0.96771156
0.7 0.97047716 0.97047813 0.97047813
0.8 0.97325149 0.97325260 0.97325261
0.9 0.97603376 0.97603501 0.97603501
1.0 0.97882538 0.97882538 0.97882538
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