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Ug boliim olarak hazirlanan bu ¢calismanin ilk boliimiinde daha sonraki boliimlerde
kullanilacak kavram tanimlari ile bazi 6nemli teoremlere yer verilmistir.

Ikinci bolimiinde modiiliis fonksiyonu yardimiyla tammlanan L, (f) skalar
degerli ¢ift dizi uzay1 ile L, (X, f) vektor degerli ¢ift dizi uzaylar1 tanimlanarak bu
uzaylarin cebirsel ve bazi topolojik Ozellikleri incelenmistir. Ayrica vektor degerli
L, (X) ve L, (X, f) uzaylar i¢in baz iglevi géren operatorlerin bir ailesi verilmistir.

Uciincit boliimde ise Ly (X), Ly (X, f) ve Ly (f) uzaylarmm siirekli dualleri
bulunmus, vektor degerli ¢ift dizi uzaylar igin perfektlik , normallik ve monotonluk

tanimlar1 verilerek sodzkonusu uzaylarin a ve 3 (v) dualleri belirlenmigtir.
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In the first chapter of this work which was prepared as three chapter, definitions
of some notions and important theorems which will be used in the following chapter
are given.

In the second chapter of this work, by introducing the space L, (f) of scalar
valued double sequences and the space L, (X, f) of vector valued double sequences
some algebraic and topological properties of these spaces are studied. Also the family
of operators which forms a basis on the spaces L, (X) and L, (X, f) are given.

In the last chapter of this work, topological duals of the spaces L, (X), L, (X, f)
and L, (f) are found, and by giving perfectness, normality and monotonicity

definitions for vector valued double sequence spaces, o and 3 (v) duals of the spaces
L, (X), L, (X, f) and L, (f) spaces are determined.

KEY WORDS: Double sequence space, Modulus function, paranormed space,
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GIRIS

Tek dizilerin toplanabilme teorisi, 20.ytizyilin ikinci yarisinda fonksiyonel analitik
metotlar yardimiyla modern alanda hizli bir gelisme gostermistir. Fakat ¢ift dizi
uzaylarinin topolojik yapisinin giigliigii paralel bir gelismeye engel olmustur. Bu
glicliik, geleneksel fonksiyonel analiz metotlarinin kullaniminin daha komplike hale
gelmesinden dogar.

Cift dizi uzaylarinda tek dizi uzaylarinda oldugu gibi tek tiir
yakinsaklik yoktur. Birden fazla yakinsaklik cesidi mevcuttur. Bu yakinsaklik
cesitlerinden Pringsheim anlaminda yakinsaklik, dogal sirali NxN cilimlesi iizerindeki
aglarin yakinsakligi gibi tanimlanir. Bu yakinsakligin ana eksikligi, genel olarak bu
yakinsakligin dizinin smirhiligini  gerektirmemesidir. Hardy [16] tarafindan
tanimlanan regiiler yakinsaklik bu olumsuzlugu giderir. Regiiler yakinsaklik,
Pringsheim anlaminda yakinsakhiga ilave olarak ¢ift dizinin satir ve stitunlarinin
yakinsakhgini gerektirir. Pringsheim anlaminda yakinsak dizilerin uzay1 C, ile,
regiiler yakinsak ¢ift dizilerin uzay1 da C, ile gosterilir. Regiiler yakinsak cift dizilerin
uzay1 oldukca basit bir yapiya sahiptir. Bu nedenle fonksiyonel analiz metotlarinin
rahatlikla kullanildigi yegane cift dizi uzayidir.

C, uzay1 dogal topolojisi ile metriklenemez. C,’ nin topolojisi, Boos, Leiger ve
Zeller [9] tarafindan verildi.

Bir ¢ift dizinin her kolonu yakinsak ve de kolon limitlerinin dizisi de yakinsak ise
bu ¢ift diziye c—yakinsaktir denir. c—yakinsak dizilerin uzay1 C, ile gosterilir.

Pringsheim yakinsaklikta k. satir [. siitun bagimsiz olarak sonsuza gider.
e—yakinsaklikta ise dizinin k. satirn [. siituna bagh olarak sonsuza gider.
e—yakinsaklik, Pringsheim yakinsakligi  genellegtirir. Boos, Leiger, Zeller
e—yakinsak ¢ift dizilerin C, uzayinin metriklenemedigini gosterdi. C,. uzayi, kolonlar1
sinirhi olan e—yakinsak cift dizilerin Cy. uzayimin ayrilabilir kapal altuzayidir.

Kojima [19], Robison [18] ve Hamilton [20] klasik analiz metotlarimi kullanarak



regiler yakinsak dizi uzaylarini, 4-boyutlu matrislerle tanimlanan dontigiimlerle
baglantili olarak galigtilar. Hamilton’un [20] galigmasi bunlar arasinda en kaydadeger
olanmidir. Ciinkii Hamilton bu caligmada; daha énce yapilan caligmalarin sonuglarin
ve 256 matris dontigiimiiniin tam sartlarini vermistir.

Hill [21], fonksiyonel analiz metotlarim ¢ift dizilere uygulayan ilk matematikgidir.
Hill regiiler yakinsak c¢ift dizi uzayimin topolojik dualini, ve regiiler yakinsaklhiga
gore matrislerin perfectligini tanimladi. Jiirimée [22] ise regiiler yakinsakliga gore
4-boyutlu matrislerin topolanabilme alaninin topolojik yapisini ve topolojik dualini
tanimladi. Fonksiyonel analiz metotlari, Kull [23] tarafindan da ¢ift dizilerin matris
dontigiimlerinin calisilmasinda kullanildi. FDK-uzay1 kavrami da ilk defa Stieglitz
[24] daha sonra da Okutoyi [25] tarafindan kullanildi.

Tiirkmenoglu [17] pozitif reel sayilarim bir ¢ = (¢,,,) dizisi yardim ile baz ¢ift
dizi uzaylarini tanimlayarak bu uzaylari, paranormlu ¢ift dizi uzay1 yapan sartlar
verdi. Ayrica bu uzaylarin duallerini ve bu uzaylar arasindaki kapsama bagintilarini
gosterdi.

Moricz [8] de Pringsheim yakinsak, sifira Pringsheim yakinsak ve regiiler yakinsak
¢ift dizi uzaylarimin baz 6zelliklerini verdi. Jardas ve Sarapa [26] iki kompleks tek
dizinin ¢arpimi ile tamimlanan c¢ift dizilerin toplanabilirligini ¢alisarak ti¢ boyutlu
matrisler i¢in Steinhaus ve Silverman-Toeplitz tipi teoremleri ispatladi. Boos, Leiger
ve Zeller [9] sonsuz matrislerin bir A = (A(”)) dizisinin bir uygulamasiyla ”v—SM
metot 7 kavramini tanimladi ve bu tip metotlar i¢in tutarlilik teorisini verdi. Ayrica
C. cift dizi uzayini insa etti.

M. Zeltser [28] gliding hump tekniklerini kullanarak A\, u € {C., Cye} olmak tizere
A uzayimdan p uzayma tanimli 4-boyutlu matris dontigimlerini karakterize etti. M.
Zeltser [29] ayn1 argtimanlar kullanarak C, — SM ve Cy. —SM metotlarinin koersiv
ve konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter gartlar1 belirleyen teoremleri verdi. Zeltser
[30] ayrica bir E ¢ift dizi uzayi ile E nin bir v—yakinsaklhga gore (v € {p,bp,r})
EPW) B-dualinin < E, E°® > dual ciftini gozoniine alarak F icin 2-oscillating
ozelligini verdi. Ayrica M. Zeltser [31] dort boyutlu matrislerle tamimlanan ift
dizilerin toplanabilme metotlarinin ikisinden bahseder. Bu metotlar c-yakinsakligi

ve regiiler yakinsakligi korur ve dort boyutlu matrislere, toplanabilmenin bazi bilinen



sonuglarimi genigletir. Patterson [32], liminf ve limsup , dort boyutlu matrislerin
regiilerligi kavrami ile bir ¢ift dizinin ¢ekirdegi tanimlarimi kullanarak bir invaryant
core teoremini ispatladi.

Mursaleen ve Edely [33], ¢ift diziler igin Cauchy ve istatistiksel yakinsaklik
kavramlarini tanimlayarak Cesaro toplanabilir ¢ift diziler ile istatistiksel yakinsak
¢ift diziler arasindaki bagmtiy1 verdiler.

Gokhan ve Colak [34, 35] M, (t),C,(t),Chp, (t) uzaylarinin tam paranormlu
oldugunu ispatlayarak M, (t) ve Cy,(t) uzaylarimin Kothe-Toeplitz duallerini
verdiler.

B. Altay [27] ise toplamlar1 simirli Pringsheim ve regiiler yakinsak seri olugturan
¢ift dizilerin ve simirh salinimh ¢ift dizi uzaylarim olusturarak bu uzaylarin bazi
ozellikleri ile a— ve 3 (v) — duallerini verdi.

Modiiliis fonksiyonu ilk defa 1953 de Nakano [4] tarafindan tanimlanmig ve
skaler FK-uzaylar1 teorisinin bazi problemlerin ¢oziimiinde bu fonksiyon yardimiyla
olusturulan dizi uzaylari kullanilmigtir. Bu problemlerin en 6nemlisi, A. Wilanskynin
"Birim vektorler dizisinin siirli oldugu en kiiciik FK-uzay1 var midir?” sorusudur.
Bu soruya W. H. Ruckle modiiliis fonksiyonu yardimiyla elde ettigi dizi uzayi
yardimiyla olumsuz cevap vermistir. Bircok matematik¢i tarafindan modiiliis
fonksiyonu ile elde edilen dizi uzaylar1 incelenmistir.

[14] de Y. Yilmaz ise modiiliis fonksiyonu yardimiyla inga edilen vektor degerli
dizi uzaylari icin operator perfektlik, normallik, monotonluk kavramlari ile bu
uzaylarin bazilarimin genellegtirilmis Kothe-Toeplitz dualleri ile siirekli duallerini
verdi.

Bu ¢aligmada; f modiiliis fonksiyonu kullamlarak, L (f) tek dizi uzayinin benzeri
bir ¢ift dizi uzaymin tanimlanmasi, bu uzayin bazi cebirsel ve topolojik 6zelliklerinin
incelenmesi amagclanmisgtir. Ayrica bu uzaymn Kothe-Toeplitz ve stirekli duallerini
de bulmak amaclarimiz arasindadir.

Yukarida belirttigimiz amag dogrultusunda bu ¢aligmada L, (f) skaler degerli
cift dizi uzay1 ile L, (X, f) vektor degerli ¢ift dizi uzay: tanimlanmig ve bu uzaylarin
baz1 topolojik 6zellikleri incelenmistir. Ayrica bu uzaylarin Kéthe-Toeplitz ve siirekli

dualleri elde edilmistir.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

1.1 Metrik ve Topolojik Vektor Uzaylari

Bu boliimde, ¢aligmamizda kullanacagimiz temel kavram ve teoremlere yer verecegiz.

Tanim 1.1.1. X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak tizere;
d: X xX —R

fonksiyonu her x,y,z € X i¢in,

i) =y =dy) =0,

i) d(z,y) = d(y,x),

iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

ozelliklerini saglarsa d’ye X dizerinde bir yarimetrik, (X, d) ye de bir yarimetrik

uzay denir.

Eger (i) de = yerine < alimirsa d’ye metrik denir.
Topolojisi yarmmetrikten (metrikten) elde edilebilen bir topolojik uzaya

yarimetriklenebilir (metriklenebilir) dir denir [1].

Tanim 1.1.2. X ve Y yarimetrik uzaylar olmak tzere
f: X—=>Y

fonksiyonunun strekli olmasu igin gerek ve yeter sart X 'de x, — x olan her (x,)

dizisi i¢in Y “de f(x,) — f(x) olmasidar.

Bu, aslinda dizisel siireklilik tanimidir. Ancak yarimetriklenebilir topolojilerde

streklilikle gakigiktir [2].



Tanim 1.1.3. Bir X topolojik uzayimn her farkl x, y nokta ¢iftini ayiran ayrik N,
N, a¢ik cimleleri varsa X uzayina Ty uzayr veya Hausdorff uzay, topolojisine de

Hausdorff topolojisi denir.
Metrik uzaylarin topolojileri Hausdorff iken yarimetrik uzaylarinki degildir [2].
Tanim 1.1.4. X bir vektor uzay, ve g : X — R bir fonksiyon olmak tizere
i) 9(0)=0
ii) g(z) >0
iii) g(—=) = g(z)
iv) gz +y) < g(x) +9(y)

v) (tn) skalerlerin bir dizisi ve t, — t olmak tzere g(x, — x) — 0 olan (z,) C X
¢cm
g(tpxy, —tz) — 0
(skalerle c¢arpwman  siirekliligi) sartlar: saglanmyorsa g'ye X dzerinde bir

paranorm ve (X, g) 'ye de paranormlu uzay denir. Ayrica, g(z) =0=—= 2 =0

sarty da saglanwyorsa paranorma totaldir denir [1].

Uyar: 1.1.1. Eger d fonksiyonu,

d(z,y) = g(z —y)

ile tanwymlanirsa d , X uzerinde bir yarimetriktir, g total ise d metriktir. Tanim

1.1.4°de g; (i), (ii), (iv) sartlarinin yamsira, mutlak homojenlik denilen
i) Her t€C ve z€ X igin g(tx) = |t| g(z)

sartine da saglarsa g’ye yarinorm dstelik total ise norm denir. (%) sarti, (ii) ve
(v) sartlarine gerektirmektedir. Bu nedenle her yarmorm (norm), bir paranorm
(total paranorm)dur. Bir normlu uzay normdan elde edilen metrige gére tam (yani,
uzaydaki her Cauchy dizisi bu metrige gore uzaydaki bir noktaya yakinsak) ise bu

uzaya Banach uzayr denir.



Tanim 1.1.5. Bir topolojik vektor uzay; tzerinde bir topoloji olan ve vektor uzay
1slemlerinin bu topolojide sirekli oldugu  bir vektor uzaypdir. Kisaca TVU ile

gosterilir ve bu topolojiye X i¢in vektor topologisi denir [1].

Uyar1 1.1.2. Tamm 1.1.4°deki (ii) ve (v) sartlar, vektér uzayr iglemlerinin bu
topolojide surekli oldugunu gostermektedir. O halde her paranormlu uzay bir TVU

wzaypndir. Bir X TVU’nun topolojisi bir d yarimetriginden elde edilebiliyorsa

p(x) = d(z,0)

ile tanimlanan fonksiyon ayni topolojiyi veren paranormdur. Daha genel olarak

topologisi birinci sayilabilir olan bir TVU paranormlu uzayder [1].

Tanim 1.1.6. X ve Y vektor uzaylars ve T : X — Y bir lineer dontstum olsun. T
birebir ve orten ise T 'ye bir lineer izomorfizm denir. Ortenlik sarty kaldvrilirsa i¢ine
wzomorfizm denir. Uzaylar topolojik ve T birebir, orten, strekli ve tersi de strekli
bir dontsum ise bir homeomorfizm adine alir. X ve'Y yarimetrik uzaylar, T birebir

bir dontisum ve her x,y € X i¢in
dx(z,y) = dy(T'z,Ty)

ise T ye bir izometri denir (X bir metrik uzay ise birebirlik sart, gereksizdir). Uzaylar
lineer yarimetrik ve T' hem lineer izomorfizm, hem de bir izometri, yani izometrik

izomorfi ise T 'ye bir denklik dontgimi ve bu iki uzaya da denktir denir [2].

Tanim 1.1.7. X bir TVU wve (b,), X de bir dizi olsun. Her x € X i¢in X'in
topolojisinde

r— Y tyb, =0 (m— o0)

n=1

olacak sekilde skalerlerin bir tek (t,) dizisi mevcut ise (b,) dizisine X i¢in bir bazdir
denar.
Bu, x € X'in x = Y _t,b, seklinde tek tirli temsil edebilecegi anlamina gelir.

Bu temsile gore

ile l,, lineer fonksiyonellerini tanimlayalim. Eger her birl, € X' ise (b,), X i¢in bir

Schauder Bazdir denir [1].



Uyar1 1.1.3. Yukarida tamimlanan baz kavram, Hamel baziyla karistirilmamalidar.

Bir vektor uzayimi geren, lineer bagimsiz cimleye vektor uzaymin Hamel bazi
denir.

Zira, her vektor uzay1 bir Hamel baza sahiptir. Bir 7'V U’ nun Hamel bazi, uzayin
topolojisine bagl degildir. Fakat yukarida verilen baz tanimi topolojiye baghdir.

Sonlu boyutlu uzaylarda her iki baz kavrami c¢akigiktir.

Ornek 1.1.1. ¢, = (0,0,...,0,1,0,...) (1,k.yerde) olmak dizere birim vektdrlerin
(ex) dizisi cp, w ve 1, (0 < p < o00) (bu durumda sadece l, yazacagiz) uzaylary igin
bir Schauder bazidwr. Ayrica e = (1,1,...) olmak izere (e, ey eq,...) dizisi, ¢ igin
bir Schauder bazdir. Diger taraftan ly, bir baza sahip degildir, [2]. Burada w
butiin kompleks terimli dizilerin uzayina, co sifira yakisak dizilerin uzaying, lo, sinirh

dizilerin uzayina, ¢ yakinsak dizilerin uzayin ve l, ise
L, ={x=(xr) €w: > |rg|’ <o00,0<p< o0}
uzayiny gostermektedir.

Tamim 1.1.8 (Modiiliis fonksiyonu). f:[0,00) — [0,00) fonksiyonu, asagidaki

dzellikleri saghyorsa modilis fonksiyonu adine alir. Her t,z € [0, 00) igin,
i) f(t)=0<1t=0,

i) f(t+2) < F(1) + £(2),

iii) f artandor,

iv) f sufirda sagdan sireklidir [3].

(17) ve (iv) dzelliklerinden dolay f, [0, 00) 'da stireklidir. Ornejin 0 < r < 1 i¢in

f(t) =t fonksiyonu bir modiiliis fonksiyonudur.

Modiiliis fikri ilk defa Nakano tarafindan [4]’de ortaya atilmigtir. Albert
Wilansky'nin ”(ey) birim vektorler dizisinin sinwrly oldugu en kiigik FK-uzayr var
madir?” sorusunu cevaplamak igin W. H. Ruckle f modiiliis fonksiyonu ile olugturulan
L(f) skalar FK-uzaylarmi kullandi  ve sorunun cevabimin  olumsuz

oldugunu gosterdi [5].



Onerme 1.1.1. f1 , f» modiiliis fonksiyonlari ise fi + fo , f1 0 fo fonksiyonlar: da
modiiliis fonksiyonudur. Fakat fi — fo, fi/fa  fi-fo, f1* fonksiyonlarman modiiliis

fonksiyonu olmasi gerekmez, [6].

Lemma 1.1.1. f odzdeslik fonksiyonundan farklh, sinirsiz bir moduliis fonksiyonu

olsun. Bu durumda her x € [0,00) i¢in

1

rG)=s

n n
olacak sekilde bir n pozitif tamsayise vardur [14).

Ispat. z € [0,00) keyfi olsun ve bdyle bir n olmadigini kabul edelim. Bu durumda
r(5) <t
n n

o (2) <

yazariz. Bu durumda modiiliis foksiyonunun (ii) sartindan

her n pozitif tamsayisi i¢in

yani,

oldugundan f(z) < 1 elde ederiz. =z keyfi oldugundan, ayni gekilde her
z € [0,00) igin
fla) <1

elde ederiz ki bu f’nin siirsiz olmasiyla celisir. O

Tanim 1.1.9. C, K cismi tzerinde bir lineer uzay olsun. Her x,y,z € C wve her

a € K igin (vektirler arasinda ¢arpma denilen)
Ox(C—=C
islemi asagidaki sartlary saghyorsa C ye (K tzerinde) bir cebir denir. Burada K,

reel veya kompleks saylar cismini gostermektedir.



Ci) a(z-y) = (azx)y =z (ay).
Co) x-(y+z2)=z-y+zv-zve(x+yz=x-2+y-2
Cs) v-(y-2)=(z-y) =2

Sayet C' bir cebir ve her x,y € C'i¢cin x -y = y - x ise C’ye degismeli cebir denir.
C’nin ¢arpma iglemine gore etkisiz elemani varsa yani her z € C'icinz-e=e-z ==z
olacak gekilde bir e € C varsa C’ye birimli cebir ve e’ye de birim eleman denir. Bu
birim eleman, bazan 1¢ ile de gosterilir.

C, birimli bir cebir ise bu e bir tektir [11].

Tanim 1.1.10 (Normlu cebir, Banach cebiri). C bir cebir olmak iizere C' de

bir ||-|| normu tarif edilmis olsun. Bu norm, her z,y € C i¢in

lzyll < Nzl ]l

sartiny saghyorsa ve C’nin birim elemanly olmast halinde de
lefl =1

ise C’ye normlu cebir denir. (C,||-||) normlu cebiri, normlu lineer uzay olarak tam

ise bu normlu cebire Banach cebiri adv verilir [11].

Tanim 1.1.11. X normlu bir uzay olmak tizere
L(X,C)=A{f|f: X —C, f lineer}
seklinde tanimlanan L (X, C)’ye X 'in cebirsel duali denir ve X ile gdsterilir.

B(X,C)={f|f: X —C, f lineer ve siirekli} olarak tammlanan B (X, C)’ye
X'in topolojik veya strekli duali denir ve X* ile gosterilir. Cogu zaman topolojik
duale kisaca dual de denir [12]. Stirekli dual X’ ile de gosterilir. Bu galigmada X’

gosterimi kullanilacaktir.

Tanim 1.1.12. Metriklenebilir ve tam TVU uzayina veya kisaca tam ve total
paranormlu uzaya Fréchet uzayr denir [1].

Her Banach uzayr bir Fréchet uzaydir, fakat tersi dogru degildir.



Teorem 1.1.1. Bir Fréchet uzayinin bazi, Schauder baz olmak zorundadir [1].

Tanim 1.1.13. X bir vektor uzayr ve VC X olsun. 0 <t <lwes+t=1 i¢in
sV +tV C V ise V'ye konveks, |t| < 1 i¢in tV C V ise dengeli ve her x € X wve

[t| < eigin tx € V olacak sekilde bir e > 0 varsa V 'ye absorbe (yutan) ciimle denir
[1].

Tanim 1.1.14. Bir TVU wuzayinda sifirin her komsulugu sifirin konveks bir

komsulugunu thtiva ediyorsa bu uzaya lokal konvekstir denir [1].

Yarinormlu uzaylar lokal konvekstir, fakat paranormlu uzaylar i¢in bunu séylemek
miimkiin degildir. Lokal konveks uzaylarin topolojileri yarimormlar ailesi ile verilir.
Lokal konveks uzaylar zengin dual uzaylara sahiptir. Bu nedenle dualite teorisi bu

uzaylar tizerine kurulur [1].

Tanim 1.1.15. Yarmormlu uzaylar arasindaki bir T lineer doniisimi ve her x # 0
¢n
[Tx| < K ||
olacak sekilde bir K > 0 sayist varsa T 'ye simarlidir denir. Bu durumda
1T} = sup {[| Tl - [lzf] <1}
sayrsina da T 'nin normu denir. Buna gore sinarh bir T’ lineer operatori i¢in
[Tl < T[]l
esitligi gecerlidir [1].

Uyar1 1.1.4. Yarmormlu wuzaylar arasindaki lineer operatorlerin surekliligi ile

simrbilige ¢akigiktir. O halde normu sonlu operatorlere siureklidir diyecegiz.

Tanim 1.1.16. X bir TVU olmak uzere f : X — C olarak tanwmly lineer

déniisiimlere fonksiyonel denir ve bu elemanlarin ciimlesi X ile gésterilir [1].

Uyar1 1.1.5. X bir yarmormiu uzay ise X bir Banach uzaydvr. Bu durumda bir
feX' icn
/[l = sup{|f ()| : z € U}
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Burada, U = {zx € X : ||z|| <1} olup, X yarmormlu uzaywmn birim diski olarak
adlandirilir [1].

Simdi, fonksiyonel analizde 6nemli bir yere sahip olan Hahn Banach teoremini

birkag¢ versiyonuyla birlikte verelim.

Teorem 1.1.2 (Hahn Banach Teoremsi). (X,p) bir yarimormlu uzay, S, X ’in
bir alt vektér uzayr wve f, S dzerinde taniml ve her x € S i¢in |f (x)] < p(x)
ozelligine sahip bir lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda f, X dizerinde tanimii

ve |F (z)] < p(x) sartine saglayan bir F lineer fonksiyoneline genigletilebilir [1].

Teorem 1.1.3 (Hahn Banach Teoremsi). X bir yarimormlu uzay, S, X 'in bir

alt vektor uzayr ve f € 8" olsun. Bu durumda f bir F € X' fonksiyoneline

11 = 11Fl
olacak sekilde genisletilebilir [1].
Simdi bu teoremin en kullanigh versiyonlarindan ikisini verelim.

Teorem 1.1.4. X bir yarmormlu uzay, S, X ’in bir alt vektor uzayr ve x € X\S’
olsun. Bu halde

flo)=1|fl=1/d(z,5)
ve S tzerinde sifir operatori olan bir f € X' vardwr. Burada é, S'nin kapanising

gostermektedir ve d (x,S) = inf {||z —y|| : y € S} dir [1].

Teorem 1.1.5. zy bir X normlu uzayindaki sifirdan farkly bir vektor olsun. Bu

durumda,
IfIl =1 ve f(z0) = [loll
olacak sekilde bir f € X' vardwr [15].

1.2 Cift Diziler ve Yakinsaklik Cesitleri

Tanim 1.2.1. X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak 1tizere

f*NxN-—-X

(m,n)— f(m,n)=Tmn

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir ¢ift dizi denir.
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Herhangi bir x = (x,,,) ¢ift dizisinin x,,,, elemanlarini,

ZToo To1r To2 -+ Ton
Zio 11 T12 ... Tin
Toog T21 T22 ... Ton
Tm0 Tml Tm2 Tmn

seklinde bir tablo olarak diigiinebiliriz. €2 ile kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift

dizilerin ciimlesini gosterecegiz. Buna gore;
Q={r = (xm,) : Ym,n € N i¢in x,,, € C}

olup bu ciimle , ¥V o € C ve Va,y € Q i¢in ax = (axpm,) ve £+ Yy = (Tymn + Ymn)
islemleri altinda bir lineer uzaydir.
r = (Tm,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak iizere
SUD | Ty | < 00
mn>0
oluyorsa, x dizisine sinwrlidir denir. Biitiin smrh ¢ift dizilerin ctimlesini M, ile
gosterecegiz. Buna gore;
M, = {x = (Tpn) € Q1 2|l = sup || < oo}
m,neN
seklinde olup, bu uzay ||.|| normu ile Banach uzay1 teskil eder.
Kompleks terimli bir z = (x,,,) ¢ift dizisi i¢in, eger verilen Ve > 0 igin m,n > N
oldugunda

|Zmn — | < e

olacak gekilde bir N dogal sayis1 bulunabiliyorsa = = (x,,,) dizisi, [ € C sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsak ve [ degerine de x dizisinin Pringsheim limiti denir.
Pringsheim anlaminda yakinsak bir © = (z,,,) dizisine kisaca p—yakinsak dizi
diyecegiz ve limitini de p — limz,,, = [ ile gosterecegiz. Pringsheim anlaminda

yakinsak dizilerin ciimlesini Cp ile gosterecegiz. Cp ciimlesi,
Cpr={x=(Tmn) €EQ|Tp. €C, YVe>0TkeN, Vmn>k>3 |xyu, —p:| <e}
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bigiminde ifade edilebilir. Cp climlesi, ¢ift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla
carpma islemleri altinda lineer uzay olup,
lelle = Jim sup |z
yarmormu ile bir tam uzay tegkil ettigi Moricz [8] tarafindan gosterildi.
Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi, sinirli olmak zorunda degildir.
Pringsheim anlaminda [ noktasma yakimsak ve simirl bir x = (x,,,) dizisine, [
noktasina Pringsheim anlaminda sinirh yakinsak dizi denir. Bu sekilde dizilerin

ciimlesini Cyp ile gosterecegiz. Buna gore;

Cup = {2 = () € Co [ il = s1p o] < 00| =Co M,
m,neN
seklindedir. C,p uzaymm da ||.|| normu ile Banach oldugu Moricz [8] tarafindan
gosterildi.

Pringsheim anlaminda [ noktasina yakinsak olmasina ilave olarak
lim x,,,,, (n € N) ve limz,,,, (m € N)

limitleri mevcut olan x dizisine, [ noktasina regiiler yakinsaktir denir.
Regiiler yakimsak bir x = (z,,,) dizisi i¢in, lim,, lim,, z,,, ve lim,, lim, 2,

limitleri mevcut ve Pringsheim limitine esittirler. Regiiler yakinsak dizilerin ctimlesi,
Cr ={2=(2pn) €Cp |VYm €N: (z),, €EcveVn € N3 (z,), € ¢}

olarak tamimlanabilir. Regiiler yakinsakligin Pringsheim anlaminda yakinsakliktan
farki, yakinsakligin dizinin sinirliligini gerektirmesidir.
Boos, Leiger ve Zeller [9], Pringsheim anlaminda yakinsakliktan daha zayif olan

¢ift dizilerin e—yakinsakligini,
Ve>03lg e NVI>IlyTkg e Nk > ko= |z —al <e

seklinde tamimladi. e—yakinsak bir = dizisinde her [ € N i¢in sup, |zx| degeri
sonlu ve limy z; mevcut ise x dizisine sirasiyla be—yakinsak ve c—yakinsak denir.

c—yakinsak bir x dizisi i¢in limy z; mevcut ve e—yakinsaklik limitine esgittir. Buna
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gore, e—yakinsak dizilerin ctimlesi,

Ce ={x = (Tyn) € Q| Ja, € C,Ve > 0 i¢in Ing € N,

Vn > ng Im, € N3Vm >m, i¢gin |, — a,| < &}

seklindedir.

V herhangi bir yakinsaklik kavramini gostermek iizere, V— yakinsak biitiin
dizilerin ciimlesini Cy ve limitini V— lim,,, ile gosterecegiz. Sifira )V —yakinsak olan
dizilerin ciimlesini de Cyy ile gosterecegiz.

Genel olarak gézoniine alinan ¢ift dizi uzaylari,

K 0 , diger durumlarda

olarak tammmlanan e* dizilerinin germis oldugu ® uzaymi kapsarlar, burada

® = span {" : k,1 € N}'dir [27].
Tanim 1.2.2. Eger verilen Ve > 0 i¢in m,n,p,q > N oldugunda
|Tmn — Xpg| < €

kalacak sekilde bir N dogal sayist varsa x = (Tyy,) kompleks terimli dizisine bir

p— Cauchy dizisi denir [27].

Teorem 1.2.1. Kompleks terimli bir x = (x,,,) dizisinin p—yakinsak olmas i¢in

gerek ve yeter sart bir p— Cauchy dizisi olmasidur [27].

Tanim 1.2.3. x = (zy) reel sayilarimin bir ¢ift dizisi ve
ap (r) = supzg  ve B, (z) = inf zy
kl>n k,i>n
olsun. Bu durumda; en az bir n € N sayist i¢in o, (x) < 00 ve (3, (x) > —o0 ise ©
dizisi Pringsheim anlamanda bir dst ve alt limite sahiptir. Buna gore; bir x dizisinin

Pringsheim alt limita,
i) Eger her birn € N i¢in 3, (x) = —o0 ise

p — liminf x = —o0,
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ii) Eger bazn n € N i¢in 3, (z) > —o0 ise

p—liminf z = lim ( inf xkl) = supf3, ()

n—oo \ k,l>n

ve Pringsheim st limiti,
i) Eger her birn € N i¢in a, (x) = +o0 ise

p — limsup x = +o00,
ii) Eger baz n € N i¢in a,, () < +00 ise

p—limsupx = lim (sup a:kl> = inff3, ()

n—oo k,lZn

seklinde tanimlanwr [27].

Ornek 1.2.1. & = (xy) ¢ift dizisi,

.
k , =1
- k=1
Tl = k
(-1)" k=1>1
\ 0 , diger durumlarda
seklinde tamimlanirsa, sup xiy = +o0o ve inf xy = —oo oldugu halde, n > 2 i¢in

a, () =1 ve B, (x) = —1 bulundugundan
p—liminfzr=—-1 wve p—Ilimsupzr=1
olur [27].

Teorem 1.2.2. (i) limy_.oo (SUP,, >n Tmn) = L olmast igin gerek ve yeter sart

verilen her € > 0 i¢in
(a) Yeteri kadar biyik her m,n > N i¢in Ty, < L+ ¢ ve
(b) Sonsuz ¢oklukta (m,n) € N x N i¢in x,,,, > L + € olmasidar.

(19) Impn_ oo (inf n>n Tmn) = K olmasy icin gerek ve yeter sart verilen her € > 0

¢,

15



(a) Yeteri kadar biyik her m,n > N i¢in xm,, > K + ¢ ve

(b) Sonsuz ¢oklukta (m,n) € N x N i¢in x,,, < K + ¢ olmasidur, [27].

Tanim 1.2.4.
f: NxN—X

(mvn)_’f(mvn):l‘mn
dizisi verilmais olsun.

i: N—N

m—i(m)=im
ve

j: N—N

n—j(n)=jn

artan fonksiyonlar (diziler) olmak zere

h: NxN—-=NxN

(m,n)—h(m,n)=(im,in)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

foh: NxN-—X

(m,n)— foh(m,n)=x;,, i,

bileske fonksiyonuna (x,,,) dizisinin bir olt dizisi denir.

N x N ciimlesinin sonsuz goklukta (7,,j,) dizisi bulunabileceginden, bir ()
dizisinin sonsuz c¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt diziyi, orjinal diziden bazi
satir ve siitunlar1 atmakla elde ediyoruz. (z;,,;,) alt dizisinin her teriminin, ()

dizisinin bir terimi oldugu agiktir [27].
Teorem 1.2.3. Yakinsak bir ¢ift dizinin her olt dizisi yakinsaktur [27].

Teorem 1.2.4. x vey, reel degerli iki ¢ift dizi olsun. Bu durumda dizinin p—limitler:

arasinda asagidaki iliskiler mevcuttur:
1. liminf x < limsup z,
2. p—Ilimz =L < liminf x = L = limsup =,
3. limsup (—z) = —liminf =z,
4. limsup (z +y) < limsup z + limsup v,
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5. liminf (x +y) > liminf = + liminf y,
6. Eger z,x ¢ift dizisinin bir alt dizisi ise

liminfz < liminf z < limsup z < limsup z, [27].

Tanim 1.2.5. m < m' ve n < n' oldugunda Sp, < Sy oluyorsa (Spyy) dizisine

monoton artan, m > m've n > n' oldugunda Sy, < Sy oluyorsa (Spyy,) dizisine

monoton azalandur denir [14).

Monoton ¢ift diziler hakkindaki teoremler, monoton tek diziler hakkindaki

teoremler ile ayni yapiya sahiptir.

Teorem 1.2.5. Artan bir ¢ift dizi tstten simarl ise limiti, mevcutsa supremumuna;

azalan bir ¢ift dizi alttan sinurl ise limiti, mevcutsa infimumuna egittir [27].

1.3 Cift Seriler

Tanim 1.3.1. (x,,,) ¢ift dizisi verilmis olsun. Simdi,

szu

1=07=

seklinde tanimlanan (Spy,) dizisini gozénine alalim. Bu durumda; ((Tmn), (Smn))
ikilisine bir ¢ift seri denir. x,, terimine serinin genel terimi, (Sp,) dizisine de
serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (Smn) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina

V—yakinsak, yani

V— hmz E% =5

Ni=0j=
ise ((Tmn), (Smn)) serisi V—yakinsak ve serinin V—toplamu s'dir denir. Yakinsak
olmayan seriye wraksak seri denir. Genel terimi x,,, ve toplami s olan yakinsak

sert,

Zmen =5

i=0j=
seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister wraksak olsun, genel terimi x,,, olan seri

Z men

1=05=

ile gosterilir. YV—yakinsak ¢ift seri olusturan dizilerin uzayini CSy ile gosterecegiz.
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Buna gore;

CS,=qz€Q|V -3 a;=V- hmz Zf% mevcut
irj MMi=0j=

seklindedir [27].

Teorem 1.3.1. Yakinsak bir serinin genel teriminin limiti siforder [27].

Tanim 1.3.2.
Rmn = Z Z xl] + Z Z ml] + Z szj
i=m+1j=n+1 1=0j=n+1 i=m-+1j=

toplamina 3wy serisinin kalan kismu denir [27].

Teorem 1.3.2. Yakinsak bir seride kalan kisman limiti syfurdur [27].

Tamm 1.3.3. Eger >° %> = || serisi yakinsak ise, 372> = xi; kompleks

terimli serisi mutlak yakinsaktir denir [27].

Teorem 1.3.3. Mutlak yakinsak bir ¢ift seri yakinsaktir [27].

Teorem 1.3.4. Pozitif reel terimli bir serinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

sart bu serinin kismi toplamlar dizisinin sinwrly olmasidur [27].

Teorem 1.3.5. Reel terimli (a;;) ve (b;;) dizilerini gézénine alalvm. Vi,j € N igin

0 < ay < bij ve 32,5 >0 % by serisi yakinsak ise bu durumda - %37 % aij serisi

de yakinsaktir ve
Zi’ioZ?io% < Z;.ioz;iobij

esitsizligi gegerlidir [27].

Bu caligmada 3% > "7 ja;; yerine kisaca ) a;; yazilacaktir,

i’j

Mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin ctimlesini £, ile gosterecegiz. Yani,

L, = {x € Q| flzlly = 2yl < OO}

7.]
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Tanim 1.3.4. Bir E dizi uzayinn E* ve EP®) —dualleri

B = {(aij) cQ ’ Ve e B ¢cm Z |aijxij| < OO}
i,
ve

2

BB — {(aij) €EQ|VreFE iginV — Zaijxij mevcut}
ile tansmlanar [10].

Tamim 1.3.5. C cismi tzerinde Ey ve Es, iki lineer uzay olsunlar. Her (z,y) €
Ey x Ey ikilisi i¢in tanaml

<,>ZE1XE2—>(C

(z,y)—(z,y)

fonksiyoneli;
(D1): (,) bilineer dénisimdir, yani;

(@, a1y1 + aoya) = a1 (2, Y1) + a2 (2, y2)

(G121 + Baxa, y) = B (21, y) + B2 (T2, Y)
(D2): i) Bitiny € Ey’ler i¢in (z,y) = 0 iken x = 0,
i) Bitin x € Eyler i¢in (x,y) =0 tken y = 0,
sartlariny saghyorsa, bu durumda E, ve Es uzaylar, dualdir denar.

(D) sart1; bir y € Ey elemanminin, E; uzaymm E;" cebirsel dualinde bir fonksiyonel
tanmimladigin ifade eder. Farkli y elemanlarimin farkli fonksiyoneller belirtecegi
agiktir.

(D2)nin (i) sarti, Ey uzaymm E;" cebirsel dualinin bir altuzayir oldugunu
gosterir.

E cift dizi uzay, 8 (V) —duali olan E5®) uzay ile

(V:ExEY ¢, (z,0) V- %aklxkl

bilineer formu altinda dualdirler [27].
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Tamim 1.3.6. Herhangi bir E dizi uzay, her © € E ve y € {0,1}"" icin
xy = (rryr) € E sartine saglarsa monoton uzay olarak adlandirilir. Monoton

bir uzayin a— ve (V) —dualleri ¢cakigiktur [10].
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BOLUM 2
MODULUS FONKSIYONU ILE
OLUSTURULAN BAZI CIFT DiZI UZAYLARI

Bu boliimde, modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanmimlanmis dizi uzaylarina ve

topolojik ozelliklerine yer verilecektir.

2.1 L,(f) Dizi Uzay

f bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere

£utf) = o €21 £ (rml) < o0}

dizi uzaymi tanimlayalim.
Simdi de c¢ift dizi uzaylar icin verilen DK-uzayi, FDK-uzay1 ve BDK-uzay1

kavramlarini verelim.
Tanim 2.1.1 (DK-Uzayt). Bir lokal konveks (E,T) ¢ift dizi uzayinda
e E— R, x=(2;) = |Tu]
olarak tanyml butin yarmormlar sirekli ise (E,T) uzaywna bir DK-uzayr denir [10)].

Tanim 2.1.2 (FDK-Uzay1). Fréchet topolojisi ile bir DK-uzayima FDK-uzayr
denir [10].

Tamim 2.1.3 (BDK-Uzay:). Normlu FDK-uzayina BDK-uzay: denir [10].

Teorem 2.1.1. L, (f) dizi uzay: lineerdir.

Ispat. 2,y € £, (f) ve A € C olsun. Bu durumda

Yo (zmn]) <00 ve 30 f ([ymal) < o0
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olup,

> AT + Ymnl) < 20 F ([AZonl| + [Yimanl)

m,n

< 2 f(Azmnl) + f ([ymnl)

m,n

= 2 f (M) +%f(|ymn|)

m,n

< 00

dir. Burada T, || < T olacak sekilde bir pozitif tamsayidir. Bu da Az +y € L, (f)

olmasi demektir. O

Teorem 2.1.2. L, (f) dizi uzay, g (x) = > f (|€mal) ile paranormlu bir uzaydor.

m,n

Ispat. i) g(6) = 2 (191 = 0.
ii) Va € £, (f) icin g (z) = g (—z) oldugu aciktir.
i)
g(z+y) = %f (1Zmn + Ymnl) < %;Lf (IZmnl + [Ymnl)
< n%f (I mnl) +n§f(lymn\)

=g(x)+g(y).

iv) a) A bir skaler ve g (z) — 0 olsun.

g(Az) = mznf(|/\| | @mnl)

Burada T, |\| < T olacak sekilde bir pozitif tamsayidir. Boylece g (Ax) — 0

olur.

b) \' — 0vex € L, (f) olsun. Budurumda ) f (|z;,]) < oo olacagindan

m,n

Y. [ (Jzmn|) < § olacak sekilde e > 0 ve k > 0 sayilar1 vardir.
m,n=k+1
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k
Bu durumda, h(t) = > f(t|Tmns|) diyelim. h, 0 noktasinda siireklidir.

m,n=1

Bu hélde 0 < 6§ < 1 olacak gekilde bir ¢ vardir 3 0 < ¢t < ¢ i¢in
€
h(t) <=
h(o)l < 5

dir. A" — 0 oldugundan r > N i¢in |\"| < 0 olacak gekilde bir N vardir ve r > N

icin
k o)
g(A x) = Z f<|/\ xmn|) + Z f(|>‘rxmn|)
m,n=1 m,n=k+1
6 oo
myn=k+1
-2 2
Boylece ispat tamamlanir. Il
Ayrica
g(z)=0
= X;Ifﬂxmn” =0
=f (|2mal) =0
= |Tmn| =0
=Tyn =0
=r=20

oldugundan g paranormu totaldir.

Teorem 2.1.3. L, (f) dizi uzayr bir DK - uzayidar.

Ispat. Vk,l € N igin

Pklﬁu(f)—>(C

xr — Pkl (LC) = Tkl

fonksiyonlar: siireklidir.
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Ve > 0i¢in 36 > 0 var 3 g (z) < 0 iken € > 0 igin 0 = f (g) segilirse
2 f (jul) < £(€)

=f (|lzul) < f ()

olup f'nin artanhigindan

|zpt| = | P ()| < e
elde edilir. n

Teorem 2.1.4. L, (f) dizi uzay: tamdar.

Ispat. (X"), L, (f)de bir Cauchy dizisi olsun. Bu halde Ve > 0 i¢cin 3ng € N 3
l,r >n, icin g (ml — x”) < ¢ olur.
Her i,j i¢in P,; (r) = =z;; koordinat fonksiyonlar1 L, (f) tizerinde siirekli

oldugundan her i, j € N x N igin (z!,) , C’de bir Cauchy dizisidir (I > no).

Lij
C tam oldugundan bu Cauchy dizisi bir noktaya yakinsar. Bu noktaya z;;

diyelim. Bu limit noktalar: yardimiyla x = (x;;) cift dizisini olugturalm. x € £, (f)

ve 2! — 2 oldugunu gostermeliyiz.

g(xl—xr) <€:>Zf(‘x§j—xzj|) <e

= 33 (|ok, —ap) <

1=05=0

= lim ZZf(} i~ gl) = iiquiy — 7)) <e

T =0j= i=05=0
= g (2! — ) < e (her I > ng icin)

:>1El—>$

S5 (lg]) = ZZH% 2+l

i=0j=0 i=0j=
< Z%Zf (g — i) +§J¥f (|5 4])
<é€
bulunur. Bu da z € £, (f) oldugunu gosterir. O
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Sonug 2.1.1. £, (f) dizi uzayr FDK uzayidar.
Teorem 2.1.5. £, (f) C L, kapsamast mevcuttur.

Ispat. = € £, (f) fakat = ¢ £, olsun. O zaman, S_f (Jzn|) < 0o ve 3 |ay| = oo
k,l k,l
olur.
> |zw| = oo oldugundan dogal sayilarin bir (n;, m;) ¢ift dizisi vardir dyleki

it 1,MM5+1

Z |xkl| >1
k=n;
Ti+1Mj+1 Mi+1 M 41
=f)<fl 2 2 foul )= 20 2 fllow])
=nil=m; =nijl=m;

Mi+1 M5 +1
>2f (lwwl) < oo =i, j = ocoigin 37 37 f(lawm|) — 0
k=n;l=m;
bulunur. Dolayisiyla f (1) = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde ) |zg| = oo

olamaz.

f (x) =z alirsak £, (f) = L, olur.

f smursiz ise, £, (f) C L, olur.

Birim vektorler cift dizisini 0 ile gosterelim.

€11 €12 €13

0= e exn ey
00 - 0
0 0 - 0
62‘]' =
0 0 1
Burada 1, (4, 7). yerdedir. O

Teorem 2.1.6. Birim vektorler ¢ift dizisi L, (f)’de sinarldar.

Ispat. a € C olmak iizere
g (ae1r) = g (ae1z) = f (|al)

olur. Yani herbir ae;; ve aey’lerin L, (f)’de orijine uzakhig f (|a|) kadardur.

25



f(JA\]) < € olacak sekilde bir A € C secelim. Bu durumda 0 < a < X iginf’nin

artanligindan
glaenn) = f(la)) < f(A) <e=ae; €{X :g(x) <e}
Farkl (i,7) ve (k,l) indisleri igin
g (aeij) = g (aex) = [ (lal)

oldugundan ad € {x : g (z) < €} olup bu ¢ dizisinin her 0 merkezli yuvar tarafindan

yutulacagini gosterir. O halde § dizisi £, (f)’de smirhdir. O]

2.2 L,(X, f) Dizi Uzay1

X herhangi bir Banach uzay1 olmak tizere X degerli biitiin ¢ift dizilerin uzayin

Q(X) ile gosterelim. Yani,
Q(X)={f|f:NxN- X}
ve (X)) tizerindeki topoloji de
Bij (z) = ||z]]
yarinormlar ailesi tarafindan tiiretilen lokal konveks topolojidir.
{P; |i,j e NxN}

ailesi sayilabilir oldugundan bu topoloji metriklenebilirdir. Bu metrigi veren total

paranorm da
L oy
27 1 + [y |

g(x) =3

1,5
ile verilir.

Bu boliimde modiiliis fonksiyonu ile inga edilen L, (X, f) vektor degerli ¢ift dizi

uzayini tanimlayacagiz ve ozelliklerini inceleyecegiz.

Loy (X, f) = {2z € QX) [ 22F ([ Xonnl]) < 00}

tammlayalim. Burada ||-||, X uzay: tizerindeki normdur. £, (X, f) climlesinin bir

lineer uzay oldugu modiiliis fonksiyonunun 6zelliklerinden agikardir.
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Teorem 2.2.1. P (z) = ij f (lzi5]|) fonksiyonu, L, (X, f) izerinde bir paranormdur.
Ispat. i) x = 6 iken her i, j i¢in 2;; = 0 olup P () = Zf (Jjo|) =
i) P(—x)= Ejlf (I=ziill) = 22/ (lzisll) = P ()
iii) =,y € L, (X, f) icin,
P(r+y)= Zj)f (ij + i) < 28 s 1) + F (1lyisll)

/L?]

= Zj)f (i) + Zj)f (llgis11)

iv) z = (2') € L,(X, f) de herhangi bir dizi ve A = (A\') de skalerlerin bir dizisi
olsun. Simdi, ' = X° ve P(z!—2%) — 0 (I —o00) oldugunu kabul
edelim. A = (A') skaler dizisi yakmsak oldugundan VI € N igin [X| < K

olacak sekilde bir K > 0 sayist bulunabilir. Boylece,
P! = o0a%) = 32 7 (It - )
_Zf [Nzl — Mads + A, — X))
SZf [IN@s; = Nafil]) + f (X = X))
1,J
< iij(!Al!-llwij —ayll) +Zij(IV—AOI l=511)
=K.P (' =2 + > f (N =2 [|)])) (2.2.1)
.3
olur.
K sabit ve P (2! — 2°) — 0 (I — o0) oldugundan (2.2.1) esitsizliginin sagindaki

ilk terim sifira gider. (2.2.1) esitsizliginin sagindaki ikinci terime bakalm.

VI €N igin [N — \°| < T olacak sekilde bir T > 0 vardir ve
Ta = (Ta);) € L, (X, f)

dir. € > 0i¢in d 79, jo 2 VI € N ic¢in
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S E SNl + 5 O+ 5 S (- e )

i>105>jo i=io+15=0

<Y Ef(TII%HHZ > f(TH%H)

1>107>70 1=0j=jo+
b5 Sl
i=10+15=0
JE,5.¢
6 6 6
_°c
2

kalir. Ayrica,

=0y=

io  Jjo io  Jo
Y320 (X =X lal) = 22 f (fim (X =20 [5]) = 0
i=0j=
olacagindan ayni € > 0 icin 3 [y 3 [ > [ igin
i0 Jo I
355% £ (1= Jat ) < &
1=05=0
O halde Ve > 0 ve [ > [y icin

LI (=2l < ZZf(TH%IIHZ > S@ =50

12107270 1=0j=jo+

> Zf(TH%HHZZf(W X[ l2251)

= zo—l—lgf
<s4i4i4io;
6 6 6 2_
Boylece (2.2.1) esitsizligindeki ikinci terim de sifira gider. O halde
PNzt =X2%) -0 (I — o)
olur. Boylece, ispat tamamlanmig olur. O]
Simdi de vektor degerli FDK-uzay1 kavramini tanimlayalim.

Tanmim 2.2.1. A (X) C Q(X) olmak tizere X\ (X) Fréchet dizi uzay i¢in

Pk:l A (X) — X,

Py () = 2

olarak tanvmly Py koordinat déntsimleri sirekli ise X (X)’e bir FDK-uzayr denir.
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Teorem 2.2.2. P paranormu ile L, (X, f) uzay, vektor degerli bir FDK-uzayidur.

Ispat. i) £, (X, f)'nin bir lineer uzay oldugunu ve
P(x) =32, f (i)

fonksiyonunun da bu uzay tizerinde bir paranorm tanimladigini biliyoruz.

ii) Koordinat fonksiyonlarinin siirekliligi, yani

Pu:L,(X,f) =X, Pul(xr)=21n

olarak tanimli Py; fonksiyonlarinin siirekliligini gosterelim.
e>0igin § = f (¢)
olarak secilirse

Px) =2 f (leull) <0 = f(e)

iken

flzwll) < f (e)
olup, f fonksiyonunun artanhgindan ||z = || Pu (x)]| < € kalir.
iii) £, (X, f)'nin tamhgm gosterelim. (z'), £, (X, f)’de bir Cauchy dizisi olsun.
Bu halde Ve > 0 i¢in dn, € N3 [,r > ng icgin

P(Jcl—:r;T)<€

olur. Her (¢,7) € N x N igin p;;(x) = x;; fonksiyonlar siirekli oldugundan her

(i,7) € Nx Nigin («};), X’de bir Cauchy dizisidir (I > ny).
X Banach uzayr oldugundan bu Cauchy dizisi bir noktaya yakinsar. Bu
noktaya z;; diyelim. Bu limit noktalar1 yardimiyla bir = = (z;;) ¢ift dizisini

olugturalim.
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xl—>x:>P(xl—Ir)<5

= 2 ([l = all) <<
= 20 f (|l — i) <<

1=0j=

= “Eniif (s = 2ill) = Xisf (ll=fy = 2l]) <<

i=0j=0
:>P(:El—x) < e, her | > ng i¢in

ﬁxlﬁx

dir.
>l (lwisll) = 3202 (J|lwis — iy + 35])
i J
< z;()];()f (s = 25 01) + 222022520 f ([Jat]])
<e€
bulunur. Bu da x € £, (X, f) oldugunu gosterir. O

Simdi de £, (X) ve M, (X) uzaylarini,

Mu(X) = { = (0) €2(X) : s0p ] < o0}

m,neEN

) £00) = {2 = (un) € QX+ £ ] < o0}

olarak tamimlayalim. Artik £, (X) ve M, (X) uzaylarina dair baz yeni sonuglar

verebiliriz.
Teorem 2.2.3. L, (X) ve M, (X) bir BDK-uzayidur.

Onerme 2.2.1. Her [ modiilisi i¢in Ly (X, f) C L,(X) kapsamasi gegerlidir.
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Ispat. z € £, (X, f) ve z ¢ L, (X) olsun. k, ve [, indislerinin artan bir (k,) ve
(I,,) dizisi bulunabilir

kn—1 ln—1 kn—1  ln—1 kn—1 ln—1
DY ||Xij||21:>f(1)§f< DD ||X¢j|\> < > X0

i=kn_1i=lp_1 i=kn_1j=ln—1 i=kn_15=ln—1

kn—l ln—l

= > 2 JXyl) < oo

i:knflj:lnfl
knfl lnfl
= lim > fUIXGl) =0
" i=kn_1j=ln_1

olur ki bu da f (1) = 0 olmasi demektir. Bu ise f'nin modiiliis olmas ile geligir.

O halde z € £, (X) olmaldur. O

Vektor degerli dizi uzaylari i¢in genel olarak bir Schauder baz vermek miimkiin
degildir, [13]. Burada vektor degerli baz1 fonksiyon uzaylari igin baz iglevi goren, uzay
tizerinde taniml operatorler ailesi verilmistir. Bu ¢aligmanin 6zel bir durumu olarak
sozgelimi L, (X) tizerindeki baz iglevi gorecek operatorlerin bir ailesini verebiliriz.
Oncelikle [13]’deki agagidaki lemmay1 verelim:

Lemma 2.2.1. A bir cimle ve (X, P) bir lokal konveks uzay olsun. Bu durumda
her x € L(A, X) i¢in,
r=> (I,ox)(a)

acA
seklinde temsil edilir. Burada X bir lokal konveks Haussdorf uzay ve P, X'in

topolojisini belirleyen X tzerindeki yarimormlar ailesidir.

rel(A,X)e 3, >0 3 Y(pox)(a)<egp, <o (peP)

a€A

Ayrica
L: X — 0(A,X)
b#a=yb)=0, yla)=tvel,(t)=y

seklinde tanimhdir [13].

Daha kesin olarak Lemma 2.2.1°in 6zel bir sonucu olan su onermeyi verebiliriz.

Onerme 2.2.2. Her bir z € L, (X),

z= > Ij(xy)

i,jENXN
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seklinde temsil edilebilir. Burada I;; - X — L, (X), L;(t) =y 2y =1, yu =0,
(k1) # (i j) ise.

Bu temsilin anlami1 F';, N x N'nin herhangi bir sonlu altctimlesi olmak tizere
Sr(x) = > Iij (i)
(i.j)eF

olarak taniml F ile elde edilen (Sr (z) : F' € F) agmin £, (X) 'in norm topolojisinde
x noktasina yakinsamasi anlamindadir.

Burada F, N x N’in biitiin sonlu altciimlelerinin ailesidir. Bu aile, C icerme
bagintisi ile yonlendirilmisg bir ailedir.

Bu temsil bize dogrudan L, (X)’in siirekli dualinin M, (X’) oldugunu da
gostermektedir. Bunun sonucu, daha genel olarak [13]’de ispatlanmigtir.

Simdi gosterecegiz ki L, (X, f) uzaymin elemanlarn da aym sekilde bir temsile
sahiptir. Yaniherx € £, (X, f) i¢in (SF (x) : F' € F) aggnn £, (X, f)’in paranorm

topolojisinde x noktasina yakinsadigini gosterecegiz.

Teorem 2.2.4. Her birz € L, (X, f),

r= > Ij(zy)

(4,4)eF
seklinde temsil edilebilir. Burada
Lij: X = L, (X, [)

Li(t) =y 3y =1t yu=0,(k1)#(ij) ise
ile tanimlanmaktadar.

Ispat. Gosterecegiz ki verilen her € > 0 icin bir Fy = F, (¢) € F vardir 3 Fy C F
oldugunda P (z — Sp (x)) < £'dur.
I;;lerin tanimindan
Sk Ly (X, f) = Lu (X, )
Sp (i) =z , eger (i.j) € F ise
Sp(xij) =0 , eger (i,j) ¢ F ise
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seklinde belirli bir fonksiyondur.

Pa-Sr@)= ¥ |

(i,)ENXN

= 2 fll=yl)

(4,7 ) ENXN\ F

)

zij — {SF (x)}zj

r € L, (X, f)oldugunda > f(||zi;]|) < oo’dur. O halde € > 0 igin bir Fj (¢)

(4,4)ENXN
vardir 5 > f(llzi;l) < e kalir. Buradan her F' D Fy icin
(4,§)ENXN\Fy
> flllziyl) = P(Sp(z) —2) <e
(i,/) ENXN\F
kalir. Buise, (Sp (z) : F € F) agmn x noktasina yakimsadigini gosterir. O

W

X birimli bir Banach Cebiri ise ve X’i cebir yapan ¢arpma iglemi “.” ile gosterilirse

L, (X) uzay1 da koordinatsal ¢arpma iglemi,
TOY =2 3 2= Tp Yk

islemi ile bir cebir yapisina sahiptir. Bu durumda £, (X)’de e vektorleri
e =

seklinde tanmimlanabilir. Burada 1, X’in carpmaya gore birimidir. Bu durumun

onemli bir avantaji ise daha once tanimladigimiz

operatorlerinin e” elemanlarina denk olmasi ve
L (t) =t e?
seklinde temsil edilmesidir. Burada
H: X x L, (X)— L, (X)

islemi

(t,y) =ty =2< 2z, =ty
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seklinde tanimlidir.

X, L, (X) icerisindeki altuzaylara denktir. X birimli Banach Cebiri ise £, (X, f)
de aym geyleri saglar.

Burada denklikten kasit I;; — e” doniigtimlerinin bir izometrik izomorfizm

olmasidir.

Tanim 2.2.2. F C § olmak tizere her x € E i¢in

_ ki
T == THe

ise E’ye bir AK (r) uzayr denir.

Ozel olarak E C Q'nin bir AK (v) uzay1 olmasi icin gerek ve yeter sart her = € F
ve E’deki her siirekli P yarimormu icin
t

q
V5>O,3N€N9P<ZZXM@“) <e

k=ml=n

(t >m,q>n,m>N veyan > N)

kalmasidir [10].
Teorem 2.2.4’den dolayr £, (X, f) bir AK-uzayidur.
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BOLUM 3
DUAL UZAYLAR

3.1 Sirekli Dualler

Teorem 3.1.1. X bir normlu uzay ve f € L, (X) ise
f@) =229 ()], ¥ e M, (X)
seklinde yazhr. Bu halde, £, (X) = M, (X") olur.

Ispat. Lemma 2.2.1’den (Sg (z) : F) sonlu toplamlar ag1 z’e yakmsar. Burada,
=Y Ij(zy) € L,(X)dir. fe€ L, (X) iseozaman f'nin siirekliliginden

i,jENXN
fx) =22 (foly) (zij)
elde ederiz.
U:NxN-— X' U, =(fol;) olarak tanimlayalim. Bu iyi tamimhdir. Ciinki
V(i,7) € N x N igin
(@ DI < AL Il = 1A < o0
Wl = sup {|IW (i, )| : (¢,5) € Nx N} < [|f]]

oldugunu biliyoruz. O halde ¥ € M, (X') dir.
Ustelik,

1 @I < |33 (@)
< 3 1l )
<[]l -1l
dir. Buradan
A<Ml = 11 < 115

elde edilir. O halde ||¥|_ = || f]| dir.
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T:L,(X)— M, (X

izometri tamimlayabiliriz oyle ki Ty = ¥ olur.

Her ¥ € M,, (X’) i¢in £, (X) tizerinde bir f lineer fonksiyonelini
f@) =22 ennYis (245)
ile tanimlayabiliriz. Bu halde, Ty = ¥ olur. Ciinktu ¥;; = f o I;; ve T siireklidir.
Ciinkii | f (2)] < [[W]l - [l]], dir,

T iizerinedir. Dolayisiyla T bir denkliktir. Yani T, £, (X) den M, (X')’ve bir

lineer izometridir. O

Teorem 3.1.2. £, (X, f) = M, (X') dar.

Ispat. z € £, (X, f) noktasmm, = = > Lij (zij) seklinde bir temsile sahip
oldugunu daha énce gérmiistikk. Buna gore; g € L, (X, f)" lineer fonksiyonelini
x noktasma uygulayarak g (x) = >, . (g o I;j) (xi;) yazabiliriz. Burada g ve I;;’lerin
strekliliginden dolay1 gol;; stireklidir. Simdi ¥;; = gol;; doniisimini tamimlayalim.
Bunlar yardimiyla
U :NxN-— X'
(4,5) = Wy
cift dizisini tanimlarsak her bir W,;'nin siirekliligi ¥'nin iyi taniml oldugunu garanti

eder. Burada,
103511 = llg o Lijll < llgll 112351 = llgl (3.1.1)
oldugundan V¥,;; € X”dir. Simdi ¥ nin M, (X’)’de oldugunu gosterecegiz. Acik

olarak,
9 (@) <> llg o Il llal
i
= > 15 s
i
<) D Nl
i

= ¥l -1l
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olup, buradan ||g|| < [|¥|_ vyazariz. Ayrica (3.1.1)'den ||V]__ < |lg|| oldugu
agikardir. Yani || U] = ||g[/’dir. Bu bize

T:Ly(X, f) = M, (X'), Tg=1¥

doniigiimiintin bir izometri oldugunu verir. Ayrica bu doniigtimiin lineer oldugu agik

olup her g, h € L, (X, f) icin
T(g)=T () =T(g=h)ll=llg=hll=0<=g=nh

oldugundan T birebirdir. Yani, 7 icine bir izometridir. O halde, £, (X, f),
M, (X’)'nilin bir altuzaymma denktir. Diger taraftan, £, (X, f) C £, (X) oldugundan
L,(X,f) D L,(X) = M, (X')Vdir. Yani, T érten olup Ly (X, f) = M, (X')'dir.

[

Burada X = C alnirsa £, (f) = M, elde edilir.

Teorem 3.1.3. f ozdeslik fonksiyonundan farkh, simirsiz bir modilis fonksiyonu

ise L, (X, f) lokal konveks degildir.

Ispat. £, (X, f) uzaymmn D = {z: P () < 1} birim yuvarm diigiinelim. Burada

P(a) =5 f (lul).

i=1j=1
D birim yuvari, sifir1 kapsayan

{z:P(z) <1}

agik ciimlesini ihtiva ettiginden L, (x, f)’de sifirin bir komgulugudur. D’nin sifirin

hi¢bir konveks komgulugunu igermedigini gosterecegiz. N, sifirin bir konveks komsgulugu

olsun. Bu durumda N, bir § > 0 i¢in
{z: P(z) <4}

yuvarini ihtiva eder. f’nin simirsizhigindan f (§) = § olacak sekilde bir £ > 0
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segebiliriz. Simdi

00 - 0

0O 0 - 0
L (t) =

00 - t

0 0

icerme dontigiimlerini diizenleyelim.
Uj€ Sy ,Se={xeX:|z|| =1}
olmak tizere her (4, j) icin I;; (£U;;) € N'dir. Cunki
P (I (§Uy)) = f(1€U5]) = f(§) =0
oldugundan
I;; (§Uy) € {z : p () < 6}

olur.

Lemma 1.1.1°den dolay1
1
f (i) > —
mn mn

olacak sekilde m,n € Z* secebiliriz. N konveks oldugundan

Euin  Euia §uin 0
mn mn mn
T = Li Xn:_[ (£U) — fuml gqu .. gumn 0
0 0
0 0

seklinde olugturulan z, N’dedir. Fakat

Pw=E5r (|52

i=15=1 mn

)

£ (f) - ()

oldugundan = ¢ D olur. Yani, N C D olamaz. Bu, 0 mn komsgulugu olan D’nin
konveks bir komguluk icermeyecegini gosterir. O halde, £, (X, f) lokal konveks

olamaz. []
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3.2 Kothe Toeplitz Dualler

Bu boliime 6ncelikle skaler degerli bir F ¢ift dizi uzayimmn E* a—dual ve E°®)

B (v) —dual uzay tammlarini hatirlamakla igse bagliyoruz.

B = {(aij) € | Ve e B 1(;1n Z |aij3:ij] < OO}

i’j

ve

1,]

BB — {(%’j) €Q|VreFEignV — Zaz’sz’j mevcut}

Simdi de vektor degerli ¢ift dizi uzaylart i¢in yukaridaki tamimlarin karsiligini

verecegiz.

Tanim 3.2.1. E, Q(X)’in bos olmayan bir altcimlesi olsun. E nin a— dualini

B — {(pnk) c0 (X') cherx € E icin Ek | Pk (Tni)| < oo}

ve v ¢ift diziler i¢in herhangi bir yakinsaklk ¢esidi olmak tizere E 'nin (3 (v) —dualini

EB) — {(pnk) e (X/> cherx € E ig¢in v — Y pnk (Tnx) mevcut }
n,k
olarak tanmimliyoruz.

Yukaridaki tanimda X = C alimirsa skaler cift dizi uzaylarinin  a—dual ve
B (v) —dual uzay tanimlarim elde ederiz.

Daima E® C E°®)dir. Ayrica 6 € {a, 3(1)} olmak iizere, E C F C Q(X) iken
E% D F%dur.

Tamim 3.2.2. E*® = (E*)® olmak tizere, E = E*“ ise E ye perfekttir denir. Dikkat
edilirse E* C ) (X’) oldugu gorulir. O halde, E** C 2 (X”) kapsamasi mevcuttur.

Tamm 3.2.3. X, bir normlu uzay ise X ve X birer Banach uzaydir. Ayrica her
xr € X i¢in
T:X —C, Z(f)=f(z)

fonksiyonu lineerdir. Ayrica her x € X i¢in T streklidir. Gercekten de

(/)

=[f @[ < [IA1- 11X
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olup,

1zl < [l
esitsizligi gecerlidir. Burada T € X ’ler vasitaswyla tansmlanan
kX — X"
x—k(x)="1
doniisiimiine X 'in X" icerisine dogal gémiilmesi denir [1].

Onerme 3.2.1. X normlu bir uzay olmak uzere yukaridaki gibi tamimlanan k kanonik

dontigtimi, igine bir izometrik izomorfidir [1].

Tanim 3.2.4. X bir normlu uzay olmak tzere k dontsumi orten ise yani
E(X)=X

ise X wzaymna yansimalidur denir [1].

Yansimali bir normlu uzay tamdir, yani Banach uzayidir.

Skaler terimli dizi uzaylar1 i¢in A C A** oldugunu biliyoruz. Eger X yansimali

bir normlu uzay ise £ C Q (X) olmak iizere E C E, (§ = a, 3 (v)).

Onerme 3.2.2. X yansumal bir normlu uzay ise E C (X) idgin E° = E%° olur.
(0 =a,f(v))

Ispat. Yukarida X yansimali bir normlu uzay ise E C Q (X) olmak iizere E C E%
(0 = a, B (v)) oldugunu sdylemistik. O halde

E% C E° (3.2.1)

yazabiliriz. X yansimali ise X de yansimali olacagindan E? C (X /) icin de
B’ C (E%)” = B (3.2.2)
elde ederiz. (3.2.1) ve (3.2.2)den E° = E°? yazarz. O

Tamim 3.2.5. £ C Q(X) bir ¢ift dizi uzayr ve v = (x,,) € E keyfi olsun. Her
(pnr) € Q(X') igin
‘pnk (ynk>| < |/)nk (Ink)|

iken y = (ynx) € E oluyorsa E ye normaldir denir.
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Simdi [14]’de verilen bazi sonuglar vektor degerli ¢ift dizi uzaylar igin ifade

edecegiz.
Onerme 3.2.3. \ bir normal dizi uzays ise X (X) C Q(X) de normal olur.

Ispat. A\ bir normal dizi uzay1 olsun. 2 € A(X) ve her (gu) € Q (X)icin

|9k (Ynk)| < |gnk (Tnr)| olsun. Hahn-Banach Teoremi'nden her k igin

houke (Yn) = lymicll ve [[hnkll = 1

olacak gekilde bir h,, € X’ mevcuttur. h,; elemanlariyla olugturulan (h,;) €
Q (X ') icin de
olur. Yani

1Ykl < [nge ()|

< [kl Nkl = llznk

olur. (||z,i]]) € A ve A normal oldugundan ||y,x|| € A yani

y = (ynr) € M(X)
ve dolayisiyla A (X) normaldir. O
Sonug 3.2.1. L, (X), M, (X),® (X) ve Q(X) uzaylars normaldir.
Teorem 3.2.1. X yansvmali bir normlu uzay olsun. E C Q(X) perfekt ise normaldir.

Ispat. E perfekt ise E = E*dir. & = (z,) € E ve her (gn) € Q (X') igin

olsun. z € E ise E = E°® oldugundan z € E** C Q(X") = Q(X) olup her
(gnk) € B* igin

Z |gnk (xnk>’ < 0

n,k

olur. |gnk (Ynk)| < |gnk (znr)| oldugundan

Z |gnk (ynk)| < 0.
n,k
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Bu ise

Yy = (ynk;> e E*=F
sonucunu verir. O halde F normaldir. ]

M. Zeltser’in verdigi Tanim 1.3.6’daki monotonluk tanimini, agagidaki sekilde X

degerli dizi uzaylarina genisletebiliriz:

Tanim 3.2.6. E C Q(X) olmak idizere E’den alinan her x = (xy) ve her y €

{0, 13 igin 2.y = (z.yw) € E olmast durumunda E 'ye monotondur denir.

Teorem 3.2.2. E C Q(X) c¢ift dizi uzayr normal ise monotondur.

NzN

Ispat. z = (xnk) € E,y = (ynr) € {0,1} olmak {lizere z = (z,x) dizisini z,; =

Tpk-Ynk ile tamimlayalim. {0, 1}NxN’in tanimi geregi y dizisinde ancak birbirinden
farkli sonlu sayida terim sonsuz defa tekrarlanmaktadir. Bu terimler iy, po, ..., tin
olsun ve

p=max{|u;|:1<i<n}

diyelim. Her bir |y, | < p oldugu asikardir. Ayrica her (g,x) € Q (X /) icin

olup E’nin normalliginden z € E elde edilir. Bu ise E’nin monoton oldugunu

gosterir. O

Uyar: 3.2.1. Skaler halde bir dizi uzayinin perfektligi, normalligini ve normalligi
de monotonlugunu gerektirmektedir. Vektor degerli dizi uzaylar: i¢in bu gerektirme

ancak X in yansimaly bir normlu uzay olmast halinde gegerlidir.

Sonug 3.2.2. L, (X), M, (X),¢(X) veQ(X) wzaylarimn Sonug 3.2.1’den normal

oldugunu biliyoruz. O halde bu uzaylar ayni zamanda monotondur.
Teorem 3.2.3. E C Q(X) monoton bir ¢ift dizi uzay ise B = EP®) dir.

Ispat. Bunun icin, E°®) ¢ E* oldugunu gostermek yeterlidir. (gnz) € E®) ise

U = gnk (Tpx) her (x,) € E i¢in mevcuttur. Jimdi
n,k

[9nk@ni)l . Gnk (Znk) 7 0

0 sy Ynk (ajnk) =0
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dizisini tammlarsak E monoton oldugundan z = (z,;) € E’dir. O halde,

U= Zgnk (an)

n,k

da mevcuttur.

0= gk (o) = O o (%)

n,k=1 n,k=1

= >, 5 0nk (Tnk) = D2 |Gk (Tn)]
nk=1 9nk (Ink’) n,k=1

olup, (gnx) € E*’dur. O

Sonug¢ 3.2.3. L, (X),M,(X),¢(X) ve Q(X) wzaylarmin  a—dualleri ve
B (v) —dualleri ¢akigiktor.

Teorem 3.2.4. L, (f) c¢ift dizi uzayr normaldir.

Ispat. 2 = (z.:) € L, (f) olsun. Bu halde, > ong S @ax]) < oo'dur. |ynr| < [

ise f'nin artanhgindan

F(lynel) < f(lznil)
:>Zf(\ynk’) < Zf(’xnkD < 0

n,k
elde dilir. Buise y = (yux) € Ly, (f) olmas: demektir. O

Sonug 3.2.4. L, (f) ¢ift dizi uzaye monoton olup Ly (f)* = Ly (f)*") = M, ‘dur.

Sonug 3.2.5. Onerme 3.2.2°den dolay Ly, (f) normal oldugundan Ly, (X, f) de
normaldir.  Dolayswyla L, (X, f) aym zamanda monoton olup «—dualleri ve

B (v) —dualleri ¢akisikter. Yani, Ly (X, f)* = Ly (X, f)°™).
Teorem 3.2.5. \ normal bir skalar ¢ift dizi uzays ise A (X)" = \* (X’).

Ispat. (fu.) € A (X') = (I far]) € A¥dir. O halde, her (Uy) € A igin

D e |kl [Uni| < 00
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dur.

Diger taraftan, her = (z,) € A (X) icin (||znk]]) € A olup,

2 [ @) <320 4 kel Nl ]| < 00
elde edilir. Yani, (fnr) € A (X)“dir.
Tersine (f,r) € A (X)® olsun. (|| fuxl|) nin tamimindan herbir £ i¢in
olacak gekilde bir (y,x) € X vardir. Her (Uy,x) € A i¢in
Znk = Unk-Ynk
ile z = (zpx) dizisini tammlarsak z € A (X) olur. Ciinkii
2kl = Ttnk| - |yl < [l

olup A uzaymmm normalliginden (||z,x||) € A’dir. O halde

2o el umie] <2375 3 tmi| - | frke (Y|
= QZn,k | frur (UnkYni)|
=23k [k (2nr)| < 00
olur. Yani, (|| fux]|) € A* olup (fur) € A (X') elde edilir.
Sonug 3.2.6. X yansimalr bir normlu uzay olmak tzere
Lo(X)® = Lo (X)P¥) = M, (X)
dar.
[14, sf.68]’de verilen teoremin 6zel bir halini verelim.

Teorem 3.2.6. X\ normal bir ¢ift dizi uzay: ise

!

AX, ) = MX, )PP = (M) (X)
dar.

Sonug 3.2.7. Teorem 3.2.6’de A = L,, alinirsa

!

Lo(X, )* = Lu(X, f)P@ = (Lu(£)(X
- M, (X)

)

elde edilir.
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