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Giivenilirlik analizinde Omiirleri modellemede yaygin olarak kullanilan
gamma, Weibull ve iistel dagilimlara alternatif olarak yeni dagilim tiirleri
gelistirilmistir. Son yillarda Omiirleri modellemede {istel dagilimin farkli bir
genisletilmesi olan genellestirilmis iistel dagilim kullanilmaktadir. Ote yandan,
genellestirilmis ters dstel dagilim ise genellestirilmis iistel dagilimin bir
dontlistimiidiir. Bu calismada once genellestirilmis ters tistel dagilimin 6zellikleri
detayli incelenmisg, sonra bu dagilim giivenilirlik analizinde sik¢a kullanilan ¢esitli
veri kiimelerini modellemede kullanilmis ve diger dagilimla karsilagtiriimalari
yapilmistir.
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New distributions have been developed as an alternative to commonly used
models such as gamma, Weibull and exponential distribution, in modelling lifetime
data in reliability analysis. Recently, a new distribution called the generalized
exponential distribution, as an alternative generalization of the ordinary exponential
distribution is used in lifetime modelling. On the other hand, generalized inverted
exponential distribution is a transformation of the generalized exponential
distribution. In this thesis, firstly the distributional properties of the inverted
generalized exponential distribution are investigated in detail and then secondly the
distribution is used to model some well-known real data sets in reliability literature,
and is compared to commonly used models.
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1. GIRIS Goknur AYKANAT

1. GIRIS

Gamma dagilimi ve Weibull dagiliminin giivenilirlik analizinde yasam
stirelerini modellemede kullanildig1 iyi bilinmektedir. Fakat her iki dagilimin da bazi
dezavantajlar1 vardir. Gamma dagilimmin en biiylik dezavantaji eger sekil
parametresi bir tam say1 degilse kiimiilatif dagilim fonksiyonunun ve tehlike
fonksiyonunun kolayca hesaplanamayacagidir. Gamma dagiliminin aksine Weibull
dagilimmin kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve tehlike fonksiyonu kolayca
hesaplanabilmektedir. Sekil parametresi 1 den biiyiik oldugunda her iki dagilimin da
tehlike fonksiyonu artandir. Fakat Weibull dagilimminki O dan sonsuza kadar artis
gostermektedir ki bu 6zellik modellemede bazi durumlarda uygun olmayabilir. Sekil
parametresi 1 oldugunda her iki dagilim da tistel dagilima indirgenir.

Gamma ve Weibull dagilimina alternatif olarak genellestirilmis iistel (GED)
dagilim Gupta ve Kundu (1999) tarafindan tanimlanmistir. GED in olasilik yogunluk

fonksiyonu x> 1, @ >0 ve 4 >0 olmak lizere
f i) == (1= mhyat e tmuls (1.1)

olarak verilmektedir.

Bu dagilim parametrelerinin 6zel durumlarinda {istel dagilimi icermektedir ve
istel dagilimdan daha esnektir. Ayrica gamma ve Weibull dagiliminin bir takim
dezavantajlart bu dagilimda goriilmemektedir. Genellestirilmig tistel dagilimin
dagilimsal ozellikleri bir ¢ok yazar tarafindan c¢alisilmis ve bu dagilim Omiirleri
modellemede kullanilmistir (Gupta ve Kundu, 2007).

Son olarak Nadarajah ve Haghighi (2011), iistel dagilimin bir baska
genellestirmesini tanimlamistir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu x >0

a >0 ve 1 >0 olmak tizere

g(x;a, 1) = ad(l+ Ax)? ! (A" (1.2)
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olarak verilmektedir.

Abouammoh ve Alshingiti (2009), X genellestirilmis tistel dagilim olmak
lizere 1/ X doniisimii yaparak genellestirilmis ters iistel dagilimi tanitmis ve bunun
yasam analizinde Lin ve ark. (1989), tarafindan calisilan ters iistel dagilimin bir
alternatifi olabilecegini belirtmistir. Genellestirilmis ters iistel dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu x >0 a >0 ve 4 >0 olmak {izere
1 _
fa ) =ai—e 1= ] (1.3)
X

seklindedir.

Her ne kadar dagilimin yasam analizi terimlerinde baz1 &zellikleri
Abouammoh ve Alshingiti (2009) ve Krishna ve Kumar (2012) tarafindan verilmis
olsa da bu calismada ek olarak dagilimin yogunlugunun sekilleri, momentleri,
carpiklik ve basiklik durumlari, sira istatistikleri, vs. gibi dagilimsal 6zellikleri de
incelenmistir.

Bu calismada ikinci boliimde gilivenilirlik teorisindeki temel kavramlar
ayritili olarak incelenmistir. Uciincii béliimde genellestirilmis ters iistel dagilim
tanitilarak ozellikleri verilmistir. Daha Onceki calismalara ek olarak stokastik
siralama Ozellikleri ve yogunluk fonksiyonunun asimptotik acilimi gelistirilmistir.
Dordiincti boliimde genellestirilmis ters iistel dagilimin 6miir dagilimi olarak
incelemesi yapilmistir. Ayrica ilerleyen Il tip sansiirlii 6rneklemenin bu dagilimla
genel tanimlar1 verilmistir. Besinci boliimde ise ornek iki veri kiimesi alinarak bu
dagilimla modelleme yapilmistir. Parametre tahminleri farkli yontemlerle incelenmis
ve genellestirilmis ters {istel dagilim diger Oomiir dagilimlar ile karsilastirilarak

kuvvetli ve zay1f yonleri ortaya konmustur.
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2. GUVENILIRLIiK TEORISINDEKiIi TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Giris

Giivenilirlik, bir nesnenin tanimlanmis bir amaci belli bir zaman araliginda,
tam olarak yerine getirme olasiligidir (Bentley, 1993: Andrews ve ark. 2002).
Giivenilirlik teorisinde, stirekli dagilimlar zamana karg1 dayanma siiresi gibi herhangi
bir deger alan degiskenleri modellemek i¢in kullanilir (Moss, 2005).

Bir¢ok alanda yaygin olarak kullanilan istatistik bilimi, giivenilirlik teorisinde
olasilik dagilimlariyla birlikte Onemli bir yer edinmistir. Olasilik dagilimlari
sistemler, alt sistemleri veya bilesenleri i¢in zamana karst bozulma ya da arizalanma
modelleri olarak yaygim bicimde kullanilirlar (Hahn ve Shapiro, 1967: Bentley,
1993). Bir sistemin yasam stiresi; liretim miktari, iretim i¢in kullanilan madde veya
cevresel kosullardaki degisim gibi bircok faktore baglhdir. Once sistem ya da
sistemin bir alt sistemi veya sistemin bir bileseni icin siire bir rastgele degisken
olarak alinarak zamana karsi bozulma ya da arizalanma i¢in uygun bir olasilik
modeli olusturulur. Sonra olusturulan olasilik modelindeki parametreler tahmin
edilir. Ayrica olusturulan olasilik modellerinin sag kalim (survival) fonksiyonu,
tehlike (hazard) fonksiyonu gibi baz1 6zellikleri incelenir (Meeker ve Escobar, 1998).

Bu boliimde giivenilirlik teorisindeki temel kavramlar verilecektir.
2.2. Temel Kavramlar
T negatif olmayan rastgele degiskeninin bir par¢anin tiikenmislik siiresi ya da

Omrilinli temsil ettiini varsayalim. Parcanin ¢ siiresine kadar yasayacak olmasi

olasilig, ¢stiresinde o parcanin giivenilirligi (reliability) olarak adlandirilir ve

R(t)=P(T>t)=1-F(t), t >0 (2.1)
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ile tanimlanir. Burada F (t), T nin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur. Eger 7', mutlak
stirekli bir rastgele degisken ve f (t) onun olasilik yogunluk fonksiyonu ise o zaman

T nin tehlike fonksiyonu ya da tiikenmislik hizi (hazard rate) h(t) asagidaki gibi

tanimlanir:

L PE<T<t+AYT >t} f(¢)
h(t)= lim v ='%0) (2.2)

Bu yiizden P(T > t) olasiligi, 6mriin bir ¢ esik degerini asmasi olasilig1 olarak ifade
edilir. P{ZS T<t+NT> t}, parcanin ¢siire kadar yasadigi bilindiginde bir Af

stiresindeki yasamasi olasiligidir. Asagidaki

P{t<T <t+At/T >t}
At

(2.3)

orani limit alinarak olasiliktaki degisim hizi yani 6liim ya da tiikenmislik hiz1
6lciildiiglinden tehlike fonksiyonu veya tiikenmislik hiz1 olarak adlandirilir. (2.2) ile

verilen esitligin ispat1 agagidaki gibi verilebilir.

. P(t<T<t+ M) (T > 1))
he) = lim : P(;Ztt)At t

. P(t<T<t+Ar)
= lim
ai-0 (1—P(T < t))At

. F(t+At)-F(t)
e (1= F(0)Ae

lim F(t+ At)-F(z)
A0 R(t)At
i S+ A) 1)

B At—0 R(Z) - R(t) (24)
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Ayrica f(t) ve h(t) arasinda asagidaki matematiksel iliskiler vardir:

) R0)= R0 2 p )= 1) 25)
2) %log R(r)= %(;)) - _szt(;) = —h(t) 2.6)

t

3) logR(x)|;— Jh(x)dx ve log R(0)=1log(l1 - F(0))= 0 oldugundan

0 o

logR(t) = —j h(x )dx (2.7)

bulunur, yani

—jh(x)dx

R(t)=e? (2.8)

elde edilir.
—j.h(x)dx
4) £(t)=h(t)e ° (2.9)
R(t)= M ve R(t)= eih(X)dx oldugundan eih(X)dx = & yani
h(t) h(t)
—jh(x)dx

f(e)=h(e)e ® (2.10)

elde edilir.
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Yukaridaki sonuglardan tehlike hizinin 6miir dagiliminin olasilik yogunluk
fonksiyonundan elde edilebilecegi goriiliir. Boylece omiirle iliskili olasilik yogunluk

fonksiyonu ile tehlike hiz1 birbirlerinden elde edilebilirdir.
2.3. Tehlike Fonksiyonu Tipleri

Omiir modelini secerken tehlike fonksiyonunun seklini diisiinmek Omiir
verilerinin analizinde yardimci olur. Uygulamada kullaniglh tehlike fonksiyonlarr dort

tiptir.

1) Sabit Tehlike Fonksiyonu

2) Artan Tehlike Fonksiyonu

3) Azalan Tehlike Fonksiyonu
4) U-Sekilli Tehlike Fonksiyonu

Simdi bu tipleri tek tek kisaca agiklayalim.
2.3.1. Sabit Tehlike Fonksiyonu

Eger parganin tlikenmislik hiz1 yasindan bagimsiz ise tehlike fonksiyonu
sabittir. Bu durumda kullanilmis bir parcanin tiikenilmislige olan egilimi yeni bir
parcaninki gibidir. Ornegin bir tabagin tiikenilmisligi kazara kirilmas1 sonucu olur.
Bu yiizden bir tabagin tiilkenmislik hizi, yeni ya da kullanilmis fark etmez, sabittir.
Sabit tehlike fonksiyonlu bir 6miir dagilim1 6rnegi olarak iistel dagilim verilebilir.

2.3.1.1. Ustel Dagilim

Ustel dagilimin dagilim fonksiyonu (kdf)

t
Fop()=(=e %), 120, >0 2.11)
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ve olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf)

t

fEXP(t):%eﬂ, t>0,1>0 (2.12)

olup burada A Olgek parametresidir.

Ustel dagilimin tehlike fonksiyonu,
1
h(t)=;,t>0,l>0 (2.13)

seklinde elde edilir. 2 =2.5 icin A(t) ve f(¢) nin grafikleri Sekil 2.1. ve Sekil 2.2.

de verilmistir.

1.0

0.6

1)
04

00

Sekil 2.1. Ustel dagilimin tehlike fonksiyonu
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Sekil 2.2. Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu Sekil 2.2.”den goriildiigii gibi

azalan bir egridir.

2.3.2. Artan Tehlike Fonksiyonu

Bir ¢ift ayakkabi veya bir mobilyanin tiikenilmisligi kullanim sonucunda
zamanla artar. BOyle parcalarin tilkenmesi i¢in temel sebep eskimedir. Bu pargalarin
Omiir dagilimlar1 artan tehlike fonksiyonuna sahip uygun modellerdir. Artan tehlike
fonksiyonuna sahip bir dmiir dagilim 6rnegi olarak sekil parametresi 1 den biiyiik

olmak kosulu ile Weibull dagilimi verilebilir.

2.3.2.1. Weibull Dagilimi

Weibull dagilimi iistel dagilimli bir rastgele degiskenin bir kuvvet doniistimii

olarak karsimiza ¢ikar. Buna gore
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X ~EXP (/1) olmak tizere T = X" rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

foe)=A" e [ 150, 7,450 (2.14)

seklindedir. Olasilik yogunluk fonksiyonu bu sekilde olan bir 7 rastgele degiskenine
Weibull dagilimina sahiptir denir. Burada p sekil parametresi, A Olcek

parametresidir.
Weibull dagiliminin tehlike fonksiyonu

Wt)=2"", >0, 1>0, y>0 (2.15)

seklindedir.  >1 i¢in bu tehlike fonksiyonu artandir. A =2 vey =1.5 igin h(t) ve
f (t) nin grafikleri Sekil 2.3. ve Sekil 2.4. de verilmistir.

10

h(t)

Sekil 2.3. Weibull dagiliminin tehlike fonksiyonu
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N
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o _
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I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

X
Sekil 2.4. Weibull dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

Weibull dagiliminm olasilik yogunluk fonksiyonu tek tepelidir. Once artar

daha sonra azalir.
2.3.3. Azalan Tehlike Fonksiyonu

Azalan tehlike fonksiyonu olduk¢a nadirdir ve ameliyat sonrasi bir hastanin
iyilesme periyodu olarak orneklendirilebilir. Periyodun baslangicinda tehlike hizi
cerrahi siiresince olasi dikkatsizlikten veya cerrahi sonrasi olas1 enfeksiyonlardan
dolay1 yiiksektir. Cerrahi siirecten sonra hasta giiclendik¢e hayatta kalabilme stiresi
uzar. Boylece tehlike hizi hasta iyi olana kadar azalir.

y <1 i¢in Weibull dagilimi azalan tehlike fonksiyonuna sahiptir. 1 =2

vey =0.5 igin A(t) ve f(¢)’nin grafikleri Sekil 2.5. ve Sekil 2.6.” da verilmistir.

10
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06 08 1.0

0.4

0.0
I

Sekil 2.5. Weibull dagiliminin tehlike fonksiyonu

f(x)

I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

X
Sekil 2.6. Weibull dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu
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2.3.4. U-Sekilli Tehlike Fonksiyonu

Bir U-sekilli tehlike fonksiyonu farkli zaman periyotlarinda yukarida
bahsedilen iig tip tehlike fonksiyonundan olusur. Bebek 6liimleri veya imalat hatalari
sonuglart bir elektronik bilesenin tehlike hizi baglangigta yliksektir ve baslangic
periyodundan itibaren kademeli olarak azalir. Baslangigcta tiikkenme tehlikesi
azalirken takip edilen periyotta sabit bir diizeye indirgenir. Bu siradan bir yasam
periyodu olarak adlandirilir. Bir periyot siire gectikten sonra da bilesen, yaslanmaya
ya da eskimeye maruz kalarak tilkenme hiz1 artar. U-gekilli tehlike fonksiyonuna bir
ornek olarak Chen (2000) tarafindan tanimlanan iki parametreli dmiir dagilimi 6rnegi

verilebilir.

2.3.4.1. Chen (2000) in ki Parametreli Omiir Dagihm

Chen (2000) tarafindan Onerilen Omiir dagilimimin olasilik yogunluk

fonksiyonu

folt)= ﬂﬂtﬂ’le’ﬁeﬂ(lielﬂ), t>0,1>0, >0 (2.16)
seklinde ifade edilir.

Tehlike fonksiyonu

h(e)=AB""e” >0, A>0, B>0 (2.17)

olarak hesaplanir. 4(z), B <1 icin U-sekilli iken aksi durumda artandir. 1 =5.5 ve
B=0.7 igin, h(t) ve f(t) nin grafikleri Sekil 2.7. ve Sekil 2.8.” de verilmistir.

12
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15 20 25
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t
Sekil 2.7. Iki parametreli miir dagiliminin tehlike fonksiyonu

12

10

f(x)

I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
Sekil 2.8. Iki parametreli 6miir dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu
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3. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIM VE OZELLIKLERI
Goknur AYKANAT

3. GENELLESTIRILMiS TERS USTEL DAGILIM VE OZELLIiKLERi
3.1. Giris

Bu boliimde ters tistel dagilimin genellestirilmis bir versiyonu ele alinacaktir.
Bu Omiir dagilimi hata hizlarinin sekillerini ve bdylece yaslanma kriterlerinin g¢esitli
sekillerini modellemeyi yapabilir.

Bu dagilim ters fistel dagilimin iki parametreli kullanigli bir baska
genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir. Bu boliimde genellestirilmis ters iistel
dagilimmn (GIED-Generalized Inverted Exponential Distribution) dagilimsal
ozellikleri verilecektir. Dagilimin giivenilirlik ve parametrelerini hesaplamak i¢in en
cok olabilirlik tahmin yontemi, en kiigiik kareler tahmin yontemi, agirlikli en kiigiik

kareler yontemi ve momentler yontemi uygulanacaktir.
3.2. Ters Ustel Dagihm (Inverted Exponential Distribution-IED)

Ustel dagilm  giivenilirlik  teorisinde belli durumlarda kullamlan

dagilimlardan bir tanesidir. Cilinkii bu dagilim sabit tehlike hizi ve belleksizlik
1
ozelligine sahiptir. Eger X rastgele degiskeni listel dagilima sahip ise T =}

rastgele degiskeni de ters iistel dagilima (IED) sahiptir. Bu dagilim bir¢ok yazar
tarafindan calisilmistir. Ornegin Killer ve Kamath (1982), ayrica Duran ve Lewis

(1989), ters gamma dagilimu ile birlikte bu dagilimi ¢alismustir.

Ters iistel dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonu

A

Foy()=(1-e '), 120, 2>0 (3.1)

seklinde elde edilir. Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

15
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Goknur AYKANAT

A

f,ED(t):%e_f, t>0,1>0 (3.2)
olarak elde edilir.
3.3. Genellestirilmis Ustel Dagihm (Generalized Exponential Distribution-GED)
Genellestirilmis tistel dagilim Gupta ve Kundu (1999) tarafindan 6nerilmis ve

tistel, gamma, Weibull gibi 6miir dagilimlarinin bir alternatifi olarak tanimlanmustir.

Genellestirilmis tistel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu

o—1

fomp =il e™, x20, a,4>0 (3.3)

seklindedir.

Genellestirilmis iistel dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonu
Fo,(x)=(1-e™)", x>0, a,A>0 (3.4)
olarak bulunur.

Genellestirilmis tistel dagilim « =1 durumda iistel dagilima indirgenir. Gupta

ve Kundu (2001) de bu dagilimin parametre kestirimlerini ¢alismistir.

3.4. Genellestirilmis Ters Ustel Dagilim (Generalized Inverted Exponential

Distribution-GIED)’1n Tanim

Genellestirilmis ters iistel dagilim asagidaki stokastik bagintiyla tanimlanir

(Abouammah ve Alshingiti, 2009).

Y ~GED ise X:%~GIED

16
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Goknur AYKANAT

Bu kisimda GIED dagiliminin 6zelliklerini detayl bir sekilde ele alacagiz.
3.4.1. GIED in Olasilik Yogunluk Fonksiyonu ve Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu

Yukarida GIED in tanimindaki fonksiyonel iliskiye gére X in kiimiilatif

dagilim fonksiyonu

F.(x)=P(X <x)

=P(%Sx)
:P(Yzl)
X

1

=1-P(Y <)

X

=1-(l—e )" (3.5)

olarak elde edilir.

X in olasilik yogunluk fonksiyonu

A2
OFe(X) 021y 1o x20, Aa>0 (3.6)

o X
seklinde bulunur.
Genellestirilmis tstel dagilm GIED(a, A) ile gosterilir. Burada A 0lgek
parametresi, & sekil parametresidir. « =1 i¢in GIED, IED’ a indirgenir.
a=3, a=1, a=0.2 sekil parametreleri ve 4 =1 0Olcek parametresi icin

cizilen GIED in olasilik yogunluk fonksiyonlar1 Sekil 3.1. de verilmistir.

17
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~
N
o |
e
o |
o

—~

E o _
o
< |
o
N
(@]
o |
o

Sekil 3.1. Genellestirilmis ters tistel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonlari

GIED in olasilik yogunluk fonksiyonlari tek tepelidir. Once artar daha sonra

azalir.
3.5. GIED’in Dagilimsal Ozellikleri
3.5.1. Yogunluk Fonksiyonunun Asimptotik Acilimi

Ozellikle yaklasim teorisinde yogunluk fonksiyonlarnin asimptotik
formlartyla calisilir. Gilinlimiizde bilgisayarlarin  gelismis olmasindan  6tiirii
asimptotik degerler kolaylikla hesaplanabilmektedir. Bu kisimda GIED in olasilik
yogunluk fonksiyonunun asimptotik agilimi1 bulunacaktir.

a pozitif bir reel sayr ve |z<1 ise (l—z)O’:Z[

Jj=0

j(— 1Y z/ agilim

J

kullanilarak

18



3. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIM VE OZELLIKLERI]

Goknur AYKANAT
aﬂ _i a-1 _i
f(t)—tT(l—e ’J e’
o (- _l(]Jrl)
23 Meye
t j=0\ J
:ijfIED (t;/l(j + 1)) (3.7)

~.
Il
=1

w, = (HJ(— 1y -2 (3.8)

j+1

seklindedir. Boylece GIED in olasilik yogunluk fonksiyonu IED in olasilik yogunluk

fonksiyonlarinin bir lineer kombinasyonu olarak elde edilmis olur.
3.5.2. Kiimiilatif Dagilm Fonksiyonunun Stokastik Siralamasi

Parametreleri farkli ve aymi dagilimdan alinan orneklemlerin kiimiilatif
dagilim fonksiyonlarin1 daha ayrintili karsilastirmak icin daha fazla detayli bilgiye
ihtiya¢ duyulur. Stokastik siralama teorisi Bain ve Engelhardt (1991) ile Shaked ve
Shanthikumar (2007) tarafindan ayrintili olarak incelenmistir.

GIED durumunda kdf nin stokastik siralamasini incelerken genelligi

kaybetmeksizin 4 =1 almacaktir.

Teorem 1: Genellestirilmis ters iistel dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonu

stokastik azalandir.

o 2a,isel, S F, (3.9)

dir.

19
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Goknur AYKANAT
Ispat:
Y =i ve X ~ GED olsun.
X
F(v;e,)=P(Y < y3e1,)
1
=P }Sy,al
1
:P(XZ—,aIJ
y
=1—P(XS—;051J
_ —Fx[l;alj (3.10)
y

dir.

Genellestirilmis tistel dagilim stokastik artan oldugundan
. 1 1
a, 2 a, iken FX(—;alszX(—;az] (3.11)
y y
dir. Buradan,

I—FX(l;aljsl—FX(l;azJ (3.12)
Y y

(3.12) esitligi kullanilarak

FY()’;Oll)SFY(y;az) (3.13)

elde edilir. Boylece genellestirilmis ters iistel dagilim stokastik azalandir.

20
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Goknur AYKANAT

Teorem 2: Y ~GIED ve ¢, 2 «, ise F, (y;az)sz F, (y;al) dir.

Ispat: y e [O, F'(La, )], o, > a, igin

Fy(viar)) (3.14)

FY(y;az)

nin artmayan oldugunu gésterecegiz. Burada F, =1 F, dir.

Fy(y;al):(l—eyJ ve Fy(y;az):[l—ey} (3.15)

seklindedir.

:[l_e‘yJ (3.16)

olur. (3.16) esitliginin tiirevi alindiginda

FY(y;al) _ _ L 7% _ 7%
(—Fy(y;%)j = (o, al)yze (1 e ] (3.17)

elde edilir.

a, 2 a, ken a, —a; <0 oldugundan
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Goknur AYKANAT
(Mj <0 (3.18)
Fy (y; a, )
bulunur. Yani,
F(nia,) < Fy(nia) (3.19)

olur.

Teorem 3: Y~ GIED ve f,(yie), f,(y;,) meveut o, >a, ise
Fy(y;az)fRFy(y;al)dir'

fY(y;aZ)

Ispat: o, > «, iken
SrWie

artmayan bir fonksiyon oldugunu gosterecegiz.

frie)=" e{l - eyJ (3.20)
y

fy(y;a2)=a—§ey{1—ey} (3.21)
y

fY(y;az)_& _ _,lv o

fY(y;al) - o (1 ¢ J (322)

(fy (e, )] LGy al)ize{l _ ey} (3.23)
y

22
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Goknur AYKANAT
elde edilir
a, 2 a, iken a, —a, <0 oldugundan
Sy (y; Q, )
dir. Boylece
Fy(y;az)fRFY(y;al) (3.25)

olur.
3.5.3. Kantil Fonksiyonu ve Medyan
GIED in kantil fonksiyonu yani kiimiilatif dagilim fonksiyonun tersi

F'(y)=- A —, 0<y<l (3.26)

In(1-(1-y)*)

olarak ifade edilir.

1
y= ) icin dagilimin medyant

m=F" (—) (3.27)

- (3.28)
In(1-(0.5)«)
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Goknur AYKANAT
seklinde elde edilir.
3.5.4. Moment Cikaran Fonksiyon
X ~GIED ise X in moment ¢ikaran fonksiyonu
© s} aﬂ, 7& 7&
M(t) = E(e") = [e"f(x)dx = [e" “T(1—e ") e *dx, x20, a,A>0
X
0 0
(3.29)
seklinde tanimlanir.
—=u ise — izdx = du donisimii ve binom ag¢ilimi ile
X X
© (a—1\5 Zi-(snu
M@ =a) (-1 |[e" du (3.30)
Jj=0 J 0
elde edilir. Buradaki
© A
Zi—(j+Du
fer " au (3.31)
0

integrali i¢in Gradshteyn ve Ryzhik (2000) deki 3.471.9 formiilii olan

N =

Txv_]ef}“dx = Z(EJ K (2\/,8_1) £>0 0
- v > > V> (332)

0 /4

ile hesaplama yapilirsa
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o A .
0 J+

J+1>0 (3.33)

seklindedir. Burada K, fonksiyonu Bessel fonksiyonudur. Bulunan bu form 7 <0

icin tanimli oldugundan kullanigsizdir. Sonug¢ olarak GIED’in moment c¢ikaran

fonksiyonu i¢in kapali formda bir ifade yoktur denilebilir.
3.5.5. Momentler
GIED dagiliminin k. ham momenti

A

o a-1
E(x*)=y, =[x —Ll—exj e *dv, x>0, a,A>0 (3.34)
0

olup bu integralin analitik bir ¢oziimii yoktur. Bu nedenle moment hesaplamalari bir
paket program kullanilarak yaklasik olarak elde edilir. Dagilimin ilk dért momentinin

integral ifadeleri asagidaki gibidir.

0 A a-l A
E(X)=y=yl=ja—/1(l—exj e dx, x>0, a,A>0 (3.35)
X
0
- 71 a-1 71
E(X2)=Ia/1£l—exj e *dx, x>0, a,A>0 (3.36)
0
. 71 a-1 71
E(X3)=.[ab{1—e j e dx, x>0, a,A>0 (3.37)
0
» _i a-1 _i
E(X4):Ia/bc2[l—e"] e *dx, x>0, a,A>0 (3.38)
0
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Bu momentler kullanilarak varyans, degisim katsayis1 (CV-coefficient of variation),

3
CV=c/u, carpiklik Kkatsayist y, = <y3 =3, + 2y13)/(y2 - y12)2 , sivrilik

(basiklik) katsayist  y, = (,u4 — 4, + 64, ,ul2 -3 ,u14 )/ (,u2 - ,ulz)2 hesaplanabilir
(bknz. Cizelge 3.1.).

a bir dogal say1 ise momentler asagidaki gibi kapali formada bulunabilir.

0~ Au
—a;tj =),
o Inu
o a-1
=—OMZ( j(—1)" In(1+4), a>1, aeN, 1>0 (3.39)
k=1

(3.39) esitligi « > 2 i¢in Gradshteyn ve Ryzhik (2000)’ deki 4.267-39 formiiliinden

yararlanilarak elde edilir.

» _i _i a-1
E(Xz):aﬂje "[l—e X] dx

= afi(a_ J(— 1Y*"“Ya—k)n(e-k), a>2, aeN (3.40)
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(3.40) esitligi « > 3 i¢in asagidaki formiilden yararlanilarak elde edilir.

=al-2)'Y.

k=0

(a_lj(—l)kwln(k+l), a>n,aeN (341

. (n—1)

dir (2.6.17.25, Prodnikov, 1986).

Dagilimin ¢esitli parametre degerleri icin moment hesaplamalar1t Mathematica
5.0 paket programinda yapilmis ve Cizelge 3.1 de verilmistir. Cizelge 3.1. den sekil
parametresi o ve Olgek parametresi A nin degerleri arttikca 1. ve 2. moment
degerlerinin azaldigin1 goriiliir. Ayrica varyans, degisim katsayisi, sivrilik ve
carpiklik degerlerinde de azalis, medyan degerinde artis oldugu goriiliir. Ek olarak
sekil parametresi sabit bir deger alindiginda, 6lcek parametresi degerlerindeki

artistan sivrilik ve carpiklik katsayilarinin etkilenmedigi goriiliir.
3.5.6. Mod

Genellestirilmis ters istel dagilimin mod’u oyf nin tiirevini sifir yapan

x degeridir. Buna gore mod

/{1 - ae[q - 2x*{1 - e'j} =0 (3.42)

(3.42) esitligindeki lineer olmayan denklemini saglayan x* degeridir. Goriildagi gibi

mod niimerik bir yontem kullanilarak hesaplanabilir.
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Cizelge 3.1. GIED in ¢esitli parametre degerlerinde moment hesaplamalari

a | A E( X) E( X2 ) Varyans Ccv 7, 7, Medyan
5 1 0.583273 | 0.481618 | 0.141411 0.12122 3.47105 | 45.0409 | 9.49122
5 2 1.16655 1.92647 0.565643 0.242444 | 3.47105 | 45.0409 | 18.9824
5 3 1.74982 4.33456 1.2727 0.363665 | 3.47105 | 45.0409 | 28.4737
5.5 1 0.549984 | 0.413188 | 0.110706 0.100645 | 2.99961 | 29.4113 | 10.4921
55 |2 1.09997 1.65275 0.442825 0.20129 2.99961 | 29.4113 | 20.9841
55 |3 1.64995 3.7187 0.996357 0.301935 | 2.99961 | 29.4113 | 31.4762
6 1 0.522759 | 0.36308 0.0898032 | 0.085893 | 2.67236 | 21.9949 | 11.4927
6 2 1.04552 1.45232 0.359213 0.171787 | 2.67236 | 21.9949 | 22.9855
6 3 1.56828 3.26772 0.808229 0.257681 | 2.67236 | 21.9949 | 34.4782
6.5 1 0.500005 | 0.324864 | 0.0748594 | 0.748587 | 2.4295 17.7266 | 12.4933
65 |2 1.00001 1.29946 0.299437 0.149717 | 2.4295 17.7266 | 24.9867
6.5 3 1.50001 2.92378 0.673734 0.224576 | 2.4295 17.7266 | 37.48
7 1 0.480648 | 0.294781 | 0.0637584 | 0.066325 | 2.24066 | 14.9752 | 13.4938
7 2 0.961295 | 1.17912 0.255034 0.132651 | 2.24066 | 14.9752 | 26.9876
7 3 1.44194 2.65303 0.573826 0.198977 | 2.24066 | 14.9752 | 40.4815
7.5 1 0.463939 | 0.270493 | 0.0552542 | 0.059549 | 2.08868 | 13.0635 | 14.4943
75 |2 0.927878 | 1.08197 0.221017 0.119098 | 2.08868 | 13.0635 | 28.9885
75 |3 1.39182 2.43444 0.497287 0.178647 | 2.08868 | 13.0635 | 43.4828
8 1 0.449338 | 0.250477 | 0.0485723 | 0.054048 | 1.96311 | 11.6623 | 15.4946
8 2 0.898676 | 1.00191 0.194289 0.108097 | 1.96311 | 11.6623 | 30.9892
8 3 1.34801 2.25429 0.437151 0.162146 | 1.96311 | 11.6623 | 46.4839

3.5.7. Sira istatistikleri

Istatistiki veriler incelenirken genellikle dagilim hakkinda herhangi bir bilgi
yoktur. Veriler analiz edilirken, verilerin dagilimi hakkinda dnce gorsel bazi bilgilere
basvurulur. Bu gorsel bilgiler genellikle histogram, Box-Cox ¢iziti ve normal olasilik
grafigi dir. Bu grafiklerin olusturulmasinda verilerin siralanmis halinden yararlanilir.
Ayrica, veriler

hesaplanirken de verilerin siralanmis hali kullanilir (Akdi, 2011). Bu kisimda GIED

icin mod, medyan, yiizdelikler, c¢eyreklikler gibi degerler

dagilimina dayali sira istatistiklerinin 6zellikleri ele alinir.
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X, X,,...,X, GIED den alinmis n birimlik rastgele G6rneklem olsun.

X £ Xy <...<X(,) Omekleme Kkarsilik gelen sira istatistiklerini gostersin. O

zaman i. sira istatistigi X, nin olasilik yogunluk fonksiyonu

! i— n—i
fx(,)(x)sz(x)[f?(x)] 1-F(x)] (3.43)
dir.
Jfomp Ve Fgep (3.43) esitliginde yerlerine yazilinca,
a-1 a i-1 o
n! al A A A A
e eI GRS
2 0((n+1—1)—1 2 N\
:( 1)"1(' )'@2[ —ejj exll—(l—e”] } ,x>20,a,4>0
i—1)(n—i)! x
(3.44)
elde edilir.

Ozel olarak,
i =1 i¢in minimum sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu

i na-1 _i
fx(l)(X)Znoiﬂ[l—e*j e, x20, a,A>0 (3.45)

X

olarak elde edilir. Boylece X~ GIED (na, 1) oldugu goriliir.

Bagimsiz fakat 6zdes dagilimli olmama durumunda asagidaki ilging sonuglar

vardir.
X.~GIED (al.,/l), i=12,..n ve X,ler bagimsiz olsun. O zaman,

X ;) in kiimiilatif dagilim fonksiyonu
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Goknur AYKANAT
Fy, (%)= P(X; < x)
=1-P(x, > x)
=1- H P(X, > x)
i=1

-(TT0-P(x gx))j

i=1
-1-[T1-r, )

i=1

n AN
—1-[T]|1-]1-|1-¢*

1]

n A%
=1- (1 —e J

i=1

2

—1- l—exj (3.46

dir. Béylece X )~

i=1

GIED (z a;, /lj seklinde ifade edilir.

i =n i¢in maksimum sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu:

fx(n) (x) =

olarak bulunur.

ﬂ/ n—1
LAy,

(3.47)

w4 2 a(k+1)-1
k

k=0
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3.5.8. Parametre Tahminleri
3.5.8.1. Maksimum Olabilirlik Tahmin Edicileri

GIED (a,ﬂ,) den n birimlik bir rastgele 6rneklem ¢,,¢,,...,¢, olsun. O zaman

olabilirlik ve log olabilirlik fonksiyonu sirasiyla
n a-1
,,Q_Zl n 7&
(e )= (a" 2 )e[ j (iz][l - e[ ]] 120, a,A>0 (3.48)

\

In(er, A)=nlna+nln A - 45“[% + Zln(tiz] +(a— l)ilnll - e["j} (3.49)

<4,

olarak ifade edilir.
(3.49) esitliginin @ ve A4 ya gore birinci tiirevleri alinirsa olabilirlik tahmin

denklemleri sirasiyla

(g) + ii:ln[l - e[fjjl -0 (3.50)
A\~

0
(Ej_ i”l (l}r(a_l)inl [Etllje(ﬂo (3.51)

elde edilir. Burada,
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n _i
ZIn l-e "
i=1
0=——"= (3.52)
n
seklindedir ve (3.51) esitliginde yerine yazilinca,
n 7£ y)
1 Zln l—e tl e .
n n i= n )
=D |—|-|—=+1 —=0 3.53
(AJ i=1 (ti J n zZ:l: A ( )

tek tahmin denklemi elde edilir.
Goriildigi gibi tahmin denklemleri lineer degildir ve niimerik ydntemler

kullanilarak ¢6ziilmelidir.
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Goknur AYKANAT
Cizelge 3.2. GIED in « sekil parametresi i¢in simiilasyonu

n=20 n=30 n=40 n=>50 n =100
(@=0.3)
G 0.3141039 0.3108054 0.3076047 0.3069189 0.3028042
éla 1.047013 1.036018 1.025349 1.023063 1.009347
bias 0.01410389 0.01080543 0.007604735 0.006918883 0.002804169
mse 0.0001989197 | 0.0001167573 | 5.783199e-05 4.787094e-05 7.863364e-06
(@=0.5)
& 0.525651 0.518866 0.5143941 0.510268 0.5045839
ala 1.051302 1.037732 1.028788 1.020536 1.009168
bias 0.02565099 0.018866 0.01439409 0.01026798 0.004583855
mse 0.0006579733 | 0.0003559261 | 0.0002071899 | 0.0001054315 2.101172e-05
(@=1)
& 1.058693 1.035813 1.027054 1.020546 1.009267
ala 1.058693 1.035813 1.027054 1.020546 1.009267
bias 0.0586934 0.0358131 0.02705354 0.02054583 0.009266508
mse 0.003444915 0.001282578 0.0007318939 | 0.0004221313 8.586817e-05
(a=1.5)
& 1.575278 1.550659 1.537992 1.529992 1.514378
ala 1.050185 1.033773 1.025328 1.019995 1.009585
bias 0.0752777 0.05065921 0.03799221 0.02999198 0.01437787
mse 0.005666732 0.002566355 0.001443408 0.0008995192 0.0002067232
(@=2)
& 2.101884 2.05984 2.048208 2.036724 2.017173
ala 1.050942 1.02992 1.024104 1.018362 1.008586
bias 0.1018837 0.0598403 0.04820817 0.03672379 0.01717272
mse 0.01038029 0.003580862 0.002324027 0.001348637 0.0002949024
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Goknur AYKANAT

Genellestirilmis ters iistel dagilimmn orneklemi, o sekil parametresi icin

farkli degerler ve farkli biiyilikliikte 6rneklem alinarak olusturulmustur. Burada ¢

maksimum olabilirlik tahmin edicisi, » =20, 30, 40, 50, 100, « =0.3, 0.5, 1, 1.5, 2,

ve A =1 alinarak R 2.14 paket programinda hesaplanmistir.

Bu simiilasyon caligmasinda goriliir ki ¢ maksimum olabilirlik tahmin

edicisi asimptotik olarak yansizdir. n arttikca ¢ nin yanliligi azalmakta ve sifira

yaklagmaktadir.

Cizelge 3.3. GIED in A4 0l¢ek parametresi i¢in simiilasyonu

n=20 n =30 n =40 n=>50 n =100
(@=0.3)
/{ 1.200034 1.121648 1.092086 1.071732 1.034068
bias 0.2000341 0.1216485 0.09208562 0.0717316 0.03406838
mse 0.04001366 0.01479835 0.008479762 0.005145423 0.001160654
(@ =0.5)
/{ 1.109003 1.069381 1.053828 1.03819 1.016684
bias 0.1090027 0.06938132 0.05382833 0.0381904 0.01668426
mse 0.01188159 0.004813767 0.002897489 0.001458507 0.0002783647
(er=1)
/{ 1.048916 1.036247 1.026394 1.020077 1.010537
bias 0.04891601 0.03624695 0.02639415 0.02007746 0.01053685
mse 0.002392776 0.001313841 0.0006966514 | 0.0004031045 | 0.0001110252
(a=1.5)
/{ 1.036078 1.025076 1.018929 1.014673 1.007746
bias 0.03607796 0.02507643 0.01892934 0.01467307 0.007746098
mse 0.001301619 0.0006288273 | 0.0003583201 | 0.000215299 6.000203e-05
(e=2)
/{ 1.025128 1.017821 1.014437 1.01171 1.006797
bias 0.02512764 0.01782054 0.01443743 0.01170954 0.006796654
mse 0.0006313982 | 0.0003175715 | 0.0002084395 | 0.0001371133 | 4.61945e-05
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Ayrica A nin maksimum olabilirlik tahmin edicisi de, n =20, 30, 40, 50, 100
,a=03,051,1.5,2,ve 4 =1 alinarak R 2.14 paket programinda hesaplanmistir.

Bu simiilasyon c¢alismasinda gorilir ki A maksimum olabilirlik tahmin

edicisi asimptotik olarak yansizdir. n arttik¢a A nin yanlilig1 azalmakta ve sifira

yaklagmaktadir.
3.5.8.2. Bilgi Matrisi

Bilgi matrisi kestirim belirlemenin teorisinde ve uygulamasinda merkezi rol
oynar. Bu matris, bilgi miktarinin bir 6zetini saglar. Bilgi matrisinin modelleme,
sistem analizi, kestirim, giiven araliklar1 hesaplanmasi, sinir tahminleri ve asimptotik
varyans-kovaryans matrisinin hesaplanmasi gibi birgok uygulamasi vardir. Bu
kisimda GIED’in maksimum olabilirlik tahmin edicilerinin bilgi matrisi i¢in tam bir

ifade elde edilir.

(a, /1) nin maksimum olabilirlik tahmin edicileri (0?, /i) nin Bilgi matrisi

1 oa’ Loy
(2)=— 2an)) Ue) (:34)
0ida o )|

olarak tanimlanir.
Maksimum olabilirlik tahmin edicilerinin bilgi matrisini olustururken

asagidaki lemmalardan faydalanilir.
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Lemma 1:

'[x”_l (1 —x )H In xdx = %B(ﬁ , v](l//(ﬁj - ‘/’(ﬂ + VD (3.53)
g r r r r

Reux >0, Rev>0, r>0 (4.253-1, Gradshteyn ve Ryhzik, 2000).

Lemma 2:

':[(lnx)z (1= dy= 7138(};9 : qj{v/ (Ifj -/ (l—j +q) {y{%} —V{lf + qﬂz} (3.56)

p>0,g>0,r>0 (4.261-21, Gradshteyn ve Ryzhik, 2000).

Log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci kismi tiirevleri:

o*(a, 2
a(ZZ 1) _ _% (3.57)
L
Pla, ) -t
PYr P T (3-58)
i=1 e ¢,
1 71
el
2 n 2
GG Y (3.59)
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L
—e
2 n
Plad) ot (3.60)
Oa0A P -z
l—e "
olarak elde edilir.
Bilgi matrisini olusturan bilesenler
(e, 1) n
E|l——— |=—— 3.61
( oa’ ] o’ ( )
1 -4
cle )\ _ o € ’
oAoa 2
|
1 -2
©w —e t a/’i _i a-1 _i
:”I L i—z(l—e’] e 'dt
0]_eg t t
o N2 2
:nj—?(l—e ’j e 'dt (3.62)
o L
A . . qese , .
" =u ise —— dt = du ile (3.62) esitligi yeniden diizenlenirse,
s a-2
na —ZU —Uu
:7£ue2(1—e ) du (3.63)
e " =vise —e "du=dv ile (3.63) esitligi tekrar diizenlenirse,
na |
= ([ Inv(l—v)vav 3.64
p ! (1-v) (3.64)
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seklinde bulunur. Lemma 1.’ den,

(e, A)) na|T(a-1)
E| ———— |=— a+l)-y(2)], a>2 3.65
( EYEP J 2 { ar(a) (‘//( ) V/( )) a (3.65)
elde edilir.
1 -2
0*l(er, A 1 2
N IR i
1 -4
n A
=~ —nla-1)E| —3 (3.66)
dir. Burada,
1 2 1 -4
—e! v —e ! AN
£ £ akl _ | o
E | ﬂzt—z[l—eJedt
(l—e “J (l—e ’]
» i A a-3 2
=I —4(1—e j e ' dt (3.67)
o !
A : A . i , .
" =u ise —t—zdt =du ile (3.67) esitligi tekrar diizenlenirse,
0 a-3
_ j%uze-z"(l—e-”) du (3.68)
0
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e =vise —e “du=dv ile (3.68) esitligi yeniden diizenlenirse,

= ; j(ln v (1 =v) vav (3.69)

- e o)y @) b o)-vial | 3.10)

bulunur. Buradan, (3.70) esitligi (3.66) esitliginde yerine yazilinca,

E(@”W]:_i_"<“—1>“f(“‘2> b@)-v @)+ -yl }} 6.7

oA 2 2 ()

seklinde elde edilir.
A |- )
e ey 6.72)

bulunur. Boylece (3.54) esitligi

wefTla) |
! ozr(a 1) o e D m»}
7 dia M- "*2))} el
seklinde elde edilir.
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1 ‘l(a,/l) varyans-kovaryans matrisidir. (1—5)100% yaklasimiyla o ve 4

icin giiven araliklar ézicf(qu(d) ve iiﬁ(y\/V‘/ﬂ dir. Burada V(@) ve V(/{)
2 2

A

sirastyla @ ve A nin varyansidir ki bu degerler [ ’l(a,/l) nin birinci ve ikinci

kosegen elemanlaridir. 5(7 standart normal dagilimin % ylizdeliginin istiindedir.
2

a > 2 icin regilerlik kosullar1 saglandigindan (d,/{) nin maksimum olabilirlik
tahmin edicileri yukarda bahsedilien asimptotik varyans kovaryans matrisi ile
asimptotik normal dagilima sahiptir. Daha diizgiin bir ifadeyle Jn (0} —a, A - /1), 0
ortalama vektorii ve /™' varyans-kovaryans matrisi ile asimptotik normaldir.
Kestirim denklemlerinden goriiliir ki genellestirilmis iistel dagilimin aksine

genellestirilmis ters tistel dagiliminda @ ve A nin maksimum olabilirlik tahmin

edicileri parametre uzayinin i¢inde ortaya ¢ikar.
3.5.8.3. En Kiiciik Kareler Tahmini

En kiiclik kareler tahmin yontemi uygulamada siklikla kullanilan tahmin
yontemlerinden biridir. Iki degisken arasindaki iliskiyi tahmin etmek igin kullanilir
ve regresyon yontemi olarak da bilinir (Akdi, 2011). Bu kisimda GIED parametreleri
en kiigiik kareler yontemiyle tahmin edilir.

X,, X,,..., X, , F kiimiilatif dagilim fonksiyonlu herhangi bir dagilimdan
alinmug bir rasgele 6reklem ve X ;) < X, <...< X, ornekleme karsilik gelen sira

istatistikleri olsun. O zaman

E(f(x <i>))= i (3.74)

n+l1

dir. 6 = (e, 1) nim en kiigiik kareler tahmin edicileri
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0(6)- (F(X,-)— i ] (3.75)

seklinde tanimlanir (Abouammoh ve Alshingiti, 2009).

GIED in kiimiilatif dagilim fonksiyonu (3.75) esitliginde yerine yazilinca,

2

0(a.2)= 1—[1—e’%>} _ ! (3.76)

elde edilir. Degeri Q nun minimize edilmesi ile bulunur. & ve A ya gore birinci

tiirevler sirasiyla,

. A . A _A
Z 1- (l —e x"’} - (l —e x"’} ln[l —e x(’)} =0 (3.77)
pary n+l1

Ve

AN 4
{le x(,)} e X(i)
ﬂ a
) 1[1@‘(”} - =0 (3.78)

i=1

seklindedir.
Bu denklemler lineer degildir. Dolayisiyla @ ve A nin en kiigiik kareler

tahmin edicileri niimerik yontemlerle hesaplanmalidir.

41



3. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIM VE OZELLIKLERI
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3.5.8.4. Agirhikh En Kiiciik Kareler Tahmini

Agirlikli en kiiciik kareler yonteminin siradan olanindan farki minimize
edilecek toplama agirliklarin eklenmesidir. Buna gore 6 =(a, A1) nin agirlikli en

kiictik kareler tahmin edicileri

Q(9)=Zw,»(F(Xi)— : j (3.79)

olarak tanimlanir. Burada agirliklar

W, =M (3.80)
' i(n—i+1)

dir (bknz. Orn. Gupta ve Kundu, 2007).
GIED in kiimiilatif dagilim fonksiyonu (3.79) esitliginde yerine yazilinca,

0(c.2)=>w, 1[1e*<'>] - (3.81)

seklinde elde edilir.

Degeri Q nun minimize edilmesi ile bulunur. & ve A4 ya gore birinci

tiirevler sirasiyla,

" 2 AN S .
w 1—[1—e xm] ! {l—e ”"J ln{l—e ””JO(3-82)
P z(n—l+l) n+1

ve
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~ iln—i+1)

1 a-1 1
i L \a [lex‘”} 67%
(n+1)(n+2) l[lemJ i 0 (3.83)

olarak elde edilir.
Bu denklemler lineer degildir. Dolayisiyla @ ve A nin agirlikli en kiigiik

kareler kestiricileri niimerik yontemlerle hesaplanmalidir.
3.5.8.5. Momentler Tahmini

Tarihsel olarak en eski yontemlerden biri olan momentler yontemi, bir
anakiitlenin ilk birkag momentini bir G6rneklemin ilgili momentlerine esitleyip
anakiitlenin bilinmeyen katsayilarin1 bulmak i¢in ¢ézmek iizere istenen sayida

denklem elde etmektir (Freund, 1962).

Tanim 2:

X, X,,...,X, gibi bir gozlemler kiimesinin &’ inci 6rneklem momenti, bu

gozlemlerin &’ inci kuvvetlerinin ortalamasi olup m, ile gosterilir:

n
14
Zxk
1=l

! = (3.84)

n

dir.

Oyleyse bir kitlede 7 tane katsay1 varsa, momentler yontemi bu r katsay1 igin
m, =, k=12,.,r (3.85)

denklem takiminin ¢ézlimiinden olusur (Freund, 1962).
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GIED in birinci ve ikinci momentleri (3.35) ve (3.36) esitlikleri ile verilen
. aﬂl 7£ a-1 71

E(X) =I—(1—e "j e *dx
) X

o N
E( 2) Ll—e Xj e *dx

I
—
N

(3.86)

dir. Bu integraller tam say1 olmayan ¢ i¢in 1raksaktir ve analitik ¢oziimii yoktur.

Buradan momentler tahmini denklemleri

E(X)=% E(x?)=1y (3.87)
n e

integrallerin iraksak olmasindan dolay1 analitik olarak ¢oziimsiizdiir. Buna bir ¢6ziim

olarak diizgiin dagilimdan simiilasyon ¢aligsmasi ile integrallerin yaklagik degerleri
T (A1 N1
[ £ = If(——lj—zdf
0 o t t
1S 1 1
z—Z—zf[——lJ (3.88)
n u,

i=1 Z/li

(3.88) esitligi ile hesaplanabilir. Burada u, € U (0,1) dir. Sonugcta bulunacak tahminler
yaklagik olacaktir.
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4. BIR OMUR DAGILIMI OLARAK GENELLESTIRiLMiS TERS USTEL
DAGILIM

4.1. Giivenilirlik Fonksiyonu
GIED in giivenilirlik fonksiyonu
R(t)=1-F()

{1—4 j] , 120, 2,4 >0 4.1)

olarak bulunur.
4.2. Tehlike Fonksiyonu

GIED in tehlike fonksiyonu:

_ (fjﬁjm 20, @, 2> 0 (4.2)

seklinde bulunur.
a=0.5, a=1, a =3 sekil parametreleri ve A =1 0Ol¢ek parametresi i¢in R
2.14 paket programinda ¢izilen GIED in giivenilirlik fonksiyonlart Sekil 4.1.” de

verilmigtir.
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1.0

0.8

R(t)
0.6
I

0.4

0.0

Sekil 4.1. Genellestirilmis ters tistel dagilimin giivenilirlik fonksiyonlari

a=0.5, a=1, a=1.5 sekil parametreleri ve 1 =1 0l¢ek parametresi i¢in

R 2.14 paket programinda c¢izilen GIED in tehlike fonksiyonlar1 Sekil 4.2.” de

verilmistir.
N
GIED
2 - — 0=0.5
""" o=1
g e T a=1.5
= © | =
£ o
<
o
N
o
o _|
o

Sekil 4.2. Genellestirilmis ters iistel dagilimin tehlike fonksiyonlari
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Goriildigii gibi tehlike fonksiyonu sekli tek tepelidir. Yani once artar daha

sonra azalir. Degisim noktasi olan ¢, asagidaki gibi bulunur.

1n(h(z))=1n(a/1)+1n(tizj+1n - (4.3)

LA S L A (4.4)

W)= h() =2+ —2 (4.5)

elde edilir.

7'(t)= 0 denklemi ¢oziiliirse,
A
z—zt{l—e ’0]:0 (4.6)

esitligi kapali formda bulunur. Buradan asagidaki sabit nokta problemi elde

edilir.

A

{, = % +1,e " 4.7)
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Sabit nokta iterasyonu kullanilarak 7, 1n yaklasik bir degeri kolaylikla

bulunabilir.

4.3. Tlerleyen II. Tip Sansiirlii Ornekleme ve Genellestirilmis Ters Ustel Dagilhim

Tanmm 1: n Ozdes parcanin bir yasam testi deneyine tabi tutuldugunu

varsayalim. Sistemde meydana gelen ilk bozulmadan sonra kalan saglam »n —1

par¢adan R, tanesi sistemden cekilsin. Sistem calismaya devam ederken 2.
bozulmadan sonra saglam kalan n— R, —1 par¢adan R, tanesi sistemden cekilsin ve
bu sekilde devam edilsin. Yontem m. bozulmadan sonra saglam kalan R parcanin

sistemden ¢ekilmesine kadar devam eder. Bu yonteme ilerleyen II. tip sanstirlii

ornekleme adi verilir.

Acikca,
m—1
R +m=n (4.8)
i=1
dir.
Eger R, =R, =...= R, =0 1se ornekleme tam érnekleme yontemidir.
Eger R,=R,=..=R _,=0 ve R =n-m ise Ornekleme klasik /I. tip

sansiirlii 6rnekleme yontemidir. Boylece R = (R,,R,,...,R, ) 6rnekleme semasi elde
edilir.

Ierleyen II. tip sansiirlii 6rnekleme yontemi yasam testi deneyinin maliyetini
ve siiresini azalttigindan ¢ok kullaniglt bir yontemdir.

Bu oOrnekleme yontemi Cohen (1963) tarafindan tanimlanmistir. Bu
ornekleme yOnteminin teorisi ve uygulamalar1 Balakrishnan ve Aggarwala (2000)
tarafindan Onerilmistir.

Krishna ve Kumar (2012), genellestirilmis ters iistel dagilimi kullanarak
ilerleyen II. tip sansiirlii orneklemeyi giivenilirlik teorisinde kullanmistir. Bu kisimda

onlarin elde ettikleri bazi sonuglar verilir.
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4.3.1. Olabilirlik Fonksiyonu

R=(R,,R,,..,R,) sansirleme semali GIED(a,A) dan

29 m

Xy Xy ey X

m 2

ilerleyen II. tip sansiirlii orneklem olsun. O zaman olabilirlik fonksiyonu:
La,2)= AL T (1= F(x, )]
i=1

m VG AN
— 4[] —“ze’“f[1—efo [1—&} (4.9)
i=1

olarak tanimlanir. Burada
A=n(n-R -1)n-R -R,-2)..(n-R —R,—...—R, , —m+1)  (4.10)

dir.

4.3.2. Genellestirilmis Ters Ustel Dagihmdan flerleyen IL. Tip Sansiirlii
Orneklem Uretmek I¢in Algoritma

1) U(0,1) diizgiin dagihimdan (u,,u,.,...,u,, ) rastgele sayilar iiret.
2) z, = —log(l - u,) hesapla. (z, ler standart iistel dagilimli say1lardir.)

3) R=(R,R,,.,R,) sansiirleme semas: verildiginde y, =5 alarak
m

Py PEXEED) m

i=12,..,m i¢in

% 4.11)

Yi=Yia*t A
(n—ZRj—z'ﬂ]
Jj=1
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hesapla. Boylece (yl, Vo seees ym) standart iistel dagilimdan ilerleyen II. tip sansiirlii
orneklemedir.
4) w, =1—e " hesapla. Boylece w, ler U (O,l) diizgiin dagilimdan ilerleyen

1I. tip sanstirlii orneklemeyi olusturur.

5 x, =F'(w)=—- A (4.12)

log[l (1w, )L}

hesapla. Boylece x,,x,,...,x, GIED(a,A) dan ilerleyen Il tip sansiirlii 6rneklemeyi

m

olusturur.
4.3.3. Maksimum Olabilirlik Tahmini Ve Giivenilirlik Karakteristikleri

4.3.3.1. Log Olabilirlik Fonksiyonu

i=l il X;

l(a,i)zlog(4+mloga+mlogﬂ—2i10gci—il Z{{(Rﬂ)a 1}10{1 ] (4.13)

dir.

a ve A ya gore birinci tiirevler sifira esitlenerek sirasiyla,

U, ) m & —
— = +110g1—ex" =0 (4.14)
o a Z;‘[ [ H

A
A, A) m 1 SR +1)a—-1e "

= — — _— L :O 4.15

o0 Xt Ll _:J (4.15)

x;|l—e™

tahmin denklemleri elde edilir. Buradan,
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a= — (4.16)

A
Z +1 log{l e “"’J

i=1

bulunur ve (4.15) esitliginde yerine yazilirsa,

_ ] T
{(R +1)m .+ l)log(l —e ™ ]}e K

m 1 m
) . :
’ [1 e ]ZRng[l eJ
i=1

=0 (4.17)

>3

elde edilir.

Yukaridaki denklem A nin lineer olmayan bir fonksiyonudur ve bu denklem
niimerik yollarla ¢oziilmelidir.

Maksimum olabilirlik tahmin edicilerinin invaryans 6zelliginden dolay1

medyan, giivenilirlik fonksiyonu ve tehlike fonksiyonunun tahminleri sirasiyla,

i =~ (4.18)

Y
f?(t)=[1—e } L 1>0 (4.19)
A
A S t
h(t) = Lﬁ £20 (4.20)
t* {1 — e’J
olarak bulunur.
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4.3.3.2. Fisher Bilgi Matrisi

Ilerleyen II. tip sansiirlii 6rneklem durumunda log olabilirlik fonksiyonunun

ikinci kismi tiirevleri ve Fisher Bilgi matrisini olugturan bilesenler sirasiyla,

*l(a, A
%z_% 4.21)
4
o l(a, A m AR +1a—1je "
#):_?_ > (R, +1) 1}2 (4.22)
xiz(l—e "}
_A
o’la, ) _ I, 2) _ Z (R +1)e (4.23)
EYEr dadr 5 [ lJ '
x|l—e™
(e, 2 m
2
0*l(a, 2 o (R, + Do — e ™
{210 3 gt
- xiz[l—e xl}
_A
p 0’ (e, 2)) _ p o’ la,4)) _ RS (R, +1)e ™ (4.26)
0Ada dadl 5 [1 jJ '
x| l—e
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seklinde elde edilir.
(a,4) nin maksimum olabilirlik tahmin edicileri (&,ﬂ:) nin Fisher Bilgi

matrisi,

A% e )

2
Ha,2)=-1 Ocx 0aok (4.27)

| 2] f )

oAoa

olarak ifade edilir. Yukaridaki matriste beklenen degerlerin bulunmasi zor

oldugundan gozlenmis Fisher Bilgi matrisi kullanilir. Bu matris, Io(a,i) ile

gosterilir ve I,(a,1) da a =d ve A= A aliarak olusturulur.

Gozlemlenmis Fisher Bilgi matrisi,

la, ) la,2)

_| T e 2002
(@ 2)= 2Ua,h) M) (428)
0Adat CYER N
seklindedir.

Boylece 107l (a,i) varyans-kovaryans matrisidir. 1ki yénli normal
yaklasimla o ve A i¢in giiven araliklari dizéyleo(&) ve /{izﬁy\/Voi/ﬂ dir.
2 2

Burada z &/ standart normal dagilimin % yiizdeliginin istiindedir.
2

4.4. En Uygun Modeli Belirlemede Kullanilan Baz1 Kriterler
Bu kriterler veri modellemesinde kullanilabilecek birkag aday modelin olmasi

durumunda hangisinin segilecegine karar verirken kullanilir. Tezin son bdliimiinde

bu kriterler ¢esitli veri kiimelerinde kullanilmistir.
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4.4.1. Akaike Bilgi Kriteri (AIC)

Akaike bilgi kriteri, Akaike (1974) tarafindan Onerilmistir. Tahmin edilmis
istatiksel modelin uydurumunun iyiliginin bir 6l¢iisiidiir. Verilen bir veri kiimesi i¢in
birka¢ aday model AIC degerlerine gore siralanir. En diisiik AIC degerine sahip olan

model en uygun modeldir. AIC asagidaki formiille hesaplanir.
AIC =2k —21og(L) (4.29)

Burada %4 modeldeki parametre sayisi, L de olabilirlik fonksiyonunun

maksimize edilmis degeridir.
4.4.2. Bayesian Bilgi Kriteri (BIC)

Bayesian bilgi kriteri, Schwarz (1978) tarafindan onerilmistir. AIC ile aym
gorevi goriir. En diisliik BIC degerli olan model en uygun modeldir. Cok parametreli
modelin olabilirlik degeri digerlerine gore daha biiyiiktiir. AIC ile karsilastirildiginda
BIC modele fazladan parametre eklenmesi durumunu daha siddetli cezalandirir. BIC

asagidaki formiille hesaplanir.
BIC = klog(n)—2log(L) (4.30)

Burada & modeldeki parametre sayisi, n gdzlemlerin sayist ve L de

olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmis degeridir.
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5. GENELLESTIiRiLMiS TERS USTEL DAGILIMIN TAHMIN
YONTEMLERI KULLANILARAK DiGER OMUR DAGILIMLARI iLE
KARSILASTIRILMASI

5.1. Giris

En uygun modeli belirlemede Abouammah ve Alshingiti (2009) tarafindan
Lieblein ve Zelen (1956) verisi kullanilarak olabilirlik oran test istatistigi ve
Kolmogorov-Smirnov test istatistigi ile hesaplamalar yapilmistir. Krishna ve Kumar
(2012) tarafindan GIED in giliven araliklari Onerilmistir. Ayrica Gupta ve Kundu
(2007) tarafindan Genellestirilmis tstel dagilimin farkli metodlarla tahminleri
Onerilmistir.

Bu boliimde Lieblein ve Zelen (1956) ve Bjerkedal (1960) , verileri
kullanilarak GIED, diger omiir dagilimlarn ile karsilastirilacak, giliven araliklar
bulunacaktir. Ayrica Gupta ve Kundu (2007)’ de Genellestirilmis iistel dagilimin

farkli yontemlerle 6nerilen tahmin yontemleri GIED igin gelistirilecektir.

5.2. Sayisal Ornekler

Bu uygulamalarda olabilirlik oran test istatistigi ve Kolmogorov-Smirnov test

istatistigi kullanilarak GIED ve IED in kullanighg karsilastirilacaktir.
5.2.1. Ball Bearings Veri Kiimesi
Kullanilacak ilk veri kiimesi uygulamalarda yaygin olarak kullanilan Lieblein

ve Zelen (1956)’dan alinan Ball bearings verisidir. Bu veri sanayide kullanilan

bilyalarin 6miirlerinden olusmaktadir.
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Cizelge 5.1. Ball bearings verisi

X

17.88

28.92

33.0

41.52

42.12

45.60

48.40

51.84

51.96

54.12

55.56

67.80

68.64

68.64

68.88

84.12

93.12

98.64

105.84

105.12

127.92

128.04

173.4

Abouammah ve Alshingiti (2009), GIED ve IED i¢in olabilirlik oran testini

kullanarak asagidaki hipotezleri kurmuslardir. R 2.14 paket programinda (/i ,& ) nin

tahmin degerleri, standart hata degerlerinin karekokleri (\/Vari& 5, Var\d ) ve log
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olabilirlik fonksiyonunun parametreler i¢in tahmin degeri hesaplanmis ve asagidaki

Cizelge 5.2.” de verilmistir.

H, : a =1(IED)

H,:a#1(GIED) (5.1)

Cizelge 5.2. GIED ve IED in Ball bearings veri seti i¢in parametre tahminleri,
olabilirlik oran test istatistikleri, p degeri, & degeri ve standart hata
degerlerinin karekokleri

i a le.2) | & p-value | Var(@) | \fyar(d)
H, 55.0551 | - -121.726 | 16.3539 | 0.000053 - 11.48091
H, 129.996 | 5.30762 | -113.549 | - - 2.1344 26.6552

Olabilirlik orani test istatistigine gore p degeri ¢ok diisiiktiir ve H|, hipotezi

red edilir. Bu sebeple veri GIED e IED den daha uygundur. Ayrica uydurulmus ve

deneysel dagilimlar arasindaki yaklasik Kolmogorov-Smirnov istatistik degeri,

K~ S, =0.0703 (5.2)
K-S, =0.3060 (5.3)

dir. K-S;,, <K-S,, oldugundan GIED in IED den bu veri seti i¢in daha

kullanigl oldugu goriiliir.
Lieblein ve Zelen (1956), verisine gore Krishna ve Kumar (2012)’ de GIED
in giiven araliklar1 asagidaki sekilde hesaplanmustir.

Mathematica 5.0 paket programinda gézlenmis Fisher Bilgi matrisi,

(5.4)

Ha,1)= {

0.81644 —0.0559
—-0.0559 0.00523
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Goknur AYKANAT
dir. Varyans kovaryans matrisi
4.556 48.654
I, 1) = (5.5)
48.654 710.5
olarak bulunur.
a i¢in %90 giiven aralig1
[0? - §0‘05\/Vari0}), a+ §OIOSQ/Vari0})] (5.6)

& =5.3076, &, =1.645, \JVar(@) =2.1344

degerleri (5.6) esitliginde yerine yazilinca
[1.796, 8.819]

giiven araligi elde edilir.

Benzer sekilde A i¢in %90 giiven aralig1

[/i - é:o.os\“/ari/i i, A+ é‘O_OS\/Varii q

A

1=129.9959, &, . =1.645, \Var|i)=26.6552

degerleri (5.8) esitliginde yerine yazilinca
[86.152, 173.84]

giiven araligi elde edilir.
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Boylece olabilirlik oran test istatistigi kullanilarak elde edilen & ve A

tahmin degerlerinin giiven araliginin i¢inde kaldig1 goriiliir.
Ball bearings verisi i¢in @ = 5.3076 sekil parametresi ve 1 =129.9959 Olcek

parametresi alinarak GIED ile A =55.0551 Olcek parametresi alinarak IED in
histogrami ve iizerindeki olasilik yogunluk fonksiyonlar1 tahminleri R 2.14 paket

programinda ¢izilmis ve Sekil 5.1.” de verilmistir.

o) Modeller
5 O - —— GIED
C
s © N | - IED
B
€ 2
e 9 -
x o
=) N
5 o
Q) o S
O O AN
> S e
o I. \M‘C
o 1
S -
o | T T |
0 50 100 150

X
Sekil 5.1. Ball bearings verisi i¢in histogrami ve iizerindeki olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 tahminleri
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Ball bearings verisi i¢cin @ = 5.3076 sekil parametresi ve 1 =129.9959 Olcek
parametresi alinarak GIED in deneysel kiimiilatif dagilim fonksiyonu, Sekil 5.2.” de

verilmistir.

1.0

0.8

Deneysel kdf
0.4

I I I
50 100 150

X
Sekil 5.2. Ball bearings verisi i¢in deneysel kiimiilatif dagilim fonksiyonu
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Ball bearings verisi i¢in & = 5.3076 sekil parametresi ve A =129.9959 Olcek

parametresi alinarak GIED in kantil fonksiyonu, Sekil 5.3.” de verilmistir.

o
I~ o)
o
Ln —
- o
= [
& o o
v = O
A o
O
g o)
B oﬁ?
¥ ¢
0
I I I
50 100 150
X

Sekil 5.3. Ball bearings verisi i¢in kantil fonksiyonu.

5.2.2. Guinea Pigs Veri Kiimesi

Kullanilacak ikinci veri kiimesi Bjerkedal (1960) tarafindan 6nerilen Guinea
pigs verisidir (Cizelge 5.3). Bu veri farkli dozlarda tiiberkiiloz mikrobu enjekte
edilmis kobaylarin dmiirlerinden olusur. Bu veri kiimesi basta GIED olmak iizere

diger Omiir dagilimlariyla da modellenip sonuglar karsilastirilacak.
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GOoknur AYKANAT

Cizelge 5.3. Guinea Pigs verisi

X

12 56 73 129
15 57 75 131
22 58 76 143
24 58 76 146
24 59 81 146
32 60 83 175
32 60 84 175
33 60 85 211
34 60 87 233
38 61 91 258
38 62 95 258
43 63 96 263
44 65 98 297
48 65 99 341
52 67 105 341
53 68 109 376
54 70 110

54 70 121

55 72 127

GIED ve IED ig¢in olabilirlik oran testini kullanarak asagidaki hipotezleri

kurulmustur. R 2.14 paket programinda (/i ,& ) nin tahmin degerleri, standart hata

degerlerinin karekokleri (+/ Var(&), Var(1 ) ve log olabilirlik fonksiyonunun

parametreler i¢in tahmin degeri hesaplanmis ve asagidaki tabloda verilmistir

H, : a = 1(IED)

H,:a#1(GIED)
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Cizelge 5.4. GIED ve IED in Guinea pigs veri seti i¢in parametre tahminleri,
olabilirlik oran test istatistikleri, p degeri, £°degeri ve standart hata

degerlerinin karekokleri

A A4 2 _ A A
A @ l(“’ }“) 4 p—value \/Var(a) \/Var(/i)
HO 60.45159 - -408.4549 | 22.8302 0.0000 - 7.076032
[—[1 103.807681 | 2.569444 | -397.0398 | - - 0.4870945 | 13.1817427

Olabilirlik orani test istatistigine gore p degeri ¢ok diisiiktiir ve H|, hipotezi

red edilir. Bu sebeple veri GIED e IED den daha uygundur. Ayrica uydurulmus ve

deneysel dagilimlar arasindaki yaklasik Kolmogorov-Smirnov istatistik degeri,

K-S, =0.1073153 (5.11)

K-S, =0.1883485 (5.12)

dir. K-S;,, <K-S,, oldugundan GIED in IED den bu veri seti i¢in daha

kullanisl oldugu goriiliir.

Guinea pigs veri seti i¢in R 2.14 paket programinda gézlenmis Fisher Bilgi

matrisi

11.054973  —0.321331195
Ha,1)= (5.13)
—-0.321331195  0.01509519
dir. Varyans kovaryans matrisi
» 0.2372611 5.0505873
I, 1) = (5.14)
5.0505873 173.75834

olarak elde edilir.
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Goknur AYKANAT
a i¢in %90 giiven aralig1
|6 = & o\ Var(@), é + & Var(@)) (5.15)

G =2.569444 | £, =1.645, \[Var(é) = 0.4870945
degerleri (5.15) esitliginde yerine yazilinca
[1.7681, 3.3707] (5.16)

elde edilir.
Benzer sekilde A i¢in %90 giiven aralig1

[i — &, 05 Jrari i, A+ & s Jarli i] (5.17)

A

A =103.807681, &, =1.645, \Var|i)=13.1817427

degerleri aralikta yerine yazilinca
[82.1237, 125.4916] (5.18)

olarak bulunur.

Boylece olabilirlik oran test istatistigi kullanilarak elde edilen & ve p)

tahmin degerlerinin giiven araliginin i¢inde kaldig1 goriiliir.
Guinea pigs verisi i¢in @ = 2.569444 sekil parametresi ve 1 =103.807681

Ol¢cek parametresi alinarak GIED ile A =60.45159 0l¢cek parametresi aliarak IED in
histogram1 ve lizerindeki olasilik yogunluk fonksiyonlar: tahminleri R 2.14 paket

programinda ¢izilmis ve Sekil 5.4.” de verilmistir.

64



5. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIMIN TAHMIN YONTEMLERI
KULLANILARAK DIGER OMUR DAGILIMLARI iLE KARSILASTIRILMASI
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N
S - Modeller
5 O —— GIED
[
s 1N T IED
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Sekil 5.4. Guinea pigs verisi i¢in histogrami ve {zerindeki olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 tahminleri

Guinea pigs verisi i¢in GIED in deneysel kiimiilatif dagilim fonksiyonu, Sekil

5.5.” de verilmistir.
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04 06

0.2

0.0

I I I I I
0 100 200 300 400

X
Sekil 5.5. Guinea pigs verisi i¢in deneysel kiimiilatif dagilim fonksiyonu
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Guinea pigs verisi i¢in GIED in kantil fonksiyonu, Sekil 5.6.” da verilmistir.

o
=
D p—
L)
_| [
E .
[ -]
2 8 - .
é:'
_ L oo
=
D J—
< 7 | | |
0 100 200 300
X

Sekil 5.6. Guinea pigs verisi i¢in kantil fonksiyonu

5.3. Tahmin Ediciler ve Karsilastirilmalari

Ball bearings verisi i¢in Mathematica 5.0 paket programinda & ve A nin en

kiictik kareler kestiricileri

A

Qe = 5.20007 A =127.571 (5.19)

olarak hesaplanir.
Ball bearings verisi igin Mathematica 5.0 paket programimnda o ve A4 nm

agirlikl en kiiciik kareler kestiricileri
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A

@ e = 5.62678 A e = 131.564 (5.20)

dir.
Ball bearings verisi i¢in Mathematica 5.0 paket programinda diizgiin
dagilimdan 5000 tane say1 lretilerek yaklasik integral hesabiyla yapilan simiilasyon

calismasi ile momentler yontemi kestiricileri

A

Ao = 14.8791 Aoy = 235.468 (5.21)
dir.

Boylece (5.19), (5.20) ve (5.21) esitliklerinden acik¢a goriilmektedir ki en
kotii tahmin yontemi (5.7) ve (5.9) ile verilen giiven araliklarinin olduk¢a uzaginda
yer alan momentler yontemidir.

Guinea pigs verisi i¢in Mathematica 5.0 paket programinda @ ve A4 nin en
kiiciik kareler kestiricileri

A

G px = 3.52642 Aper =125.955 (5.22)

olarak bulunur.
Guinea pigs verisi i¢cin Mathematica 5.0 paket programinda ¢ ve A nin

agirlikli en kiigiik kareler kestiricileri

A

@ e =3.19791 A e =120.13 (5.23)

seklinde bulunur.

Guinea pigs verisi i¢in de Mathematica 5.0 paket programinda diizgiin
dagilimdan 5000 tane say1 lretilerek yaklasik integral hesabiyla yapilan simiilasyon

calismasi ile momentler yontemi kestiricileri

A

oy = 4.38484 Aon =169.771 (5.24)

67



5. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIMIN TAHMIN YONTEMLERI
KULLANILARAK DIGER OMUR DAGILIMLARI iLE KARSILASTIRILMASI

GOoknur AYKANAT

dir.

Buradan (5.22), (5.23) ve (5.24) esitliklerinden en kotii tahmin yontemi (5.16)

ve (5.18) ile verilen giiven araliklarinin uzaginda yer alan momentler yontemidir.

5.4. GIED in Giivenilirlik Fonksiyonu Tahminleri

Genellestirilmis ters tistel dagilimin giivenilirlik fonksiyonu

1 a

R(t){l—e( q , 120, 2,1 >0 (5.25)
dir.

R(¢) nin Ball bearings verisi i¢in maksimum olabilirlik tahmini

) (7129.996J 530762

R(t)=[1-¢" (5.26)
dir.

R(¢) nin Ball bearings verisi i¢in en kiigiik kareler tahmini

A (—m'mJ 5.20007

R(t)=|1-¢" (5.27)
seklindedir.

R(¢) nin Ball bearings verisi igin agirlikli en kiiciik kareler tahmini

R,(t)= {1 - e(mmq | (5.28)
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olarak bulunur.

R(¢) nin Ball bearings verisi igin momentler yéntemi tahmini
(7235468) 14.8791
R,(1)= {1 —e' ! } (5.29)

@,y = 530762 ve A, =129.996 igin MLE @, = 520007 ve A, =127.571

icin EKK, @ =5.62678 ve /{AEKK =131.564 icin AEKK giivenilirlik

fonksiyonlart Sekil 5.7.” de verilmistir.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

I I I I
0 50 100 150

X
Sekil 5.7. GIED in giivenilirlik fonksiyonu grafikleri

Sekil 5.7.” den gorildiigii gibi GIED in MLE, EKK ve AEKK tahmin edicileri
icin glivenilirlik fonksiyonu azalandir ve hemen hemen c¢akisik bir egri gosterir.

R(t) nin Guinea pigs verisi igin maksimum olabilirlik tahmini

69



5. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIMIN TAHMIN YONTEMLERI
KULLANILARAK DIGER OMUR DAGILIMLARI iLE KARSILASTIRILMASI

Goknur AYKANAT

A [_1038076) 25694

R(t)=[1-¢" ' (5.30)
dir.

R(¢) nin Guinea pigs verisi i¢in en kiigiik kareler tahmini

A (7125'995J 3.5264

R(t)=[1-¢" (5.31)
seklindedir.

R(t) nin Guinea pigs verisi i¢in agirlikli en kiigiik kareler tahmini

R,()= {1 = e(* 'A q | (5.32)

olarak bulunur.

R(t) nin Guinea pigs verisi icin momentler yontemi tahmini

R,(1)= {1 - e(_mg?mj] | (5.33)

Gyyp =2.5694 ve A,,, =103.8676 icin MLE Gy, =3.5264 ve Ay =125.955

icin EKK, &, =3.1979 ve A e = 120.13 i¢in AEKK giivenilirlik fonksiyonlar

Sekil 5.8.” de verilmistir.
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X
Sekil 5.8. GIED in Guinea pigs verisi i¢in giivenilirlik fonksiyonlari

Sekil 5.8.” den giivenilirlik fonksiyonlar1 azalan ve hemen hemen cakisiktir.

5.5. GIED in Tehlike Fonksiyonu Tahminleri

Genellestirilmis ters tistel dagilimin tehlike fonksiyonu

_ /@)
h(t)= o) (5.34)
esitliginden
al e(%)
h(t)= (7 120, o, 1 >0 (5.35)

dir.
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h(¢) nin Ball bearings verisi i¢in maksimum olabilirlik tahmini

1():[689.969 e(i ) (5.36)

MO j{le(”ﬂ”ﬁj}

dir.

A(t) nin Ball bearings verisi i¢in en kiiciik kareler tahmini

=)

: jlle(mfﬂq

seklindedir.

h(t) nin Ball bearings verisi i¢in agirlikli en kiiiik kareler tahmini

(7131.564]
t
}’1\3(1‘): [740281 e

: ]{le(‘”f“‘)}

(5.38)

dir.

h(¢) nin Ball bearings verisi igin momentler yntemi tahmini

(7235.468)
t
hA4(t):[3503.55 e

2 j 235.468 (5.39)
t {l—e( ! j}

elde edilir.
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A~

Ayyr =530762  ve A, =129.996 i¢cin MLE @, =5.20007 ve

Apex =127.571 igin EKK, & 0 = 5.62678 ve A, =131.564 i¢in AEKK tehlike

fonksiyonlart Sekil 5.9.” de verilmistir.
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Sekil 5.9. GIED in Ball bearings verisi i¢in tehlike fonksiyonlari

Sekil 5.9.” dan GIED in MLE, EKK ve AEKK tahmin edicileri i¢in tehlike

fonksiyonu artandir ve aynmi giivenilirlik fonksiyonunda oldugu gibi hemen hemen

cakisik bir egri gosterir.

dir.

h(¢) nin Guinea pigs verisi i¢in maksimum olabilirlik tahmini

(7103.8076J
t
Q ()= [266.7232 e

: )lle(%]

(5.40)
h(¢) nin Guinea pigs verisi igin en kiigiik kareler tahmini
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(7125955]
444.1677 e !
2( ) = (

}; ! 2 } 125.955 (5.41)
f {u[w

seklindedir.

h(t) nin Guinea pigs verisi i¢in agirlikli en kiigiik kareler tahmini

(_120.13]
t

~ 384.1637 e
hy(t)= 5.42
() [ t* j (7120.13j (5:42)
dir.
h(t) nin Guinea pigs verisi i¢in momentler yontemi tahmini
(_169.771]
~ 744.4111 e !
hy(t)= 5.43
{0) ( t* j (7169.771) (5:43)
elde edilir.

Gy =2.5694 ve A,,, =103.8676 igin MLE &, =3.5264 ve A, =125.955

icin EKK, & x =3.1979 ve A =120.13 igin AEKK tehlike fonksiyonlar Sekil

5.10.” da verilmistir.
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Sekil 5.10. GIED in Guinea pigs verisi i¢in tehlike fonksiyonlari

Sekil 5.10.” dan GIED in MLE, EKK ve AEKK tahmin edicileri i¢in tehlike

fonksiyonu artandir ve hemen hemen ¢akigiktir.
5.6. Diger Omiir Dagilimlarimin Guinea Pigs Verisi icin Karsilastirilmalar

Guinea pigs verisi i¢in GIED in yaninda IED, iistel, gamma ve Weibull
modelleri de kullanilmis ve parametre tahminleri, AIC, BIC, K-S Test, ve Log(L)

degerleri Cizelge 5.5.” de verilmistir.
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Cizelge 5.5. Guinea pigs verisi i¢in AIC, BIC, K-S Test ve Log(L) degerleri

S. Dagilim Parametrelerin MLE Tahminleri LOg(L) AIC BIC K-S

No

1 | GIED(a, A) (@ /{) — (2.5694,103.8076) -397.0398 798.0796 | 802.6605 | 0.1073
2 | IED(A) /{ - 60.4515 -408.4549 818.9098 | 821.2002 | 0.1883
3 | Exp() 1 =99.8901 -409.0974 820.1948 | 826.7757 | 0.2003
4 | Gamma(a, A) (& /i) — (2.1083,47.3786) -399.4929 802.9858 | 807.5667 | 0.8671
5| Weibull(a, A) (0?,/7:) — (1.4028,110.7486) -402.4992 808.9958 | 813.5793 | 0.1378

Ustel, Weibull ve Gamma dagilimlariin Guinea pigs verisi igin histogrami ve

tizerindeki olasilik yogunluk fonksiyonlari tahminleri Sekil 5.11." de verilmistir.

Sekil 5.11.’e goére gamma modeli daha iyi bir tahmin vermektedir. Ayrica AIC ve

BIC kriterlerine ve Kolmogorov-Smirnov testine de bakildiginda asagidaki sonuglar

elde edilir:

AIC VE BIC Testleri degerlerine gére uygunluk sirasi,

GIED GAMMA WEIBULL IED EXP

seklindedir.

K-S Test degerlerine gore uygunluk sirasi,

GIED WEIBULL IED EXP GAMMA
dir.

Test kriterlerine gore en uygun 6miir dagiliminin GIED oldugu
goriilmektedir.
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Sekil 5.11. Guinea Pigs verisi i¢in histogrami ve iizerindeki olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 tahminleri

77



5. GENELLESTIRILMIS TERS USTEL DAGILIMIN TAHMIN YONTEMLERI
KULLANILARAK DIGER OMUR DAGILIMLARI iLE KARSILASTIRILMASI
Goknur AYKANAT

78



6. SONUCLAR VE ONERILER Goknur AYKANAT

6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada Omiir modeli olarak genellestirilmis ters tistel dagilimin
ozellikleri incelenmistir.

Ik asamada giivenilirlik teorisindeki temel kavramlar ayrmtili olarak
incelenmistir.

Ikinci asamada genellestirilmis ters iistel dagilm tanitilarak ozellikleri
verilmigtir. Daha onceki ¢aligmalara ek olarak Bain ve Engelhardt (1991) ve Shaked
ve Shanthikumar (2007) tarafindan oOnerilen stokastik siralamanin bazi 6zellikleri
genellestirilmis ters listel dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonuna uygulanmstir.
Momentleri Mathematica 5.0 paket programinda hesaplanmis ve yorumlari
yapilmistir. Ayrica genellestirilmis ters iistel dagilimin parametrelerine bagli olarak
maksimum olabilirlik tahmin edicilerinin simiilasyon ¢alismasi1 yapilmistir. Bunlara
ek olarak farkli tahmin yontemleri bu dagilimla verilmistir.

Uciincii asamada genellestirilmis ters iistel dagilimin giivenilirlik ve tehlike
fonksiyonlar1 incelenmis ve yorumlanmustir. Bu dagilini kullanarak flerleyen II. tip
sanstirlii 6rneklem tiretme yontemleri verilmistir.

Son olarak Leiblein ve Zelen (1956) dan alinan Ball bearing ve Bjerkadal
(1960) tarafindan 6nerilen Guinea pigs verileri kullanilarak genellestirilmis ters tstel
dagilm diger dagilimlarla karsilagtirilmis Omiir dagilimi  olarak uygunlugu
yorumlanmustir. Her iki veri seti i¢in de bu dagilimin dagilimsal 6zellikleri ayrintili
olarak incelenmistir ve genellestirilmis ters listel dagilimm Omiir modeli olarak
uygunlugu belirlenmistir. Moment hesaplarinda kullanigsiz oldugu goriilmiistiir.
Farkli yontemlerle parametre tahminleri yapilmis momentler yontemi ile elde edilen
sonuglar gliven araliklarinin uzaginda saptanmustir.

Gelecek calismalarda genellestirilmis ters iistel dagilimin Ilerleyen II. tip

sanstirlii orneklem kullanilarak uygun bir modelleme yapilabilirligi 6nerilmistir.
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Tezde Kullanilan Mathematica Kodlar

En kiiciik kareler kestiriminin hesaplanisi icin Mathematica 5.0 Kodlari

Ball Bearings Veri Seti

x={17.88,28.92,33.0,41.52,42.12,45.60,48.40,51.84,51.96,54.12,55.56,67.80,68.64,6
8.64,68.88, 84.12,93.12,98.64,105.84,105.12,127.92,128.04,173.4}
2[y_]:=(1-((1-Exp[-lam/y])"alf)-i/23 )*((1-Exp[-lam/y])"alf)*Log[ 1-Exp[-lam/y]]
3[y_1=(1-((1-Exp[-lam/y])"alf)-1/23)*(Exp[-lam/y])*((1-Exp[-lam/y])"*(alf-1))/y
FindRoot[ {Sum[f3[x][[1]],{1,1,23}]==0,Sum[{2[x][[1]],{1,1,23}]==0},{{alf,2},{lam,1
00} }]

{17.88,28.92,33.,41.52,42.12,45.6,48.4,51.84,51.96,54.12,55.56,67.8,68.64,68.64,68.88
84.12,

93.12,98.64,105.84,105.12,127.92,128.04,173.4}

{alf-5.20007,lam>127.571}

Guiena Pigs Veri Seti

x={12,15,22,24,24,32,32,33,34,38,38,43,44,48,52,53,54,54,55,56,57,58,58,59,60,60,
60,60,61,62,63,65,65,67,68,70,70,72,73,75,76,76,81,83,84,85,87,91,95,96,98,99,105,
109,110,121,127,129,131,143,146,146,175,175,211,233,258,258,263,297,341,341,37
6}

2]y _]:=(1-((1-Exp[-lam/y])*alf)-1/73 )*((1-Exp[-lam/y])"alf)*Log[ 1-Exp[-lam/y]]
f3[y_]:=(1-((1-Exp[-lam/y])"alf)-1/73)*(Exp[-lam/y])*((1-Exp[-lam/y])*(alf-1))/y
FindRoot[ {Sum([f3[x][[1]],{1,1,73}]==0,Sum[{2[x][[1]],{1,1,73}]==0},{{alf,1.5},{lam,9
0}}]

88



{12,15,22,24,24,32,32,33,34,38,38,43,44,48,52,53,54,54,55,56,57,58,58,59,60,60,60,60
,61,62,63,65,65,67,68,70,70,72,73,75,76,76,81,83,84,85,87,91,95,96,98,99,105,109,110
,121,127,129,131,143,146,146,175,175,211,233,258,258,263,297,341,341,376}

{alf-3.52642,lam125.955}

Agirhikh en kiiciik kareler kestiriminin hesaplamisi icin Mathematica 5.0

Kodlan

Ball Bearings Veri Seti

x={17.88,28.92,33.0,41.52,42.12,45.60,48.40,51.84,51.96,54.12,55.56,67.80,68.64,6
8.64,68.88,84.12,93.12,98.64,105.84,105.12,127.92,128.04,173.4}

2]y _1:=(((2472)*25)/(1*(24-1)))*(1-((1-Exp[-lam/y])*alf)-i/23 )*((1-Exp[-
lam/y])"alf)*Log[1-Exp[-lam/y]]

£3[y_J:=(((24°2)*25)/(1*(24-i))) *(1-((1-Exp[-lam/y])alf)-i/23)*(Exp[-lam/y]*((1-
Exp[-lam/y])*(alf-1))/y

FindRoot[ {Sum[f3[x][[i]],{i, 1,23} ]==0,Sum[f2[x][[i]],{1,1,23} |==0},{{alf,2}, {lam,100
§]

{17.88,28.92,33.,41.52,42.12,45.6,48.4,51.84,51.96,54.12,55.56,67.8,68.64,68.64,68.88
,84.12,93.12,98.64,105.84,105.12,127.92,128.04,173.4}

{alf->5.62678,]lam—131.564}

Guiena Pigs Veri Seti
x={12,15,22,24,24,32,32,33,34,38,38,43,44,48,52,53,54,54,55,56,57,58,58,59,60,60,
60,60,61,62,63,65,65,67,68,70,70,72,73,75,76,76,81,83,84,85,87,91,95,96,98,99,105,

109,110,121,127,129,131,143,146,146,175,175,211,233,258,258,263,297,341,341,37
6}

&9



2]y _1:=(((7472)*75)/(1*(74-1)))*(1-((1-Exp[-lam/y])*alf)-i/73 )*((1-Exp[-
lam/y])"alf)*Log[1-Exp[-lam/y]]
3[y_1:=(((74"2)*75)/(1*(74-1)))*(1-((1-Exp[-lam/y])"alf)-1/73)* (Exp[-lam/y])*((1-
Exp[-lam/y])*(alf-1))/y
FindRoot[ {Sum[f3[x][[i]],{i,1,73} ]==0,Sum[f2[x][[i]],{i,1,73} ]==0},{{alf,1.5},{lam,9
0}}]

{12,15,22,24,24,32,32,33,34,38,38,43,44,48,52,53,54,54,55,56,57,58,58,59,60,60,60,60
,61,62,63,65,65,67,68,70,70,72,73,75,76,76,81,83,84,85,87,91,95,96,98,99,105,109,110

,121,127,129,131,143,146,146,175,175,211,233,258,258,263,297,341,341,376}

falf>3.19791,lam—-120.13}
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