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BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Bazi Cebirsel Kavramlar

Bu bolumde, gruplar ve cebirler tizerinde ¢caprazlanmig modiillerin tanimlanmasi

i¢in gerekli olan baz1 kavramlar: hatirlatalim .

Tanim 1.1.1. G bos olmayan bir kiime ve x , G de ikili islem olsun.(G,x) cebirsel

yapist asaqidaki aksiyomlary saghyorsa bir grup denir [5].
1. %, G de bir ikili islem,

2. x igleminin , G de birlesme ozelligi vardir. Yani Ya, b, c € G i¢in,

a*(bxc)=(axb)xc dir,

3. x igleminin, G de birim elemans vardir. Yani, Ya € G i¢in, axe = e*xa = a

olacak sekilde Je € G vardar,

4. x islemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardwr. Yani Ya € G igin,

axa''=a"t'%a=e olacak sekilde Ja=' € G bulunabilir.
Ornek 1.1.1. AutG ile gisterilen G grubunun otomorfizmlerinin kiimesi bir gruptur.

1. f,h € AutG olsun. Yz € G i¢in f(x),h(z), G nin elemanlar, ve (G, *) bir
grup oldugu igin (f o h)(x) = f(x) *x h(x) € G olur. O halde, foh € AutG

N0
(¢]

olup bileske islemi AutG de bir ikili islemdir.

2. ¥f,g,h € AutG ve Vz € G i¢in,
[(feg)ohl(z)=(fog)(zx)*h(z)=I[f(z)*g(z)]*h(z),
[folgoh)](z)=f(z)x*(goh)(z)=[(zx)=*[g(x)=*h(z)

esitliklerinden, G de birlesme 6zelligi gozoniine alinarak, AutG de birlesme

ozelliginin saglandigy gorulir.



3. VYx € G igin, e(x) = eq ile tamaml ve e € AutG fonksiyonu birim elemanidar.

Gergekten, Vf € AutG ve Vr € G i¢in,
(foe)(z) = f(z)xe(x) = f(x) ve (eof)(x) =e(x)*[f(z)=f(x)
esitliklert saglandigindan foe=eo f = f dir.

4. Son olarak AutG deki her elemanin tersinin varliginy gosterelim.:

f € AutG olsun. Yo € G i¢in, f~ (z) = f(x)~! ile f~1 € AutG fonksiyonunu

tamimlayalim.(G, %) bir grup oldugundan, bu tanvm anlambdir ve Vo € G igin,

(fof™) (@) =flz) f(z)" =eq
(f7 o f) (@) = fl2) " = f(z) = ec

bulunur. Dolayswyla tansmlanan f=1 fonksiyonu f nin tersidir.

Tanim 1.1.2. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kimesi olsun. H nin bir

alt grup olmasi icin gerek ve yeter kosul
1. Ya,b € H i¢in ab € H ve
2. Va € H icin a™' € H olmasidar.

H < G ile gosterilir [5].

Tamim 1.1.3. N < G olsun. Ya € G,Vx € N i¢in ara™ € N ya da buna denk
olan asaqidaki ifadelerden biri saglanirsa N ye G nin normal alt grubu denir ve

N QG ile gasterilir [5].
1. VYa € G iginaNa™ ' C N,
2. Va € G icinaNa™! = N,
3. Ya € G i¢in aN = Na.

Tanim 1.1.4. N <G olsun. G nin N ye gore sag (veya sol ) denklik siniflary kiimesi
G/N ile gosterelim. YaN,bN € G/N igin

(aN) (bN) = (ab) N



ile tanamlanan ¢arpma islemine gore G/N bir gruptur. Bu gruba R nin N ye gére
bolim grubu denir [5].

...... 59 9

olsun.

Asaqdaki aksiyomlar: saglayan (R,+,-) cebirsel yapisina bir halka denir [5, 19].
1. (R,+) bir degismeli gruptur,
2. 7.7 asleminin R de birlesme ozelligi vardar,

3. 77 asleminin "4 7 islema uzerine sagdan ve soldan dagilma ozellikleri vardar,

yani

Va,b,c € R i¢in a(b+ c¢) = ab+ ac ve (a + b) ¢ = ac+ bc dir.
Tanim 1.1.6. R bir halka ve ) # I C R olsun.
1. Ya,be Il igina—0be I ve
2. Ya el veVre R iginrae I (veya ar € I) ise

ya R nin bir sol (veya sag) ideali denir. Hem sol, hem de sag bir ideale iki tarafla

tdeal veya kisaca ideal denir [5].

Ornek 1.1.2. {0z} ve R, her R halkasin birer idealidir. Bunlara R nin agikar

ideallert denir.
Tanim 1.1.7. R halkasinin, bir I idealine gore tanmimlanan denklik siniflars arasinda
(a+D@b+I)=(a+b)+1I, (a+I)©b+1)=(ab)+1

ile tanvmlanan @, © iglemlerine gore R/I bir halkadvr. Bu halkaya R nin I idealine

gore bélim halkasw denir [5].

Tanim 1.1.8. R birimli ve degisimli bir halka olsun. R tuzerinde bir modul bir M

abel grubu ile M de asagidaki ozellikleri saglayan bir

RxM—M

(rym) — rm

dis 1slemine denir. v, 12 € R ve m, my, mg € M olmak tzere



1. r(mq +mg) = rmy +rmy
2. (ry+mr)m=riym-+rem
3. (rirg) m =1y (ram)
4. Im=m
R iizerinde bir modil R-moddil olarak da adlandirier [6, 11, 12, 17].

Ornek 1.1.3. R birimli ve degisimli bir halka olmak tizere herhangi bir A abel grubu,

re R, a€ A igin

RxA— A

(r,a) —ra=0

tanemlamast ile bir R- modil yapist olusturur [10, 12].

Tanim 1.1.9. R ve S iki halka olsun. Bir M abel grubu hem sol R-modul hem de
sag S-modul ve her r € R,m € M ve s € S i¢in

r(ms) = (rm)s
ozelligini saglyor ise M ye (R — S)-bimoddil denir ve R Mg olarak gosterilir [10)].

Onerme 1.1.1. R degisimli halka ise her M sol R-modulden mr = rm tanimlamas:

ile bir sag R-modil elde edilir ve M bir R-bimodil olur [3, 10] .

Uyar: 1.1.1. 1. R bir cisim ise R—modul bir vektor uzayr yapist olusturur.

2. Bir degisimli R halkasiman N ideali, bir R-modildir. Cunki, N ideal oldugundan

bir abel grubu yapise olusturur ve her r € R i¢in N C N dir. Dolayisiyla

RxN—N

(r,n) —rn
carprma kapalidir ve modul sartlar, saglanar.

3. Her degisimli grup bir Z- modildir.



4. Sadece 0 dan olusan toplamsal asikar grup herhangi bir halka tizerinde moduil

yapisy olusturur.

5. S bostan farkl bir kime ve M bir R-modil olsun. M(S,M),S den M ye

dontstumlerin grubu bir R-modildir.
Tanim 1.1.10. M ve N, iki R-modil olsun.
f:M—N
fonksiyonu her x,y € M ver € R i¢in,

flety)=fx)+ fy)
flra) =rf(x)
sartlarma saglyor ise f ye bir R—modil homomorfizmi denir [3, 10, 17].

Tamim 1.1.11. M bir R-modiil olsun. M, M nin alt grubu olmak tizere m' € M’ ve
her r € R icinrm € M ise M' ye M nin alt modiilii denir [10, 12, 17] .

Ornek 1.1.4. f: M — N bir R-modil homomorfizmi olsun. Bu durumda
cekf ={me M: f(m) =0},
M nin bir alt modiludir. Cunki; cekf, Mnin alt grubu ve m € M, r € R i¢in
f(rm) = rf(m) =10 =0
oldugundan rm € cekf dir. Ayrica f(M)de N nin alt modilidir [10].

Tanim 1.1.12. Birimli (1 # Ok) ve degismeli bir K halkasinda sifirdan farkly her
x dgesinin carpma i¢in bir tersi varsa, yani xx' = lx olacak sekilde bir ¥’ € K

varsa K ye cistm denir [17].
Tanim 1.1.13. (V,+) bir degismeli grup ve (K, +,.) bir cisim olsun.
KxV —V
(a,a) — ax

fonksiyonu var ve bu fonksiyon asaqidaki aksiyomlar, saghyorsa V ye K dizerinde

vektor uzayr denir [17];



1. Va,b € K ve a € V igin (ab) a = a (ba),
2. Ya,be K vea €V i¢in (a+0b)a=ax+ ba,
3. Vae Kvea,f €V iginala+ ) =ax+ af,

4. K mn birim elemant 1 ise la = a.

Tanim 1.1.14. Bir M kimesi bir K cismi uzerinde bir vektor uzay: ise ve

MxM—M

(m17m2) = MMy
carpma islemi de my, mo, mg € M, k € K olmak tzere

my (ma + mg) = myma + myms,
(mlmz) ms3 =m (m2m3) )

(kmy) mo = my (kmg) = k (myma)

ozelliklerini saghyorsa M kiimesine K cismi tizerinde bir cebirdir denir. Ayrica M

degisimli k-cebiri asagidaki aksiyomlar, saglayan

MxM—M

(mb m2) = MM

bilineer dénisimi ile bir k-moddldiir [12, 17].

VYmy,mo € M ve k € K icin

1. mimg = mamy

2. (mymg) k = my (mak).
Ornek 1.1.5. Her degisimli A halkasi, bir A-cebiri olarak dustuntlebilir.
Ornek 1.1.6. R cismi, kendisi tizerinde birimli ve degisimli bir cebirdir [17].
Tamim 1.1.15. A bir R-cebir, ) # B C A olmak iizere b,b € B,r € R icin

1. bb € B,



2.b—b € B,
3. brverbe B

sartlary saglanirsa B ye, A nan altcebirt denir. B, bir R-cebir olan A min altmodilidiir

[10, 12].

Tanim 1.1.16. U ve V', K cismi tizerinde iki cebir olsun. U dan V ye f:U —V
donusumu her u,v € U |, k € K i¢in

o flutv)=flu)+f(v)

o fluw) = f(u)f(v)

° fdy) =1y

o [flku)=Fkf(u)

sartlarny saghyorsa f donusimine cebir morfizmi denir.

Tanim 1.1.17. R degisimli halka, A, B ve G, R-modil olmak tizere
f:AxB—-(G
fonksiyonu,
fla+d,b) = f(a,b) + f(a",b)

fla,b+b) = fla,b)+ f(a,b)
rf(a,b) = f(ra,b) = f(a,rd)

sartlarma saglyorsa f ye R-bilineer donisim denir [17].

Tanim 1.1.18. G bir grup ve S herhangi bir kume olmak tzere, her x € S, g, h € G

¢
GxS—S
(9,7) = ga
fonksiyonu
1. e, =1z,

2. (gh)e = 9(hy),



sartlarine saghyorsa bu fonksiyona G grubunun S kimesi tizerine sol etkist denir.

Benzer olarak sag etki de g ile tanamlanar [1])].

Ornek 1.1.7. H, bir G grubunun altgrubu olmak tuzere H min G tzerine etkisi,

eslenik fonksiyonu adu verilen

HxG—(G
(h,x) + hy = hah™*
fonksiyonu ile tanimlanir. Bu fonksiyonun bir etki fonksiyonu oldugunu gosterelim.

1. e, = exe ' = 1.

2. (gh)s = (gh)z(gh)™ = g(hah™")g™! = gqn,).
Tanim 1.1.19. M ve R, k-cebir olmak tzere

RxM—M

(rym) — rm
doniistimii her k € k, m,m" € M, r,r" € R icin
1. k(rm) = (kr)m = r(km),
2. r(m+m) =rm+rm,
3 (r+rYm=rm+rm,

/ ’

4. r(mm') = (rm)m’ = m(rm’),

/7

5 (rr')ym = r(r'm),

sartlaring saglyorsa bu dontsiume, cebir uzerinde sol etkt denir. r € R ninm € M
tizerine etkisi r,, ile gésterilir [1]. Benzer sekilde sag etki de tanimlaniwr ve ,r ile

gosterilir.

Tanim 1.1.20. Bir C kategorisi iki siniftan olusan bir sistemdir; bu sinaflar

1. Elemanlarina nesne ismi verilen ve ObC ile gosterilen sinaf,



2. Elemanlarina morfizm denen ve MorC ile gosterilen siniftar.

C’ nin herbir morfizmine tanim ve deger bolgesi olarak adlandwrilan ki nesne karsilik
gelir. X € ObC wve Y € ObC nesnelerini siraswyla tanwm ve deger bolgesi olarak
kabul eden bitin morfizmlerin kimesi Mor(X,Y) ya da C(X,Y) ile gosterilir ve
f € Mor(X,Y) ise f:X — Y yazlwr. C’ de kompozisyon iglemi tanimldur
oyle ki f € Mor(X,Y) , g € Mor(Y,Z) ise go f (veya gf ) kompozisyonu
tanim bolgesi X  we deger bolgesi Z olan bir morfizmdir. Yukarida tanimladigimaz

kavramlar asagidaki aksiyomlar: da saglamalidir:

KAT1(Birlesme): Eger f € Mor(X,Y), g€ Mor(Y,Z) ve h € Mor(Z,W) ise

ho(gof)=(hog)of

dir.
KAT2(62d6§ morfizmin varlgi): Her X € ObC i¢in oyle bir 1x € Mor(X, X)
vardwr ki eger f € Mor(Y,X) ve g € Mor(X,Y) ise

Ixof=f wve golx =g

dir [2].

O halde; bir kategori su ti¢ ozellige sahip olmalidir:

1. Nesneler simifi,
2. Morfizmler smifi,

3. Morfizmlerin kompozisyonu.

Ornek 1.1.8. Gruplarin Grp kategorisinde nesneler kiimesi tim gruplar, morfizmler

” .
O

grup morfizmleri ve kompozisyon islemi de morfizmlerin bilinen bileske islemidir.

Yans,

1. Nesneler kiimest,

Ob(Grp) ={G : Ggrup }



2. Morfizmler kiimesi,

Mor(Grp) ={f | f: G — G’ grup morfizmi}

3. Kompozisyon islemi,
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z)
frg—gof
seklinde tansmbdur [2].

Ornek 1.1.9. Cebirlerin Alg kategorisinde nesneler kumesi tim cebirler, morfizmler

ise cebir morfizmleri ve morfizmler arasindaki islem ” o7 islemidir.

1. Nesneler kiimest,

Ob(Alg) = {A: A cebir}
2. Morfizmler kumes,

Mor(Alg) ={f | f: A— A cebir morfizmi}

3. Kompozisyon islems,
Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z)
frg—gof
seklinde tanymbidar.

Tanim 1.1.21. C bir kategori olsun. o : A — B , C kategorisinde bir morfizm

olsun. O zaman o asagidaki gibi adlandvrilur [18]:

1. o bir monomorfizmdir gerek ve yeter sart her A" € Ob(C') i¢in ve her v1,v2 €

Morc(A', A) igin oy, = oysiken vy = vo dir.

2. Herhangt iki paralel morfizm f1, fo : B — C i¢in ofy = ofy esitligi, f1 = fo

olmasin gerektiriyorsa o bir epimorfizmdir.
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3. o bir izomorfizmdir gerek ve yeter sart ot = I ve To = I olacak sekilde bir

T : B — A morfizmi vardwr. T, o mn tersi olarak adlandurilor.
4. Eger 0% = o ise o ya idempotent (tek kuvvet) denir.

5. 0,C deki bir ¢ift morfizmin coequaliser, ise o ya reguler epimorfizm denir,

burada coequaliser kavramint hatirlatacak olursak,

I
A B
g
morfizm ¢iftinin coequaliser:
S
A B——T

g
daki j dir oyleki eger

/

A~ B-%sX

g
verildiginde asagidaki diyagram degisimli olacak sekilde
dp: T — X vardwr [2] .

A pl.T
BN
a 4

11



BOLUM 2
GRUPLAR UZERINDE CAPRAZLANMIS
MODULLER

Caprazlanmig modiil kavram ilk kez 1949 da J.H.C. Whitehead [20] tarafindan
”Combinatorial Homotopy Theory I, II” isimli caligmalarinda yer aldi. Daha sonralari
bu kavram matematigin bir ¢cok alaninda kullanildi. Bunlardan bazilar1 Homotopi
teori, Gruplarin Homolojisi ve Cohomolojisi, Cebirsel K-Teori, Bilgisayar Cebiri ve

Diferensiyel Geometri dir.

Tanim 2.0.22. C' ve G birer grup,
0:C — G
grup homomorfizmi ve
GxC—C
(9:¢) — e
G nin C tzerine etkisi ile ile birlikte, her ¢, € C ve g € G igin

CM1) 9(g.) =g (c)g™"

CM2) Ocw =ccc™!
sartlar saglanmyorsa C ye bir ¢aprazlanmas modil (C,G,0) denir ve (C,G,0)
ile gasterilir. O homomorfizmine caprazlanmis modilin swnar donidgimi denir.

Ayrica ¢aprazlanmis modil (C, G, 0) ,CL G wve bazen sinwr dontsumi gizlenerek

(C,G) ile de gdsterilebilir [4, 7, 13].

Ornek 2.0.10. T bir grup ve AutT, T grubunun otomorfizmlerinin bir grubu olmak

tzere (T, AutT, ) bir ¢aprazlanmis modildir [14]. Gergekten,
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0: T — AutT
t—0t):T—T
s+ O(t)(s) = tst™*
seklinde tanmimlayalim. t,h € T i¢in O(th) = O(t) o O(h) oldugunu gdsterirsek O nin
bir grup homomorfizmasi oldugunu gostermis oluruz.
(0(t) 0 0())(s) = A(t)(A(h)(s)) = O(t)(hsh™")
=t(hsh™ )t~ = (th)s(h~ 't~
= (th)s(th)™" = O(th)(s)

T bir grup oldugundan birlesme 6zelligi vardwr. Dolayisiyla bu yazdiklarimiz anlam-

ludwr. Yani O bir grup homomorfizmasidar.

AutT xT — T

(t,0) — 0(t)

seklinde tamimlanan fonksiyonunun AutT nin T ye bir sol etki fonksiyonu oldugunu

gosterelim.

1.teT vel:T — T birim otomorfizm olmak tizere 1, = 1(t) =t olup ilk sart

saglanar.

2. g,h € AutT ve t € T i¢in (h(g:)) = h(g(t)) = (hog)(t) = (hog): olup ikinci

sart da saglanar.

Boylece fonksiyon bir etkidir.

Simdi ¢aprazlanmis modul aksiyomlarinin saglandiginy gosterelim.
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CM1) 0 € AutT ve t € T olsun.

A(0,)(s) = 9(0(1))(s) = O(t)sO(t) ™" (1)
(000(t)007")(s) = (000(t)) (0 (s)) = 0(A(t)(07'(s)))
=0t (s)t™1) = 0(t)(0 007" )(s)0(t )
~ 01561 ()
olup I ve IT den 9(6;) = 60(t)0~" bulunur.

CM?2) Hert,s € T i¢in O(t), = O(t)(s) = tst™! olup ikinci sart da saglanir. Sonug

olarak (T, AutT, d) bir ¢aprazlanmas modildir.

Ornek 2.0.11. N, G grubunun normal alt grubu olmak tuzere
0=i¢: N —G
141
icine (inclusion) homomorfizmi ve

GxN—N
(g;n) = gn = gng™*
seklindekit G min N 1izerine etkisi, bir caprazlanmas modil yapise olusturur. Gergekten;
CM1) 9(ga) =0 (gng™")
=gng™ , (A(n)=n)
=90 (n)g™"

CM2) 0(n)y = ny

=nn'n"!

seklinde ¢aprazlanmas modiil aksiyomlary saglanwr [6, 15, 14].

Ornek 2.0.12. R™ R cismi tizerinde bir vektor uzay ve
GL(R”) — {fr : fr - R"™ lmﬁ;’“ Rn,VT ceRverc Rn7 fr<x> _ 7“.%}

14



kiimesi R™ uzerinde genel lineer grup olmak tzere,

0:R — GLR")

ri— f
dontusiumi, Vri,re € R i¢in

O(rir2) = friry
= frirs ()
= (ryr9)x
= ri(rox) = ri(fr,())
= [r(fr)(z) Yz € R" i¢in saglandigindan

= fr 0 fry, = 0(r1) 0 0(rs)

oldugundan bir grup homomorfizmasidir. Boylece

GL(R") x R — R
(frarl) = (fr)r’ = 717",7071

etkisi ile birlikte ¢caprazlanmas modul yapise olusturur. Caprazlanmas modil sartlarin

sagladigine gosterelim;

CM1) A((fr)y) =0(rr'r™)
= a(r)o(ro(r 1)
— fra(rl)f;1

CM2) 0r), = (1),

/_
=rrr !

Asgagidaki sonug, caprazlanmis modul aksiyomlarimin direkt bir sonucudur.

Onerme 2.0.2. (T, G, 0), bir ¢caprazlanmis modil olsun.
i) cekd, T nin merkezi olan Z(T) nin bir alt grubudur.

i3) OT, G nin bir normal alt grubudur ve béylece cocekd bulunur [13].
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ispat.

i) G nin T iizerine etkisi

GxT—T

(g:t) = g =gt
ve

cekd ={k e T :0(k) = 15},

Z(T)={meT:Vn eT igin mn = nm}
olmak tizere k € cekd, n € T i¢in

kn = knk™'k
= (0(k)n)k ((T,G,0) gaprazlanmig modiil oldugundan)
=1,k
= Ink

=nk
oldugundan cekd C Z(T') dir ve ki, ko € cek0 igin,
O(kiky ') = 0(k1)0(ky ') = 0(k1)O(ks) " = 1

oldugundan k;k; *0 olur. Béylece cekd < Z(T) elde edilir.

ii) (T, G, 0) caprazlanmig modiil oldugundan
g0(t)g~" = 0(g:)
olur ve etki fonksiyonundan g; € T' dir. Buradan
g0(t)g " = 0(g.) € A(T)

elde edilir. Boylece (T') < G dir. Dolayisiyla G/0(T") boliim grubu elde edilebilir.
Bu da bize cocekd yi verir. O
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Onerme 2.0.3. Herhangi bir (T, G,0) ¢aprazlanmas modil olmak tzere Tve G nin

normal alt gruplar: sirasiwyla
T¢={teT:g =t VgeG}

ve

GT)={geG:gs=t VteT}

dar .
Agik olarak TS, Z(T) nin alt grubudur. Dikkat edilirse G(T), (T, G, ) ¢aprazlan-

mas modilunin etkisini tansmlayan G X T den T ye giden dontsumin ¢ekirdegidir
[13].
Tanmim 2.0.23. Bir (T,G,0) ¢aprazlanms modiiline,

1. eger G nin T dzerine etkisi faithful ise yani G(T) = 1 ise faithful denir,

2. eger cocekd = 1 ise basit baglantily denir [15].

Ornek 2.0.13. 1. Herhangi bir T grubuyla faithful ¢caprazlanmis modiili
T xT — T etkisi ile elde edilebilir. Gercekten her t,k € T i¢in

GT)={teT : t, =kVkeT}={17}
oldugunu kolayca gosterebiliriz, yani,
th=tht '=k=1t=1
dir [13].
2. Gruplarmn herhangi bir merkez geniglemesi (central extension)
l —K—X-"5G—1

ile X — G, basit baglantily caprazlanms modildir. Yani merkez genislemesi

tam oldugundan 7(X) = G ve G/7(X) vardr.
G/T7(X)=G/G={1s}
dir, dolayswyla G/1(X) = cocekT =1 dir [15].
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Tanim 2.0.24. (T,G,0) ve (T',G', ') iki ¢aprazlanmas modiil olsun. Hert € T wve

g € G igin
©(9:) = V(9) )
ve
T S
a\ \ \6'
/
G — G

diyagrams degisimli ise, yani

olacak sekilde p: T — T' | ¢: G — G' homomorfizmleri varsa
(va Q/}) : (T7 G7 a) - (T/7 Gl? a/)
morfizmine ¢aprazlanmis modiller arasindaki morfizm denir [6, 13].

O halde, G = G’ ve 9 birim doniigiim ise, ¢ bir homomorfizma oldugundan

¢ (9:) = gppdir ve
T

|

G

diyagrami degisimli oldugundan, yani

saglandigindan, ¢ bir caprazlanmig modiil morfizmidir.

Onerme 2.0.4. Caprazlanmas modillerin kategorisini olusturalim ve bunu CrsM ile

gosterelim. Bu kategorinin nesnelerinin kimesi;
Ocrsm = {(T,C,0) : (T, C,0) bir ¢caprazlanmis modil}
ve morfizmlerinin kimesi;
Mor(CrsM) = {(a, @) : (Th,C4,01) — (Tz,Cs,0s) : (o, @) ¢aprazlanmas modil morfizmi}
dir [14].
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Onerme 2.0.5. (T, G,0) ve (C,G, ) iki ¢aprazlanmas modil ve
(p,Id) : (T,G,0) — (C,G,B) ¢aprazlanmas modil morfizmi olsun. O zaman C' nin
T ye B yoluyla etkisi ile (T, C,0) ¢aprazlanmas modilii elde edilir.

ispat. v, caprazlanmig modiillerin morfizmi olmak tizere

| A

G

degisimli diyagrami vardir ve C', T' ye (3 yoluyla etki eder. Yani te T ve ¢ € C' i¢in

CxT—T
(c,t) = cr = B(c)
seklindedir.
go(gt) = Gop(t) (*)

esitliginden ¢aprazlanmig modiillerin CM1 sartinin saglandigini gosterelim:

o(ce) = (B(c))
= B(c)pry  ( (k) dan)

= Cu) (p(t) € C ve bu etki eglenik etki olur.)

= cp(t)c .

Ayrica
o(t) = Pe(t)

esitligi ve (T, G, 0) nin ¢aprazlanmig modiil olmasi ile

SO(t)t’ = 690(75)75’
= a(t)t'

— 't

olup ¢aprazlanmig modiil aksiyomlarindan CM2 de saglanmig olur. [
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Tanim 2.0.25. (T,G,0) ¢aprazlanmis modilinden kendisine biitin morfizmlerin
kimesi, (T,G,0) c¢aprazlanmas modilinin endomorfizmleri olarak adlandirilir ve

End(T,G,0) ile gosterilir.
(Soa ¢) : (T7 G7 8) - (TI7 GI? al)

caprazlanmis modul morfizmine, @ ve ¥ grup izomorfizmi tken bir caprazlanmas
modil izomorfizmi denir. (T,G,0) ve (T',G',d') ¢aprazlanmis modilleri arasinda

(p, 1) izomorfizmi varsa bu ¢aprazlanmis modiiller izomorfiktir denir ve
(T,G,0) = (T",G",d)

seklinde gosterilir [13].

(T,G,0) = (T',G",d)

oldugunu varsayalim. ¢,T nin bir otomorfizmi ve ¢ de G nin bir otomorfizmi
ise (¢,1) de (T, G, 0) nin bir otomorfizmidir. (7', G, J) gaprazlanmig modiillerinin
otomorfizmlerinin kiimesi grup olugturur ve bu grup Aut(T,G,0) ile gosterilir.

Ayrica
(¢ hu) s (1.6,0) — (1.6.9)

seklinde tanmiml (¢, 1/1)71 de bir ¢aprazlanmig modil morfizmidir. Bilegke iglemi ile

(907 1/]) (SO? w)il = (IT> [G) = (907 77[])71 (‘P, %Z))

dir ve birim morfizmi basit olarak (1,1) olarak yazilabilir .

2.1 ALT CAPRAZLANMIS MODULLER

Tanmim 2.1.1. (7,G,0) bir ¢aprazlanmis modil olsun. FEger (S, H,d') asagqidaki

sartlar saglyorsa (S, H,0") (T, G,0) nin alt caprazlanmas modilidir denir [13].
1. S,T nin ve H da G nin alt grubu,

2.0 =0|S5,0 ninS ye kisitlanmusr ve
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3. H nin S ye etkisi, G nin T ye etkisi ile tanymlanar.

Bir alt ¢aprazlanmas modil i¢in (S, H,0") < (T,G,0) yazilir. Eger i : S — T wve

J: H — G dahil etme doniisiimler: ise
(i,5) : (S, H,0') — (T, G,0)
bir caprazlanmas modul morfizmidir.

Ornek 2.1.1. N, G grubunun bir normal alt grubu ve i dahil etme fonksiyonu, Idg
birim fonksiyonun N ye

i:]dg|NINCG—>G

kisitlanmage olmak tizere (N, G, 1), (G, G, Idg) ¢aprazlanmas modiliniin alt ¢aprazlan-

mas modulund olusturur.

Onerme 2.1.1. (S, H,0) ve (S',H',0),(T,G,0) nin alt ¢caprazlanmas modili olsun.
(S, H,0) ve (S',H',0) nin arakesiti (S, H) N (S",H'),

SNS % HNH de (T, G,0) nin alt ¢aprazlanmas modilidir.

Ispat. (S,H,0), (S’ H',0) < (T,G,0) oldugundan S,S5" < T ve H, H' < G dir ve
dolaywsiyla SN S’ < T, HN H' < G dir. Buradan

SNS' % HNH

0 nin kisitlanmigidir. Buna gore (SN S', HN H'), (T, G, 0) nin bir alt ¢aprazlanmig

moduludiir. O

Onerme 2.1.2. (S, H,0) ve (S',H',0),(T,G,d) nin alt ¢caprazlanmas modili olsun.
(S, H,0) ve (S',H',0) nin birlesimi (S, H)U(S’, H)ve S C S', H C H' olmak tizere

Sus' % HUH
de (T, G, 0) nin alt ¢caprazlanmas modilidiir.

Ispat. (S,H,0), (8" H',0) < (T,G,0) oldugundan S,5" < T ve H, H' < G dir ve
S c S ve HC H oldugundan SU S’ < T, HU H' < G dir. Buradan

SUS' % HUH
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0 nin kisitlanmigidir. Buna gore (SUS’, HU H'), (T, G, ) nin bir alt ¢aprazlanmig

moduludiir. O

Onerme 2.1.3. Bir X grubunun bostan farkly herhangi iki alt kimesi A ve B nin
carpim kiimesi

AB={ab:ac A be B} C X

dir.

(T, G,0) nin (S, H,0) alt ¢caprazlanmas modili ve (R, K,0) normal alt ¢caprazlanmas
modili ile (SR, HK,0) dglisi (T,G,0) nin bir alt ¢aprazlanmis modilidir ve
(S, H)(R, K) seklinde gdsterilecektir [13].

Ispat. R < T ve K < G oldugu icin SR < T ve HK < G dir. Siur déniisiimii 0,
SR den HK ya morfizm kisitlamasidir. Ayricaher h € H k€ K, s € S, r € R i¢in

(hk)sr = hg hs— (hk)s(hk)r
= hs h(s—lks)(hk)r

elemani (R, K) nin (7,G) de normal olma sartlarindan (2) ve (3) e gore SR ye
aittir. Bu nedenle G nin T tizerine etkisi, H K nin SR iizerine etkisine indirgenir ve

(SR,HK),(T,G) nin bir alt ¢aprazlanmig modiiliidiir. O

2.2 NORMAL ALT CAPRAZLANMIS MODULLER VE
CAPRAZLANMIS BOLUM MODULLERI

Tanmim 2.2.1. Eger asaqidaki sartlar saglanirsa (T, G,0) nin bir alt ¢aprazlanmag

modili olan (S, H,0") ne bir normal alt ¢aprazlanmas moddiliidir denir [13].

1. H , G nin bir normal alt grubu,
2. herge Gvese Sigin gs € 5,

3. her h € H,t € T i¢in (hy);-1 € S.

Bu durum (S, H,9') < (T, G, 0) ile gosterilir
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(T, G, 0) caprazlanmig modilii eger (1,1,1) agikar gaprazlanmig modiil degil
ve (T,G,0) nin normal alt ¢aprazlanmig modiilleri sadece (1,1,1) ve (7, G,0) ise
(T, G, 0) ye basittir denir. (1,1,1) agikar ¢aprazlanmig modiilii basit¢ge 1 olarak
yazilir.

(S,H,d),(T,G,d) nin normal alt caprazlanmig modiilii olsun. (7/S,G/H,0)

tigliistinii gozoniinde bulundurursak

0:T/S— G/H
tS + 0(tS) = 0(t)H = gH,

0 tarafindan indirgenmistir. G/H nin 7'/S tizerine

G/H xT/S —T/S

(gH,tS) — guus) = (9:)S

ile verilen bir etkisi vardir.(S, H,d') niin (7, G, 0) de normal olma sartlar1 etkinin

iyi tanimli olmasini garanti eder.

CM1)  0(gHs) = 3((g:)S5)
=0(g)H (0 tammindan)
= (go(t)gHYH  ((T,G,0) caprazlanmig modiil oldugundan)
=gHO(t)Hg 'H
= gHO(tS)(gH)™"
CM?2) O(tS)ys = O(t)Hyg
= (0(t)y)S (T, G, 0) gaprazlanmig modiil oldugundan)
= ('t ™S
=tSt'St™'S
=tSt'S(tS) ™"

Etki ve 9, CM1ve CM2 yi saglar, boylece (T'/S, G/H, ) bir caprazlanmig modiildiir.
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Bu caprazlanmig modiile, gaprazlanmis boliim modiilii denir ve
(T,G,0)/(S,H,d")

ile gosterilir. Buna yakin bir gosterim de

(T, G, 0)

(S,H,0)
diir.

(o, @) : (T,G,0) — (T",G", ') bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. («, ®)
nin ¢ekirdegi cek(a, @) , (ceka, cek®, 0) caprazlanmig modiilidiir. cek(a, ®) (T, G, 0)
nin bir normal alt ¢aprazlanmig modiiliidiir. Eger cek(a, ) asikar caprazlanmig
modiil ise (o, ®) bir monomorfizmdir.

(a, ) nin goriintiisi Im(«, @), (a(T), P(G), &) caprazlanmig modiilidir. Im(a, @),
(T",G',d") niin bir normal alt ¢aprazlanmig modiliidiir.

Eger Im(a, @) = (T",G’, ') ise (a, @) bir epimorfizmdir.

Tanim 2.2.2. Caprazlanmas modillerin morfizmlerinin bir dizisi,

(o,7)

1 - (REK,N Y1 a0 w00 -1

bir kisa tam dizidir (short exact sequence) [13], eger asaqidaki sartlar saglaniyorsa,
1. (i,7)  bir monomorfizm,

2. (o,7) bir epimorfizm ve

3. (T,G,0) nin alt ¢caprazlanmas modilleri olan Im(i, j) ve cek(o,T) esittir [13].

Simdi grup teorisindekine benzer olarak, ¢caprazlanmig modiiller i¢in izomorfizma

teoremleri verilecektir.

Teorem 2.2.1. (1. Izomorfizma Teoremi)
(o, 9) : (T,G,0) — (T",G",0") c¢aprazlanmas modiillerin morfizmi olsun.
O halde Im(a, ¢) = (T, G, 0)/cek(c, ¢) [13].
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ispat.

(@,¢): (T,G,0)/ (ceka,cekp,0) — (a(T),¢(G),d)
(tceka, geekdp) +— (@ (tceka) , ¢ (gcekd))) =(a(t),o(9)

seklinde bir fonksiyon tammlayalim. Once <a, 5> nin iyi tanimh oldugunu yani
(tlceka, grceka, 5) = (tyceka, gacekp, 0)
iken
(@ (ticeka) , ¢ (gicekd)) = (@ (taceka),d (gaceko))

oldugunu gosterelim.
ticeka = tyceka, gicekd = goceko,

tity 'ceka = ceka, g1gy tcek = ceko,

ve dolayisiyla

tity' € ceka, g1g; " € cekg
dir.
a(tit,))=1p = at)alt) ' =1p
= a(t) = a(ty)
olur.

o q9) =1e = ¢(q) ()" = 1o

= ¢(q1) = ¢ (g2)

olur. O halde <57 g_b> iyi tamimhdir. <a, 5> nin bir homomorfizma oldugunu gosterelim.

Y (t1,q1), (t2,92) € (T, G) i¢in

(E(tlcek:a.tgcek:a) ,q_b(glcekgb.ggcekqb)) = (E(tltgceka) ,a(gngCekgb))
= (a(tit2) , 9( 9192))

ve (a, ¢) nin homomorfizma oldugu gézoniine alinirsa,

(a (ticeka.tycekar) ) (glcekgb.chekcb)) =(a(t1),0(g1)).(a(t2),d(g2))
= (6 (ticeka) , ¢ (glcekqb)) (6 (tyceka) , ¢ (ggcek¢))
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elde edilir. O halde <a, $> bir homomorfizmadir. <a, q_b> nin 1-1 oldugunu gosterelim.

(@ (teeka) & (grceks)) = (@ (taceka) G (gaceko)
(a(t),d()) = (alt2) d(g))

ise

a(ty) = al(ta),d(g1) = ¢(g2)
a(t)a(t) " =altity!) =1, ¢ (g1)d ()" = ¢ (019:") = 1
tity,! € ceka, 195" € cekg

A

ticeka = tyceka, giceko = goceko

oldugundan (@, ¢) 1-1 dir. Son olarak (@, ¢ ) nin érten oldugunu gosterelim. (a (T), ¢ (G))
nin herhangi bir elemani, (¢,9) € (T, G) olmak tizere (a(t), ¢ (g)) €(a(T), ¢ (G))

dir. (tceka, geeko) € (T, G)/cek (o, ¢) oldugu igin (@ (teeka) , ¢ (geeke)) = (o (t), ¢ (9))
olur. Dolayisiyla <@, $> bir izomorfizmadir. O]

Teorem 2.2.2. (2. Lzomorfizma Teoremsi)

(R, K,0),(T,G,0) nin bir normal alt ¢caprazlanmus modiili olsun. Bu durumda
(T, G)/(R, K) béliimiiniin herbir alt ¢caprazlanmas modili (S, H)/(R, K) formundadar.
Burada (R, K) < (S,H) < (T,G) dir. Ek olarak (S,H)/(R,K) < (T,G)/(R, K)
olmasu i¢in gerek ve yeter sart (S, H) < (T, G) olmasidur ve eger bu sart saglaniyor

1s€

dur [13].

ispat. (o, ¢): (T,G) — (T,G) / (R, K) = (T/R,G/K) érten caprazlanms modiil
morfizmidir. T = T/R, G = G/K, S = S/R, H= H/K olmak iizere

T.0) (LG /[ (RK) w57
(@ ¢): (I,G) — (SH)/(R,K)_(T ,G) / (S, H)

(t,9) = (a(t),9(9) (R, K)

seklinde (@, ¢) fonksiyonunu tanimlayalim. V (f §) € (T @) i¢in
(a(t),9(9)) = (I,7) olacak sekilde 3 (¢, g) € (T, G) bulunabilir. Suhalde (T,G) / (S, H)
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m herhangi bir elemam (£5,9H) = (a(t),¢(g)) (S,H) = (@ (t),¢(g)) oldugundan
(@, ¢) ortendir. (a, ¢) nin homomorfizma oldugu ve smif carpimi gozoniie alinirsa

v(tl,gl) ) (t2ag2) € (T> G) 1an

dir ve (@, ¢) homomorfizmadir. Simdi cek(@, ¢) yi bulahm. Bir (¢,¢9) € (T, G) nin

cek(@, @) nin elemani olmasi icin gerek ve yeter kosul

(@).,é(9) = (a®).0(9) (5.H) = (5, H)

olmasidir. Buradan da (a(t),¢(g)) € (S,H) < (t,9) € (S, H) bulunur. Béylece
cek(@, ) = (S, H) elde edilir. (@,9) : (T,G) — (T,G) / (S,H), cekirdegi (S, H)

~

olan érten homomorfizma oldugundan 1. izomorfizma teoreminden (7', G) / (S, H)

(T,G) / (S, H) bulunur ve (T,G) = (T,G)/(R,K), (S,H) = (S,H)/(R,K)

U

oldugundan istenen elde edilir.

Teorem 2.2.3. (3. Izomorfizma Teoremi) )

(S,H) < (T,G) ve (R,K) Q(T,G) olsun. O zaman

(S, H) (S,H)(R, K)
(S,H)N (R, K) (R,K)

I

(S,H)N(R,K) Q(S,H)ve

dur [13].
Ispat. (R,K) < (T,QG) ve (S, H) < (T,G) oldugundan (S, H) (R, K) < (T, G) dir.
(R,K)C (S,H)(R,K) C (T,G)

oldugundan, (R, K) < (S, H) (R, K) oldugu agiktir. O halde (S,H) (R, K) / (R, K)
tammmhdir. (S, H) N (R, K) < (S, H) oldugunu gérmek de kolaydir. O halde
(S,H) /(S,H)N(R, K) da tanimhdir. V (s, h) € (S, H) igin (a (s),¢ (h)) = (s,h) (R, K)
ile

(0, 0) : (S, H) — (5, H) (R, K) / (R, K)
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fonksiyonunu tanimlayalim. («, ¢) nin 6rten oldugunu gosterelim.

(s,h)(r, k) € (S,H) (R, K) olmak iizere

((s,h) (1, k) (R, K) = (s,h) (R, K) = (a(s) , ¢ (h))

dir. (@, ¢) nin bir homomorfizma oldugunu gosterelim. V (s1,hy), (s2,h2) € (S, H)

icin

(a (5182) s ¢ (hlhg)) = (8182, hlhg) (R, K)
= ((s1,m) (R, K)) ((s2, h2) (R, K))
= (a(s1), ¢ (M) (a(s2), ¢ (h2))

dir. Simdi cek («, ¢) yi bulahm. (s, h) € (S, H) igin

(Sah) <O‘a ¢> A (a (S) >¢(h)) = (S’h) (R’ K) = (R’ K)
o (s,h) € (S,H)N (R, K)

oldugundan cek (a, ¢) = (S, H) N (R, K) olur. 1. izomorfizma teoreminden

(5, H)/ (S, H) N (R, K) = (5, H) (R, K) / (R, K)

olur. O
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BOLUM 3
CEBIRLER UZERINDE CAPRAZLANMIS
MODULLER

Whitehead in gruplar tizerinde tanimladigi ¢aprazlanmig modiil kavrami, diger

cebirsel yapilarda da biiylik 6neme sahiptir.

Tanim 3.0.3. R degisimli bir k- cebir ve C' bir R- cebir olmak tzere,
0: C — R,

R- cebir morfizmi olsun. Her ¢, € C ver € R igin

LCM) c.o(d) = e
RCM) d(c).d = cd

sartlar saglamyor ise (C, R,0) fg¢lisi cebirlerin ¢aprazlanmis modilidir

denir [16, 18].

Onerme 3.0.1. R bir degisimli k- cebir ve C' bir R-cebir olmak tzere
0: C — R,

R-cebir morfizmi ise

d(rc) = ro(c)
d(er) = d(c)r

olur.
ispat. R degisimli K- cebiri,
RxR— R

(ryr") = o
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K-bilineer birlegimli ¢arpimi ile bir R K-bimodiilidiir Ayrica R bir K-cebir ise, C
R- cebiri ile

Cx(C—C

(c,d) — e

R-bilineer birlegimli carpimini saglayan R- bimodili kastedilir. R degisimli halka
ve C' bir sol R-modiil ise C' ye R-bimodiil yapisi

CxR—C, cr=rc

ozelligi ile verilir. Bu, C' yi bir sag R-modiil yapar ve R degisimli halka oldugundan

Vr,r' € R ve ¢ € C igin
(re)r’ =1'(rc) = (r'rye=r(r'c) = r(er)
olur. R ayni zamanda bir R-cebir oldugundan
0:C — R
R-cebir morfizmi i¢in
d(rec) =1d(c)
olur ve C'; R-bimodiil oldugundan ¢r = rc dir. Buradan
d(cr) = 0(rc) = ro(c)
olur. r,0(c) € R ve R degisimli halka oldugundan
d(cr) = 0(er) =rd(c) = d(c)r
olur. O
Ornek 3.0.1. R bir k-cebir ve I, R nin ideali olsun .
i¢: I — R

11
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dahil etme dontsumunt ele alalim. Bu durumda ¢aprazlanmas modil aksiyomlar:

LCM) i.0(i) =14
RCM) (i).i =i’
seklinde kolayca saglanar. Dolayiswyla, (I, R, i¢) bir ¢aprazlanmas modil yapise olugtu-
TUT.
Tersine, herhangi bir 0: C' — R caprazlanmis R-modil verildiginde OC = 1
nin R de ideal oldugu kolayca gosterilebilir.

0C nin R de bir ideal oldugunu gostermek igin, OC' nin R ile ¢arpimi altinda

kapaly oldugunu gostermemiz yeterlidir. (C, R, ) c¢aprazlanmas modil oldugundan,

RxC—C

(r,c) —r.c

etki fonksiyonu geregince, r.c € C ve 0 (r.c) € OC dir. Ayrica, Oc € 0C ver € R
1¢in,
rdc =0 (r.c) € 0C

esitligi vardar.
Benzer olarak

d(c)r=20(cr)edlC
bulunur. Dolayisiyla OC, R de bir idealdir.

Tanim 3.0.4. (C, R,0) ve (C', R',d") iki ¢aprazlanmas modil olsun.

0(r.c)=1(r).0(c),
0(cr)=20(c).v(r)

ve
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diyagrams degisimli, yani

06 (c) =0 (c)
olacak sekilde 0: C — C" |, ¢: R — R’ R-cebir morfizmleri varsa
0,¢): (C,R,0) — (C",R', ')
morfizmine ¢aprazlanmag modiiller arasindaki morfizm denir [18].
O halde, R = R’ ve 9 birim doniigiim ise, 6 bir R-cebir morfizmi oldugunda
0 (r.c) =rb(c)

dir ve

c 2w

|

R

diyagrami degisimli oldugundan, yani

90 (c) =0 (c)
saglandigindan, @ bir ¢aprazlanmig R-modil morfizmidir.
Ornek 3.0.2. M, herhangi bir R-modiil olsun.

MxM— M

(my,mg) — mymg =0
carpyma tanimlanirsa, M tzerinde bir R- cebir yapist olusur. Bu durumda

0: M — R

z—0(zx)=0

seklinde verilen sifir morfizmi ile birlikte (M, R,0) bir ¢aprazlanmas modil yapist

olusturur. Cunki

LCM) m.0(m') =m.0 =m0 =0=mm’

RCM) O0m.m'=0.m"=0m" =0=mm'

seklinde ¢aprazlanmis modul aksiyomlar, saglanar.
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Tanim 3.0.5. 0:C — R, LCM kuralini saglayan bir R-cebir morfizmi ise (C, R, 0)
ye sol caprazlanmus R-modil, 0:C — R, RCM kuralini saglayan bir R-cebir morfizmi
ise (C, R,0) ye sag ¢aprazlanmis R-modil denir [18].

Uyar: 3.0.1. 1.
g: (076) - (Baﬂ)

caprazlanmis R-modillerin morfizmi olsun.
(a) Eger (B,f) = (R, IR) ise g =0 dir. Yani;
g: (Ca a) - (Rv ]R)

0=g¢g:C —R
olur.

(b) Eger B =0 ise yani B bir R-bimodil ise 0 = 0 dur ve bu nedenle C' bir
R-bimodiildur.

(c) g =0ise d = g = 0 ve C bir R-bimodildir. Béylece 0 morfizmleri

tanim kimeleri olarak sadece R-bimodiilleri icerebilirler.

fr9:(C,0) — (B,5)
cek = 0 olacak sekilde ¢aprazlanmis modillerin ikt morfizmidir. O halde herhengi
bir c € C i¢in
(f(e) = g(c)) € cekf =0
18€
f=y9

dir. Eger cekirdek asikar ¢cekirdek degilse herhangi bir m € cek(3 icin

dir.

33



Boylece R nin herhangi bir I ideali i¢in (I, Ig:) i bir caprazlanmis R-moduil

oldugu gozoninde bulundurulursa,
f:(C0) = (I, 1¢)

caprazlanmas modil morfizmi varsa f tektir.

3.1 CAPRAZLANMIS MODULLERIN BAZI CEBIRSEL
OZELLIKLERI

(C, 0) bir gaprazlanmig R-modiil olsun. cekd yerine 7, Im 0 yerine de [ alalim. (R/I

boliim halkas: yerine R alalim.)
Onerme 3.1.1. 1. I, R de bir idealdir.

2. w, C de bir ideal ve bir R-modildiur. R nin I ideali, 7™ tzerine asikar olarak

(sufir) etki eder. Buradan w, R nin bir etkisiyle R-modiil olur.
3. C/C?* ve I/I* R-modiildiir [18].

Ispat. 1. Kontrol edilmesi gereken I nin R deki ¢carpmaya gore kapali olmasidir.

Vz € I ve herhangi bir ¢ € C' i¢in x = dc olsun. Her bir r€ R igin
re=r.0(c)=0(rc) , rcée€ C oldugundan rx € I dir.
Benzer olarak xr = d(c).r dir ve xr € I olur ve I, R nin bir idealidir.
2. 7 nin C' de ideal oldugu kolayca goriiliir. k£ € 7, ¢ € C' olsun.
d(ck) = 9(c)0(k) = 9(c)0 =0

ve

(k) = A(k)d(c) = 09(c) = 0

dir ve ck,kc € 7 elde edilir. 7 C C oldugundan C' i¢in saglanan sartlar =
icin de saglanacagindan, 7 nin bir R-modiil oldugu agiktir. I nin 7 {izerine

sifir etkisini kontrol edelim. Yani, ¢t € I, k € 7 i¢in tk = 0 = kt oldugunu
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gosterelim. ¢t € I, k € 7 olsun ve bir ¢ € C segelim Oyleki dc¢ = ¢t olsun. O
zaman

tk =0(c)k =ck=c0(k)=0

dir.Benzer olarak kt = 0 dir. Boylece I nin 7 tizerine sifir etki eder.

Rxm—m

(r+0C, k) — (r+0C)k =rk

carpimiyla 7 bir R/I = R— modiil olur. Bunu 7 nin R—modiil oldugunu
kullanarak gosterebiliriz.

Gergekten
(a)

(’I" + 80)(k1 + k‘g) = ’I“(k?l + ]{72)

:Tk1+T]€2

((ry +0C) + (ro + 0C))k = ((r1 +19) + 0C)k
= (r +r)k
=nrik 4+ rk
= (11 +0C)k + (ro + 00k

((T1+8C)(7‘2+80>> T17‘2+80)

= (

= (rir2)k
= (r1 + 0C)rsk
= (

ry + 0C)((r2 + 0C)k)
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3. I nin C/C? ye sifir etki ettigini gostermek yeterlidir. b € C i¢in x = 9(b) € [
olsun ve ¢ € C i¢in ¢+ C? € C'//C? olsun. O zaman
z(c+ C?) = zc+ C?
= 9(b)c + C?

=bc+ C?

dir. be € C? ve be+C?, C'/C? nin sifindir. Buradan I, C'//C? ye sifir etki eder.

Dolayisiyla
R/I x C/C* — C/C?
(r+0C,c+C? v (r+00)(c+ C?) =rc+ C?
ile
(a)

(r+0C)(c1 +C*+ o+ C?) = (r + 9C) ((e1 + ¢2) + C?)
=r(c1+c) +C?
= (re; +1eg) + C?
= (re1 + C?) + (rep + C?)
= ((r+0C)(c1 + C*) + (r + 9C)(cy + C?)

(b)

((ry + 9C) + (ra + 0C))(c + C?) = ((r1 + 19) + OC)(c + C?)
= (r1 +ra)c+C?
= (ric+roc) + C?
= (ric+ C?) + (rac + C?)
= (

r1 4+ 00)(c 4 C?) + (ry + 0C) (c + C?)
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((r1 +0C)(r2 4+ 0C))(c + C?) = ((r17r2) + 0C)(c + C?)
= (rira)c+ C?
= r1(roc) + C
= (ry + 9C) (roc + C?)
= (r1 4+ 9C)((r2 + 9C)(c + C?))

(1gr + 9C)(c+ C?) = 1gc + C?

=c+C?

esitlikleri saglanir ve C'/C? bir R-modiildiir. Aym fikir I/I? i¢inde kul-

lanilabilir.

Ayrica w, C nin merkez idealidir, ¢ € C' ve k € 7 igin
kc=0(k)ce=0c=0=c0=co(k)=ck

dir ve kc = ck € 7 olur.
Onceki 6nermenin bir sonucu olarak R-modiillerin agagidaki gibi iki tam dizisi

vardir.

0O—-rm—C—=1—0 ()

ve

0—-I—R—R—0
Onerme 3.1.2. Yukaridaki (%) dizisinden
T—C/C? = I/I* =0
tam dizisi elde edilir [18].

ispat. 7 — C/C? — I/I?> — 0 dizisinin tam olmas iin ;
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1. 9:C/C? — I/I?* nin 6rten oldugunu,

2. 7 nin cekd ye drten olarak doniistiigiinii, yani her ¢ + C? € cekd elemanimin

k € micin k + C? geklinde oldugunu, gostermek gerekir.

c/c? — I/ ———0
diyagrami degisimlidir ve 9 6rten oldugundan 9 de értendir. @ — C /C? nin

goriintiisii cekd dedir.

2. ™ — cekd nin orten oldugunu gosterelim. ¢ + C? € cekd olsun.

O(c+C?) =0(c)+ I?
—J?

ve d(c) € I? olur. Boylece b,V € C' igin

olur. Bu,

d(c) —abY') =0ve d(c—bb')=0,(c—bb) em
olmasimi gerektirir.Yani k € 7 i¢in
c—bb =k

dir. O zaman ¢ + C? = k 4+ C? olur. Béylece , cekd yi orter .

Onerme 3.1.3.
Y (C,0) — (B, )

bir caprazlanmas R-modil morfizmi olsun. (C, B,1), B nin C'ye 3 yoluyla etkisi ile
bir caprazlanmas B-modildir [13].
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ispat.

degisimli diyagraminda 1 R-cebirlerin morfizmi ve B, C' iizerine ( yoluyla etki eder.

Yani, c € C' ve b € B igin
cb = ¢B(b) ve be = ((b)c

vardir. Simdi ¢ nin B-cebirlerin morfizmi oldugunu ve LCM, RCM sartlarini sagladigini

gosterelim. ¢ € C' ve b € B olsun. Bu taktirde

(cb) = (c(b))
(©)5(b)

C
C

()b

(G
(G
dir. Ayrica ¢, € C igin

v(e)d = py(e)d , [y = 0 oldugundan

=9d(c)d = ¢

diir. Benzer olarak
cp(d) =cd
oldugu gosterilebilir. Boylece LCM ve RCM de saglanmig olur. ¢ (C'), ¢ nin

gortintisiidiir ve B nin bir idealidir. O

Onerme 3.1.4. (C, 9) bir ¢caprazlanmis B-modil ve (B, 3) bir ¢caprazlanmas R-modiil
olsun. Bu durumda R nin C' uzerine etkisi, B nin C tzerine etkisi ile uyumlu olmak

tizere (C, R, 0) bir ¢aprazlanmis R-modildir [18].

Ispat. LCM ve RCM sartlarim kontrol etmek yeterlidir. ¢, ¢’ € C' olsun.

(B(c)) = cBA()) = () = e

dir. Benzer sekilde (89(c))c’ = cc esitligi de gosterilir. O
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3.2 ALT CAPRAZLANMIS MODULLER, CAPRAZLANMIS
IDEALLER VE CAPRAZLANMIS BOLUM MODULLERI

Caprazlanmisg modiillerin incelenmesinde alt ¢aprazlanmig modiiller ve caprazlanmig

idealler onemlidir.

3.2.1 ALT CAPRAZLANMIS MODULLER

Tanim 3.2.1. (C,0) bir ¢aprazlanmis R-modil olsun. C', C' nin altcebiri ve

=0 |C/Z ' — R,
J' niin 0 ye kisitlanmage olmak tizere (C', 0') ¢caprazlanmas R-modili, (C,0) ¢aprazlanmag
R-modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmig modilidir [18].

Uyar1 3.2.1. 1. (C",9), (C,0) nin bir alt ¢aprazlanms modili olsun. x € C’

ve ¢ € C i¢in
cx =0(c)x e '
ve benzer olarak xc € C' diir. Béylece C', C' de bir idealdir. Buradan bir alt
caprazlanmas modil olan C" niin 3 ile bir ideal oldugu anlasilir.
2. (C",0") den (C,0) ye dahil etme déniisimai bir ¢aprazlanms modil monomor-

fizmidir. Bu, tanimdan ve 1. uyaridan a¢ik¢a gorilir.

Ornek 3.2.1. 1. R halkasinan herhangi bir I ideali (R, Ig) ¢aprazlanmas modilinin

(I,i¢) alt ¢caprazlanmas modilint verir.

2. (M,0) ¢aprazlanmas modil olmak tizere M nin bir alt modili, M nin bir alt
caprazlanms modilidir. x,y,m’ € M',r € R, rm’ € M’ ve M', M nin alt
grubu oldugundan

xy € M'vexr —y € M’
dir. Boylece
Ol M CM—R
m' — 0

olmak tizere (M',0) bir alt caprazlanmas modiildiir.
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3.2.2 CAPRAZLANMIS iDEALLER

Bir (C, 0) caprazlanmig R-modiiliiniin, caprazlanmig ideal olarak adlandiracagimiz
normal alt ¢caprazlanmig modiiliinii tanimlayacagiz.
Halka teorisindeki durumu hatirlayalim. Halka teorisinde idealler ve ¢ekirdekler

ayniydi. Yani her [ ideali, R halkasinin
v:R— R/I

dogal halka morfizminin ¢ekirdegidir ve her halka morfizminin ¢ekirdegi bir idealdir.

Bir gaprazlanmis ideali , ¢ € C i¢in
v(c)=c+C ve d(c+C") =0(c)
olmak iizere R iizerinde gaprazlanmig modiillerin morfizmi (C,C//C’,v) nin

c —— C/C
A

bir ¢ekirdegi olan, R {izerinde (C, 9) ¢aprazlanmig modiiliiniin (C’, 9') alt gaprazlanmig

R

modiilii olarak tamimlayalim.
O nin iyi taniml olmasi icin gerek ve yeter sart C’ niin cekd de yer almasidar.
Clnkii,

c+C'=d+C =c—cd=z€eC"vec=+=x

dir. Ayrica, 0

Ac+C") =0(cd +C") < 9(c) = ()
<= d(c)—09(cd)=0
< Jd(c—d)=0

—c—d =ux€cekd

dir. Dolaywisiyla 0 : C — R gaprazlanmig modiiliiniin ¢aprazlanmig idealleri

(C, R, 0) nin cekd de yer alan biitiin (C’, R, d’) alt ¢aprazlanmg modiilleridir.
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Caprazlanmig modiillerin herhangi bir

c-—1.p

| A

R

morfizminin g¢ekirdegi C nin cekd de yer alan bir alt ¢aprazlanmig modiilidiir.
Cunki, gf = 0 dir [18].

Boylece asagidaki sonuc ispatlanmis olur.

Onerme 3.2.1. (C,0) bir ¢aprazlanmis R-modiil ve (C', R, '), (C, R, ) de bir alt
caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda (C/C’,R,0) nin bir caprazlanmas bolim

modulti olmasy i¢in gerek ve yeter sart ¢ € C' i¢in

I(c+C") = 0(c)
olmak tzere, C' niin cek0 de yer almasidir.

Bu arada caprazlanmig boliim modiilii her zaman tanimh degildir. Yani,

asagidaki degisimli diyagramda C'/C' boliimii igin
C ¢ cekd

oldugundan bir (C/C, R, 3) ¢aprazlanmig R-modiil degildir.

c——C

%

R

Onerme 3.2.2. Caprazlanmas R-modillerin kategorisinde caprazlanmas modiillerin

her morfizmi bir monomorfizm tarafindan takip edilen bir regiler epimorfizm olarak

tek sekilde ifade edilir.

Ispat. f: (C,0) — (B, ) bir caprazlanmig R-modiil morfizmi olsun.
cekf C cekd oldugu icin

0:C/cekf — R
c+ cekf — d(c+ cekf) = d(c)
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olacak gekilde bir morfizm tammlayabiliriz ki C/cekf bir ¢aprazlanmig R-modiil

yapist verir. Boylece ¢aprazlanmig R-modiillerin bir kanonik morfizmi
p:C — C/cekf
dir. Bu morfizmin regiiler epimorfizm oldugunu gosterelim.
T=Cwxcekf={(c,m):ceCvem e cekf}

yaridirekt carpim olsun. 7' tizerinde bir ¢caprazlanmig R-modiil yapisi tanimlayacagiz.
Carpimi agagidaki gibi tanimlayalim:

(c,m),(c,m') € T i¢in
(e,m)(c,m") = (¢, em’ + md)
= (¢d,0), mc =09d(m)d =0=cm’ oldugu igin
R halkas1 T tizerine belli bir yolla etki eder, ve

7:T — R

(¢, m) — 7(c,m) = 9(c)
ile verilen morfizm RCM ve LCM sartlarini saglar.

7(e,m)(¢',m") = 9(c)(d, m')
= (0(c)c’, 0(c)m’)
= (ed,0)
= (¢,m)(c,m")
dir. Béylece (T, 1) bir gaprazlanmig R-modiil olur.
s, t: T — C
s(e,m) =c,

t(c,m) = c+ m.
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morfizmlerini tanmimlayalim. Bu iki morfizm ps = pt olacak sekilde gaprazlanmig
R-modiillerin morfizmidir. Bunu gosterelim.
s((e,m)(c',m")) = s(cc,0)
=cd
= s(c,m)s(d',m’)

ve

t((e,m)(c',m")) =t(cc,0)
=cd
=ccd +mm’ + cm’ +md
= (c+m)(d +m')
= t(c,m)t(d,m")
Boylece s ve t morfizmleri R-cebir morfizmleridir. Kabul edelim ki
g: (Caa) - (Dad)

gt = gs olacak sekilde caprazlanmis R-modiillerin morfizmi olsun. O zaman

g :CJcekf — D
c+cekfr— g(c+cekf)=g(c)
ile verilen tek bir morfizm vardir. f : C' — B morfizmi fs = ft kuralin saglar.
Boylece
w:CJeekf — B
c+cekf — p(c+cekf) = f(c)
ile verilen bir tek morfizm vardir. g niin bir monomorfizm oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki
h,h': X — C/cekf,

ph = ph/ olacak sekilde (X, x) den (C/cekf, ) ye iki caprazlanmig R-modiil morfizmi
olsun. h # h’ oldugunu kabul edelim. Bu taktirde 3z € X vardir 6yleki ¢, € C
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i¢in
h(z) = c+ cekf # h'(z) = + cekf
dir. Fakat
p(h(z)) = p(h'(z))
oldugundan,

p(c+cekf) = u(c + cekf)

dir ve buradan

diir. Boylece
(c— ) € cekf

olur. Dolayisiyla
c=dcd+m, méecekf
icin,
c+cekf = (d+m)+cekf =c +cekf

dir. Boylece p bir monomorfizmdir ve

f=npp
dir. O

Teorem 3.2.1. f : (C,0) — (B, 3) bir ¢aprazlanmis R- modil morfizmi olsun.
Bu taktirde

(C/cekf,8) = (Im f, 5)
dar.

Ispat. Ve+cekf e C/cekf icin, f (c+cekf) = f (c) ile f : (C/cek:f,g) — (Im f, 5)

tanimlayalim.

f iyi tanimhdir: Gercekten,

c+cekf=c +cekf = c—c €cekf
= fle=d)=f(c)—f() =05
— f(c) = f(c)
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dir. f nin orten oldugu aciktir. f nin 1-1 oldugunu gosterelim.
fletcekf)=f(c +cekf) = f(c) = f(c)
= f(c—)=0p = c— € cekf

= c+cekf =c + cekf

dir. Buradan f 1-1 dir.
Simdi f nin bir caprazlanmis modiil morfizmi oldugunu gésterelim. her ¢, ¢ € C

ver € R igin Her r € R ve ¢+ cekf € C/cekf igin

f(r(c+cekf)) = f(rc+ cekf)

f(re)=rf(c) , (f caprazlanmig modiil morfizmi oldugundan)

=1f (c+ cekf)
ve
Bf (c+ cekf) = Bf (c)
=0d(c), (f caprazlanmig modiil morfizmi oldugundan)
=0 (c+ cekf)
oldugundan

C/cekf I Imf

QI

R
diyagrami degisimlidir. Simdi f nin R-cebir morfizmi oldugunu gosterelim. Her

¢,d € C'ver € R igin

1.

f((c+cekf) (c + cekf))

(cc + cekf)
(c)

(e) (<)

fc+cekf) f(c + cekf)

!
f
f
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f((c+cekf) + (¢ 4 cekf)) =

f (L4 cekf) = f(1c)
=17 (C)

sartlar saglandigindan f bir R-cebir morfizmidir. Dolayisiyla f bir caprazlanmis

R-modil morfizmidir.

Sonug¢ olarak (C/cesz, 5) =~ (Im f, 3) dir. ]

Ornek 3.2.2. 1. (R,1) ¢aprazlanmis R -modiliniin ¢aprazlanmas idealleri, R
halkasinan biitin I idealleridir. Bunlari (I,i¢) seklinde caprazlanmas modiil
gibi disunursek 1¢: I — R dahil etme donusimi bir ¢aprazlanmis R-modiil

morfizmi olur.

2. Bir M, R-modil ve (M,0) wn bir ¢aprazlanmis R-modil oldugu disginilirse

M, R-moddilinin alt modiilleri ¢aprazlanmas ideallerdir.

3. Caprazlanmas ideal olmayan, alt ¢caprazlanmas modiller de vardar.
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Ornegin; (Z., Iz) caprazlanmas Z-modiil ve (nZ,i¢), n € Z ile bir alt ¢caprazlanmas

Z-modildiir. Asaqidaki diyagram degisimlidir.
n————=17
Z
nZ, nin ¢aprazlanmas modillerin morfizminin ¢cekirdegi olabilmesi i¢in hi¢ bir

yol yoktur.

3.2.3 CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS KARELERI

Tanim 3.2.2. Cebirlerde bir ¢aprazlanmas kare, R nin B, C" ve D ye cebir etkileri,

(C nin D ve B ye 0 yoluyla etkisi, B nin C' ve D ye [ yoluyla etkisi ) ve
h:CxB-—Dwveh':BxC— D

fonksiyonu ile birlikte asaqidaki aksiyomlar: saglayan

ﬂ/

D c
4 0
p— " -p

degigimli diyagramadur [8, 18].

1. 0,0,0, 08 ve 900 caprazlanmis modiiller,

2. 0, morfizmleri R nin etkisini korur,

3. rh(e,b) = h(re,b), h(c,b)r=h(c,br)
rh/ (b,c) =k (rb,c), B (b,c)r =1 (b,cr)

4. h(c+d,b)="h(c,b)+h(d,b)
h(c,b+b)=h(c,b)+h(cl)
R (b+10b,c)=h(bc)+h' (U, c)

R (b,c+c)=h (bc)+ h' (b,)
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5. B'h(e,b) =cB(b), B'h (b,c) = [ (b)c
dh(c,b)=0(c)b, I'N (b,c) =00 (c)

6. h(0'(d),b) = dp(b), W' (b, 5" (d)) = 3 (b)d
h(c,d (d))=0(c)d, W (I (c),d) =do(c)
7. Vh(c,b) =1h (V,c)b, /N (b,c) = h(c,b)c

Bu sartlar her ¢, € C,b,b' € B,d € D ver € R ig¢in gecerlidir.

Onerme 3.2.3. (C,R,0) ¢aprazlanmis modili ve onun (C',R',0") ¢aprazlanmasg

ideali, her ' € R',c € C igin

h:CxR —(C

(c,r") — hc,r")=cr
ve

W R xC—C

(r';e) =K (r',c)=71'c

fonksiyonlary ile bir ¢aprazlanmas kare verir [18].

' “ C
o' 15)
R’ ) R

Ispat. Srtlar kolayca kontrol edilir. Fakat (3) ve (7) nin ispatim verelim. ¢ € C,

1" € R've s € R olsun.
sh(c,r") =s(er’) = (sc)r" = h(sc,r")sh' (7', ¢) = s (r'c) = (sr',¢) = b (st ¢)
dir. t' € R’ olsun.
t'hc,r)y =1t (cr')y={'c)r' =h({'e,r)=h (', c)r

diir. Ayrica b € C igin, h(c,r")b = (¢r')b = ¢ (r'b) = ch’ (', b) olur. O
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Ornek 3.2.3. R bir halka ve I,J de R nin iki tarafl idealleri olsunlar. R nin I,J

ve I N J ye carpmayla verilen etkilert,

h:IxJ—=INJ

(¢,b) — h(c,b) =cb
ve

R :JxI—1InJ

(b,¢) — B (b,c) = be

ile bir ¢aprazlanmus kare elde edilir [18].

Ornek 3.2.4. M ve N, R-bimodiil olsun ve C, R tarafindan tzerine sifur etki edilen

bir abel grup olsun. Bitin donusumlerin sifir dontsimi oldugu ve
0O:MxN-—-=Cuvel:NxM-—-C

ile birlikte asagidaki diyagram bir caprazlanmas karedir [18].
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